Aufgabe 1. Auf einem Jahrmarkt gibt es ein spezielles Dosenwurfspiel: Auf jeder Dose steht eine Zahl. Man darf
beliebige Dosen umwerfen, gewinnt aber nur, wenn die Summe ihrer Zahlen genau 50 ergibt. Finde eine solche Menge
von Dosen aus denen in der Abbildung und gib alle ihre Zahlen in aufsteigender Reihenfolge an.
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Ergebnis. 6,16,28

Lésung. Die meisten Zahlen auf den Dosen sind Vielfache von 3. Wenn 50 durch 3 geteilt wird, betridgt der Rest 2.
Daher muss die Summe der Zahlen auf den ausgewé&hlten Dosen bei Division durch 3 ebenfalls den Rest 2 ergeben.
Deswegen muss mindestens eine Zahl enthalten sein, die nicht durch 3 teilbar ist. Die einzigen solchen Zahlen sind 16
und 28.

Es ist nicht moglich, nur eine dieser Zahlen zu verwenden: Die beiden Zahlen 16 und 28 haben bei Division durch 3
jeweils den Rest 1. Das Addieren einer beliebigen Anzahl von Vielfachen von 3 zu 16 oder 28 &ndert diesen Rest nicht,
so dass die Summe nicht 50 ergeben kann. Daher miissen sowohl 16 als auch 28 verwendet werden. Ihre Summe betrégt
16 + 28 = 44, was bei Division durch 3 den Rest 2 ergibt. Um auf 50 zu kommen, fehlt noch 50 — 44 = 6. Diese Zahl
kommt auf einer der Dosen vor und es gibt keine Moglichkeit, 6 irgendwie als Summe von Zahlen auf den Dosen zu
bilden. Daher muss man die Dosen mit den Zahlen 6, 16 und 28 umwerfen.

Aufgabe 2. Anna hat drei gewohnliche sechsseitige Wiirfel: einen roten, einen blauen und einen gelben. Jeder Wiirfel
hat wie iiblich die Augenzahlen 1 bis 6 auf den Seitenflichen. Nachdem sie alle drei Wiirfel ein Mal geworfen hat,
addiert sie die drei Augenzahlen. Auf wie viele verschiedene Arten kann sie die Augensumme 8 erhalten?

Ergebnis. 21
Losung. Es gibt fiinf Moglichkeiten, die Augensumme 8 mit drei Wiirfeln zu erhalten:

8=6+1+1=5+2+1=44+3+1=4+2+2=3+3+2.

Im Fall 6 + 1 + 1 kann die Augenzahl 6 auf dem roten, dem blauen oder dem gelben Wiirfel erscheinen. Daher gibt es
in diesem Fall drei Moglichkeiten. Analog dazu ergeben sich auch in den Féllen 4 4+ 2 + 2 und 3 + 3 + 2 jeweils drei
Moglichkeiten. Im Fall 5+ 2 + 1 gibt es 3-2 -1 = 6 Moglichkeiten fiir die Verteilung der Augenzahlen auf den drei
farbigen Wiirfeln. Dasselbe gilt fiir den Fall 4 4+ 3 4+ 1. Daher gibt es insgesamt 3 - 3 + 2 - 6 = 21 Moglichkeiten.

Aufgabe 3. Adam hat vier Kinder. Er bemerkt, dass sein derzeitiges Alter der Summe der Alter seiner drei ltesten
Kinder entspricht, wihrend sein Alter in sechs Jahren der Summe der Alter seiner drei jiingsten Kinder entsprechen
wird. Wie grof3 ist der Altersunterschied zwischen Adams jiingstem und &ltestem Kind?

Ergebnis. 12

Losung. Sei a das Alter von Adam und ky > ko > k3 > k4 das Alter seiner Kinder. Die Aufgabenstellung impliziert
die Gleichungen a = k1 + ko + k3 und a + 6 = (k2 + 6) + (k3 + 6) + (k4 + 6). Setzt man die erste Gleichung in die
zweite ein, erhdlt man ki + ko + k3 + 6 = ko + k3 + k4 + 18, was zu k1 = k4 + 12 vereinfacht werden kann. Daher ist
das dlteste Kind 12 Jahre élter als das jiingste Kind.

Aufgabe 4. Eine Digitaluhr mit 24-Stunden-Display zeigt Uhrzeiten zwischen 00:00 und 23:59 an. Wie oft zeigt
das Display im Laufe eines ganzen Tages genau vier der fiinf Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 an? Die Ziffern diirfen in beliebiger
Reihenfolge erscheinen.

Ergebnis. 36

Losung. Die Stunde muss eine zweistellige Zahl mit verschiedenen Ziffern aus 1,...,5 sein, die 23 nicht iiberschreitet.
Die einzigen Moglichkeiten sind 12, 13, 14, 15, 21 und 23. Da damit zwei Ziffern bereits benutzt wurden, verbleiben
noch drei mogliche Ziffern fiir die Minuten. Dabei gibt es 3 - 2 = 6 Moglichkeiten, zwei verschiedene auszuwéhlen, und
jede dieser Moglichkeiten ergibt auch eine giiltige Minutenzahl. Also gibt es in jeder der sechs zuldssigen Stunden
jeweils sechs giiltige Zeiten und damit 6 - 6 = 36 insgesamt.



Aufgabe 5. Gegeben ist ein regelmifliges Achteck ABCDEFGH, siehe Abbildung. Bestimme die Gréfle des
markierten spitzen Winkels in Grad, den die Diagonalen CF und EG einschlielen.
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Ergebnis.  67.5°

Losung. Sei X der Schnittpunkt der zwei Diagonalen. Statt den Winkel ZCX E zu berechnen, berechnen wir den
gleichgroBen Winkel ZF XG. Da BCFG ein Rechteck ist, gilt ZGFX = ZGFC = 90°. Weiters ist das Dreieck EFG
gleichschenklig mit dem Winkel Z/GFE = 135°. Daraus ergibt sich ZXGF = ZEGF = 22.5°. Im Dreieck FGX betrigt
der Winkel ZFXG = 180° — 90° — 22.5° = 67.5°.

Aufgabe 6. Seien a, b, ¢, d, e fiinf positive ganze Zahlen, sodass a < b < ¢ < d < e gilt und ihr arithmetisches Mittel
16 ist. Bestimme den maximal moglichen Wert von d.

Ergebnis. 36
Losung. Aus
a+b+c+d+e
5

folgt a + b+ c+ d+ e = 80. Um d zu maximieren, minimieren wir die anderen Terme unter Beriicksichtigung der
Ordnungsbedingung: Die kleinstmoéglichen Werte sind a =1, b =2, ¢ =3 und e > d 4+ 1. Daher gilt

=16

80=a+b+c+d+e>14+24+3+d+(d+1)=7+2d,

somit 2d < 73 und folglich d < 36, denn d ist eine ganze Zahl. Diese Schranke wird durcha =1,b=2,¢c=3,d =36
und e = 38 erreicht. Diese Werte erfiillen die Ordnungsbedingung und ihre Summe ergibt 80. Somit ist der maximal
mogliche Wert von d gleich 36.

Aufgabe 7. Ein Reisender néherte sich einem antiken Steintor in der Wiiste und traf dort auf eine Sphinx, die ihm
den Weg versperrte. Die Sphinx sagte: ,,Lose mein Rétsel und du darfst passieren! Ich denke an eine dreistellige Zahl
mit den folgenden Eigenschaften:

e Die Zahl ist ungerade,

e ihre Ziffern sind alle verschieden und werden von links nach rechts grofer,

e sie ist durch 9 teilbar, aber wenn man eine beliebige Ziffer entfernt, ist das Ergebnis nicht mehr durch 9 teilbar,
e eine ihrer Ziffern ist 6.“

Welche Zahl hatte die Sphinx gew&ahlt?
Ergebnis. 567

Lisung. Wegen der Teilbarkeit durch 9 ist die Quersumme eine durch 9 teilbare Zahl kleiner als 9+ 9 4+ 9 = 27, also 9
oder 18. Da die Zahl ungerade ist, kann 6 nicht die Einerziffer sein, sondern muss die Zehner- oder die Hunderterziffer
sein. Die Hunderterziffer kann aber nicht 6 sein, da dann die kleinstmogliche Quersumme 6 + 7 + 8 = 21 > 18 ist.
Somit ist 6 die Zehnerziffer und daher die Einerziffer mindestens 7. Deswegen kann die Quersumme nur 18 sein und die
Summe aus Hunderter- und Einerziffer ist dann 12. Die einzigen aufsteigenden Optionen sind (3,9), (4,8), und (5,7):
Die erste scheidet aus, weil das Entfernen der 9 die durch 9 teilbare Zahl 36 ergibt und die zweite ist ausgeschlossen,
weil 468 eine gerade Zahl ist. Damit ist (5,7) die einzig mogliche Wahl. Die Zahl der Sphinx ist also 567.



Aufgabe 8. Zwei gleichseitige Dreiecke sind wie in der Abbildung dargestellt angeordnet. Ihre entsprechenden Seiten
verlaufen parallel und sie haben denselben Umkreismittelpunkt. Die Seitenldngen betragen 17 cm im grofleren Dreieck
und 11 cm im kleineren Dreieck. Die gemeinsame Fliche beider Dreiecke ist ein Sechseck, das in der Abbildung grau
schattiert ist. Bestimme den Umfang dieses Sechsecks (in cm).

Ergebnis. 28

Liésung. Durch die Uberlappung entstehen auBerhalb des schattierten Sechsecks drei kleinere und drei gréfere
kongruente gleichseitige Dreiecke. Setzt man AB = z und BC = y, so ist die Seitenlinge des grofieren Dreiecks
2z + y = 17 und die des kleineren x + 2y = 11. Addition der beiden Gleichungen ergibt 3x + 3y = 28, was genau dem
Umfang des Sechsecks entspricht.

Alternative Losung. Diese Losung liefert einen Beweis ohne Worte, indem sie die Seiten des Sechsecks jeweils einer
Seite der beiden gegebenen gleichseitigen Dreiecke zuordnet. Daher ist der Umfang des Sechsecks genau die Summe der
Seitenlangen der gegebenen gleichseitigen Dreiecke, ndmlich 17 4+ 11 = 28.

Aufgabe 9. Tina mochte sich fiir ihren Sportverein anziehen. Sie muss genau ein T-Shirt, eine kurze Hose, ein Paar
gleichfarbige Socken und ein Paar gleichfarbige Turnschuhe tragen. Zusétzlich darf sie wahlweise ein Haarband tragen.
Sie besitzt T-Shirts in den Farben Weif}, Gelb, Griin, Blau und Rot, kurze Hosen und Haarbénder in Weif}, Schwarz und
Grau, Socken in Weifl; Rot und Orange und schlieflich Turnschuhe in Weifl und Schwarz. Sie trigt weile Socken nur
dann, wenn ihr gesamtes Outfit weif} ist — einschliefilich des Haarbands, falls sie eines trégt. Auf wie viele verschiedene
Arten kann Tina sich fiir ihren Sportverein kleiden?

Ergebnis. 242

Lésung. Tina muss genau ein T-Shirt, eine kurze Hose, ein Paar Socken und ein Paar Turnschuhe tragen und kann
wahlweise ein Haarband tragen. Alle zuldssigen Moglichkeiten, sich dem entsprechend zu kleiden, werden wie folgt
gezéhlt.

1. Fall: Die Socken sind weif3.
Unter den gegebenen Bedingungen diirfen weifle Socken nur getragen werden, wenn das T-Shirt, die kurzen Hosen und
die Turnschuhe allesamt weif3 sind, wobei das Haarband entweder nicht getragen wird oder ebenfalls weif} ist. Damit
ergeben sich 2 Moglichkeiten.



2. Fall: Die Socken sind nicht weif3.
Da die Socken rot oder orange sein kdnnen, ergeben sich 2 Wahlmoglichkeiten fiir die Socken. In diesem Fall gibt es
keine weiteren Einschrinkungen. Damit gibt es 5 Moglichkeiten fiir das T-Shirt, 3 fiir die kurzen Hosen, 2 fiir die
Turnschuhe und 4 fiir das Haarband, nédmlich keines, ein weifles, ein schwarzes oder ein graues zu tragen. Daher kann
sich Tina in diesem Fall auf
5:3-2-4-2=240

Arten kleiden.
Addiert man beide Fille, ergibt sich eine Gesamtzahl von 240 4 2 = 242 Moglichkeiten.

Aufgabe 10. Finde eine vierstellige Zahl mit den folgenden Eigenschaften:
e Die Hunderterziffer ist doppelt so gro wie die Tausenderziffer.
e Die Einerziffer ist dreimal so grofl wie die Zehnerziffer.

e Quadriert man jede Ziffer der Zahl, so ergibt die Summe dieser Quadrate 95.

Ergebnis. 1239

Losung. Sei ABCD die gesuchte Zahl, wobei A, B, C' und D ihre Ziffern sind. Laut Angaben gilt B = 24 und
D = 3C. Also ergibt sich

A? 4+ B2+ 0%+ D? = A2 4+ (24)? + C? + (3C)? = 5A% + 10C? = 95,

was sich zu A? + 2C? = 19 vereinfacht. Da die rechte Seite ungerade ist, muss A ungerade sein. Weiters ist A eine Ziffer
und A% < 19. Also kann A nur 1 oder 3 sein. Der Wert A = 3 fiihrt zu 2C? = 10, also C? = 5, aber diese Bedingung
kann durch keine Ziffer C' erfiillt werden. Also muss A = 1 sein, woraus 2C? = 18 und C = 3 folgt. Deswegen ist B = 2
und D =9, und die gesuchte Zahl ist 1239.

Aufgabe 11. Sandi ist eine positive Person. Daher méchte sie die Késtchen in dem Ausdruck
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entweder mit einem Pluszeichen oder einem Minuszeichen so ausfiillen, dass das Ergebnis eine positive Zahl ist. Auf
wie viele Arten kann sie das tun?

Ergebnis. 16

Losung. Die Summe +1 4+ 2+ 3+ 4 4+ 5 kann niemals 0 sein. Das gilt, weil 1 + 2 4+ 3 +4 + 5 = 15 ungerade ist und
jede Anderung des Vor-/Rechenzeichens die Summe um eine gerade Zahl éndert, sodass das Ergebnis immer ungerade
ist. Wenn man nun beliebige Zeichen w&hlt und jedes Pluszeichen in ein Minuszeichen und jedes Minuszeichen in
ein Pluszeichen umwandelt, &ndert sich das Ergebnis von positiv zu negativ oder umgekehrt. Dadurch entsteht eine
perfekte Paarung zwischen positiven und negativen Ergebnissen. Fiir jedes der fiinf Késtchen konnen unabhingig
voneinander entweder ein Plus- oder ein Minuszeichen gew#hlt werden, sodass es fiir jede Position 2 Moglichkeiten gibt
und somit insgesamt 2° = 32 verschiedene Moglichkeiten, Plus- und Minuszeichen einzutragen. Da keine davon Null
ergibt, muss genau die Hilfte positiv sein, sodass Sandi auf 16 Arten ein positives Ergebnis erzielen kann.

Aufgabe 12. In der unten gezeigten schriftlichen Addition steht jeder Buchstabe fiir eine Ziffer. Gleiche Buchstaben
stehen fiir dieselbe Ziffer, unterschiedliche Buchstaben fiir unterschiedliche Ziffern.

A A A
+ A A B
+ A C C
2 0 2 6

Finde die dreistellige Zahl ABC.

Ergebnis. 619

Lésung. Da die erste Ziffer aller drei Zahlen gleich ist, muss A die Bedingungen 3A < 20 und 3A > 18 erfiillen, da
bei der Addition von drei Zahlen kein Ubertrag von mehr als 2 moglich ist. Daher ist A = 6. Daraus folgt, dass die

Summe der Ziffern B und C in der Einerstelle 10 ergibt. Somit entsteht ein Ubertrag von 1 von der Einerstelle in die
Zehnerstelle. Daher muss C' = 9 gelten und daraus folgt B = 1. Somit ist ABC = 619.



Aufgabe 13. Das Bild zeigt ein Quadrat mit der Seitenldnge 2, das in vier Rechtecke unterteilt ist. Alle Rechtecke
haben gleichen Flicheninhalt. Berechne die Summe ihrer Umfénge.

Hinweis: Eine Seite, die zu zwei Rechtecken gehort, ist in beiden Umféngen zu beriicksichtigen.

53 2
Ergebnis. — =17=
rgebnis 3 3

Losung. Da das Quadrat den Flicheninhalt 4 hat, hat jedes Rechteck den Flicheninhalt 1. Daraus ergibt sich

unmittelbar, dass die Breite des rechten Rechtecks % ist, sodass die Breite des unteren linken Rechtecks 2 — % = % ist
2

und seine Hohe somit 1 : % = £ betréigt. Folglich betrégt die gemeinsame Hohe der beiden verbleibenden Rechtecke
2 — % = %. Um die Summe der vier Umféinge zu ermitteln, nimmt man den Umfang des duBleren Quadrats, welcher
4 -2 = 8 ist, und addiert die doppelte Gesamtldnge der inneren Strecken, da jede in zwei Rechtecken gezihlt wird. Die

Léngen der inneren Strecken sind 2, 2 und %, sodass ihre doppelte Summe 2 - (2 + % + %) = % betragt. Daher ist die

2
" 29°_ 53
gesuchte Summe der Umfiinge 8 + 5~ = 3.
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Aufgabe 14. Brigitta bildet eine lange Ziffernfolge, indem sie den vierstelligen Block 2026 geméfl den folgenden
Regeln 2026 Mal hintereinander schreibt: Sie beginnt mit der Zahl 2026 und fahrt dann mit 6202 fort, was 2026 in
umgekehrter Reihenfolge ist, wobei die sich wiederholende Ziffer 6 an der Verbindungsstelle weggelassen wird. Sie fahrt
fort, indem sie zwischen der normalen und der umgekehrten Reihenfolge von 2026 wechselt und jedes Mal die letzte
Ziffer des vorhergehenden Blocks als erste Ziffer des néichsten Blocks verwendet, sodass benachbarte Blocke sich genau
in einer Ziffer iiberlappen. In der folgenden Darstellung sind die ersten sechs von insgesamt 2026 Blocken zu sehen.

2 4 6

— — —
2026202026202026202 ...
= = =

1 3 5

Bestimme die Summe der Ziffern der resultierenden Zahl.
Ergebnis. 12158

Lésung. Die Ziffernsumme nach einmaligem Schreiben von 2026 betrigt 10. Nach dem ersten Block werden bei jedem
geraden Block die Ziffern 202 angehéngt, wodurch sich die Ziffernsumme um 4 erhght, und bei jedem ungeraden Block
026 hinzugefiigt, wodurch sich die Summe um 8 erhoht.

Auf diese Weise erhoht sich die Summe jedes Mal um 12, wenn nach dem ersten Block zwei Blocke hinzugefiigt
werden, was wegen 1+ 2 - 1012 = 2025 genau 1012 Mal geschieht. Am Ende bleibt der 2026. Block iibrig, der eine
gerade Nummer trigt und somit die Summe um 4 erhoht. Insgesamt ergibt sich 10 4+ 1012 - 12 + 4 = 12 158.

Aufgabe 15. Es ist 8:00 Uhr morgens. Wie spéit wird es in 260320261998 Stunden sein, wenn es in der Zwischenzeit
keine Zeitumstellung wie beispielsweise zwischen Sommer- und Winterzeit gibt?

Ergebnis. 14Uhr  bzw. 2 Uhr nachmittags.

Liosung. Da ein Tag 24 Stunden hat, wiederholt sich die gleiche Tageszeit alle 24 Stunden. Also geniigt es, den Rest
der Division von N = 260320261998 durch 24 zu bestimmen. Dies kénnte durch eine schriftliche Division erfolgen.
Einfacher ist es jedoch, die Reste der Division durch 3 und 8 getrennt zu berechnen und die Ergebnisse zu kombinieren,
was moglich ist, da 3 und 8 teilerfremd sind.



Da die Quersumme von N den Wert 48 = 3 - 16 ergibt, ist NV durch 3 teilbar. Der Rest einer Zahl beim Teilen durch
8 wird durch die letzten drei Ziffern bestimmt. Weil 998 den Rest 6 beim Teilen durch 8 ldsst, hat auch N Rest 6 beim
Teilen durch 8. Daher muss der Rest von N bei der Division durch 24 eine Zahl kleiner als 24 sein, die durch 3 teilbar
ist und bei Division durch 8 den Rest 6 lisst. Die einzige Moglichkeit hierfiir ist 6.

Daher riickt die Uhr nach /N Stunden um denselben Betrag vor wie nach 6 Stunden. Deswegen wird es 14:00 Uhr
(oder 2 Uhr nachmittags) sein.

Aufgabe 16. Es gibt eine Weintraube, die wie auf dem Bild angeordnet ist. Eine Beere darf nur gegessen werden,
wenn alle Beeren direkt darunter (d.h. die eine oder zwei Beeren, die sie unten beriihrt) bereits gegessen wurden.
Beispielsweise muss Beere D vor A und B gegessen werden. In wie vielen verschiedenen Reihenfolgen kann die gesamte

Traube gegessen werden?
(AXBICO)
Y
)

Ergebnis. 16

Lésung. In der Ausgangskonfiguration ist Beere F' die einzige Beere, die gegessen werden kann, wobei die Beeren
A,B,C,D und F iibrig bleiben. Nun kénnen wir entweder Beere D oder E essen. Die Situation ist offensichtlich
symmetrisch, also beginnen wir mit E und lassen die Beeren A, B, C und D iibrig. Dann kénnen wir die Beeren C' oder
D essen:

e Wenn wir C' wihlen, miissen wir D essen, gefolgt von entweder A oder B. Das ergibt 2 Moglichkeiten.

e Wenn wir D wihlen, konnen wir als néchstes A, B oder C' essen, gefolgt von den beiden iibrigen in beliebiger
Reihenfolge. Das ergibt hier 3 - 2 Moglichkeiten.

Wir beginnen also immer mit F', wéhlen dann zwischen D oder E und haben dann 2+ 6 = 8 verschiedene Moglichkeiten.
Das ergibt insgesamt 1-2 -8 = 16 mogliche Arten, die Beeren zu essen.

Aufgabe 17. Sei x eine positive ganze Zahl mit
kgV(z,2°-3%-57.7%) =26.3%.50 .72 und kgV(z,2% -3".5%.7)=2%.3%.5%. 72,

Wie viele verschiedene Werte kann ggT(z, 2% - 3* - 52 - 73) annehmen?

Hinweis:  ggT(a,b) und kgV(a,b) bezeichnen den gréBiten gemeinsamen Teiler bzw. das kleinste gemeinsame Vielfache
der ganzen Zahlen a und b.

Ergebnis. 12

Liésung. Die Zahl z muss die Form 2% - 3% . 5¢. 7% haben, denn es diirfen keine anderen Primzahlen vorkommen, da
diese sonst in den Faktorisierungen der gegebenen Werte fiir die kleinsten gemeinsamen Vielfachen auftauchen miissten.
Die erste Bedingung entspricht a = 6, b < 3, ¢ < 4 und d < 2, wihrend die zweite Bedingung zu a < 8, b <4, ¢ <3
und d = 2 fiihrt. Insgesamt gilt daher a = 6, b < 3, ¢ < 3 und d = 2. Das bedeutet, dass in der Primfaktorzerlegung von
ggT(x,22-3*-5%.73) der Exponent von 2 gleich 2 ist, der Exponent von 3 eine ganze Zahl aus der Menge {0,1,2,3}
ist, der Exponent von 5 eine ganze Zahl aus der Menge {0, 1,2} ist und der Exponent von 7 gleich 2 ist. Daraus folgt,
dass ggT(x,22 - 3% .52 . 7%) genau 4 - 3 = 12 verschiedene Werte annehmen kann.

Aufgabe 18. FEin Punkt befindet sich innerhalb eines Rechtecks, wie in der Abbildung zu sehen ist. Drei Winkel sind
markiert. Bestimme die Grofie des mit einem Fragezeichen markierten Winkels in Grad.

19°
43°

? 470

Ergebnis. 71°

Losung. Durch Berechnung der Komplementirwinkel an den beiden rechten Eckpunkten kénnen wir schlussfolgern,
dass der gegebene innere Punkt auf der gemeinsamen Mittelsenkrechten der beiden vertikalen Seiten des Rechtecks



liegt. Daher ist die gesamte Konfiguration symmetrisch beziiglich dieser Mittelsenkrechten. Die Grofie des gesuchten
Winkels betrigt folglich 90° — 19° = 71°.

19° °
7 a7
43°
43°
71°
19° 47°

Aufgabe 19. Alina will sich eine Halskette aus zwei verschiedenen Perlenarten basteln. Dafiir hat sie insgesamt 100
Perlen gekauft, und zwar mehr giinstige als teure. Die giinstigen Perlen kosteten insgesamt 459 Gulden. Jede teure
Perle kostete 13 Gulden mehr als jede giinstige Perle. Alle Preise in Gulden sind positive ganze Zahlen. Wie viele
Gulden hat Alina fiir die teuren Perlen bezahlt?

Ergebnis. 1078

Losung. Sei g die Anzahl der giinstigen Perlen und p ihr ganzzahliger Preis in Gulden. Dann gilt g - p = 459. Da es
insgesamt 100 Perlen gibt, von denen mehr giinstig als teuer sind, gilt 50 < g < 100. Da der Preis eine ganze Zahl ist,
muss g ein Teiler von 459 = 32 - 17 sein, der strikt zwischen 50 und 100 liegt. Der einzige solche Teiler ist ¢ = 51. Somit
ist p =459 : 51 = 9 und jede teure Perle kostet p + 13 = 22 Gulden. Da die Anzahl der teuren Perlen 100 — 51 = 49 ist,
hat Alina 49 - 22 = 1078 Gulden fiir die teuren Perlen bezahlt.

Aufgabe 20. In der Gleichung
M-A-T-H
N-A-B-O-J
steht jeder Buchstabe fiir eine Ziffer. Gleiche Buchstaben stehen fiir dieselbe Ziffer, unterschiedliche Buchstaben fiir
unterschiedliche Ziffern. Das Symbol - bezeichnet die Multiplikation. Wie viele verschiedene Werte kann das Produkt
M-A-N-G-O annehmen?
Ergebnis. 1

Lésung. Da die zehn verschiedenen Buchstaben M, A, T, H, N, B, O, J, G, E vorkommen, werden die Ziffern
0 bis 9 jeweils genau einmal verwendet, was bedeutet, dass ein Buchstabe gleich 0 ist. Daraus folgt, dass beide
Seiten der Gleichung notwendigerweise gleich 0 sind. Insbesondere erscheint 0 auf beiden Seiten, darf aber gleichzeitig
nicht im Nenner des Bruchs vorkommen. Der einzige solche Buchstabe ist M, weshalb M = 0 sein muss. Somit gilt
M-A-N-G-0 =0, unabhingig von den Werten der iibrigen Buchstaben, sodass das Produkt genau einen Wert
annehmen kann.

=G-A-M-FE

Aufgabe 21. Drei Leuchttiirme liegen an einer geraden Kiistenlinie. Der Abstand zwischen je zwei benachbarten
Leuchttiirmen betrégt jeweils 13 km. Ein Schiff auf See ist 10 km von einem der beiden dufleren Leuchttiirme und 13 km
vom mittleren Leuchtturm entfernt. Wie viele Kilometer ist das Schiff vom anderen dufleren Leuchtturm entfernt?
Hinweis: Die Erdkriimmung soll hierbei vernachléssigt werden.

Ergebnis. 24

Losung. Sei S die Position des Schiffes, A und B die beiden dufleren Leuchttiirme und M der Leuchtturm in der
Mitte. Wegen MS = M A = MB = 13 liegen die Punkte A, B und S auf einem Kreis mit M als Mittelpunkt und AB

als Durchmesser. Nach dem Satz des Thales ist das Dreieck ABS rechtwinklig mit dem rechten Winkel im Eckpunkt S.
Mit AB= MA+ MB =26 und AS = 10 liefert der Satz des Pythagoras

BS = \/AB" — A4S = /262 — 102 = /576 = 24.

Somit betréigt der Abstand vom Schiff zum anderen &ufleren Leuchtturm 24 km.




Aufgabe 22. Auf wie viele Arten kann man jedem der zehn quadratischen Bausteine einer Pyramide der Hohe 4 eine
von drei Farben zuweisen, sodass jede nach oben ausgerichtete Teilpyramide der Hohe 2 entweder mit allen drei Farben
oder nur mit einer Farbe gefiarbt ist? Ein Beispiel fiir eine solche Férbung ist in der Abbildung zu sehen.

Ergebnis. 81

Losung. Unter den gegebenen Bedingungen wird die Farbgebung der Pyramide vollsténdig durch die Farbgebung der
unteren Reihe bestimmt, da jede Farbgebung der unteren Reihe eindeutig zu einer Farbgebung der gesamten Pyramide
erginzt werden kann. Da fiir jeden Baustein drei Farben ausgew&hlt werden konnen, gibt es insgesamt 3* = 81 mégliche
Farbgebungen.

Aufgabe 23. Jeder Ecke eines reguldren 100-Ecks ist genau eine Zahl aus 1,2,...,100 zugeordnet, und zwar alle
verschieden, so dass der absolute Betrag der Differenz der Zahlen jedes Paares von gegeniiberliegenden Ecken dieselbe
feste Zahl n ist. Bestimme die Summe aller moglichen verschiedenen Werte von n.

Ergebnis. 93

Losung. Sei n eine positive ganze Zahl, fiir die eine solche Anordnung existiert. Dann muss die Zahl 1 mit n + 1
gepaart werden — in dem Sinne, dass sie an zwei gegeniiberliegenden Positionen platziert sind. Als ndchstes muss 2 mit

n + 2 gepaart sein, und wenn wir so fortfahren, sehen wir, dass k mit n + k fiir alle k = 1,2, ..., n gepaart sein muss.
Insbesondere wird n mit 2n gepaart.
Somit wird jede Zahl aus dem Block {1,2,...,2n} mit einer anderen Zahl aus demselben Block gepaart, und dieser

Block kann von den iibrigen Zahlen {2n + 1,...,100} getrennt werden. Wenn 2n = 100 ist, ist der Prozess beendet.
Andernfalls wiederholen wir die gleiche Argumentation beginnend mit 2n + 1, das mit 3n + 1 gepaart sein muss, und
fahren analog fort.
Damit teilt sich die Menge {1,2,...,100} in disjunkte Blécke der Linge 2n. Dies ist genau dann méglich, wenn 100
durch 2n teilbar ist, das heiflt, genau dann, wenn n ein positiver Teiler von 50 ist.
Es ist leicht zu sehen, dass diese Konstruktion fiir jeden solchen Teiler eine giiltige Paarung ergibt, ndmlich durch
100

Zusammentfiigen von 5> Blocken wie oben. Daher ist die Antwort die Summe aller positiven Teiler von 50, also

14+2+4+5+10+ 25+ 50 = 93.

Aufgabe 24. Man nehme zwei rechtwinklige Dreiecke mit den Seitenléingen 5, 12 und 13 und lege sie so iibereinander,
dass sie den Eckpunkt mit dem kleinsten Winkel gemeinsam haben und sich entlang ihrer Kanten teilweise iiberlappen,
so wie es in der Abbildung zu sehen ist. Wie grof} ist der Flidcheninhalt eines der Dreiecke, das nicht zum iiberlappenden
Gebiet gehort, beispielsweise des grau gefirbten?

Ergebnis. g =1.2

Losung. Das graue Dreieck ist dhnlich zum grofien rechtwinkligen Dreieck, da beides rechtwinklige Dreiecke sind und
sie zusétzlich noch den oberen Winkel in der Abbildung gemeinsam haben. Dabei ist die Léinge der kiirzesten Seite des
grauen Dreiecks gleich 13 — 12 = 1.

Also ist der Ahnlichkeitsfaktor zwischen den beiden rechtwinkligen Dreiecken 1 : 5, weshalb die zweite Kathete im
grauen Dreieck die Lange % hat. Der gesuchte Flidcheninhalt ergibt sich nun zu



Aufgabe 25. Jeder der sieben Zwerge wihlte eine positive ganze Zahl. Alle Zwerge kennen die Zahlen, die die anderen
gewdhlt haben. Schneewittchen fragte jeden Zwerg, welche Zahl er gewihlt hatte.

e Der erste Zwerg schwieg.
e Der zweite Zwerg sagte: ,,Meine Zahl ist gleich der Zahl des ersten Zwergs.“

e Der dritte Zwerg sagte: ,Meine Zahl ist gleich der Summe der Zahlen des ersten und zweiten Zwergs. “

¢

e Der vierte Zwerg sagte: ,Meine Zahl entspricht der Summe der Zahlen des ersten, zweiten und dritten Zwergs.

o ...
e Der siebte Zwerg sagte: ,Meine Zahl entspricht der Summe der Zahlen des ersten bis sechsten Zwergs. “

Es ist bekannt, dass die Summe der sieben ausgewéhlten Zahlen 46 betréigt. Es ist auch bekannt, dass genau ein Zwerg
gelogen hat. Alle anderen Zwerge haben Aussagen gemacht, die sich auf die anfangs ausgewihlten Zahlen beziehen.
Bestimme alle Zahlen, die der liigende Zwerg ausgewéhlt haben konnte.

Ergebnis. 7 oder 14

Losung. Seien ay,as,...,a7 die von den Zwergen ausgewiahlten Zahlen. Zunédchst kann man zeigen, dass entweder der
sechste oder der siebte Zwerg gelogen haben muss.

Angenommen, der siebte Zwerg hat die Wahrheit gesagt. Dann ist seine Zahl a7 = ay + --- + ag und fir die
Gesamtsumme gilt a; + - - - + a7 = 2a7 = 46, woraus ay; = 4—26 = 23 folgt. Wenn der sechste Zwerg auch die Wahrheit
gesagt hitte, dann wére ag = a1 + - - - + a5 und somit ay = a1 + - - - + ag = 2ag, was auf ag = 2—23 fiihrt. Dies widerspricht
der Tatsache, dass ag eine positive ganze Zahl sein muss. Also muss in diesem Fall der sechste Zwerg gelogen haben.

Daher kann man sicher sein, dass in jedem Fall die ersten fiinf Zwerge die Wahrheit gesagt haben und es folgt

as =ay, az=a;+ay=2a;, a4=a+azx+a3=4a;, as=a1+---+aq4 =38

und somit a; + - -+ 4+ a5 = 16a;. Aulerdem ist mindestens einer der Werte ag oder a7, nimlich derjenige, der zum
wahrheitsgetreu antwortenden Zwerg gehort, grofier oder gleich a; + - - - 4+ a5 = 16ay, so dass

ay + -+ ay > 16a; + 16a; = 32a;

gelten muss. Weil die Gesamtsumme 46 ist, ergibt sich 32a; < 46 und somit a; = 1, da ja a; eine positive ganze Zahl
sein muss. Folglich ist as =1, a3 = 2, a4 = 4 und a5 = 8, woraus man a; + - - - + a5 = 16 erhélt.

Jetzt betrachtet man die letzten beiden Zwerge. Wenn der sechste Zwerg die Wahrheit gesagt hat, dann ist ag = 16,
so dass wegen der Gesamtsumme 46 die Zahl a7 = 46 — (16 + 16) = 14 sein muss. Wenn dagegen der sechste Zwerg
gelogen hat, dann hat der siebte Zwerg die Wahrheit gesagt und es gilt a7 = a3 +- - - + ag = 16 + ag. Aus der vorherigen
Berechnung hat man dann in diesem Fall a; = 23, was zu ag = 7 fiihrt.

Beide Fille erfiillen die Bedingung, dass genau ein Zwerg gelogen hat, so dass der liigende Zwerg entweder die
Zahl 7 oder die Zahl 14 ausgew#hlt haben konnte.

Aufgabe 26. Fiir die Kommunikation mit einem Satelliten im Orbit werden sechs verschiedene Kanéle aus der
Menge {1,2,...,13} ausgewéhlt. Dabei ist nur die Kanalauswahl relevant — zwei Auswahlen gelten als gleich, wenn sie
dieselben sechs Kanéle enthalten, unabhiingig von der Reihenfolge. Um die beste Ubertragungsrate zu erzielen, muss
die Auswahl mindestens ein Kanalpaar enthalten, dessen Kanalnummern sich um eine ungerade Zahl unterscheiden.
Wie viele solcher Kanalauswahlen sind mdoglich?

Ergebnis. 1708

Lésung. Die Nummern zweier ausgewéhlten Kanéle unterscheiden sich genau dann um eine ungerade Zahl, wenn
sie unterschiedliche Paritit haben. Anstatt direkt alle Kanalauswahlen zu zéhlen, die die Aufgabenstellung erfiillen,
betrachtet man hier besser das Komplement: Man subtrahiert von allen insgesamt moglichen Auswahlen an Kanélen
diejenigen Auswahlen, die keine ungeraden Differenzen in den Kanalnummern aufweisen.

Eine Menge von sechs Kanélen hat genau dann keine ungeraden Differenzen, wenn jedes Paar eine gerade Differenz
aufweist, was nur dann der Fall ist, wenn alle sechs Kanile die gleiche Paritdt haben. In der Menge {1,2,...,13} gibt
es sieben ungerade Zahlen und sechs gerade. Deshalb ist die Anzahl an Auswahlen mit nur ungeraden oder nur geraden
Kanélen (g) + (g) = 8.

Da es insgesamt () = 1716 Auswahlen fiir sechs Kandle gibt, ist die Anzahl der Auswahlen mit mindestens einer
ungeraden Differenz 1716 — 8 = 1708.



Aufgabe 27. Sei N eine 7-stellige Zahl, die durch jede ihrer Ziffern teilbar ist. Wenn alle Ziffern von N verschieden
und ungleich Null sind, berechne die Summe der Ziffern von N.

Ergebnis. 36

Losung. Da N sieben verschiedene Ziffern ungleich Null hat, ist mindestens eine davon gerade, sodass N gerade ist.
Wiire 5 eine Ziffer, wiirde die Teilbarkeit durch 5 nun dazu fithren, dass N auf 0 endet. Das wire ein Widerspruch
dazu, dass alle Ziffern ungleich Null sind. Daher wird 5 ausgeschlossen. Folglich besteht N aus sieben Ziffern der Menge
{1,2,3,4,6,7,8,9} und daher wird genau eine Ziffer aus dieser Menge weggelassen. Die Ziffer 9 kann nicht weggelassen
werden, denn ansonsten wiirde N aus den Ziffern der Menge {1, 2, 3,4, 6, 7,8} mit der Ziffernsumme 31 bestehen, die
nicht durch 3 teilbar wire, obwohl die Zahl NV die Ziffer 3 enthélt. Daher muss die 9 unter den Ziffern von N vorkommen,
sodass die Zahl N durch 9 teilbar ist und damit auch ihre Ziffernsumme. Da 1+2+3+4+6+ 7+ 8 +9 = 40 ist, muss
die Ziffer 4 weggelassen werden, um die Ziffernsumme 36 zu erhalten, das einzig mogliche Vielfache von 9. Ein Beispiel
fiir eine solche Zahl ist N = 9867312.

Aufgabe 28. FEin abgestumpftes Oktaeder entsteht, indem man die Ecken eines regelméfligen Oktaeders so abschneidet,

dass ein Polyeder mit acht regelméfigen sechseckigen Flidchen und sechs quadratischen Flichen iibrig bleibt. Wie grofl
ist das Volumen des abgestumpften Oktaeders im Verhéltnis zum Volumen des urspriinglichen Oktaeders?

2>

N
‘s

<

Hinweis: Ein regelméfliges Oktaeder ist ein Korper mit acht kongruenten gleichseitigen Dreiecken als Seitenflachen.
8
Ergebnis. 9

Losung. FEin regelmaBiges Oktaeder mit der Kantenlinge a hat das Volumen ka? fiir eine bestimmte Konstante k.
Tatséchlich lésst sich leicht zeigen, dass k = %\/i ist, aber dies ist fiir die Losung nicht erforderlich. Um das abgestumpfte
Oktaeder zu erhalten, wird von jedem der sechs Eckpunkte des Oktaeders ein halbes Oktaeder, also eine Pyramide mit
quadratischer Grundfliche, mit der Kantenléinge £ entfernt. Das entfernte Volumen entspricht dem Volumen von drei
Oktaedern mit der Kantenléinge . Das entfernte Gesamtvolumen betréigt daher 3 - k (%)3 = gka®. Das Volumen des
abgestumpften Oktaeders als Bruchteil des Volumens des urspriinglichen Oktaeders betrégt also

1 1 8
ka® — —ka® ) = —.
ka3(a 9") 9

Aufgabe 29. Bestimme alle reellen Losungen der Gleichung
8 (4" +47") =54 (2" +27) + 101 = 0.
Ergebnis. +1, £2
Lésung. Setzt man a = 2% 4+ 277, so ist 4% + 472 = a? — 2. Durch Einsetzen in die gegebene Gleichung erhilt man
8(a* — 2) — 5da + 101 = 0,

was sich zu
8a® — 54a + 85 =0
vereinfachen lédsst. Das Losen dieser quadratischen Gleichung fithrt auf

a 54 £/542 —4-8-85 54 +£2v272—-8-85 27+£+729-680 2747
19 = = = =
’ 2-8 2-8 8 8

und damit zu den Ergebnissen

17 5
alzzundagzi.
Im ersten Fall ergibt sich
2% 1 i — L?
2% 4’
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was zu 2% = 4 oder 2% = i und somit zu den Losungen 1 = 2 und zo = —2 fithrt. Im zweiten Fall erhilt man

1 5
2P — ==
+ 20 27
was zu 2 = 2 oder 2% = % und somit zu den Losungen z3 = 1 und x4 = —1 fiithrt. Also sind alle Losungen der

urspriinglichen Gleichung +1 und £2.

Aufgabe 30. Auf dem wiirfelférmigen Planeten Railbox Prime gibt es acht Stédte, eine an jeder Ecke des Wiirfels.
Entlang jeder Kante des Wiirfels verlaufen Bahnstrecken, sodass Stadte, die Endpunkte einer Kante sind, direkt
miteinander verbunden sind. Weiter gibt es vier ,, Tunnelbahnstrecken“, die das Innere des Planeten durchqueren und
jeweils zwei gegeniiberliegende Eckstiddte miteinander verbinden.

Ein Besucher startet in einer Eckstadt A und mdochte eine benachbarte Eckstadt B erreichen, die eine Kante entfernt
ist. Er mochte genau fiinf Bahnstrecken nehmen, keine Stadt mehr als ein Mal besuchen und bei der Ankunft anhalten.
Wie viele solcher Routen sind moglich, wenn der Besucher mindestens eine Tunnelbahn auf seinem Weg benutzen will?
Das Diagramm zeigt ein Beispiel fiir eine solche Route.

Ergebnis. 28

Losung. Farbt man die acht Eckstédte wie ein 3D-Schachbrett in zwei Farben, so fiihrt jede Bahnstrecke immer von
einer Stadt der einen Farbe zu einer Stadt der anderen Farbe, egal ob es sich um eine Strecke lings einer Kante oder
durch einen Tunnel handelt. Da der Besucher in einer Stadt der einen Farbe startet und in genau fiinf Abschnitten in
einer benachbarten Stadt der anderen Farbe endet, muss die Route zwischen den Farben wechseln und daher genau
zwei Zwischenstiddte jeder Farbe besuchen, wobei alle besuchten Stddte unterschiedlich sein miissen. Dariiber hinaus
ist in der vorliegenden Konfiguration mit Tunneln jedes Paar von Stddten unterschiedlicher Farben direkt durch eine
Bahnstrecke verbunden.

Zuerst werden alle Routen der Lénge 5 gezéhlt, ohne die Tunnelbedingung zu beriicksichtigen. Jede Route hat die
Form

A—= b —ay = by = a3z — B,

wobei by, by unterschiedliche Stadte der Farbe von B sowie as, ag unterschiedliche Stiddte der Farbe von A sind. Es
gibt 3 - 2 Moglichkeiten, das geordnete Paar (b1, b2) aus den drei Stddten der Farbe von B aufler B auszuwiihlen, und
es gibt 3 - 2 Moglichkeiten, das geordnete Paar (ag, a3) aus den drei Stéddten der Farbe von A aufler A auszuwihlen.
Somit gibt es insgesamt (3 -2) - (3-2) = 36 Routen der Linge 5.

Nun miissen diejenigen Routen abgezogen werden, die iiberhaupt keinen Tunnel verwenden, d.h. Routen, die
nur Kantenstrecken benutzen. Da der erste Streckenabschnitt nicht direkt zu B fithren kann, sind nur zwei erste
Streckenabschnitte moglich. Von jedem dieser beiden ersten Streckenabschnitte gibt es genau 4 Mdoglichkeiten, eine
Route der Liange 5 zu B nur mit Kanten zu vervollstédndigen, was 2 - 4 = 8 Routen nur mit Kanten ergibt.

Daher betréigt die Anzahl der Routen der Lénge 5, die mindestens einen Tunnel nutzen, 36 — 8 = 28.

Aufgabe 31. Einst gab es eine Wahl mit 2026 Wahlern und den vier Kandidaten A, B, C' und D. Kandidat A schnitt
am schlechtesten ab und erhielt nur ein Sechstel der Stimmen von Kandidat B. Kandidat C' erhielt genau 446 Stimmen
weniger als alle anderen Kandidaten zusammen. Kandidat D gewann die Wahl mit weniger als 800 Stimmen. Jeder
Wihler gab genau eine Stimme fiir einen der vier Kandidaten ab. Wie viele Stimmen erhielt Kandidat A7

Ergebnis. 63

Lésung. Bezeichnen wir die einzelnen Stimmenzahlen mit a, b, ¢ und d. Dies sind nicht-negative ganze Zahlen, die
folgende Bedingungen erfiillen:

a+b+c+d= 2026,
b = 6a,
c=(a+b+d)— 446,
a<d, b<d, c<dund d < 800,
a<b, a<cunda<d.
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Wenn wir ¢ zu beiden Seiten der dritten Gleichung addieren, erhalten wir
2c=a+b+c+d— 446 = 2026 — 446 = 1580.

Daher ist ¢ = 790, woraus sich weiter
a+b+d=2026— 790 = 1236

ergibt. Nach dem Einsetzen von b = 6a erhalten wir
a+6a+d=1236 oder d=1236— 7a.
Da d < 800 und gleichzeitig d > ¢ = 790 ist, folgt 791 < d < 799. Daher gilt
791 <1236 — 7a <799 oder 437 < 7Ta < 445.

Die einzige Zahl, die im gegebenen Intervall durch 7 teilbar ist, ist 441 = 7 - 63. Daher lautet die Antwort a = 63. Man
kann dann noch b = 378 und d = 795 berechnen und sieht, dass alle Bedingungen der Aufgabenstellung tatséchlich
erfiillt sind.

Aufgabe 32. Drei Quadrate ABCD, EFGH und KGIJ sind so angeordnet wie in der Abbildung dargestellt: Die
Punkte F und F liegen auf der Strecke AB, die Punkte I und J liegen auf der Strecke C'D und der Punkt K liegt auf
der Strecke GH. Auflerdem liegen die Mittelpunkte der drei Quadrate auf einer gemeinsamen Geraden. Bestimme die
Linge der Strecke FB, wenn die Lingen AD =7 und HK = 1 gegeben sind.

D J I C

Ergebnis.

Lésung. Seien a und b die Seitenldngen der Quadrate EFGH und KGIJ. Aus der Aufgabenstellung kann man die
Gleichungen 7= AD = JK + HE =a+bund 1 = HK = HG — KG = a — b herleiten. Die Losungen dieses linearen
Gleichungssystems sind a = 4 und b = 3.

Die Gerade durch die Mittelpunkte aller drei Quadrate teilt den Flicheninhalt jedes dieser Quadrate in zwei gleich
grofle Hélften. Also kann man den Flicheninhalt des Rechtecks FBCI durch

1 1 1
“la+b)?2—Za>—b’=ab
2 2 2

berechnen. Die Fliche des Rechtecks FBCT kann aber auch durch F'B - (a + b) bestimmt werden. Aus diesen beiden
ab 12

a+b 7'
Aufgabe 33. An der Tafel stehen mehrere Zahlen, darunter auch die Zahl 2026. Wenn man die Zahl 2026 16scht,
verringert sich das arithmetische Mittel der Zahlen auf der Tafel um 6. Wenn man stattdessen eine weitere Zahl 2026

an die Tafel schreibt, erhoht sich das arithmetische Mittel um 4. Berechne die Summe der urspriinglich auf der Tafel
stehenden Zahlen.

Ergebnis. 10010

Losung. Sei S die Summe der urspriinglichen n Zahlen. Dann gilt

Gleichungen ergibt sich FB =

S—2026_§_

n—-1 n ’
S+2026:§+4.
n+1 n

Diese Gleichungen kénnen vereinfacht werden zu
S = 2032n — 6n?,
S =2022n — 4n>.
Wenn man die zweite Gleichung von der ersten subtrahiert, erhélt man
0=2S5— 5= (2032 — 2022)n + (=6 + 4)n* = 10n — 2n? = 2n(5 — n).
Wegen n # 0 folgt somit n = 5. Also ist S = 2032n — 6n? = 10010.

12



Aufgabe 34. Ein Floh springt entlang des Umfangs eines Kreises. Sein erster Sprung hat einen Zentriwinkel von 1°,
das heif3t, der Winkel zwischen den Radien zu den Endpunkten des Sprungs betragt 1°. Jeder nachfolgende Sprung
erfolgt in die gleiche Richtung und hat einen Zentriwinkel von 2°; dann 3° und so weiter. Bei welchem Sprung landet
der Floh zum ersten Mal wieder an seinem Ausgangspunkt?

Ergebnis. 80

Losung. Nach n Spriingen hat der Floh einen Zentriwinkel von
142+ +n=1in(n+1)

Grad zuriickgelegt. Gesucht ist das kleinste n, sodass diese Zahl ein Vielfaches von 360 ist. Das bedeutet, dass n(n + 1)
ein Vielfaches von 720 = 16 - 9 - 5 sein muss. Da zwei aufeinanderfolgende Zahlen teilerfremd sind, muss jeder der drei
Faktoren entweder n oder n + 1 teilen. Indem man die Vielfachen des groiten Faktors 16 betrachtet, bekommt man fiir
n folgende Kandidaten in aufsteigender Reihenfolge: 15, 16, 31, 32, 47, 48, 63, 64, 79 und schliefllich 80, das selbst durch
5 teilbar und dessen Nachfolger n + 1 = 81 durch 9 teilbar ist. Folglich ist 80 die gesuchte Anzahl von Spriingen ist.

Aufgabe 35. Im Konigreich Naboia gibt es drei magische Gilden: die Gilde des Feuers, die Gilde des Wassers und die
Gilde des Windes. Jede Gilde besteht aus zwei Meistermagiern und zwei Magierlehrlingen. Um das Reich zu verteidigen,
miissen vier Kampfpaare gebildet werden, die jeweils aus einem Meister und einem Lehrling bestehen, wobei kein Paar
zwei Magier derselben Gilde enthalten darf. AuBlerdem muss jede Gilde mindestens einen Meister und mindestens einen
Lehrling zu den vier Paaren beitragen. Auf wie viele Arten kénnen die Kampfpaare gebildet werden?

Hinweis: Jeder Meister und jeder Lehrling ist eine eigenstdndige Person. Daher ist es wichtig, welcher Magier in
welchem Paar auftritt, aber die Reihenfolge, in der die vier Paare aufgefiihrt sind, ist irrelevant.

Ergebnis. 768

Losung. Da vier Lehrlinge ausgewahlt werden und jede Gilde mindestens einen Lehrling stellen muss, muss die
Verteilung der Lehrlinge unter den Gilden in einer beliebigen Reihenfolge (2,1,1) lauten. Ebenso werden vier Meister
ausgewihlt und jede Gilde muss mindestens einen Meister stellen, sodass die Verteilung der Meister ebenfalls (2,1, 1)
lauten muss.

Es gibt zwei Félle, je nachdem, ob die Gilde, die zwei Meister stellt, auch zwei Lehrlinge stellt oder nicht.

Im ersten Fall stellt eine einzige Gilde X sowohl zwei Lehrlinge als auch zwei Meister. Es gibt 3 Auswahlméglichkeiten
fiir X. Aus den verbleibenden zwei Gilden kénnen die Lehrlinge auf 2 -2 = 4 Arten ausgewéhlt werden, und ebenso
konnen die Meister auf 2 - 2 = 4 Arten ausgewihlt werden.

Fiir jede solche Auswahl miissen die beiden Lehrlinge aus X mit den beiden Meistern aus den beiden anderen
Gilden gepaart werden, was auf 2 Arten geschehen kann. Sobald dies festgelegt ist, miissen die beiden verbleibenden
Lehrlinge mit den beiden Meistern aus X gepaart werden, was wiederum auf 2 Arten geschehen kann. Daher gibt es in
diesem Fall 2 - 2 = 4 giiltige Moglichkeiten, Meister mit Lehrlingen zu paaren. Daher triagt dieser Fall 3-4-4 -4 =192
Paarungen bei.

Im zweiten Fall stellt eine Gilde X zwei Lehrlinge zur Verfiigung, wihrend eine andere Gilde Y zwei Meister zur
Verfiigung stellt. Es gibt 3 Auswahlmoglichkeiten fiir X und, sobald diese festgelegt ist, 2 Auswahlmoglichkeiten fiir
Y. Die verbleibenden Lehrlinge kénnen aus den beiden anderen Gilden auf 2 -2 = 4 Arten ausgewéhlt werden, und
die verbleibenden Meister kénnen auf die gleiche Anzahl von Arten ausgewiihlt werden. Fiir jede solche Auswahl
gibt es 3 - 2 = 6 zuléssige Moglichkeiten, die Meister-Lehrling-Paare zu bilden: Die beiden Lehrlinge aus X koénnen
zwei beliebigen der drei verfiigbaren Meister zugewiesen werden, und sobald diese Auswahl getroffen ist, miissen die
verbleibenden Lehrlinge und Meister auf eindeutige Weise gepaart werden. Folglich trégt dieser Fall 3-2-4-4-6 = 576
Paarungen bei.

Addiert man beide Fille, so ergeben sich 192 + 576 = 768 Moglichkeiten, die Kampfpaare geméfl den gegebenen
Bedingungen zu bilden.

Aufgabe 36. Seien z # 0 und y # 0 zwei reelle Zahlen mit den Eigenschaften x + % = /2 und y + % = 3V/4.
Bestimme den Wert von z2y + ml7

Ergebnis. 332

Losung. Multipliziert man die beiden gegebenen Terme, so erhélt man

1 1 1
z+—|\y+—- | =zy+—+2.
Y x Ty

Nach Einsetzen der entsprechenden Werte ergibt sich
1 1 1
Ty + — = <x+> <y+> —-2=3-2-2=4.
xy y x
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Um den gesuchten Term zu erzeugen, kann man analog vorgehen:

1 1 9 1 1
Y+ — ||+~ | =Y+ —5 +T+—
xy Y zy Y

Mit den nun bekannten Werten folgt
1

Aufgabe 37. Gegeben ist ein Sehnenviereck ABC'D mit den Winkeln ZADB = 48° und ZBDC = 56°. Innerhalb
des Dreiecks ABC' wird ein Punkt X so gewéhlt, dass ZXCB = 24° gilt und der Strahl AX den Winkel Z/BAC
halbiert. Bestimme die Groflie des Winkels ZC'BX in Grad.

Hinweis: Ein Sehnenviereck ist ein Viereck, bei dem alle vier Eckpunkte auf einem Kreis liegen.
Ergebnis.  38°
Lisung. Die Winkel ZADB und ZACB sind gleich grof3, da sie beide Peripheriewinkel iiber der Sehne AB sind. Also
ist
LACX = LZACB — /XCB =/ADB — ZXCB =48° —24° =24° = /XCB.
Daher ist CX die Winkelhalbierende des Winkels ZAC B, woraus zusammen mit der gegebenen Eigenschaft von AX

folgt, dass X der gemeinsame Schnittpunkt aller drei Winkelhalbierenden des Dreiecks ABC' ist. Der Punkt X ist also
der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC.

Nun kann man den gesuchten Winkel iiber die Winkelsumme im Dreieck ABC' berechnen und erhélt
ZCBA  180° — /BAC — ZACB  180° — 56° — 48°
N 2 N 2

Dabei wurde ZBAC = ZBDC benutzt, was aus der Tatsache folgt, dass beide Winkel Peripheriewinkel iiber der Sehne
BC sind.

ZCBX = = 38°.

Aufgabe 38. Die Spezies Nabionicula simpler hat ein sehr primitives Gehirn, das in eine linke und eine rechte
Gehirnhilfte unterteilt ist, die jeweils aus zwei Arten von Zellen bestehen, ndmlich aus Neuronen und Gliazellen. Keine
Zelle ist mit einer anderen Zelle derselben Gehirnhélfte verbunden, aber zwischen jedem Zellpaar aus verschiedenen
Gehirnhélften besteht genau eine bidirektionale Verbindung. In einem Nabionicula simplex gibt es 168 Verbindungen
Neuron—Neuron, 48 Verbindungen Gliazelle-Gliazelle und 191 Verbindungen Neuron-Gliazelle. Wie viele Neuronen hat
diese Spezies insgesamt?

Ergebnis. 29

Losung. Seien n; die Anzahl der Neuronen und g; die Anzahl der Gliazellen in einer der Gehirnhélften und no
und g die entsprechenden Anzahlen in der anderen. Aus der Aufgabenstellung hat man nine = 168, g1g2 = 48 und
n1gs + negi = 191 gegeben. Daher gilt

(n1 + 1) (n2 + g2) = 168 + 48 + 191 = 407 = 11 - 37.

Da es in jeder Gehirnhélfte mindestens eine Zelle jedes Typs geben muss, kann ohne Einschriankung der Allgemeinheit
festgelegt werden, dass ny + g1 = 11 ist. Ebenso gilt

(n1 — g1)(no — go) = 168 + 48 — 191 = 25.

Zusammen mit der Tatsache, dass n, ein Teiler von 168 und g; ein Teiler von 48 sein muss, folgt n; = 8 und ¢g; = 3.
Hieraus ergibt sich ny = 168 : 8 = 21 und die Gesamtzahl der Neuronen betrégt ny + ny = 29.
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Alternative Losung. Die Notation wird aus der vorherigen Losung verwendet. Da die Zahl nygs + n2g; = 191 ungerade
ist, muss einer der beiden Summanden ungerade sein. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei dies nog;. Dies
bedeutet, dass sowohl ns als auch ¢g; ungerade sind. Da andererseits nine = 168 = 23 - 21 und g;go = 48 = 2% - 3 ist,
muss n; durch 22 und gp durch 2 teilbar sein. Daher ist n1go ein Vielfaches von 23 - 24 = 27 = 128, und da es kleiner
als 191 ist, muss es gleich 128 sein, woraus n; = 22 = 8 und gy = 2% folgt. Weiter ergibt sich n, = 168 : 8 = 21, was
schliefflich zum Ergebnis nq + ny = 29 fiihrt.

Aufgabe 39. Agnes hat fiinf identische gerade, ,,1“-féormige Trimino-Steine und méchte damit auf einem rechteckigen
7 x 9-Gitter einen zusammenhéngenden Pfad bilden, der die linke untere Ecke mit der rechten oberen Ecke verbindet.
Jedes Trimino besteht aus einem mittleren Quadrat und zwei Endquadraten. Der Pfad muss so gelegt werden, dass sich
jeweils zwei aufeinanderfolgende Triminos entlang genau einer gemeinsamen Gitterkante berithren, wobei diese Kante
jeweils zu Endquadraten beider Triminos gehoren muss. Ein solcher Pfad ist in der folgenden Abbildung dargestellt.
Auf wie viele verschiedene Arten kann Agnes einen solchen Pfad bilden?

[

Ergebnis. 75

Losung. Da Agnes nur fiinf Triminos zur Verfiigung hat, kann sich der Pfad niemals nach links oder unten bewegen:
Jede solche Riickwirtsbewegung wiirde Gitterstrecke , verschwenden®, was mit nur fiinf Steinen nicht wieder aufgeholt
werden kann. Somit schreitet der Endpunkt des wachsenden Pfades stets nach oben und/oder rechts voran. Wir zihlen
die Pfade, indem wir eine 7 x 9-Tabelle ausfiillen: In jedes Gitterquadrat schreiben wir die Anzahl der Trimino-Pfade,
deren aktueller Endpunkt, das ist das freie Endquadrat des letzten Triminos, in diesem Quadrat liegt.

Nach dem Platzieren des ersten Triminos vom linken unteren Eck aus muss der Endpunkt genau zwei Felder entfernt
liegen: entweder zwei nach rechts, falls das erste Trimino horizontal gelegt ist, oder zwei nach oben, falls es vertikal
platziert ist. Daher tragen wir eine 1 in die Felder (0,2) und (2,0) ein, wobei die Koordinaten von der linken unteren
Ecke gezéhlt werden.

Nun fiillen wir den Rest der Tabelle von links unten nach rechts oben. Um den Wert im Feld (z,y) zu bestimmen,
betrachten wir die Moglichkeiten, wie ein Trimino dort enden kann. Ein in (z,y) endendes Trimino kann vertikal oder
horizontal liegen, und in beiden Féllen muss es am Endquadrat an das vorherige Trimino anschlieen. Daraus ergeben
sich vier mogliche vorherige Endpunkte, ndmlich (z,y — 3) und (z — 1,y — 2) im vertikalen Fall sowie (z — 3,y) und
(x — 2,y — 1) im horizontalen Fall. Jeder dieser Fille entspricht einer giiltigen Fortsetzung eines bestehenden Pfades
um ein Trimino. Daher ist der in (x,y) einzutragende Wert die Summe der bereits eingetragenen Werte in den Feldern

(I—3,y), ($—2,y—1), (x—l,y—2), (xay_3)a

wobei Felder aulerhalb des Gitters den Beitrag 0 liefern.

0[0{4]0]0]22|0 75
110(0(6|0|0(22|0
0[1{0]0]|6]0|0]18
0/{0[2]0{0]|6]|0]0]13
1/0(0(2/0|0(4|0
0[{0|{0]|0|1]|0]|0]2
0{0|1]0|0]|1|0]0]|1

Nachdem alle Felder auf diese Weise ausgefiillt wurden, ist der Wert 75 im Feld der rechten oberen Ecke genau die
Anzahl der giiltigen Trimino-Pfade vom linken unteren zum rechten oberen Eck.

Aufgabe 40. Seien a,b,c,d reelle Zahlen mit a + b+ c+d = 2 und

a? b? 2 d?
a+2b+b+2c+c+2d+d+2a

= 2026.

Bestimme den Wert von
b2 2 d? a?
a+21fL b+2cJr C+2d+ d+2a’
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Ergebnis. 507

Liosung. Setze abkiirzend
a® b? c? d?

*a+2b+b+2c+c+2d+d+2a

und
b2 c? d? a?
Y = .
a+2b+b+20+c+2d+d+2a

Die auftretenden Nenner haben alle eine Form wie p + 2¢. Da in den Zé&hlern der gegebenen Briiche nur Quadrate
vorkommen, kann man die Nenner dieser Briiche eliminieren, indem man in den Zihlern Terme der Form p? — 4¢% =
(p+ 2q)(p — 2q) erzeugt. Dies ergibt

a? —4b®> b -4 2 —4Ad®  d? — 4a?
at20 " hr2e " et2d T dvea
(@ —2b) + (b—2c) + (¢ —2d) + (d — 2a)
=—a—-b—c—d=—(a+b+c+d)=-2.

X —4Y =

Daraus folgt X —4Y = -2, also

C2026+2

Y =2 (X+2) 507.

==

Aufgabe 41. In einem Quader mit einer quadratischen Grundfliche der Seitenléinge 3 und der Hohe a befinden sich
zwei Tischtennisbélle, die beide Radius 1 haben. Der erste Ball liegt so, dass er zwei benachbarte vertikale Fléchen des
Quaders, die Unterseite des Quaders und den zweiten Ball beriihrt. Der zweite Ball liegt so, dass er die anderen beiden
benachbarten vertikalen Flachen des Quaders, die Oberseite des Quaders und den ersten Ball beriihrt. Bestimme die
Hohe a des Quaders.

Ergebnis. 2+ V2
Losung. Seien Cp und Cy die Mittelpunkte der beiden Bélle und d der horizontale Abstand zwischen diesen Mittel-
punkten. Dann ist d die Lange der Projektion der Strecke C;Cy auf die Unterseite des Quaders. Von oben betrachtet

ergibt sich ein Quadrat mit der Seitenldnge 3, wobei C von zwei benachbarten Seiten jeweils den Abstand 1 hat und
Cs von den beiden anderen benachbarten Seiten ebenfalls jeweils den Abstand 1 hat.

Daher liegen in dieser Draufsicht die Projektionen von C7 und Cy an gegeniiberliegenden Ecken eines Quadrats mit der
Seitenléinge 1. Folglich kann man d mit dem Satz des Pythagoras als d = v/12 + 12 = /2 berechnen.

Die vertikale Ebene, die beide horizontalen Flachen des Quaders diagonal schneidet, enthélt die Mittelpunkte C
und C5 der beiden Bille. In der folgenden Abbildung kann man den Schnitt dieser Ebene mit den gegebenen Objekten
sehen. Es entsteht ein Rechteck mit der gesuchten Hohe a.

Um nun a berechnen zu kénnen, fehlt nur noch die Linge des vertikalen Abstands von C; und Cs, die in der
Abbildung mit x bezeichnet wurde. Da die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks aus zwei Radien besteht, erhdlt man
x = /22 — d2 = /2. SchlieBlich beriihrt der erste Ball die Unterseite und der zweite Ball die Oberseite des Quaders,
sodass die Hohe des Quaders die Summe aus dem Radius des ersten Balls, dem vertikalen Abstand zwischen den
Mittelpunkten und dem Radius des zweiten Balls ist.

Also ergibt sich die gesuchte Hohe des Quaders zua =1+ z +1 =2+ /2.
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Alternative Lésung. Stellt man den Quader auf seiner quadratischen Grundflédche so in ein kartesisches Koordinaten-
system, dass eine Ecke die Koordinaten (0,0,0) hat und die Seiten des Quaders parallel zu den Koordinatenachsen
ausgerichtet sind, dann hat die diagonal gegeniiber liegende Ecke die Koordinaten (3,3,a). Weil der erste Ball so
liegt, dass er zwei benachbarte vertikale Flachen und die Unterseite des Quaders beriihrt, hat sein Mittelpunkt die
Koordinaten (1,1, 1). Analog folgt, da der zweite Ball die anderen beiden benachbarten vertikalen Flichen und die
Oberseite des Quaders beriihrt, dass dieser die Koordinaten (3 — 1,3 —1,a — 1) = (2,2,a — 1) besitzt. Weil sich auch
die beiden Bélle beriihren, sind ihre Mittelpunkte genau zwei Radien voneinander entfernt, d.h. sie haben Abstand 2.
Durch Berechnung des Abstands im Dreidimensionalen erhélt man mit Hilfe des Satzes von Pythagoras die Gleichung
V2 =12+ (2-1)2+ (a — 2)2 = 2. Quadrieren ergibt (a — 2)? = 2 und somit a = v/2 + 2.

Aufgabe 42. Auf wie viele Arten kann eine 3 x 3-Tabelle mit den Ziffern 0,1,...,9 so gefiillt werden, dass jedes Feld
genau eine Ziffer enthilt, keine Ziffer mehr als einmal verwendet wird und die sechs Summen, die von den drei Zeilen
und drei Spalten gebildet werden, entweder alle gerade oder alle ungerade sind? Hier ist ein Beispiel fiir eine giiltige
Tabelle, in der alle Zeilen- und Spaltensummen gerade sind:

S Ol =
O =N
oo g W

Ergebnis. 259200

Losung. Da 0+1+4---49 =45 ungerade ist, ergibt das Weglassen einer ungeraden Ziffer eine gerade Gesamtsumme
aller Zahlen der Tabelle. Folglich miissen dann alle Zeilen- und Spaltensummen gerade sein. Dies ist moglich mit
vier ungeraden und fiinf geraden Ziffern, wenn genau eine Zeile und eine Spalte (insgesamt fiinf Zellen) die geraden
Zahlen enthalten. Daher kann man alle derartigen Tabellen zéhlen, indem man die weggelassene ungerade Ziffer wihlt
(5 Moglichkeiten), dann die Zeile und Spalte mit ausschlieflich geraden Ziffern bestimmt (3 - 3 = 9 Moglichkeiten),
anschlieflend die ungeraden Ziffern in beliebiger Reihenfolge platziert (4-3-2-1 = 24 Moglichkeiten) und schlielich die
geraden Ziffern in beliebiger Reihenfolge anordnet (5-4-3-2-1 = 120 Moglichkeiten).

Analog wird die Summe aller drei Zeilen ungerade, wenn man eine gerade Ziffer weglésst. Folglich miissen dann alle
Zeilen und Spalten ungerade Summen ergeben. Die einzige Moglichkeit, fiinf ungerade Ziffern so in eine 3 x 3-Tabelle
einzutragen, dass jede Zeile oder Spalte eine oder drei davon enthélt, ist, sie in einer Zeile und einer Spalte zu platzieren.
Die Anzahl der Tabellen wird in diesem Fall analog zum vorherigen Fall berechnet, nur mit vertauschten Rollen der
geraden und ungeraden Ziffern.

Daher betriigt die gesuchte Anzahl 2-5-9-24 120 = 259 200.

Aufgabe 43. Die Summe von vier paarweise verschiedenen positiven ganzen Zahlen a, b, ¢ und d ist 20 000. Bestimme
den kleinstméglichen Wert von kgV(a, b, ¢, d).

Hinweis:  kgV(a,b, ¢, d) bezeichnet das kleinste gemeinsame Vielfache der ganzen Zahlen a, b, ¢ und d. Dass die Zahlen
a, b, ¢, d paarweise verschieden sind, heifit, dass keine zwei Zahlen gleich sind.

FErgebnis. 9600

Lisung. Sei L = kgV(a,b,c,d) und sei @ > b > ¢ > d. Dann sind a, b, ¢, d Teiler von L, das heifit, man kann L = aa; =
bby = cc; = ddy schreiben mit gewissen positiven ganzen Zahlen aq, by, c1,d;. Offensichtlich gilt a1 < b1 < ¢1 < d;.
Daher ist a3 > 1, by > 2, ¢; > 3 und d; > 4. Damit folgt

L
<L b< —
a < S5

)

L
< — d<
6—37 —

|

sowie

1 1 1\ 25
= <L(1+=+-+-)==L
20 000 a+b+c+d_L( +2+3+4) L

Daraus ergibt sich unmittelbar L > % = 9600.

Um zu zeigen, dass L = 9600 erreichbar ist, geniigt es,

a = 9600, b:@ZZLSOO, 02@23200, d:9i£:2400

zu setzen. Die Summe dieser vier ganzen Zahlen ist 9600 - (1 + % + % + %) = 20000. Damit ist 9600 der gesuchte
Minimalwert von L.
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Aufgabe 44. Die Folge a1, as,as, ... sei definiert durch a,, = “T)lw

. Bestimme den Index n, fiir den a,, in der Folge
das Maximum annimmt.
Ergebnis. 2001

Lésung. Der Quotient aufeinanderfolgender Folgenglieder ist

any1  (n+1)%2 1000 (n+1)?
a,  1.001-n2 1001 -n2

Also ist apy1 > a, und dquivalent dazu aZ“ > 1 genau dann erfiillt, wenn 2000 - n + 1000 > n? gilt. Folglich ist
diese Ungleichung genau dann erfiillt, wenn n - (n — 2000) < 1000 gilt. Man {iberpriift leicht, dass diese Bedingung fiir
n < 2000 erfiillt ist, da die linke Seite der letzten Ungleichung dann entweder negativ oder null ist, und fiir n > 2001

nicht mehr gilt. Deshalb ist die Folge bis zum Index 2001 streng monoton wachsend und danach streng monoton fallend:

ap <az <---<az000 < A2001 > 2002 > 42003 > - - -

Damit wird das Maximum der Folge bei asgp1 angenommen und der gesuchte Index ist 2001.

Aufgabe 45. Fiinf Freunde suchen sich Plitze fiir eine Show aus. Sie mochten alle in einer Reihe sitzen, die wie folgt

angeordnet ist:
IRBAAAA_AREAAA_AABRAARA_HAAAAHE

Es gibt eine Wand, vier Blocke mit jeweils sechs Platzen, die durch drei Géange voneinander getrennt sind, und eine
zweite Wand. Die Freunde sind schiichtern und méchten daher fiinf Pliatze so auswéhlen, dass sie ihre Plitze verlassen
konnen, ohne Fremde bitten zu miissen aufzustehen, selbst wenn alle anderen Plétze besetzt sind. Wie viele solcher
Fiinfergruppen von Sitzen gibt es?

Ergebnis. 252

Losung. Die Bedingung ,sie konnen alle gehen, ohne jemanden zu bitten aufzustehen“ bedeutet, dass die ausgew#hlten
Plitze zusammenhéngende Gruppen bilden miissen, die an die Génge angrenzen.

Wir teilen die fiinf Freunde dazu in drei Gruppen auf (von denen einige méglicherweise leer sind), die den drei
Géngen entsprechen. Wir fiigen dazu in die Folge FFFFF finf Trennzeichen ein:

e Die drei Trennzeichen _ stehen fiir die Génge selbst.
¢ Die zwei Trennzeichen ) stehen fiir nicht leere Blicke weiterer Sitze in Bldcken, die nicht an die Winde angrenzen.

Nehmen wir eine solche Konfiguration, beispielsweise die Sequenz
_OF_OFF_FF,

wobei F fiir einen Freund, _ fiir den Gang und ) fiir einen Block weiterer Sitze steht. Von links beginnend lautet sie
wie folgt: Aus dem ersten Block werden keine Sitze ausgewihlt. Im zweiten Block wird ein Sitzplatz neben dem zweiten
Gang ausgewdhlt. Im dritten Block werden die beiden Sitze ganz rechts ausgewéhlt und schliefllich werden im letzten
Sitzblock die beiden Sitze ganz links ausgewé&hlt.

Diese Konfigurationen stehen in einer Eins-zu-Eins-Entsprechung zu allen giiltigen Sitzplatzauswahlen. Da es fiinf
Freunde und sechs Sitze in jedem Block gibt, ist die Position des Trennzeichens ) in den beiden mittleren Blécken
immer eindeutig, und die Trennzeichen wechseln sich ab.

Wir zéhlen Anordnungen von fiinf Freunden (die nicht zu unterscheiden sind, da es uns egal ist, welcher Freund
wo innerhalb der ausgewéhlten Sitzplitze sitzt) und fiinf Trennzeichen (sie haben zwei verschiedene Bedeutungen,
die jedoch vollstdndig durch ihre Reihenfolge bestimmt werden, sodass fiir die Zdhlung keine weitere Unterscheidung
erforderlich ist). Daher wéhlen wir 5 Positionen aus 10 aus, was

(39)-(2)-

Moglichkeiten ergibt.
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Aufgabe 46. Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenldnge 4. Um jeden Eckpunkt des Dreiecks wird ein
kleiner Kreis mit Radius 1 gezogen. Bestimme den Radius desjenigen grofleren Kreises, den zwei dieser kleinen Kreise
von innen beriihren und den der dritte kleine Kreis von auflen beriihrt.

3V3+1_4-3

2 V3-1
Losung. Sei ABC das gleichseitige Dreieck und O der Mittelpunkt des gesuchten Kreises k& sowie r sein Radius. Die
beiden kleinen Kreise k4 um A bzw. kg um B sollen den gesuchten Kreis von innen, der kleine Kreis k¢ um C ihn
von auflen beriihren. Ferner sei M der Mittelpunkt der Seite AB und h die Héhe im gleichseitigen Dreieck. Es folgt
AM =2und CM =h =22 . 4=2V3.

Da der Beriihrpunkt von k4 und k bzw. der von kp und k jeweils von O den Abstand r hat, muss OA =r—1= OB
gelten. Deshalb liegt der Punkt O auf der Mittelsenkrechten von AB. Durch den Beriihrpunkt von &k und k¢ erhélt
man OC =r + 1.

Ergebnis.

Befindet sich O auflerhalb des Dreiecks ABC, ergibt sich
OM =0C -~CM =r+1—h.

Liegt O stattdessen innerhalb des Dreiecks ABC, so ist OM = CM — OC. Da im Folgenden nur OM ? verwendet wird,
spielt das keine Rolle.
Im rechtwinkligen Dreieck OM A folgt aus dem Satz des Pythagoras

OA’ =OM +AM°, also (r—1)2=(r+1—h)?+22
Nach Ausmultiplizieren und anschlieBendem Zusammenfassen ergibt sich

h2 —2h+4
2(h — 2)

Das Einsetzen des Wertes h = 2v/3 liefert schlieBlich das Ergebnis r = ‘\l/_gﬁ = 3@"’1.

Aufgabe 47. Ein Raum ist voll mit Zwergen, die jeweils 1.2m grof3 sind, und ein anderer Raum ist voll mit Riesen,
die jeweils 4m grof} sind. Nachdem 35 Riesen und 24 Zwerge aus ihrem Raum in den jeweils anderen gewechselt sind,
war die durchschnittliche Kérpergroe in beiden Rdumen exakt gleich. Wie grof§ war die kleinste mogliche Gesamtzahl
an Wesen, damit dies geschehen konnte?

Ergebnis. 117

Losung. Seien r die Gesamtzahl der Riesen und z die Gesamtzahl der Zwerge. Nach dem Wechsel befinden sich im
ersten Raum z — 24 Zwerge und 35 Riesen, und im zweiten Raum 24 Zwerge und r — 35 Riesen. Um die Formeln kurz
zu halten, setzen wir z; = z — 24, r1 = 35, 2o = 24 und 79 = r — 35 und bezeichnen die Gréfie eines Riesen mit A, und
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die eines Zwerges mit h,. Die Gleichheit der mittleren Korpergrofie in den beiden Réumen nach dem Wechsel bedeutet
dann

rih, + z1h, . roh, + zoh,
1+ 21 rotzo
Durch Umformen dieser Gleichung erhalten wir

(hr — hz)(T'12’2 — 217"2) = 0

Wegen h, # h, folgt daraus ryzo — 2172 = 0, also

o Tj

Z1 o z9 '
Anschaulich ist das plausibel: Damit die Durchschnittsgréfien in beiden Réumen gleich sind, muss auch das Verhéltnis
Riesen : Zwerge in beiden Raumen gleich sein. Die konkreten Groflen sind dabei irrelevant. Mit den bekannten Werten
von r; und zp ergibt das

Z1T2 = 129 — 35 - 24 = 840.

Ziel ist es, die Gesamtzahl z 4+ r der Wesen zu minimieren. Wegen z + r = 21 + ro 4+ 24 + 35 ist das dquivalent dazu,
z1 + ro zu minimieren. Fiir zwei positive Zahlen mit festem Produkt ist die Summe minimal, wenn die Zahlen méoglichst
nah beieinander liegen. Das folgt beispielsweise aus (21 + r2)? = (21 — r2)? + 42172. Also suchen wir eine Zerlegung
von 840 in zwei ganzzahlige Faktoren, die moglichst nahe beieinander liegen. Man findet leicht die optimale Wahl
840 = 28 - 30.

Damit sind z; und 79 in beliebiger Reihenfolge gleich 28 und 30, und die minimale Gesamtzahl an Wesen ist
z+r=28+430424+35=117.

Aufgabe 48. Sechs Piraten betreten eine Taverne und nehmen nach einem chaotischen Durcheinander zuféllig Plitze
an einem runden Tisch ein. Jeder von ihnen hat einen festen Rang an Wildheit von 1 bis 6, und zwar alle einen
unterschiedlichen, der jedes Duell bestimmt. Der Pirat mit dem hoheren Rang gewinnt immer. Um zu entscheiden,
wer die Crew befehligt, folgen sie einem Ritual. In jeder Runde wird ein verbleibender Pirat nach dem Zufallsprinzip
ausgewahlt, der den im Uhrzeigersinn néchsten Piraten herausfordern muss, wobei leere Plitze {ibersprungen werden.
Der schwichere Pirat scheidet aus und der stérkere bleibt sitzen. Nach fiinf Runden bleibt nur noch ein Pirat {ibrig.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass das letzte Duell zwischen den beiden stérksten Piraten, also denen mit Rang
6 und 5, stattfindet?

7
Ergebnis. —
rgebnis 15

Losung. Die sechs Piraten sitzen zufiillig um den Tisch herum. Wir konzentrieren uns nur auf die Piraten P5 und
Ps mit den hochsten Réangen 5 und 6. Pirat Py kann niemals eliminiert werden. Wir listen zu jedem Zeitpunkt die
verbleibenden Piraten im Uhrzeigersinn als Ps, Ay, ..., Aq, Ps, B1, ..., By auf, wobei a die Anzahl der iiberlebenden
Piraten ist, die im Uhrzeigersinn zwischen Ps; und Py sitzen, und b die Anzahl derer, die im Uhrzeigersinn zwischen Py
und Ps am anderen Teil des Tisches sitzen.

Sei f(a,b) die Wahrscheinlichkeit, dass das letzte Duell zwischen Ps und Fs stattfindet, wenn diese Konfiguration
gegeben ist. Es ist klar, dass diese Wahrscheinlichkeit nur von den Zahlen a und b abhéngt, nicht von den spezifischen
Identitdten oder Réngen der Piraten A; und B;. Tatséchlich hat jeder der Piraten A; oder B; einen Rang von hochstens 4,
sodass jedes Duell mit P5; oder Ps den schwicheren Piraten eliminiert, unabh#ngig davon, um welchen Piraten A;
oder B; es sich handelt, wihrend Duelle unter den A; bzw. unter den B; lediglich die Grofie dieses Blocks um eins
reduzieren.

Wenn a = 0 oder b = 0 ist, dann sind P; und Py benachbart, wobei noch n = a + b+ 2 Piraten iibrig sind. In dieser
Situation fiihrt bei jedem Zug genau eine Wahl des Herausforderers — namlich Ps oder Py, je nachdem, wer sich im
Uhrzeigersinn wo befindet — sofort zum Duell P5 gegen P und eliminiert P5. Alle iibrigen Wahlen eliminieren jemand
anderen. Daher betréigt die Wahrscheinlichkeit, dass Ps bis zum letzten Duell iiberlebt,

n—1 n—2 2_2_ 2

f(a,0) = f(0,b) =

n n—-1 3 n a+b+2

Nehmen wir nun a, b > 1 an und schreiben wieder n = a+ b+ 2 fiir die Anzahl der verbleibenden Piraten. Betrachten
wir den Block von Piraten im Uhrzeigersinn, der bei P5 beginnt und bei dem Piraten unmittelbar vor Py endet. Dieser
Block hat genau a 4+ 1 Mitglieder, ndmlich Ps, Aq,..., A,. Wenn der zufillig ausgewihlte Herausforderer in diesem
Block liegt, findet das anschlieBende Duell innerhalb dieses Blocks statt. Der herausgeforderte Pirat ist der néchste Pirat
im Uhrzeigersinn, der sich noch innerhalb des Blocks befindet, mit Ausnahme von A,, der Ps herausfordert. In jedem
Fall ist der ausgeschiedene Pirat einer von Ay, ..., A,. Die Auswahl des Herausforderers aus diesem Block verringert
also a um 1. Nach derselben Argumentation hat der Block im Uhrzeigersinn, der bei Pg beginnt und unmittelbar vor
Ps5 endet, b+ 1 Mitglieder, und die Auswahl des Herausforderers aus diesem Block verringert b um 1. Da die Auswahl
des Herausforderers unter den n verbleibenden Piraten mit gleicher Wahrscheinlichkeit erfolgt, erhalten wir

a+1f(a_17b)+HT1f(avb_1)

f(a>b) =
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im Fall a, b > 1. Anfangs gilt a + b = 4. Unter Verwendung der Randwerte f(0,
f(0,1) = r und der Symmetrie f(a,b) = f(b,a) ergibt die Rekursion f(1,1)
f(27 2) =5

Da die anfiingliche Sitzordnung gleichméfig zuféllig ist, ist die Liicke @ im Uhrzeigersinn zwischen P; und Fj
gleichmiBlig auf die Werte aus {0, 1,2, 3,4} verteilt, sodass die gesuchte Wahrscheinlichkeit wie folgt berechnet wird:

8381)_7

(F0.4) + F(L.3) + F(2,2) + F(3,1) + F(4,0)) = ;(3+15 LA

ot =

Aufgabe 49. Ein L-Tetromino besteht aus vier kongruenten Quadraten, die iiber gemeinsame Kanten verbunden
sind. Ein solches Tetromino wurde in einem gleichschenkligen rechtwinkligen Dreieck so positioniert, dass es vollstédndig
innerhalb des Dreiecks liegt und sich vier seiner Ecken auf den Dreiecksseiten befinden, wie in der Skizze zu sehen ist.
Wie grof3 ist das Verhaltnis des Flidcheninhalts des Tetrominos zum Flidcheninhalt des Dreiecks?

80
Ergebnis. —

169

Losung. Die Punkte werden so wie in der Abbildung benannt. Wenn man die Seitenléinge jedes der kleinen Quadrate auf
1 festlegt, muss man nur noch die Linge einer Seite des Dreiecks ABC' berechnen, beispielsweise die der Hypotenuse AC.

2asy

Durch die Hilfslinie EF' erhédlt man das rechtwinklige Dreieck EFK mit ZEKF = 90° und den Seitenldngen
EK =1, KF =2 und EF = V5. Wegen GL = 2, LF = 1 und ZFLG = 90° sind die Dreiecke EFK und FGL
kongruent. Hieraus ergibt sich GF = EF = /5.

Nun wird der Winkel ZLGF mit a bezeichnet. Dann ist auch /K FFE = « und man kann Z/GFFE = 90° folgern, da
« den Winkel ZGF L auf 90° ergénzt. Dies bedeutet aber, dass das Dreieck FFEC' ein gleichschenklig rechtwinkliges
Dreieck mit der Seitenldnge F'C = V5 ist.

Fillt man das Lot von D auf AC und nennt den LotfuBpunkt M, so erhiilt man eine weitere Hilfslinie DM . Wegen
/LGF + Z/ZMGD = 90° folgt /GDM = «, weshalb das Dreieck M DG mit einem Skalierungsfaktor V5 dhnlich zum

Dreieck FGL ist. Also ergeben sich die Seitenldngen des Dreiecks M DG zu MG = ==, MD = 7 und DG =1.Da

auch das Dreieck M AD ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck ist, erhilt man schheﬁhch AM =
Insgesamt ergibt sich also

C

&\

B .5 13
AC =AM + MG+ GF + FC = +vV5+V5 = = .
f f \/5

Deshalb ist der Flidcheninhalt des Dreiecks ABC gegeben durch

loge L (AC\'_1 (13169
2 2 \v2/) 2 \WVio) 20
169 _ 80
20 169

S

und das gesuchte Verhéltnis ist 4 :



Aufgabe 50. Betrachte die Folge (a,,)5%,, definiert durch die Startwerte a; = az = a3 = 1 und die Rekursionsvorschrift
Upq3 = 39n+2 4 3ot 4 3on

fiir n > 1. Welchen Rest erhélt man, wenn age durch 49 geteilt wird?
Ergebnis. 11

Lésung. Der Term ass ist eine Summe von Potenzen von 3, deren Wert modulo 49 mit Hilfe des Satzes von Euler
bestimmt werden kann. Wegen ggT(3,49) = 1 und ¢(49) = 42 gilt nach dem Satz von Euler 3*> =1 (mod 49) und
deshalb folgt

3% = gan med 42 (104 49).

Um also agy = 321 4 3220 4+ 3919 (mod 49) zu berechnen, geniigt es, die Exponenten agq, ago und a9 modulo 42 zu
kennen. Mit dem chinesischen Restsatz kéonnen die Reste modulo 42 iiber die Reste modulo 6 und 7 bestimmt werden.

Zunichst ist fiir n > 4 jedes Glied a,, eine Summe von drei Potenzen von 3, also ungerade und durch 3 teilbar.
Folglich gilt a,, = 3 (mod 6). Da eine erneute Anwendung des Satzes von Euler 35 = 1 (mod 7) liefert, folgt 3%» = 33
(mod 7) fiir n > 4. Im Fall n > 7 gilt n — 1,n — 2,n — 3 > 4 und man erhilt

Qp = 3% 4 3%n—2 $ 39n—2 =33 1 33 1 33 =4 (mod 7).

Kombiniert man diese Kongruenzen mit dem chinesischen Restsatz, so ergibt sich a, = 39 (mod 42) fir n > 7.
Schliefllich folgt

gy = 3921 43920 4 3910 = 339 | 339 | 339 — 310 — (3%)% = 9438 = (—2)¥ =256 = 11 (mod 49).
Der gesuchte Rest ist also 11.

Aufgabe 51. Max startet mit einem leeren Tank am Anfang einer unendlichen Strafle. Fiir jede ganze Zahl n > 0 gibt
es einen Hindler, der sich n? Meilen vom Startpunkt entfernt befindet. Max kann von jedem Hindler eine ganzzahlige
Anzahl an Kraftstoffeinheiten kaufen. Die Héandler verkaufen jedoch nur ungern grofle Mengen Kraftstoff, weshalb die
Kosten pro Einheit mit jeder zusitzlich gekauften Einheit steigen: Bei jedem Hindler kostet die erste Einheit 1$, die
zweite Einheit 28§, die dritte Einheit 3$ und so weiter. Mit jeder Kraftstoffeinheit kann Max 1 Meile fahren. Sowohl
das Angebot der Handler als auch die Kapazitit des Tanks von Max sind unbegrenzt. Wie weit kann Max bei einem
Budget von 730 $ maximal auf der Strafie fahren?

Ergebnis. 123

Losung. Um den Hindler in einer Entfernung von n? Meilen zu erreichen, kann Max bei n vorherigen Hindlern
Kraftstoff kaufen. Die minimalen Kosten werden erreicht, indem er bei jedem Héndler genau n Einheiten kauft, da jede
ungleichmiifige Verteilung die Gesamtkosten erhoht.

Es muss jedoch iiberpriift werden, ob der Plan ,,Bei jedem Héndler, den ich treffe, kaufe ich n Einheiten Kraftstoff*
tatsichlich funktioniert, das heilt, ob Max damit erfolgreich Meile n? erreichen kann und ihm nicht der Kraftstoff
unterwegs ausgeht. Eine vollstdndige Induktion zeigt, dass dieser Plan nicht fehlschligt. Der Fall n = 0 ist klar: Um
Meile 0 zu erreichen, muss kein Kraftstoff gekauft werden. Angenommen es ist moglich, Meile n? zu erreichen, indem
Max bei jedem der n Héndler n Einheiten kauft. Wenn er stattdessen n + 1 Einheiten kauft, wird ihm der Treibstoff
sicherlich nicht vor Meile n? ausgehen. Daher schafft er es auch, n + 1 Einheiten vom Hindler bei Meile n? zu kaufen,
und nach diesen n + 1 Kéufen von n + 1 Einheiten wird Max erfolgreich Meile (n + 1)? erreichen.

Somit betragen die Kosten K,,, um n? Meilen zu erreichen, mindestens

n(n—i—l).

K,=n(1+24---+n)=n 5

Wegen K11 = 726 < 730 < 936 = K15 kann Max mit dem gegebenen Budget 11? Meilen erreichen, 122 Meilen jedoch
nicht. Mit den verbleibenden 4 $ kénnen 2 weitere Einheiten beim Hindler, der 112 Meilen vom Startpunkt entfernt ist,
gekauft werden, wodurch Max 123 Meilen erreichen kann. Um jedoch auf die gleiche Weise 124 Meilen zu erreichen,
wiirde das Budget um 2 $ {iberschritten werden. Diese Konstruktionen sind fiir 123 und 124 kostenoptimal: Es ist mit
dem Budget nicht moglich, beim letzten Handler mehr Treibstoff zu kaufen, und die Erhohung der Treibstoffmenge,
die bei den vorherigen Héindlern gekauft wird, kostet mindestens 12 $ mehr pro zusétzlicher Einheit, auch bei idealer
Verteilung.
Folglich kann Max maximal 123 Meilen weit fahren.
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Aufgabe 52. Sei ABC'DEF ein regelméfiges Sechseck mit dem Flicheninhalt 420. Seien M, N und P die Mittelpunkte
der Seiten DE, FA bzw. BC. Die Strecken AM, BM, CN, DN, EP und F P werden eingezeichnet und schlieffen eine
grau gekennzeichnete Fliche ein. Bestimme den Flidcheninhalt dieser Fliche.

D C

Ergebnis. 36

Losung. Die graue Fldche ldsst sich in sechs kongruente Dreiecke zerlegen. Wir berechnen daher den Flidcheninhalt eines
solchen Dreiecks. Sei O der Mittelpunkt des Sechsecks, X der Schnittpunkt von BM mit CN und Y der Schnittpunkt
von BM mit PE. Aulerdem fiihren wir einige Hilfspunkte ein: @) sei der Mittelpunkt von CD, V' der Schnittpunkt von
AD mit CN und W der Schnittpunkt von PM mit QN. Wir werden OX : OP =2:5 und OY : OQ = 2 : 7 zeigen.

Da die Dreiecke NAV und CDV &hnlich sind und NA = $CD gilt, folgt AV : VD =1 : 2 und somit OV = 3OA.
Nun ist das Dreieck OV X &hnlich zu PCX. Und da PC = %370 = %m ist, erhalten wir OV : PC = 2 : 3, was auch
gleich OX : PX ist. Daher folgt OX : OP =2 : 5.

Um zu sehen, dass OY : OQ = 2 : 7 gilt, benutzt man die Ahnlichkeit der Dreiecke OBY und WMY . Aus
WM = 30B folgt dann OY : YW = 4 : 3. Zusammen mit OW = WQ ergibt sich leicht OY : 0Q =2: 7.

Wir bezeichnen nun mit eckigen Klammern den Fldcheninhalt eines Dreiecks. Die Dreiecke OXY und OPQ besitzen
den gemeinsamen Winkel ZPOQ), also gilt

(0XY] OX OY

[OPQ] ~ OP 0Q

2
5
Auflerdem ist das Dreieck OP(@ gleichseitig mit der Seitenldnge ? mal der Seitenlidnge von ABO, also gilt [OPQ] =
%[ABO}. Damit folgt
OXY] 4 3 _ 3
[ABO] 35 4 35
Da die graue Fliche aus sechs Kopien von OXY besteht und das Sechseck aus sechs Kopien von ABO, gilt dasselbe
Verhiltnis auch fiir die Gesamtflachen. Folglich ist der Flidcheninhalt der grauen Fliche 33—5 - 420 = 36.

Aufgabe 53. Adele ist eine Meisterin im algebraischen Umformen. Daher hat sie alle Ausdriicke der Form +a+b+c+td,
das sind insgesamt 16 Ausdriicke fiir alle moglichen Vorzeichenkombinationen, miteinander multipliziert und so ein
Polynom in den Variablen a, b, ¢, d erhalten. AnschliefSlend hat sie alle Terme gestrichen, in denen mindestens eine der
Variablen nicht vorkommt. Wie grof} ist die Summe der Koeffizienten der verbleibenden Terme?
Ergebnis. —328
Losung. Sei P das im Aufgabentext beschriebene Polynom vor dem Wegstreichen von Termen. Setzt man in allen vier
Variablen den Wert 1 ein, so enthélt das Produkt den Faktor (1+1—1—1) = 0. Daher ist die Summe aller Koeffizienten
von P gleich 0. Nun wird die Summe der Koeffizienten der gestrichenen Monome mittels Inklusions-Exklusions-Prinzip
berechnet.

Um mit der Berechnung der Koeffizientensumme derjenigen Monome zu beginnen, denen mindestens eine Variable
fehlt, betrachten wir zunéchst den Fall, dass eine feste Variable auf 0 gesetzt wird, und summieren dann iiber alle vier
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Moglichkeiten. Auf diese Weise wird jedes Monom, dem eine Variable fehlt, mindestens ein Mal gezéhlt. Um die Summe
der Koeffizienten der Terme ohne (beispielsweise) d zu bestimmen, berechnen wir den Wert von P fir a =b=c=1
und d = 0:

P(1,1,1,0) = ((1+1+1)(1+1—1)(1—1+1)(1—1—1)(—1+1+1)(—1+1—1)(—1—1+1)(—1—1—1))2 =9? =38l.
Summiert man iiber die vier Moglichkeiten der fehlenden Variable, so erhélt man 4 - 81 = 324. In dieser Summe
werden jedoch alle Terme, die nur zwei Variablen enthalten, doppelt gezihlt. Daher miissen wir P(1,1,0,0) sechsmal
subtrahieren, da es sechs solche Variablenpaare gibt. Allerdings ist P(1,1,0,0) = 0, sodass dies keinen Beitrag
zur Summe liefert. Schliefllich miissen wir die Terme mit nur einer Variablen wieder hinzufiigen, also addieren wir
P(1,0,0,0) =1 viermal. Insgesamt ergibt sich fiir diese Koeffizientensumme 324 — 6 -0+ 4 = 328. Da die Gesamtsumme
aller Koeflizienten von P gleich 0 ist, ist die Summe tiber die komplementére Menge der Monome, also jene, die alle
vier Variablen enthalten, folglich —328.

Aufgabe 54. Sabrina hat 9000 kongruente gleichseitige Dreiecke. Wie viele verschiedene Vierecke kann sie daraus
zusammensetzen, indem sie alle 9000 Dreiecke ohne Uberlappung zu genau einem Viereck anordnet? Vierecke, die
kongruent sind, gelten als identisch.

Ergebnis. 30

Losung. Ein Eckpunkt des Vierecks, der durch das Zusammenfiigen gleichseitiger Dreiecke entsteht, kann nur einen
Innenwinkel von 60° oder 120° haben. Da die Summe der Innenwinkel eines Vierecks 360° betragt, miissen die vier
Winkel 60°,60°, 120°, 120° sein. Es gibt zwei Arten von Vierecken, die solche Innenwinkel besitzen: Parallelogramme
und gleichschenklige Trapeze, je nachdem, ob die gleich grolen Winkel einander gegeniiberliegen oder benachbart sind.

Wir kénnen im Folgenden annehmen, dass die gleichseitigen Dreiecke Seitenldnge 1 haben.

Hat ein Parallelogramm die Seiten mit den Langen a und b, so besteht es aus 2ab Dreiecken. Man kann sie als ab
kleine Parallelogramme auffassen, die jeweils aus genau zwei Dreiecken bestehen. Wir suchen also Paare {a,b} mit
ab = 4500. Davon gibt es 18, weil 4500 = 22 - 32 - 5 insgesamt 36 Teiler besitzt.

Die hier auftretenden Trapeze kann man als Differenz zweier grofler gleichseitiger Dreiecke auffassen kann. Ein
gleichseitiges Dreieck der Seitenlinge n besteht aus n? kleinen Dreiecken, denn in Schichten zerlegt ist dies die Summe
der ersten n ungeraden Zahlen. Daher soll die Bedingung a® — b*> = (a + b)(a — b) = 9000 erfiillt werden, wobei
a die langere Basis des Trapezes und b die kiirzere bezeichnet. Wir suchen also wieder nach Paaren von Teilern,
allerdings miissen hier sowohl a + b als auch a — b gerade sein, damit das Gleichungssystem eine ganzzahlige Losung
besitzt. Die Zahl 9000 hat 24 gerade Teiler, deren Quotient ebenfalls gerade ist, denn sie entsprechen den Teilern von
9000 : 4 = 2 - 32 . 53. Diese liefern 12 giiltige Paare fiir a + b und a — b und damit 12 giiltige Paare fiir a und b.

Insgesamt gibt es also 18 + 12 = 30 mogliche Vierecke.

Aufgabe 55. Thomas hat eine Lichterkette mit zehn Gliithbirnen ans Fenster gehéingt, aber leider leuchten nicht alle
Gliithbirnen. Es ist bekannt, dass es keine vier aufeinanderfolgenden Gliihbirnen gibt, die abwechselnd leuchten und
nicht leuchten, das heifit leuchtet, aus, leuchtet, aus oder aus, leuchtet, aus, leuchtet. Wie viele verschiedene mdogliche
Konfigurationen kann es geben?

Ergebnis. 548

Losung. Bezeichne eine leuchtende Glithbirne mit 1 und eine nicht leuchtende mit 0. Dann besteht die Aufgabe darin,
Binérfolgen der Lénge zehn zu zéhlen, die weder 0101 noch 1010 als zusammenhingenden Block enthalten. Definiere
eine Transformation, die alle Eintrége an geraden Positionen umkehrt, also z; durch 1 — z; ersetzt fiir gerade ¢ und x;
fiir ungerade i unveréndert ldsst. Wendet man diese Abbildung zweimal an, erhélt man wieder die urspriingliche Folge,
also ist sie eine Bijektion. Aulerdem verwandelt dieses Umkehren einen alternierenden Block 0101 oder 1010 in einen
konstanten Block 0000 bzw. 1111 und umgekehrt. Daher stehen die urspriinglichen Folgen in Bijektion zu Binérfolgen
der Lénge zehn, die keinen Block aus vier aufeinanderfolgenden gleichen Bits enthalten, was sich einfacher zdhlen lésst.

Sei B, die Anzahl der Bin#rfolgen der Linge n, die keinen Block aus vier aufeinanderfolgenden gleichen Bits
enthalten. Wir behaupten, dass fiir n > 3 die Rekursion

B,=B, 1+ By, 2+ B3

gilt. Betrachte dazu eine zuléssige Folge der Lange n und den maximalen gleichartigen Endblock, also den ldangsten
Block gleicher Ziffern am Ende. Wegen der Bedingung hat dieser Block die Lénge 1, 2 oder 3, und diese drei Félle
schlieflen sich gegenseitig aus. Hat der Endblock Lénge k € {1, 2, 3}, so erhélt man durch Streichen der letzten k Ziffern
eine zuldssige Folge der Lange n — k. Umgekehrt kann man aus jeder zuléssigen Folge der Linge n — k eine zuléssige
Folge der Lénge n erzeugen, indem man den eindeutig bestimmten Block der Lénge k£ anhéngt, der mit der letzten
Ziffer alterniert, das heifft, man héngt zuerst die entgegengesetzte Ziffer an und setzt dann mit dieser Ziffer fort, bis
insgesamt k Ziffern angehéingt sind. Damit stehen zuléssige Folgen der Lénge n in Bijektion zu zuldssigen Folgen der
Léngen n — 1, n — 2 und n — 3, woraus die Rekursion folgt.
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Fiir n < 3 ist die Bedingung leer, also gilt By = 2, B, = 4 und B3 = 8, denn alle Binérfolgen der Lénge n sind
erlaubt. Mit der Rekursion B,, = B,,_1 + B,,_2 + B, _3 erhilt man der Reihe nach By = 14, Bs = 26, Bg = 48, B7 = 88,
Bg = 162, By = 298 und schliefllich By = 548.

Aufgabe 56. Finde alle positiven ganzen Zahlen a, die folgende Gleichung erfiillen:

(23+\/232 —4)5 _ <a+\/a2 —4)2

2 2

Ergebnis. 2525

Losung. Es geniigt, ganze Zahlen a > 2 zu betrachten, da die Wurzel auf der rechten Seite fiir a > 2 definiert ist,
nicht aber fiir a = 1. Wegen

2
234237 —4 234521 <5+\/ﬁ>
2 B 2 - 2

und a 4+ va? — 4 > 0 vereinfacht sich die gegebene Gleichung zu

5
a++vVa?—4 _ <5+\/21>
2 o 2 '

Diese Gleichung wird durch Ausmultiplizieren der rechten Seite zu

a+ “2_4:116(55+<;>'53'2“(2)'51'212+<i)>'54'\/ﬁ+(2>'52'(m)3+(\/ﬁ)5>

1
=% (3125 +10- 2625 + 25 - 441 + (5° 4 21 - 250 + 212) - \/21)
= 2525 + 551 - V2.

Durch Vergleich des rationalen und irrationalen Anteils erhilt man a = 2525 und va? — 4 = 551 - v/21. Da a eine ganze
Zahl ist, muss a = 2525 gelten. Zur Kontrolle setzt man a = 2525 in a? — 4 ein. Es ergibt sich wie gewiinscht

25252 — 4 = 6375621 = 5512 - 21.

Da fiir a > 2 sowohl a also auch va? — 4 und damit der gesamte Ausdruck a + va? — 4 strikt ansteigende Werte
annimmt, kann die Gleichung hichstens eine positive ganzzahlige Losung fiir a besitzen. Damit ist gezeigt, dass die
obige Losung a = 2525 eindeutig ist.

Aufgabe 57. Im rechtwinkligen Dreieck ABC' mit dem rechten Winkel im Eckpunkt C' liegt der Punkt D auf der
Seite BC' so, dass BD = 9 und DC =5 gilt. Zudem gelte Z/CDA = 3/BAD. Bestimme die Lénge der Seite AB.

Ergebnis. 21

Lésung. Eine Winkeljagd ergibt ZDBA = 2/BAD. Die Winkelhalbierende des Winkels ZDBA schneidet die Seite
AD im Punkt E. Da BE den Winkel ZDBA halbiert, gilt ZDBE = ZEBA = ZBAD. Das Dreieck EAB ist also
gleichschenklig und es gilt AE' = EB. Ferner sind die Dreiecke DBE und DAB &hnlich. Aus der Ahnlichkeit folgt

DB:DA=DE:DB=BE: AB. B

C A

Sei AB = a, AE = EB = b und AD = ¢. Dann gilt DE = ¢ — b, und die oben aus der Ahnlichkeit hergeleiteten
Verhéltnisse lauten

9 c—b_é

c 9 a

Daraus ergeben sich ¢ = bc + 81 und bc = 9a, woraus ¢? = 9a + 81 folgt. Da die Dreiecke ACD und ABC bei
Eckpunkt C' einen rechten Winkel haben, folgt nach dem Satz des Pythagoras sowohl

AC° =AB" - BC = a*— (9+5)2 = a2 — 196
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als auch P
AC" =AD" —DC” = ¢* — 25.

Setzt man diese Ausdriicke gleich und verwendet ¢? = 9a + 81, so erhélt man
a?> =196 = 9a + 56, also a?—9a — 252 = 0.

Diese Gleichung hat eine einzige positive Losung, ndmlich a = 21.
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