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1 Kurvendiskussion

1.1 Ein wenig Theorie. Teil 1: Polynomfunktionen

Die ’einfachsten’ Beispiele von Funktionen fiir eine Kurvendiskussion sind die Polynomfunktionen,
also Funktionen wie

p:RR t—=3th—(6+7)t>+27t2,
wobei jeder reellen Zahl ¢ eine reelle Zahl p(t) zugeordnet wird. p bezeichnet die Funktion, ¢ ihre
Variable oder aber auch eine konkrete Zahl und p(z) die Auswertung der Funktion an der Stelle z € R.
Man sagt auch kurz Polynom statt Polynomfunktion. (Streng genommen wére (0,2 —m, —6, 7, 3) das
Polynom von p.) Die groite Potenz von ¢ in p ist 4, d.h. ihr Grad ist 4. Und f ist homogen, weil ag t°
(also ein Vielfaches von 1) nicht dazu addiert ist. Nun zu einigen Eigenschaften dieser Funktionen:
a) Eine Polynomfunktion vom Grad n hat immer n Nullstellen (in den komplexen Zahlen C), wobei
es mehrfache Nullstellen geben kann. Fiir das obige Beispiel gilt:

p(t) =3 (t—g) (t—2) £,

d.h. die Nullstellen von p liegen bei t = +%, t = +2 und ¢ = 0 (Doppelte Nullstelle). In der Tat

sieht man relativ schnell, dass
(t) =3¢ t2—(2+f>t+2—7r
P= 3 3

gilt und damit muss man nur mehr die quadratische Gleichung

T 2T
t2—(2 —)t ~— =0
+3 + 3

lésen um an die Nullstellen zu kommen. Natiirlich machen Sie dies jetzt als Ubung. Alternative,
wenn Sie die Nullstelle ¢ = 2 erraten, dann koénnen Sie die Nullstelle £ mit Hilfe der Polynomdivision

(tQ—(2+g)t+2§> :(t—z):t—g

—(t? —2t )
s 2
— =t — 1
(., L2
3 3
0 0

berechnen. Eine reelle und eine komplexe Polynomfunktion mit zwei komplexen Nullstellen sind zum
Beispiel durch

g@) = +1=(@—D)(e+i) und  h(z) =2 =2z - 1= (z—0)?

gegeben. g hat also keine reelle Nullstelle; in der Tat gilt offensichlicherweise g(x) > 1. (Wir
betrachten natiirlich nur Kurvendiskussionen von reellen Polynomfunktionen.)
b) Eine (reelle) Polynomfunktion ist immer stetig und erfiillt immer

Aty =0 oder - T pl0) = o0
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Figure 1: Zur Diskussion von Funktionen.

lim p(t) = o0 oder lim p(t) = —o0
t——o00 t——o0

Mit diesem Wissen, d.h. Stetigkeit, Nullstellen und Grenzerte fiir t — +o0, konnen wir jede Poly-
nomfunktion qualitative zeichnen. Das miissen Sie konnen!
Betrachten wir nun eine andere Polynomfunktion und zwar

qit) =t +at+b,

wobei a und b gegebene reelle Zahlen sein sollen. Zuerst stellen wir uns die Frage fiir welche a und
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b gibt es Extremstellen? Aus
q{t)=9t+a, q"(t) = 721", q"(t) = 504¢° ...

folgt fiir die moglichen Extremstellen

1
ay s a
(' =\
’ 9 9
d.h. ein Extremwert kann nur dann existieren, wenn a negative oder gleich 0 ist (8 ist gerade!). Fiir
a < 0 bzw. a =0 folgt t, > 0 bzw. ¢ty = 0 und damit ¢"(ty) > 0 bzw. ¢"(ty) = 0. Damit muss fiir

a < 0 (und jedes beliebige b € R) bei ty immer ein Minimum liegen. Fiir a = 0 liegt ein Sattelpunkt
bei ty. Falls b = 0 und a < 0 gilt, dann konnen wir die Nullstellen von ¢ berechnen. Wegen

qt) =t —at=1t(>+a) folgt 11 =0, tys=(—0a)s.

Fiir den Fall a = 0 ist ¢t; = 0 eine 9-fache Nullstelle. Siehe auch Abbildung 1. In Abbildung 1 haben
wir den Graphen von einige Polynomfunktionen dargestellt.

Zum iiben der Kurvendiskussion kénnen Sie folgende Polynomfunktionen verwenden (vgl. Abbil-
dung 1):
9
g t? —9max — TW ,

po(t) =37 — 247 = 3¢7 (1—\/?5) (1+\/gt> = -2t (t—\/§> (x—i— g)

ps(t) =t —t*=—t*(t—1).

Zuvor verwendeten wir ¢t als Variable, nun nehmen wir x als Variable.

pt)=7(x—3)(x+3)(z+0.5) =7t +

und

Beispiel 1 Esseia >0 undb € R. (Sie kénnen sich auch bestimmte Zahlen wdhlen und das Beispiel
durchrechen). Bestimme die Extremstellen der Funktion

fR=R, z—ab—1x).
Die erste Ableitung von f ergibt sich als
f(x)=2a(b—2)(-1)=2a(x —b) ((=1) durch die innere Ableitung!)

Wir sehen, dass f'(x) > 0 fir x > b und f'(x) <0 fir x < b gilt. Zeichnen Sie sich den Graphen
von f auf. Damit folgt, dass bei x = b ein Minimum liegt. (Fir die erste Ableitung folgt f'(b) = 0
und fiir die zweite Ableitung folgt f"(x) = 2a > 0 was auch zeigt, dass bei x = b ein Minimum liegt.)
Bemerkung: Fiur a < 0 folgt, dass bei x = b ein Maximum liegt. Mehr noch fir a # 0 haben wir
genau ein Fxtremum und damit ein globales Extremum.

Beispiel 2 Was sollen wir tun falls wir die Bedingungern eines Sattelpunkt vergessen haben? Der
Prototyp eines Sattelpunktes (bei x = 0) ist durch die Funktion

f:R—=R, z—2*
gegeben. Die ersten drei Ableitungen sind gegeben durch
fl(x)=32*>0, f(x)=2-3-2=6x und  f"(z)=6>0.
Der Sattelpunkt liegt bei xo = 0 und dort gilt:
flleo) =0, fYx)=0  und  f"(x) #0.
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Beispiel 3 Wie ist ein Wendepunkt definiert? Geben Sie ein einfaches Beispiel an. Ein Wendepunkt
bei zo ist fast ein Sattelpunkt bei xqo, der Unterschied besteht darin, dass f'(xo) # 0 gilt. Keine
horizontale Tangente also man kann es nicht mit einem Extrempunkt verwechseln. Wir machen den
Ansatz eines Polynoms vom Grad 3 also

fx)=ag+az+aya® +aza®.
Die Ableitung unseres Ansatzes lautet:
f'(x) =ay+2asx +3az2”.

Angenommen xo = 0 ist eine Stelle eines Wendepunktes, dann muss f'(xo) = f(0) # 0 gelten also
a; # 0. ag und ay setzen wir Null, damit es moglichst einfach ist, also f(x) = ayx + az x> mit
ay, az # 0. Fir dieses Beispiel gilt:

f(xg) =a; +3-a3-0*=a; #0, f'(0)=2-3-a3-0=0 und  f"(x)=6-a3#0,

wetl wir ay, az # 0 angenommen haben. Damit liegt bei x = 0 tatsdachlich ein Wendepunkt. Konkrete
Beispiele sind gegeben durch

f(z) =3z +52°, f(x):=-3x+52%, f(z):=3r—-52° und  f(z):=-3r—52°.
Jetzt sollten Sie noch ein altes Testbeispiel rechnen.

Aufgaben 1 Fihren Sie eine Kurvendiskussion der Funktion f : D — R,z — (2—z)(x — 1)z
durch. (Alle Ergebnisse mit ausreichender Begriindung.)

e Bestimmen Sie den Definitionsbereich D C R, die Grenzwerte lim,_,, f(z), lim,_, o, f(z) und
(falls vorhanden) Polstellen und Nullstellen.

o Weiters bestimmen Sie (falls vorhanden) Mazima und Minima, Sattelpunkte und Wendepunkte.
o Skizzieren Sie den Graphen (=Kurve) von f qualitative.

e Geben Sie den Definitionsbereich der Funktion g(x) := an und skizzieren Sie thren

Graphen.

x
(z—2)z

1.2 Ein wenig Theorie. Teil 2: Stetigkeit und stetige Erweiterung von
Funktionen

Um den letzten Teil der Aufgabe 1 16sen zu konnen benétigen wir noch etwas Theorie. Wenn Sie
diese Lernhilfe zum ersten mal lesen, dann konnen Sie diesen Abschnitt iiberspringen.

Wir wiederholen nun den Begriff der Stetigkeit einer Funktion, welche eine Teilmenge der reellen
Zahlen in die reellen Zahlen abbildet.

Definition 1 FEine Funktion f: D — R heifit stetig an der Stelle z € D genau dann, wenn
e f an der Stelle z definiert ist (f(z) ist definiert) und

o falls lim,_,, f(x) = f(2) gilt, d.h. fir jede Folge (x,)nen von reellen Zahlen die gegen z kon-
vergiert, konvergiert (f(x,))nen gegen f(2).

Fine Funktion die in jedem Punkt thres Definitionsbereichs D stetig ist, heifit stetige Funktion.
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Definition 2 FEs sei g : A — R eine stetige Funktion, z € R\{A} (z ist reell, liegt aber nicht in A)
und D = AU{z}. f: D — R heifft die stetige Erweiterung von g, falls

e cs ein reelles w gibt, sodass lim,_,, f(x) = w und
o f(2):=w.

Beispiel 4 Gegeben ist die stetige Funktion g(z) := x* — x fiir v € R und die Funktion f(x) := 9(z)

xT

fir x € R\{0}. Fir x # 0 stimmen beide Funktionen f und h: R — R, z — x — 1 tberein, weil

Q’Iz—ZE

flz) = == 1 =: h(z) fir alle x € R\{0}.

Mit anderen Worten, der Graph von h ist eine Gerade (die auf ganz R definiert ist) und f ist dieselbe
Gerade mit einer Licke im Punkt (0, h(0)) auf der Geraden bzw. einer Liicke bei der Stelle x = 0.
Weil h stetig ist konnen wir die Funktion f im Punkt O stetig erweitern, also

Z’Q—l’

f(z):= " fir alle x € R\{0} und  f(0) :==h(0) =—1.

Nach der stetigen Erweiterung von f sind f und h gleich, nur ihre Definitionen sind anders (oder
sehen anders aus).

Beispiel 5 Fulls maoglich berechne die stetige Erweiterung der Funktion definiert durch

(22 —4) (= 2)
4(x+2)

flz) =

und zeichne ihren Graphen.
Wegen (a* — b*) = (a — b) (a + b) folgt

(@ -4)(x-2) @-2)(z+2)(@-2) 1 s
fle) = 4(x+2) N 4(x+2) _Zl(x_2) = (z)

existiert die Stetige Erweiterung von f und ist die quadratische Funktion:
1
h:R—)R,xHZ(:U—Z)2.

h hat seine doppelte Nullstelle ber x = 2, wo auch thr Minimum liegt. Die Parabel ist nach oben
gedffnet und ihr Scheitel liegt im Punkt (2,0). Die Funktion f ist iberall eine Parabel, aufler bei
xr = —2 ist Sie nicht definiert, d.h. ihr Graph hat im Punkt (—2,h(—2)), also (—2,4), eine Liicke.
Jetzt zeichnen Sie noch die Graphen von f und h.

Beispiel 6 Fulls moglich berechne die stetige Erweiterung der Funktion definiert durch

at 44
fl@) = T+ 2

und zeichne ihren Graphen.

Wir kénnen nun den Zihler nicht wie vorhin zerlegen. Achtung: (z* +4) # (v —2) (z +2). Gibt
es trozdem eine stetige Erweiterung? Nein. Wenn (x,)nen eine Folge von Zahlen mit x < —2 ist,
die monoton gegen —2 konvergiert, dann folgt

, 22 +4  limy, o272 +4) 8
im = — _
n—oo py + 2 limy oo(zn +2)  (limy oo ) + 2

.

Weil keine Funktion den Wert oo annehmen kann (0o € R), gibt es keine stetige Erweiterung.



© Richard Kowar, University of Innsbruck, Februar 2023
Lehrmittel fiir die Studienberechtigungspriifung

1.3 Ein wenig Theorie. Teil 3: Rationale Funktionen

Betrachten wir die rationale Funktion

2
-1
f:D—=R z— L (ehemaliges Testbeispiel) ,
T+ 2
welche fiir alle reellen Zahlen ungleich —2 definiert ist, d.h. ihr Definitionsbereich ist D = R\{—2}.
Die Nullstellen ergeben sich aus 22 — 1 = 0, also aus 22 = 1 und damit sind z; = —1 und z;; = 1

die Nullstellen von f. Fiir die ersten zwei Ableitungen von f folgt mit Hilfe der Quotientenregel der
Differentiation und ein wenig Rechnung:

, _x2+4x—|—1 neN 6
f(x)—w und f(x)—m-

Damit sind alle moglichen Extremstellen durch die Losung der quadratische Gleichung 22 +4x+1 =0
gegeben. Es folgt 27 = =2 — v/3 und 25 = —2 + /3. Wegen

fla) =(—v3)P3==3"2<0 und  f"(z2) = (+V3)  =+3¥2>0
liegt bei der Stelle z; ein Maximum und bei x5 ein Minimum. Die Asymptote
A R—->R, z—x—2

von f ergibt sich aus der Polynomdivision

2-1 3
(z°=1):(z+2)=2—-2  also a;:+2:$_2+x+2'
—(2? 4+ 21)
-2z —1 (2)
—(—2x —4)
+3

Jetzt zeichnen Sie noch den Graphen von f qualitative.

Nun diskutieren wir die Eigenschaften folgender Funktion:

1
(x—1)(x+1)°

wobei D (eine Teilmenge von den reellen Zahlen) den Definitionsbereich der Funktion f bezeichnet.
Die Vorschrift, welche die Funktion f definiert lautet
1 .

f(z) = CESICES firalle xe€D.
Weiter sehen wir aus f : D — R, dass die Funktion jedem x € D eine reelle Zahl zuordnet. Wenn
man sich auf die obige Funktion bezieht kann man f oder f: D — R verwenden. Oft spricht man
auch nur von der Funktion die durch f(z) := m definiert ist. Unsere Aufgabe lautet nun:
Bestimme D (eigentlich die gréfitmogliche Menge D) und diskutiere den Verlauf der Kurve (genauer
Graphen von f).
Los geht’s. Weil f durch einen Bruch definiert ist muss garantiert werden, dass niemals durch 0
dividiert wird, d.h.

f:D(CR) =R, z—

(x—1)(x+1)#0 firale xzeD. (3)

Wir verwenden nun den
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Satz 1 Ein Produkt von reellen (oder komplezen) Zahlen ist genauw dann Null, wenn mindestens
einer der beiden Faktoren Null ist.

Das Produkt in (3) ist also genau dann Null, wenn! z = 1 oder z = —1 gilt und damit folgt

D = R\{—1,+1}. Also alle reellen Zahlen auler —1 und +1. Damit haben wir gezeigt, dass f bei
x = —1und x =1 je einen Pol besitzt. Fiir hinreichend kleine § > 0 gilt

f(1+5):ﬁ>0 and f(l—é):ﬁ<0.
Damit folgt fiir & — 0:
FO40) = 400 und  f(1—5) = —o0.
Analog folgt
f(—1+6):ﬁ<0 und f(—l—é):m>0.
also fiir 6 — 0:
f(=146) = —0c0 und  f(-1-0)— +oc0.

Jetzt betrachten wir das Monotonieverhalten von f und dazu verwenden wir

Satz 2 Fine stetig differenzierbare Funktion ist monoton (oder streng monoton) steigend auf der
Menge M, genau dann wenn

f'(z) >0 (oder  f'(x)>0)  firale xeM
gilt. Ist —f (streng) monoton steigend, so ist f (streng) monoton fallend.

f ist stetig differenzierbar auf D, weil es eine rationale Funktion ist (eine Polynomfunktion dividiert
durch eine Polynomfunktion).? Mit Hilfe der Quotientenregel (fiir das Differenzieren) folgt:
(x+1)+ (z—1) —2x

fO) =GP er e~ Go P

(f)'_f’g—fg’ . (1>'__g’
— = - ZW. - - S
g 92 g g°

Wir sehen, dass der Nenner immer positiv ist, aber der Zéahler fiir positives x negativ und fiir negatives
x positive ist. Und natiirlich f/(0) = 0. Damit folgt, dass f auf | — 0o, 0] streng monoton steigend
ist und f auf |0, oo[ streng monoton fallend ist. Und es folgt noch, das f bei x = 0 ein Minimum hat
mit Wert f(0) = —1, denn es gilt:

Zur Erinnerung:

Satz 3 Fine stetig differenzierbare Funktion f hat bei x = a ein lokales (stricktes) Minimum, genau
dann wenn es ein kleines 6 > 0 gibt, sodas f auf Ja — §,a[ (streng) monoton steigend und f auf
la,a + d] (streng) monoton fallend ist. Ist f zweimal stetig differenzierbar, dann ist dies dquivalent
zu f'(a) =0 und f"(x) >0 fir z €)la — 0,a+ 0|, falls § > 0 hinreichend klein ist.

Wegen des Monotonieverhalten von f gibt es keine Sattelpunkte und keine Wendepunkte, also
bendtigen wir nicht mehr die zweite Ableitung. Gibt es Nullstellen? Nein, den 1/a # 0 fir alle
a € R\{0}. Bis auf das Zeichnen des Graphen haben wir nun alles was sinnvoll ist diskutiert. Der
Graph von f ist in Fig. 2 dargestellt.

In der Mathematik gilt immer das ‘und/oder’ und nicht das ‘entweder/oder’.
2Damit ist f sogar unendlich oft stetig differenzierbar.
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Figure 2: Darstellung der Graphen der Funktionen definiert durch f(z) := m und g(z) :=
G @ fire € R\{—1,+1}. Wegen ¢'(x) = —% < 0 ist g tiberall streng monoton fallend.

Aufgaben 2 Fiihre eine Kurvendiskussion der Funktion

T

g:D(CR)—>R,xr—><x_1)<x+1)

durch (vgl. Fig. 2).

Und noch ein altes Testbeispiel.

Aufgaben 3 Fliihren Sie eine Kurvendiskussion der Funktion f : D(C R) — R, z — i;;; durch.
(Alle Ergebnisse mit ausreichender Begriindung.)

e Bestimmen Sie den Definitionsbereich D C R, die Grenzwerte lim, o, f(z), lim,_,_ f(x) und
(falls vorhanden) Polstellen und Nullstellen.

o Weiters bestimmen Sie (falls vorhanden) Mazima und Minima, Sattelpunkte und Wendepunkte.

o Skizzieren Sie den Graphen (=Kurve) von [ qualitative.

1.4 Ein wenig Theorie. Teil 4: Einige elementare transzendente Funk-
tionen

Wir beginnen mit der Exponentialfunktion
re€R—a” fiir geeignettes a.

Welche Werte von a sind geeignet? We stehts mit a = 0.7? 0.7-! (also 1/0.7), 0.7%° (also 1/0.7) und
0.7 (also 1) sind ok. 0* = 0 = 0°2 ist ok, aber uninteressant (Null hoch ’irgendwas’ ist Null) und
0~! geht nicht. Weiters ist v/—1 nicht oK in den reellen Zahlen, d.h. a > 0 ist sinnvoll. Das war
natiirlich kein richtiger Beweis, aber es sollte fiir unsere Zwecke reichen.

Beispiel 7 Zeige, dass die Exponentialfunktion

exp: R —=> R, x+—¢e”
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keine FExtrema, keine Sattelpunkte und keine Wendepunkte besitzt. Ist Sie monoton steigend oder
fallen?
Wegen® exp(z) > 0 und exp/(z) = exp(x) folgt

exp’(z) = exp(x) > 0, exp”(z) = exp(z) > 0, exp”(z) = exp(z) > 0,

also kann bei keinem x € R eine Extremstelle, ein Sattelpunkt oder ein Wendepunkt liegen. Weil
ihre Ableitung immer positiv ist folgt, dass exp streng monoton stigend ist. (Wegen exp'(—x) =
—exp(x) < 0 ist die andere Exponentialfunktion x +— e~* streng monoton fallend.)

Beispiel 8 Zeige, dass die Fxponentialfunktion
fR—=R z+—a” (>0 wund a#1)
keine Extrema, keine Sattelpunkte und keine Wendepunkte besitzen.
Wir verwenden folgende Identitdt:
o — ploga® _ ,alog(a)
Hier bezeichnet log den Logarithmus zur Basis e auch mit log, bezeichnet.* Jetzt ist alles trivial. Es

folgt sofort
a® >0 und — (a®) = log(a) e” 5@ =log(a) a® .

Wegen a # 0 gilt entweder a > 1 oder 0 < a < 1 also entweder log(a) > 0 oderlog(a) < 0. Insgesamt
folgt fiir die n—te Ableitung von x +— a”
d"a”®

dx™

= (log(a))"a® # 0

also gibt es auch keine Eztremstellen, Sattelpunkte oder Wendepunkte. Fir den Fall a > 1 (z.B. %
oder ) folgt
da®
dx

also ist die Funktion streng monoton steigend. Hier haben wir verwendet, dass log(a) > 0 wegen
a > 1 gilt und natirlich a® > 0. Die hoheren Ableitungen hdtten wir gar nicht berechnen miissen,
denn strenge Monotonie einer Funktion impliziert, dass es keine Extremstellen, Sattelpunkte oder
Wendepunkte geben kann! FEine Funktion die nur monoton (aber nicht streng monoton) ist, kann
einen Sattelpunkt haben (vgl. z v+ x°).

= (log(a)) a® > 0,

Beispiel 9 Fiihre eine Kurvendiskussion der Funktion
¢:D R, zre” 01

durch.
Der Definitionsbereich ist ganz R, weil die Exponentialfunktion auf ganz R definiert ist. FEs gibt
zwei Nullstellen, denn

1 =0 & =1 & 22-9=0 o Tror = 3.

3f(x) > 0 bedeutet f(x) > 0 fiir alle z aus dem Definitionsbereich von f.
“4International wird der natiirliche Logarithmus mit log und in Europa mit In bezeichnet. Zur Sicherheit kann man
natiirlich log, schreiben.
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Die ersten zwei Ableitung lauten

d(z)=e""2z und — ¢"(x) =e” 0 (2x) + e 02 =27 (222 4+ 1).
Die Nullstellen von ¢' sind die potentiellen Extremstellen. Weil
0=¢(z)=¢""22 < 2=0
konnte bei x = 0 ein Extremum liegen. In der Tat folgt aus
¢"(0)=2e"2(2-0°+1) =2 >0,
dass x eine Minimalstelle ist, d.h. der Wert von ¢ ist am kleinsten bei x = 0. Weilers folgt:

. i 2_ i 2 _
lim (b(x) — ehmz_mOx 9 1= ehmz_mOx e 9 1="2_1" =0
T—00 e9
und

: ~ 2_ ~ N
lim ¢(x) = iMoo =9 _ ] — eliMonoc(=2)"=9 _ 7 —
T——00

Wendepunkte, Sattelpunkte, Pole und Asymptoten gibt es keine! Siehe Abbildung 3.

transzendente Funktion transzendente Funktion
plz)=er 91 P(z) = log(x? —9) — 1
-0.993 ‘ ‘ . ‘ ‘ . : : . . : : : : -
3 [ - -
. L
-0.994 ‘TI I# 2t S e
| | N AN /7
-0.995 | H /
\ / or \ /
0.996 | | [ \ /
\ 1t ‘. |
0.997F | 2t l‘ |
\ 5l
-0.998
4k
-0.999 Al
L -
1 ] e ] 6L | | | | |
2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 8 6 4 -2 0 2 4 [ 8

Figure 3: Zur Diskussion von Funktionen.

Die natiirliche Logarithmusfunktion, in Zeichen log : (0,00) — R, ist definiert durch die Eigen-
schaft

eoe@) = g bzw. log(e®) = z.

log(e”) genauer log,(e”) liest sich als: log,(e”) ist jene Zahl mit der man e potenzieren muss damit
man e” bekommt. Allgmein: log,(b) ist jene Zahl mit der man a potenzieren muss damit man b
bekommt. Wegen €’ = 1 und a® = 1 (a > 0) folgt log(1) = log,(1) = 0 und log,(1) = 0. Weiters
folgt log(e™!) = —1 und log,(a™!) = —1.

Beispiel 10 Fihre eine Kurvendiskussion der Funktion
Y:D =R,z log(x* —9)—1
durch.
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Der Definitionsbereich ist nicht ganz R, weil die Logarithmusfunktion bei O und fiir negative Zahlen
nicht definiert ist. Fir die Nullstellen von g : x — x®> — 9, das sind x; = —3 und x;; = 3, ist ¥ also
nicht definiert. Das gleiche gilt fiir alle x mit g(x) < 0, also fir x € (xy, 7). Damit folgt fir den
Definitionsbereich.:

D= R\[ZL‘[, JZ[]] = (—OO, —3) U (3, OO) .
Ein scharfer Blick auf die Definition der Funktion zeigt uns, dass Sie symmetrisch ist, in der Tat
qgilt
Y(—x) = log((—x)* —9) — 1 = log(z* — 9) — 1 = () firxz e D.
Wegen log'(z) = % und der Kettenregel ergibt sich fiir die erste Ableitung

() = 27 = ==

x2 -9 x2 -9’

welche x = 0 als Nullstelle hat. Aber x = 0 liegt nicht im Definitonsbereich von ¢ und damit
kann es keine Extemwerte im Innern von D geben. (Am Rand kann es immer lokale Extremwerte
geben (welche man nicht tiber die Ableitung bekommt!), aber hier hat der Definitionsbereich keinen
Rand, denn x;,x;; & D! Die zweite Ableitung kénnen wir uns also sparen. Wegen ¢'(z) < 0 fir
r < xr=-3und Y'(x) >0 firz >z =3 ist ¢ auf (—oo,xr) streng monoton fallend und auf
(x11,00) streng monoton steigend. Weiters gilt

lilritl3 ¢(z) =log(0) — 1 = —oc0 also liegen bei xy und xr; zwei Pole.
T—

Wegen der Monotonie gibt es keine Fxtremstellen, Wendepunkte und Sattelpunkte. Siehe Abbildung 3.

Aufgaben 4 Welches Monotonieverhalten hat die Logarithmusfunktion log? Zeichen ihren Graphen
auf. Wo liegt ihre einzige Nullstelle?



