Aus der Korrespondenz des Innsbrucker Mathematikers Leopold Vietoris (1891-2002)

e 1918 (August). Der einige Jahre an der Universitat Bonn lehrende Wiener
Mathematiker Hans Hahn diskutiert mit Vietoris Fragen der Mengenlehre.

e 1918 (Juni/Juli). Der in Greifswald lehrende Felix Hausdorff, Mitbegriinder der
modernen Topologie (Mengenlehre), spater als Bonner Professor vom NS-Regime
verfolgt, korrespondiert mit Leopold Vietoris.

« Im Nachlass von Vietoris findet sich ein Exemplar von Hausdorff' klassischen
"Grundzigen der Mengenlehre”. In spaten Jahren hat Vietoris die Abschriften seiner
Briefe an Hausdorff transkribiert.
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Yorwort.

Das vorliegende Werk will-ein Lehrbuch und kein Bericht sein:
es versucht die Hauptsachen der Mengenlehre ohne Voraussetzung
hoherer Vorkenntnisse mit vollstindig ausgefithrten Beweisen dar-
zustellen und verzichtet dafiir auf Vollstindigkeit des behandelten
Stoffes. Hinsichtlich der thematischen Begrenzung, bei der ja
iibrigens die Mitwirkung subjektiver Griinde nicht auszuschalten ist,
habe ich der Mengenlehre selbst vor ihren Anwendungen den Vorzug
gegeben; infolgedessen wird man vielleicht finden, daB den ge-
ordneten Mengen zuviel und etwa den reellen Funktionen einer
reellen Variablen zuwenig Platz eingeriumt worden sei. Was die
Tendenz anbelangt, immer zu beweisen und niemals bloB zu referieren,
s0 13t mir die in dem bekannten Voltaireschen Worte bezeichnete
Gefahr nicht entgangen; aber in einem Gebiet, wo schlechthin
nichts selbstverstindlich und das Richtige hiufig paradox, das Plau-
sible falsch ist, gibt es auBer der liickenlosen Deduktion kaum ein
Mittel, sich und den Leser vor Tiuschungen zu bewahren. Ich
habe, um von dem menschlichen Privileg des Irrtums einen mog-
lichst sparsamen Gebrauch zu machen, nichts ungepriift fibernommen
und manches von der Wiedergabe ausgeschlossen, was mir nur auf
personlichen Kredit hin ‘glaubwiirdig erschien; aber selbst fertige
und im ganzen einwandfreie Darstellungen, die ich meinem Plane
einzugliedern hatte, muBte ich haufig einer griindlichen Umarbeitung
unterzichen, bis sie sich den mir vorschwebenden Forderungen an
Prizision figten.

Nach diesem Programm glaube ich, daB das Buch von jedem,
der iiber ejnige Abstraktion des Denkens verfiigt, insbesondere oder
ﬂu‘ﬂx*ardem von Studierenden der Mathematik in mittleren Semestern
Wt Erfolg gelesen werden kann; auf der andern Seite wiirde ich
“élnen Zweck fiir verfehlt halten, wenn ich nicht hoffen diirfte,
auch den Fachgenossen manches Neue, mindestens in methodischer



VI Yorwort.

und formaler Hinsicht, zu bieten. DaB man zerstreute Einzelheiten
logisch verkettet und systematisiert, bisherige Resultate von un-
notig speziellen und komplizierenden Voraussetzungen befreit, einen
Fortschritt in Einfachheit und Allgemeinheit anstrebt, ist schlieBlich
das mindeste, was von dem Bearbeiter eines schon behandelten
Stoffes verlangt werden kann. Diesen Anforderungen hoffe ich inner-
halb gewisser Grenzen entsprochen und dem Gegenstande wenigstens
einige neue Seiten abgewonnen zu haben; um zur Rechtfertigung
dieses Anspruches nicht nur auf das Buch als Ganzes zu verweisen,
mogen hier etwa die symmetrischen Mengen, die Limesbildungen
von Mengenfolgen, die Umgebungstheorie der Punktmengen, die
systematische Durchfilhrung der Relativbegriffe, die reduziblen Mengen,
die Behandlung des Inhalts von Punktmengen erwéhnt werden.

Die Quellenangaben sind in einen Anhang verwiesen, der auBer-
dem einige nicht unwesentliche Nachtrige bringt. Ich glaubte jene
in Grenzen halten zu diirfen, die man in unserem historisch-philo-
logischen Zeitalter entschieden eng finden wird, und zwar nicht nur
aus duBeren Griinden, sondern weil auch eine innere Schwierigkeit
bestand, Keime und Anregungen, die sich im Laufe der Darstellung
bisweilen erheblich umgeformt hatten, nachtriaglich zu rekonstruieren.
Insbesondere sind durch die Axiomatisierung der Punktmengen-
theorie viele Sitze {iber lineare Punktmengen so verwandelt, ver-
allgemeinert, zerlegt und in einem andern Zusammenhang wieder ver-
kniipft worden, daB ein einfaches Zitat kein richtiges Bild geben kann.

Herr J. O, Miiller (Bonn) hat sich der aufopferungsvollen
Miihe unterzogen, eine Korrektur des Buches mitzulesen, und Herr
W.Blaschke (Prag) den groBten Teil der Figuren gezeichnet; beiden
Kollegen fiihle ich mich zu herzlichem Danke verpflichtet.

Greifswald, 15. Marz 1914.
Felix Hausdorff.
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Abschrift eines Briefes (Nr,l) an Herrn Dr.Felix H
d.Universitdt Greifsweld, Am Graben 5; LTSS EEROL

Wien, .
Geehrter Herr Professor ! am 27,6,1918

Verzeihen Sie mir dle Kihnheit, Ihnen ohne E
Brief zu schreiben. Ich war zZu Beginn des Hriegenrlﬁ?g?%ﬁig;gigz
um die Zeit des Erscheinems Ihrer "Grundziige der ﬁﬂnganlahreh Stu-—
dent und seither Soldat, ohne meine Studien beenden zu kdnnen. da
ich fast immer im Feld gestanden bin. Daher kemnte ich Thr Buch
nur oberflichlich und ich war erstaunt, als ich neulich darin Threr

Zusammenh sbegriff sah, einen Begriff, den ich selbst seit 1913
beniitzte uni fﬁ% dessen illﬂinheaitzar ich mich bisher gehaﬁten

habe. Es fillt mir natiirlich nicht ein, Ihnen die Prioritit irgend-
wie strelitig zm machen zu wollen; denn da Sie 1914 schon in der
Lage weren,ihn samt elner Reihe ¥xmwm anschlieliender Sitze zZu k= ver-
6ffentlichen, miissen Sie ihn schon gekannt hsben, als ich auf dem
Gymnasium die Schulbank driickte.

Ich bin auf den Begriff von einer Problemstellung aus gekom-
men, welche siech im I®rem Buch findet, und nenne ihn nicht Zusam-
menhang, sondern Stetigkeit.

Ich mdchte diese Benennung auch allen Ernstes vorsechlagen,
Denn erstens ist Eu&gmmenahng im Cantor-Jordanschen Sinn ein Be-
griff, der seine Bedutung hat und in gewissem Sinn auch behalten
wird, zweiltens deckt sich Zusammenhseng im Threm Sinn mit der fir
lineare Mengen definierten Dedekindschen Stetigkeit, drittens 1ist
es(wenigstens nach meinem Gefiihl) die Idee der Stetigkeit, d.h,
das, was den Mathematikern vor der Definition irgendeimmer Stetig-
keit als Stetigkeit vorschwebte, dal fiir stetige lMengen der Satz
gilt, den Sie auf S.247 asussprechen, indem sie anstatt stetig zu-
sammenhingend sagen,.:"Enthélt eine zusammenhéngende Menge Punkte
von Komplementirmengen A,B, so enthdlt sle auch einen Punkt der
Grenze =B£,"

Weil ich hoffe, daB Sie daran Interesse haben, gebe ich im
Folgenden eine kurze Darstellumng meines Weges zu dem Begriff und
dessen, wozu ich ihn verwgndet habe. o

Ahnlich wie Zorettil und Janiszewski®) stellte ich mir die
Aufgabe, das Linienstuck als irreduzibles Kontinuum zu definlieren,
Ich hebe gefunden, daB dies am einfachsten auf folgende Welse ge-
gechieht:

Def.: Wir segen, zwel Mengen A,B grenzen 1n einem Punkt
en_einsnder, wenn dieser der einen von belden angehort un&“ﬁﬁ%fung
spunkt der anderen ist.

Def.: Eine Menge M heifBt von & nch b stetig oder zwischen &
und b stetig, wenn sie a und b enthd&lt und wenn Je zwel elnender
auf ¥ erginzende Teilmengen, von denen die eine a, die andere D
enthilt, (in mindestens einem Punkt) an einander grenzen,

Def,: Eine Menge M heiBt (schlechtweg) stetig, wenn Je zwel
echte Teilmengen von M, deren Summe M 1st, ane nandergrenzen.

1) Ta notion de 1igne. Ann.de 1'Ec.Norm.26 {1909) und Contri-
bution & l’etude des lignes Cantoriennes. Acte Math.36(1912).
2) Sur les continus irreductibles entre deux polints. J.de

1’Eec.Pol.(2)16.
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Zu den stetisen Mengen rechmen wir no
einem Punkt bestehen, und dle leere Hengefh SLoRNenzonViC et ang ‘nuy
Es ist klar, dall sich dlese Stetigkeit mit Ihrem Zusammenhang
deckt. In dieser Form ist auch ersichtlich, daB3 die Dedekindsche
it:tigkeit elner linearen Menge ein Bonderfall der obigen Stetigkeil
st.
Eine stetige Menge 15t also eine solche, welche zwlschen Je
zweien ihrer Punkte stetig 1st.
Def,: Eine Menge L heiBt ein Linienstiick von s nach b, wenn
:i: selbst, aber keine ihrer echten Tielmengen von & nach b stetig
st.

Es folgt:

L ist eine (schlechtweg)stetige lenge.

Ferner:

Ist ofs cgb,c L, so zerféllt L-c¢ in zwei elementfremde Teile
L(a,e) und u(b,c), welche nicht an einender grenzem und IL-¢ als
Summe heben.,

Pef.: Wir nennen e<d, d.i., d> ¢, wenn c#d und e #L(a,d) ist,
Ferner definieren wir a<x<b fir x££ L, Xfga, Xgb,

Dann 1&83t sich zeigen, daB 4 & L(e,b) ist, d.h., dad e<d und
d<c ein Widerspruch ist.

Ferner folgt sus o #L(ed) und 4 £L(a,e), daB ¢ s L(a,e) ist;
d.h,: Es folgt aus e<<d, d<e daB c<e ist. Damit ist die natiirli-
che (d.h. in"aer Definitioh des Liniensticks liegende) Anordnung
der Elemente der Hauptsache nach gezeigt.

Fin Bolches Linienstiick hat elso die Eigenscheft, daB es nicht
aus einer Menge in die Komplementirmenge reichen kann, ohne mit der
GrenzePunkte gemein zu heben. Aulberdem ist es inbezug auf diese Ei-
genscheft irreduzibel, sobeld die Endpunkte, das sind in der obigen
Definition die Punkte & und b, fest sind. Dies sind gerade die wich

tigsten Eigenschaften, welche wir an elnfachen Wegen von Punkten
vorfinden, Doch ist ein solches Linienstiick nicht immer abgeschlos-
sen, wie des Beispiel der Kurve y=f(x) zeigt, wenn wir

f(o)=0 und f(x)=sin(l:x) fir 0<x=m
definieren,Sie ist ein Linienstiick zwischen den Punkten (0,0) und
(m,sin(1:m)).

Ein Vergleich mit den Arbeiten von Zoretti und Janiszewskil
zeigt, deB die vorstehende Definition des Linienstiicks die bel Wei-
tem einfachere ist. Dies ist nur der Vewendung der Stetigkelt zu
danken,

Von diesem Stetigkeitsbegriff hebe ich noch eine Reihe von
Sédtzen entwickelt, welche eine sehr allgemeine Giiltigkeit haben.

Die oben geschilderten Uberlegungen gelten schon, wenn fir
den Umgebungsbegriff nur die erste Gruppe von Axiomen , wie sie
sich in Ihrem Buch finden, feststeht, Doch verwende ich snstelle
von (C)_des folgende Axiom (C):

(C) Zu jeder Umgebung U_ von x gibt es immer eine Umgebung
?§_§un x, sodal Jeder Punkt vbn vx samt einer seiner Umgebungen
i liegt. —

= Diegﬁmgehungssyztame, welche A,B,C,D und die, welche A,B,C,D

geniigen, sind jedoch gleichwertig. Nur gestattet (C) euch die Vers
wendung von Umgebungen, die nicht lauter innere Punkte enthalten.

Ihre zweite Gruppe von Umgebungsexiomen war fir meine Unter-
suchungen zu eng; D.h, diese ist dadurch nicht wesentlich lénger
geworden, deB ich zu allgemeineren Bereichen iibergegangen binéd Ich
verwende als zweite Gruppe von Axiomen das folgende Axiom;

3) Des Wort Bereich soll hier immer nur im Sinn von Defini-
tionsbereich, Geltungsbereich verwendet werden.
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(E) Zu jeder Umgebung U, von x gibt es eine Umgebung W_ von X,
gsodaB jeder Punkt der Komplementédrmenge von W_ samt einer seliner
Umgebungen in der Knmnlamanﬁgrmenga von U 11§gt.

" Die Anslogie von E und C ist deutlich, Doch besitze ich sehr
einfache Eeisplele, welche die gegenseltige Unabhiéngigkeit won

,E_zeigen.
A'B'Gﬁﬂﬂ E E-.ug allen Axiomen A,B,C,D,E,F nicht folgt, zelgt das fol

gende Beispilel:

Berelch sel sel dle llenge der gemeinen komplexen
Zahlen x+1y. Umgebung eines Funktes x, +iy, sei die
lienge der Punkte x+1y, fiir welohe Iuﬂ111:§n+é und
S Yo-8 < ¥< Yo+& (§>0) ist, vemehrt um den Punkt

(X0,¥0) -
| @c %}r 2 guh halte deshalb, well solche Mbgzlichkeiten
Y,

doch ausgeschlossen werden miissen, das Axiom & fiir
O eine notwendige Erginzung Ihres Axiomensystems.

Geordnet nenne ich eine Menge nurdfauﬂer den
=a— allzemein Ublichen Vorsussetzungen ausnahmslos ent.

weder a{b oder a>b oder a =b(identisch)
gillt.

: denn heife die Kenge geschichtet. Zwel Elemente
ersel

> W Ersetzt man hier a =b durch a=b (gleich),

a=b heiiden dann in 4
Menge aller Punkte X=8=b Jljegend.

Die Menge der Schichten einer geschichteten Menge 1ist geord-

ben Schichte, d,i, der

net.

Gestattet man nun noch, dalli such der Fall méglieh sein goll,
del weder a<Db noch a>b noch asb gilt, dann heife eine Menge ori
entiert, wenn es nur von je zwei Elementen entscheidbar ist, ob ein
der drei BezZiehungen und welche besteht.

Wihrend eine geordnete Menge hbchetens ein erstes und héchste
ein letztes Element haben kenn, kann eine geschichtete Menge eine
ganze Schichte erster und eine ganze Euhichté@ﬂtzter Elemente haben
Der triviale Fall, daB diese beiden Schichten ildentisch sein kdnnen,
stort uns nicht,

Belspiel einer orientierten Menge ist die Menge aller Unter-
mengen einer beliebigen Menge. Sie ist durch die BRe ung € "na-
tuirlich" orientiert. Ebenso ist die Menge der Umgeb en eines Punk
tes natiirlich orientiert.

Ded dieser Begriff der Orientierung einer Menge von dem der
Ordnung praktisch verschieden ist, geht daraus hervor, daB eine
orientierte Menge M ohne letztes Element nicht immer eine geordnete
Teilmenge ohne letztes Element besitzt, sodsB der Durchsehnitt zweil

er beliebiger Reste R und Sy von M und M, von O verschleden ist.

Beispiel: A sel der erSte mieht abzdhlbare Abschnitt der Men-
ge der transfiniten Zehlen, B die Menge der ganzen positiven Zahlen.
A.B, d.h, die Menge der Zahlenpaare (x,3) (xéA,Bs B) ist orientiert
wenn wir (u,f)<(of, ') definieren, sobald Hco und f< /4’ ist. A.B
besitzt aber kelne geordnete Teilmenge der obigen Art.

Aueh Umgebungssysteme lessen sich leicht definieren, welche |
4,B,C,D,E geniigen und sich nicht durch glelchwertige ersetzen lassen
in denen jJeder Punkt eine geordnete Menge von Umgebungen hat, deren
Durchschnitt dieser Punkt sallein ist.

Aus diesem Grund halte ich es auch fiir eine sehr schwierige
Sache, aus A,B,C,D,E mit Hinzunahme des Auswahlaxioms jene Folge-
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rungen zu ziehen, welche sich auf Ihre zwelte Gruppe von Umgebungen

stiitzen, wenn man sich nicht des Begriifs der Ordnung bedient.
Def.: Ein Punkt r heiBt ginzlicher Grenzpunkt einer orientier-

ten Menge zweiter Ordnung M={...Q ...Q ...j ohne letztes Flement,

wenn es zu Jeder Umgebung V von r ein Qy M gibt, sodaB Jedes Q  Qy
Punkte von V enthédlt.

Def.: Ein Punkt r heiist tellweiser Gremzpunkt einer orientier-
ten lienge zweiter Ordnung M={...Q ...Q ...} ohne Tetztes Element,
wenn es zu jeder Umgebung V von r und zu Jjedem Element @ von M nock
Elemente @ Q von M gibt, welche Punkte von v enhslten.

Denach ist r auch ginzlicher, bezlehungzsweise teilweiser Grenz-
punkt von M, wenn es zu Jjedem g EM ein Q, £M gibt, sodal r in sller
beziehungsweise 1in irgen&eiuam-aéérqﬁienthalten ist. Solche Grenz-

punkte mégen uneigentliche helie
Diese zwel Definitionen erhalten einen einfacheren Sinn, wenn

die Elementmengen von M einzelne Punkte sind, d.h, wenn M eine MNen-
ge erster Ordnung ist.

Beisplel eines giénzlichen Grenzpunktes ist ein belleblger
limes der Analysis. Beisviele von teilwelsen Grenzpunkten sind
liwsup und liminy wer Analysls, Teruer 1ot ulie weuxe aer Punkte
(0,y) fir |y/<l teilweiser Grenzpunkt der oben definierten Kurve
y=f(x), wenn man sie nach abnehmenden Abszissen ordnet.

Es gilt der folgende wichtige Satz:

Jeder Punkt ist einziger und giénzlicher Grenzpunkt der in na-
tiirlicher Welse orientierten Menge seiner umgebungen,

Nun bin 1ch in der lLege, die letzte vVoraussetzung fur die oben
erwihnte Heihe von Sdtzen zu formulieren.

Tef.: Eine HMenge i helB3t In einer orientierten HNMemge B lucken-
los,wenn Jede geodnete Teilmenge von M ohne letztes Element minde-
stens eimen zu B gehtrenden Grenzpunkt hat. Dieser braucht M nicht
anzugehdren.,”)

Demit ist auch gesagt, was in sich lickenlos heiBt, Fiir einen

Bereich ist liickenlos und insich lickenlos dasselbe.
Nennen wir einen Bereich extremal (Frechet), wenn Jede seiner

ilengen von der Michtigkeit +is mindestens eine Verdlchtungsstelle
der Midchtigkeit .». hat, so ldbt sich der folgende Satz zelgen:

Jeder liickenlose Bereich ist extremal und umgekehrt.

Tine lenge zwelter Ordnung der Art, daB der Durchsechnitt je
sweier Elementmengen wieder elne Elementmenge enthélt, nenne ich
im AnschlufB an den Begriff des Ringes einen KranZ.

Jeder Krsnz ist durch die Beziehung< "matiirlich" orientlert.

Kithilfe des Auswshlsxioms folgt, wenn wir von nun an einen

liickenlosen Bereich voraussetzen;
=Zer ¥reanz von abgeschlossenen nicht leeren lMengen hat eilnen |

abgeschlossenen nicht Teeren Durchschnitt. |
==—~-der Krenz hat einen nicht leeren Durchschnitt oder eine |

nicht leere Menge von Grenzpunkten. :
Jede uriengierfa Wenige ohne letztes Element, hat eine Grenz-
punktmenge 0. |

'ﬂ'Damit jst ersichtlich, wie ich mir die allsfemeine Definition

einer Liickenlosigkeit vorstelle. Es handelt gieh nur mehr um die
vorteilhafteste Form, |

’ I
£

)
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Es ist hier, wo die ndhere Darstellung fehlt, ein scheinbarer
Widerspruch, dal in der Definition der Liickenlosigkeit nur geord-
nete lMengen auftreten und hier wleder Sdtze iliber geordnete Mengen
erscheinen, Der Grund fir diese Erscheinung ist die Verwendung des
ﬂuawahl;xinmz. y - -

Def,: Wir sagen, eine Menge be A, wenn jJjeder Punkt von
A samt einer seiner Umgebungen in ﬁig§§gﬁff_ secex

Es gelten dle Sdtze:

Haben die abgeschlossenen iiengen A und B keinen Punkt gemeiln,
so gibt es zwel A, beziehungswelse B umgebende Mengen, welche mit
einender Xeinen Punkt gemein haben.

Dascelbe in anderer Form: sie

Grenzen dle Mengen A und B nicht an einander und haben kceinen
Funkt oder Haufungpunkt gemein, dann gibt es eine Teilung des Be-
reiches in zwei Telle M3 A und NO B, sodeB suf der Grenze zwischen
¥ und N kein Punkt von A oder von B liegt. |

Dieser Satz, der als Umkehrung Ihres oben erwihnten Satzes
auf S.247 aufgefabt werden kann, scheint suf den ersten Blick eine
Folge desseben zu sein., Doch besitze ich den Beweis, dell fiir seine
Hiltigkeit slle angegebenen Voraussetzungen, insbesondere die der
Liickenlosligkeit notwendlg sind. Er spilelt in allen folzenden Unter-
suchunsen die Rolle eines unentbehrlichen Hilfssatzes, Besonders
die folgenden S&atze stiitzen sich auf ihn.

Stetigkeitssitze:

Die Grenzpunktmenge G einer orientierten ienge Lk von Zwischen
zwel Punkten a und b stetigen lMengen ist selbst von s nach b stetig

Jeder Kranz von stetigen Mengen hat eine stetige Grenzpunkt-

menge .
Jede Grenzpunktmenge einer orientierten Hengayvnn stetigen
Mengen ist selbst stetig, wenn M mindestens einen gédnzlichen Grenz-

punkt heat.

Ist eine Menge M sbgeschlossen und von & nach b stetlig, so
hat sie eine (schlechtweg) stetige Teilmenge, welche a und b ent-
Halt. M

Ist eine ¥enge/abgeschlossen und von a nach b stetig, so
besitzt jede Teilmenge A von Lk, welche a enthdlt, eine stetige
Teilmenge, wekhe & enthalt und an M-A grenzt.

SchlieBlich vermute ich den folgenden Satz, den zZu beweisen
ich noen nienv im Stande war:

Eine 2zZwischen zwel Tunkten a und b stetige abgeschlossene
Kenge bat immer ein Linienstiick L von a nach b als Teil ¢

Es sel noch einmel erwidhnt, dal von dem durch den Text lau-
ferden grofen Strich an nur mehr liickenlos Bereiche vorausgesetzt
sind. Ein liickenloser Bereich hst, wie mgn sieht, die wichtigsten
Eigenschaften eines vo andizen Reaumes.

Der Beweis dieses Satzes 1st logisch ziemlich einfach, doch
erfordert er viel Schreibarbeit, sodaid iech hier auf ihn nicht ein-
gehen kann,

Zur Aufstellung dieses Setzes bin ich gedrdangt worden durch
die Untersuchung von mehrdimensionslen Gebilden, welche ich als
irreduzible Kontinua, jedoch mit einer anderen Randbedingung sals
der des Linienstiiecks (Forderung, zwel gegebene Punkte zu enthalte
definiere., Ob dazu die geschilderte Theorie der stetigen lMengen
schon alle ¥ittel liefert, habe ich bis jetzt nicht erkennen kon-
nen,

Zum SchluB bitte ich nochmals um Verzelhung fir melne Zudring-
lichkeit, sber ich hoffe, Sie nicht gelangwelt Zu haben. Ich bitte
gsuch, die schlechte Schrift zu entschuldigen; ich habe in absehba-

rer Zeit unmdglich MuBe, schoéner zu schreiben,
Ihr ganz ergebener
Leopold Vietoris m.p.

Wien IX.NuBdorferstr. 21




Als Berichtigung zum Brief (Nr.l) vom 27,6,1918 schrieb i
den folgenden Brief (Nr.2) an F.Hausdorff: < ' ch

Geahrger HarrPingassﬂ{ ; s Wien, am 5,Julil 1918,
n dem Brief, welchen ich mir an Sie Zu schreibe
finden sich die folgenden Fehlgr: pgrorisabiinabe,

1) Im angefiihrten Axiom (E) habe ich aus Versehendie Komplemen
tarmengen von W_ und Uy mit einmder vertauscht.

B) Derxr dritte Absatz nach der Definition der orientierten Men-
&e 80ll lauten: .

"DaB3 dieser Begriff der Orientlierung einer lenge von dem der
Ordnung praektisch verschieden ist, geht daraus hervor, dal eine |
orientierte Menge M ohne letztes Element nicht immer eine geordnete
Teilmenge M; ohme letztes Element besitzt, sodaB in jedem Rest R |
von M ein Rest Ry von M, enthalten ist. |

3) Die Definition des extremalen Bereiches lautet klarer: |

Wir nennen einen Bereich extremal, wenn jede seiner lMengen |
mindestens eine Verdichtungsstelle hat, deren Dichte gleich der
Kichtigkeit von M ist.

Diese Fehler konnten sieh nur dadurch einschleichen, dall ich
von der Vorbereitung auf eine bevorstehemde Priifung fast ganz in
Anspruch genommen bin.,

Bei 2) hatte ich mich verleiten lassen, das als richtig er-
kennte Alte durch etwas einfacheres zu ersetzen, was mir(jedoch
ohne die unerliBliche Unte suchung) als ebenso richtig erschien.

Das machfolgende Beispiel wird durch diese Berichtigung erst ver~
sténdlich.

Wenn ich durch diese Fehler Ihre kostbare Zeit vergeudet oder
Sie geidrgert habe, deann tut mir das herzlich leid und ieh bitte

vielmals um Verzeihung.

Ihr ergebener
Leopold Vietoris m.p.
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Abschrift eines mit der Reinschrift im Wesentlichen gleichlautenden
Konzeptes:

Geehrter Herr professor ! Wien, am 20.Juli 1918

Fir Ihren gltigen Brief bin ich Ihnen zu groBem Dank ver-
pflichtet. Er hat mir sezeigt, wie wenig von meinen Untersuchungen
wirklich neu ist, andererseits zeigt mir die Tatsache, daB das Mei-
ste 1n teilweise anderer Form schon vorhanden ist, daB meine Uber-
legungen richtig sind und dem Grund der Sache nachgehen.

In der von Ihnen zitlerten Arbeit von N.,J.Lennes (Am.J.of Math,
33(1911) findet sich S.308 auch eine Definition eines einfschen
Bogens als dessen, was ich nach meiner Definition ein abgzeschlosse-
nes Linlenstiick nennen miiBte. Ich glaube, es ist vorteilhafter, das
Linienstiick als solches zu definieren und erst im Einzlfsll die Ab-
geschlossenheit hinzuzunehmen. Denn diese geht in die meisten Hber-
legungen, welche mit Linienstiicken, Bbgen ete. angestellt werden,
nicht wesentlich ein, Bei ILennes selbst erst bei Theor.8, welches
aussagt, dall daid ein abgeschlossenes Linienstiick, d.i. eine ein-
fecher Bogen nach der Terminologie Hahns zusammenhiingend im Kleinen
ist. Es ist nur schade, daB Lennes einen so speziellen Umgebungs-
begriff verwendet. Doch gelten seine Uberlegungen allzsemeinerer
Natur euch, wenn man sein "triangle" einfach mit "Umgebung" iiber-
setzt. Viellelceht 1st dieser Standpunkt in einer anderen Arbeit
von Lennes(Curves and surfaces in enalysis situs. Amer.Yath.Soec.
Bull.(2)17(525), welche ich aber nicht zu Gesicht bekommen hsbe,
durchgefiihrt.

DaB Sie meine Bezeichnung stetig so schnell gut geheiBen haben
und in Ihrem ganzemn Brief durchfiihren, hat mich aulderordentlich,
aber auch freudig iiberrascht. Eigentlich ist es zu verwum ern, daB
der Begriff der Stetigkeit erst im 20-ten Jahrhundert geschaffen
worden ist, de er doch =20 nstiirlich ist. Definiert doch schon im |
14, Jahrhundert Bradwardinus (Zeitschr.f.Math.u.,Phys XITII Suppl.):
Continuum est quantum cuius partes ad invicem copulantur? nur weiB
man natiurlich nicht, was er unter copulari versteht. Auch die Aus-
fiihrungen von RieB tﬂtti del IV congresso int.dei kat,,Roma 1908)
geben ilber Zusammenhsngseigenschaften nichts konkretes; im Gegen-
tell findet sich dort ein Satz, der zum Mindesten miBvertsnden
werden kann, dad/nidmlich Zusammenhengseigenschaften durch den Be-
griff der Verdichtungsstelle nicht mehr beschreiben lessen. Dagegen
ist der Begriff der Verkettung, von dem das "aneinander Grenzen"
ein Sonderfall ist, ein wertvoller Begriff,

Das Axiom (C) habe ich dem Axiom (C) vorgezogen, weil es mit-
unter vorteilhaft ist, jede Obermenge einer Umgebung eines Punktes
wieder als Umgebung desselben aufzufassen, wodurch man ein gsanz
allgemeines, dem urspriinglichen gleichwertizes System von Umgebun-
gen erhalt., Dieser Vorgang ist aber fiir Thr Axiomensystem nicht
brauchbar, weil such (E) und (F) in ihrer Giiltigkelt gestOrt wiirden
Im iibrigen gefdllt mir lediglich die Symmetﬁie zwischen (C) und (E),

Dad Sie durch die FNichtbeachtung von (E) gicht gestért werden,
scheint mir seinen Grund dcrin zu haben, daB (E) aus Ihrem Axiomen-
system folgt, wenn man noch die XKompakthelt des Bereiches oder nur
egller vorkommenden Mengen voraussetzt. Diese Forderung bringt auch
mit sich, dad der Bereich extremal=liickenlos ist (ebenso zu bewei-
sen, wie Ihr Satz I suf S.268). Ich kann also alle meine Ergebnisse
auf Ihren Bereich snwenden, sobald ich ihn als kompekt vorsussetze,
im Ubrigen beweisen Sie die fraglichen Sitze, wie Satz X des VII.
Kap. mit wesentlicher Beniitzung des Abstandsbegriffs,

"Orientiert™ und " weise geordnet " 1ist tatsdchlich das-




selbe. Aber Ihre Frage, ob man dlesen Begriff auch auf meinem all-
gemeineren Standpunkt nicht entbehrem kann, glaube ich vermeinen zu
miissen. In Ihrem Bereloch gibt es nur abzihlbar viele Umgebungen., Ist
also eine Menge A von Punkten gegeben, so gibt es immer eine (abzihl
bare) Folge von A umgebenden Mengen, deren Durchsehnitt A ist. In
meinem Bereich sind die A umgebenden Mengen durch die Beziehung ¢
tellwelise geordnet, im allgemeinen gibt es aber keine geordnete Teil
menge M von sodchen umgebenden Mengen, welche dem Gesamtsystem N der
A umgebwnden Mengen gleichwertig ist, d.h. daB in jeder Elementmou_
ge von M eine von N enthalten ist und umgekehrt. Wollte man diese
Schwierigkeit ausschalten, so miiBte man voraussetzen, daB erstens
Jeder Punkt eine geordnete und daher auch eine wohlgeordnete Menge
von in einander geschachtelten Umgebungen het, deren Durchschnitt
er allein ist, und daB diese Wohlordnungstypen alle dieselben sind.
Da nun der Bereich zum mindesten kompakte Mengen enthalten soll,
muB es Punkte geben, fir weche dieser Ordnungstypus der der ganzen
positiven Eahlen ist, d.h. Ihr erstes Abzihlberkeitsaxiom wire not-
wendig erfiillt,

ilr scheinen demnach hier nur zwel VWege gangbar zu sein, Ent-
weder men setzt Ihr Axiomensystem und, wo es notwendig ist, die Kom-
paktheit voraus, Dann kommt man ohne den Begriff der teilweise ge-
ordneten Menge, 1lnsbesondere ohne deren Limits aus, oder man verwen-
det anstatt der Abzéhlbarkeits exiome und der Kompektheit des Axiom
(E) und die Voraussetz der Liickenlosigkeit.

Was Sie von Ihrem Limsup, bezw. Liminf sagen, muB ich snerken-
nen. Ein U,te schied liegt nur in der BezZeichnungsweise; wihrend
Ihre Bezeichnungen sich von einem algemeineren Standpunkt sus auf
die Mengen der Grenzpunkte beziehen, habe ich diese als solche be-

nannt,
Ich hsbe diesen Brief nur in der selbstverstindlichen Voraus-

setzung geschrieben, daB Herr Professor ihn nur dann beantworten

werden, wenn Sle irgend ein hdheres Interesse dszu veranlsft, nie-

mels aber aus reiner Hoflichkeit oder Riicksichtnshme suf mich,
Indem ich mich nochmals fiir Ihren giitigen Brief bedanke, ver-

bleibe ich Ihr ergebener
Leopold Vietoris

Wien IX, NuBdorferstr.Z21l M.De




