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Kapitel 3

3.1 Kinematische Beziehungen

Komponenten des Green’schen Verzerrungstensors

1| 0u; ou; Ouy, Ouy,
E..=_ J
CA laxi Tox, [T ox, an]

Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors
1 auj 8ul
51']‘ = — A
2 83@ 61’]'

wil= 2E:f | We #

Transformation der Komponenten des Verzerrungstensors

Gleitungen

/
Ekl T g Toki Thj
Hauptnormalverzerrungen und Verzerrungshauptrichtungen

(Eij - )\52]) n; = 0

NENE \ = 1
€11 T A €12 €13
Eal 622—)\ 93 :—/\3+If/\2—]2€)\+]3820
€3l €32 €33 = A
I7 \=/| g4 €99 + €33
€22 E2 €11 &1 €11 €12
[25 = 3 + 3
€32 €33 €31 €33 €21 €22

€11 €12 €13
€
Is | = | €21 €20 €23

€31 €32 €33
Hauptnormalverzerrungen
! 1 / 2 / 3

mittlere Normalverzerrung



Kapitel 3 Grundlagen der Elastizitédtstheorie
deviatorischer Verzerrungstensor
€ij = gij — €m(5ij

Transformationsbeziehungen fiir den ebenen Verzerrungszustand

g, = e11c08a+ ey sin® a + 29 sin avcos a
5’22 = ey sina+ g9 cos? a — 215 sin avcos
gly = (—e11 +ée9)sinacosa + €9 (C082 « — sin® a)

Verzerrungshauptrichtungen (ebener Verzerrungszustand)

2¢
tan 2a = 12

11 77 €22

Hauptnormalverzerrungen (ebener Verzerrungszustand)

LT 2
81(2)2511—5522i\/( 11 2622> 4 £2)

3.2 Kinetische Beziehungen

Grundgesetz der Dynamik
dR = dmb

Cauchy’sche Bewegungsgleichungen
0jij A fi = pby

Cauchy’sche Formeln o
t n

i/ T 05 Ty

Normal- und Schubspannung in der Ebene mit dem Normalenvektor n

Oun =t 0 = im0 = £/t -t — 02,
Transformationsbeziechungen fiir-die Komponenten des Spannungstensors
Ok = Oij Tiki M
Hauptnormalspannungen und Spannungshauptrichtungen

(0ji = 00ji) nj =0

npng = 1
Onn—0o 012 013
091 O99 — O 093 :—03+If02—[§a+1§:0

031 032 033 — 0
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g .
IT = o011+ 09+ 033
g _
I O22 023 011 013 011 012
5 = +
032 033 031 033 021 022
011 012 013
g
[3 = 021 O22 023
031 032 033
Hauptschubspannungen
= |02 — 03] R |03 — 01 [ o1 — oo
1= a5 2= 5 L3k o I —
2 ’ 2 ’ 2

Normalspannungen in den Ebenen der Hauptschubspannungen

(1) 0'2+0-3 (2) _ 0-1+0'3
Unn 2 ? Unn 2 ?

O'1+0'2
2

o) =

Aufteilung des Spannungstensors in einen hydrostatischen und einen deviatorischen Anteil
O'Z‘j = Um(sij ar Sij

mittlere Normalspannung

1
m (o2
o™= =1
1
3
Transformationsbeziehungen fiir den ebenen Spannungszustand
o), = |o11cos?a+H oossin® a + 2012 sin @ cos
JQQ = oy sin? a4 099 cos? & — 2015 Sin .cos o
012 = (o011 + 099) sina cos a + g1 (C082 a — sin® oz)

Spannungshauptrichtungen (ebener Spannungszustand)

20’12
tan 2oy = ——
011 — 022

Hauptnormalspannungen (ebener Spannungszustand)

o1+ o 011 — 099\ 2
oYo) + 112 22:&\/( 112 22) + o2,

Richtungen der Ebenen, in' denen Hauptschubspannungen wirken (ebener Spannungszu-

stand)
011 — O
tan 2ay = —112722
012

Hauptschubspannungen (ebener Spannungszustand)

2
011 — O
Tmax(min) = i\/(w) + 0'%2 ==+

01— 02

2

2
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3.3 Konstitutive Beziehungen

NG K,G G v E,v E.G
2 2Gv vE G(E -2@)
_ K2
A A 3¢ 1220 | (+w)i—2) 3G=F
E
a- G G G i G
2 2G(1 + 1) E EG
K= | xr+- K
e 30-24) | 31— | | 33G-E)
| eerr20) | ke
E- S e 26 E E
o A 3K — 2G | Bl |
- 250+ G) | 6K +2G il 5G

Verallgemeinertes |Hooke’sches Gesetz fiir | orthotrope Werkstoffe, formuliert in den

Hauptrichtungen des orthotrepen 'Werkstoffs

Verallgemeinertes Hooke’sches ‘Gesetz fiir isotrope Werkstoffe mit Beriicksichtigung von

€11
€22
€33
Y12
Y23
31

1/E1
—V21/E1
—V31/E1
0
0
0

V19

1/E,

—7/32/E2

0
0
0
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13

—1/12/E2 —V13/E3
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1/E;

0

0
0
0

0 | 1/Gy
0

0 0

V31

Vo3

0 0
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0 0

0 0
1/G23 0

0 1/Gs
V32
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0
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o1
022
733 E(1-v)
= X
019 (I+v)(1-2v)
023
031
IR z 0 0 0 ]
l-v 1-v e11 — ar(T —+ Ty)
1 - 0 0 0
1—v g2z — ap(T = Tp)
1 0 0 0
1— 92 0 0 €33 — O[T(T — TO)
2(1—-v) V12
1~2y 0
2(1 —v) 723
I —2v hal
i Sym. 30-0) |
Verallgemeinertes Hooke’sches (Gesetz fiir denebenen Spannungszustand
€11 1/E —v/E /0 o1 1
€99 = 1/E 0 099 aF 1 @T(T— To)
Y12 sym. 1/G o1 0

v
€33|= TE (o011 # 092) +ar (T ~ 1)

011 E 1 v 0 11 — O{T(T — To)
0929 = 1L .2 1 0 E99 — OéT(T — To)
012 SYm. (1 -T V)/2 Y12

Verallgemeinertes Hooke’sches Gesetz fiir den ebenen Verzerrungszustand

v
1 N
€11 11 |2 1—v 0 011 1
Eno = E 1 0 0929 —|— ]_ (1 + I/)OZT(T - TO)
T2 sym. 2 T12 0
—v
033 — UV (0'11 + 0'22) - EO(T (T — To)
1 v 0
o11 1—v en — (L +v)ar(T —Tp)
E(1—-v)
099 = 1 0 E99 — (1 + I/)CJ./T(T — To)
” (1+v)(1—2v) 1—2v
12 sym. - Y12
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Lineare Stabtheorie

6.2 Spannungen und Schnittgroflen
Schnittgrofien
N:/Aadi, Qy:/ATIydA, sz/AdeA,

M, = /AZ% dA, M, = —/Ayax dA |, | My = /A(—Z/ngy + ') dA

6.4 Normalspannungen

Bezug auf ein beliebiges' Koordinatensystem mit dem Ursprung im Querschnittsschwer-
punkt und den Achsen y und z in der Querschnittsebene

| IN| | MO, + ML N MyT, + M.1,,

TAT e e W L

Oy

Bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen n und ¢ mit den Hauptachsen des Quer-
schnitts zusammenfallen

N M, M,
i A A

Flachenmomente 1. Ordnung

um in der Querschnittsebene gelegene Koordinatenachsen ¢ und 2

Sg:/,%dfh ng/gjdA
A A
Koordinaten des Schwerpunkts des Querschnitts
Zs = 5 » Us = 5
A A
Flichenmomente 2. Ordnung

um in der Querschnittsebene gelegene Koordinatenachsen 4 und 2
Ig:/22d14, Igz/g2dA, Iggz/ggdA
A A A

7
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Satz von Steiner

[gZESA‘i‘Iy 5 IgzgsA+Iz 5 IggIgSZSA+IyZ

mit den Flachenmomenten 2. Ordnung

Iy:/Az2dA, Iz:/AgfdA, Iyz:/Aysz

um die Koordinatenachsen y und z, die durch den Querschnittsschwerpunkt gehen und
zu den Koordinatenachsen 4 und z parallel sind.

Winkel oy zwischen der y-Achse und der n-Achse eines Querschnitts

21,.
I, — I

tan 2oy = —+

Extremwerte der Flichenmomente 2. Ordnung

I,+ 1. I, <1.\? I,+1, I+ I\
%=y2+¢@i‘>+@w Q:iz*‘WVE’)+@

Hauptradien des Querschnitts
. 1 , I
WA TV A

Polares Flachenmoment 2. Ordnung

Ip:/Ar?dA:A(y2+22)dA:JZ+Iy

Langeninderung eines Stabes bei axialer Beanspruchung

Al = /lem(x) de = [E(]g%dx

Reine Biegung um die 7-Achse

dw M,
pe dx EI,
€x = K¢
Reine Biegung um die (-Achse
d2U MC

= B

Ex = —RyM
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Reine Biegung um eine beliebige Querschnittsachse
Bezug auf die Hauptachsen des Querschnitts
Winkel dy, den die Nulllinie mit der n-Achse einschlief3t

I

tandy = < = Ttanvyy
no I

Bezug auf die Achsen eines beliebigen rechtwinkeligen kartesischen Koordinatensystems

mit dem Ursprung im Querschnittsschwerpunkt

Winkel §, den die Nulllinie mit der y-Achse einschlief3t

tan g = c_ v[ytanﬁy + 1y
Y I+ 1, tanvy

Beanspruchung durch Normalkraft und Biegemoment
Gleichung der Nulllinie

e e
LA St
s by

Kern des Querschnitts

Koordinaten des Kraftangriffspunktes bei bekannter Nulllinie

i2 i2

¢ n

677 = — - s eC = — i
0y ¢y

Ausschluss von Zugspannungen (Versagende Zugzone)
Abstand des Kraftangriffspunktes von der Nulllinie

Beriicksichtigung von Warmedehnungen
linearer Verlauf der Temperaturdnderung iiber den Querschnitt

AT,

T(n,¢)=To=T® — Ty +
Py

ATy
n -+ T(C

mit

— 7w _ 7o) — q(w) _ (o)

Y

Beziehungen zwischen den Verschiebungen und den Schnittgréfien

du N
= 20 S _
dr EA + OZT(T Tg)
d2U Mg ATn
—— = S —ar ,
de’Q E]C ]’Ln
d2w Mﬁ ATC

dz? EL, T he
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6.5 Schubspannungen

Beziehungen zwischen Belastung und Querkraft bzw. zwischen Querkraft und
Biegemoment

ON 0*u 0Q, 0*v 0Q. Pw
or = PG gy T W AGE s G e A
OM, OM,
or ~ 9 o T @
9*M, 0*w 9*M, 0%v
gz~ T PAGE s g T Ge

Querkraftschubspannungen in diinnwandigen offenen Querschnitten

_@QyS¢(s) | QcSyls)

)= Ty L ab(s)

Querkraftschubspannungen in Vollquerschnitten
Maximalwert von 7 in der Schwerachse eines Rechteckquerschnitts fiir b < h mit bund A
als der Breite und Hohe des Querschnitts

Maximal- und Minimalwert von 7 in der-Schwerachse fiir beliebige Rechteckquerschnitte

| b/ Jl025 JJo5]] 1 ] 2] 4] /6] 10 [ 20 [ 50 |
Timaz/Tm_|| 1,008 | 11,083 | 1,126 | 1,396 | 1,988\ 2,582 | 3,770 | 6,740 [ 15,65
Toin/Tm || 0,996 [10,983 | 0,940 | 0,856 | 0,805 | 0,800 | 0,800 | 0,800 | 0,800

Tabelle 6.1: Traz /T und Tpnin /T fiir die Schwerachse von Rechteckquerschnitten

Schubspannungen zufolge reiner Torsion in Vollquerschnitten
Zusammenhang zwischen dem Torsionsmoment und der Verwindung

9= L
Glp

Beziehungen fiir einen Kreisquerschnitt vom Radius R

I7 fiir einen Kreisringquerschnitt mit R, als dem Aufien- und R; als dem Innenradius

I = 5 (Ri - R})
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Schubspannungen zufolge reiner Torsion in schmalen Rechteckquerschnitten
schmale Rechteckquerschnitte (L > b)

M Lv?
Tmaz = 7Tb ) [T = 5
Ir
mit L und b als der Lange und Breite des Rechtecks
beliebige Rechteckquerschnitte

My

Iy = I‘ﬁng y - Tmax = HQ@

(L/b] 10 [ 125 ] 15 | 20 | 25 [/3 | 4 | 5] 10 | oo }
k1 [ 0,140 [ 0,172 10,196 | 0,229 [ 0,249 /0,263 [ 0,281 | 0,291 [[0,312 ] 0,333
ke | 481 | 452 | 433 | 4,07 [ 3,88 [ 3,74[ 355 /| 3,43 | 3,20 | 8,00

Tabelle 6.2: Reine Torsion prismatischer Stabe mit Rechteckquerschnitt: Faktoren x; und
ko zur Bestimmung von I und 7,4

Schubspannungen zufolge reiner Torsion in allgemeinen diinnwandigen offenen
Querschnitten

My

1 T,
max T brihe s Iy =| leg : B =\
5 I 7 73 2 h s

Schubspannungen zufolge reiner Torsion in diinnwandigen einzelligen Hohl-
querschnitten

. Mr | M ds . L SL B 'S
TS50 0| 1T e iy, P =t Gg /0 o) /0 pls) ds

mit/ Ay als der von der Mittellinie des Hohlquerschnitts umschlossenen Fliche

Schubspannungen zufolge reiner Torsion in diinnwandigen mehrzelligen Hohl-
querschnitten

My =3 (My); =2 i(Au» ”

=1

Forménderungsbedingung fiir die Zelle ¢

ds ds ds
—t_ — ; — — 1 — =2 Ay)i  =1,2,...
t’t 1 \/;il’i b(S) + tl %;’Z b(s) t’L+1 /C'i7i+1 b(S) G,&( u)z Y 1 Y ) Y n

Querkraftschubspannungen in diinnwandigen geschlossenen Querschnitten

Schubfluss
@y Q¢

t(s) = I I,

Sc(s) — <5,(s) + fo
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Forménderungsbedingung

(s) — t*<8)ds
t*(s) +to c b(s)
7d3 = 0 — = —
]{c b(s 0 1

) 7{0 o(s) ™

Schubmittelpunkt
folgt aus der Beziechung

[ #s)pls) ds = mQc = Cu @y

Koordinaten des Schubmittelpunkts bei Bezug auf einen beliebigen Punkt:

s =7 | S0P ds, | Gi= 1 [SE@)r(e)ds

6.7 Biegelinie

Differentialgleichung der Biegelinie

0? 0*w O*w 0? 0% 0%
&ﬁ(E%aﬁ> = T piEe aﬁ(EQaﬁ> = M A
0 0w 0 0%
ax@Waﬁ>— 1K %(“%ﬁ>— -
0%w 0%

bei Beriicksichtigung einer Temperaturdanderung AT, bzw. AT {iber die Querschnittshohe
in Richtung der - bzw. der ¢-Koordinate:

0w AT 0%v AT,
5; = —]\477 T EIT]OéTi s EIC@ = Mg — EfcaT hnn

El, e
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Losung der Differentialgleichung der Biegelinie
Rand- und Ubergangsbedingungen
P
—— { + fgc ; m"
)

@) Q¢ b

i M, M, M
) o /.—- e

&—5[&)('—@

1. A
%— ‘”-‘?- ?_—/ 5’5\%_@

(f) (e (h)
M, M,
G ¢ 1@‘ = ey ) ( X e
JE I 3L AT
(&3] (3)
A - g
(k) o] (m)
. geometrisch statisch
w ¢ M Qe =
(a) | Freies Stabende 0 0
(b} | Einzellast Plam linken 0 P (P)
(rechten) freien Stabende
(c) | Frei drehbares, 8 0

unverschiebliches Stabende

{d) | Biegemoment M am linken

{rechten) frei drehbaren, 0 —M (A1)
unverschieblichen Stabende

(e) | Verschiebung @ des

i 0
frei drebbaren Stabendes w
(f) | Eingespanntes Stabende 0 0
(g) | Verschiebung @ des . i
ur
eingespannten Stabendes
h) | Drehung & des
() g% a .

eingespannten Stabendes
(1) | Linkes (rechtes) frei
drehbares, elastisch gestiitztes 0
Stabende mit der Federkonstante c,

(1) | Linkes (rechtes) elastisch

eingespanntes, unverschiebliches 0
Stabende mit der Drehfederkonstante ¢,

(k) | Innenstiitze 0 stetig
(1} | Innengelenk mit
Schubiibertragung
(m) | Innengelenk mit

stetig 0

stetig 0

Momenteniibertragung
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14

Losung der Differentialgleichung der Biegelinie mittels singulidrer Funktionen

symbolische Funktion:

S 0 fir 0<o<uq
T (=), n=0,1,2,..., fir »<a<l
<37—$C7;>n+1
n+1

T
/<aj—xi>"dm: fir n>0
0

Gleichlast g¢ fiir x > x;:

d*w

dzt

El, = tq<t—z >0+l

Temperaturdifferenz AT fiir x > z;:

d? AT,
w:...—E[nOéTi<<l'—l’i>O+...

EI
he

" da?
Angriff einer Einzellast P, an der Steélle z;:

o
Eldw

Angriff eines Biegemoments M; an der Stelle z;:

d?w

El,

Knick Agp; in der Biegelinie an der Stelle #; (Innengelenk):

d
Efnﬁz...+Ag0iEIn<x—xi >0 4

Sprung Aw; in|der Biegelinie an der Stelle z; (Schubgelenk):

Bliw=...+Aw,El, <z —ux; >0 4.

Differentialgleichung der Biegelinie fiir elastisch gebettete Stébe
Differentialgleichung der| Biegelinie:

d*w _
Eln@ = (¢ — CpW
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Einfluss der Querkraft auf die Durchbiegung

Differentialgleichung der Biegelinie bei Beriicksichtigung des Einflusses der Querkraft Q).
auf die Durchbiegung
ATC> K

+CkT

EI, he ) GA%

dr?

Schubbeiwert k. fiir Vollquerschnitte:

A (5)
“‘@A<deA

Schubbeiwert k. fiir diinnwandige Querschnitte:

(2

A [0S,

Ke = 73 o(s) s | mit Sp.=
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Prinzipien der virtuellen Arbeiten in
der linearen Stabtheorie

7.1 Prinzip der virtuellen Verschiebungen (PVV)

Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir axiale Beanspruchung
d(d

/EA [—QT )—To)] ( U)
dx

Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir ideale Fachwerke

duldr =0

=

— S NS(AL) + ST P sul =lo
e=1

mit der Stabkraft

N =EA ljﬁ — qup(TY) ~ TO)] = FA ﬁl — ap(T® — To)]
X

Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir reine Biegung um eine Querschnitts-
hauptachse

w ATC d2((5w)
El, d / Swdr =0
/ <dx2 h() dx? l“—}—.qu oo

Prinzip der virtuellen Verschiebungen fiir zusammengesetzte Beanspruchung

d(ou)
dx

w ATC d*(dw) d*v AT, | d*(6v)
~ [EI, ) i — / Joj g e " d
J [dﬁ " e ] I [de e ] Taer

dx

+/qz5udx+/qn5vdx+/qC5wdx:()
! ! l

16
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7.2 Prinzip der virtuellen Krifte (PVK)

Prinzip der virtuellen Krifte fiir axiale Beanspruchung

- /6N [ +ap(T® —Ty)

dx+/5qxﬂd$:()
Ji

Prinzip der virtuellen Krifte fiir ideale Fachwerke

—ZéNAl+Z§P u” =0

=1

mit der Léngendnderung eines Fachwerkstabes

N
Al = |:_Ez4 + OCT(T(S) — To):| )

Prinzip der virtuellen Krifte fiir reine Biegung um eine Querschnittshaupt-
achse

M, ATy
—/6M (E] + Th~§> d:c—i—/(Squda:—O

Prinzip der virtuellen Krifte fiir znsammengesetzte Beanspruchung

M, AT,
— i () L ¢
/5N[ + ar(T TO] /6M ( I+ Th<>dl’

M, AT,
—/6MC <~C—o¢T ") dx—l—/l5q$adx+/l5qnﬁdx+/léqCQDdx:0
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Stabilititsprobleme

8.3 Biegeknicken

Biegeknicken bei linear elastischem Materialverhalten

Differentialgleichung der Biegelinie fiir einen geraden Stab, der durch die zentrische Druck-
kraft P beansprucht wird:

d*(ow) | o d*(6w) 5| | I
— O = 4
ot [ [ dat YT EL
.. d 772E[min .- n’E
kritische Last (Knicklast): P = IREEP kritische Spannung: oy, = BYVh
k
Schlankheit des Stabes: A = Iy /imin
Eulersche Knickfille fiir einen Stab mit der Linge [
Lagerung Knicklénge [
beidseitig gelenkige Lagerung l
Ein Ende gelenkig gelagert, das andere Ende eingespannt 0,71
Beide Enden eingespannt 0,51
Ein Ende eingespannt, das andere frei 21

Biegeknicken bei nichtlinearem Materialverhalten
.. B,
kritische Spannung: oy = SYE
Exzentrischer Druck
Differentialgleichung der Biegelinie fiir einen geraden Stab, der durch eine mit der Exzen-
trizitdt e beziiglich der Stabachse angreifende Druckkraft P beansprucht ist:
d*w ) , P

2, _ —
w—l—aw——ae, «Q —E—In

18
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Anstrengungshypothesen

9.3 FlieBhypothesen

Tresca:
Omaz — Omin = fy

bzw. fiir die Stabtheorie

Vo2+412 = f,
Mises:
3
2 Sij $ij = [y

1
oder ﬂ\/(an — 052)? + (022 = 033)% + (933 — g11)? +6(0% + 033 + 031) = f,

bzw. fiir die Stabtheorie

Voi4 312 = fy

9.4 Bruchhypothesen

Rankine:
or=fr, o01>0

9.5 ' Versagenshypothesen

Mohr-Coulomb:

1+sineg 1 —singp
Omax — Omin — = 1
2c cos p 2c cos p
bzw.
Omazx _ Omin -1
ft fc

Drucker-Prager:
L

mwgff:ﬂw

bzw.
ol +4/I5 =k =0

19
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Nichtlinear elastisches und
anelastisches Materialverhalten

10.3 Anelastisches Materialverhalten

Maxwell’sches Modell:
a o

6:E+E

mit der Nachgiebigkeitsfunktion und der, Relaxationsfunktion

J(t) :%—F:}t und | R(t) = E exp (—%t)

Kelvin-Voigt’sches Modell:

. (%
e Hel=\>
N Ui

mit der Nachgiebigkeitsfunktion und der Relaxationsfunktion

() = % l1 et (-f; tﬂ und  R(t) = E = konst.

Boltzmann’sches/Superpositionsprinzip:
e(t)= J(t) 7'+ J(t —t1) Ao + J(t —ts) Ao + .+ J(t—1t;) Ao

Nachgiebigkeitsfunktion und Kriechfunktion fiir Beton

J(t te) =

+ C(t,ty) , Cl(t tg) =

Ec(to)

effektiver E-Modul des Betons

_ Ee(to)
Ecers(t) = T4 ot to)

20
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Elasto-plastisches Materialverhalten
bei Stiaben

NM-Interaktionsbeziehungen

Rechteckquerschnitte
M, N
M7(]p) + < N (p)>

[-Querschnitte mit| vernachléssigharer Stegflache

2
, 1
=1 mit Mép)zibiﬂfy und N® =bhf,

M, N .
Méz) wehEE M = Aph fj und | NW =24 f,

MQ-Interaktionsbeziehungen fiir I-Querschnitte

2

) |24 Ag QY
: (p) L ol fy (») _ 1
mit QC _ASTy—ASﬁ und ]\4—77 —ZAShfy—i_AFh’fy

2
reduzierte Stegbreite S,.q=s |1 — Q(C
QCP)

NQ-Interaktionsbeziehungen fiir I-Querschnitte

2

N A :

N(p)zl_f b 1_(632(2)> mit N® = As f, +24r f,
¢
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