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Einleitung

Primzahlen nehmen eine besondere Stellung innerhalb der ganzen Zahlen ein. Sie fas-
zinieren die Menschheit bereits seit der Antike. Thnen werden sogar iibernatiirliche und
magische Fahigkeiten zugesprochen. So gilt die Dreizehn als Ungliickszahl und es wird
gesagt, Katzen hétten sieben Leben. Aber auch in der wissenschaftlichen Forschung sind
Primzahlen heute noch von Bedeutung.

Waren die Primzahlen friiher ein fixer Bestandteil in den Lehrplédnen, so sind sie heute
fast vollstandig daraus verschwunden. Ihre Anwendung lag in der Berechnung des grofiten
gemeinsamen Teilers mit Hilfe der Primfaktorzerlegung. Mathematisch gesehen spricht
einiges gegen diese Anwendung, zumal es eine weitere Berechnungsweise gibt. Deshalb
wurden sie wohl zu Recht aus den Lehrpldnen der Unterstufe gestrichen.
Nichtsdestotrotz lédsst sich eine Einfithrung der Primzahlen im Mathematikunterricht
rechtfertigen. Thr Einsatz im Bereich der Kryptographie in der modernen Datensicher-
heit ist auch im Alltag der Schiiler zu finden und deshalb durchaus von Relevanz.

Die Arbeit ist in zwei Teilen Aufgebaut. Im ersten Teil finden sich die wichtigsten De-
finitionen und Sétze, die im Zusammenhang mit den Primzahlen von Bedeutung sind.
Im zweiten Teil werden mogliche Anwendungen der Primzahlen und Kryptographie im
Schulunterricht vorgestellt. Mit Hilfe einer kurzen Schulbuchanalyse wird ein Blick auf die
derzeitige Situation an den Schulen geworfen. Den Hauptteil bilden die vier selbst ent-
wickelten Arbeitsmaterialien zur Einfiihrung der Teilbarkeit und der Primzahlen, sowie

zwei Anwendungsbeispiele im Bereich der Kryptographie.



Teil 1.

Mathematische Hintergriinde

1. Was ist eine Primzahl?

Ganze Zahlen kénnen addiert und subtrahiert werden und wir erhalten wieder eine gan-
ze Zahl. Sie konnen auch problemlos miteinander multipliziert werden. Beim Dividieren
stoflen die ganzen Zahlen jedoch an ihre Grenze. Wir erhalten nicht bei jeder beliebigen
Division wieder eine ganze Zahl. So zum Beispiel ist 15 + 3 = 5 eine ganze Zahl, 15 = 2
lasst sich innerhalb der ganzen Zahlen aber nicht 16sen. Die Division kann auf den ganzen
Zahlen somit nicht definiert werden. Eine dazu entsprechende Eigenschaft, die definiert
werden kann ist die Teilbarkeit. Die Definitionen, Sétze und Beweise sind an denen von
Rempe & Waldecker (2009) angelehnt.

Definition: Teiler und Vielfache

Seien a und b ganze Zahlen.
Dann gilt a teilt b in 7Z genau dann, wenn es ein k aus Z gibt mit a - k = b. Damit
ist a ein Teiler von b und b ist ein Vielfaches von a. Fiir a teilt b schreiben wir

kurz a | b.

Aus dieser Definition lassen sich einige Teilbarkeitsregeln ableiten. Kennen wir bereits
Teiler von zwei Zahlen a und b, so lassen sich daraus einige Teiler der Summe, der Diffe-

renz, dem Produkt und beliebiger Vielfache der beiden Zahlen herleiten.

Satz 1.1 (Teilbarkeitsregeln). Seien a,b,c € Z
Wenn ¢ sowohl a als auch b teilt, dann teilt ¢ auch a + b, a — b und a - b. Zudem
gilt, dass jeder Teiler von a auch jedes beliebige Vielfache von a teilt, also aus ¢ | a

folgt ¢ | m - a fir m € Z.

Beweis. Wir nehmen an, dass ¢ sowohl a als auch b teilt. Das heifit, es gibt ki, ko € Z
so, dass a = ky - c und b = ks - ¢. Daraus folgt a +b =ky - c+ ko - ¢ = (k1 + k) - ¢. Wir
setzen k = ki 4+ ko und damit folgt aus der Definition des Teilers, dass ¢ Teiler von a + b
ist. Dasselbe Beweisverfahren konnen wir auch auf a — b und a - b, sowie auf die beiden

weiteren Aussagen anwenden und werden deshalb hier nicht weiter ausgefiihrt. O

Im Zusammenhang mit der Teilbarkeit lasst sich eine Menge der ganzen Zahlen abgren-

zen, die sogenannten Primzahlen.



Definition: Primzahl

Eine ganze Zahl p € Z heifit Primzahl, wenn
e p=*—1,0,1 und
e {1,—1,p,—p} Menge der Teiler von p ist.

Die Teiler 1, —1, p und —p werden auch triviale Teiler von p genannt.

Hat eine Zahl zwei oder mehr nicht triviale Teiler, so spricht man von einer zusammen-
gesetzten Zahl.

Fiir kleine Zahlen ist es noch verstdndlich, dass eine Zahl nur triviale Teiler besitzt.
Umso spannender ist es, dass es auch sehr grofle Zahlen gibt, die diese Eigenschaft besit-

zen.

Bevor wir uns die Primzahlen genauer ansehen, betrachten wir noch einige wichtige
Satze und Definitionen {iber die Teilbarkeit von ganzen Zahlen die von Bedeutung sind.
Die Primzahlen machen noch deutlicher, dass das Dividieren in den ganzen Zahlen nicht

beliebig durchfiihrbar ist. Was aber moglich ist, ist die sogenannte Division mit Rest.

Satz 1.2 (Division mit Rest von ganzen Zahlen). Zu je zwei ganzen Zahlen a und
b, mit b > 0 gibt es zwei eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢ und r mit 0 < r < b

so, dass

a=q-b+r

ist. ¢ nennen wir Quotient und r den Rest von a nach Division durch b.

Das Verfahren zur Berechnung von ¢ und r entspricht dem schriftlichen Dividieren, wel-
ches bereits in der Grundschule eingefiihrt wird. Dieses meist abgekiirzte Verfahren lasst

sich auf mehrfache Subtraktion zuriickfithren.

Beispiel. Wir dividieren 158 mit Rest durch 6.
Die einfachste Moglichkeit ist, 6 so lange von 158 zu subtrahieren, bis wir eine Zahl
erhalten, die kleiner ist als 6. Diese Zahl ist dann der Rest r und q ist die Anzahl der

Subtraktionen. Schneller funktioniert dagegen die schriftliche Division, die wir aus der

Grundschule kennen:



Die urspriingliche Aufgabe wird hiermit vereinfacht, sodass die Aufgabe mit Hilfe des klei-
nen Fin-mal-Eins bzw. bei Divisionen durch gréfere Zahlen nach maximal zehn Subtrak-
tionen je Schritt gelost werden kann.

158 lisst sich schreiben als 150+ 8. 150 wiederum ldsst sich aufspalten in 15-10. Anstatt
150 mit Rest durch 6 zu teilen, teilen wir nun 15 mit Rest durch 6 und erhalten 15 = 2-6+3.
Davon konnen wir auf 150 = (2 - 6 + 3) - 10 schlieffen und nach ausmultiplizieren und
einsetzen wieder zurick auf 158 =2-6-10+3-10+8. Weiteres Umformen fihrt uns zur

Lésung:

158 =2-10-6+3- 10+ 8
158 = 20 - 6 + 38

158 = 20646 - 6 + 2
158 = (20 +6) - 6 + 2

158 = 26 - 6 + 2

1.1. Der Euklidische Algorithmus

Eine Eigenschaft von ganzen Zahlen, die besonders beim Rechnen mit Briichen Anwen-
dung findet, ist der grofite gemeinsame Teiler (ggT') und das kleinste gemeinsame Vielfache
(kgV).

Definition: ggT und kgV, teilerfremd

Der grofite gemeinsame Teiler zweier ganzer Zahlen a und b mit a,b # 0 , ist
die grofite ganze Zahl, die sowohl a als auch b teilt.

Das kleinste gemeinsame Vielfache zweier ganzer Zahlen a und b mit a,b # 0,
ist die kleinste positive ganze Zahl, die sowohl Vielfaches von a als auch von b ist.
Zwei ganze Zahlen a und b sind teilerfremd, wenn sie keinen gemeinsamen Teiler

besitzen, insbesondere gilt ggT'(a,b) = 1.

Zur Berechnung des ggT und kgV gibt es mehrere Moglichkeiten. Die einfachste ist da-
bei wohl der sogenannte Euklidische Algorithmus. Dieser ist leicht verstindlich und fiir
beliebige, insbesondere auch grofie ganze Zahlen einfach durchzufiihren. Die einzige Re-
chenoperation die dafiir benotigt wird ist die Division mit Rest.

Um zu verstehen, wie der Euklidische Algorithmus funktioniert, benotigen wir noch eine

Eigenschaft des ggT.



Satz 1.3. Seien a,b und m ganze Zahlen. Dann gilt

99T (a,b) = ggT(a,b+m - a)

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jeder gemeinsame Teiler von a und b auch Teiler von
a und b+ m - a und umgekehrt ist. Wenn alle gemeinsamen Teiler identisch sind, muss
somit laut Definition auch der gréfite gemeinsame Teiler derselbe sein und die Aussage
ist gezeigt.

Sei k1 Teiler von a und b. Aus Satz 1.1 wissen wir, dass k; auch Teiler von m - a. Damit
ist k1 aber auch Teiler der Summe a 4+ m - a. Umgekehrt sei ky Teiler von a und b+m - a,
dann ist nach demselben Satz ks auch Teiler von m-a und damit auch Teiler der Differenz

b+m-a—m-a=>b, also auch Teiler von b. O

Wir wissen jetzt, dass der ggT zweier Zahlen derselbe bleibt, wenn man zu einer der
beiden Zahlen die andere beliebig oft addiert oder auch subtrahiert. Mit diesem Wissen
ist es moglich die beiden Zahlen geschickt zu verkleinern, bis der grofite gemeinsame Teiler

einfach ablesbar ist. Diesem Prinzip folgt der Euklidische Algorithmus.

Satz 1.4 (Der Euklidische Algorithmus). Seien a,b positive ganze Zahlen. Falls

a > b setze rg = a und r; = b, andernfalls setze rq = b und r; = a. Setze i = 1
Schritt 1: Sei r;,; der Rest nach Division von r;_; durch r;:
Tim1 = @i - Ti + Tit1
(Fiir i = 1 berechen wir ro mit a = q; - b+ 719.)

Schritt 2: Falls r;,; = 0 ist g¢g7T'(a,b) = r; und wir sind fertig.

Ansonsten setze 7 := 7 + 1 und wiederhole Schritt 1.

Fiir negative ganze Zahlen ersetze a und b mit |a| und |b|.

Der Algorithmus funktioniert fiir beliebige ganze Zahlen a und b. Da nach Satz 2 der
Rest nach jeder Division kleiner ist als sein Vorgédnger, kommt der Algorithmus nach

endlich vielen Schritten zu einem Ergebnis.

Beispiel. Berechne den ggT von 396 und 156.
Wir dividieren 396 mit Rest durch 156:

396 = 2 - 156 + 84



FEs gilt also ggT(396,156) = ggT'(156,84).
In den weiteren Schritten ersetzen wir die gréfiere der beiden Zahlen mit dem Rest und

fiihren die Division mit Rest erneut durch, bis der Rest Null ist.

156 =1-84 472
84=1-72412
72=6-12+0

und damit ggT' (396, 156) = ggT'(156,84) = ggT'(72,12) = 12.

Anstelle der Division mit Rest, kann jeder Schritt durch eine Subtraktion der jeweils
groeren von der kleineren Zahl ausgefiihrt werden. Im néchsten Schritt wird die grolere
Zahl durch die Differenz ersetzt. Das Verfahren benétigt dadurch zwar mehr Schritte, ist

aber noch leichter durchfithrbar.

Beispiel. gg7(225,144) = ggT'(81,144) = ¢¢T'(81,63) = ggT'(18,63) = ggT'(18,45) =
99T(18,27) = ggT(18,9) = ggT'(9,9) =9
Aus dem Euklidischem Algorithmus ldsst sich eine spezielle Darstellung des ggT ab-

leiten, die spéter fiir einige Beweise wichtig wird. Der ggT(a,b) ldsst sich nadmlich als

Linearkombination von a und b darstellen.

Satz 1.5 (Lemma von Bézout). Seien a,b € Z.

Dann gibt es ganze Zahlen u und v so, dass
g9T(a,b) =u-a+uv-b
ist.

Bevor wir diesen Satz beweisen, betrachten wir nochmals das vorherige Beispiel zur
Berechnung des ggT mit der Division mit Rest und versuchen die Aussage des Lemmas

zu erhalten.

Beispiel. Wir betrachten die Berechnung des ggT von 396 und 156. Durch Umformen

und rickwdrts Einsetzen, dass

12=84—1-72
—84—1-(156 —84) = 2- 84 — 156
—2-(396 —2-156) — 156 = 2 - 396 — 6 - 156

Dieses Lemma ist auch als erweiterter euklidischer Algorithmus bekannt, da es

sich aus dem euklidischen Algorithmus herleiten lasst. Der Beweis des Lemmas verwendet



dieselbe Strategie, mit der wir das Beispiel gelost haben.

Beweis. Seienrg, 11, ..., 7; aus dem euklidischen Algorithmus zur Berechnung von ggT(a,b).

Wir miissen zeigen, dass fiir alle ¢ € {0, ...} gilt, dass 7, = w;-a+wv;-b. Dar; = ggT'(a,b)

ist, wére die Aussage damit bewiesen. Der Beweis folgt durch vollstédndige Induktion iiber

i.

Fiir i = 0 und ¢ = 1 ist die Behauptung erfiillt, da
ro=a=1-a+0-bundry=b=0-a+1-b

ist. Unser Induktionsanfang (IA) ist gemacht. Ausgehend davon, mochten wir die

Aussage fiir jedes weitere i zeigen.

Fiir ein fest gewahltes ¢ > 1 konnen wir annehmen, dass r; = u; - a + v; - b und

ri—1 = Ui—1 - @+ v;_1 - b. Das ist unsere Induktionsvoraussetzung (IV).

Wir schlieBen nun von ¢ auf das néchstgrofiere, also ¢+ 1. Zu zeigen ist, dass es u; 1

und v; 41 gibt, mit 7,47 = w;q - @ + v - b.

Es gilt, dass r; = ¢; - r;_1 4+ rijyq ist, also ;11 = r; — q; - ;1. Durch Einsetzen der IV

fiir r; und r;_;, Umformen und erneutem Faktorisieren erhalten wir:

Tig1 =T — q; " Ti—1 =
:u,--a—i—vi-b—qi-(ui_l-a—I—vi_l-b):
=u-a+v-b—gi-u1-a—qui_1-b=

= (u; — @i~ ui—1) - a+ (vi — qvi—1) - b

Wir setzen ;11 := u; — q;-u;—1 und v;11 = v; — ¢;-v;_1 und die Aussage ist bewiesen.
O

Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung des ggT, nédmlich die Primfaktorzerlegung,
lernen wir im néchsten Abschnitt kennen. Zuvor schauen wir uns die Primzahlen aber
noch genauer an, wobei wir uns in den nun folgenden Abschnitten auf die natiirlichen
Primzahlen beschrénken, da die Aussagen fiir negative Primzahlen im Schulunterricht

nicht von Relevanz sind.

2. Die Entdeckung der Primzahlen

Bereits im antiken Griechenland haben sich Mathematiker mit den Primzahlen auseinan-
dergesetzt. Thre besonderen Eigenschaften, insbesondere ihre Unregelméfigkeiten inner-

halb der natiirlichen Zahlen haben das Interesse der Mathematiker geweckt.



2.1. Das Sieb des Eratosthenes

Welche Eigenschaft eine natiirliche Zahl erfiillen muss, um eine Primzahl zu sein, ist bereits
klar. Alle Teiler einer Zahl herauszufinden, ist sehr aufwendig und langwierig. Darum war
es schon frith von Interesse ein Verfahren zu entwickeln, um Primzahlen zu finden.

Ein Verfahren zur Auflistung der ersten Primzahlen gibt das Sieb des Eratosthenes,

welches bereits im 3. Jahrhundert v.Chr. von Eratosthenes entwickelt wurde.

Eratosthenes von Kyrene (273 - 192 v. Chr.) war
ein griechischer Mathematiker, der gemeinsam mit
Archimedes wirkte. Er beschéftigte sich nicht nur
mit naturwissenschaftlichen Féchern wie Mathe-
matik, Astronomie und Geographie, sondern auch
mit geisteswissenschaftlichen Fachern wie der Phi-
losophie, Geschichte und der Dichtkunst. Er arbei-
tete auch als Chef-Bibliothekar in der Bibliothek

von Alexandria. Seine eigenen Werke wie beispiels-

weise , Uber Plato “ sind nicht iiberliefert (Vgl. Abbildung 1: Eratosthenes
Hermann, 2020). (Anonym, 2006)

Das Sieb des Eratosthenes ist ein sehr einfaches Verfahren zur Auflistung von Primzah-
len, welches auch fiir Schiiler aus der Unterstufe oder sogar fiir Schiiler der Grundschule
verstandlich ist, da als Vorwissen nur die Multiplikation von natiirlichen Zahlen Vor-
aussetzung ist. Es nutzt die Multiplikation als Umkehrfunktion der Division, um Zahlen

auszuschliefen, die keine Primzahlen sein konnen.

Zunéchst listen wir alle natiirlichen Zahlen, beginnend mit der 2, bis zu einer vorgege-
benen Grenze N, der Reihe nach auf. 2 ist unsere erste Primzahl. Nun streichen wir alle
Vielfachen der 2. Diese Zahlen kommen nicht als Primzahlen in Frage. Die 3 ist unsere
zweite Primzahl. Sie ist die kleinste Zahl, die nicht gestrichen wurde. Im néchsten Schritt
streichen wir alle Vielfachen der 3 und wir erhalten die dritte Primzahl auf dieselbe Weise.
Die kleinste Zahl die iibrig geblieben ist, ist die 5. Dies fithren wir weiter fort, bis wir bei
der Wahl der néchsten Primzahl eine Zahl iiberschreiten, die zum Quadrat grofler ist als
die vorgegebene Grenze N. Die Zahlen, die wir bis zu diesem Zeitpunkt nicht gestrichen

haben, sind alle Primzahlen die kleiner sind als V.

Fin Beispiel mit N = 200 ist im zweiten Teil dieser Arbeit zu finden.

Wir haben nun eine Methode, um Primzahlen aufzulisten. Es stellt sich die Frage, ob wir



irgendwann die letzte und damit grofite Primzahl erreichen, wenn wir die vorgegebene

Grenze dieses Verfahrens immer mehr erweitern.

2.2. Euklid und die Unendlichkeit der Primzahlen

Die Antwort auf die Frage nach der grofiten Primzahl wurde schon sehr friith geklart. Egal
wie grofl wir N wéhlen, es gibt immer noch Primzahlen, die gréfler als N sind. Es gibt
namlich unendlich viele Primzahlen.

Einen Beweis fiir die Unendlichkeit der Primzahlen gibt der griechische Mathematiker
Euklid in den FElementen. Euklid hat sich sehr stark mit den Primzahlen und allgemein
mit der Arithmetik auseinandergesetzt und ist zu vielen wichtigen Erkenntnissen gekom-

men.

Euklid lebte um 360-260 v. Chr., wobei iiber
sein Leben nicht sehr viel bekannt ist. Er
wurde in Athen ausgebildet und wirkte laut
Uberlieferungen spéter in Alexandria. Sein wohl
bekanntestes Werk sind die Elemente. Sie um-
fassen 13 Biicher iiber die Geometrie und
Arithmetik (spdter 15), in denen er bisheri-
ge Erkenntnisse der griechischen Mathematik
versténdlicher angeordnet und neue Beweise

entwickelt hat. Er erfiillt darin die Forderung

|

Abbildung 2: Euklid (Wellcome
Library, 2014)

|

von Aristoteles, dass das aus Beweisen neu er-
haltene Wissen zunéchst auf unbewiesenen Pos-
tulaten, den Definitionen, ruhen miissen (Vgl.
Hermann, 2020).

Der Beweis von Euklid bedarf nicht vieler Voraussetzungen und ist leicht versténdlich.
Eine der Voraussetzungen ist eine weitere Teilbarkeitsregel, die unter dem Lemma von
Euklid bekannt ist.

Lemma 2.1 (Lemma von Euklid). Es sei p eine Primzahl und a,b € Z. Wenn p die
Zahl a - b teilt, dann teilt p auch a oder b.

Beweis. Wir beweisen das Lemma, indem wir zeigen, wenn p die Zahl a nicht teilt, dann
muss p die Zahl b teilen.
Wenn p die Zahl a - b teilt, dann gibt es ein k& € Z so, dass



. Wenn p die Zahl a nicht teilt, dann ist 1 der gréfite gemeinsame Teiler von a und p,
kurz ggt(a,p) = 1. Nach dem Lemma von Bézout gibt es ganze Zahlen u und v so, dass
u-a+v-p=1. Nach Multiplikation mit b und duch Einsetzen der Voraussetzung, dass
a-b=~k-p

b = bua + bvp = u(ab) + bvp = ukp + bvp = (uk + bv)p

und damit ist b ein Vielfaches von p und es gilt p | b. ]

2.2.1. Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

Der Beweis des Lemmas von Euklid zeigt, dass wir mit Hilfe der Teiler weitere Faktoren der
zusammengesetzten Zahl berechnen konnen. Kennen wir weitere Teiler der Zahl oder einer
ihrer Faktoren, konnen wir die Zerlegung so lange fortfiithren, bis die einzelnen Faktoren
die wir erhalten, nurmehr triviale Teiler besitzen.

Der Hauptsatz der Arithmetik zeigt, dass diese Zerlegung fiir jede beliebige natiirliche

Zahl existiert.

Satz 2.1 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede ganze Zahl a > 2 kann als
Produkt von Primzahlen geschrieben werden. Diese Primzahlen nennt man Prim-
faktoren und den Vorgang Primfaktorzerlegung. Die Primfaktorzerlegung ist bis auf

die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beispielsweise ldsst sich die Zahl 84 schreiben als 2-2-3- 7. Fiir kleine Zahlen, ist diese
Zerlegung mit Hilfe des Einmaleins und der Teilbarkeitsregeln schnell zu finden. Fiir grofie
Zahlen ist diese Zerlegung jedoch mit einem grofien Aufwand verbunden.

Allerdings lésst sich recht einfach beweisen, dass es diese Zerlegung fiir jede beliebige Zahl
gibt.

Beweis. Sei a € Z mit a > 2. Wir miissen zeigen, dass eine solche Primfaktorzerlegung
fiir a existiert und falls sie existiert, dass sie eindeutig ist. Der Beweis der Existenz erfolgt

durch Induktion iiber a.

Wir starten die Induktion mit ¢ = 2. Damit ist a eine Primzahl und die Primfak-

torzerlegung, die in diesem Fall aus nur einem Faktor besteht, existiert.

Wir nehmen nun an, dass jede Zahl die kleiner ist als ein festgelegtes a, in Primfak-

toren zerlegt werden kann. Dies ist unsere Induktionsvoraussetzung.

Fir a > 2 gilt

10



— a ist Primzahl und die Primfaktorzerlegung existiert, oder

— a ist zusammengesetztes, das heiflt es gibt ganze Zahlen bund cmit 0 < b,c < a
so, dass a = b-c. Da nach Induktionsvoraussetzung b und ¢ in Primfaktoren zer-
legt werden konnen, kann a ebenfalls als Produkt von Primzahlen geschrieben

werden.

Nun gilt es noch die Eindeutigkeit zu beweisen. Wir zeigen, falls zwei Zerlegungen von a
existieren, so sind diese gleich.
Seien k,l e Nund a=p; -py-...-ppund a =q1 - ¢ - . .. - q zwei Zerlegungen von a.

Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber die groflere Anzahl an Primfaktoren der

beiden Zerlegungen (max(k,1)) :

Fiir max(k,l) = 1 gilt a = p1,a = ¢ und somit p; = ¢;. Die beiden Primfaktoren

sind gleich und damit ist die Primfaktorzerlegung fiir max(k,l) = 1 eindeutig.

Wir nehmen nun an, dass fiir eine maximale Zerlegungsgrofie von n die beiden
Zerlegungen identisch sind: Fiir ein festgelegtes n € N mit maz(k,l) = n gilt
PLDP2 - Dk =0q1 G2 ... q mit k=1 und fiir alle i € {1,...,n} gilt p; = ¢;.

Wir nutzen hier eine Variante des Induktionsbeweises, in der wir von einer maxi-
malen Zerlegungsgrofie von n — 1 auf jede weitere schlieBen (n — 1 +— n): Da py
laut Definition Teiler von a ist, muss p; auch Teiler von ¢q; - g2 - ... - ¢ sein. Nach
dem Lemma von Euklid teilt p; einen der Faktoren qi,¢o, ..., q. Da alle Faktoren

Primzahlen sind, gibt eine Zahl j € 1,...,[ so, dass p; = g;.
Damit gilt, dass

Pr P2 Pe=DP1-q1 - Qi1 Gjt1 - Qi
Da innerhalb der ganzen Zahlen gekiirzt werden darf, gilt

P2 Pe=4q1" ... qj—1"qj+1 " --."qi

. Nach Induktionsvoraussetzung ist die erhaltene Primfaktorzerlegung mit maxima-
ler Zerlegungsgréfie von n — 1 eindeutig und damit ist auch jene mit maximaler

Zerlegungsgrofle von n eindeutig und der Beweis vollstéandig.
O

Es lésst sich folglich jede beliebige ganze Zahl in ihre Primfaktoren zerlegen. Diese

Eigenschaft niitzt Euklid in seinem Beweis iiber die Unendlichkeit der Primzahlen.
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2.2.2. Der Beweis von Euklid

Es gibt viele Beweise, die zeigen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Hier moéchte ich

mich auf den Beweis von Euklid bzw. einer seiner Abwandlungen beschréanken.

Beweis. Um zu beweisen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, nehmen wir das Ge-
genteil an und versuchen zu einem Wiederspruch zu kommen. Wir nehmen also an, es
gibt nur endlich viele Primzahlen. Diese Primzahlen sind p; = 2 < ps =3 < ... < p,.
Sei nun N jene natiirliche Zahl, die wir erhalten, wenn wir alle Primzahlen pq, ps, ..., pn

miteinander multiplizieren und 1 addieren.

szl-pz-----pn+1=1+npi
=1

Wir konnen zwei Fille unterscheiden:

Fall 1: N ist eine Primzahl.
Da N # p1,pa, ..., Dy ist, muss N eine neue, die n+ 1-te Primzahl sein. py, po, ..., pn
sind also nicht alle Primzahlen und damit ware unsere Annahme falsch. N kann

keine Primzahl sein, es muss also Fall 2 gelten.

Fall 2: N ist keine Primzahl.
Da nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik jede zusammengesetzte Zahl in
ihre Primfaktoren zerlegt werden kann, gibt es mindestens eine Primzahl ¢, die N
teilt. Da wir alle Primzahlen kennen, muss ¢ eine der n Primzahlen py, ps,...,p,
sein. Damit teilt q sowohl die Summe p; -py-...-p, + 1 als auch den Summanden
P1 P2 - ... pn. Nach den Teilbarkeitsregeln muss ¢ auch die Differenz p; - po -
e Pnt+1—=p1-p2-... - pp =1 teilen und damit folgt ¢ = 1. Damit ist ¢ aber
keine Primzahl und wir haben erneut einen Wiederspruch erhalten. Es gibt also
mit unserer Annahme keine Primzahl die N teilt und damit ist N auch nicht

zusammengesetzt.

Beide Fille fithren zu einem Wiederspruch unserer Annahme es géibe nur endlich viele

Primzahlen und damit ist gezeigt, es gibt unendlich viele Primzahlen. O]

Die gréfite Primzahl die bis heute (Oktober 2021) entdeckt wurde ist 282589933 — 1. Sje
wurde von Patrick Laroche 2018 im Rahmen des internationalen Projekts ,, The GIMPS“
(,,Great Internet Mersenne Prime Search®) gefunden und hat 24.862.048 Stellen. Wiirden
wir die Zahl ausschreiben, wiirde sie in etwa 6.673 A4 Seiten fiillen. Im Kapitel Primzahl-

tests wird kurz ausgefiihrt, wie solche Primzahlen gefunden werden.

Die besonderen Eigenschaften der Primzahlen finden im Bereich der Modularrechnung

eine wichtige Anwendung wie Rempe & Waldecker (2009) in Kapitel 3 aufzeigen.
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3. Restklassen und Modularrechnung

Wenn wir beliebige Zahlen mit Rest durch 7 dividieren, konnen wir erkennen, dass sich
immer wieder dieselben Reste ergeben. Um genau zu sein, gibt es sieben verschiedene
Reste, namlich 0,1,2,3,4,5 und 6. Nach einer kurzen Uberlegung leuchtet das auch ein,
denn wiirde der Rest 7 oder mehr ergeben, kénnten wir die Zahl ein weiteres Mal durch
7 dividieren und wir miissten den Quotienten um eins erhéhen.

Da es nur endlich viele Reste gibt ist es moglich, Zahlen in Bezug auf ihren Rest nach
Division durch eine vorgegebene Zahl zusammenzufassen. Beispielsweise haben 8, 15 und
22 alle den Rest 1 nach Division durch 7.

Dass es sinnvoll sein kann, Zahlen nach ihrem Rest zusammenzufassen, zeigt ein Beispiel
aus dem Alltag. Eine Familie fahrt mit dem Auto in den Urlaub und benétigt sechs
Stunden bis sie am Ziel ankommt. Startet sie um 8 Uhr los, sind sie um 14 Uhr am Ziel.
Wenn sie hingegen um 21 Uhr mit dem Auto losstarten, kommen sie um 3 Uhr an. Wir
berechnen im Grunde den Rest von 21 + 6 = 27 nach Division durch 24. Im 12-Stunden-
Format wiére es die Division durch 12. Eine fortlaufende Uhrzeit konnte sich wohl niemand
mehr vorstellen.

Ein weiteres Beispiel wiren die Wochentage. Wenn heute Montag ist, dann wére in
sieben Tagen auch wieder Montag. In acht Tagen wire dann Dienstag und in 100 Tagen
wére Mittwoch, da 100 = 14 - 7 + 2 ist. Wir kénnen also mit Hilfe der Division mit Rest

durch 7 die Wochentage bestimmen.

Zahlen, die nach Division durch eine Zahl n denselben Rest besitzen, werden in soge-
nannte Restklassen zusammengefasst.

Definition: Restklasse

Sei n eine ganze Zahl mit n > 2. Flir eine ganze Zahl a heifit die Menge
a={a+z-n|lzeZ}={a,a+n,a+2-n,a+3-n,...}
Restklasse von a modulo n. Die Menge aller Restklassen
{a|lacZ}={0,1,...,n—1}

wird mit Z,, (Sprich "Z modulo n”) bezeichnet.

Beispiel. Wir wihlen n = 5. Dann ¢ibt es in Zs die fiinf Restklassen 0,1,2,3,4.
3 beinhaltet alle Zahlen, die dividiert durch 5 den Rest 3 haben, also 3,8,13,18,23, ...

Eine alternative Darstellung zu den Restklassen bietet die Kongruenz modulo n.
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Definition: Kongruenz

Es sei n > 2 eine natiirliche Zahl. a und b sind kongruent modulo n, wenn sie
den selben Rest nach Division durch n haben, also in derselben Restklasse liegen.
Wir schreiben

a =b(modn).

Beispiel. 48 = 23 = 3 (mod 5),
48 und 23 befinden sich somit in der Restklasse 3 modulo 5.

Wir kénnen Zahlen nicht nur Restklassen zuordnen, sondern auch mit den Restklassen

rechnen.

3.1. Addition und Multiplikation auf Z,

Wir kénnen auf Z,, zwei Operationen definieren:

+: Ly XLy — T, (@b)—a+b:=a+b

und

Doy X Loy — Lo, (@, 0) — @ - b:=a -

S

Z, bildet mit diesen Rechenoperationen einen kommutativen Ring. In kommutativen Rin-
gen konnen Elemente addiert, subtrahiert und multipliziert werden. Allerdings kann ein
Element nicht von einem anderen Dividiert werden, es gibt also kein inverses Element

beziiglich der Multiplikation.

Beispiel. Firn =8 ist2+3=2+3 =5.
Dass diese Rechenoperation sinnvoll ist, konnen wir mit den beiden beliebigen Vertretern
24 ki-8 und 3+ ko - 8 der beiden Restklassen zeigen:

24k -8+3+ky-8=2+3+ (ki +ky)-8=5+ (k1 + k)-8

Die Summe ist ein Vertreter der Restklasse 5.
Mit einer zusétzlichen Bedingung koénnen wir in Z, auch dividieren und somit Z, zu

einem Korper machen.

Satz 3.1. Seien a # 0 und n > 2 ganze Zahlen.
Die Restklasse a € Z,, besitzt genau dann ein inverses Element beziiglich der Mul-

tiplikation, wenn 1 der grofite gemeinsame Teiler von a und n ist (gg7'(a,n) = 1).
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Das inverse Element @' lisst sich mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus
berechnen. Ist g¢gT'(a,n) = 1, gibt es ganze Zahlen u und v, sodass u-a+v-n =1 gilt.

Es muss also u-a + v -n = 1 gelten und da v-n = 0 folgt

u-a+v-n=1
ua+0=1
u-a=1

Aus w-a =1 folgt @-a@ = 1 und damit a=! = a@.
Umgekehrt lisst sich zeigen, wenn @ ein inverses Element @~! mit @-@ ! besitzt, so gibt
es eine ganze Zahl v mit a -a™' = 1 + v/cdotn und damit @ - a™* — v -n = 1. Nach dem

Lemma von Bézout folgt ggT'(a,n) = 1.

Beispiel. Sein = 7. Wir berechnen das Inverse Element von 5. Da ggT'(5,7) = 1 kénnen

wir das Inverse berechnen. Mit dem erweiterten Fuklidischem Algorithmus berechnen wir

u und v so, dass u-5+v -7 =1 ist:

7=1-5+2 1=5-2.2

5=2-2+1 1=5-2-(7—5)

2=2.-1+0 1=5+2-5-2-7
1=3.5-2.7

Wir haben das Inverse u = 3 gefunden. Probe: 3-5=3-5=15=1

Daraus lasst sich schlieflen, dass ein Inverses insbesondere dann berechnet werden kann,
wenn n eine Primzahl ist. Fiir eine Primzahl p besitzt in Z, jede Restklasse @ # 0 ein

inverses Element, da fiir alle a € Z gilt, a ist teilerfremd zu p. Somit ist Z, ein Korper.

3.2. Chinesischer Restsatz

Ist n keine Primzahl sondern eine zusammengesetzte Zahl, ist das Rechnen modulo n er-
schwert. Mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes konnen wir das Rechnen modulo n := n;-ns

auf jenes modulo n; und ny zuriickfiithren.

Satz 3.2 (Chinesischer Restsatz). Seien ny und ng zwei teilerfremde ganze Zahlen
mit ny,nme > 2 und n := ny - ng. Zwei ganze Zahlen b und ¢ sind genau dann
kongruent zueinander modulo n, wenn b = ¢ (mod ny) und b = ¢ (mod ny) gilt.

Zudem gibt es zu zwei ganzen Zahlen s und ¢ immer ein z € Z mit z = s (mod n;)

und = =t (mod ny).
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Beweis. Wir beweisen die Aquivalenz der ersten Aussage des Satzes zunichst von links
nach rechts. Wir nehmen an b = ¢ (mod n). Das bedeutet, b und ¢ haben denselben Rest

r nach Division durch n:
b=wu;-n+r und ¢=uy-n+r daraus folgt

b=u;-n+(c—uy-n)=c+n-(u — uz).

Wir setzen u := u; — uy. Durch Umformen erhalten wir
b=cH+u-n=c+u(ng -ny) =c+ung-ny =c+ung-ns.
Damit ist b = ¢ (mod n;) und b = ¢ (mod ny).

Fiir die andere Richtung nehmen wir an b = ¢ (mod n;) und b = ¢ (mod ny). Dann

gibt es v; und vy € Z so, dass b = c+ vy - ny und b = ¢ + vq - ny. Daraus folgt
b—CIC—i-’Ul~n1—c:v1n1:c+U2-n2—c:vgn2.

Wir haben gezeigt, dass b — ¢ durch n; und ns teilbar ist. Da n; und ns teilerfremd sind,

muss b — ¢ auch durch n; - ny und damit durch n teilbar sein. Somit gibt es ein v € Z mit
b—c=wv-n und also b=v-n+c,
also b = ¢ (mod n).

Den zweiten Teil beweisen wir mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus.
Da ny und ns teilerfremd sind gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlen v und v so, dass
u-ny+v-nyg =1.Dav-ny =0 (mod ng) und u-ny =0 (mod ny) muss u-n; = 1 (mod ny)
und v - ny = 1 (mod ny) gelten.

Setzen wir x :=t-u-ny + s-v - ny, dann gilt

r=s-v-nyg=s-1=s(modmn;)und

r=t-u-n=t-1=t (mod ny).

O

Damit konnen wir mit Hilfe der Kongruenz beziiglich der Primfaktoren einer Zahl n
auf die Kongruenz modulo n schliefen und dabei auf die Vorteile der Rechenregeln eines

Korpers zuriickgreifen.
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3.3. Der kleine Satz von Fermat

Wir haben uns die wichtigsten Rechenoperationen in der Modularrechnung angesehen.

Eine letzte Rechenoperation, ndmlich das Potenzieren schauen wir uns noch an.
Potenzieren ist nichts anderes als mehrfach Multiplizieren und ist daher ohne Probleme

moglich. Von Interesse ist, ob es eine Moglichkeit gibt, die Potenz einer Zahl modulo n

schnell zu berechnen.

Wir betrachten zunédchst am Beispiel modulo 7, zu welchen Restklassen die Potenzen

von 4 gehoren:

40 =1, 4t =4, 4% =16 = 2, 4> =64=1, 4= (42 =22 =4
=4 =4t 4=4.4=4=2  A=4=)1P=1"=1

Wir bemerken, dass ab einer bestimmten Potenz sich die Restklassen wiederholen. Dass
dies immer der Fall sein muss, ergibt sich daraus, dass es nur endlich viele mogliche Reste
modulo n gibt und zwar die Reste 0,1,...n — 1. Nach spétestens der n — 1-ten Potenz
kommt es zu einer Wiederholung. In unserem Beispiel passiert dies bereits nach der drit-

ten Potenz.

Satz 3.3 (Ordnung modulo n). Sei n > 2, a € Z und a teilerfremd zu n. Die
kleinste Zahl k fiir die a* = 1 (mod n) gilt, nennt man Ordnung von a modulo n.
Fiir ki, ks > 1 gilt a® = a*? genau dann, wenn die Differenz ky — k; ein Vielfaches

der Ordnung von a modulo n ist.

Beweisskizze. Mit Hilfe der Potenzregeln fiir ganze Zahlen kénnen wir a* geschickt erwei-

tern:

ky — glethki—ki _ k1 k2—k

a a

Da a und n teilerfremd sind, kénnen wir die Umformungen problemlos auf die Modular-
rechnung iibertragen. Ist a®2=% = 1 (mod n), dann gilt a*? = ' - g = dh . 1 =
a* (mod n). Das ist genau dann der Fall, wenn ky — k; ein Vielfaches der Ordnung von

a modulo n ist.

Wenn wir die Ordnung einer Zahl modulo n kennen, kénnen wir somit das Potenzie-
ren auf das Potenzieren mit Zahlen zuriickfiihren, die kleiner als die Ordnung sind. Dazu
miissen wir aber erst die Ordnung finden, was uns vor ein erneutes Problem stellt. Mit
welchen anderen Voraussetzungen die Potenzierung noch weiter vereinfacht wird, zeigt

uns der kleine Satz von Fermat.
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Satz 3.4 (Kleiner Satz von Fermat). Seien a eine ganze Zahl und p eine positive
Primzahl. Es ist
a? = a (mod p).

Zudem gilt, wenn a kein Vielfaches von p ist, dann ist
a?~' = 1 (mod p)

Fiir den Beweis des kleinen Satzes von Fermat bendtigen wir noch einen Hilfssatz, der

besagt, dass fiir a € Z und eine positive Primzahl p gilt
(a+ b)? = a? + b° (mod p).

Dies lasst sich mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes beweisen. Nehmen wir diesen Satz
als bekannt voraus, ldsst sich der kleine Satz von Fermat recht einfach mittels vollstéandiger

Induktion iiber a beweisen.

Beweis. Beweis vom kleinen Satz von Fermat mittels Induktion iiber a.

Fiir a = 0 ist 0P = 0.
Fiir festes a > 0 gelte a? = a (mod p).

Wir schlieBen nun von a auf a + 1, so erhalten wir induktiv die Aussage fiir jedes
beliebige a > 0. Nach dem Hilfssatz gilt (a4 1)? = a4+ 17 = a” 4+ 1 (mod p) . Setzen

wir nun noch die Induktionsvoraussetzung ein, erhalten wir
(a+1)P=d’+1=a+1 (mod p)

und damit ist der erste Teil bewiesen.
Der zweite Teil des Satzes setzt voraus, dass a und p teilerfremd sind. Wir kénnen also

nach Satz 3.1 die erste Aussage durch a dividieren und erhalten

a’ =a | -a”

und somit unsere Behauptung a?~! = 1 (mod p). ]

Beispiel. 2'°(mod 7). Da 2 und 7 teilerfremd sind, wissen wir aus dem kleinen Satz von

Fermat, dass 2° = 1(mod 7) ist. Dividieren wir die Potenz mit Rest durch 6 erhalten wir
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175 =6-29 4+ 1 und damit

2175 — 26~29+1 — (26)29 . 2 = 129 . 2 — 2 (mOd 7)

4. Primzahltests

Eine Frage, die im Zusammenhang mit der Primfaktorzerlegung noch offen bleibt, ist, wie
diese Primfaktoren berechnet werden kénnen.

Im Grunde gibt es einen sehr einfachen Weg, wie man mit endlich vielen Schritten
herausfinden kann, ob eine natiirliche Zahl N eine Primzahl ist, oder im Falle der Zerleg-
barkeit, wie ihre Primfaktoren lauten.

Wir iiberpriifen fiir jede natiirliche Zahl 2 < n < [v/N|, ob sie Teiler von N ist. Haben
wir eine Zahl ng gefunden, die Teiler von NV, so gilt N = ng-ny; mit n; < N und wir fithren
das Verfahren nun fiir n; anstelle von N bis n < |/n1]| fort. Nach endlich vielen Schritten
(maximal [v/N| —1 falls N prim) erhalten wir die vollstéindige Primfaktorzerlegung von
N. Das Verfahren ist zwar sehr einfach, jedoch nimmt es bei sehr groflen Zahlen doch
einiges an Zeit in Anspruch. Daher war es schon sehr frith fiir die Mathematiker ein

Anliegen, ein moglichst effizientes Verfahren zu finden.

4.1. Der Fermat-Primzahltest

Wir mochten priifen ob eine natiirliche Zahl n mit n > 3 eine Primzahl oder eine zu-
sammengesetzte Zahl ist. Die folgende Ausfithrung des Fermat-Primzahltest findet sich
vergleichbar in Stroth & Waldecker (2019) im Kapitel Primzahltests.

1. Wir wihlen eine natiirliche Zahl a € {2,...,n — 1} die teilerfremd zu n ist als Basis
fiir den Test.

1

2. Im zweiten Schritt berechnen wir a"* mod n.

3. Wir unterscheiden zwei Fille:
Falls a® ! = 1 mod n ist, ist die Antwort des Test: ,n ist prim”

Falls a® ! # 1 mod n ist, ist die Antwort des Test: ,n ist zusammengesetzt”

Aus dem kleinen Satz von Fermat liasst sich vermuten, dass es sich leicht iiberpriifen
lasst, ob eine vorgegebene Zahl eine Primzahl ist oder nicht. Allerdings ist eine Umkeh-
rung des Satzes nicht moglich. Fiir jede Primzahl p gilt zwar, dass a?~! = 1 mod p ist,

1 —

allerdings gibt es auch zusammengesetzte Zahlen n, fiir die ebenso ¢ = 1 mod n fiir

mindestens eine zu n teilerfremde Basis a gilt. Aus dem Satz geht ndmlich nicht hervor,
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n—1 —

dass eine Zahl n eine Primzahl ist, wenn « 1 mod n gilt, sondern lediglich, dass die

Aussage fiir Primzahlen immer erfiillt ist.

Es ist also méglich ein falsch , positives“ Ergebnis (n ist prim obwohl n zusammenge-

setzt) zu erhalten. Solche zusammengesetzte Zahlen, fiir die der Test fiir mindestens eine
Basis a die falsch positive Antwort prim gibt, werden auch (Fermat-)Pseudoprimzahlen
genannt.
Wir kénnten nun vorschlagen, den Test fiir alle moglichen Basen a durchzufithren, um
solche Pseudoprimzahlen aufzudecken. Allerdings gibt es zusammengesetzte Zahlen, die
sogenannten Carmichaelzahlen, bei denen der Test fiir jede Basis a die falsche Antwort
prim liefert. Die kleinste dieser Zahlen, ist die Zahl 561. Bei dieser Zahl ist das fasche
Ergebnis noch leicht aufzudecken, denn wer die Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 3 kennt,
erkennt schnell, dass diese Zahl durch 3 teilbar, also zusammengesetzt ist. Fiir grofere
Zahlen ist dies aber nicht so einfach moglich und daher stellen solche Carmichaelzahlen
ein Problem dar.

Mit Hilfe dieses Tests lidsst sich also nicht entscheiden, ob eine vorgegebene Zahl n
eine Primzahl ist. Somit ist fiir unsere urspriingliche Fragestellung, ob eine vorgegebene
Zahl eine Primzahl ist, unbrauchbar. Ein negatives Ergebnis des Primzahltests, also das
Ergebnis n ist keine Primzahl, kann jedoch verwendet werden und viele Zahlen kénnen

mit Hilfe dieses Test schnell ausgeschlossen werden.

4.2. Lucas-Lehmer Primzahltest

Eine weitaus effizientere Methode, um insbesondere sehr grofle Primzahlen zu finden bie-
tet der Lucas-Lehmer Primzahltest fir Mersenne Zahlen, zu finden in Ribenboim (2006).

282.589.933

Die grofite bisher gefundene Primzahl — 1 ist eine solche Mersenne-Zabhl.

Eine natiirliche Zahl der Form M,, = 2™ — 1 nennt man Mersenne-Zahl. Eine Besonder-
heit der Mersenne Zahlen ist, dass sie im Binédrsystem lediglich aus lauter Einsen bestehen.

Betrachten wir die ersten Zahlen

M2:3 M327 M4:15 M5:31 M6:63
M, =127 Mg = 255 Mgy = 511 Mo = 1023 My = 2047,

so konnen wir erkennen, dass nicht alle Zahlen Primzahlen sind. My, Mg, Mg, My, M7 und
M, gehoren nicht dazu. Insbesondere konnen wir alle Zahlen, bei denen der Exponent n
nicht prim ist, sofort ausschliefen. Allerdings sind nicht alle Mersenne-Zahlen mit einer

Primzahl als Exponent auch prim. M;; und Ms3 sind beispielsweise keine Primzahlen.

Mit Hilfe des Lucas-Lehmer Primzahltests kann die Primalitat einer Mersenne-Zahl

20



iiberpriift werden. Dieser beruht auf einer von Lucas und Lehmer entwickelten rekursiven

Folge:

Sei M, = 2" — 1 mit n € N. Wir definieren die Folge (Sk)ren mit
Sl - 4, Sk—l—l - Slg - 2

M, = 2" — 1 ist genau dann prim, wenn S,,_o von M,, geteilt wird.

Beispiel. Fiirn =3 ist My =22 —1 =7 und Sy = 42 —2 = 14. Da 14 von 7 geteilt wird,

muss Ms =7 prim sein.

Eine weitere Darstellung von Si.;, welche eine Berechnung des n-ten Folgengliedes

zulésst, ohne die vorhergehenden zu berechnen, ist die folgende:
S = (2+V3)Y +(2-v3)*
Beispiel.

n=7 M;=2"-1=127
Se = (2+V3)% + (2 — v3)? = 2.005.956.546.822.746.144
Se = 0 (mod 127)

Das Prinzip des Primzahltest fiir Mersenne-Zahlen ist sehr einfach. Die Beschrankung
bildet jedoch die dazu notige Rechenleistung. Wie im Beispiel bereits ersichtlich, werden
die Folgenglieder bereits fiir kleines n sehr groff. Man kann nur erahnen wie lange die Be-
rechnung fiir die grofite bisher bekannte Primzahl mit n = 82.589.933 dauerte. Deshalb hat
George Woltmann 1996 das Project ,, The GIMP“ ins Leben gerufen und sich zur Aufga-
be gestellt, mit mittlerweile tausenden Freiwilligen und hochleistungsfiahigen Computern
solche Riesen-Mersenne-Primzahlen zu entdecken. Jeder, der die dafiir notwendige Re-
chenleistung aufbringen kann, kann eine Software von ihrer Webseite www.mersenne.org
herunterladen und sich auf die Suche begeben. Bisher wurden jedoch erst 51 Mersenne-

Primzahlen gefunden.

5. Kryptographie

Die Kryptographie beschéftigt sich mit der Verschliisselung von Nachrichten. Dabei entwi-
ckelt sie Systeme, um Nachrichten auf moglichst einfache Art und Weise zu verschliisseln.
Die Inhalte dieses Abschnittes sind vergleichsweise im Kapitel Primzahlen und Krypto-
graphie von Rempe & Waldecker (2009) zu finden.
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Schon frith war es notwendig Botschaften in verschliisselter und somit sicherer Form
zu iiberbringen, so dass nur derjenige, fiir den die Nachricht gedacht ist, sie auch lesen
kann. Im Gegenzug dazu steht die Kryptoanalyse. Deren Ziel ist es, die verschliisselten
Nachrichten ohne Kenntnis des Schliissels zu dechiffrieren. Der Wettstreit der sich schon
iiber Jahrtausende streckt, fithrte dazu, dass beide Wissenschaften immer raffiniertere
Methoden entwickelten.

Bereits in der Antike wurden einfachste Methoden benutz um Botschaften zu ver-
schliisseln. Ein einfaches Mittel, um Botschaften geheim zu halten, war das Vertauschen
von Buchstaben des Alphabets. Eine der bekanntesten ist die Céasar-Chiffre. Es ist
iiberliefert, dass César das Alphabet einfach um drei Buchstaben verschoben hat, um sei-
ne Nachrichten zu verschliisseln. Wie man sich vielleicht schon denken kann, wurde diese
Vorgehensweise schon bald erkannt und die Nachrichten entziffert.

Solche sogenannte monoalphabetische Verschliisselungen konnen mit Hilfe der Haufig-
keitsanalyse systematisch aufgedeckt werden. Hiufige Buchstaben (z.B. Vokale) und Buch-
stabenkombinationen, wie ,st“, ,sch* und ,ei“, oder im englischen der Artikel ,the“
konnen im Verschliisselten Text wiedergefunden werden und so nach und nach der Ver-
schliisselungsalgorithmus aufgedeckt werden. Somit reicht bei einer Verschliisselung wie
der César-Chiffre es aus, einen Buchstaben richtig zu erkennen und man hat den Schliissel
gefunden. Insbesondere wenn spezielle Anrede-Floskeln wie z.B. , ave césar® benutzt wer-
den.

Da schon bald klar wurde, dass solche Verschliisselungsmethoden sehr schnell und ein-
fach dechiffriert werden kénnen, hat man um 1.500 n.Chr. sogenannte polyalphabetische
Verschliisselungen entwickelt. Dabei wechselt man zwischen verschiedenen Schliisselalpha-
beten und eine einfache Haufigkeitsanalyse ist nicht mehr méglich. Da aber zum Ent-
schliisseln ein Codewort nétig ist, welches anzeigt in welcher Reihenfolge gewechselt wur-
de, wurden auch fiir diese Chiffrierung Verfahren entwickelt (z.B. der Kasiski-Test), um
diese Nachrichten aufzudecken.

Bekannt ist die im 2. Weltkrieg von der Wehrmacht verwendete Verschliisselungsmaschi-
ne ENIGMA, die eine sehr komplexe Form der polyalphabetischen Verschliisselung dar-
stellt. Diese wechselt automatisch zwischen iiber 100.000 verschiedenen Alphabeten. Dem
englischen Mathematiker Alan Turing gelang es um 1940 die Maschine zu knacken. Die
Geschichte rund um diesen Entschliisselungserfolg von Seiten der Alliierten wurde in den
beiden Filmen ,,Enigma - Das Geheimnis“ (2001) und ,, The Imitation Game - Ein streng
geheimes Leben* (2014) verfilmt. Derartige Verschliisselungsmethoden haben die Proble-
matik, dass das Wissen iiber ihren Aufbau auch gleichzeitig Losung fiir die Entschliisselung
ist. Insbesondere liegt eine grofle Schwierigkeit darin, den Schliissel fiir die Dechiffrierung

sicher jenen zu iibermitteln, die die Nachrichten wieder entschliisseln miissen.
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Ein grofler Meilenstein der Kryptographie gelang 1975 mit der Public-Key-Verschliis-
selung. Bei dieser Methode gibt es zwei Schliissel, die beide vom Empfénger erstellt
werden. Der offentliche Schliissel (public key) wird, wie der Name schon sagt, offentlich
bekannt gegeben. Dieser wird zum Verschliisseln der Nachricht genutzt. Die geheime
Nachricht kann dann nur mit dem passenden privaten Schliissel (private key) wieder ent-
schliisselt werden. Durch dieses Prinzip ist keine Ubertragung des Schliissels vom Sender
zum Empfinger mehr notwendig. Eine derartige Verschliisselung nutzt das von Ronald
Rivest, Adi Shamir und Leonard Adleman entwickelte RSA-Verfahren.

5.1. RSA-Verfahren

Das RSA-Verfahren ist ein Verschliisselungsverfahren, bei dem nicht nur Sender und
Empfanger einer Nachricht den Schliissel kennen, sondern der Schliissel wird &ffentlich
bekanntgegeben (public-key). Trotzdem ist nur der Empfénger in der Lage die Nachricht
zu entschliisseln, da nur er eine entscheidende Zusatzinformation (private key) besitzt.
Der Trick dahinter ist eine sogenannte ,one-way“-Funktion (Einwegfunktion), mit der
die Nachricht leicht verschliisselt aber nicht mehr bzw. nur mit enorm hohem Zeitauf-
wand entschliisselt werden kann. Die urspriingliche Nachricht nur mit der Kenntnis des
Offentlichen Schliissels zu berechnen, ist sogar mit der heutigen Computerleistung nicht
in verniinftiger Zeit 16sbar. Beim RSA-Verfahren ist diese Funktion die Bildung des Pro-

dukts von zwei Primzahlen und deren Umkehrfunktion die Primfaktorzerlegung.

Der erste Schritt ist die Erstellung der beiden Schliissel vom Empféanger. Der Empfanger

wihlt zwei sehr grofle Primzahlen p und ¢ und berechnet

n:=p-q und s:=(p—1)(¢g—1).

Er wéhlt e € {1,...,s — 1} so, dass gg7'(s,e) = 1. Der Empfénger gibt n und e offentlich
bekannt. Mit diesem o6ffentlichen Schliissel kann der Sender seine Nachricht verschliisseln.
Zum Entschliisseln der Nachricht berechnet der Empfanger ganze Zahlen ¢ und d so, dass
s-c+e-d=1.Da s und e teilerfremd sind, konnen diese immer mit Hilfe des erweitertem
Euklidischen Algorithmus (Lemma von Bézout) berechnet werden.

d und n bilden den privaten Schliissel, mit dem die Nachricht dechiffriert werden kann.

Im né#chsten Schritt verschliisselt der Sender seine Nachricht mit Hilfe des offentlichen
Schliissels. Die Nachricht m, eine natiirliche Zahl, die kleiner als n und zu n teilerfremd
ist, wird vom Sender verschliisselt. Er berechnet dazu den Rest b von m® durch n. Die

verschliisselte Nachricht b wird dem Empfénger iibermittelt.
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Im letzten Schritt dechiffriert der Empféanger die verschliisselte Nachricht. Der Empfanger

erhélt die urspriingliche Nachricht, indem er den Rest von b% nach Division durch n be-

rechnet.

Die Berechnung von b := m® mod n ist ohne Probleme mdglich. Umgekehrt ist, wie
bereits angesprochen, die Berechnung von m aus der Potenz b ohne zusétzliche Informa-

tionen nicht effizient moglich. Kennen wir jedoch die Zahl s := (p — 1)(¢ — 1), ist die

Berechnung einfach.
Mit dem Satz von Fermat und dem Chinesischen Restsatz konnen wir zeigen, dass

m®=1 (modn)

Nach dem Chinesischen Restsatz ist m®* = 1 (mod n), wenn m* = 1 (mod p) und m* = 1
= mP-D-1) = (P-D)-1) = 1D =

(mod g). Dies ist erfiillt, da nach Fermat m® =

(mod p), sowie m® = mP=D=1) = (=)0 = 1=1) = 1 (mod q) gilt.

Damit l&sst sich zeigen, dass

e-d l—cs __ (ms)—c -m=1-m=m (mod TL)

und wir dadurch wieder die urspriingliche Nachricht m erhalten.
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Teil I1l.

Primzahlen und Kryptographie im Schulunterricht

Aufgrund der besseren Lesbarkeit wird auf die gleichzeitige Verwendung der Sprachfor-
men méannlich, weiblich und divers (m/w/d) verzichtet. Alle Personenbezeichnungen und

personenbezogene Worter gelten fiir alle Geschlechter.

Waren vorher die Primzahlen Werkzeug zur Berechnung vom gréfiten gemeinsamen Teiler
(ggT) und dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (kgV), so ist auch die Berechnung jener
nicht mehr auf konkrete Weise im Lehrplan zu finden.

In dem vom Bundesministerium veréffentlichtem Lehrplan fiir Mathematik der AHS Un-

terstufe (RIS, 2021) finden sich folgende Formulierungen:

1. Klasse
1.1 Arbeiten mit Zahlen und MajSen

- anhand von Teilern und Vielfachen Einblicke in Zusammenhdnge zwischen natirlichen

Zahlen gewinnen

sowie
2. Klasse
1.1 Arbeiten mit Zahlen und MafSen

- wichtige Teilbarkeitsregeln kennen und anwenden kénnen

Die Primzahlen selbst werden erst in der Oberstufe genannt:
5. Klasse (1. und 2. Semester)
Mengen, Zahlen und Rechengesetze

- Mt Primzahlen und Teilern arbeiten kénnen,; Teilbarkeitsfragen untersuchen kénnen

Wir wollen mit Hilfe der Schulbuchreihe Das ist Mathematik einen Blick auf die aktu-
elle Einbindung der Thematik im Mathematikunterricht der Unterstufe werfen. Da jede
Schule andere Schulbiicher verwendet, sowie jede Lehrperson selbst entscheidet, in wie

weit sie das Schulbuch im Unterricht einsetzt, ist dies aber nur begrenzt mdoglich.

Die Schulbuchreihe Das ist Mathematik ist nach dem neuen Lehrplan konzipiert. Das
bedeutet das Thema Teilbarkeit wird in der sechsten Schulstufe in Das ist Mathematik 2
(Humenberger, 2017) als erstes groles Thema eingefiihrt.

Der Einstieg in das Thema Teilbarkeit ist fiir die Schiiler iiber zwei Seiten mit mehreren
Informationsboxen, Bildern und kleinen Rétseln sehr ansprechend gestaltet. Die Inhalte

beziehen sich auf die Eigenschaften und Anwendungen der Primzahlen. Die Primzahlen
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werden dabei mit den Elementen bzw. Bausteinen der Alchemie und der Chemie vergli-
chen. Primzahlen kénnen wie die ,, Urelemente “ nicht weiter zerlegt werden und alle weite-
ren Zahlen kénnen durch Multiplikation der Primzahlen erreicht werden. Der Vergleich ist
zum einen sehr anschaulich und unterstreicht die besondere Stellung der Primzahlen in-
nerhalb der natiirlichen Zahlen. Zum anderen ist er moglicherweise etwas zu stark, da die
natiirlichen Zahlen nicht aus den Primzahlen entstanden sind, wie der Vergleich nahelegt.

In diesem Abschnitt wird auch kurz auf die Problematik der Primfaktorzerlegung von
sehr grofien Zahlen eingegangen und der dadurch resultierende heutige Einsatz in der
Datensicherheit im Internet erwahnt.

Auch wird ein kurzes Beispiel zur Kryptographie angefiihrt, in dem das Alphabet durch
1 und die Primzahlen bis 100 ersetzt wird und so eine geheime Botschaft vermittelt wird.
Die Hinzunahme der 1 ermdglicht, dass jeder Buchstabe ersetzt wird. Das kann aber auch
dazu fiihren, dass manche Schiiler fialschlicherweise annehmen, dass 1 eine Primzahl ist.
Darauf sollte in diesem Beispiel geachtet werden.

Das Thema Teilbarkeit fehlt in den beiden Einstiegsseiten. Dieses wird auf der nédchsten
Seite mit einem Beispiel eingefithrt: Ein Médchen Pfliickt 24 Apfel, die es anschliefend
schon geordnet auf einem Tisch auflegen mochte. Es gibt verschiedene Moglichkeiten.

Die aus dem Beispiel resultierenden Zahlen fiir die Anzahl der Reihen sowie der Apfel
pro Reihe werden als Teiler bezeichnet und in einem Mengendiagramm sowie in der Men-
genschreibweise dargestellt. Im Anschluss folgt die Definition fiir Teiler sowie dessen Ei-
genschaften in einem farbig unterlegten Kasten, wodurch diese fiir den Schiiler auf einen
Blick zu erkennen sind.

Auch der Hinweis, dass durch Null nicht dividiert werden darf ist gegeben. Aus diesem
Grund wird die Null in diesem Abschnitt nicht zu den natiirlichen Zahlen gezihlt. Es
wird auch Wert auf eine mathematisch korrekte Aussprache gelegt und die mathematische
Symbolik | fiir , teilt“ und 1 fiir ,,teilt nicht* eingefiihrt.

Obwohl das Einfithrungsbeispiel sehr anschaulich ist, wirkt die Aufgabenstellung etwas
gestellt, da wohl nicht vielen Schiilern einfallen wiirde, Apfel in mehreren Reihen auf
den Tisch auszulegen. Hier wiirde sich ein Aufteilen der Apfel auf mehrere Personen wie
Eltern, Grofleltern, Geschwister und weitere Verwandte oder Freunde auch anbieten. Dies
wiirde eher einer alltdglichen Handlung entsprechen. Dadurch wiirde jedoch ein Teil der
Anschaulichkeit verloren gehen, weshalb das Beispiel durchaus seine Berechtigung hat.

Das typische Aufteilen findet sich in den anschlieBenden Ubungen. Die Aufgaben sind
nicht nur auf kleine Zahlen beschrankt, sondern es wird Beispielsweise auch die Teilbarkeit
von 258.258 und 715.715 durch 7, 11 und 13 untersucht. Durch die Vorgabe der Teiler,
wird jedoch nicht auf die Schwierigkeit des Auffindens von Teilern bei sehr groflien Zahlen
eingegangen. Hier wird der Schwerpunkt auf die Eigenschaften von besonderen Zahlen
gelegt. Auch befreundete und vollkommene Zahlen werden im Anschluss noch angespro-

chen.
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Diese Ubungen kénnen zum Differenzieren genutzt werden. Schiiler, die ohne Probleme
die vorherigen Ubungen geschafft haben, kénnen hier besondere Zahlen kennenlernen. Die
Ubung ist auch als schwierige, herausfordernde Aufgabe durch ein Plus markiert. Der Hin-
weis im Informationsfeld, dass wir noch nicht wissen ob es unendlich viele solcher Zahlen
gibt zeigt auf, dass die Mathematik keine abgeschlossene Wissenschaft ist, sondern immer
noch Potential fiir weitere Forschungen besteht. Hiermit kann das Interesse fiir ein Stu-
dium im Bereich der Mathematik geweckt werden. Da fiir die besonderen Eigenschaften
dieser Zahlen keine weiteren Verwendungen im Buch angefiihrt werden, kénnen sie aber
auch iibersprungen werden. Eine allgemeine Aufgabe zum Berechnen von Teilern von sehr
groflen Zahlen fehlt. Die Auftretenden Schwierigkeiten bei solchen Aufgaben kénnten eine

Verbindung zum spéteren Kapitel der Teilbarkeitsregeln schaffen.

Als néchstes wird der groBite gemeinsame Teiler (ggT) besprochen. Eingefiihrt wird
er mit einem graphischen Beispiel, in dem eine vorgegebene rechteckige Fléiche eines ka-
rierten Blattes in einem quadratischen Muster ausgemalt werden soll. Dabei erkennt der
Handelnde, dass es sich um gemeinsame Teiler der Rechteckseiten handelt. Diese Ubung
lasst sich gut fiir den Unterricht iibernehmen. Jeder Schiiler kann diese oder eine etwas
abgeénderte Aufgabe im eigenen Heft 16sen. Die Losung im Schulbuch kann entweder als
Hilfestellung genutzt werden, im Anschluss zur gemeinsamen Besprechung oder zu einer
eigenstindigen Verbesserung bzw. Kontrolle genutzt werden.

Im néchsten Schritt werden die gemeinsamen Teiler zweier Zahlen als grofite Zahl der
Schnittmenge der beiden Teilermengen angegeben und im Mengendiagramm Dargestellt.
Der ggT wird als groBter dieser gemeinsamen Teiler definiert.

Die Aufgaben im ersten Teil dieses Abschnittes beschranken sich auf die von der De-
finition naheliegende Berechnung. Es sollen zunéchst alle gemeinsamen Teiler gefunden
werden. Der grofite dieser Teiler ist der gg'T. Die Beispiele sind auf Zahlen kleiner Hun-
dert beschrénkt. Fiir diese ist die angegebene Rechenweise legitim, insbesondere da in
einer Ubung auch das Kopfrechnen verlangt wird. Andererseits kénnen die Ubungen auch
kritisch betrachtet werden, da mathematisch Gesehen der gg'T die besondere Eigenschaft
hat, dass wir ihn berechnen koénnen ohne die Teiler (insbesondere nicht alle Teiler) der
Zahlen zu kennen.

Im zweiten Teil wird der Euklidische Algorithmus erkldrt. Hier sind Beispiele und Auf-
gaben fiir Zahlen im Hunderterbereich zu finden. Der gesamte Abschnitt ist mit dem
Symbol fiir schwierige, herausfordernde Aufgaben markiert. Der Algorithmus wird in
der verkiirzten Variante mit der Division eingefiihrt. Die Schwierigkeit wird dadurch
unnotigerweise erhoht, zumal der gg'T auch einfach mit mehrfacher Subtraktion berech-
net werden kann. Hier konnte die Lehrperson eine Differenzierung durchfithren und beide
Varianten einfiihren, sodass die Schiiler selbst den Schwierigkeitsgrad wihlen kénnen.

Die Kategorisierung als schwierige Aufgabe kann insbesondere bei leistungsschwachen
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Abbildung 3: Beispieliibung zum Zahlenstrahl

Schiilern negativen Einfluss auf die notige Motivation zum Erlernen der neuen Rechen-
methode haben. Der Algorithmus sollte fiir die Schiiler leicht verstédndlich sein, da die
notwendigen mathematischen Fertigkeiten ihnen alle bereits bekannt sind.

Der Algorithmus wird im Buch auch grafisch erldutert. Dadurch wird ein weiteres Ler-
nelement hinzugenommen, mit dessen Hilfe den Schiilern erklart werden kann, warum wir

mit dem Algorithmus den ggT berechnen koénnen.

Im néchsten Kapitel folgt das kleinste gemeinsame Vielfache. Es wird, wie im Falle
des ggT, zuniichst die Menge aller Vielfachen (Vielfachenmenge) erldutert. Da die Menge
unendlich viele Elemente enthélt, wird sie mit Hilfe einer Aufzéhlung der ersten Elemente
dargestellt. Auf die eindeutige beschreibende Darstellung wird verzichtet. Es wird V3 =
{3,6,9,12,15,...} anstelle von V3 = {a € N | 3|a} verwendet.

Da die aufzdhlende Darstellung bei unendlichen Mengen nicht eindeutig ist, sollten
die Schiiler von der Lehrperson darauf aufmerksam gemacht werden und kurz iiber Vor-
und Nachteile dieser Schreibweise diskutiert werden. Fiir interessierte Schiiler kann die
abstraktere beschreibende Darstellung individuell eingefiihrt werden.

Die Null wurde zu Beginn des Kapitels der Teilbarkeit ausgeschlossen, so wird sie auch
hier korrekterweise nicht in der Vielfachenmenge angegeben.

Das kleinste gemeinsame Vielfache von zwei oder mehreren Zahlen wird wie der ggT
iiber seine Eigenschaften als Vielfache jeder dieser Zahlen, sowie als das kleinste dieser
gemeinsamen Vielfachen definiert. Die Berechnung erfolgt wie beim gg'T iiber den Ver-
gleich der Vielfachenmengen. Auch hier beschrinkt sich das Schulbuch vorwiegend auf
Zahlbeispiele kleiner Hundert. Die Aufgabenstellung variiert von reinen Recheniibungen
mit vorgegebenen Zahlen zu Textaufgaben und auch eine anschauliche Variante der Be-
rechnung mit Hilfe des Zahlenstrahls ist zu finden. Die Schiiler sollen dabei &hnlich wie
in Abbildung 3 die Elemente der beiden Vielfachenmengen auf einem Zahlenstrahl mar-

kieren, die gemeinsamen Vielfachen werden anschlieBend markiert.

Im Zweiten Kapitel des Themas Teilbarkeit werden die Teilbarkeitsregeln behandelt.
Die Schiiler lernen darin die Regeln fiir die Teilbarkeit durch 2,5 und 10, 9 und 3 sowie
100, 4 und 25. Ein Beweis fiir die Teilbarkeitsregeln wird nicht angegeben, jedoch kénnen
die Schiiler in zwei Aufgaben eine Begriindung der Regeln fiir 9 und 3 selbst erarbeiten.

Dadurch kann den Schiilern deutlich gemacht werden, dass die Regeln bzw. Sétze in der
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Mathematik nicht wie manchmal behauptet einfach ,,vom Himmel fallen“, sondern es
immer eine Erkldrung oder genauer gesagt einen Beweis dazu gibt. Das Konzept von
Definition, Satz und Beweis kann hiermit den Schiilern nahegebracht werden.

In weiteren Aufgaben wird auch die Teilbarkeit durch andere wie die bereits genannten
Zahlen angesprochen, wobei die Schiiler selbst eine Begriindung angeben sollen. Dadurch
wird der Fokus nicht nur auf das Einiiben der wenigen Teilbarkeitsregeln gelegt. Die
Aufgaben sind darauf ausgelegt, dass die Schiiler die Teilbarkeitsregeln mit den zuvor
gelernten Inhalten verkniipfen und sie dadurch auch verstehen. Ebenso wird dadurch
verhindert, dass Schiiler sich auf die Uberpriifung der Teilbarkeit durch diese wenigen
Zahlen beschrinken. Dies kann spéter beispielsweise in der Bruchrechnung von Vorteil
sein.

Im Anschluss werden die Summen- und Produktregel definiert. Diese sind wichtige Sétze
in Bezug auf die Teilbarkeit. Im Alltag der Schiiler sind sie aber wohl nicht sehr héufig zu
finden. Trotzdem konnen sie im Bereich der Bruchrechnung vorteilhaft sein. Insbesondere
bei der Problematik vom Kiirzen iiber Summen hinweg, kann die Summenregel nochmals
ins Gedéchtnis gerufen werden.

In diesem Abschnitt wird auch ein weiterer Schritt in Richtung mathematisch korrekter
Beweisfiihrung gemacht. Das Wiederlegen einer Aussage ist leicht moglich, es geniigt ein
einziges Gegenbeispiel. Ein einzelnes Beispiel zum Belegen einer Aussage reicht aber nicht
aus. Hier wird ein Beispiel in Bezug auf die Teilbarkeit gefiihrt. ,, Wenn eine Zahl ¢ die
Zahl a teilt, teilt dann jedes Vielfache von ¢ auch a?“ (Humenberger, 2017, S.30). Die
allgemeine Formulierung kann fiir einige Schiiler schwierig zu verstehen sein, deshalb ist
dieses Beispiel zu Recht mit einem Plus markiert. Das Grundprinzip von Belegen und
Wiederlegen sollte aber fiir jeden Schiiler leicht verstdndlich sein. Behauptungen und
Aussagen auch auflerhalb des Bereichs Mathematik gut zu belegen bzw. zu wiederlegen
ist auch eine ficheriibergreifende Kompetenz, die der Mathematikunterricht vermitteln
kann. Mit etwas einfacheren Beispielen kann das Konzept auch schon frither mit den
Schiilern besprochen werden.

Das dritte Kapitel im Themenbereich Teilbarkeit sind die Primzahlen. Auch wenn sie
im Lehrplan nicht mehr zu finden sind, werden sie in diesem Schulbuch angefiihrt. Die
Primzahlen werden definiert als ,natiirliche Zahlen, die nur 1 und sich selbst als Teiler
(unechte Teiler) haben“ (Humenberger, 2017, S.32), insbesondere wird 1 nicht zu den
Primzahlen gezéhlt.

Die Definition ist einfach und versténdlich in zwei Sétzen formuliert. Die ersten Prim-
zahlen werden in einer Ubung mit Hilfe des Siebes von Eratosthenes berechnet. Wie auch
schon bei vorherigen Ubungen, wird nicht nur die Ausfithrung von den Schiilern verlangt,
sondern sie sollen zudem hinterfragen, warum es reicht die Vielfachen der Zahlen bis 7
zu streichen. Den Schiilern kann damit vermittelt werden, dass es von Vorteil sein kann

sich iiber einen vorgegebenen Ablauf Gedanken zu machen, um moglichst effizient und
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zeitsparend zu Arbeiten.
Wie bei den Teilern werden auch hier spezielle Primzahlen (Primzahlzwilling und
MIRP-Zahlen) vorgestellt. Auch hier sind keine Verwendungsmoglichkeiten angegeben,

weshalb sie auch nicht notwendigerweise im Unterricht behandelt werden miissen.

Obwohl in den beiden Einfithrungsseiten von der Problematik der Primfaktorzerlegung
gesprochen wurde, wird sie nun eingefiihrt. Im Gegensatz zum Euklidischen Algorithmus
ist sie nicht mit einem Plus markiert. Dadurch erscheint sie als bevorzugte Variante zur
Berechnung des gg'T. Vom mathematischen Standpunkt aus, wire es umgekehrt sinnvoller.

Die wenigen groflen Zahlen, die in den Aufgaben in Primfaktoren zerlegt werden, haben
gehéuft die Primzahl 2 und weitere sehr kleine Primzahlen als Faktor, wie z.B. 6720 =
2:2-2-2-2-2-3-5-7. Dadurch wird die eigentlich problematische Primfaktorzerlegung
noch zusétzlich verharmlost dargestellt. Die in der Einfithrung genannten Beispiele der
Kryptographie werden nicht weiter angesprochen.

Eine in dem Bezug vertretbare Aufgabe ldsst sich jedoch finden: ,Von einer Zahl ist
die Primfaktorzerlegung bekannt. Gib mindestens vier echte Teiler dieser Zahl an, ohne
den Wert des Produkts zu berechnen!“ (Humenberger, 2017, S.33). Sind die Primfaktoren
einer Zahl gegeben, konnen weitere Teiler der Zahl schnell berechnet werden.

Anschlielend wird die Berechnung von gg'T und kgV mittels Primfaktorzerlegung erléutert.
Diese ist, wie die Aussage im Schulbuch zu Beginn des Abschnittes vermuten lésst, fiir
die Schiiler ganz intuitiv zu verstehen. Ist die Zerlegung bekannt, ist eine Berechnung des
ggT durch die Primfaktorzerlegung moglich, in den Beispielen sollen die Primfaktoren
aber erst gefunden werden. Die Aufgaben beschranken sich allerdings auf zahlen kleiner
Hundert.

Das Schulbuch zeigt in diesem Kapitel auch den Zusammenhang und die Anwendungs-
gebiete von ggT und kgV auf. Es wird erklart, dass a - b = gg7T'(a,b) - kgV'(a,b) gilt.
Ausgelassen wird dabei die Moglichkeit der Berechnung des kgV mittels ggT. Da die

Schiiler in dieser Schulstufe noch nicht gelernt haben Formeln umzustellen ist ihnen der

Zusammenhang zu kgV (a,b) = nicht klar. Dadurch kann das kgV auch durch

a-b
997 (a,b)
den Euklidischen Algorithmus berechnet werden.

Als Anwendungsgebiete des ggT werden die Aufteilung in gleich grofie Pakete, sowie im
geometrischen Bereich, das Aufteilen einer rechteckigen Fliache in gleich grofle Quadrate
genannt. In der Bruchrechnung wird er zum Kiirzen von Briichen verwendet. Nicht ver-
merkt wird hier, dass weiteres Kiirzen nicht mehr méglich ist und die Bruchzahl somit
optimal gekiirzt wurde. Da die Schiiler das Kiirzen von Briichen bereits in der 1. Klasse
gelernt haben, kann die Anwendung ohne den Vermerk zum optimalen Kiirzen fiir Schiiler
unnotig wirken, da sie bereits eine andere Methode zum Kiirzen kennen.

Zum Kiirzen von Zahlen im Hunderterbereich wird im Schulbuch der zweiten Klasse

zunéchst die Zerlegung in Primfaktoren von Zihler und Nenner vorgeschlagen und an-
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schlieBend durch die Primfaktoren gekiirzt. Alle anderen Aufgaben sind durch Kopfrech-
nen lésbar, da sie sich im Bereich des kleinen Einmaleins befinden.

Das kgV hat laut Schulbuch Anwendungen bei Aufgaben, in der sich die Ausgangssitua-
tion wiederholt. Ohne das vermerkte Beispiel ist nicht ganz klar, was damit gemeint ist.
Als Beispiel wird angegeben, dass die Schiiler herausfinden sollen, nach wie vielen Umdre-
hungen die beiden unterschiedlich grofien Zahnréader eines Fahrrads wieder in derselben
Position stehen wie zu Beginn.

Beim Bruchrechnen gibt der kgV den kleinsten gemeinsamen Nenner an. Erreicht man

das Kapitel spater im Schuljahr, wird darauf zuriickgewiesen.

Die Bruchrechnung ist das néchste Thema im Schulbuch. Die Briiche werden bereits in
der ersten Klasse behandelt. Ohne das Wissen iiber Teiler und Vielfache wird das Kiirzen
und Erweitern von Briichen in Das ist Mathematik 1(Humenberger, 2016) lediglich als Di-
vision bzw. Multiplikation von Zahler und Nenner mit einer Zahl eingefiihrt. Es wird nicht
erklért, wie der Schiiler die Zahl finden kann, durch die er dividieren soll. Ohne das Wis-
sen iiber gemeinsame Teiler kann die Aufgabe nur durch ausprobieren gelost werden. Fiir
die Schiiler kann das zu groflen Schwierigkeiten beim Rechnen mit Briichen fithren. Auch
ohne das Wissen iiber gemeinsame Vielfache ist das Erweitern auf einen gemeinsamen
Nenner durch alleiniges multiplizieren mit einer zuféllig gewéahlten Zahl nicht ausreichend
zielfithrend. Daher wiire es eine Uberlegung wert, zumindest die Addition von Briichen in

die zweite Klasse zu verschieben.

Da die Schulbuchreihe Das ist Mathematik nur fiir die erste und zweite Klasse gibt ist
dort ein Blick in die fiinfte Klasse nicht moglich. Vergleichsweise werden im Schulbuch
Mathematik verstehen 5 (Malle 2017, S.26-27) die bisher gelernten Inhalte zur Teilbarkeit
und zu den Primzahlen auf zwei Seiten nochmals zusammengefasst. Die beiden Seiten ste-
hen nicht mit den restlichen Kapiteln im Zusammenhang. Der Fokus wird dabei auf die
Primfaktorzerlegung gelegt. Es wird der Fundamentalsatz der Zahlentheorie formuliert,
sowie eine in Satzen formulierte Beweisskizze zur Existenz gefithrt. Ebenso wird die Un-
endlichkeit der Primzahlen mit Hilfe einer verkiirzten Version des Beweises nach Euklid
bewiesen. Auch hier wird die Schwierigkeit der Primfaktorzerlegung nicht angesprochen.
Die wenigen Beispiele lassen sich einfach berechnen, da der Primfaktor 2 auch hier gehauft

vorkommt.

Das Schulbuch Das ist Mathematik 2 legt viel Wert auf die korrekte mathematische
Bezeichnung und Formulierung. Dies ist wichtig, fiir eine klare Vermittlung der Inhalte.
Damit die Inhalte fiir die Schiiler nicht zu abstrakt wirken, sollte die Lehrperson Beispiele
und Verbindungen zu alltdglichen Handlungen bringen.

Die Definitionen sind klar und mit dem minimalst notwendigen mathematischen Sym-
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bolen formuliert. Es werden moglichst einfache Sitze verwendet.

Es gibt eine grofle Variation in den Aufgaben. Sie bestehen nicht nur aus dem Einiiben
von Rechenregeln oder dhnlichem, sondern es werden auch Formulierungen von Definitio-
nen und Sétzen verlangt, sowie deren Begriindungen oder Beweise.

Das Schulbuch spricht die Schwierigkeit der Primfaktorzerlegung und ihre Anwendungs-
bereiche zwar zu Beginn an, ldsst sie dann aber auflen vor und vermittelt durch die

gewihlten Beispiele genau das Gegenteil.

Es gibt eine grofle Problematik bei der Berechnung von ggT und kgV mit Hilfe von
Primzahlen. Wie wir gesehen haben sind die meisten Beispiele, die in der Schule verwen-
det werden, so aufgebaut, dass die gesuchten Primfaktoren sehr klein sind (meist kleiner
100, und sogar sehr oft keiner 50). Dadurch wird ein eigentlich sehr schwieriger und kom-

plexer Prozess verharmlost.

Der euklidische Algorithmus ist eine sehr einfache Methode um den ggT von beliebig
groflen Zahlen zu berechnen und findet immer mehr Einzug in den heutigen Unterricht.
Die friither zum Grofiteil angewandte Methode der Primfaktorzerlegung ist fiir kleine Zah-
len noch leicht méglich, fiir grofere Zahlen (insbesondere wenn die Primfaktoren sehr
grof3 sind) schwierig und fiir sehr grofie Zahlen beinahe unmdoglich. Der Vorteil der Prim-
faktorzerlegung gegeniiber dem euklidischen Algorithmus ist, dass die Eigenschaft der
Teilbarkeit sehr deutlich wird. Durch die Primfaktorzerlegung berechnet der Schiiler die
Teiler einer Zahl und iibt in diesem Zusammenhang auch die Teilbarkeitsregeln. Beim
euklidischen Algorithmus ist der Zusammenhang mit der Teilbarkeit nicht mehr so klar.
Deshalb kann es sein, dass fiir Schiiler die Berechnung mittels Euklidischem Algorithmus

nicht so intuitiv ist, wie die Primfaktorzerlegung.

Der eigentliche Vorteil des ggT zweier Zahlen liegt im optimalen Kiirzen eines Bruches.
Das kiirzen von Briichen wird aber immer noch vorwiegend mittels gemeinsamer Teiler
und durch Anwendung von Einmaleins und Teilbarkeitsregeln gelost. Dadurch verliert die
Berechnung des gg'T' und auch des kgV an Bedeutung. Deshalb wére es wichtig, dass die

Schiiler diese gelernten Fahigkeiten auch beim Rechnen mit Briichen einsetzen.

Eine Einfithrung der Primzahlen erst in der 5. Klasse macht wenig Sinn, da sie dort
nicht in Verbindung mit den restlichen Inhalten stehen. Da die Primzahlen direkt mit
der Teilbarkeit zusammenhéngen und ihre Definition auch fiir Schiiler der 2. Klasse leicht
verstéindlich ist, ist die Einfithrung gemeinsam mit der Teilbarkeit von natiirlichen Zahlen

sinnvoller.

Auch wenn die Primzahlen aus dem Lehrplan der Unterstufe gestrichen worden sind,
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sind sie in den meisten Schulbiichern noch zu finden. Es hingt also von der Lehrperson
selbst ab, in wieweit sie die Primzahlen im Unterricht behandeln mochte. Wichtig ist aber,
dass ein Bezug zu ihren Anwendungsmoglichkeiten auch auflerhalb des Mathematikunter-
richts aufgezeigt wird und die Problematik der Primfaktorzerlegung mit den Schiilern

besprochen wird.

6. Einfiihrung in die Teilbarkeit, ggT und kgV

Die Teilbarkeit ist eine wichtige Eigenschaft der ganzen Zahlen, die in der Schule beson-
ders beim Rechnen mit Briichen und spéter beim Faktorisieren von Summen eine wichtige
Rolle spielt. In dieser Arbeit habe ich versucht einen Einstieg in die Teilbarkeitsrechnung
zu planen, der einen problemorientierten Zugang bietet und mit wenig bis gar keinem
Vorwissen moglich ist. Die Schiiler sollten die Teilbarkeit als eine Eigenschaft erkennen,
die auch im Alltag héufig vorkommt. Oft wenden wir sie ganz unbewusst an, ohne den
theoretischen Hintergrund zu kennen. Deshalb ist es naheliegend, die Teilbarkeit nicht
nur mit reinen Zahlbeispielen zu erldutern und einzuiiben, sondern sie in Alltagsbeispie-

len einfiigen.

Das Ziel der Arbeitsblétter ist nicht die Theorie den Schiilern zu vermitteln, sondern ein
erstes Interesse bei den Schiilern zu wecken. Sie werden mit dem Problem der Teilbarkeit
in Kontakt gebracht und kénnen es mit ihrem bisherigen Wissen und einigen Hinweisen
16sen. Die Theorie kann im Anschluss gemeinsam mit den Schiilern erarbeitet werden.
Die Schiiler erkennen die Theorie als eine Verallgemeinerung ihrer urspriinglichen Aufga-
be. Sie kann als Hilfsmittel zur schnellen Losung von weiteren Problemstellungen genutzt
werden. So steht die Theorie nicht als blofles Konstrukt im Raum, welche mit einfachen

Zahlbeispielen eingeiibt wird. Die vollstdndigen Arbeitsbliatter sind im Anhang zu finden.

Die Problemstellung

Ein Fliesenleger soll eine rechteckige Fliache fliesen. Er besitzt Fliesen in verschiedenen
Groflen. Das Ziel ist es, den Boden komplett mit einer Fliesenart auszulegen, ohne dass
eine Liicke entsteht oder eine Fliese zerschnitten werden muss.

Das Beispiel des Fliesenlegers eignet sich in diesem Zusammenhang gut, da es sich neben
der Teilbarkeit auch auf gemeinsame Teiler und den grofiten gemeinsamen Teiler (ggT)
sowie auf gemeinsame Vielfache und das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) ausweiten

lasst.
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Der Aufbau der einzelnen Arbeitsblatter ist immer derselbe, mit Ausnahme des dritten
Arbeitsblattes, dort fehlt der zweite Teil. Es beginnt mit einer Gruppenarbeit, in der die
Schiiler gemeinsam versuchen die Aufgabe zu l6sen. Die Herangehensweise steht ihnen
dabei vollig frei. In der zweiten Aufgabe soll jeder Schiiler selbst eine dhnliche Aufgabe
16sen und dabei die Erkenntnisse aus der ersten Aufgabe nutzen. Die Ergebnisse werden
anschlieffend in der Gruppe vorgestellt und Lésungen ausgetauscht.

In der letzten Aufgabe sollen die Schiiler selbst zu einer allgemeinen Formulierung, der
im Arbeitsblatt behandelten Eigenschaft von natiirlichen Zahlen gelangen. Eine vorgeleg-
te Diskussionsfrage gibt dabei den Denkanstofl. Thre Erkenntnisse halten die Schiiler in

wenigen Zeilen fest.

Arbeitsblatt Teilbarkeit 1

Im ersten Arbeitsblatt geht es um einen ersten Einstieg in die Teilbarkeit von Zahlen.
Dabei wird auch auf die Primzahlen hingewiesen, die eine besondere Stellung in Bezug
auf die Teilbarkeit innerhalb der natiirlichen Zahlen einnehmen.

AUFGABE 1 (Gruppenarbeit)

Mit welchen Fliesen lasst sich der 6 Einheiten breite und 7 Einheiten lange Boden komplett
ausfiillen? Malt die entsprechenden Fliesen aus.

Boden: (6x7) Fliesen:

] | | | |
L] | | -

Um diese Aufgabe zu l6sen, ist kein Vorwissen notwendig. Das Ziel ist es, anhand des
konkreten Beispiels, die Teiler der beiden Zahlen 6 und 7 herauszufinden. Diese sind als
Léange und Breite einer Bodenflache abgebildet. In diesem Beispiel werden nur die Zahlen
1, 2 und 3 als Teiler von 6 und 7 getestet. Diese sind in Fliesenform neben der Fliche

abgebildet, um wird die Aufgabenstellung fiir die Schiiler besser verstéindlich zu machen.
Mit dieser Aufgabe wird den Schiilern nicht der Begriff des Teilers erklart, sondern le-

diglich das Konzept des Teilers vermittelt. Die Schiiler sollen erkennen, dass in der Breite

6 sowohl Fliesen mit der Breite 1, 2 als auch 3 passen. In der Lénge 7 hingegen, lassen
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sich nur Fliesen der Lénge 1 einsetzen.

Ein Problempunkt an dieser Aufgabe kann sein, dass gleichzeitig zwei Teiler gesucht
sind. Dies kann fiir manche Schiiler zu Schwierigkeiten fithren. Die Schiiler kénnen aber
auf verschiedenen Wegen unterstiitzt werden. Es konnen beispielsweise ausgeschnittene
Fliesen bereitgelegt werden, mit denen die Schiiler die Flidchen auslegen kénnen. Das
ermoglicht, dass die Schiiler mit moglichst vielen Sinnen an das Problem herangehen
kénnen. Zusatzlich kann auch noch ein optischer Impuls gegeben werden, indem man die
Fliesen unterschiedlich einfarbt. So kénnen die Arbeitsblidtter recht einfach individuell

verdndert werden um eine Differenzierung im Lernprozess zu ermoglichen.

AUFGABE 2 (Einzelarbeit)

Der Fliesenleger soll nach demselben Prinzip noch weitere Riaume fliesen.
Bodenflachen: 12x18 15x23 5x11 9x17

a. Entscheide dich fir eine der vorgegebenen Flachen. Zeichne die Flache auf ein kariertes Blatt
und versuche herauszufinden welche Fliesen mdglich sind. Versuche auch noch gréBere
Fliesen zu finden, als jene in Aufgabe 1.

b. Stelle dein Ergebnis der Gruppe vor und notiere dir die Ergebnisse deiner Mitschiiler.

Im Zweiten Teil 16st jeder Schiiler selbststéndig eine dhnliche Aufgabe, es sind lediglich die
Mafle des Bodens gedndert worden. In diesem Falle sind die Grofien der Fliesen nicht mehr
begrenzt. Sobald alle Losungen gefunden wurden, werden sie in der Gruppe ausgetauscht.
Die Schiiler erhalten die Ergebnisse mehrerer Beispiele und kénnen somit erkennen, ob
ein Zusammenhang zwischen der Lénge und Breite des Bodens und der Lange und Breite
der Fliesen existiert.

Um diesen Zusammenhang deutlich zu machen, wird in der dritten Aufgabe eine Diskus-
sionsfrage diesbeziiglich gestellt. Die Schiiler werden mit Hilfe dieser Frage zur Eigenschaft

der Teilbarkeit von ganzen Zahlen hingefiihrt.
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AUFGABE 3 (Gruppenarbeit)
Diskutiert in der Gruppe und notiert euch die wichtigsten Aussagen.

Diskussionsfrage: Warum lassen sich nicht alle Fliesen benutzen?

In welchen Fallen kann nur eine Fliese mit der Lange oder Breite 1 benutzt werden oder Fliesen die
tber die gesamte Bodenlange verlaufen?

Die letzte Frage versucht einen Hinweis auf die Primzahlen zu geben. Nachdem die Schiiler
einige Frgebnisse gesammelt haben, sollten sie erkennen, dass Béden mit bestimmten
Léngen sich nicht gut fliesen lassen. Es gibt also Zahlen, die sich nur durch eins oder sich

selbst teilen lassen.

Arbeitsblatt Teilbarkeit 2

Im zweiten Arbeitsblatt lernen die Schiiler gemeinsame Teiler von Zahlen und im Be-
sonderen den groBiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen kennen. Das Arbeitsblatt hat
dieselbe Problemstellung wie das erste Arbeitsblatt. In diesem Falle soll der Boden mit

quadratischen Fliesen ausgelegt werden.
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AUFGABE 1 (Gruppenarbeit)

Mit welchen quadratischen Fliesen (1x1, 2x2, 3x3, 4x4, ...) konnen diese drei Boden jeweils gefliest
werden? Was ist die gréRte quadratische Fliese die Platz hat?

Boden 1: (4 x 6) Boden 2: (9 x 15}

Boden 3: (24 x 30)

Hinweis: Uberlegt euch die Antwort fiir Boden 3 im Kopf, oder zeichnet ihn auf ein kariertes Blatt.

Der mathematische Hintergrund ist der folgende: Es ist eine Zahl bzw. Léinge gesucht, die
die beiden vorgegebenen Zahlen (Lénge und Breite des Bodens) teilt. Gesucht sind also
gemeinsame Teiler zweier Zahlen und im speziellen der grofite gemeinsame Teiler.

Die Schiiler konnen mit Hilfe dieser Aufgabenstellung auch ohne Vorwissen den ggT
zweier Zahlen herausfinden. Das kann zunéichst durch einfaches ausprobieren (,try and
error“) passieren.

Im weiteren Schritt (Aufgabe 2) kann durch das erlangte Wissen der Aufgabe 1 und
dem Vorwissen iiber das kleine Einmaleins, die Aufgabe schneller gelost werden. Das Aus-
probieren aller M6glichkeiten dauert sehr lange, ist aber moglich. Die Schiiler kénnen in
diesem Schritt auf ihr bisheriges wissen zuriickgreifen und Zusammenhénge (beispielswei-

se mit dem kleinen Einmaleins) finden die schneller zur Losung fiihren.
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AUFGABE 2 (Einzelarbeit)

Der Fliesenleger soll noch weitere Raume mit moglichst groRen quadratischen Fliesen auslegen.

Bodenflachen: 7x12 6x13 7x 14 9x 11
32x56 14 x 42 12 x 36 15 x 35

Wahle jeweils einen kleinen und einen grolen Raum aus und prasentiere dein Ergebnis der Gruppe.
AUFGABE 3 (Gruppenarbeit)

Diskutiert gemeinsam: Eine 17 x 31 Bodenflache kann nur mit einer einzigen quadratischen Fliese

(mit der 1 x 1 Fliese) ausgefiillt werden. Warum?

In der dritten Aufgabe ist eine Eigenschaft der Primzahlen gefordert, ndmlich dass der ggT

zweier Primzahlen eins ist. Ziel des Diskussionsverlaufs ist, dass die Schiiler im Anschluss

(wenn der Algorithmus zur Berechnung des ggT erklart wird) nicht nur stur dieser Aus-

gefiithrt wird, sondern bereits durch Hinsehen mogliche Teiler erkannt bzw. ausgeschlossen

werden. Bei grofien Zahlen ist das natiirlich etwas schwieriger.

Arbeitsblatt Teilbarkeit 3

Anhand der bereits bekannten Problemstellung wird im dritten Ubungsblatt das kleinste

gemeinsame Vielfache (kgV) eingefiihrt. Gesucht ist in diesem Falle nicht eine Fliese son-

dern eine quadratische Bodenfliche, die mit einer vorgegebenen Fliese ausgefiillt werden

soll. Mathematisch gesehen suchen wir eine Zahl, die ein Vielfaches der beiden vorgege-

benen Zahlen ist.
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AUFGABE 1 (Gruppenarbeit)

Welche guadratischen Flachen lassen sich mit diesen Fliesen auslegen? Nennt mindestens dreil Was

ist die kleinstmogliche quadratische Flache die ihr daraus bilden konnt?

Fliese 1 (2x3) Fliese 2 (4x8) Fliese 3 (6x3)

|

Da es unendlich viele solcher Bodenfléchen gibt, sollen die Schiiler (mindestens) drei nen-
nen. Zudem wird in diesem Ubungsblatt auf die Wiederholungsiibungen verzichtet. Bereits
in der ersten Aufgabe sollen die Schiiler gemeinsam drei Beispiele 16sen. Die Frage nach

der kleinsten dieser Flichen zielt auf das kgV ab.

Als Unterstiitzung und Differenzierung fiir diese Aufgabe konnen Bléatter mit verschie-
denen quadratischen Fldchen bereitgestellt werden, sowie die Fliesen in ausgeschnittener

Form. So kénnen die Schiiler mit moglichst vielen Sinnen an diese Aufgabe herangehen.

Die zweite Aufgabe beinhaltet bereits die Diskussionsfrage. Sie geht der Frage nach, wie
gemeinsame Vielfache berechnet werden konnen. Als Anstof soll zunéchst das Produkt
der beiden Seiten der Fliese berechnet werden und im Anschluss mit den Losungen aus der
ersten Aufgabe verglichen werden. Die Schiiler sollten in der Lage sein zu erkennen, dass
alle Flachen aus Aufgabe 1 jeweils Vielfache der gesuchten Produkte sind. Ein Vielfaches

zweler Zahlen ist also das Produkt der beiden Zahlen.

AUFGABE 2 (Gruppenarbeit)
Berechnet:

2.3 = 4.6= 6-9 =

Vergleicht die Ergebnisse mit den Losungen aus Aufgabe 1. Welche Zusammenhange konntihr
erkennen?
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Analyse

Wie Schratz und Weiser (2004) es im Zuge des problem- und anwendungsorientierten Ler-
nens formulieren, méchte ich einen Induktiven Lernprozess erreichen, indem die Schiiler
von einem Beispiel auf allgemeine Gesetzméfligkeiten schlieffen. Im Vordergrund bei die-
sen Ubungen steht die aktive Tétigkeit der Schiiler. Das Wissen wird ihnen nicht von
der Lehrperson vorgelegt, sondern die Schiiler erarbeiten es selbst. Die Aufgaben sind so
zusammengesetzt, dass sie die Schiiler in die richtige Richtung lenken, dabei aber gleich-

zeitig ein moglichst grofler Spielraum zur individuellen Erkenntnisfindung geben ist.

In der Einstiegsaufgabe der Arbeitsblatter wenden die Schiiler ihr bisheriges Wissen
und ihre Fahigkeiten zur Problemlésung an. Auch die soziale Dimension wird durch das
Arbeiten in der Gruppe gefordert, die Schiiler gehen miteinander in den Dialog, um zu
einer gemeinsamen Losung des Problems zu kommen. Der gefundene Losungsweg wird in
der zweiten Aufgabe von jedem einzelnen nochmals gefordert. Jeder hat also das Interesse
die Losungsstrategie zu verstehen. Dies verhindert, dass sich in der ersten Aufgabe nur
einzelne an der Problemlosung beteiligen. Alle gesammelten Erkenntnisse werden in der

dritten Aufgabe diskutiert. Ziel ist es, eine allgemeine Losungsstrategie zu finden.

Wird im Anschluss die mathematische Theorie zu den Ubungen von der Lehrperson
vorgestellt, sollten die von den Schiilern gesammelten Losungsstrategien nochmals aufge-
griffen und diskutiert werden. Gemeinsamkeiten sollten hervorgehoben und Verbindungen
zwischen Theorie und Beispiel deutlich gemacht werden. Dadurch, dass die Schiiler selbst
in den Erkenntnisprozess mit einbezogen wurden, ist es fiir sie einfacher den mathemati-
schen Hintergrund zu verstehen. Die Schiiler haben zudem das Gefiihl, dass ihre Arbeit
auch wertgeschétzt wird und haben ein Erfolgserlebnis, wenn die von ihnen ausgearbeite-
te Losungsstrategie mit der Theorie iibereinstimmt. Das kann wiederum Motivation fiir

weitere Arbeiten liefern.

Die Arbeitsblédtter konnen in einer Einheit gemeinsam bearbeitet werden, oder in die
einzelnen Themenabschnitte aufgeteilt werden und in verschiedenen Einheiten verwendet
werden. So z.B. kann das Arbeitsblatt gg'T, nach den Unterrichtseinheiten zur Teilbarkeit
(Theorie und Beispiele), als neuerlicher Einstieg zum Thema gemeinsame Teiler und ggT

genutzt werden.

Maoglichkeiten zur Differenzierung

Die Gruppenaufteilung ist auf verschiedene Arten moglich. So konnen gemischte Grup-

pen, mit leistungsstarken sowie leistungsschwachen Schiilern die Moglichkeit bieten, dass
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die Gruppenmitglieder sich untereinander unterstiitzen und so auch die leistungsschwa-
chen Schiiler die Problemstellung l6sen konnen. Dabei ist aber zu beachten, dass nicht
nur einzelne Schiiler die Aufgaben l6sen und die anderen einfach die Losung abschreiben

und sich nicht am Losungsprozess beteiligen.

Eine andere Moglichkeit ist die Unterteilung der Gruppen in Leistungsstufen. Dabei ist es
wichtig, dass Hilfsmittel oder erweiterte Fragenstellungen fiir die unterschiedlichen Grup-
pen bereitgestellt werden, damit jede Gruppe in etwa dem gleichen Mafle geférdert und

gefordert wird.

Im Zuge der Ubungen habe ich bereits einige Vorschlige zur Erweiterung der Ubungen vor-
gestellt. Als Alternative zu den ausgeschnittenen Formen kénnen auch Klemmbausteine
verwendet werden. Die grofleren Formen kénnen dabei aus mehreren Steinen zusammen-

geklebt werden.

Fiir leistungsstarke Gruppen/Schiiler gibt es die Moglichkeit Zusatzaufgaben zu stel-
len, sowie Erweiterungsaufgaben, die nach der gemeinsamen Besprechung der Inhalte die

Ubungsblitter nochmals aufgreifen.

Zu Arbeitsblatt 1: Erweiterung hin zur Flichenberechnung
e Wie viele Flielen werden jeweils benttigt um die Fléachen zu fiillen?

e Wie grof} ist die Bodenfldche, wenn ein Késtchen 1 m (10 cm, 1 dm) darstellt?

Zu Arbeitsblatt 2: ggT grafisch Berechnen

Die Berechnung des ggT mit Hilfe des euklidischen Algorithmus lésst sich grafisch anhand
derselben Problemstellung berechnen (Abbildung 4).

Schritt 1: Ziehe von der grofleren der beiden Léngen die kleinere ab und teile die Fliche

entlang dieser Linie.

Schritt 2: Fahre mit dem aus Schritt 1 erhaltenen Rechteck auf dieselbe Weise fort und
wiederhohle die beiden Schritte so lange, bis du ein Quadrat anstelle eines Rechtecks

erhéltst. Die Seitenlédnge des Quadrates ist der gg'T' der beiden Seiten des urspriinglichen
Rechtecks.

Da das gesuchte Quadrat die Breite 9 liickenlos ausfiillen muss, muss es damit auch das

9 x 9 Quadrat ausfiillen kénnen. Dieser Teil der Fliche kann also problemlos gefliest
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Boden: (9 x 15)

15

6x6

Abbildung 4: Grafische Berechnung des ggT

werden und wir kénnen unsere Suche auf die restliche Flache beschréanken. Das gesuchte
Quadrat muss also auch in das 6 x 9 Rechteck passen und damit auch die Lange 6 liickenlos
ausfiillen. Damit kann auch ein 6 x 6 Quadrat mit der gesuchten Fliese gefliest werden.
Mit derselben Strategie fahren wir so lange fort bis wir zum gesuchten Quadrat gelangen.
Da die Flache in jedem Schritt kleiner wird, miissen wir nach endlich vielen Schritten zum
Ergebnis kommen.

Das zuletzt erhaltene Quadrat kann alle vorhergehenden Quadrate liickenlos ausfiillen.

Das zugehorige Arbeitsblatt, welches im Anhang zu finden ist, enthélt zusétzlich eine

genaue Beschreibung der beiden Schritte anhand des dargestellten Beispiels.

Zu Arbeitsblatt 3: Verkniipfung zur Berechnung des kgV

Diese Aufgabe kann als Einfithrung zur Berechnung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen

gestellt werden.

e Berechne die Fldche und den gréfiten gemeinsamen Teiler der Seitenlédnge der Fliese
aus Aufgabe 1. Welcher Zusammenhang besteht zum kleinsten gemeinsamen Viel-

fachen?

7. Das Sieb des Eratosthenes

Da die Primzahlen aus dem Lehrplan der Unterstufe verschwunden sind und die Zeit,

welche man fiir die einzelnen Inhalte zur Verfiigung hat, generell immer knapp ist, ist eine
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ausfithrliche Einfithrung in die Primzahlen meist nicht moglich. Das folgende Ubungsblatt
bietet einen kurzen Abstecher in die Welt der Primzahlen, welcher in einer Unterrichts-
stunde gut durchfithrbar sein sollte. Dazu eignen sich beispielsweise auch eine Vertre-

tungsstunde oder eine Einheit im Rahmen eines Projektes.

Das Sieb des Eratosthenes ist ein sehr einfaches Verfahren, um Primzahlen zu ent-
decken. Die Schiiler sollten ohne Schwierigkeiten in der Lage sein, den Siebalgorithmus
anzuwenden.

Die Faszination iiber Primzahlen war bereits bei den Griechen sehr grofS. Mit den Fragen
im zweiten Teil des Arbeitsblattes, mochte ich diese Faszination auch bei den Schiilern

wecken.

Ablauf

Die Lehrperson sollte zu Beginn den Siebalgorithmus den Schiilern erkléaren und an der
Tafel vorzeigen. Sollte etwas nicht klar sein, konnen die Schiiler nochmals Fragen stellen.
Wird das Ubungsblatt als Hausaufgabe gegeben, steht eine ausfiihrliche Erklarung des
Siebalgorithmus auf dem Zusatzblatt.

Wir wissen bereits vorher, bis zu welcher Zahl wir den Algorithmus wiederholen miissen.
Nachdem alle Primzahlen gefunden wurden, kann gemeinsam diskutiert werden, warum
der Siebalgorithmus endet, wenn er die 15 erreicht hat. Eine mdégliche Zusatzfrage wére
noch, wann der Algorithmus endet, wenn wir alle Primzahlen bis 1000 suchen. Die Ant-

wort ist 32. Wir streichen also als letztes die Vielfachen von 31 und sind fertig.
Das Arbeitsblatt kann allein oder zu zweit bearbeitet werden. Fiir die Bearbeitung benotigen

die Schiiler Internetzugang. Die Recherche ist allerdings auch mit dem Handy moglich,

sollte kein PC-Raum zur Verfiigung stehen.
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So viele Primzahlen

Welche Zahlen bis 200 sind Primzahlen? Du kennst sicher schon einige Primzahlen 2,3,5,7,11,13,...
doch es gibt noch unendlich viele weitere Primzahlen. Wir versuchen nun die Primzahlen
herauszufinden die es bis zur Zahl 200 gibt.

Das Sieb des Eratosthenes

Anstelle von Sand, sieben wir Zahlen. Wie in einen Sieb schitten wir alle Zahlen hinein und sieben die
Primzahlen heraus. Zwei ist unsere erste Primzahl. Kreise sie ein. Wir sieben alle Zahlen heraus, die
Vielfache der zwei sind. Die drei ist die kleinste Zahl, die tibrig bleibt und wir kreisen sie ein. Sie ist
unsere zweite Primzahl. Wir sieben wieder alle Zahlen heraus, die Vielfache der drei sind. Das
machen wir so lange, bis die kleinste Zahl, die tibrig bleibt, groRer ist als 14. Alle Zahlen die wir nicht
ausgesiebt haben sind Primzahlen.

2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 8 8 8 87 88 89 90

91 92 93 94 9 9% 97 98 99 100

101 102 103 104 105 106 107 108 109 110
111 112 113 114 115 116 117 118 119 120
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130
131 132 133 134 135 136 137 138 139 140
141 142 143 144 145 146 147 148 149 150
151 152 153 154 155 156 157 158 159 160
161 162 163 164 165 166 167 168 169 170
171 172 173 174 175 176 177 178 179 180
181 182 183 184 185 186 187 188 189 190
191 192 193 194 195 196 197 198 199 200

Recherchiere im Internet und beantworte die Fragen:

1. Suche nach Primzahlen, die eine besondere Bedeutung haben. Zum Beispiel, wird die dreizehn
oft als Ungliickszahl bezeichnet. Nenne einige Beispiele.

2. Notiere wie groR der Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Primzahlen ist:

1 (zwischen 2 und 3), 2 (zwischen 3 und 5), 2, 4,

Erkennst du ein Muster?

3. Es gibt unendlich viele Primzahlen. Wie groR ist die groRte Primzahl, die bis jetzt bekannt ist? Wo
werden solch groRe Primzahlen heute verwendet?
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Analyse

In diesem Arbeitsblatt steht das forschende Lernen im Fokus. Mit den Fragen soll das In-
teresse der Schiiler geweckt werden. Einige Primzahlen sind den Schiilern sicherlich bereits
im Alltag begegnet. Zum Beispiel die dreizehn als Ungliickszahl, oder die fiinf im Penta-

gramm, welche mit Hexen in Verbindung gebracht werden und sicherlich noch einige mehr.

Primzahlen werden heute immer noch erforscht, weshalb die dritte Frage auch einen
kleinen Einblick in das aktuelle Forschungsgeschehen der Mathematik gibt. Die Schiiler
werden in ihrer Recherche auf die Verwendung der Primzahlen im Bereich der Kryptogra-
phie stoflen. Dadurch wird die Mathematik ein bisschen Alltagsnidher. Zudem kann das

selbst nachforschen, die Neugierde und Motivation der Schiiler wecken.

8. Verschliisselungsverfahren

Die Verschliisselung von Nachrichten ist ein Thema, dem die Schiiler sehr wahrscheinlich
schon einmal begegnet sind und deshalb fiir sie sehr spannend und interessant sein kann.
Die Kryptographie lésst sich immer wieder thematisch gut in den Unterricht eingliedern.

Sie ist im Lehrplan als optionales Themengebiet gelistet.

,Neben den im Pflichtfach angegebenen Lehrinhalten, die in vertiefender Form behandelt
werden konnen, sind im Zuge der Erweiterung folgende zusétzliche Bereiche moglich: |...];
Kryptologie und Codierung; [...]“ (RIS, 2021)

8.1. Casar-Chiffre

Die Kryptographie ldsst sich sehr gut mit dem Geschichtsunterricht verbinden. So passt
beispielsweise die César-Chiffre ideal in den Unterricht zum antiken Rom in der zwei-
ten Klasse Unterstufe. Der Verschliisselungsmechanismus ist fiir die Unterstufe leicht

verstandlich und einfach durchzufithren.

Materialien und Methode

Die Schiiler bekommen eine Vorlage (Abbildung 5) von der Lehrperson, welche sie aus-
schneiden und mit einer Musterbeutelklammer verbinden kénnen. So kann durch einfaches
drehen, die Verschliisselung verdndert werden. Die Buchstaben miissen von den Schiilern
selbst eingetragen werden. Alternativ kann die Schablone auch von den Schiilern selbst er-

stellt werden. Die Scheibe hat den Vorteil, dass durch einfaches drehen die Verschliisselung
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Abbildung 5: Vorlage César-Chiffre
verdndert werden kann.

Als Methode eignet sich das Rollenspiel. Sie lidsst ein spielerisches Lernen zu und setzt
zusétzlich das Thema in einen geschichtlichen Rahmen. Der Arbeitsauftrag lautet: Spielt
eine Szene nach, in der César eine verschliisselte Nachricht von den Truppen bekommt,

die in Germanien, Gallien oder Agypten stationiert sind.

Maéglicher Ablauf

Die Schiiler spielen nach, wie César eine Nachricht von seinen Truppen erhélt. Sie iiberlegen
sich eine passende Nachricht, welche sie mit der soeben gefertigten Scheibe verschliisseln.
Dabei drehen sie eine der Scheiben, sodass jedem Buchstaben ein anderer zugeordnet
wird. Anschlielend wird die Nachricht mit den verdnderten Buchstaben notiert und ver-
schickt. Es kann auch passieren, dass die Nachricht abgefangen wird. Sobald César die
Nachricht erhélt, wird sie von ihm entschliisselt. Dabei muss noch iiberlegt werden, wie

César mittgeteilt wird, wie die Nachricht verschliisselt wurde.

Ein weiterer spannender Aspekt in Bezug auf die Kryptographie ist auch der Versuch,
den Inhalt einer verschliisselten Nachricht herauszufinden, ohne den Schliissel zu kennen.
Diese Thematik kann im Anschluss an das Rollenspiel mit der Klasse diskutiert werden.
Als Ubung konnen die Schiiler alleine oder in der Gruppe sich gegenseitig Nachrichten
schicken und versuchen, diese zu entschliisseln.

Gemeinsam mit dem Fach Deutsch, kann in einer weiteren Unterrichtsstunde die Me-
thode der Haufigkeitsanalyse besprochen werden. Haufige Buchstaben sowie Buchstaben-
kombinationen in Wértern kénnen dafiir sorgen, dass der Schliissel recht schnell gefunden

wird.
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Diese Analyse kann auch gemeinsam mit den Féachern der Fremdsprachen durchgefiihrt

werden.

Ein Hauptanliegen der Kryptographie ist es, den Verschliisselungsmechanismus sténdig
zu verbessern und sicherer zu machen. So konnen im Anschluss in der Klasse Ideen ge-
sammelt werden, wie man die Verschliisselung verbessern konnte.

Die Buchstaben sind auf der Vorlage der César-Chiffre nicht eingetragen. Das bietet
die Moglichkeit, dass die Schiiler selbst neue Verschliisselungstechniken entwickeln und

ausprobieren kénnen, die schwieriger zu knacken sind.

Hier einige Beispiele:

e Das Alphabet auf einer Scheibe umdrehen
e Die Nachricht zusétzlich riickwérts schreiben

e Durchmischung der Buchstaben (nicht nach dem Alphabet, sondern durcheinander
auf die Scheibe schreiben)

e Nach jedem Wort den Schliissel wechseln (die Scheibe nach jedem Wort um x Buch-

staben weiterdrehen)

Analyse

Diese Unterrichteinheit beinhaltet vorwiegend anwendungsorientiertes Lernen sowie das
dialogisch, kooperative Lernen. Das Rollenspiel ist eine Methode die auch von Schratz und
Weiser (2003) im Zuge des anwendungsorientierten Lernens genannt wird. Die Schiiler
sind dabei selbst aktiv titig und erlernen die Verschliisselungstechnik durch praktische
Anwendung. Gleichzeitig setzen sie sich aber auch mit den Problemen auseinander, die
diese Art der Verschliisselung aufweist. Die Schiiler erfahren diese am eigenen Leib und so
wird ein reflexives Denken gefordert, welches nicht direkt von der Lehrperson eingefordert
werden muss.

Durch den geschichtlichen Bezug ist der Inhalt des Rollenspiels nicht sehr alltagsnah
fiir die Schiiler. Dafiir bietet das Rollenspiel die Gelegenheit, sich in die damalige Welt
hineinzuversetzen und die Geschichte hautnah zu erleben. Alternativ kann das Rollenspiel
auch ohne Geschichtsbezug gestaltet werden, indem die Schiiler beispielsweise eine gehei-
me Nachricht an einen Freund oder eine Freundin schreiben, die von niemand anderem
gelesen werden soll.

Mit der Haufigkeitsanalyse werden die Schiiler in ihrer Problemlosekompetenz gefor-
dert. Hier ist es wichtig, dass die Schiiler und nicht die Lehrperson Lésungsvorschlige

vorbringen. Die Schiiler werden dabei aufgefordert ihre Sprache ndher zu analysieren,
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oder falls die Ubung in einer Fremdsprache durchgefiihrt wird sich vielleicht auf eine neue

Art und Weise sich mit der Sprache zu beschéftigen.

8.2. RSA-Verfahren

Das RSA-Verfahren ist eine wichtige Verschliisselungstechnik des 21. Jahrhunderts. Es
wird beispielsweise genutzt, um Kartenzahlungen und Homebanking sicher zu machen,

oder auch, um einen Datenaustausch im Internet vor Angriffen zu schiitzen.

Die mathemaischen Fahigkeiten, um das RSA-Verfahren anwenden zu kénnen, sollten
die Schiiler bereits in der Unterstufe erlangt haben. Die in den folgenden Seiten vorge-
stellten Arbeitsblétter sind jedoch fiir die Oberstufe konzipiert. Es gibt mehrere Griinde,
warum das Thema eher in der Oberstufe, als in der Unterstufe behandelt werden sollte.
Zum einen haben die Schiiler in der Unterstufe noch wenig Erfahrung mit Kartenzahlun-
gen und Homebanking gemacht, da die meisten ihre Ersparnisse nicht selbst verwalten.
Das Thema wird erst dann interessant, wenn sie selbst Geld verdienen und es sicher
verwalten mochten.

Ein weiterer Aspekt der hinzukommt ist, dass zwar die Anwendung selbst nicht kom-
pliziert, der Mechanismus dahinter jedoch nicht ganz trivial ist. Fine reflexive Auseinan-
dersetzung dariiber, ob das Verfahren sicher ist, sollte auf jeden Fall stattfinden.

Damit das Verfahren auch so alltagsnah wie moglich ist, wurden etwas groflere Zahlen
gewahlt, die von den Schiilern der Unterstufe nur sehr schwer und mit groflem Rechen-

aufwand zu bewerkstelligen wéren.

Vorwissen

Die Schiiler kennen Primzahlen und den gréfiten gemeinsamen Teiler. Sie konnen poten-
zieren und mit Rest dividieren. Da die Zahlen recht grofl werden, ist in diesem Zusammen-
hang der Einsatz der Modularrechnung von Vorteil. Technologieunterstiitzt kann so der
Rest von groflen Zahlen schnell berechnet werden. Des Weiteren sollte das Konzept von
Gleichungen mit zwei Unbekannten und ganzzahligen Losungen verstdndlich sein. Auch
hier wird die Losung, wegen der groflen Zahlen mit einem Computeralgebrasystem oder

einer Onlineanwendung berechnet.

Material und Ablauf

Als Einstieg in die Stunde, erklédrt die Lehrperson den Schiilern das Grundprinzip des
RSA-Verfahrens und dessen Einsatz in der Verschliisselung von Bankcodes. Um einen
Blick in diese Verschliisselungstechnik zu werfen, sollen die Schiiler selbst Nachrichten

mit Hilfe des RSA-Verfahrens verschliisseln und wieder entschliisseln.
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Das Material ist fiir Dreiergruppen konzipiert. Die Gruppe besteht aus Sender, Empfanger
und Hacker. Jedes Gruppenmitglied erhélt einen eigenen Arbeitsauftrag. Am Ende soll-
te eine Nachricht erfolgreich verschliisselt und wieder entschliisselt werden. Der Auftrag
des Hackers ist nur bedingt erfiillbar. Die Problematik der Primfaktorzerlegung kann im
Vorfeld angesprochen werden, oder bei der anschlieBenden Feedbackrunde aufgegriffen
werden.

Sollte geniigend Zeit iibrig sein, konnen die Rollen in den Gruppen getauscht werden,
oder noch weitere Nachrichten verschickt werden. Am Ende sollte noch Zeit fiir eine kurze
Feedback-Runde eingeplant werden, in der die Schiiler ihre Eindriicke und Erkenntnisse,
aber auch Schwierigkeiten und eventuelle Unklarheiten &uflern koénnen. Falls die Thematik
der Sicherheit des Verfahrens nicht von den Schiilern angesprochen wird, sollte diese noch
von der Lehrperson angesprochen werden. Das Konzept, dass die Primfaktorzerlegung
nicht so einfach durchfithrbar ist, kann den Schiilern verstédndlich erklért werden. Fiir in-
teressierte Schiiler gibt es die Moglichkeit, Artikel oder Internetseiten vorzuschlagen, die
das RSA-Verfahren moglichst einfach erkliaren. Die Besprechung mit der gesamten Klasse
ist nicht sinnvoll, da die Inhalte nicht im Lehrplan zu finden sind und so die benétigte

Zeit nicht zu rechtfertigen ist.

Fiir die Bearbeitung der Arbeitsblédtter benttigen die Schiiler einen Internetzugang oder
Zugang zu einem Computeralgebrasystem (CAS). Da die Zahlen sich im Millionenbereich
bewegen, wiirde die Berechnung zu viel Zeit in Anspruch nehmen. Es ist wichtig, dass der
Rechenweg fiir die Schiiler trotzdem nachvollziehbar und versténdlich ist.

Des Weiteren kann die Lehrperson eine Liste mit Primzahlen austeilen. Eine solche

sollte aber auch leicht im Internet zu finden sein.
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SENDER: KUNDE/BANKOMAT

Du mdchtest der Bank eine vierstellige Zahl Gbermitteln. Deine Zahl muss kleiner sein als die Zahl n

des offentlichen Schliissels sein.

Beispiel: 4628 ich notiere die Zahl m = 4.628

Nachricht

Von der Bank bekommst du die Zahlen des 6ffentlichen Schliissels:

a. Berechne mit Hilfe eines Rechenprogramms den Rest von m¢ nach Division durch n.
Beispiel: 4.628”mod 4.063.531 = 1.081.910 = b

Verschliisselte Nachricht

Teile dem Empfanger und dem Hacker (wir nehmen an der Hacker hat irgendwie Zugriff zur Nachricht
bekommen) die verschlisselte Nachricht b mit.
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EMPFANGER: BANK

Auftrag: Erstelle einen Schliissel, mit dem der Sender seine Nachricht verschliisseln kann. Erstelle
zusatzlich einen zweiten Schlissel, mit dem du die Nachricht wieder entschlisseln kannst.

Suche dir zwei Primzahlen aus (mindestens vierstellig). Zeige sie keinem! Beispiel: 1231und 3301
Primzahl 1 Primzahl 2
a. multipliziere die beiden Primzahlen. Beispiel: 1.231-3.301 = 4.063.531
n=

offentlicher Schlissel

ziehe von beiden Primzahlen 1 ab und multipliziere sie dann miteinander.
Beispiel: 1.231 —1 = 1.230; 3.301 -1 =3.300; 1.230-3.300 =4.059.000

s =

Wihle eine kleine Primzahl e. Uberpriife ob der groRte gemeinsame Teiler dieser Zahl und s
eins ist. Wenn nicht, wahle eine andere Primzahl, bis du eine findest mit ggT(e,s) = 1.
Beispiel: ggT(7,4.059.000) = 1?  stimmt, also wéhle iche = 7

e =

offentlicher Schlissel

Halte die Zahl s geheim! Sage allen die Zahlen n und e (griine Kastchen). Das ist der 6ffentliche
Schliissel. Nun kann der Sender seine Nachricht verschlisseln. Berechne in der Zwischenzeit den
privaten Schliissel d:

d.

Berechne mit Hilfe des erweiterten euklidischem Algorithmus (EEA) c und d so, dass

s+ c+e-d =1 (nutze dafiir eine online Anwendung —Achtung: sollte der Wert fiir d negativ
sein, ist d + s dein privater Schlissel). ¢ wird nicht mehr benétigt.

Beispiel: 4.059.000 -c+7-d =1 fiir c=—-6undd = 3.479.143

d =

privater Schliissel

‘ Entschlissle die Nachricht b, die du vom Sender erhalten hast

Berechne den Rest von b? nach Division durch und du erhiltst die urspriingliche Nachricht.
Beispiel: b = 1.081.910 1.081.9103479*3mod 4.063.531 = 4.628

b=

m-=

Verschliisselte Nachricht Nachricht
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HACKER

Auftrag: Knacke den privaten Schlussel der Bank

Du bekommst den 6ffentlichen Schliissel von der Bank:

=
Il
®
Il

Die Zahl n ist das Produkt von zwei vierstelligen Primzahlen (n = p; - p,). Findest du diese
Primzahlen heraus, besitzt du dieselben Informationen wie die Bank und du kannst jede Nachricht
entschlisseln.

a. Wie viele vierstellige Primzahlen gibt es?
b. Aus welchen Primzahlen besteht die Zahl n?

Du warst in der Lage die verschliisselte Nachricht b abzufangen:

b=

Verschliisselte Nachricht

c. Der Sender erhélt b, indem er die urspriingliche Nachricht m mit e potenziert und
anschlieBend den Rest nach Division durch n berechnet. Kannst du diesen Rechenweg
umkehren um zur urspriinglichen Nachricht zu gelangen? Was ist der Nachteil dieser
Methode?
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Analyse

Die Arbeitsbldtter sind danach ausgelegt, dass Schiiler ihr bisheriges Wissen dazu nut-
zen, um dieses in einem neuen Problemfeld anzuwenden. Die Qualitdtsdimensionen nach
Schratz und Weiser (2004), die hier im Mittelpunkt stehen, sind also vorwiegend die
Wissens- und Anwendungsdimension. Die Arbeitsblidtter geben einen strickten Ablauf
vor. Die Schiiler sind dadurch in ihrem Lernen etwas eingeschrinkt. Dies ist aber not-
wendig, um das komplexe Verfahren fiir jeden Schiiler durchfithrbar zu machen. Mit Hilfe
der Arbeitsblétter schafft es so jeder Schiiler diese moderne Verschliisselungstechnik zu
nutzen, um einen Code oder eine Nachricht geheim zu {ibermitteln.

Das Arbeitsblatt des Hackers gibt allerdings auch die Moglichkeit das forschende Ler-
nen in dieser Unterrichtseinheit zu férdern. Die Schiiler sollen als Hacker selbst eine
Moglichkeit finden, um hinter die verschliisselte Nachricht zu kommen. Das Ziel ist dabei
nicht die Losung des Problems, sondern viel mehr die eigenen Féhigkeiten auszuschopfen.
Diese sollen dazu genutzt werden, um hinter das mathematische Verfahren zu blicken und
selbst auf die Probleme zu stoflen, die eine Dechiffrierung fast unméglich machen.

Die Gruppenbildung und die anschlieende Feedbackrunde mit der gesamten Klasse
fordert auch das dialogisch, kooperative Lernen. Wéhrend der Bearbeitung der Arbeits-
blatter sind die Schiiler durch die Aufgabenstellung auf sich allein gestellt, deshalb ist der
anschliefende Dialog umso wichtiger. Um diesen Aspekt noch stérker zu férdern, kénnen
die Arbeitsbldtter auch jeweils zu zweit bearbeitet werden, damit sich die Schiiler ge-
genseitig unterstiitzen und austauschen kénnen. Insbesondere in der Rolle des Hackers

konnten so neue Ideen entstehen.
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Anhidnge

Arbeitsblatt Teilbarkeit 1

Ein Fliesenleger soll eine rechteckige Flache fliesen. Er besitzt Fliesen in verschiedenen GréRen. Das
Ziel ist es, den Boden komplett mit einer Fliesenart auszulegen, ohne dass eine Liicke entsteht oder
eine Fliese zerschnitten werden muss.

AUFGABE 1 (Gruppenarbeit)

Mit welchen Fliesen lasst sich der 6 Einheiten breite und 7 Einheiten lange Boden komplett
ausfullen? Malt die entsprechenden Fliesen aus.

Boden: (6x7) Fliesen:

IDEDH }
IW L |
|
|

L]

AUFGABE 2 (Einzelarbeit)

Der Fliesenleger soll nach demselben Prinzip noch weitere Raume fliesen.

Bodenflachen: 12x18 15x23 5x11 9x17

a. Entscheide dich flr eine der vorgegebenen Flachen. Zeichne die Flache auf ein kariertes Blatt
und versuche herauszufinden welche Fliesen méglich sind. Versuche auch noch gréRere
Fliesen zu finden, als jene in Aufgabe 1.

b. Stelle dein Ergebnis der Gruppe vor und notiere dir die Ergebnisse deiner Mitschiler.
AUFGABE 3 (Gruppenarbeit)
Diskutiert in der Gruppe und notiert euch die wichtigsten Aussagen.

Diskussionsfrage: Warum lassen sich nicht alle Fliesen benutzen?

In welchen Fadllen kann nur eine Fliese mit der Lange oder Breite 1 benutzt werden oder Fliesen die
Uber die gesamte Bodenldnge verlaufen?
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Arbeitsblatt Teilbarkeit 2: Der groRte gemeinsame Teiler (ggT)

Ein Fliesenleger soll eine rechteckige Flache fliesen. Er besitzt Fliesen in verschiedenen GréRen. Das
Ziel ist es, den Boden komplett mit einer Fliesenart auszulegen, ohne dass eine Liicke entsteht oder
eine Fliese zerschnitten werden muss.

AUFGABE 1 (Gruppenarbeit)

Mit welchen quadratischen Fliesen (1x1, 2x2, 3x3, 4x4, ...) kénnen diese drei Boden jeweils gefliest
werden? Was ist die groRte quadratische Fliese die Platz hat?

Boden 1: (4 x 6) Boden 2: (9 x 15)

|
|

Boden 3: (24 x 30)

Hinweis: Uberlegt euch die Antwort fiir Boden 3 im Kopf, oder zeichnet ihn auf ein kariertes Blatt.

Boden 1:

Boden 2:

Boden 3:

AUFGABE 2 (Einzelarbeit)

Der Fliesenleger soll noch weitere Raume mit moglichst groRen quadratischen Fliesen auslegen.

Bodenflachen: 7x12 6x13 7x14 9x11
32x56 14 x42 12 x 36 15x 35

Wabhle jeweils einen kleinen und einen groBen Raum aus und prasentiere dein Ergebnis der Gruppe.
AUFGABE 3 (Gruppenarbeit)

Diskutiert gemeinsam: Eine 17 x 31 Bodenflache kann nur mit einer einzigen quadratischen Fliese
(mit der 1 x 1 Fliese) ausgefullt werden. Warum?

o7




Arbeitsblatt Teilbarkeit 3: Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV)

Ein Fliesenleger soll eine rechteckige Flache fliesen. Er besitzt Fliesen in verschiedenen GréRen. Das
Ziel ist es, den Boden komplett mit einer Fliesenart auszulegen, ohne dass eine Liicke entsteht oder
eine Fliese zerschnitten werden muss.

AUFGABE 1 (Gruppenarbeit)

Welche quadratischen Flachen lassen sich mit diesen Fliesen auslegen? Nennt mindestens drei! Was

ist die kleinstmdgliche quadratische Flache die ihr daraus bilden kénnt?

Fliese 1 (2x3) Fliese 2 (4x6) Fliese 3 (6x9)
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Fliese 1:

Fliese 2:

Fliese 3:

AUFGABE 2 (Gruppenarbeit)
Berechnet:
2:3= 4.6 = 6-9 =

Vergleicht die Ergebnisse mit den Losungen aus Aufgabe 1. Welche Zusammenhange konnt ihr
erkennen?
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Den ggT mit dem euklidischen Algorithmus grafisch berechnen

Boden: (9 x 15)

15

3x3 3x3

6x6

Schritt 1: Ziehe von der gréReren der beiden Langen die kleinere ab und teile die Flache entlang
dieser Linie.

In unserem Beispiel schneiden wir von der Lédnge 15 neun Kdstchen ab. Wir teilen die Fléche senkrecht
und erhalten ein 9 mal 9 Quadrat und ein 6 mal 9 Rechteck.

Schritt 2: Fahre mit dem aus Schritt 1 erhaltenen Rechteck auf dieselbe Weise fort und wiederhohle
die beiden Schritte so lange, bis du ein Quadrat anstelle eines Rechtecks erhéltst. Die Seitenlange des
Quadrates ist der ggT der beiden Seiten des urspriinglichen Rechtecks.

Wir teilen im zweiten Schritt das Rechteck waagrecht auf, in dem wir sechs Kdstchen von der Breite 9
abziehen. Wir erhalten ein 6x6 Quadrat und ein 3x6 Rechteck.

Wir wiederholen dasselbe fiir das 3x6 Rechteck indem wir die Lédnge 6 um drei Kédstchen verkleinern.
Wir erhalten zwei 3x3 Quadrate und sind fertig.

Der gréfste gemeinsame Teiler von 9 und 15 ist 3.
Warum funktioniert das?

Da das gesuchte Quadrat die Breite 9 lickenlos ausfiillen muss, muss es damit auch das 9x9 Quadrat
ausfillen kénnen. Dieser Teil der Flache kann also problemlos gefliest werden und wir kdnnen unsere
Suche auf die restliche Flache beschrdanken. Das gesuchte Quadrat muss also auch in das 6x9
Rechteck passen und damit auch die Lange 6 ltickenlos ausflllen. Damit kann auch ein 6x6 Quadrat
mit der gesuchten Fliese gefliest werden. Mit derselben Strategie fahren wir so lange fort bis wir zum
gesuchten Quadrat gelangen. Da die Flache in jedem Schritt kleiner wird, miissen wir nach endlich
vielen Schritten zum Ergebnis kommen.

Kontrolle: Das zuletzt erhaltene Quadrat kann alle vorhergehenden Quadrate llickenlos ausfillen.
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