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1 Zeichnen von Graphen einfacher Funktionen
Im Folgenden behandeln wir wie die Graph von einfachen Funktionen dargestellt werden. In anderen
Worten, wie man eine Skizze von einer Funktion macht. Wir behandeln dabei nur Funktionen die
, C R in R. abbilden.

Ziel. Kennenlernen, verstehen und skizzieren von

o linearen Funktionen,

o affinen Funktionen,

o quadratischen Funktionen,

o Polynomfunktionen und

o rationalen Funktionen.

Als auch die Berechnung von einfachen Grenzwerten, einschließlich Polen von Funktionen. Die Def-
inition und Berechnung von Asymptoten und Extremstellen (Maxima Minima, Wendepunkte oder
Sattelpunkte) werden hier nicht im Detail behandelt. (Siehe zum Beispiel Wiki oder ein gutes Schul-
buch. Eine Formelsammlung von Lothar Papula gibt es in der Studienbibliothek zum kostenlosen

Download.)

1.1 Lineare F\rnktionen
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Figure 1: Die Graphen von drei linearen Funktionen.
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Info 1-. EineFunktio.n /:R -+ R nennt m.all'inear, wenn f(ar+0A):af(r)+0f@) für alle

e, 0, n, E € IR gilt. (Uberlegen Sie sich als Ubung, dass fi, /2 und /3 tatsächlich linear sind.)

Info 2. Um den Graphen einer linearen Funktion / : R -+ IR zu zeichnen benötigt man nur zwei
Punkte. (Bei fi kann man z.B. die Punkte (0,0) und (2, 1) nehmen.)

L.2 Affine Funktionen

Eine lineare Funktion is definiert durch

f (r):: ar für

Dafür schreibt man auch kirzer f :

durch r
fr(r) :: ,,

sind in Abbildung 1 dargestellt.

z € IR wobei a € IR gegeben ist.

IR -+ IR, r + ar. Die Graphen der drei Funktionen definiert

1

f2@) :: - Or und fi(r) ::0
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Figure 2: Die Graphen von drei affinen Funktionen

Eine affine Funktion is definiert durch

f (r) :: ar * b für r € IR. wobei a, b € IR gegeben sind.

Dafür schreibt man auch kirzer / : IR -+ IR, z -t arib. Eine Funktion / is affine, genau dann, wenn

die Funktion g :: / - /(0) linear ist (also g(r) : f (") - /(0)) Die Graphen der drei Funktionen
definiert durch
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sind in Abbildung 2 dargestellt

Info 3. Ist ö : 0, dann ist / auch eine lineare Funktion. (In der Schule und 'Techniker' nennen oft
affine Funktionen einfach linear!)

Info 4. Der Graph der affinen Funktion "f ' IR J R, :x + o,r -fb geht durch den Punkt (0,b)
(warum?). Ist b: 0 (/ linear), so geht er durch den Nullpunkt (0,0).

1.3 Quadratische F\rnktionen
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Figure 3: Die Graphen von vier quadratischen Funktionen.

Eine quadratische Funktion is definiert durch

f(r)::ar2+br*c für r€lR wobei o",b,c€iRmit a+0 gegebensind.

Dafür schreibt man auch kürzer / : IR -+ IR, r r+ ar2 +brl c. Die Graphen der vier Funktionen
definiert durch

f1(r) :: 12, fz(z) :: (*-I)' :tr2 -2r*L, f"(r) :: tr2 +1 und fn(r),: -r2 +6

sind in Abbildung 3 dargestellt.

Info 5. Eine quadratische Funktion f(r):: ar2 +br*c ist nach oben offen falls a > 0 ist und
nachuntenoffen,fallsa<0ist. (Wirhaben f'(*):2ar*bund f"(r):2a. f'(a):2ay*b:0
mit f"(y):2a impliziert ein Maximum bei y: --a fullr o ) 0 und ein Minimum bei y falls a> 0.
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Info 6. Bei einer quadratischen Funktion f (r):: a(r -b)'+ c nennt den Punkt (b,c) den Schei-
tel(punkt). Diese Form kann man immer erreichen in dem man quadrat'isch ergrinzt.l (Was zeichnet
denScheitelpunktaus? Hinweis: f'(A):2o(a-b) :OimpliziertA:bundf(y):s. Wegen

f"(u) :2a l0 ist damit der Scheitel ein ... oder ... )

L.4 Polynomfunktionen
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Figure 4: Der Graph einer Polynomfunktion (vom Grad 3).

Eine (reelle) Polynomfunktion (kurz Polynom) is definiert durch

f (r)::as*a1r*a2r2 +.'.lo,nnn für r € IR wobei ai € IR mit an I 0 gegeben sind.

Dafür schreibt man auch kürzer /:R -+ IR, z r+ Di:o"iri. Der Graph der Polyfunktion definiert
durch

ist in Abbildung 4 dargestellt. 
f.(r) :: 13 - 3 12 + L

Info 7. Lineare, affine und quadratische Funktionen sind die einfachsten Polynomfunktionen. Die
einfachste ist die Nullfunktion, welche durch g(r) :: 0 fijr r e R definiert ist.

Info 8. Man nennt dieZahl n den Grad der Polynomfunktion. Eine (reelle) Polynomfunktion vom
Grad n hat maximal n, reelle Nullstellen (und genau n komplexe Nullstellen).

lDie Lösungsmenge einer quadratische Gleichung kann immer durch quadratische Ergänzung bestimmt werden



Info 9. Da eine (reelle) Polynomfunktion nur endlich viele Nullstellen haben kann, ist es nicht
möglich, das eine Polynomfunktion auf einem Intervall"(l leere Menge) überall konstant ist. (Dies
gilt auch für rationale Funktionen wie zum Beispiel #4-. )
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Info 10. Für eine (reelle) Polynomfunktion / gilt immer

j5g /(r) : oo oder - oo und ,IgL f @) : oo oder - oo.

Beispiel L Gegeben i,st g(r) :: 4 - (* - 3)' . Berechne den Grenzwert lim*-_.* g(r)

s(r) :: 4 - (*- 3)' : 4 - (r' - 6r *9) : -r' * 6r - 5

folgt

,IgL g@) :,IT."(-r' * 6r - 5) : ,IIL -tr2 : -."..
Hi,er haben w'ir uerwendet, dass 16rl und | - 5l klei,ner s'ind als lr2l für r -+ -crc, (Zum Beispi,el,
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Figure 5: Die Graphen der Funktionen g und h aus den Beispielen 1 und 2.

16"l < lrrl falls r > 6 undl-51 <l*'l falls r >3.) Analos folgt

,rggo(") 
: JgL(-"' + 6*- 5) : )i!!-r' : -oo.

Wegen

O:f(r)-4-(*-3)' + (r-3)2:4 + r-3:!2 + r:3L2
I'iegen di,e Nullstellen li,egen be'i q: 5 und nz: L. Für di,eses Bei,spi,el haben wir

g(r): -(r - 5) (r - t) : a(r - rt)(, - *r).
Beachten S'ie, dass a n'icht'immer 7 oder -L i,st! Der Graph aon g i,st i,n Abbi,ldung 5 dargestellt.
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Aufgaben L Zezchne den Graphen der Polynomfunkti,on h(r) :: *2 (* - 3) (" + 2) (r - 1).

t'immen Si,e zuerst di,e Nullstellen uonh und di,e zwe'i Grenzwerte lim,-oo h(r),Iimr--*,h(r)
Graph i,st i.n Abbi.lduns 5 dargestellt.
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Bes-
Der

Aufgaben 2 Berechnen Sr,e dr,e Manma und M'in'ima der Funkt'ion h 'in Aufgabe 1. Gi,bt es einen

Wendepunkt? Wenn ja wo li,egt er?

1.5 Rationale F\rnktionen

6

**0

4

-Cr

44

-0

,6

4

-2 ,1 5 {.5 -0.5 0.50.5 1.5 2 -2 -1.5 -t
I

I

1.5 2

Figure 6: Die Graphen der rationalen Funktionen fr, fr, fs und fa. fi und /3 haben Pole bei
r: -l und r: 1,'während /2 und /a beschränkt''sind mit lim,-oo fr(")L limr--oo ft@):0 und
lim,-oo fn(r) : lim,--oo fa(r) :1.

Eine rationale Funktion / is definiert als der Quotient fi von zwei Polynomfunktionen g und h,

wobei h nicht die Nullfunktion ist. Dafiir schreibt man auch kürzer f : D c lR -+ IR, , * ffifr,
wobei D aus allen reellenZahlen ohne die Nullstellen von fi:obizi besteht. Die Graphen der vier
rationalen Funktionen definiert durch

r r tr2--t r2-I
f t@) :: ;-, h@) t: ,-L4 r, ft(') t:";; und [+(r) :: fr

sind in Abbildung 6 dargestellt. Beachte, dass fi und /s bei Tr: -l und 12: l nicht definiert sind,

dort befindet sich jeweils ein Pol. Also D1 - Dz: R\{-1,1}. Dies folgt aus

12 - L :0 <+ tr2 : I <+ r1,2: t7.

Die Graphen der rationalen Funktionen h, fz, /3 und /a sind in Abbildung 6 dargestellt. fi hat Pole

bei -1 und 1 und für /2 haben wir folgende Grenzwerte lim"-'- fz(r) :0 und lim'--oo fz(r) : 0'

In der Tat gilt zum Beispiel:

],1yrdd: "r5g ;i: ,rgg +:;* r+; : ,r{ä 
! : o.

_f,

- - _fr
fa

_ _f

Weiters folgt:

lim [n(r\: Iim'1-t: lim r-#- 
Iim 1:t

"J+L"" ' z--+1oo r'2 * | o-i{oo 1+ A c+foo 1
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und nun zur Beschränktheit von ./a:

lfo(*)l:|"- !.1 : li , fl i,r.\ /' 
lr2 +Il lt + #l -

Vergessen Sie beispielsweise nicht den Grenzwert

1

[+;T

lim f,(r): lim ^' ,L lim 1, I lim 1:-.
r-+-l,r)-1.- r-+-l,z>-1 trt - I t-+-1,r>-7 f -; g-+O,A<OA

Schauen Sie sich als Aufgabe alle anderen Grenzwerte der Funktionen auch noch an!

Achtung. In den reellen ZahIen gilt folgendes' /1 : 1 aber auch (+f)' : 1. 1/a ist immer die
positive Wurzel von a ) 0. Deshalb sollte man niemals die Wurzel aus einer Gleichung
ziehen, denn es ist dann 'nur' die positive Wurzel. Besser ist es sich zu merken:

:x2:a <+ r:*l/a sowie 13:b <+ *:r/btäJE,

falls a, b e IR mit a > 0. (Hier bedeutet ft nichts anderes als das Vorzeichen von b.) Ist b negativ,

dann gilt J6: -tm. (htm Beispiel: ,rg: -Jg: -3). Merken Sie sich auch noch

t2:I.1:1, (-1)r: (-1)(-1) :1 sowie (-1)r: (-1)(-1) (-1) : (-1) .

Aufgaben 3 Geben Si,e di,e Lösungsmengen der Gle'ichungen

n4--- I , 15:*1 , 14:-I , tr|:-I und, l:-ttu 
- 

If , & 
- 

TL, & I, I

r,n d,en reellen Zahlen an. Machen Si,e d,i,e Probe!

Aufgaben 4 Berechnen S'ie d'ie Marima und Min'ima der Funkti,on fi i,n Aufgabe 1. Gibt es e'inen
Wendepunkt? Wenn ja wo li,egt er?

Aufgaben 5 Berechnen S'ie die Manma und Minr,ma der Funkt'ion fa i,n Aufgabe 1. Gibt es e'inen
Wendepunkt?

Beispiel 2 Führe e'ine Kuruendislcuss'ionfür die Funkt'ion f , D g IR-+R defi,n'iertdurch f(r)::
,' (, - L) durch. D :7
Lösung. f i,st ei,ne Polynomfunkt'ion und deshalb auf allen reellen Zahlen defini,ert, z.e. D: lR..

Nullstellen: f (r) : 12 (r - I) i,mpli,zzert, 11:0 und nz: 7.

Beachte, dass 11 :0 e'ine doppelte Nullstelle i,st!

Spezielle Grenztaerte; lim,-- f(*): lim*-(r3 -*') ! lim,-ooff3: oo undlim,-_',.f(r):
limr.*-*(rt - *') 1 li-r--oo tr3 : -oo.
Manima / Minima: f(r):tr3-12'impl'iziert f'(r):312-2r:r(3r-2) und f"(*):6r-2.
AIso li,egen be'i y1::0 und Az::3 Ertremstellen (y (3A - 2) :0). Wegen f"(A) : -2 10 li.egt bei,

at:0er,nMayimumundwegenf"(yr):67-2:2>0li,egtbeiy2::lei,nMi,ni,rnuTn.
Wendepunkte: Di,e Bedi,ngung für e'inen Wendepunkt i,n z lautet

f"("):o und f"'(,)*o'
Aus0:f"(z):62-2folgtr:?:i.Wegenf"'(r):6folgtf"'(r)+0,i,.e. bezz:+li,egtezn
Wendepunkt. Beachte

11:y1- 0 "2

!1(-:1
-1

2
Ur: i

Der Graph der Funkt'ion f ist in Abbi.ldung 7 dargestellt
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Figure 7: Die Graphen der Polynomfunktionen / (aus Beispiel 2) und g (aus Aufgabe 6)

Aufgaben 6 Führe eine Kuruendiskuss'ion für die Funkti,on g : D g IR -+ R defi,niert durch g(r) ::
r' (r - L)2 durch. D :?. (Der Graph der Funkti,on g i.st i.n Abbi,ldung 6 dargestellt.)

Zum Abschluss noch eine wichtige Bemerkung

Bemerkung L Funkti,onen s'ind das Um und Auf r,n der W'issenschaft. In der Naturw'issenschaft
sr,nd Funkt'ionen di.e Lösungen aon Problernen (Gleichungen). Also n'icht uie'in der Schule, ei'nfach

nur e'ine reelle oder komplere Zahl. Denken S'ie zum Bei,spi,el an den Wasserspi,egel e'iner Regr,on,

di,e Schadstoffionzentrati,on, Temperaturuerteilung oder Luftfeucht'igkeit i,n der Luft und di,e elektro-

magnet'ische Absorpti,onsfunkti,on 'im menschli,chen Gewebe (welches ei,ne Zyste oder e'inen Tumor
darstellen kann). Od,er an den zei.tli,chen Verlauf e'iner Akt'ie (oder sogar aller Akti,en). Deshalb

'ist es wi.chti,g zumi,ndest ein grundsätsli,ches Verständn'is uon Funktionen und i,hre Vi,sualr,sierung zu

haben.
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