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1 Einleitung

"Wer die Geometrie begreift, vermag in dieser Welt alles zu verstehen" [Galileo Galilei]. Der
Satz des Pythagoras ist wohl der bekannteste und meistgenutzte Satz in der Mathematik.
Er stellt somit einen der wichtigsten Satze der euklidischen Geometrie dar. Sein Meister,
Pythagoras von Samos, ist legenddr und sein Anwendungsbereich vielfiltig. In fast jedem
Teilgebiet der Mathematik tritt der pythagoreische Lehrsatz direkt oder indirekt auf.

Diese Arbeit richtet sich an all jene, welche mehr tiber den Satz des Pythagoras in Erwégung
bringen mochten und an alle angehende Lehrpersonen, die den pythagoreischen Lehrsatz
nicht nur laut Lehrplan zu unterrichten vermogen, sondern die Schiiler und Schiilerinnen
mit interessanten Hintergrundinformationen und Geschichten begeistern mochten. Ziel der
Arbeit ist es also den Satz des Pythagoras auf geeigneter Weise tibersichtlich aufzuarbeiten.
Manchmal wird man gewisse Dinge, Menschen oder Sachverhalte erst begreifen, wenn man
deren Geschichte kennt. Wie auch schon Thomas Carlyle schrieb: "Die Geschichte der Welt
ist michts als die Biographie grofier Mdanner'.

Im ersten Teil der Arbeit erhédlt man daher einen kurzen Einblick in die Denkweisen alter
Griechen und der Entstehungsgeschichte des pythagoreischen Lehrsatzes. Dem geschichtli-
chen Hintergrund folgt eine Kurzbiographie zum Ergriinder, Pythagoras von Samos, selbst.
Der Hauptteil beschaftigt sich mit dem mathematischen Kontext des Satzes von Pythagoras.
Mit Hilfe des Buches [Scheid and Schwarz, 2009] werden Definition und ausgewéhlte Beweise
iibersichtlich aufgearbeitet. Des Weiteren bietet der Hauptteil einen Ausflug in die pythago-
reischen Zahlentripel, welche eine Weiterfithrung des pythagoreischen Lehrsatzes darstellen.
Im letzten Teil kommt der schulische Aspekt der Arbeit zur Geltung. Verschiedene direkte
Anwendungsbereiche des pythagoreischen Lehrsatzes werden durch Beispiele und Bilder il-
lustriert. Zudem werden im Kapitel 6 ausgewéhlte Verallgemeinerungen des Satzes geboten,
um ein vertiefendes Verstdndnis anzustreben.

Im Anschluss liefert die Arbeit eine Ausarbeitung diverser Einfithrungsmoglichkeiten des
pythagoreischen Lehrsatzes in den Unterricht. Im Rahmen dessen wurde anhand der aus-
gewahlten Biicher [Salzger et al., 2016] und [Beer et al., 2014] eine Schulbuchanalyse durch-

gefiihrt. Fiir Abwechslung sorgen zwei ausgewahlte experimentelle Zugénge. Anschliefflend
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wurden die ausgewahlten Methoden durch literaturgestiitzte Beitrage auf ihre Tauglichkeit
fiir den Unterricht erortert.

Bevor wir zum Ende kommen bietet die vorliegende Arbeit einen Ausflug in die digitalen
Medien. Im Zuge dessen wurde mit Hilfe der Geometrie-Software GeoGebra eine Konstruk-
tionsbeschreibung fiir die Nachpriifung der, im pythagoreischen Lehrsatzes geltenden Ge-
setzméafligkeiten, gegeben. Die Arbeit wird durch ein Unterrichtskonzept, in Hinblick auf die
Einfithrung vom Satz des Pythagoras und dessen erste Anwendung, abgerundet.

Fir die Gliederung der jeweiligen Kapitel wurde zum Teil die freie Enzyklopadie Wikipedia
herangezogen, wobei keinerlei Informationen aus dieser geschopft wurden. Zur graphischen
Aufarbeitung der Kapitel kam wiederum die Geometrie-Software GeoGebra und die Grafik-

software Microsoft Paint zur Verwendung.



2 Geschichtlicher Hintergrund

Das nachstehende Kapitel dient dazu, den Lesern einen geschichtlichen Uberblick zu bieten,

um die Nachvollziehbarkeit der Entstehung vom Satz des Pythagoras zu gewéahrleisten.

Zur Aufbereitung des geschichtlichen Uberblicks wurden die Informationen aus [Sturm, 1917,
[Hofmann, 1963], [Mankiewicz, 2000] und [Riedweg, 2002] entnommen.

2.1 Die Griechen

Die Griechen bezeichneten die Agypter als ihre Lehrmeister in der Geometrie und rithm-
ten den Babyloniern ein bedeutendes arithmetisches Grundwissen nach. Tatséchlich besaflen
die Bewohner Mesopotamiens schon vor langer Zeit die Kenntnisse der arithmetischen und
geometrischen Reihen. Sie verkiindeten die Besonderheit und geheimnisvolle Kraft gewisser
Zahlen und Verhéltnisse — eine Lehre, der wir auch beim Satz des Pythagoras wieder be-
gegnen. Die bedeutenden, aber wenig geordneten und nur auf praktische Zwecke gerichteten
Werke der Agypter wurden von den Griechen iibernommen. Thales, Phytagoras, Plato u. a.
brachten das mathematischen Wissen aus dem Land der Pharaonen in die Heimat. Rasch er-
kannten diese Manner die eigentliche Bedeutung der Mathematik und den wissenschaftlichen
Charakter der Mathematik und stellten somit das Gebaude der antiken Geometrie auf die
Beine. Kaum ein anderes Menschenwerk kann jener Gedankenstrenge gleichgesetzt werden.
Im Mittelpunkt der gesamten Entwicklung der griechischen Mathematik stand Euklid (um
300 v. Chr.). Sein Hauptwerk, die ,Elemente“ stellt einen Abschluss der élteren Mathematik
dar und bildet den Briickenschlag zwischen antiker und moderner Wissenschaft. Vor allem
waren drei Personlichkeiten mafigebend an der Entwicklung der voreuklidischen Zeit betei-
ligt; Pythagoras, Plato und Eudoxus.

Nach Berichten war es Thales von Milet (um 640-548 v. Chr.), der als Erster das geometri-
sche Wissen aus Agypten nach Griechenland brachte. Im Allgemeinen konnte man feststellen,
dass er und seine Nachfolger die Werke der dgyptischen Mathematiker vertieften und erwei-

terten.
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Zu einer richtigen Wissenschaft wurde die Mathematik jedoch erst durch Pythagoras (um
580-501 v. Chr.), welcher nach einem lingeren Aufenthalt in Agypten seine berithmte Schu-
le im unteritalienischen Kroton griindete. Bei dieser Schule handelte es sich eher um ein
Geheimbund oder Orden als um eine Schule, in dem das Wissen nur an die wenigen ein-
geweihten Mitglieder weitergab. In ihr wurden die allgemeinen Grundsétze und der idea-
le Charakter der Mathematik festgelegt. Zudem wurde eines der logischen Elemente, die
Fithrung eines Beweises, eingefiithrt. Die Mitglieder dieses pythagoreischen Bundes wurden
unter anderem Pythagoreer genannt und folgten einem strengen Moral- und Verhaltens-
kodex. Als Erkennungszeichen des Geheimbundes stand das Pentagramm (Abbildung 2.1)
[Scheid and Schwarz, 2009, S.31].

Ihre Wissenschaft griindete nicht, wie es bei den io-
nischen Naturphilosophen géngig war, in der Mate-
rie, sondern in der Form das Wesen der Dinge zu su-

chen. Folglich glaubten sie, dass Erkenntnis und Wis-

sen ausschliefllich auf der Grundlage von Zahlen ge-
wonnen werden koénnen. Eine besondere Bedeutung
schrieben sie der Zahl Zehn zu, die sogenannte Te-
traktys, welche gleich der Summe 142+ 3+4 ist. Aus

diesen Zahlen lieflen sich die Dimensionen des Kos-

mos herleiten. Die Eins entspricht einem Punkt ohne Abbildung 2.1: Pentagramm
Ausdehnung; zwei Punkte lassen sich zu einer eindi- (Druidenfuf)
mensionalen Linie verbinden; die Verbindung aus drei [Scheid and Schwarz,
Punkten bildet ein zweidimensionales Dreieck; und S.31]
vier Punkte nehmen die Gestalt eines dreidimensio-
nalen Tetraeders an. Deshalb nannten sie die Welt auch Kosmos, das Geordnete, und die
Zahl, das Wesen der Dinge. Die Zahlenbeziehungen der physischen Welt mussten nach ihrer
Ansicht auch in der moralischen Welt gelten, sofern dort Ordnung und Harmonie herrschten.
Ihre Zahlenlehre erhielt dadurch einen mystischen Beigeschmack und zeigte Ankniipfungs-
punkte an die Lehre der Babylonier.

Anfang des 5. Jhd. wurden in Grofigriechenland die Mitglieder des pythagoreischen Bundes,
aufgrund von politischen Unruhen, verbannt. In Folge dessen gelangten, die bisher geheim-
gehaltenen Entdeckungen der Pythagoreer, an die Offentlichkeit. Der Hauptsitz der Wis-
senschaft wurde nun nach Athen verlegt. Durch Eudoxus, Theodorus, den Lehrer Platos,
und einem Freund von Plato wurde eine Verbindung der pythagoreischen Schule sowohl zur

Akademie Platos als auch zur mathematischen Schule des Eudoxus hergestellt.

2009,
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Die Forschungsweise der Pythagoreer wurde von vielen bekannten Mathematikern bewun-
dert und nochmals aufgegriffen. Die Pythagoreer galten als Begriinder der Zahlentheorie,
erbrachten aber auch in vielen anderen Gebieten der Mathematik, wie der Arithmetik oder
der Lehre von den Proportionen, grofie Fortschritte. Die Fortschritte auf dem algebraischen
Gebiet sorgten fiir die grofite Bewunderung. Die algebraischen Leistungen standen in unmit-
telbaren Zusammenhang mit ihrer Geometrie, in welcher der Lehrsatz, benannt nach dem

Meister hochstpersonlich, im Mittelpunkt stand.

2.2 Entstehung des Lehrsatzes

Der Satz des Pythagoras ist wahrscheinlich der bertiihmteste Lehrsatz fiir Berechnungen in
der Geometrie. Er wurde nach Pythagoras von Samos benannt. Die Anfange des pythagore-
ischen Lehrsatzes griindeten in der Bemerkung am rechtwinkligen Dreieck mit den Seiten 3,
4, und 5. Die Erkenntnis, dass 32442 = 52 gilt, wurde schrittweise auf andere rechtwinkligen
Dreiecken ausgedehnt.

Die Rechtwinkligkeit des Dreiecks mit den Seitenlangen 3, 4, 5 war eine alte Erfahrungssache
und findet man daher bereits in der Antike, mehr als tausend Jahre vor Pythagoras. Nicht
nur jenes Paradebeispiel eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Seitenlangen 3, 4 und 5, war
den Menschen in alter Zeit bekannt, sondern noch weitere Zahlentripel, die sogenannten
~pythagoreische Tripel“, welche die Gleichung 2% + y? = 22 erfiillen.

Zu den am héaufigsten analysierten Artefakte zur Mathematikgeschichte zahlt die babyloni-
sche Tafel ,,Plimpton 322¢ (Abbildung 2.2).

Dabei handelt es sich um eine unvollstandige Tafel, welche vier Zahlenspalten zu je fiinfzehn
Zeilen verzeichnet. Man nimmt an, dass es sich um eine Rechentafel mit pythagoreischen
Tripeln handelt. Somit wird bestétigt, dass die Babylonier bereits zwischen 1800 und 1650
v. Chr. den Lehrsatz des Pythagoras angewandt haben.

Die mathematischen Uberlegungen der wedischen Periode in Indien sind in den Sulbasutras
(Schurregeln) aufgezeichnet. Mit sulba bezeichnet man das Seil, mit welchem man Altare
vermessen hat. Ein Altar musste, nach damaligen Regeln, so gebaut werden, dass bestimmte
Flachen ein Vielfaches der Fliache eines anderen, nach demselben Muster angefertigten Al-
tars, darstellten. Dies erforderte eine hohe Genauigkeit und deshalb griffen die Inder bei
der Planung und Durchfiihrung auf geometrischen, anstelle von numerischen Methoden,
zurtick. Im Rahmen dessen brachte Baudhajana (ca. 700 v. Chr.) eine erste Annéherung
an den pythagoreischen Lehrsatz hervor: ,,Das Seil, das tiber die Diagonale eines Quadrats

gelegt wird, bringt eine Fldche hervor, die doppelt so grofS ist wie die des urspringlichen
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Abbildung 2.2: Plimpton 322 (babylonische Tafel)
https://at37.wordpress.com (aufgerufen am 12.12.2018)

Quadrats“ [Mankiewicz, 2000, S.23]. Eine allgemeiner gehaltene Definition war bei Katya-
yana aufzufinden: , Das Seil der Diagonalen eines Rechtecks erschafft eine Flache, die der
Summe der Fldchen entspricht, die von der vertikalen und der horizontalen Seite erzeugt
werden“ [Mankiewicz, 2000, S.23]. Die Inder konnten die Quadratwurzeln relativ genau be-
rechnen, aber fiir die damalige, aus religiosen Griinden geforderte absolute Genauigkeit,
reichte es nicht aus. Deshalb wurden die Beweise der Satze nicht gefiihrt, sondern nur an-
hand mehrerer praktischen Beispielen beschrieben.

Die Chinesen beschéftigten sich ca. 500 v. Chr. hauptséchlich mit Fragen der Astronomie.
Aber auch bei ihnen kamen die Eigenschaften von rechtwinkligen Dreiecken zur Diskussi-
on. Der pythagoreische Lehrsatz wurde unter der Bezeichnung gougu formuliert und dessen
Gultigkeit geometrisch demonstriert (Abbildung 2.3).

Die dafiir verwendete Methode nennt sich ,,Rechtecke aufhdufen“. Die Zeichnung aus Ab-
bildung 2.3 stellt diese Methode fiir das kleinste pythagoreische Tripel dar. Der Lehrsatz,
geschrieben als gou? + gu? = zian?, spielte also auch in der chinesischen Mathematik bereits
eine wichtige Rolle. Er stellte die Grundlage fiir die Berechnung von Quadratwurzeln und
die Losung von Quadratgleichungen dar.

Wie gerade angefiihrt, war der Lehrsatz bereits lange vor Pythagoras Lebzeiten bekannt.
Es wird behauptet, dass Pythagoras den Lehrsatz von den Agyptern iibernommen habe.
Die Harpedonapten (Seilkniipfer) bei den alten Agyptern machten nédmlich vom Lehrsatz
Gebrauch um die Richtungen bei ihren Bauten festzulegen. Im Zuge dessen wurde ein Seil
der Lénge 12 durch Knoten in 3, 4 und 5 Teile geteilt. Wurde dann die Seite 3 zwischen
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Abbildung 2.3: Zhoubi suanjing (Chinesischer Beweis fiir den Satz des Pythagoras)
https://www.pinterest.com(aufgerufen am 12.12.2018)

zwei Blocken eingespannt, so gab die Seite 4 die gewtinschte Senkrechte (Abbildung 2.4).
Dadurch konnte man bequem rechte Winkel abstecken.

Das bemerkenswerteste an der Behandlung des Lehrsatzes war aber nicht seine vielfaltigen
Anwendungsbereiche sonder der Versuch der Griechen einen Beweis zu fithren. Dazu aber

mehr in dem Kapitel der Beweise.

Abbildung 2.4: Seil durch Knoten in 12 gleich grofie Teile geteilt
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2.3 Pythagoras von Samos

Abbildung 2.5: Phytagoras von Samos
https://www.zitate.eu/author/pythagoras-von-samos (aufgerufen am 19.12.2018)

Die Antwort auf die Frage wer dieser "Weise" aus Samos wirklich war, fillt aufgrund der pro-
blematischen Uberlieferungen nicht leicht. Die einzigen zusammenhingenden Beschreibungen
vom Leben und der Lehre Pythagoras konnten aus den Arbeiten verschiedener Autoren des
3. und 4. Jahrhunderts n. Chr. geschdpft werden. Die Uberlieferungsproblematik griindet vor
allem in der Tatsache, dass bereits im 4. Jahrhundert v. Chr. verschiedene Richtungen exis-
tierten, welche einen idealen, stilisierten Phytagoras erschufen und sich in mehreren Punkten
widersprechen. Obwohl man genau durch diese Quellen eine authentische Vorstellung von
der faszinierenden Personlichkeit mit den Eigenschaften eines Gurus und Gelehrten gewin-
nen kann, sind Zeugnisse aus dieser Zeit mit Vorsicht zu genielen.

Eine weitere Problematik der Uberlieferung wird mit der Soziologie der Schule selbst be-
griindet. Nachdem Pythagoras um 530 v. Chr. seine Heimatinsel Samos verlief3, betrachtete
er eine geheime politisch-religiose Kommunitat als geeignete Organisationsform zur Vermitt-
lung seiner sophia (Weisheit). In diesem Art Geheimbund, welcher aus heutiger Sicht Ziige

einer Sekte trug, wurde besonders auf die Schweigepflicht geachtet.

10
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2.3.1 Kurzbiographie

Ein derart herausragender Mensch kann nur einen erstaunlichen Werdegang und somit keine
gewohnliche Biographie haben. Im Laufe der Zeit wurde dem Meister sogar eine gottliche
Abstammung nachgesagt. Die Erzdhlungen iiber Pythagoras wurden seit je her mit christli-
chen Traditionen geschmiickt. Man erzahlt sich, dass Mnesarchos, Vater von Pythagoras, bei
der Durchreise nach Syrien das Orakel von Delphi, eine Weissagungsstéatte des antiken Grie-
chenlands [Gilbert, 1872, S.2|, im Hinblick auf seine weitere Fahrt nach Syrien befragte. Die
Pythia kiindigte ihm dabei an, dass seine Frau Parthenis (Jungfriuliche) in Erwartung eines
Kindes wér, welches mit seiner Schénheit und Weisheit, die Menschen aller Zeiten tiberragen
und von groflem Nutzen sein werde. Infolgedessen taufte Mnesarchos seine Frau in Pythais
um. Eine Legende besagt, dass Apollon Parthenis beigewohnt habe und die Schwangerschaft
iiber die Prophetin verkiinden liese. Auf diese Geschichte geht auch die Namensherkunft Py-
thagoras zurtick: "Pyth-agoras’, weil er die Wahrheit wie die Pythier sagte. Gleichzeitig wird
der Name seiner Mutter eingebettet. Dies soll nur ein Beispiel von vielen sein, in welchem der
christliche Beigeschmack innerhalb der Erzahlungen tiber Pythagoras zur Geltung kommt.
Die Erzéhlung weist namlich mehrere Parallelen zur Geschichte von Maria und Josef auf.
Folgeerzahlungen beziiglich der Geburt von Pythagoras fallen niichtern aus. Pythagoras war
also Sohn des Samier Mnesarchos, ein gewOohnlicher Handelsreisender. Er wuchs in Samos
unter der Obhut des Lehrers Pherekydes von Syros auf. Als Mann ging er auf Reisen und
machte sich im Zuge dessen mit den religiosen Anschauungen und naturwissenschaftlichen
Kenntnisse dieser Linder vertraut. In Agypten wurde er angeblich in den Kreis der Priester
aufgenommen und eignete sich somit wertvolles Geheimwissen an. Bei den Agyptern habe
sich Pythagoras seine geometrischen Kompetenzen erworben und ihre rituellen Vorschrif-
ten iibernommen. Als weiterer Lehrmeister Pythagoras wird aulerdem Thales von Milet
genannt.

Nach ausgiebigen Lehr- und Wanderjahren sei Pythagoras wieder nach Samos zurtickgekehrt
und griindete dort seine eigene Schule. Nach Erzahlungen sind die besten Kopfe seinetwegen
nach Samos gekommen. Viele seiner Schiiler waren sehr erfolgreich, vor allem Schiiler aus
Sportdisziplinen.

Aufgrund des politischen Unbehagen wahrend der Herrschaft des in Samos regierenden Ty-
rannen Polykrates tibersiedelte Pythagoras nach Kroton. In Unteritalien griindete er dann
eine sektenartige Schule, welche bereits zuvor genauer erlautert wurde. Trotz strenger Ge-
heimhaltung seiner Arbeiten versuchte Pythagoras mit 6ffentlichen Reden Einfluss in Kroton

zu nehmen. Bei den demokratischen Kréaften riefen seine politischen Anspriiche eine starke

11
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Gegenreaktion hervor, sodass er ins benachbarte Metapont flichen musste. Dort starb er zu
Beginn des 5. Jahrhunderts [Sorgner and Fiirbeth, 2003, S.104].

12



3 Der pythagoreische Lehrsatz

Das folgende Kapitel soll eine Aufarbeitung der mathematischen Aspekte des pythagorei-
schen Lehrsatzes geben. ,Fine Formel sagt dem, der die Sprache der Mathematik spricht,
mehr als 1000 Worte “ |Giinter Aumann|. Wer den Satz des Pythagoras lehren mochte, dem

missen die einhergehenden Gesetzméafligkeiten gelaufig sein.

Die mathematischen Grundlagen fiir die strukturierte Darstellung des bertihmten Lehrsatzes

im folgenden Kapitel wurden aus [Scheid and Schwarz, 2009] entnommen.

Zunéchst betrachten wir ein rechwinkliges Dreieck mit den Bezeichnungen wie in Abbildung
3.1. Die Seiten (hier: a und b), welche den rechten Winkel einschliefen, nennt man Katheten.
Die dem rechten Winkel gegeniiberliegende und somit lingste Seite (hier: ¢) des rechtwinkli-
gen Dreiecks heifit Hypotenuse. Die Normale zur Hypotenuse (hier: h) gibt die Hoéhe an und
teilt diese in die Hypotenuseabschnitte (hier: p und q).

Abbildung 3.1: Rechtwinkliges Dreieck

13
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Der Satz des Pythagoras liefert eine Aussage iiber die Flacheninhalte der Quadrate tiber den
Seiten, wobei die Seitenlangen der Quadrate den Seitenldngen des rechtwinkligen Dreiecks

entsprechen.

3.1 Der Satz des Pythagoras

Definition 1 [Pythagoreische Lehrsatz] In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der

Quadrate tiiber den Katheten gleich dem Quadrat tiber der Hypotenuse

[Scheid and Schwarz, 2009, S.32]

3.2 Beweise

Fir den Satz des Pythagoras kennt man bereits mehr als 300 verschiedene Beweise. Unter
den Autoren findet man nicht nur Mathematiker, sondern auch zahlreiche Kiinstler, Philo-
sophen und Politiker. Im folgenden Unterabschnitt werden ausgewéhlte Beweise des Satzes
genauer wiedergegeben, um unter anderem die Vielféltigkeit des pythagoreischen Lehrsatzes

zu untermauern.

3.2.1 Beweis aus dem altbabylonischen Reich

Der folgende Beweis zédhlt wohl zu den schonsten aller Beweise vom Satz des Pythagoras und
war im altbabylonischen Reich bereits 1700 v. Chr. bekannt. Er griindet auf unterschiedliche

Berechnungen des Flédcheninhaltes eines Quadrats der Seitenlangen a + b.

Setzt man zwei rechtwinklige Dreiecke mit den Katheten a und b und der Hypotenuse c
entlang der Hypotenusen zusammen so entsteht ein rechtwinkliges Rechteck mit den Sei-
tenldngen a und b. Wie in Abbildung 3.2 ersichtlich ergédnzen sich die beiden anliegenden
Hypotenusen zu einem rechten Winkel.

Aus vier solcher rechtwinkligen Dreiecken kénnen zwei rechtwinklige Rechtecke konstruiert
werden. Zusammengelegt lassen sie sich zu einem Quadrat der Seitenlénge a + b vervollstén-
digen (Abbildung 3.3 (a)).

Legt man nun die vier kongruenten rechtwinkligen Dreiecke derartig aneinander wie in Ab-
bildung 3.3 (b), dann ergéanzen sich die beiden der Hypotenuse anliegenden Winkel zu einem

gestreckten Winkel. Im Innenraum des erzeugten Quadrat der Seitenlénge a + b entsteht ein

14
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a

Abbildung 3.2: Rechtwinkliges Rechteck aus zwei rechtwinkligen Dreiecken konstruiert

Abbildung 3.3: Vervollstdndigung [Scheid and Schwarz, 2009, S.32]

Quadrat der Seitenlédnge c, welches jeweils von den Hypotenusen der rechtwinkligen Dreiecke
gebildet wird.

Der Flicheninhalt ¢? entspricht dann offenbar der Summe der Flicheninhalte der Quadrate
mit Seitenldnge a und b des rechten Bildes aus Abbildung 3.3.

Algebraisch ausgedriickt folgt aus

(a+b)? =a*+2ab+b? 3.3 (a)
b
:c2+4-% 3.3 (b)

dass a® + b? = 2 gilt.
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3.2.2 Beweis nach Bhaskara

Eine weitere Beweisskizze konnte man bei den Werken des indischen Mathematiker Bhaskara
(1114-1191) vermerken.

Cc

Abbildung 3.4: Beweis nach Bhaskara [Scheid and Schwarz, 2009, S.33]

Wie aus Abbildung 3.4 ersichtlich treffen jeweils, die an der Hypotenuse anliegende beiden
Winkel zweier kongruenter rechtwinkliger Dreiecke, aufeinander. Die Hypotenuse der vier
flaicheninhaltsgleichen rechtwinkligen Dreiecke bilden ein Quadrat der Seitenldnge c. Im In-
nenraum dieses Quadrat wird somit ein Quadrat der Seitenldnge a — b erzeugt. Daraus kann

man erkennen, dass

b
02=(a—b)2+4-%:a2—2ab+b2+2ab=a2—|—b2

gilt.

3.2.3 Beweis nach Arthur Schoppenhauer

Der Philosoph Arthur Schoppenhauer (1788-1860) schétzte die Mathematik aufgrund der
Unanschaulichkeit der Beweisfiihrungen nicht. Er beschuldigte vielerlei Beweise den Leser

bzw. die Leserin zu verwirren. Insbesondere charakterisierte Schoppenhauer Euklids Beweis
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vom Satz des Pythagoras als hinterlistig. In Abbildung 3.5 ist der Zerlegungsbeweis von
Arthur Schoppenhauer dargestellt.

Abbildung 3.5: Beweis nach Schoppenhauer [Scheid and Schwarz, 2009, S.33]

Seine Methode basiert darauf, das Hypotenusenquadrat in fiinf verschiedene Vielecke zu zer-
legen, welche sich wiederum in die beiden Kathetenquadrate zusammenfiigen lassen. Die, aus
Abbildung 3.5 ersichtlichen, gleich nummerierten Vielecke, sind jeweils zueinander kongruent

und somit ist die Flachengleichheit der Quadrate bewiesen.

3.2.4 Beweis nach James Garfield

In der fritheren Zeit, als man noch kein Ansehen erlangte, wenn man sich mit Schwéchen
im Fach Mathematik rithmte, gab es auch unter Politikern zahlreiche Hobby-Mathematiker.
Einer von ihnen war der 20. Prasident der Vereinigten Staaten von Amerika, James Garfield
(1831-1888). Garfield bereicherte die Sammlung der Beweise des pythagoreischen Lehrsatzes
mit einem Beweis, der auf die unterschiedliche Berechnung des Flacheninhaltes eines Trapez
basiert (Abbildung 3.6).

Verwendet man die aus dem Schulunterricht bekannte Formel A = (@+¢)

2
halt A eines Trapez, so erhélt man fiir die Abbildung 3.6 angepasste Formel A = %2 (a+b).

-h fur den Fliachenin-
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Abbildung 3.6: Beweis nach Garfield [Scheid and Schwarz, 2009, S.34]

Ermittelt man dagegen den Fliacheninhalt A, indem man die Summe aller Dreiecksflachen
bildet, so fiithrt dies auf A = “7” -2+ 5F. Durch Gleichsetzen und Umformen erhalt man die
allgegenwirtige Formel a? + b = 2.

Algebraisch ausgedriickt:

Flacheninhalt Trapez = Summe der Dreiecks flachen

b -b .
@t -(a-l—b):aT-Z-i-%
(a+0b)? c?

5 —ab+2

a® + 2ab + b = 2ab + 2

a’ + b =c?

3.2.5 Beweis nach Leonardo da Vinci

Die in Abbildung 3.7 dargestellte Skizze eines Beweises vom Satz des Pythagoras wurde von
Leonardo da Vinci (1452-1519) angefertigt. Es gibt kaum ein Teilgebiet der Wissenschaft, in
welchem Leonardo keinen Beitrag geleistet hat. Er gehort somit zu einen der berithmtesten
Universalgelehrten aller Zeiten. Leonardo da Vinci lieferte beispielsweise wichtige Beitriage
in der Malerei, Astronomie, Ingenieurwissenschaft, Anatomie, Naturphilosophie und vielem
mehr [Herzfeld, 2014, S.2-3]. Auch der Mathematik schrieb er eine grofe Bedeutung zu. In
jedem seiner Werke investierte da Vinci viel Zeit, Schweifl und Geduld. Im nachstehenden
Beweis wird ersichtlich mit welcher prazisen Sorgfalt Leonardo vorging.

Die beiden Vierecke BUFA und BCFW aus Abbildung 3.7 sind kongruent. Es handelt
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E

Abbildung 3.7: Beweis nach Da Vinci [Scheid and Schwarz, 2009, S.34]

sich hierbei lediglich um eine 90° — Drehung um den Fixpunkt B. Folglich sind auch die
Sechsecke BUV DEA und BCAHFW flicheninhaltsgleich. Entfernt man nun aus jenen die
zueinander kongruenten Dreiecke AABC, AV DC und AW HF' kann man die Aussage des

pythagoreischen Lehrsatzes ablesen.

3.2.6 Beweis nach Euklid

Kommen wir nun zur wohl bekanntesten Vorgehensweise um den Satz von Pythagoras zu
beweisen. Fuklids Beweis gilt offiziell als erster Beweis des Lehrsatzes. Man findet diesen
in Euklids Elemente. Der Beweis ist etwas aufwendiger aber mit einem ganz besonderen
Charme gefiihrt worden und kann somit nicht mit den bisherigen Beweisskizzen verglichen
werden. Der Beweis von Euklid beruht darauf, dass Dreiecke mit gleicher Grundseite und
gleicher Hohe auch den gleichen Flacheninhalt besitzen. Wie man in Abbildung 3.8 sehen
kann, édndert sich dabei weder die Lange g noch die Hohe h und somit gilt, dass Scherungen
flicheninhaltstreue Abbildungen sind.

Mit dieser Erkenntnis kann man nun den Beweis des Satzes von Pythagoras nach Euklid
nachvollziehen. Die in Abbildung 3.9 dargestellten Dreiecke AEAC und AEAB besitzen
den gleichen Flécheninhalt. Das Dreieck AEFAB geht lediglich durch eine Scherung an der

Achse gga hervor.
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A
v £

- g o
- L

Abbildung 3.8: Fléacheninhaltstreue

D

H G
Abbildung 3.9: Beweis nach Euklid [Scheid and Schwarz, 2009, S.35]

Zudem sind die Dreiecke AFAB und ACAH zueinander kongruent. Das Dreieck AEAB
wird lediglich durch eine 90° — Drehung um den Fixpunkt A in ACAH tberfiithrt. Insbe-
sondere stimmt der Flédcheninhalt von AC AH mit dem des Dreiecks AFAH tiberein, da sie
die gemeinsame Grundseite AH besitzen und ihre Hohe dieselbe Linge AF beanspruchen.

Schlieflich sind die Dreiecke AFAC und AFAH flicheninhaltsgleich und somit besitzen
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auch das Quadrat ACDFE und das Rechteck FAHG denselben Flicheninhalt. Diese Beob-
achtung ist auch unter dem Namen Kathetensatz bekannt, welcher im Rahmen des Kapitels
5 im Abschnitt 5.1.1 genauer ergriindet wird.

Mit der Folgerung, dass das Quadrat AC DFE iiber der Kathete AC' des rechtwinkligen Drei-
ecks AABC und das Rechteck FAHG flichengleich sind, ist der Kathetensatz nach Euklid
gezeigt.

Ausgehend vom Kathetensatz kann nun auch die Giltigkeit vom Satz des Pythagoras be-
werkstelligt werden. Das Kapitel 5 (Abschnitt 5.1.1) bietet eine detaillierte Behandlung der
geltenden Implikation Kathetensatz = Satz des Pythaogras.

Die Anwendung des Kathetensatzes auf die beide Katheten AC und BC' (Abbildung 3.10)

liefert die gewiinschte Aussage vom Satz des Pythagoras.

D

H G W

Abbildung 3.10: Kathetensatz = Satz des Pythaogras [Scheid and Schwarz, 2009, S.36]

In Abbildung 3.10 kann man erkennen, dass sich das Quadrat HABW ftber der Hypotenuse
AB des rechtwinkligen Dreiecks ABC' aus den Rechtecken HAFW und GF BW zusammen-
setzt. Die Seitenldngen der Rechtecke ergeben sich aus der Linge der Hypotenuse und den

jeweiligen Hypotenusenabschnitten AF und BF.
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Demnach gilt:

AC® + BC® = AF - AH + BF - BW
— AF -AB + BF - AB
— (AF + BF) - AB
= AB-AB
~ 4B

Somit ist des Satz von Pythagoras nach Euklid bewiesen.

Wie man erkennen kann, handelt es sich beim Satz des Pythagoras tatsachlich um einen

beliebten Satz, an dessen Beweis sich Personen aus verschiedenen Berufszweigen wagten.

22



4 Die pythagoreischen Zahlentripel

Die Informationen fiir die Bearbeitung des folgenden Kapitels wurden aus [Sturm, 1917],[Bouw, 2009]

und [Herrmann, 2013] geschopft.

Als Paradebeispiel fir den Satz des Pythagoras gilt das Dreieck mit den Seitenléngen 3,4
und 5. Es gibt aber eine unendliche Menge an Tripeln, welche dem Satz des Pythagoras
gerecht werden [Mankiewicz, 2000, S.22]. Diese Tripel werden auch pythagoreischen Zahlen-

tripel genannt.

Definition 2 (Pythagoreische Tripel) FEs seien x, y und z natiirliche Zahlen. Man nennt
z, y, z pythagoreische Tripel, falls sie die nachstehende Diophantische Gleichung erfiillen

4.1 Herleitung und Erzeugung der pythagoreischen
Zahlentripel

1. Eine Moglichkeit um unendlich viele pythagoreische Zahlentripel (x,, ¥y, 25) zu finden
ist folgende:
Fiir n € N betrachte man die Zahlenfolgen

Thn=2n+1, yp=2n(n+1), zo, =2n(n+1)+1

Ausgangspunkt dieser Herangehensweise, zur Ermittlung pythagoreischer Zahlentri-
pel, ist das altbekannte Zahlentripel (3,4, 5), welches offensichtlich die Diophantische
Gleichung erfiillt. Um die Grundidee der Entstehung dieses Algorithmuses besser zu

verstehen, bendtigt man die nachstehende Definition.
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Definition 3 [Primitives pythagoreische Tripel] Ein pythagoreisches Zahlentripel (x,y,z)
heifit primitiv, falls g9T(x,y,2)=1 ist.

Aus obiger Definition kann man ableiten, dass x und y nicht gleichzeitig ungerade sein

konnen. Daraus folgt, dass z eine ungerade Zahl sein muss.

Es gilt:

x1:32:9:4—|—5:y1+21

Betrachtet man nun systematisch die Folge der ungeraden Quadratzahlen, erhélt man
weitere pythagoreische Zahlentripel. Die néichste ungerade Quadratzahl von 3% = 9 ist
52 = 25.

Somit gilt:

$2:52:25:12+13:y2+22
T3 =T>=49 = 24 + 25 = y3 + 23 W.S.W.

Man kann erkennen, dass man aus dem Quadrat von x, die weiteren Zahlen y, und z,
als Summe einer geraden und einer ungeraden Zahl ermitteln kann.
In Tabelle 4.1 sind die ersten pythagoreischen Zahlentripel, welche aus dem zuvor

beschriebenen Prozedere hervorgehen, aufgelistet.

nlrz,=2n+1|22yn=2nn+1) | 2z,=2n(n+1)+1
1 3 9 4 5
2 5 25 12 13
3 7 49 24 25
4 9 81 40 41
5 11 121 60 61

Tabelle 4.1: Erste pythagoreische Zahlentripel

2. Eine weitere Moglichkeit zur Auffindung pythagoreischer Zahlentripel liefert uns fol-

gender einparametriger Losungsansatz:
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Fiir ungerades m € N sei

Ly Loy
n— = — 1 s n = , n— = 1
T = 5 (n ), Yn=m, 2 5 (n"+1)
Prokolos schreibt diese Problemlosestrategie den Pythagoreern zu.

Eine Herleitung dieses Verfahrens ergibt sich aus der Tatsache, dass man aus einem

Quadrat durch Anhéngen eines Binoms das Folgequadrat erhélt
(m+172=m*+(2m+1)

Die Giltigkeit der Gleichung ist schnell mittels Vollstandiger Induktion iiber m € N
gezeigt.

Ersetzt man in der vorherigen Gleichung (2m + 1) mit n? und stellt in dieser anschlie-
Bend m bzw. m + 1 frei, so erhélt man
n?—1 n® + 1

d 1=
5 un m + 5

m =

Durch Substitution ergibt sich das Pythagoreische Tripel

n?+1\ 2, n? -1\
=n
2 2

In der nachstehenden Tabelle 4.2 sind die ersten Tripel dieses Types angegeben.

n|an ="y =n| 2 ="
3 4 3 )
) 12 ) 13
7 24 7 25
9 40 9 41
11 60 11 61

Tabelle 4.2: Verfahren nach den Pythagoreer

3. Ein Vielfaches der zuvor beschriebenen Herleitung stellt ebenfalls eine Methode zur

Auffindung von pythagoreischen Zahlentripel dar und ist dem Platon zuzuschreiben.
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Es handelt sich also um die Tripel (zy, yn, 2n), welche folgendermaflen erzeugt werden:

To=n>—1, yo=2n, zz=n’+1

Tabelle 4.3 beinhaltet die ersten Zahlentripel, welche aus der Herleitung nach Platon
hervorgehen. Aus Tabelle 4.2 und 4.3 wird ersichtlich, dass man fiir ungerades n € N
mit der Methode nach Platon keine neuen pythagoreische Zahlentripel erhalt, sondern

lediglich das Doppelte der Tripel aus Punkt 2.

nlay,=n>=1|ya=2n|2,=n>+1
2 3 4 )
3 8 6 10
4 15 8 17
5 24 10 26
6 35 12 37

Tabelle 4.3: Verfahren nach Platon

Fir gerades n € N erzeugt man drei Zahlen, deren grofiter gemeinsamer Teiler 1 ist.
Das heifit ggT'(zy, Yn, 2n) = 1. Laut Definition 3 handelt es sich hierbei um primitive
pythagoreische Zahlentripel.

. Die letzte erwahnenswerte Methode zur Bestimmung pythagoreischer Zahlentripel, wel-
che angefithrt wird, bevor wir zur allgemeinen Herleitung nach Euklid iibergehen, be-
ruht auf den Satz des Pythagoras. Es sei (a, b, ¢) ein primitives pythagoreisches Zah-

lentripel, wobei a und ¢ ungerade sind und b gerade. Dann gilt

C+ ==V =c—a"=(c—a)(c+a)

Da b gerade ist, besitzt b* den Teiler 4. Aus diesem Grund kann man fiir a,b,c € Z

folgende Faktorisierung vornehmen

<b>2:c—a.c+a *

Weil ¢ und a nach Voraussetzung teilerfremd sind, sind auch (¢ — a) und (¢ + a)
teilerfremd. Da auf der linken Seite in % ein Quadrat steht, muss auch die rechte Seite

ein Produkt aus zwei Quadraten sein. Man kann somit folgenden Ansatz machen
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Durch Einsetzen und Auflésen liefert dies fiir m € Z und m > n die Darstellung

a=m?>—n% b=2mn; c=m?+n’

Sie stellt eine 2-parametrige Losung dar, wie sie auch Euklid verwendet.

. Satz 1 (Euklid) Sei (z,y,2) ein primitives pythagoreisches Zahlentripel mit geradem

y. Dann kann man (z,y,z) in folgender Darstellung angeben

r=m?—n? y=2mn, z=m>+n’

mit m,n € N teilerfremd und m > n > 0, wobei deren Differenz m-n ungerade ist.

Dieses Vorgehen wird von Euklid in den Elementen (Band IX,§28,29) beschrieben

und war vermutlich bereits den Babyloniern (ca. 1500 v. Chr.) bekannt.

i Beweis: Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Nachrechnen:

22 2 = (m? —nH? + 2mn)? = m* — 2m?*n? + n* 4 4m?n?

=m* +2m*n® + n' = (m* +n?)? = 2°

ii Herleitung der Formel (geometrische Beweis): Die Darstellungsform z2 + y? = 22
kann durch Division mit 22 in die Darstellung ;”—; + Z—j = 1 iiberfithrt werden. Diese
Darstellung wird in der Mathematik auch Kreisgleichung genannt.

Sei (x,y,z) ein primitives pythagoreisches Zahlentripel und (£,%) =: (p,q) €
Q x Q. So gilt
P =1

Der Punkt (p, ¢) liegt offensichtlich auf dem Einheitskreis.

Fir p,g € Q sei nun (p,q) # (1,0) ein Punkt auf dem Einheitskreis. Wir be-
trachten die Gerade g, welche durch die zwei Punkte (p, ¢) und (1,0) gegeben ist
(Abbildung 4.1).
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-1.5

Abbildung 4.1: Gerade g durch (p,q) und (1,0) geschnitten mit dem Einheitskreis

Die Gerade g ist also gleich

[Pauer, 2017, S. 82]

bzw. gegeben durch die Gleichung

Diese schneidet die y — Achse im Punkt (O, ﬁ). Fiar t = ﬁ gilt g =t(1 —p).

Wir berechnen die Schnittpunkte der Geraden g mit dem Einheitskreis (Abbildung
4.1)

l=p’+¢@ e 1=p"+1-p)
S0=p*+t2 —2pt? +p*t* — 1
S0=(1+p* - 2t*p+t* -1
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Durch geeignetes Umformen (quadratisches Erginzen) erhélt man

12 1
= +
1442 1442

p

Daraus folgt, dass
-1 2t
f— 1 f—y _
(p,q) = (1,0) oder (p,q) <t2+1,t2+1>

Nach Voraussetzung ist (p,q) # (1,0) und somit lassen sich die Punkte des Ein-

heitskreise folgendermafien mit nur einem Parameter darstellen

( )_<x y)_ ?2—-1 2t
PO=\77) " 2+17¢2+1

Sei t € QQ eine rationale Zahl mit 0 < ¢ < 1. Fir n, m € N sei ¢ also ein Bruch der

Form ¢ = 7, wobei n < m.

Nach einer kleiner Zwischenrechnung erhalt man
?—-1 2t m? —n?  2mn
P, q0) = | 3 ' 12 - 2 2002 2
te+1 t=+1 m*+n‘ m*+n

Aus diesem Grund kann man durch den Ansatz

r =m?—n? Yy = 2mn; 2z =m?+ n?

alle pythagoreischen Zahlentripel (x,y,z) ermitteln.

Aufgrund der Tatsache, dass man die nattirlichen Zahlen m und n, abgesehen von der Be-
dingung m > n > 0, beliebig wéahlen kann, existieren unendlich viele pythagoreische Zahlen-

tripel.
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5 Anwendungsbereich des Satzes

Der Satz des Pythagoras ist viel mehr als nur eine "Formel'. Er zeigt typisch mathematische
Denk- und Verhaltensweisen. Zudem gilt er als Vorzeigebeispiel wie Satze der Mathematik
verallgemeinert und erweitert werden konnen und stellt eine Quelle fiir weitere mathema-
tische Problemstellungen dar. Zusammenfassend reprasentiert der Satz des Pythagoras den
universellen Charakter der Mathematik. [Weigand et al., 2018, S.7-§]

Das nachstehende Kapitel dient dazu, die Notwendigkeit und Vielfaltigkeit des pythagorei-
schen Lehrsatzes zu verdeutlichen. Wie bereits angesprochen wagten sich zahlreiche Personen
den Satz des Pythagoras auf ihre eigene Art zu beweisen. Andere benutzten den Satz um
Folgesitze zu finden oder die Giiltigkeit ihrer eigenen Satze zu zeigen. Eine umfassende Be-
handlung dieses Kapitels wiirde den Rahmen der vorliegende Arbeit sprengen. Aus diesem

Grund wird versucht einen nachvollziehbaren Uberblick zu kreieren.

5.1 Langen im rechtwinkligen Dreieck

Fiir die Verfassung des nachstehenden Abschnitts wurden die Biicher [Weigand et al., 2018],
[Agricola and Friedrich, 2005] und [Zeuge, 2018] verwendet.

5.1.1 Die Satzgruppe des Pythagoras

Die Satzgruppe des Pythagoras umfasst neben dem Satz des Pythagoras (FElemente,],§47-
48), den Kathetensatz des Euklid (Elemente,],§47) und den Hohensatz des Euklid (Elemen-
te,VI1.§8). Alle drei Sétze sind eng miteinander verbunden. Aus dem Kathetensatz erhalt

man den Satz des Pythagoras und aus diesem folgt der Hohensatz.

Der Satz des Pythagoras und dessen Umkehrung

Der Satz des Pythagoras wurde bereits im Kapitel 3 (Definition 1) genannt und ausfiithrlich
behandelt.
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Die Umkehrung des Satzes wird im folgenden Satz angefiihrt.

Satz 2 [Umkehrung des Satzes des Pythagoras] Es sei ein Dreieck mit den Seitenlingen
a,b,c und es gelte

a? +b* = c?
dann ist das vorliegende Dreieck ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse c

[Agricola and Friedrich, 2005, S.18]

Beweis: Es sei ein Dreieck AABC mit den Seitenldngen a,b und ¢ und es gelte der Satz des
Pythagoras (Abbildung 5.1 (Dreieck weif}))

a?+ b2 =2

>

Abbildung 5.1: kongruente rechtwinklige Dreiecke AABC und AA'B'C’

Wir betrachten nun ein rechtwinkliges Dreieck AA’B'C” (Abbildung 5.1 (Dreieck grau)) mit
den Katheten a, b, der Hypotenuse ¢ und dem rechten Winkel /. Das rechtwinklige graue
Dreieck stimmt also in zwei Seitenléngen mit dem weiflen Dreieck tiberein.

Die Hypotenusenlange lasst sich mit dem Satz des Pythagoras
a’ + b = ?

bestimmen.

Somit gilt nach Voraussetzung ¢ = c.
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Das heifit die beiden Dreiecke AABC und AA’B’'C’ stimmen in drei Seitenldngen iiberein
und sind somit nach den Kongruenzsatz kongruent. Insbesondere miissen sie auch in den
Innenwinkeln tibereinstimmen. Es gilt also v = 4 = 90°. Somit ist das Dreiecke AABC

auch rechtwinklig.

Der Kathetensatz des Euklid

Abbildung 5.2: Kathetensatz des Euklid [Zeuge, 2018, S.23]

Satz 3 (Kathetensatz des Euklid) Es sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
a,b und der Hypotenuse c. Der Lotfuflpunkt (Hohe des Dreiecks) teilt die Hypotenuse in die
Strecken q und p. FEs gilt:

ad=c-p und V*=c-q

In Worten: Das Quadrat tiber der Kathete a eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem
Produkt aus der Hypotenuse ¢ und der Strecke p. Das Quadrat tiber der Kathete b entspricht
dem Produkt aus der Hypotenuse ¢ und der Strecke q (Abbildung 5.2).

Anders formuliert: Das Quadrat tiber den Katheten a und b ist flacheninhaltsgleich mit dem

Rechteck der Seitenlingen ¢ und p, bzw. ¢ und q.
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Beweis: In Abbildung 5.3 kann man drei rechtwinklige Dreiecke erkennen und es gelte der

Satz des Pythagoras

a+ b2 =c?
h2+q2:b2
B2 4+ p? =

Zudem folgt aus q + p = ¢, dass (¢ + p)? = ¢? ist.

Abbildung 5.3: Drei rechtwinklige Dreiecke

Durch Umformung und Einsetzung erhilt man

0’ = =0 =(q+p)°— (W +¢) = +2pq+p* — (0 = p* + ¢°)
= ¢ +2pq+p* —a® +p* — ¢* = 2p* + 2pq — @
& 2a* = 2p° 4 2pq

= a®> =p(p+q) =pc

Analog wird b? = ¢ - ¢ gezeigt.

Aus dem Kathetensatz erhédlt man unmittelbar den Satz des Pythagoras

@V = (g+pfc=¢
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Der Hohensatz des Euklid

q-p

Abbildung 5.4: Hohensatz des Euklid

Satz 4 (Hohensatz des Euklid) Es sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten a,b
und der Hypotenuse c. Der Lotfuflpunkt (Hohe h des Dreiecks) teilt die Hypotenuse in die
Strecken q und p. Dann gilt:

W=p-q

In Worten: Das Quadrat tiber die Hohe h ist gleich dem Produkt aus den Hypotenusenab-
schnitten p und q (Abbildung 5.4).

Anders formuliert: Das Quadrat tiber die Hohe h ist flicheninhaltsgleich mit dem Rechteck

der Seitenlingen p und q.
Ebenso gilt die Umkehrung: Gilt in einem Dreieck der Hohensatz, so ist es rechtwinklig.

Beweis: Es gelten dieselben Voraussetzungen wie im Beweis des Kathetensatzes (Abbildung
5.3).

Durch Umformung und Einsetzung erhélt man wiederum

0= o (W +p?) + (h®+ ¢2) = (¢ +p)?
SR +p+R+ ¢ =¢ +2pg+p°
& 2h% = 2pq
& h? =pq
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Der Hohensatz des Euklid folgt also unmittelbar aus dem Satz des Pythagoras.

Systematischer Zusammenhang der drei Satze

Man kann nun leicht nachpriifen dass folgende Implikationen gelten
Kathetensatz = Satz des Pythagoras = Hohensatz = Kathetensatz

Bewers:
Kathetensatz = Satz des Pythagoras: Durch die Addition von a? = ¢-p und b* = ¢ - ¢
folgt unmittelbar der Satz des Pythagoras

>+ =c-ptc-q=c-(ptq) =c-c=c

Satz des Pythagoras = Hohensatz: Addiert man die beiden Gleichungen a® = h? + p? und
b> = h? + ¢* (Abbildung 5.3) erhélt man

a? 4+ 0> = 2% 4 p* + ¢ (5.1)
Zudem gelte A+ =c=(p+q)’ (5.2)

Durch Gleichsetzung von (5.1) mit (5.2) ergibt sich der Hohensatz

20+ p°+ > =(p+q)° 20 +p*+¢* =p* + 2pq + ¢
& 2h? = 2pg < h? = pq

Hohensatz = Kathetensatz: Mit Hilfe der Abbildung 5.3 und dem Hohensatz erhélt man
=0 +p’=p-q+p’=plg+p) =p-c

und
V=m+q¢=pq+q@=qlp+q) =q-c
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Verwendung der Satze im Schulunterricht

Alle drei Satze werden im Schulunterricht primér zur Bestimmung fehlender Seiten in recht-
winkligen Dreiecken verwendet.

Dabei wird die "Formeléntweder auf die zu bestimmende Seite umgeformt; zum Beispiel folgt
aus a® + b* = ¢, dass ¢ = Va2 4+ b2 baw. a = v/ — b2 bzw. b = v/ — a? gilt, oder in eine
Gleichung mit einer Unbekannten tiberfiihrt und anschliefend die Losungsmenge bestimmt.

Zum Beispiel

Gegeben : p =4
h=28
Gesucht : q

Nach dem Héhensatz des Euklid gilt A2 = p - ¢ und somit
Rr=p g=>8=4.-¢q=64=4-q=>q=16

Hinweis: Der Anwendungsbereich kann auf beliebige ebene Figuren erweitert werden, indem
man die Figuren in rechtwinklige Dreiecke zerlegt. In Abbildung 5.5 wird beispielsweise die

Zerlegung eines Trapez in rechtwinklige Dreiecke dargestellt.

Abbildung 5.5: Zerlegung eines Trapez in vier rechtwinklige Dreiecke
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5.2 Anwendung in Korpern

Die Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes ist auf die Berechnung von Langen innerhalb
jeglichen Korper erweiterbar. In jedem mathematischen Korper verstecken sich zahlreiche
rechtwinklige Dreiecke. Das grundlegende Konzept besteht im Erkennen von rechtwinkligen
Dreiecken. Mit Hilfe dieser Vorgehensweise kann man fehlende Léangen, welche zur Berech-
nung einer Fliache oder des Volumens benétigt werden, ermitteln. In Abbildung 5.6 wird
anhand einer Pyramide die Vielfédltigkeit der Einschreibung von rechtwinkligen Dreiecken
verdeutlicht.

Abbildung 5.6: Rechtwinklige Dreiecke, eingeschrieben in quadratische Pyramiden

5.3 Irrationalitat

Die Entdechung der Irrationalitét fithrte zur ersten bewusst durchgefiihrten Zahlbereichser-
weiterung in der Geschichte der Mathematik [Eschenburg, 2017, S.7]. Die Entdeckung dieser
neuen Zahlen wurde den Griechen zugeschrieben. Beim Versuch die Arithmetik der ratio-

nalen Zahlen auf eine geometrische Problemstellung anzuwenden, fiihrte zu einer Krise im
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Versténdnis der bisherigen Mathematik. [Maor, 1989, S.63]
Ob tatsdchlich Pythagoras die Irrationalitédt entdeckte oder einer seiner Anhénger ist eine

umstrittene Frage.

\ 1

Abbildung 5.7: Gleichschenkliges, rechtwinkliges Dreieck (a=b=1)

Ausgehend von einem gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a = b =1
und der Hypotenuse ¢ (Abbildung 5.7), stieB man auf die Inkommensurabilitédt der Einhei-
ten.

Die Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes auf das in Abbildung 5.7 dargestellte Drei-

eck, liefert

124+12=¢*
14+1=¢
2 =¢?

V2=c

Die Griechen nahmen an, dass es sich bei /2 um eine rationale Zahl handelt. Bis zu diesem
Zeitpunkt kannte die Menschheit keine anderen Zahlen. Eines Tages machte ein Mitglied der
Pythagoreer, vielleicht Pythagoras selbst, die Entdeckung, dass v/2 und die gegebene Einheit
inkommensurabel sind. Das Bedeutet, die Einheiten haben kein gemeinsames Maf. Dies ist
gleichbedeutend zur Aussage, dass sich v/2 nicht als Bruch zweier ganzen Zahlen darstellen
lasst. Man stiefl auf eine Zahl, die man weder den ganzen Zahlen zuordnen konnte, noch als
Verhéltnis ganzer Zahlen darstellbar war. [Maor, 1989, S.64]

In anderen Worten ausgedriickt: Die Aufgabe 22 = 2 liefert keine Losung im Zahlenbereich
der rationalen Zahlen [Jones, 1956, S.285].
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Geben wir nun einen Beweis dafiir, dass es sich bei /2 tatséchlich nicht um eine rationale
Zahl handelt. Der Beweis geht auf Pythagoras zuriick und stellt einen Widerspruchsbeweis
dar.

Beweis: Annahme: /2 ist rational
Wenn /2 eine rationale Zahl ist, dann lisst sie sich als Bruch zweier ganzer Zahlen z und n
darstellen. Es gilt v/2 = Z, wobei ggT'(z,n) = 1 ist. Demnach gilt

22
2=" =270 (5.3)

n2
Daraus folgt, dass 2% gerade ist und somit auch z gerade. Demzufolge lisst sich z als 2 - k&
mit £ € N schreiben.
Durch Einsetzung in (5.3) erhdlt man

2-kP?=2-n"e4-k¥=2-n"2 .k =n?

Daraus ergibt sich, dass n? gerade und somit auch n gerade ist. Das heifit z und n besitzen
den gemeinsamen Teiler 2. Dies liefert aber einen Widerspruch zur getroffenen Annahme,
dass ggT(z,n) = 1 gilt und somit kann /2 nicht rational sein. [Wiedijk, 2004, S.380]

Ezkurs: Der Zahlenwert /2 ist unmoglich exakt zu berechnen, da hierfiir unendlich viele
Dezimalstellen benétigt werden. Jedoch existieren mehrere Algorithmen den Wert beliebig
genau zu approximieren. Abbildung 5.8 liefert eine Methode den Wert v/2 exakt als Punkt

entlang der Zahlengerade darzustellen.

0.5 1

Abbildung 5.8: Darstellung der Zahle /2 mit Hilfe der Zahlengeraden
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Zunachst wird das Einheitsquadrat (Quadrat mit den Seitenlédngen 1) und dessen Diagonale
gezeichnet. Anschlieflend wird ein Kreis mit den Mittelpunkt (0,0), dessen Radius die Lange
der Diagonale misst, gezogen. Die Schnittstelle des Kreises mit der x-Achse stellt die gesuchte
Zahl v/2 an der Zahlengerade dar.

5.4 Der groBe Fermatsche Satz

Die Ideen fiir diesen Abschnitt wurden aus [Aigner and Behrends, 2016] ermittelt.

Pierre de Fermat (1601-1665) war ein franzosischer Mathematiker und Jurist. Fermat stellte
um das Jahr 1673 die Vermutung auf, dass es fiir eine natiirliche Zahl n mit n > 2 keine von

Null verschiedene, ganze Zahlen x,y, z gibt, welche der Gleichung

n

xn_i_yn:Z

genugen.

5.4.1 Wie kam es zu dieser Vermutung?

In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a,b und der Hypotenuse c¢ gilt nach
Pythagoras

a® +b* =

Die Groflen miissen dabei nicht zwingend ganzzahlig sein. Beispielweise folgt aus a = 2 und
b = 3, dass die Hypotenuse ¢ den Wert v/13 ~ 3, 6056 annimmt.

Die Frage ob es positive, natiirliche Zahlen gibt, welche die Gleichung a?+0? = ¢? erfiillen, ist
mit Ja zu beantworten. Dabei handelt es sich namlich um die pythagoreischen Zahlentripel,
welche im Kapitel 4 genauer erlautert wurden.

Im Hinblick auf die pythagoreischen Zahlentripel stellte sich Fermat die Frage, wie viele
Zahlentripel (x,y, z) es fiir n > 3 gibe, wenn z,y, z positive, natiirliche Zahlen sind.
Fermat kam nach griindlicher Untersuchung zum Entschluss, dass es kein einziges Zahlen-
tripel (x,y, z) gibt, welches die zuvor genannten Bedingungen erfiillt. Diese Erkenntnis lief3

er dann in seinem Werk Arithmetica einflieflen.
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5.4.2 Beweisskizze

Fermats Beobachtungen konnte man nur einen Beweis fiir n = 4 entnehmen. Er verwendete
dabei seine Methode des unendlichen Abstiegs. Ausgehend von einem Tripel (z,y,z) aus

positiven, natiirlichen Zahlen, welche der Gleichung

geniigen, nahm er noch ein weiteres Tripel (x1, 91, 2z1) mit denselben Voraussetzungen und

den Eigenschaften

4 4 4
T Ty =2

und x1 <,y <Y,z < 2

Fermat fuhr auf diese Weise fort und fand unendlich viele Zahlentripel, welche einerseits
die Gleichung z* + y* = 2* erfiillen, andererseits immer kleiner werden. Sie kénnen sogar
beliebig klein werden. Dies stellt einen Widerspruch zur getroffenen Annahme, dass es sich
um positive, natiirliche Zahlen handelt.

Nach Fermats Tod versuchten sich viele Mathematiker daran, den Beweis der Fermatschen
Vermutung zu vervollstdndigen. Unter ihnen waren Mathematiker wie Leonhard Euler, Peter
Gustav Lejeune Dirichlet und Augustin Louis Cauchy. Dank der vielen Mathematiker kennt
man heute die Beweise des letzten Fermatschen Satz fir n = 3n = 5n = 7 und n = [,
wobei [ eine Primzahl kleiner 100 (mit Ausnahme von 37, 59, 67) ist. Trotzdem gibt es einige

"Fermat-Gegner', welche die Giiltigkeit der Fermatschen Vermutung anzweifeln.
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5.5 Euklidische Abstand

Der Abstand AB (Abbildung 5.9) zweier Punkte A = (aj,a2) und B = (by,by) im R?,
genauer gesagt, im kartesischen Koordinatensystem (orthogonales System), ist nach dem

Satz des Pythagoras

E = \/(bl — a1)2 — (bg — a2)2

[Pauer, 2017, S.102]

2 by —ap

Abbildung 5.9: Euklidische Abstand im kartesischen Koordinatensystem
Diese Definition ist auf ganz R"”, bzw. dem euklidischen Raum erweiterbar. Dadurch wer-

den euklidische Raume zugleich metrische Rdume. Der Abstand PQ zweier Punkte P =

(x1,x9,...,xy) und Q = (y1,Ys2, ..., Yn) ist in diesem Fall folgendermaflien definiert

Pin\/(y1—x1)2+(y2—x2)2+---+(yn—xn)2

[Agricola and Friedrich, 2005, S.1]

5.6 Trigonometrische Pythagoras

Fiir die trigonometrischen Funktionen sind zahlreiche Identitdten bekannt.

Dieser Abschnitt beschéftigt sich speziell mit dem sogenannten Trigonometrischen Pythago-
ras [Leppmeier and Wills, 2013, S.33]. Die Aufarbeitung der folgenden Definitionen bedurfte
das Skriptum [Hell, 2012].
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Zunéchst betrachten wir den Einheitskreis. In der Mathematik wird als Einheitskreis, ein
Kreis im R? mit Radius 1 um den Koordinatenursprung verstanden. Der Einheitskreis ent-

spricht der Menge
St ={(z,y) eR*: 2® + 4> =1}

Werden die Winkel im Bogenmafl angegeben, betrigt der Umfang des Einheitskreis 27. Die
Drehung des Punktes (1,0) um den Winkel ¢ liefert den Punkt P, € S' am Einheitskreis
(Abbildung 5.10).

Py = (cosp, sinp)

¢ (1,0)

Abbildung 5.10: Sinus und Cosinus am Einheitskreis

Fir ¢ > 0 wird eine Drehung im Gegenuhrzeigersinn und fiir ¢ < 0 eine Drehung im
Uhrzeigersinn verstanden. Die erste Koordinate des Punktes P, bezeichnen wir als Cosinus

des Winkel ¢ und die Zweite als Sinus von ¢. Hiermit werden die reellen Funktionen
cos: R — [—1,1] : p > cosp und sin: R — [—-1,1]: p = sing
am Einheitskreis definiert.
Mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes kann die Giiltigkeit der Elementaren Identitdt
sin? o + cos? o = 1

leicht nachgepriift werden.
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Py = (cosp, sinp)

Abbildung 5.11: Elementare Identitdt: Satz des Pythagoras

Abbildung 5.11 liefert eine Beweisskizze fiir den Trigonometrischen Pythagoras.

5.7 Betrag einer komplexen Zahl

Die Definitionen fiir die Verfassung des Abschnittes wurden aus [Pauer, 2013, S.101] und
[Hell, 2012, S.35] entnommen.

Sei R der Korper der reellen Zahlen. Die Menge R x R bildet mit der Addition
+ R R? = R?: (1, 41), (22, 92)) = (21,91) + (22, 92) := (21 + T2, 41 + y2)
und der Multiplikation

i RPx R R (z1,91), (22,92)) = (x1,y1) - (T2, ¥2) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

den Korper der komplexen Zahlen, welcher mit C bezeichnet wird.
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Fir z = (z,y) € C schreiben wir z = x + iy := (z,0) + i(y,0), wobei x,y € R sind. Dabei
nennt man Re(z) := x und Im(z) := y den Realteil, bzw. den Imagin&rteil von z. Die

konjugiert komplexe Zahl zu x+1y lautet x—iy und wird durch Z = x + 1y = xr—1y angegeben.

Komplexe Zahlen konnen mit Hilfe der Gauf’schen Zahlenebene als Punkte dargestellt wer-
den. Dabei wird der Realteil auf der waagrechten, und der Imaginarteil auf der senkrechten

Achse aufgetragen.
Satz 5 Fliir jede komplexe Zahl z liefert

z-Z = |z* = Re(2)* 4+ Im(2)?
eine (nicht negative) reelle Zahl
Definition 4 (Betrag einer komplexen Zahl) Sei z = z + iy € C eine komplexe Zahl.
Die (nicht negative) reelle Zahl

2| = \/2? + 3

nennt man den Betrag der komplexen Zahl z € C.

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar durch nachrechnen

2=z z=(z+iy) - (x—iy) = 2 + ¢

=|z| = 2?2 + y?

Aufgrund des pythagoreischen Lehrsatzes wird der Betrag einer komplexen Zahl z = x +
iy mit dem Abstand von z zum Nullpunkt identifiziert. Die Begrindung kann man aus
Abbildung 5.12 herleiten.
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z = (2,y)

Abbildung 5.12: Darstellung der komplexen Zahl z = z + iy in der Gauf3’schen Zahlenebene

5.8 Skalarprodukt

Die Ideen fiir die nachstehenden Definitionen wurden aus [Pauer, 2017] geschopft.

Definition 5 (Skalarprodukt) FEin Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V ist eine
Funktion

(—,=): VXV =R: (v,w) — (v,w)

welche je zwei Vektoren v,w € V' eine reelle Zahl (v, w) zuordnet und folgende Eigenschaften

besitzt:
e Symmetrie: Yv,w € V gilt (v, w) = (w,v)

e Bilinearitit: Yu,v,w € V und Ve, d € R gilt

(u, c(v+w)) = c(u,v) + clu, w)
und  (d(u+v),w) = d{u, w) + d(v, w)

e positiv Definitheit: Yv € V mit v # 0 ist (v,v) >0

Ist auf einem reellen Vektorraum ein Skalarprodukt definiert, liefert dies einen einfachen

Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes.
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Man wahlt zwei Punkte v und w entlang der Koordinatenachsen eines rechtwinkligen Ko-
ordinatensystems (Abbildung 5.13). Daraus folgt, dass (v, w) = 0 ist. Die Berechnung des

Quadrats des Abstandes von v zu w liefert das gewiinschte Ergebnis
||U - u)“2 - <U —w,v — U}> = <U7U> - <U7w> - <U),U> + <U),U)> - ||U||2 + Hw||2

Der Beweis nutzt dabei die Symmetrieeigenschaft des Skalarprodukts aus.

[lv = wl]

]| v

Abbildung 5.13: Beweisskizze: Satz des Pythagoras mittels Skalarprodukt

Umgekehrt kann man mit Hilfe vom Satz des Pythagoras das Skalarprodukt zweier Punkte

motivieren.

Im R? sind zwei Punkte A = (z1,y;) und B = (z9,y2) gegeben. Mit Hilfe des pythagoreischen
Lehrsatzes kann man nachpriifen ob die Gerade durch 0 und A orthogonal zur Geraden durch
0 und B steht.

Nach Satz 1 gilt in einem rechtwinkligen Dreieck die Beziehung AB® =0A% + 0B°. Wendet

man nun den Abstandsbegriff, wie im Abschnitt 5.5 definiert, an, erhélt man

rechtwinkliges Dreieck < AB- = 0A° + 0B
& (xy—22)’ 4+ (y1 — 12)? = (2° + 22°) + (n® + 42°)
& (212 + 12%) + (yi® + v2°) — (2m1m9 + 20190) = (112 + 222) + (y1° + y27)
S 2122 +Y1y2 =0
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Die beiden Geraden stehen also genau dann orthogonal zueinander, wenn
1% + y1y2 =0

gilt (Abbildung 5.14).

= (z1,91)

B := (29,y9)

Abbildung 5.14: Beweisskizze: Satz des Pythagoras zum Skalarprodukt

Somit kann man das Skalarprodukt der beiden Punkte A und B durch

A-B =120+ 1192

definieren.
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6 Verallgemeinerungen vom Satz des

Pythagoras

Im vorherigen Kapitel wurden primére Anwendungsbereiche des pythagoreischen Lehrsatzes
erlautert. Innerhalb diesem Kapitel wird der Satz noch weiter vertieft, um dem Leser bzw.
der Leserin einen zusétzlichen Einblick in die Welt des pythagoreischen Lehrsatzes zu bie-
ten. Fir den Satz des Pythagoras gibt es vielerlei weiterfithrende mathematische Konzepte.
Aus dem gesamten Repertoire, beziiglich der Verallgemeinerungen vom Satz des Pythagoras,
wurden deshalb nur 3 interessante Aspekte ausgewahlt und im Nachstehenden genauer unter

die Lupe genommen.

6.1 Der Kosinussatz

Definition 6 [Kosinussatz] Sei AABC' ein Dreieck mit den Seitenlingen a,b,c und Win-
kelgrofien o, B, (Abbildung 6.1)

Abbildung 6.1: Dreieck AABC mit den Seitenldngen a, b, c und Winkelgrofien «, 3,y
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Dann gilt

a® = b* + % — 2bccos a
b2 = a® + ¢ — 2accos

& =a*+b* — 2abcosy

Der Satz des Pythagoras gilt genau dann wenn cosy = 0 ist. Fiir das Bogenmaf} eines Win-

kels im Intervall (0, 7) erhélt man fiir v = 7 die gewiinschte Aussage.

Fir v = 7 gilt also

& =a*+V* —2abcosy & 2 =a’+ b — 2abcosg

sAE=d?>+b—2ab-0

sAE=d?+ b

Demzufolge représentiert der Kosinussatz im Spezialfall eines vorliegenden rechtwinkligen
Dreiecks den Satz des Pythagoras und wird daher als Verallgemeinerung des Satzes verstan-
den. [Kasten and Vogel, 2018, S.159]

6.2 Flachengleichheit ahnlicher Figuren

Die Aussage iiber die Flachengleichheit der Quadrate iiber den Katheten und der Hypote-

nuse gilt nicht nur fiir Quadrate, sondern auch fiir zueinander &hnliche Figuren.

Es handelt sich dabei um ahnliche Figuren (Abbildung 6.2), deren Flicheninhalt A sich mit
Hilfe der Formel
A=k-s

berechnen lésst, wobei s fiir die Seitenlangen der regelméfligen Polygone steht und & ein
figurabhéngiger Faktor ist. Ein Ausnahmefall stellt, die in Abbildung 6.2 dargestellte Figur

(f), dar. Dabei handelt es sich nicht um regelméflige Polygone sondern um Halbkreise.
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KAPITEL 6. VERALLGEMEINERUNGEN VOM SATZ DES PYTHAGORAS

Mit Hilfe der Seitenlingen s und dem Faktor k& konnen die Flacheninhalte der Polygone

ermittelt werden. Die Seitenldngen s kénnen variieren, wahrend der Faktor k konstant bleibt:

k=1: Quadrat Abbildung 6.2 (a)

k= ik gleichseitiges Dreieck Abbildung 6.2 (b)
25 4 10v/5

k= +\/_ : regelméfBiges Fun feck Abbildung 6.2 (c)

k= ¥ : regelméfliges Sechseck Abbildung 6.2 (d)

k=2-(vV2+1): regelmiBiges Achteck Abbildung 6.2 (e)

k= g Halbkreis Abbildung 6.2 (f)

Ve
X A

Abbildung 6.2: Flachengleichheit fiir das Quadrat (a), gleichseitiges Dreieck (b), regelma-
Biges Funfeck (c), regelmafliges Sechseck (d), regelmaBiges Achteck (e) und
Halbkreise (f) [Strick, 2017, S.332]
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KAPITEL 6. VERALLGEMEINERUNGEN VOM SATZ DES PYTHAGORAS

Die Figur (f) aus Abbildung 6.2 fithrt direkt zu einem Satz, welchen der griechische Mathe-
matiker Hippokrates von Chios um 450 v. Chr. herausfand. Der Satz ist unter dem Namen

»,Die Mondchen des Hippokrates® bekannt.

[Strick, 2017

6.3 Satz von de Gua

Der Satz von de Gua stellt eine raumliche Variante vom Satz des Pythagoras dar und wird
deshalb als Verallgemeinerung bezeichnet. Der Satz wurde nach Jean Paul de Gua de Malves,
ein Mathematiker des 18. Jahrhunderts, benannt.

Im Folgenden bezeichnen wir den Fléacheninhalt des Dreiecks AABC' mit den Eckpunkten
A, B,C (Abbildung 6.3) mit Faapc. Den des Dreiecks AABZ mit den Eckpunkten A, B, Z

mit FAABZ USW.

Abbildung 6.3: Satz von de Gua

Satz 6 (Satz von de Gua) Besitzt ein Tetraeder eine rechtwinklige Ecke, dann gilt

2 2 2 2
Faupz + F aacz + Fapcz = F aaBc
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In Worten: Besitzt ein Tetraeder eine Ecke, welche durch Erginzung von drei rechtwinkligen
Dreiecken, gebildet wird, dann ist die Summe der quadrierten Flicheninhalte der rechtwinkli-
gen Dreiecke gleich dem quadrietem Fldcheninhalt des Dreiecks, welches dem rechtwinkligem

Ecke gegeniiberliegt.
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7 Einfilhrungsmaoglichkeiten in den
Unterricht

Die Vielfiltigkeit des pythagoreischen Lehrsatzes spiegelt sich auch in dessen Einfithrung
in den Schulunterricht wieder. Der Schwerpunkt kann dabei im Verhéltnis von Seiten, in
der Gleichheit von Flédchen oder in der Beweisfithrung liegen. Somit kann der Schwerpunkt
individuell gesetzt werden. Das folgende Kapitel befasst sich mit zwei typischen, aus dem
Schulunterricht bekannte Methoden, den Satz des Pythagoras einzufiihren und mit zwei

ausgewahlten alternativen Einstiegsmoglichkeiten.

7.1 Verankerung im Lehrplan

Im Laufe seiner Schulkarriere ist es unumgénglich den Satz des Pythagoras zu begegnen.
Betrachtet man den Lehrplan der Neuen Mittelschule in Osterreich, so ist der Satz des
Pythagoras sowohl in der 3. Klasse (Abbildung 7.1) als auch in der 4. Klasse (Abbildung

7.2) unter dem Abschnitt Arbeiten mit Figuren und Korpern verankert.

3.3 Arbeiten mit Figuren und Kérpern
— VergréBern und Verkleinern von Figuren,
— dhnliche Figuren erkennen und beschreiben:

— Formeln fiir Flacheninhalte von Dreiecken und Vierecken begriinden und damit Flicheninhalte
berechnen kénnen,

— Umkehraufgaben 16sen kénnen,

— Gegenstinde, die die Gestalt eines Prismas oder einer Pyramide haben, zeichnerisch darstellen
kénnen,

— Oberfliche, Rauminhalt und Gewicht von Gegenstinden, die die Gestalt eines Prismas oder einer
Pyramide haben. berechnen koénnen:

— den Lehrsatz des Pythagoras fiir Berechnungen in ebenen Figuren nutzen kénnen.

Abbildung 7.1: Lehrplan Neue Mittelschule (3.Klasse)
https://www.ris.bka.gv.at (aufgerufen am 26.01.2019)
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KAPITEL 7. EINFUHRUNGSMOGLICHKEITEN IN DEN UNTERRICHT

4.3 Arbeiten mit Figuren und Kérpern

— den Lehrsatz des Pythagoras fiir Berechnungen in ebenen Figuren und in Kérpern nutzen kénnen,
— eine Begriindung des Lehrsatzes des Pythagoras verstehen,

— Berechnungsmdéglichkeiten mit Variablen darstellen kdnnen:

— Schranken fiir Umfang und Inhalt des Kreises angeben konnen,

— Formeln fiir die Berechnung von Umfang und Flicheninhalt des Kreises wissen und anwenden

konnen,

— Formeln fiir die Linge eines Kreisbogens und fiir die Fliacheninhalte von Kreisteilen herleiten

und anwenden konnen;

—Formeln fir die Berechnung der Oberfliche und des Volumens von Drehzylindern und
Drehkegeln sowie fiir die Kugel erarbeiten und nutzen kénnen.

Abbildung 7.2: Lehrplan Neue Mittelschule (4.Klasse)
https://www.ris.bka.gv.at (aufgerufen am 26.01.2019)

In den Rahmenrichtlinien der Siidtiroler Mittelschulen ist der Satz des Pythagoras in allen

drei Schulstufen unter dem Unterpunkt Ebene und Raum anzutreffen (Abbildung 7.3).

Den Lehrsatz des Pythagoras anwenden

In Sachsituationen geometrische Fragestel-
lungen entwickeln und bearbeiten, dabei
Computer und andere Hilfsmittel einsetzen

(a)

Ebene und Raum

Geometrische Figuren konstruieren auch
unter Verwendung entsprechender Software

Umfang und Flacheninhalt von Vielecken
und Kreis berechnen

Kérper skizzieren, Netze zeichnen,
Oberflache und Volumen berechnen

Satz des Pythagoras in ebenen und
raumlichen Figuren anwenden

In realen Situationen geometrische Frage-
stellungen bearbeiten, dabei Computer und
andere Hilfsmittel gezielt einsetzen

(b)

Abbildung 7.3: Rahmenrichtlinien Siidtiroler Mittelschule (a) 1. und 2. Klasse, (b) 3.Klasse
http://www.provinz.bz.it (aufgerufen am 26.01.2019)

Wie in den Abbildungen 7.1, 7.2 und 7.3 zu erkennen ist, zielen beide Richtlinien zunéchst auf

die Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes an sich, dann auf die Anwendung in ebenen

Figuren und als letzten Schritt auf die Anwendung auf rdumliche Figuren, bzw. Korper.

Der Lehrplan der Neuen Mittelschule richtet zusétzlich sein Augenmerk auf die Begrindung

und das Verstandnis des unabdingbaren Lehrsatzes.
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7.2 Schulbuchanalyse

Im Rahmen dieses Unterkapitels wurden zwei ausgewéhlte Schulbiicher auf das Einfithrungs-
konzept vom Satz des Pythagoras analysiert. Obwohl beide Schulbiicher denselben Unter-

richtsgegenstand einfithren, konnen deutliche Unterschiede vermerkt werden.

7.2.1 Mathematik verstehen 3

Das Buch , Mathematik verstehen 3“ von Salzger et al. wurde im Jahr 2016 vom Oster-
reichischen Bundesverlag Schulbuch veroffentlicht. Das Schulbuch ist "Nur zu Priifzwecken"

online verfiigbar.

Die Einfithrung in den Satz des Pythagoras startet mit dem altbekannten Erginzungsbe-
weis aus Abbildung 7.4. Die Schiiler und Schiilerinnen sollen dabei die Zusammenhénge der

Fléacheninhalte beschreiben und gegebenfalls nachbasteln.

a b
U
a
a b c b2 b
b c b
a a2 C a
N
a b

Abbildung 7.4: Ergdnzungsbeweis

Ziel der Aufgabe ist es, die Kongruenz der Quadrate mit Seitenlinge a+b zu erkennen und

somit auf die Formel

a? + b =2

zu kommen.

Die Quadrate haben ndmlich einen Flacheninhalt von

(a+b)-(a+0b)=(a+0b)?*=a*+2ab+ b
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Die vier rechtwinkligen Dreiecke liefern eine Gesamtflache von

ab

4 =2-a-b

C

Insgesamt ergibt sich somit fiir die blaue Flache

a’+2ab + b*—2ab = a®> + b = 2

Schon steht der Satz des Pythagoras fiir das vorgegebene rechtwinklige Dreieck mit den Sei-

tenlangen a, b, ¢ da.

Das Buch arbeitet mit der gewéhlten Einfiihrung also auf allen drei Ebenen. Zunéchst wird
durch die Bastelarbeiten die enaktive Ebene angepeilt. Durch das Zusammenlegen der Fli-
chen geht man auf die ikonische Ebene tiber. Die Erfassung der Ergebnisse mit Hilfe von
Buchstaben stellt schlussendlich den Briickenschlag zur symbolische Ebene her. Falls man
sich als Lehrperson gegen die Bastelarbeiten entscheidet wird nur auf die ikonische und sym-

bolische Ebene eingegangen.

Nach dem experimentellen Einstieg folgt ein weiterer Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes
(Abbildung 7.5).

Abbildung 7.5: Beweis: Kathetenquadrate und Hypotenusenquadrat
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Der Beweis wird dabei bereits vom Schulbuch vorgefithrt. Bevor die Schiiler und Schiilerin-
nen den Beweis selbst konstruieren diirfen bietet das Schulbuch einen kleinen geschichtlichen

Input zum Satz des Pythagoras.

Im néchsten Schritt thematisiert das Schulbuch indirekt die Fixierung auf die géingige Be-
schriftung von rechtwinkligen Dreiecken mit den Seitenldngen a, b und c. Damit ist gemeint,
dass man auf die Frage nach dem Satz des Pythagoras, hiufig die Antwort a® + b* = 2
bekommt und nicht Kathete? + Kathete? = Hypotenuse?. Die Assoziation des pythagorei-
schen Lehrsatzes mit der Formel a? 4 b = ¢? ist in der Gesellschaft tief verankert. An und
fiir sich spricht nichts dagegen. Anscheinend handelt es sich hierbei um eine leicht merkbare
Formel, welche Schiiler und Schiilerinnen bis ins Erwachsenenalter verinnerlichen. Auf der
anderen Seite verwischt diese Assoziation die Allgemeingiiltigkeit des Satzes von Pythago-
ras auf jegliche rechtwinklige Dreiecke. Durch eine kurze Aufgabe, welche in Abbildung 7.6

dargestellt ist, wird versucht diesem Automatismus entgegenzuwirken.

‘Formuliere den pythagoraischen Lehrsatz mit den Variablen im abgebildeten Dreieck!

a) f b) , ) w
9
h X ’ v
y

Abbildung 7.6: Formulierung des pythagoreischen Lehrsatzes [Weber, 1999, S.181]

Dem folgen noch weitere Aufgaben zur Flachengleichheit der Kathetenquadrate und dem

Hypotenusenquadrat (Abbildung 7.7).

Berechne mit Hilfe des pythagoraischen Lehrsatzes den F@Tﬁhalt Al O"
a) b) d)

49 cm?

2
9 cm? 5cm

Abbildung 7.7: Aufgaben zum Flacheninhalt [Weber, 1999, S.182]
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Im néchsten Schritt geht das Schulbuch auf die Anwendung des pythagoreischen Lehrsat-
zes zur Ermittlung fehlender Seitenldangen ein. Aufs Ganze gesehen wird die Grundidee zur
Berechnung fehlender Seitenldngen als Definition (Abbildung 7.8) eingefiihrt. Anschlieend
wird zunéchst die reine Anwendung getibt (Abbildung 7.9), bevor auflerschulische Anwen-

dungsaufgaben wie bespielsweise in Abbildung 7.10 dargestellt, gelost werden.

Es seien a und b die Kathetenldangen und c die Hypotenusenlange eines rechtwinkeligen

Dreiecks. Dann gilt nach dem pythagoraischen Lehrsatz:
a’=c’—b’odera=Vc?-b?> b’=c’—a’oderb=Vc’—a’> c’=a’+b’oderc=Va’+b?

Abbildung 7.8: Wechsel der Darstellung des pythagoreischen Lehrsatzes [Weber, 1999, S.183]

Gegeben sind die Kathetenldngen a und b eines rechtwinkeligen Dreiecks. Berechne die
Lange der Hypotenuse c!

a) a=15cm,b=8cm ¢) a=7m,b=24m e) a=35cm,b=12cm
b) a=20cm,b=21cm d) a=45dm, b=28dm f) a=11mm,b=60mm

Gegeben sind eine Kathetenlange und die Hypotenusenlédnge c eines rechtwinkeligen
Dreiecks. Berechne die Lénge der anderen Kathete!

a) a=16cm,c=34cm ¢) b=48m,c=50m e) a=77cm,c=85cm

b) b=20cm,c=101cm d) a=40dm,c=41dm f) b=90?m,c=‘|06mm‘

Abbildung 7.9: Reine Ubungsaufgaben [Weber, 1999, S.184]

Fiir eine neue 5m breite Garage wird eine schrage Dach-
konstruktion geplant. An der héchsten Stelle soll das Dach
3m und an der niedrigsten 2m hoch sein. Wie lang muss
das Dach sein, wenn es auf beiden Seiten jeweils 30cm
Uberstehen soll? Runde auf Zentimeter genau!

Abbildung 7.10: Anwendungsaufgabe: Satz des Pythagoras [Weber, 1999, S.186]
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7.2.2 Genial! Mathematik 3

Das Schulbuch ,,Genial! Mathematik 3“ , von Beer et al. wurde 2014 als 5. Auflage vom
Bildungsverlag Lemberger auf den Markt gebracht.

Im Gegensatz zum Schulbuch ,Mathematik verstehen 3¢ startet dieses Schulbuch nicht
gleich mit den geltenden GesetzmaBigkeiten innerhalb vom Satz des Pythagoras.

Zu Beginn wird die Neugier durch einen Ausflug in die Geschichte des pythagoreischen
Lehrsatzes geweckt. Bevor man ans Eingemachte geht, werden alle Voraussetzungen des
Satzes durch Ubungen wiederholt. Zu den Voraussetzungen, um mit Hilfe des Satzes von
Pythagoras, Probleme zu losen gehoren: das Quadrieren, das Wurzelziechen und der Umgang
mit rechtwinklige Dreiecke und deren Beschriftung.

Nachdem man sich die zuvor genannten Rechenoperationen angeeignet hat und rechtwinklige
Dreiecke sowohl erkennt, deren Eigenschaften zu nennen weifl und auch richtig beschriften
kann, startet das Schulbuch mit dem Satz des Pythagoras.

Dabei wahlt das Buch einen Beweis zum Nachpriifen, welcher in Abbildung 7.11 zu sehen
ist.

a) Gib die Seitenldangen an! (1 Kastchen = 1cm)

a=____cm b= cm ¢=__  cm

C b) Berechne den Flacheninhalt der Quadrate!
. A=a’=__  cm’ Aj=b’=_  cm? A,=c’=__  n’

Eg-‘ég ﬁ%,? Uberpriife durch Abzihlen der Késtchen!
A Hypozenuse B c) Uberprife durch Einsetzen, ob gilt:
a? - b? = c?
o ooam?P+ . am?P=_  cm?
_ami=_ am?

Abbildung 7.11: Einfithrung in den pythagoreischen Lehrsatz [Beer et al., 2014, S.157]

Das Buch vertieft jedoch im Folgenden nicht die Fldchengleichheit der Kathetenquadrate
mit dem Hypotenusenquadrat, sondern geht gleich auf die Formulierung des pythagoreischen
Lehrsatzes fiir verschiedene rechtwinklige Dreiecke, wie bereits in Abbildung 7.6 dargestellt
wurde, iiber. Auch hier versucht das Schulbuch der Typisierung a? + b* = ¢? entgegenzuwir-
ken.

Im Anschluss befasst sich das Buch mit der Ermittlung von fehlenden Seitenldngen. Auch
» Genial! Mathematik 3% wéahlt dabei die Methode der "Formelumstellung', jedoch gibt dieses
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Buch die Definitionen nicht, wie in Abbildung 7.8 ersichtlich, vor, sondern getrennt voneinan-
der an. Nach jeder Freistellung einer Variable (z. B. ¢ = /a2 + b?) wird diese Vorgangsweise
durch reine Anwendung eingeiibt.

Anschlielend trifft man auch in diesem Schulbuch auf Aufgaben wie in Abbildung 7.7 ab-
gebildet sind und thematisiert somit nur kurz die Flachengleichheit der Quadrate iiber den
Katheten und der Hypotenuse.

Bevor auf auflerschulische Anwendungsaufgaben (Abbildung 7.12) des Satzes von Pythago-
ras eingegangen wird, liefert das Buch den typischen Erganzungsbeweis aus den altbabyloni-
schen Reich und einen Beweis von Mario Pacek zum nachbasteln. Hiermit bewerkstelligt das

Schulbuch das Wechselspiel der drei Ebenen: die enaktive, ikonische und symbolische Ebene.

Eine Leiter wird an eine Hauswand gelehnt.

Mit dem FuBBende ist sie 3 Meter von der Wand entfernt. Sie reicht 4 Me-

ter in die Hohe.

a) Wie lang ist diese Leiter?

b)Wie lang muss die Leiter sein, wenn das FuBende 6 Meter von der
Wand entfernt ist und sie 8 Meter hoch reichen soll?

c) Uberlege einige Sicherheitstipps fiir das Aufstellen von Leitern! Be-
griinde sie!

Abbildung 7.12: Anwendungsaufgabe: Satz des Pythagoras [Beer et al., 2014, S.162]
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7.2.3 Gegeniiberstellung

Die beiden Schulbiicher beinhalten &hnliche Aufgabenstellungen. Der wesentliche Unter-
schied der Biicher liegt in der Einfithrung des Satzes, in der Schwerpunktsetzung und in
der Reihenfolge der Anwendungsbereiche.

Wiéhrend sich das Schulbuch , Mathematik verstehen 3¢ fiir die Einfithrung anhand einer
Beweisfithrung entscheidet, wihlt das Buch ,, Genial! Mathematik 3“ eine etwas einfachere
Herangehensweise, indem die Herleitung des Satzes mit Hilfe einer Nachpriifung der gelten-
den Gesetzmafigkeiten bewerkstelligt wird.

Interessant ist, dass das erste Buch seinen Schwerpunkt mehr auf den Flachenaspekt des
pythagoreischen Lehrsatzes legt und das zweite Buch mehr auf den Seitenaspekt. Nichts
desto trotz gehen beide Biicher auf den Flachenaspekt, Seitenaspekt und Flachen- und Sei-
tenaspekt ein.

Im Aufbau gibt es auch deutliche Unterschiede. Wahrend im Buch ,, Mathematik verstehen

3“ nachstehende Reihenfolge zu vermerken ist,

Beweis-Definition-Geschichte- Typisierung-Fldchenaspekt-Seitenaspekt-

Anwendungsaufgaben
entscheidet sich das Schulbuch ,, Genial! Mathematik 3¢ fiir folgende Reihenfolge

Geschichte- Voraussetzungen-Definition-Typisierung-Seitenaspekt-Flachenaspekt-

Beweis-Anwendungsaufgaben
um den Satz des Pythagoras abzuarbeiten.

Gedankenanstofle fiir die Tauglichkeit der Einfithrungsmethoden im Schulunterricht folgt im
letzten Abschnitt dieses Kapitels.

7.3 Experimentelle Zugange

Die Schule von Heute sollte nicht nur Frontalunterricht, Buch, Heft und Stift bieten, son-
dern alle moglichen Sinne aktivieren. Im folgenden Abschnitt werden zwei alternative Ein-
fithrungsmoglichkeiten fiir den Satz des Pythagoras geboten, welche auf allen drei mathema-

tischen Ebenen arbeiten.
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Fiir die Ausarbeitung des Abschnittes wurden Passagen aus [Weber, 1999] verwendet.

7.3.1 Tischlein deck dich
Problemstellung

Familie Miiller bekommt schon wieder Nachwuchs. Anldsslich dieses Ereignisses beschliefSt
die Familie einen neuen quadratischen Tisch anzuschaffen, der doppelt so grofs ist wie der al-
te, der ebenfalls quadratisch war. Da neue Tischdecken viel Geld kosten tiberlegt sich Familie
Miiller aus je zwei alten Tischdecken eine neue zu schneidern.

Bearbeitungsschritte

Der Weg zum Satz des Pythagoras erfolgt in 3 Schritten:

1. Man geht davon aus, dass die beiden alten Tischdecken gleich grofl sind (Abbildung 7.13)

Die Tischdecken werden entlang der Diagonale zerschnitten und am rechten Winkel
aneinandergelegt. Die rechten Winkel bilden das Zentrum der neuen, gréfleren Tisch-
decke (Abbildung 7.14) und ergénzen sich zu einem Winkel von 360°.

Aufgrund der Tatsache, dass die vier Teildreiecke zueinander kongruent sind, bilden

sie in richtiger Anordnung ein Quadrat.

------

A

Abbildung 7.13: Zwei gleich grofie
Tischdecken N

Abbildung 7.14: Neue, groflere
Tischdecke
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2. Die alten Tischdecken sind unterschiedlich gro§ (Abbildung 7.15)

Wendet man das zuvor gewéhlte Verfahren an, entsteht keine quadratische Tischdecke.
Es darf also nicht entlang der Diagonale geschnitten werden. Der Fehler muss behoben
werden, indem man das groflere Quadrat zugunsten des kleineren Quadrats verkleinert.
Das heifit, es muss durch Probieren, ein Punkt S (Abbildund 7.16) so gefunden werden,

dass sich die entstehenden Flachen zu einem Quadrat erganzen.

Abbildung 7.15: Unterschiedlich Abbildung 7.16: Neue, grofere
grofe Tischdecken Tischdecke

3. Brickenschlag zum Satz des Pythagoras

Es gibt mehrere Moglichkeiten den Ubergang zum Satz des Pythagoras zu gewéhr-
leisten. Eine der einfachsten Methoden besteht darin, die Schiiler und Schiilerinnen
ihre Ergebnisse mit einer vorgegebenen Konstruktion des pythagoreischen Lehrsatzes

(Abbildung 7.17) vergleichen zu lassen.
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NN
ooV

NS

N3

Abbildung 7.17: Konstruktion des pythagoreischen Lehrsatzes

Chancen der Methode

Die Methode bietet den Schiiler und Schiilerinnen einen experimentellen Zugang zum Satz
des Pythagoras. Durch Probieren kénnen die Schiiler und Schiilerinnen die Konstruktionswei-
se und somit die Gesetzmafigkeiten des pythagoreischen Lehrsatzes selbststéandig erarbeiten.
Das eigenstandige Handeln und Experimentieren schaftt eine Lernumgebung, in welcher die
Schiiler und Schiilerinnen Freude an der Mathematik empfinden kénnen. Die enaktive, inko-
nische und symbolische Ebenen reichen sich innerhalb dieser Methode die Hand. Durch die
Bastelarbeiten wird die enaktive Ebene aktiviert. Der Ubergang zur ikonischen Ebene wird
durch die Konstruktionen der grofleren Tischdecken bewerkstelligt. Der Schritt zum symbo-
lischen Erfassen des pythagoreischen Lehrsatzes bildet schlussendlich den Briickenschlag hin

zur symbolischen Ebene.
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7.3.2 Die Seilkniipfer

Die folgende Methode zielt darauf, gemeinsame Gesetzméfigkeiten fiir verschiedene Zahlen-
tripel auszusondern und damit die Eigenschaften des pythagoreischen Lehrsatzes im recht-
winkligen Dreieck zu entdecken. Das heifit der Briickenschlag zum Satz des Pythagoras erfolgt
mit Hilfe der pythagoreischen Zahlentripel.

Problemstellung

Die Schiiler und Schiilerinnen arbeiten in Dreiergruppen an einem Knotenseil mit 36 Ein-
heiten. Ob aus einer Kordel selbst das Seil mit 36 Einheiten gebastelt wird oder das fertige
Material mitgebracht wird, ist jedem selbst tiberlassen. In der Gruppe sollen sie rechtwinklige
Dreiecke legen, wobei nicht immer die gesamte Seillinge benotigt wird.

Bearbeitungsschritte

Die Erarbeitung des pythagoreischen Lehrsatzes und dessen Beweis erfolgt in 4 Teilschritten:

1. Mit Hilfe der zugrundeliegenden Problemstellung konnen die Schiiler und Schiilerinnen
die pythagoreische Zahlentripel (3,4, 5), (6,8, 10), (9,12,15), (12,5, 13) finden.

2. Unter Verwendung eines rechtwinkligen Suchdiagramms (Abbildund 7.18) kénnen ex-

perimentell noch weitere pythagoreische Zahlentripel entdeckt werden.

Abbildung 7.18: Rechtwinkliges Suchdiagramm
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3. Die Ergebnisse werden in der Gruppe aufgearbeitet. Es wird versucht einen Zusam-
menhang zwischen den gefundenen Tripeln zu finden und somit gemeinsame Gesetz-
méfigkeiten herauszufiltern.

Ziel dabei wire die pythagoreische Beziehung Kathete? + Kathete? = Hypotenuse? zu
erkennen.

4. Fiithren, die im Schritt 3 durchgefiihrten Uberlegungen, zu den Hypotesen

e Hypotese 1: Gilt fiir die Seiten eines Dreiecks,
Kathete® + Kathete’ = Hypotenuse®

so ist der gegeniiberliegende Winkel der Hypotenuse, ein rechter Winkel.

e Hypotese 2: Ist ein Dreieck rechtwinklig, dann gilt die Beziehung

Kathete? + Kathete? = Hypotenuse?

ist man am Ziel angelangt.

Es bleibt nur noch die Hypotesen auf ihre Richtigkeit zu tiberpriifen.
Dies liefert Schritt 5.

5. Passend zum bisherigen Vorgang bietet sich ein Erganzungsbeweis an. Dabei werden
wiederum Bastelarbeiten bendtigt. Aus einem Stiick Papier werden zum gegebenen
rechtwinkligen Dreieck die Kathetenquadrate und das Hypotenusenquadrat konstru-
iert (Abbildung 7.19). AnschlieBend wird versucht, die in Abbildung 7.20 dargestellten

Quadrate mit den Seiten a-+b, nachzulegen und auf deren Flachengleichheit untersucht.

C

Abbildung 7.19: Kathetenquadrate und Hypotenusenquadtrat
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a b

Abbildung 7.20: Erginzungsbeweis durch Zusammenlegen der Flachen

6. Die Ergebnisse werden zum Abschluss in die Klasse zusammengetragen und nochmals

reflektiert. Diese Reflexion dient zur Ergebnissicherung.

Chancen der Methode

Wiederum bietet die Herangehensweise einen experimentellen Zugang zum Satz des
Pythagoras. Die Schiiler und Schiilerinnen kénnen eigensténdig durch gefundene pytha-
goreischen Zahlentripel die, dem Satz des Pythagoras zugrundeliegenden, Gesetzmé-
Bigkeiten herausfinden. Zusatzlich kann mit Hilfe des Erganzungsbeweises die Glaub-
wiirdigkeit der zugrundeliegenden Thematik bestéirkt werden.

Auch bei dieser Methode stehen die enaktive, inkonische und symbolische Ebene im
Einklang. Wiederum koénnen sich die Schiiler und Schiilerinnen durch die Bastelarbei-
ten enaktiv am Unterrichtsgeschehen beteiligen. Umgekehrt als zuvor, begeben sich die
Schiiler und Schiilerinnen durch die Erstellung der Hypothesen zunéchst auf die sym-
bolische Ebene, bevor sie durch den Erginzungsbeweis direkt auf die ikonische Ebene

iibergeleitet werden.

68



KAPITEL 7. EINFUHRUNGSMOGLICHKEITEN IN DEN UNTERRICHT

7.4 Erforschung der Einfiihrungsmethoden

Prinzipiell kann jede Lehrperson den Satz des Pythagoras nach ihrem Geschmack einfithren.
Die folgenden, durch Studien belegten, Uberlegungen beziiglich der Einfithrungsmoglichkei-

ten, soll den Lesern eine Hilfeleistung bei der Wahl ihrer Einfiihrungsmethode geben.

Allgemein zeichnet die Fokussierung auf inhaltlich relevante Aspekte den Unterricht einer gu-
ten Lehrperson. Wenn Schiiler und Schiilerinnen mit dem Konzept vom Satz des Pythagoras
vertraut gemacht werden sollen, macht es wenig Sinn den Satz mit einem anspruchsvol-
len und voraussetzungsreichen Hohensatz einzufiithren. Vielversprechend ist dagegen, jene
Aspekte hervorzuheben, welche den Satz des Pythagoras kennzeichnen. Dazu gehéren, dass
der pythagoreische Lehrsatz nur in rechtwinkligen Dreiecken gilt, einen Seiten- und Fla-
chenaspekt reprasentiert und fiir zwei verschiedene Seitentypen: Kathete und Hypotenuse,
Verwendung findet. Zudem ist es wichtig sowohl auf der algebraischen als auch auf der geo-
metrischen Seite zu arbeiten. Kurz gesagt, es muss eine hohe inhaltliche Kohérenz présent
sein. Damit ist gemeint, dass die einzelnen Aspekte zu einem nachvollziehbaren, tibergrei-

fenden Ganzen verkntipft werden sollen. [Lipowsky, 2007]

Im Hinblick auf die Einfithrung vom Satz des Pythagoras spielt die Fahigkeit der Lehrper-
son, Bedeutung der Thematik zu initiieren, also Schiiler und Schiilerinnen zu motivieren,
eine wichtige Rolle [Prenzel, 2006, S.142].

Deshalb ist es unentbehrlich den Satz des Pyhtagoras fiir Schiiler und Schiilerinnen erlebbar
zu machen. Neugier und Offenheit gegeniiber Themen und Gegenstéinde héngt meistens mit
der personlichen Einstellung zusammen und ist somit kaum padagogisch beeinflussbar. Werte
wie Begeisterung, Leidenschaft, Wille, Interesse und Anteilnahme sind hingegen vor allem in
Praxissituationen péadagogisch erreichbar. Wo keine emotionale Berithrung stattfindet, kon-

nen auch keine Kompetenzen vermittelt werden. [Erpenbeck and Sauter, 2015, S.187,189]

Um diesen Status noch mehr Wichtigkeit zu verleiten betrachten wir eine Untersuchung von
Lernumgebungen. Die Studie zeigt, dass der Leistungszuwachs der Schiiler und Schiilerinnen
im methoden-integrativen Design deutlich hoher liegt, als im operativ-strategischen und im
direktiven Design. Dies untermauert die Gegebenheit, dass die Konfrontation der Schiiler
und Schiilerinnen mit ihrer aulerschulischen Umwelt zu einem erhohten Leistungszuwachs
fithrt. [Schukajlow and Blum, 2018, S.68,148|
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Die Bedeutsamkeit einen Alltagsbezug im Unterricht herzustellen kann auch der Studie mit
dem Titel ,, Unterrichtsqualitit, Lernverhalten und mathematisches Verstindnis® entnom-
men werden. Hierbei wird die Beachtung mehr dem Geschichtsteil geschenkt. Der Bezug
zum Alltag wird laut Studie durch historische Verkntipfungen verstiarkt. Dabei geniigt es
jedoch nicht zu sagen ,Pythagoras war ein Grieche“, sondern mehr von seiner Lebensge-
schichte berichtet werden. [Hugener et al., 2006, S.213]

Die Frage ob es sinnvoll sei einen Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes in seiner Unter-
richtsplanung aufzunehmen ist mit ,,Ja*“ zu beantworten. Der Beweis setzt nédmlich zahl-
reiche Erschliefungsprozessen in Gang, welche Kompetenzen auf der aktualgenetischen und
historisch-genetischen Ebene fordern. [Wildhirt, 2007, S.44]

Eine weitere Studie befiirwortet den Einsatz von Skizzen bei der Bearbeitung vom Satz des
Pythagoras. Die Studie befasste sich mit der Wirksamkeit von Skizzen auf die Modellierungs-
leistung. Sie konnte einen positive Effekt von selbsterstellten Skizzen auf das mathematische
Modellieren bestatigen. [Brauer et al., 2018, S.345].

Im Rahmen dieses Kapitels wurden nun verschiedene Einfiihrungsmethoden genauer be-
schrieben und auf ihre Tauglichkeit neutral erértert. Den Lesern steht es nun frei die Stellung-
nahmen anzunehmen. Die literaturgestiitzten Beitrdge stellen einen Anreiz zur Verdnderung

oder sogar Verbesserung seiner Unterrichtsmethode dar.
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8 Exkurs: GeoGebra

Digitale Medien sind im heutigen Alltag kaum noch wegzudenken und werden deshalb auch
vermehrt im Unterricht eingesetzt. Das nachstehende Kapitel dient dazu, dem Leser bzw.
der Leserin einen Einblick zu verschaffen, wie der Satz des Pythagoras fiir Schiiler und
Schiilerinnen mit Hilfe von digitalen Medien erkundbar gemacht werden kann.

Im Rahmen dessen wurde mit der Geometrie-Software GeoGebra gearbeitet, welche vom
Osterreicher Markus Hohenwarter 2001 [Chip, 2019] entwickelt wurde und sogar iiber einen
Online-Zugriff verfiigt.

8.1 Konstruktionsschritte

8.1.1 Voreinstellungen

Falls sich die Software bereits auf dem Rechner befindet, kann diese gedffnet werden. Im
Falle des Nichtvorhandenseins der Software, kann diese einfach und legal auf verschiedenste
Webseiten heruntergeladen werden (Beispielsweise auf https://www.chip.de/downloads/
GeoGebra_20747798.html). Nach der Installation ist die Software betriebsbereit. Beim Off-
nen des Programms 6ffnet sich, das in Abbildung 8.1 dargestellte, Fenster. Das Programm
verfiigt iiber eine Meniileiste, Werkzeugleiste, Navigationsleiste und einer Eingabeleiste. Zu-
dem kann man zwischen fiinf verschiedenen Ansichten wechseln. Fiir unsere geometrische

Konstruktion benotigen wir nur das kartesische Koordinatensystem.

71


https://www.chip.de/downloads/GeoGebra_20747798.html
https://www.chip.de/downloads/GeoGebra_20747798.html

KAPITEL 8. EXKURS: GEOGEBRA

EEECU R = L — e e ]
Y . . = =
.A/)‘w@@é\ﬁ'%‘ Q=
+ | Eingabe.. B 5 B
GeoGebra Classic @
2
P/ Grafikrechner
@ Geometrie
T Y T 1 2 3 4 5 o 4 3DGmafk
x= CAS
¥ Tabellenkalkulation
A\ Statistik
% Prifungsmodus
-4
¥ Download

123 f(x) ABC ay X

Abbildung 8.1: GeoGebra-Fenster

8.1.2 Konstruktion eines rechtwinkligen Dreiecks

Im vorliegenden kartesischen Koordinatensystem (Abbildung 8.1) kann ein beliebiges recht-
winkliges Dreieck konstruiert werden. Man wahlt dabei im Meniipunkt der Flachen das
Vieleck (Abbildung 8.2 (a)) aus. Durch Klicken auf das Koordinatensystem werden die Eck-
punkte des Dreiecks gezeichnet. Im Anschluss kann man noch die dazugehorigen Winkel
einblenden, indem man zuerst auf das Winkelsymbol (Abbildung 8.2 (b)) klickt und dann

innerhalb der Dreiecksflache.

_ J>» Vieleck E—_—
I::J' RegelmaBiges Vieleck «: Winkel mit fester GroRe
l\- Starres Vieleck 21/' Abstand oder Lange
f} Vektorvieleck U"Ej Flache
(a) (b)

Abbildung 8.2: Symbolleiste: Vieleck und Winkel
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8.1.3 Anlegen der Schieberiegler

Abbildung 8.3 zeigt eine Moglichkeit, wie das rechtwinklige Dreieck nach der Konstruktion

aussehen konnte.

8= 90°

c
\926.57°

Abbildung 8.3: Konstrukt: Rechtwinkliges Dreieck

Kommen wir nun zum Herzstiick der gesamten Konstruktion: das Anlegen der Schieberegler.
Dazu klickt man zunéchst auf das Symbol des Schiebereglers (Abbildung 8.4 (a)) und an-
schlieend auf die Zeichenflidche. Es wird ein Schieberegler erzeugt (Abbildung 8.4 (b)). An
dieser Stelle kann man sofort die ersten Formatierungen tétigen, wie beispielsweise den Na-
men oder die Intervalllinge d&ndern. Da man drei Punkte bzw. drei Langen gegeben hat und

eine Grofle aus den anderen Beiden resultiert, bendtigt man zwei Schieberegler. In unserem
Beispiel tragen sie den Namen d und e (Abbildung 8.4 (b)).

=+

a5? Schieberegler
ABC Text

M Bild
Schaltflache

//® Kontrollkastchen = = 2 Ay o i ; 3
(a) (b)
Abbildung 8.4: Anlegen der Schieberiegler
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Im néchsten Schritt miissen die Schieberegler an den Punkten angepasst werden. Wir nehmen
dabei, die aus Abbildung 8.3 ersichtlichen Punkte, A und C.

Zur Anpassung macht man einen Doppelklick auf den betreffenden Punkt. Es 6ffnet sich ein
Fenster (Abbildung 8.5 (a)), indem man die Koordinaten des Punktes mit dem Schieberegler
abstimmen kann. In unserem Beispiel hat der Punkt A die Koordinaten (—2,4) (Abbildung
8.5 (a)). Punkt A soll entlang der y — Achse regulierbar sein. Deshalb muss man die y —
Koordinate an den Schieberegler d anpassen, indem man die Koordinaten des Punktes auf

(—2,d) (Abbildung 8.5 (b)) setzt.

Umdefinieren

Punkt A

(-2, 4) |

Umdefinieren

Punkt A

2, o) |

m Abbrechen

(b)
Abbildung 8.5: Anlegen der Schieberiegler

Die Abstimmung des Punktes C' erfolgt analog. Die Unterschiede liegen lediglich darin, dass
dieser Punkt entlang der x — Achse regulierbar sein muss und somit die x — Koordinate
angepasst werden muss und der Schieberegel den Namen e trégt.

Nach Abschluss der Einstellungen sind die Punkte A, C' und damit auch die Langen a und
¢ nach belieben verstellbar.

Die Schiiler und Schiilerinnen kénnten nach diesem Schritt die Giiltigkeit der Gleichungen
b=+Va?+ c? a= Vb — 2 c= Vb — a?

nachpriifen, indem sie die Werte der resultierenden Langen in der Navigationsleiste nachlesen.
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8.1.4 Anfiigen der Quadrate

Um die geltende Gesetzmafligkeit des pythagoreischen Lehrsatzes beziiglich der Flachen-
gleichheit der Quadrate tiber den Seiten zu veranschaulichen, benotigt es noch weitere Kon-
struktionsschritte.

Aus diesem Grund werden sowohl tiber den Katheten als auch tiber die Hypotenuse die Qua-
drate konstruiert.

Hierbei wahlt man unter dem Mentipunkt der Fliachen das Untersymbol ,, Regelméfliges Viel-
eck* aus und klickt anschliefend Punkt A, dann Punkt C' an. Es 6ffnet sich ein Fenster, in
dem man die Anzahl der Eckpunkte angeben kann. In unserem Fall wéare dies vier, da ein
Quadrat vier Eckpunkte besitzt. Die Quadrate iber den Katheten werden analog erzeugt.
Ein regelméBiges Vieleck mit vier Eckpunkten von B nach A und von C' nach B. Zu Beach-
ten ist dabei stets die Reihenfolge. Das regelméfiige Vieleck wird gegen den Uhrzeigersinn
aufgespannt. Falls man die Punkte in einer anderen Reihenfolge anklickt, kénnte das Vieleck

von GeoGebra in die falsche Richtung erstellt werden.

{7 GeoGebra Classic - ‘m',-_.‘;i A . S|
Gla LB 004N =2 Q

Bl A 3 N 3 S é Grundeinstellungen

Schieberegler Farbe

Innenwin kel(d1)

@

Position = Erweitert ~ Algebra

— a=53.13° Skripting

Oa
zeme x

"
~

3 e
@ -s-o e 6 Name:
H e
@ - ,-36sr :
v D Definition:
2

Vieleckl = Vieleck(A, C, 4) : Vieleck1

@

Beschriftt
— 25 F H A eschriftung
53.13°

f = Strecke(A, C, Vieleckl) : @ Objekt anzeigen

. b @ Beschriftung anzeigen
Vieleck2 ¢

Name & Wert

Vieleck2 = Vieleck(B, A, 4) : 2
Hilfsobjekt

-9 Animation ein

. € B o0 §6.87°
j = Strecke(B, A, Vieleck2) ° a

— 3

Vieleck3 = Vieleck(C, B, 4)
— 16 _y-Mieleck3

n = Strecke(C, B. Vieleck3) :
@ 2

— 4

+
=

Abbildung 8.6: Flédchengleichheit der Quadrate iiber den Seiten

Abbildung 8.6 stellt das fertige Konstrukt dar. Andert man mit Hilfe der Schieberegler die

Seitenlédngen a und ¢, verdndern sich dementsprechend auch die Flidchen der Quadrate. Die
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Schiiler und Schiilerinnen kénnen nun auch die Flachengleichheit
a’+c =0

fiir verschiedene rechtwinkligen Dreiecke nachpriifen.

Im angegebenen Beispiel wurden die Langen a = 4 und ¢ = 3 gewahlt. In der Navigati-
onsleiste (Abbildung 8.6 (rot)) kann man die resultierenden Quadratflichen ablesen und
somit die Giltigkeit des pythagoreischen Lehrsatzes fiir das rechtwinklige Dreieck mit den
Seitenldngen 3,4 und 5 bewerkstelligen.
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10 Konklusion

Mit dieser Arbeit sollte die Notwendigkeit vom Satz des Pythagoras hervorgehoben werden.
Bereits in der Zeit vor Christus spielte die Beziehung a? + b* = ¢? eine wichtige Rolle fiir die
Menschheit. Dies hat sich bis heute nicht gedndert. Auch Pythagoras selbst ist nicht nur fiir
die heutige Gesellschaft ein Begriff, sondern wurde schon zu Lebzeiten als Guru verehrt.
Innerhalb der Arbeit wurde aufgezeigt, dass der Satz des Pythagoras tatsachlich in fast jedem
Teilgebiet der Mathematik direkt oder indirekt Verwendung findet. Ein besonderes Augen-
merk wurde dabei auf die Vielfaltigkeit des Satzes gelegt. Egal, welches Kapitel man im
Augenschein nimmt, eines wird klar: der Satz des Pythagoras ist sowohl fiir die Mathematik
als auch fiir das alltdgliche Leben unabdingbar. Deshalb beinhaltet die Arbeit auch ein schul-
bezogenes Kapitel. Der Satz des Pythagoras ist nicht blofl eine Formel mit der man rechnen
kann, sondern fordert zahlreiche elementare mathematische Kompetenzen. Der Umgang und
das Verstandnis fiir den Satz des Pythagoras spielt deshalb im Mathematikunterricht eine
wichtige Rolle und ist deshalb im Lehrplan nicht wegzudenken.

Abgerundet wird die Arbeit mit einem Unterrichtskonzept zur Einfithrung vom Satz des
Pythagoras und dessen erste Anwendung. Wie bereits zu Beginn erwahnt durchstreift man
beim Lesen dieser Arbeit die Geschichte vom Satz des Pythagoras, beginnend bei den alten

Babyloniern bis dato.
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11 Anhang
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KAPITEL 11. ANHANG

UBUNGSBLATT 1

Aufgabe 1 Versuche aus den beiden kleinen Quadraten mit der Seitenlénge a ein grofieres

Quadrat zu konstruieren.

(a) Kannst du mit deinem erzeugten groferen Quadrat das Quadrat mit Seitenldnge c
abdecken?

(b) Hast du deine kleinen Quadrate in gleich grofie Flédchenstiicke geschnitten? Um welche
Flachenstiicke handelt es sich dabei?

(c) Welche geltende GesetzméaBigkeiten kannst du erkennen? Untersuche dabei auch die
Winkel.

Aufgabe 2 Angenommen die Seitenliange der beiden kleinen Quadrate betragt 3cm. Es

gilt also a = 3em. Welche Lange muss dann die Seitenlange ¢ des weiflen Quadrats messen?
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KAPITEL 11. ANHANG

Aufgabe 3 Versuche wieder aus den beiden kleineren Quadraten mit der Seitenlinge a
und b ein grofleres Quadrat zu bilden. Beachte: Die Quadrate sind dieses Mal nicht gleich
grof.

(a) Kannst du mit deinem erzeugten grofleren Quadrat das weifle Quadrat mit Seitenlédnge
¢ abdecken?

(b) Hast du deine kleinen Quadrate in gleich grofie Flidchenstiicke geschnitten? Um welche
Flachenstiicke handelt es sich dabei?

Aufgabe 4 Wir nehmen an, dass fiir die Seitenldngen der jeweiligen beiden kleineren
Quadrate folgendes gilt:

a=6cm und b=8cm

Was muss demzufolge fiir die Seitenlange ¢ des weiflen Quadrats gelten?

Aufgabe 5 Welchen Zusammenhang kannst du erkennen, wenn die Seitenlangen a und b
die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks darstellen und die Seitenlange ¢ die Hypotenuse
bildet?
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KAPITEL 11. ANHANG

UBUNGSBLATT 2

. Zeichne auf der Riickseite, in der Mitte des Blattes ein rechtwinkliges Dreieck mit den

Katheten a = 3c¢m, b = 4cm und der Hypotenuse c. Beschrifte das Dreieck.
. Miss die Seitenldnge c ab. ¢ =

. Zeichne tiber jede Dreiecksseite ein Quadrat (Zum Beispiel entsteht tiber die Kathete

a ein Quadrat mit der Seitenlidnge a).

. Ermittle die Fliachen der entstandenen Quadrate

. Uberpriife durch Einsetzen die Giiltigkeit des nachstehenden Zusammenhangs:
a’ + b’ = c
cm + cm = cm

. Fasse deine Beobachtungen zusammen.

. Versuche den Sachverhalt mit den urspriinglichen Quadraten aus UBUNGSBLATT 1

zu konstruieren.

. Zusatzaufgabe: Fiihre die gesamten Schritte fiir selbst gewahlte Seitenléngen a und b
durch.
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KAPITEL 11. ANHANG

UBUNGSBLATT 3

Beweisskizze fiir den Satz des Pythagoras

(a+b)
(g+e)

A
\i

(a+b) (at+b)
(a) (b)

Aufgabe 1 Das Bild veranschaulicht zwei Quadrate mit der Seitenldnge (a+b). Die Flache
der Quadrate entspricht dementsprechend jeweils (a + ).

1. Im Bild (a) wurde das grofie Quadrat mit der Seitenldnge (a+ b) in vier Dreiecken und

zwei Quadraten zerlegt. Ermittle die einzelnen Teilflichen und addiere sie.

2. Im Bild (b) wurde das grole Quadrat mit der Seitenlédnge (a+b) in vier Dreiecken und

einem Quadrat zerlegt. Ermittle die einzelnen Teilflichen und addiere sie.

3. Setze die ermittelten Flachen aus Aufgabe 1 und 2 (Bild (a) und Bild (b)) gleich und

fasse zusammen. Welche Aussage wird ersichtlich?
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KAPITEL 11. ANHANG

UBUNGSBLATT 4

Aufgabe 1 Formuliere fiir die nachstehenden Dreiecke den Satz des Pythagoras.

bi i . “; 7 : ;t : \\L
(a) (b) (©) (@

Aufgabe 2 Uberpriife durch Einsetzen ob es sich um rechtwinklige Dreiecke handelt.

Kathete a 3 ) D 6 ) 24 ) 1
Kathete b 4 6 8 8 4 7 12 1
Hypotenuse ¢ 5 7 10 10 3 25 13

Aufgabe 3 Berechne den fehlenden Flacheninhalt und schreibe das Ergebnis in das Qua-

drat. Ermittle dann die Seitenléngen im Kopf.

225¢m?
100cm?

8lem? X u 25¢m? t

144em?
64cm? —_— an

(a) (b) ()
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