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Einleitung

Diese Arbeit behandelt die Problemstellung in wie viele Regionen sich die
Ebene, sowohl die affine als auch die projektive, von einer beliebigen Anzahl
n an Linien teilen ldsst. Dabei wird die minimale Anzahl an Regionen, die
n beliebige Linien die Ebene teilen koénnen, als auch die maximale Anzahl
bestimmt. Es wird auch untersucht, ob alle Werte zwischen der minimalen
und maximalen Anzahl an Regionen als Regionen realisiert werden kénnen
oder ob es Ausnahmen, so genannte Locher gibt. Das Hauptwerk an das sich
diese Arbeit anlehnt ist das Buch ,Real Algebraic Geometry* von Vladimir I
Arnold [Arnl3].

Das erste Kapitel behandelt alle mathematischen Grundlagen fiir die Problem-
stellung in der affinen Ebene. Zuerst wird der mathematische Bereich der , Re-
elle Algebraische Geometrie* erklart, welche sich den behandelte Problemstel-
lung zuordnen lassen. Zudem wird die minimale und die maximale Anzahl an
Regionen fiir n Linien analysiert und eine allgemeine Formel vorgestellt. Da-
nach werden einige Locher in der affinen Ebene detailliert behandelt und einige
Beispiele aufgezeigt. Ein weiteres Thema dieses Kapitels ist die Variation der
Problemstellung, dabei werden nicht gerade Linien in der Ebene betrachtet
sondern geknickte Linien und auch Kreise in der Ebene.

Das Thema des zweiten Kapitels ist ,,Die Problemstellung in der Projektiven
Ebene“. Hier wird zuerst die projektive Geometrie eingefithrt und danach die
minimale und maximale Anzahl an Regionen behandelt und auch Werte, die
als Regionen in Frage kommen konnten. Spéater werden, wie im ersten Kapitel,
einige Locher in der Projektiven Ebene analysiert und aufgezeigt und danach
wird noch die Verbindung dieser mit der affinen Ebene beschrieben.




Inhaltsverzeichnis

Das letzte Kapitel behandelt die Einbettung der Problemstellung dieser Ar-
beit in den Schulunterricht. Hier wird der Geometrieunterricht kurz vorge-
stellt und wie man mithilfe des Problemlésens und des genetischen Prinzips
diesen gestalten konnte. Danach wird analysiert wo die Problemstellung in
den osterreichischen Lehrplinen und den Siidtiroler Rahmenrichtlinien vor-
kommt und diese sich einordnen lasst. Es wird auch noch ein eigenes Konzept
vorgestellt, wie man das Thema der Arbeit fiir die Schiilerinnen und Schiiler
didaktisch gut aufbereiten konnte.




1.1 Reelle Algebraische Geometrie

1 Problemstellung in der Affinen
Ebene

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Problemstellung, in wie viele Regio-
nen, manchmal auch Teile genannt, sich die reelle affine Ebene von n Linien,
manchmal auch Geraden genannt, teilen lésst.

Genauer wird hier die minimale und maximale Anzahl an konstruierbaren Re-
gionen untersucht und passende Séatze dazu konstruiert. Spater werden noch
einige Einschréankungen fiir die erzeugbaren Regionen behandelt. Um diesen
Problemstellungen auf den Grund zu gehen, werden zuerst einige Grundbegrif-
fe eingefiihrt.

1.1 Reelle Algebraische Geometrie

Die behandelnde Problemstellung lédsst sich dem Bereich der reellen algebrai-
schen Geometrie zuordnen. Diese Art der Geometrie wird wahrscheinlich nicht
allen Mathematik Lehramtsstudenten und Lehramtsstudentinnen und auch
nicht allen Mathematik Lehrern und Lehrerinnen ein Begriff sein, da sich das
Lehramtsstudium fast génzlich auf das Gebiet der Linearen Algebra und Ana-
lysis beschrénkt. Deshalb werden wir nun diesen Bereich kurz erldutern.

Das Skriptum [Net16, S. 1] zur Vorlesung , Reelle Algebra und Geometrie®
beschreibt diesen Bereich wie folgt:

Die Mathematik beschéftigt sich mit den unterschiedlichsten Fragestellungen
und ldsst sich schwer auf nur ein Themengebiet einschranken. Eine davon
ist die nach den Losungen von Gleichungssystemen. Dabei beschéftigen sich
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verschiedene Teilgebiete mit unterschiedlichen Gleichungen und Gleichungs-
systemen, so behandelt z.B. die Lineare Algebra lineare Gleichungen iiber
Korper. Die algebraische Geometrie dagegen beschéftigt sich mit polynomia-
len Gleichungssystemen iiber Kérpern und deren Losungsmengen. Die Algebra
beschéftigt sich hauptséchlich mit dem Suchen nach Losungen, die mit Hilfe
von Lésungsmengen beschrieben werden. Diese Losungsmengen kann man wie-
derum als ein geometrisches Objekt betrachten und aus diesen Eigenschaften
heraus hat man dieses Teilgebiet der Mathematik, algebraische Geometrie ge-
tauft.

Verwenden wir als Korper, den der reellen Zahlen, so erhalten wir einen Spe-
zialfall der algebraischen Geometrie. Dieser Spezialfall nennt sich reelle alge-
braische Geometrie, welche sich mit polynomialen Gleichungen iiber den reellen
Zahlen R und deren reellen Losungen beschéftigt. [Net16]

Es konnen unterschiedliche Problemstellungen aus der Geometrie mit Hilfe
von algebraischen Gleichungen beschrieben werden, so beschéftigt sich die re-
elle algebraische Geometrie, u.a., mit Hilberts 16-ten Problem E] und anderen
Fragestellungen die ndher an der Realitét liegen als andere und besser denkbar
und vorstellbar sind. [Arn13]

! Uberblick iiber Hilberts 16-ten Problem:
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_sixteenth_problem



https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_sixteenth_problem
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1.2 Die Affine Geometrie

In der Mathematik gibt es nicht die ,eine“ Geometrie, nach der sich alle ori-
entieren. Es gibt verschiedene Arten, die sich im Laufe der Zeit gebildet ha-
ben. Die Geometrie, die in den heutigen Schulen gelehrt wird, ist die eukli-
dische Geometrie. Diese beschéftigt sich mit Winkeln, dhnlichen Dreiecken,
Kreisen, dem Parallelenaxiom usw.. Sie ldsst sich auf den griechischen Mathe-
matiker Euklid von Alexandria (circa 300 v. Chr.) zuriickfithren und basiert
hauptséchlich auf seinem Werk ,,Die Elemente“. [Cox55l S. 11]

Im spéterem Verlauf der Geschichte, rund 2200 Jahre spéter, begannen Mathe-
matiker gewisse Gedankenfolgen relativ einfacher Natur, die sich nicht mit der
Untersuchung von Absténden und Winkeln befassen, auszusondern. Daraus
entstanden etwas allgemeinere Geometrien, die der affinen und der projekti-
ven Geometrie, mit denen sich auch diese Arbeit beschéftigt. [Coxb5l, S. 11]
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Abb. 1.1: Gleiche Objekt in verschiedenen Geometrien aus [Sch16]
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Da in der affinen Geometrie der Abstandsbegriff und Winkel keine Relevanz
mehr aufweisen, lasst sich diese Geometrie als eine Generalisierung der eukli-
dischen Geometrie ansehen. Es gilt aber weiterhin das euklidische Parallelen-
Axiom, welches im weiterem Verlauf dieser Arbeit noch wichtig sein wird.

Die reelle affine Ebene

Alle Geometrien haben bestimmte vordefinierte Elemente, wie Punkte, Gera-
den und Ebenen, so auch die affine Geometrie. Mit diesen werden elementare
Fragen der Geometrie untersucht, wie z.B. die gegenseitige Lage verschiedener
Geraden in der Ebene. Diese Arbeit beschéftigt sich mit einer wichtigen spe-
ziellen affinen Ebene und zwar die iiber den Koérper der Reellen Zahlen, der
reellen affinen Ebene R2.

Den R? kann man folgendermaflen erkliren :

Wir bezeichnen die Menge R aller reellen Zahlen als ,,Zahlengerade “.
Als Ebene stellen wir uns die Zeichenebene vor, etwa als ein grofles Blatt
Papier. Wir kénnen nun in dieser Zeichenebene einen Nullpunkt, den
Ursprung, wiahlen und durch diesen zwei orthogonale Geraden, welche
als Achsen bezeichnet werden, legen und diese dann auch durch reelle
Zahlen skalieren. Dann entsprechen Punkte der Ebene geordnete Paare
(z,y) von reellen Zahlen.

Die Zeichenebene ist also die Menge dieser geordneten Paare. [Fis11]

R? .= {(x,y) : =,y € R}

Wollen wir in der Zeichenebene keinen Nullpunkt wahlen, so kann man diese
als affine Ebene betrachten.
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1.3 Minimale und Maximale Anzahl an Regionen

Nach dem theoretischen Teil wollen wir nun die eigentliche Problemstellung
behandeln. Zu Beginn wollen wir die maximale Anzahl L, der Regionen be-
stimmen, die durch n Linien in der Ebene, in unserem Fall die reelle affine
Ebene, kurz R?, erzeugt werden konnen. Dies ist keineswegs eine neue Pro-
blemstellung, sie wurde schon um 1826 vom Mathematiker Jakob Steiner zum
ersten Mal behandelt und auch geltst. Steiner hat damit den Grundstein fiir
alle weiteren Uberlegungen geschaffen. [KGP94, S. 5]

Bevor wir aber die Anzahl der erzeugbaren Regionen besprechen miissen wir
zuerst den Begriff der ,Region “ kldren. In dieser Arbeit ist eine Region eine
Zusammenhangskomponente, welche sich nicht in zwei disjunkte, nicht-leere
offene Teilmengen aufteilen ldsst. Kurz erklart in einer Region kann man je
zwei Punkte stets durch eine in der Region liegenden Streckenzug verbinden.

[Toel7, S. 18]

Abb. 1.2: Zusammenhangskomponenten [Toel7]

Nun koénnen wir die eigentliche Problemstellung behandeln.

Im Laufe der Zeit hat es verschiedene Herangehensweisen zur Losung dieser
Problemstellung gegeben. Ein moglicher Losungsweg, aus dem auch eine ge-
wisse Regelméfigkeit zu erkennen ist, ist der, der das Rekursionsverfahren
verwendet. Fiir dieses Verfahren muss man zuerst den Rekursionsanfang be-
stimmen.

10



1.3 Minimale und Maximale Anzahl an Regionen

Dafiir kann man sich folgendes iiberlegen:

Wenn in der Ebene keine Linie vorhanden ist, also n = 0, so ist die An-
zahl der Regionen gleich eins. Die ,erzeugte” Region ist die Ebene selbst,
also Ly = 1.

Wenn in der Ebene eine Linie vorhanden ist, so teilt diese die Ebene in
zwei Regionen, also L; = 2.

Bei zwei Linien, die sich in einem Punkt schneiden, haben wir vier Re-
gionen, also Ly = 4. [KGP94]

Nun kénnte man annehmen, dass das Hinzufiigen einer neuen Linie die maxi-
male Anzahl der Regionen verdoppelt, also dass fiir die maximale Anzahl an
erzeugbaren Regionen L, = 2" ist. Eine Verdoppelung der Regionen ist aber
nur moglich, wenn die n—te Linie jede alte Region in jeweils zwei Regionen
teilt. Dies wére moglich, da eine Linie eine alte Region in maximal zwei Re-
gionen teilen kann, da diese konvex ist. (,,Eine gerade Linie kann eine konvexe
Region nur in maximal zwei neue Regionen teilen, die wiederum konvex sind.*

[KGP94, S. 5])

Abb. 1.3: Ly Abb. 1.4: Ly Abb. 1.5: Ly

Abb. 1.6: maximale Anzahl an Regionen fiir n =0, 1,2

Wenn wir zum Beispiel bei der Ebene mit zwei Linien eine dritte Linie dazu-
geben, dann kann diese neue Linie maximal drei der alten Regionen teilen und
nicht alle vier alten Regionen, egal wie die neue Linie in der Ebene liegt. Bei
drei Linien gilt dann, dass die neue Linie maximal vier alte Regionen teilen
kann.

Aus dieser Uberlegung folgt, dass die maximale Anzahl an Regionen fiir n = 3

11
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6
5 6
Abb. 1.7: Drei Linien mit gemein- Abb. 1.8: maximale Anzahl an Re-
samen Schnittpunkt gionen fiir n = 3

gleich L3 =4+ 3 = 7 ist und fiir n = 4 gilt, dass Ly = 7+ 4 = 11 usw..
Daraus lasst sich ein Konstruktionsmuster bestimmen:

Wir nehmen an, dass eine natiirliche Zahl k € N die Anzahl der Regionen
angibt. Dann gilt, dass die neue n-te Linie die Anzahl der Regionen um
k erhoht, genau dann wenn die neue Linie genau £ alte Regionen teilt,
dies gilt genau dann wenn die n-te Linie alle anderen Linien in k£ — 1
verschiedenen Punkten schneidet.

Wenn wir uns zudem iiberlegen, dass fiir die maximale Anzahl der Regionen
sich maximal zwei Linien in einen Punkt schneiden diirfen, so kann die neue
n-te Linie die alten n — 1 Linien in maximal n — 1 verschiedenen Punkten
schneiden. Daraus folgt, dass die Anzahl der Regionen kleiner oder gleich der
Anzahl der Linien ist, also £ < n.

Wir kénnen nun folgenden Rekursionsschritt formulieren:

L,<L, 1+nfirn>0
Um die Gleichheit dieser Ungleichung zu erhalten, darf die n-te Linie zu keiner
der anderen n — 1 Linien parallel sein und die n-te Linie muss die n — 1 Lini-

en alle in unterschiedlichen Punkten schneidet, d.h. nur maximal zwei Linien
schneiden sich in einem Schnittpunkt.

12



1.3 Minimale und Maximale Anzahl an Regionen

Es gilt deshalb folgende Rekursion:

Ly=1 Rekursionsanfang
L,=L, 1+nfirn>0 Rekursionsschritt

Wir wollen nun diese rekursive Formel in ihre explizite Form umwandelt, damit
wir fiir n € N, eine beliebige Anzahl von Linien, die maximale Anzahl an
Regionen bestimmen kénnen ohne dabei die Anzahl der vorherigen Regionen
wissen zu miissen.

Ly=1Ln1+n
=L, o+ (n—1)+n
=L,3+(n—2)+(n—-1)+n

=Lo+1+24+34+44+---+(n—-1)+n
=1+1+2+34+44+---+(n—-1)+n
=1+9,

Fir S, = 1+ 2+ ---(n — 1) + n werden die ersten n natiirlichen Zah-

len aufsummiert. Wendet man die Gauss’schen Summenformel an, so gilt fiir
n(n+1)

Sn - T

Wir konnen nun folgenden Satz formulieren, dessen Richtigkeit wir mit Hil-

fe des Beweises der vollstdndigen Induktion zeigen werden, wie es auch in
[KGP94, S. 6 ff.] gemacht wurde.

Satz 1 (Maximale Anzahl an Regionen). Die mazimale Anzahl an Regionen,
die von n Linien in der affinen Ebene erzeugt werden kinnen ist
n(n+1)

Ln:T—i—lfijrnZO.

13



1.3 Minimale und Maximale Anzahl an Regionen

Diesen Satz konnte man nun mit Hilfe eines einfachen Induktionsbeweises be-
weisen. Der Beweis dieses Satzes geht aber auch schon aus der vorhergehenden
Konstruktion hervor.

Wir wissen nun, wenn wir die maximale Anzahl an Regionen, welche mit n
Linien erzeugt werden konnen, konstruieren wollen so darf keine der Linien
parallel zu einer anderen Linie sein. Zudem diirfen sich maximal zwei Linien
in einem Schnittpunkt schneiden. [Ival0]

Wir kennen aktuell die maximale Anzahl an Regionen, die n Linien erzeugen
konnen, es fehlt noch die minimale Anzahl. Dafiir kann man sich folgendes
iiberlegen:

Wenn in der Ebene keine oder eine Linie ist, so ist die minimale Anzahl
gleich der maximalen Anzahl und zwar 1.

Sind zwei Linien in der Ebene, die beide zueinander parallel verlaufen, so
ist die Anzahl der Regionen drei, bei drei parallelen Linien ist die Anzahl
der Regionen vier usw..

Die minimale Anzahl lidsst sich also leicht bestimmen. Um sie zu erhalten,
miissen alle n Linien in der Ebene parallel zueinander sein. Es teilen n parallele
Linien die affine Ebene in n+1 Regionen. Fiir die minimale Anzahl an Regionen
gilt die Faustregel, dass sie immer eines mehr ist, wie die Anzahl der Linien.
Wir konnen nun folgenden Satz formulieren:

Satz 2 (Minimale Anzahl an Regionen). Die minimale Anzahl an Regionen,
die von n Linien in der affinen Ebene erzeugt werden kénnen ist

Lpin =n+1 fiirn > 0.

Wie schon fiir den Satz [1] iiber die maximale Anzahl konnte man diesen Satz
mit Hilfe einer Induktion beweisen. Der Beweis dieses Satzes geht aber auch
schon aus dessen Konstruktion hervor.

Wir haben nun gezeigt, dass die affine Ebene in mindestens n + 1 Regionen

und maximal in @ + 1 Regionen von n Linien geteilt werden kann.

14
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1.4 Einige Locher in der Affinen Ebene

Wir kénnen nun die minimale Anzahl und maximale Anzahl an Regionen, in
die eine reelle affine Ebene, im weiteren oft nur noch Ebene genannt, mithilfe
von n Linien eingeteilt werden kann bestimmen. Nun méchten wir heraus-
finden, in wie viele Regionen n Linien die Ebene nicht teilen kénnen. Solche
Anomalien zwischen der minimalen und maximalen Anzahl an Regionen wer-
den Locher genannt. Neben den Lochern interessieren wir uns auch, ob es
bestimmte Werte zwischen der minimalen und maximalen Anzahl gibt, in die
die Ebene sicher geteilt werden kann und wo sich diese befindet.

Im weiteren Verlauf wird die Anzahl an erzeugbaren Regionen mit M bezeich-
nen.

Mit einer Linie kann die Ebene in zwei Regionen geteilt werden, mit zwei
parallelen Linien in drei Regionen und mit zwei nicht parallelen Linien, die
Linien schneiden sich in einem Punkt, in vier Regionen, usw..

Ein paar Beispiele fiir M erzeugbare Regionen aus [Arnl3] liefert die folgende
Tabelle:

n 1 2 3 4 ) 6 7 8
M 2 3 4 5 6 7 8 9
4 6 8 10 12 14 16
7 9 12 15 18 22
10 13 16 19 ?
11 17 24
16 : 29
22 37

Tabelle 1.1: erzeugbare Regionen fiir n Linien

15



1.4 Einige Lécher in der Affinen Ebene

A

/ \

Abb. 1.9: Die mit n = 3 Linien erzeugbaren Regionen

|
< IS

Abb. 1.10: Die mit n = 4 Linien erzeugbaren Regionen

Wir interessieren uns nun dafiir, ob wir alle Werte von M zwischen
n(n+ 1)

2
erreichen kénnen oder ob es Ausnahmen gibt.
Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass nicht alle Werte von M von jedem n
erreicht werden konnen und dass es Ausnahmen geben kann. Sind nun diese
Ausnahmen nur willkiirlich oder gibt es bestimmte Gesetzméfigkeiten oder
Eigenschaften um diese zu erkennen bzw. diese gar zu bestimmen?

n+l<M<1+

Eine erste Gesetzméfigkeit, die man aus der Tabelle ableiten kann, ist die
folgende: es gibt fiir jede Anzahl n von Linien in der Ebene eine Zahl j, € R
fiir dir gilt, dass j, < M., ab der alle weiteren Zahlen als Werte fiir die
Anzahl der erzeugbaren Regionen in Frage kommen.

In anderen Worten: M kann jeden Wert zwischen

n(n+1)

Jn <M <1+ 5

= Mmaa:

annehmen.
Diese Gesetzméfigkeit wird mit Hilfe der Projektiven Ebene genauer im Ka-
pitel [2] erlautert.

16



1.4 Einige Lécher in der Affinen Ebene

Mit Hilfe der Tabelle kann man zudem erkennen, dass es Zahlen gibt, die
kleiner als die Zahl j, sind, welche nicht als Werte fiir M erzeugbare Regionen
von n Linien in Frage kommen koénnen, hier kommt es daher zu Ausnahmen
bzw. Lochern. [Ival()]

Eine solche Ausnahme beschreibt folgender Satz aus [Arnl3]:

Satz 3. Es sei n € N. Dann kénnen n Linien die affine Ebene nicht in M
Regionen teilen, wenn

n+1 <M < 2n oder
2n <M < 3n—3 ist.

Um diesen Satz zu beweisen, wird die gleiche Vorgehensweise und Notation wie
in [Arnl3] verwendet. Hierbei wird mit k& die maximale Anzahl an parallelen
Linien von n Linien bezeichnet und x beschreibt die maximale Anzahl an
Linien, die sich in einem gemeinsamen Punkt (Schnittpunkt) schneiden.

Beweis.

Fall 1. Fir k = n ist die Anzahl der erzeugten Regionen gleich M =n + 1.

Fiir diesen Fall sind alle n Linien parallel und deshalb gilt fiir die An-
zahl der Regionen M = n + 1, also die minimale Anzahl an erzeugbaren
Regionen.

Fall 2. Fir k =n — 1 ist die Anzahl der erzeugten Regionen gleich M = 2n.

Hier sind n — 1 Linien parallel und diese erzeugen n Regionen. Die n-te
Linie schneidet alle anderen m — 1 Linien und teilt damit jede Region
in jeweils zwei Teile. Somit ist die Anzahl der erzeugten Regionen gleich

M = 2n. (Siehe (1.9 und zweite Abbildung)

17



1.4 Einige Lécher in der Affinen Ebene

Fall 3. Fir k =n — 2 ist die Anzahl der erzeugten Regionen entweder
M =3n —2 oder M = 3n — 3.

Hier sind n — 2 Linien parallel und eine nicht dazu parallele Linie, die
n — 1-te Linie, teilt die Ebene in 2(n — 1) Regionen (siche Fall [2). Die
n-te Linie schneidet die n — 2 Linien in n — 2 verschiedenen Punkten.
Ist diese Linie parallel zur n — 1-ten Linie, dann gilt fiir die Anzahl der
Regionen M = 3(n —1).

Abb. 1.11: Ebene mit M = 3(n — 1) Regionen

Ist diese n-te Linie zu keiner anderen Linie parallel und schneidet zudem
die n — 1-te Linie auflerhalb der n — 2 parallelen Linien, so kommt zu den
bereits existierenden 2(n — 1) Regionen n weitere Regionen dazu, es gilt
nun also M =2(n—1)+n=3n—2.

Schneidet die neue n-te Linie, die n — 1-te Linie in einem Schnittpunkt
mit einer anderen Linie, dann haben wir eine Region weniger, daher
M =3n —3.

18
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\l\z wiz
3 3

. A

AN N\ n

Abb. 1.12: Ebene mit M = Abb. 1.13: Ebene mit M =
3n — 2 Regionen 3n — 3 Regionen

Fall 4. Fiir x = n ist die Anzahl der erzeugten Regionen M = 2n.

Hier gibt es keine parallelen Linien und alle n Linien haben genau einen
gemeinsamen Schnittpunkt. Somit teilen die n Linien die Ebene in 2n
Regionen, M = 2n.

Abb. 1.14: Ebene mit M = 2n Regionen
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1.4 Einige Lécher in der Affinen Ebene

Fall 5. Fiir x =n — 1 ist die Anzahl der erzeugten Regionen entweder M =
3n — 2 oder M = 3n — 3.

Hier schneiden sich n — 1 Linien, also alle bis auf eine, in einem Punkt
(gemeinsamer Schnittpunkt). Die n—1 Linien teilen die Ebene in 2(n—1)
Regionen (siche Fall [d)). Falls die neue n-te Linie zu keiner der anderen
Linien parallel ist und auch nicht durch den gemeinsamen Schnittpunkt
aller anderen geht, so schneidet sich die Linie in n — 1 verschiedenen
Punkten mit den anderen Linien. Die neue Linie wird also in n Teile ge-
teilt und somit kommt zu den 2(n —1) Regionen noch n weitere Regionen
dazu.

Deshalb gilt fiir M =2(n — 1) +n =3n — 2.

Abb. 1.15: Ebene mit M = 3n — 2 Regionen

Falls die neue n-te Linie zu einer anderen Linie parallel verlauft und nicht
durch den Schnittpunkt aller anderen n—1 Linien geht, so schneidet diese
Linie sich in n — 2 Punkten mit den anderen Linien. Die n-te Linie wird
in n — 1 Teile geteilt.

Deshalb gilt fiir die erzeugten Regionen M =2(n—1)+(n—1) = 3n—3.

Fall 6. Firk <n—2, 3 <x <n—1 ist die Anzahl der erzeugten Regionen

M > 4n — 8.
Firk<n—2,2<x<n—1 ist die Anzahl der erzeugten Regionen
M > 3n — 3.
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1.4 Einige Lécher in der Affinen Ebene

Abb. 1.16: Ebene mit M = 3n — 3 Regionen

Wenn sich z Linien in einem Punkt P schneiden, teilen sie die Ebene
in 2z Regionen. (Siche Fall |4)) Jede der n — x anderen Linien schneidet
mindestens x — 1 Linien, die durch den Punkt P gehen und wird durch
diese in mindestens x Teile geteilt. Mit den neuen n—x Linien, bekommen
wir z(n — ) neue Regionen zu den bereits existierenden 2z Regionen.
Deshalb gilt fiir die Anzahl der Regionen:

M>2x+z(n—2x)=z(n+2—ux).

Wir setzen L = n+2—x. Wenn wir davon ausgehen, dass die Ungleichung
3 <x <n-—1gilt, dann gilt fiir L , dass 3 < L <n — 1 das ist dasselbe
wie 4 < L <n — 2 und damit gilt fiir die Anzahl der Regionen

M >4(n—2)=4n—8.

Gilt statt 3 <z <n—1nun2 < x < n—1, was dasselbe wie 3 < z < n—2
ist, dann gibt es zusétzlich noch einen weiteren moglichen Wert fiir x und
L. Es kann x = 3 sein und somit L =n — 1.

Damit gilt fiir die Anzahl der Regionen

M >3(n—1)=3n-3.

Fall 7. Fiir x = 2, mazimal zwer Linien schneiden sich in einem gemeinsamen
Punkt, und fir2 < k < n—3 parallele Linien, gilt fir die Anzahl der erzeugten
Regionen, dass M > 3(n — 1) ist.
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1.4 Einige Lécher in der Affinen Ebene

Wenn £ Linien aus n Linien zueinander parallel sind, dann wird jede der
restlichen nicht parallelen n — £ Linie durch diese k£ parallelen Linien in
k 4+ 1 Teile geteilt. Zu den k£ + 1 Regionen, die von den parallelen Linien
erzeugt wurden, kommen nun mindestens (n — k)(k + 1) Regionen dazu.
Die Anzahl der Regionen ist damit

M>Gk+1)+m—k)(k+1)=(k+ 1)L fir L= (1+n—Fk).

Wenn wir davon ausgehen, dass die Ungleichung 2 < k£ < n — 3 gilt, so
haben wir 3< L <n—2,4<L<n+2-3=mn-—1. Deshalb gilt wie
im Fall [0 :

M > (k+1)L > 3(n—1).

Fall 8. Fir x = 2 und k = 1, also es schneiden sich maximal zwei Linien
in einem Punkt und es gibt keine parallelen Linien, dann ist die maximale
Anzahl, die von n Linien erzeugten Regionen

n(n+1)

M=1
* 2

Diesen Fall haben wir bereits im Abschnitt fiir den Satz 1 bewiesen.

Aus allen acht Fallen konnen wir nun den Beweise schrittweise zusammenfiigen.
Wenn wir & > n—2 parallele Linien haben, dann folgen die Aussagen des Satzes
aus den Fillen [T]2| und [3]

Fiir > n — 2 Linien die sich in einem Punkt schneiden, folgen die Aussagen
aus den Féallen (] und (Bl

Fir kK <n—-3und 3 < 2 < n — 1, folgt aus dem Fall |§| (erster Teil), dass
M > 4n — 8 ist. Somit ist M > 3n — 3, fiir n > 5. Fiir k < n — 3 parallele
Linien und = = 3, folgt aus Fall [f] (zweiter Teil) die Aussagen des Satzes.

Fiir x =2 und 2 < k < n — 3 folgt aus Fall[7] die Aussagen des Satzes.
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1.4 Einige Lécher in der Affinen Ebene

Fiir x = 2 und k£ = 1 folgt aus Falldie Aussage des Satzes, da M = 1+ w
grofler oder gleich 3n — 2 ist fiir n > 3.

Was noch fehlt ist der Fall wenn n < 5. Dieser Fall ist leicht nachzupriifen.

Fiir n = 1 und n = 2 folgt aus der Tabelle 1.1, dass jede Zahl M zwi-
schenn+1< M1+ @ angenommen werden kann, somit gilt die
Aussage des Satzes.

Somit wurden alle moglichen Fille nachgepriift und der Satz ist bewiesen. [

Wir kénnen nun den Satz auf ein paar Beispiel anwenden.

- Mit Hilfe dieses Satzes lasst sich also sagen, dass n = 3 Linien die Ebene
nicht in 4 < M < 6, also M = 5 Regionen teilen kénnen, diese Aussage
ist richtig (Siehe Tabelle [L.1]).

- Aus dem Satz folgt auch, dass n = 4 Linien die Ebene nicht in 5 < M <
8, also in M = 6 oder M = 7 Regionen teilen kénnen, diese Aussage ist

wiederum richtig (Siehe Tabelle [L.1]).

- Fiir n = 6 Linien, besagt dieser Satz, dass diese Linien die Ebene nicht
in 13 < M < 14 Regionen teilen konnen. Diese Eigenschaft kann man
auch wieder aus der Tabelle [I.1] entnehmen.

Bemerkung 1. Zudem ist klar, dass n Linien die Ebene in 2n Regionen teilen
konnen.
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1.5 Geknickte Linien in der Ebene

Bis hierhin haben wir uns nur gefragt, in wie viele Regionen n gerade Lini-
en die Ebene teilen konnen und noch nicht, ob es Variationen der Problem-
stellung gibt. Eine Variation dieser, welche in [KGP94, S. 7] behandelt wird,
beschiéftigt sich mit nicht geraden Linien. Hier haben die Linien einen Knick
wie in Abbildung dargestellt. Wie schon bei den geraden Linien, gibt es
fiir n geknickten Linien in der affinen Ebene auch eine maximale Anzahl an
erzeugbaren Regionen Z,,.

3
2 5
1 1
Abb. 1.17: Die mit n = 1 geknick- Abb. 1.18: Die mit n = 2 geknick-
ten Linien erzeugbaren ten Linien erzeugbaren
Regionen Regionen

Fiir n = 1 erhalten wir Z; = 2 Regionen, fiir n = 2 ist die maximale Anzahl
von Regionen Z; = 7. Aber wie konnte es weiter gehen?

Wenn wir uns diese geknickten Linien als zwei gerade Linien vorstellen,
die bei ihrem gemeinsamen Schnittpunkt enden, so erhalten wir statt der
eigentlichen 4 Regionen nur 2 Regionen, da drei der Regionen zu einer
zusammenfallen, d.h. wir verlieren zwei Regionen. Wenn wir nun weitere
Linien wie in Abbildung hinzufiigen, so dass der Schnittpunkt der
geknickten Linien nicht einer der ,,Knick-Punkte® ist, verlieren wir fiir
jede Linie jeweils zwei Regionen.
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1.5 Geknickte Linien in der Ebene

Abb. 1.19: Zusammenhang: Geknickte und gerade Linien

Prizisiert man diese Uberlegung so lisst sich folgender Satz formulieren:

Satz 4 (Maximale Anzahl an Regionen fiir geknickte Linien). Die mazimale
Anzahl an Regionen, die von n geknickten Linien in der Ebene erzeugt werden
kann 1st

Zn :LG —2n
~2n(2n + 1)

5 +1-—2n=2n>—n+1.

Wobei Lo, die maximale Anzahl an erzeugbaren Regionen von 2n geraden Li-
nien 1st.

Die minimale Anzahl von Regionen, die mit n geknickten Linien erzeugbar ist,
ldsst sich leicht bestimmen. Wenn sich keine der geknickten Linien schneidet,
so gilt fiir die Anzahl der Regionen Z,, = n+ 1, genau wie fiir gerade Linien.

Satz 5 (Minimale Anzahl an Regionen fiir geknickte Linien). Die minimale
Anzahl an Regionen, die von n geknickten Linien in der Ebene erzeugt werden
kann 1st

Limin =n + 1 fiirn > 0.
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1.6 Kreise in der Ebene

Eine weitere Variation der Problemstellung verwendet statt Linien Kreise in
der Ebene. Wie schon bei den Linien, kann man auch die minimale und ma-
ximale Anzahl an erzeugbaren Regionen K, fiir n Kreise in der affinen Ebene
bestimmen. Fiir die maximale Anzahl kann man sich folgendes {iberlegen:

Mit n = 1 Kreisen in der Ebene kann man K; = 2 Regionen erzeugen.
Mit n = 2 Kreise, die zwei gemeinsame Schnittpunkte haben, ist die
maximale Anzahl an Regionen K; = 4 und fiir n = 3 ist die maximale
Anzahl an Regionen K3 = 8.

Fiir die maximale Anzahl an erzeugbaren Regionen K, gilt, dass sich die Kreise

jeweils paarweise schneiden und sich maximal zwei Kreise in einem Schnitt-
punkt schneiden.

(%
&

4

Abb. 1.20: Die mit n = 2 Krei- Abb. 1.21: Die mit n = 3 Krei-
sen erzeugbaren Regio- sen erzeugbaren Regio-
nen Ky =4 nen K3 =38

Wenn wir zu den n — 1 Kreisen einen n-ten Kreis dazugeben, so muss dieser
alle anderen Kreise in zwei Punkten schneiden (siehe 1.20). Dadurch werden
die Kreise in Kreishogen geteilt und jeder von ihnen teilt zwei der bisherigen
Regionen.
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1.6 Kreise in der Ebene

Da ein Kreis die Ebene in zwei Teile teilt, kann man folgenden Satz formulie-
ren:

Satz 6 (Maximale Anzahl an Regionen fiir Kreise). Die mazimale Anzahl an
Regionen, die von n Kreisen in der Ebene erzeugt werden kann ist

K,=24+2+4+6+---4+2(n—1)

n—1

-1
:2+2~Zz‘:2+2M
=0
=n? —n+2

Fiir die minimale Anzahl von Kreisen erzeugbaren Regionen gilt das selbe wie
fiir die geraden und geknickten Linien.

Satz 7 (Minimale Anzahl an Regionen fiir Kreise). Die minimale Anzahl an
Regionen, die von n Kreisen in der Ebene erzeugt werden kann st

Kpin =n+1 firn > 0.

Beispielsweise konnen n = 5 Kreise in der affinen Ebene diese in mindestens
K nin = 6 Regionen und in maximal K5 = 52 — 5 + 2 = 22 Regionen teilen.
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2.1 Projektive Geometrie

2 Problemstellung in der
Projektiven Ebene

2.1 Projektive Geometrie

Neben der euklidischen und affinen Geometrie gibt es auch noch eine wei-
tere Art, die projektive Geometrie. In der projektiven Geometrie wird die
gewohnliche affine (oder euklidische) Ebene durch Hinzunahme von Fernpunk-
ten zur projektiven Ebene erweitern. Dies nennt man eine projektive Erwei-
terung. Dadurch lassen sich verschiedene Aussagen in einer allgemeineren Art
beweisen. [Sch16]

Definition 2.1.1. Eine Gerade wird zur projektiven Geraden erweitert, in-
dem zu den Punkten der Gerade noch ein zusétzlicher uneigentlicher Punkt
F hinzugegeben wird. Dieser Punkt F' beifit Fernpunkt der Geraden. Alle
parallelen Geraden in der affinen Ebene besitzen den gleichen Fernpunkt. Eine
Ebene wird zur projektiven Ebene erweitert, indem zu den Punkten der Ebene
noch eine zusétzliche Gerade F'G hinzugegeben wird, die alle Fernpunkte der
Geraden dieser Ebene enthélt. Diese Gerade F'G wird Ferngerade der Ebene
genannt. [Wagl7, S. 120]

Die projektive Ebene iiber den Korper der reellen Zahlen ist die reelle projek-
tive Ebene RP?.

Der entscheidende Unterschied zur Definition der Affinen Ebene ist der, dass
sich in der projektiven Ebene immer je zwei Geraden schneiden. Das Parallelen-
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2.1 Projektive Geometrie

Axiom, welches in der affinen und euklidischen Ebene gilt, gilt in der projek-
tiven Ebene folglich nicht mehr. Stattdessen ist ein anderes Axiom von grofier
Bedeutung. Dieses besagt, dass je zwei Geraden, die in derselben projektiven
Ebene liegen, einen gemeinsamen Schnittpunkt haben. Dieses Axiom kommt
in einer dhnlichen Form auch in der affinen Ebene vor, gilt aber nicht fiir alle
Geraden, da es dort auch parallele Geraden gibt, welche keinen gemeinsamen
Schnittpunkt haben. In der projektiven Ebene dagegen, schneiden sich paral-
lele Geraden in einem sogenannten Fernpunkt. [Cox55]

Aber welchen Vorteil bringt eine projektive Ebene im Gegensatz zu einer affi-
nen (euklidischen) Ebene in unserem Fall?

Wenn wir wie in [[val(] zwei parallele Linien im R? haben, die von einer
dritten Linie geschnitten werden und eine Linie im Unendlichen dazuneh-
men, bekommen wir eine Konstellation mit vier Linien, von denen sich
drei in einem Punkt P im Unendlichen schneiden, nur die vierte Linie
nicht. Betrachtet man nun die Aquivalenzkonfiguration mit der vierten
Linie im Unendlichen so besteht der Teil der reellen Ebene R? lediglich
aus drei sich schneidenden Linien.

Abb. 2.1: In der Projektiven Ebene sind beide Konfigurationen gleich.

In der projektiven Ebene RP? wird also nicht zwischen Geraden, die sich in
genau einem Punkt schneiden, und parallelen Geraden unterschieden. Dadurch
fallen einige Fallunterscheidungen bei den Beweisen weg.
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2.1 Projektive Geometrie

Wenn wir n Linien in der reellen projektiven Ebene haben, dann teilen diese
die Ebene in M Regionen. Ein paar Beispiele, welche Werte als Anzahl von M
Regionen in Frage kommen [Arn13]:

n 1 2 3 4 3
M 1 2 3 4 3
4 6 8
7 9

10

11

Tabelle 2.1: erzeugbare Regionen fiir kleines n

Wir kénnen das Linienproblem in der projektiven Ebene auf die in der Affinen
Ebene zuriickfithren und umgekehrt. So kann man beispielsweise eine Linie im
RP? als die Linie im Unendlichen betrachten und erhaltet somit n — 1 Linien
im R2. Fiir die Anzahl M der Regionen heifit das dann:

n=2: n=23: n=4: n=>5:
M=2 ‘ M=3 H M=4 ‘H M=5 HH

M=10 X
M=11 7&

Abb. 2.2: mogliche Anzahl an Regionen aus [Arnl3]
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2.2 Minimale und Maximale Anzahl an Regionen

Wie schon in der affinen Ebene kann man auch in der projektiven Ebene die
minimale und die maximale Anzahl an erzeugbaren Regionen M bestimmen,
die von n Linien erzeugt werden.

Satz 8 (Minimale und Maximale Anzahl an Regionen). Die minimale Anzahl
an Regionen, die von n Linien in der projektiven Ebene erzeugt werden kann
151

Mpin =n .

Die mazimale Anzahl an Regionen, die von n Linien in der projektiven Ebene
erzeugt werden kann st

Miaz = 1+n(n_1> .
2
Dieser Satz folgt aus den beiden Sétzen 2| und [I| der affinen Ebene.|Arn13]

Beweis. Gegeben seien n Linien in der projektiven Ebene RP2.

Wir wollen nun zeigen, dass die minimale Anzahl an erzeugbaren Regionen
M,,in = n ist. Dafiir nehmen wir an, dass eine der n Linien, die Linie im
Unendlichen ist und kénnen nun die Aussage fiir n — 1 Linien in der affinen
Ebene zeigen, da sie den n Linien in der projektiven Ebene entsprechen. Fiir
n — 1 Linien in der affinen Ebene gilt:

Mpyin=(n—-1)+1 =n

Also folgt daraus, dass M,,;, = n fiir n Linien in RP?.
Nun wollen wir noch zeigen, dass die maximale Anzahl an erzeugbaren Regio-
nen Mo = 1+ @ ist. Dafiir nehmen wir wiederum an, dass eine der n
Linien, die Linie im Unendlichen ist und kénnen nun die Aussage fiir n — 1
Linien in der affinen Ebene zeigen.
—1 —1)+1
Ve =14 17D DD
(n—1)n
2

=1+
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2.2 Minimale und Maximale Anzahl an Regionen

Also folgt daraus, dass M, = 1 + @ fiir n Linien in RP2.
]

Wir wissen nun, dass fiir die von n Linien in der projektiven Ebene RP?
erzeugten Regionen M gilt :

1
n§M§1+%.

In der affinen Ebene kann M nicht alle Werte zwischen der maximalen und
minimalen Anzahl an erzeugbaren Regionen annehmen. Das gilt auch fiir die
erzeugbaren Regionen in der projektiven Ebene. Viele Mathematiker haben be-
wiesen, dass es solche Locher fiir M gibt und diese auch beschrieben. Zudem
haben sie daraus weiter Merkmale fiir die Anzahl an Regionen herausgefunden.
So hat sich z.B. Nicola Martinov [Mar93] in den 90igern damit beschéftigt und
auch Merkmale und Erkenntnisse verdffentlicht, die dann spéter von Shnur-
nikov [Shnl0] korrekt bewiesen wurden ( siehe dazu [Shnl0] ). Einige dieser
Merkmale und Erkenntnisse werden wir nun genauer erldutern.

Nehmen wir an, dass wir n Linien in der projektiven Ebene haben. Diese Linien
schneiden sich in v Schnittpunkte. Wir kennen zudem die Anzahl der Linien,
die sich in einem bestimmten Punkt schneiden. Mit diesen Informationen kann
man die Anzahl der erzeugten Regionen leicht bestimmen.

Folgender Satz und auch der passende Beweis dazu stammen aus [Ival0]:

Satz 9. Gegeben seien n Linien in der projektiven Ebene (RP?), welche sich
in v Punkten schneiden und die Ebene in M Regionen teilen. Es sei x; die
Anzahl der Linien, die sich im i-ten Punkt der v Punkte schneiden.

Dann gilt fir die Anzahl der Regionen, dass

i=1

15t.
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2.2 Minimale und Maximale Anzahl an Regionen

Beweis. Der Satz wird mit Hilfe der Euler-Charakteristik fiir CW-Komplexe
bewiesen. Dafiir sehen wir die Regionen als Zellen an. Dann zerlegen die Linien
die projektive Ebene in Zellen. Nehmen wir nun an, dass es v null-dimensionale
Zellen gibt, Eckpunkte genannt, und da die Anzahl e von eindimensionalen
Zellen gleich die Hilfte der Summe der Wertigkeiten der Ecken ist, gilt dass

v
€ = E ;.
i=1

Die Anzahl der konstruierten zweidimensionalen Zellen ist M. Die reelle pro-
jektive Ebene RP? hat die Euler-Charakteristik 1 und somit gilt

M=1l+e—v=1+)» x—v

=1
v
=14+ (z:-1)
=1

O

Dieser Satz kann auch auf die affine Ebene angewendet werden, dort gilt dann
fiir n Linien in der Ebene, dass

M:n+1+2(mi—1)
i=1

1st.
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

Nach der minimalen und maximalen Anzahl an erzeugbaren Regionen machen
wir uns jetzt, wie schon im Kapitel [l auf die Suche nach Léchern bzw. Ausnah-
men, hier aber im RP?. Es existieren also Werte fiir M, die nicht als erzeugte
Anzahl an Regionen von n Linien in Frage kommen konnen. Ein solches Loch
beschreibt folgender Satz aus [Arnl3]:

Satz 10. Es sein € N. Dann kénnen n > 2 Linien die projektive Ebene nicht
in M Regionen teilen, wenn

n<M < 2(n—1) oder
2(n—1) <M < 3(n—2) ist.

Nun miissen wir diesen Satz noch beweisen. Er wurde in [Arnl3| etwas an-
ders bewiesen als es hier der Fall ist. Dieser Satz ist aber ein gutes Beispiel
dafiir, dass Aussagen der projektiven Geometrie in die der affinen Geometrie
iibertragen werden konnen und auch umgekehrt. Deshalb wird fiir den Beweis
dieses Satzes, der Satz |3| fiir die affine Ebene verwendet.

Beweis. Gegeben seien n Linien in der projektiven Ebene RP?. Wir nehmen
an, dass eine der n Linien die Linie im Unendlichen ist und koénnen nun die
Aussagen fiir n — 1 Linien in der affinen Ebene zeigen.

Fiir n — 1 Linien in der affinen Ebene gilt nach Satz 3] dass

m—1)+1<M<2n-1)<
n<M<2n—1)

und dass

2n—1)<M<3(n—-1)—-3«
2(n—1) < M < 3(n—2).
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

Somit gilt fiir n Linien in der projektiven Ebene, dass diese die Ebene nicht in
M Teile teilen konnen, wenn

n<M < 2(n-1)
2ln—1) <M < 3(n—2)

1st. ]

Bemerkung 2. Es ist leicht erkennbar, dass n Linien die projektive Ebene in
M =2(n—1) und M = 3(n — 2) Regionen teilen konnen.

Wir haben nun zwei Beschreibungen fiir Locher in der projektiven Ebene ge-
funden. Das erste Loch in der projektiven Ebene tritt schon bei n = 4 Linien
auf, wie man aus der Tabelle entnehmen kann. Nun kénnen wir dieses erste
Loch auch mithilfe des Satzes [0l beschreiben:

n<M < 2n-1) firn=4=
4<M < 6=
M=5

Mit n = 4 Linien kann die projektive Ebene also nicht in M = 5 Regionen
geteilt werden.

Fiir n = 5 Linien gilt dann, dass 5 < M < 8 also die projektive Ebene kann
nicht in M = 6 oder M = 7 Regionen geteilt werden usw.

Neben der Beschreibung von Lochern, konnen wir auch Intervalle zwischen der
minimalen und maximalen Anzahl der erzeugbaren Regionen angeben, welche
als Werte fiir M in Frage kommen. D.h. in diesen Intervallen kommt es nicht
zu Lochern.

Der folgende Satz, der urspriinglich aus [Arnl3] stammte, wird auch in [Ival0]
nochmals in einer dhnlichen Weise behandelt. Beide Autoren beweisen den
Satz unterschiedlich. Wir werden den Beweis an jenem aus [Ival(] anlehnen,
da dieser einerseits kiirzer ist, andererseits wieder die Parallelitéit zur affinen
Ebene aufzeigt.
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Satz 11. Es sei n € N. n Linien kénnen die projektive Ebene (RP?) in M
Regionen teilen, wenn
(n—z)(n—x—1)

2

zn+l—2)<M<zn+1-—x)+

wobei x die maximale Anzahl an Linien beschreibt, die einen gemeinsamen
Schnittpunkt haben.

Beweis. Gegeben seien n Linien in der projektiven Ebene RP?. Wir withlen x
fest und es sei eine der n Linien, die x schneiden, die Linie im Unendlichen. Die
dazu gehorende affine Ebene R? sei durch 2 — 1 parallelen Linien in x Regionen
geteilt. Wir nehmen nun nacheinander alle restlichen n — z Linien dazu. Jedes
mal wenn wir eine neue Linie dazunehmen, wird die Anzahl der Regionen um
a + 1 erhoht, wobei a die Schnittpunkte mit den anderen Linien beschreibt.
Fiir die Schnittpunkte gilt dann:

a=a=x—1

a = as miter—1<ay, <z
a = as mitr—1<a3<z+1
a4 = Uyp_p mitzr—1<a3<z+(n—z)—1

dann gilt fiir die Anzahl an erzeugbaren Regionen M

t+zn—z)< M <z+z+(x+1)+---+(n-1)
=z(n—z+1)+1+---+(n—a—-1)
(n—z)(n—x—1)

=z(n—az+1)+ 5

]

Bemerkung 3. Wenn x > ”T’l ist und der Satz (11| erfiillt ist, dann gilt fiir die
Anzahl an erzeugbaren Regionen M, dass es eine Anordnung von n Linien gibt,
die die Ebene genau in M Regionen teilt. Es gibt aulerdem eine solche Anord-
nung, in welcher z die maximale Anzahl an Linien ist, die einen gemeinsamen

Schnittpunkt haben. [Ival0]
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In vielen Werken von unterschiedlichen Autoren werden Bedingungen fiir die
Anzahl an erzeugbaren Regionen M aufgezeigt, verglichen und erforscht. So
werden beispielsweise verschiedene Erkenntnisse von anderen Autoren im Pa-
per [Shn10] von Shnurnikov verfeinert, prizisiert und auch neue Beweise gelie-
fert.

Wir koénnen nun die Aussage des vorherigen Satzes [11| noch etwas verfeinern.
Und zwar definiert man ein j € N zwischen 0 < 7 < n — 2. Dann kann die
Anzahl der erzeugbaren Regionen M alle Werte im Intervall

ju=n__ . - JG=1)
T—mm{n—], 5

annehmen. (aus [Mar93] und [Shnl0])

i =1

(n—)+1)+ .

p<M < (n=5)(G+D)+

Viele der Werte, die als erzeugbare Regionen in Frage kommen kénnen, héngen
von der Anzahl der Linien ab, die sich maximal in einem Punkt schneiden.
Ist diese Anzahl bekannt, kann man weitere Bedingungen fiir die Anzahl der
Regionen formulieren und dadurch die auftretenden Locher einschrénken.

Eine weitere Bedingung fiir die Anzahl an erzeugbaren Regionen liefert der
folgende Satz aus [Arnl3]. Der Satz ist nur niitzlich wenn z die maximale
Anzahl an Linien, die sich in einem Punkt schneiden bekannt ist. Andernfalls
ist dieser Satz unbrauchbar.

Satz 12. Es seien n Linien in der projektiven Ebene RP? gegeben und es sei
x > 2 das Mazimum an Linien, die sich in einem Punkt schneiden. Dann gilt
fiir die Anzahl an erzeugbaren Regionen M, dass

n(n —1)
M5

und dass

n?> —n+ 2z

M>2
r+3

Sein muss.
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

Wobei die zweite Bedingung des Satzes aus [Shnl0] stammt.

Auch der folgende Satz beschreibt eine &hnliche Bedingung fiir die erzeugbaren
Regionen M [Ival()]:

Satz 13. Gegeben seien n Linien in der projektiven Ebene RP% und mazi-
mal z von denen schneiden sich in einem Punkt. Dann gilt fiir die Anzahl an
erzeugbaren Regionen, dass

(n—1)

M>" 41

T

Mit Hilfe der Satze und [13] kénnen wir nun bestimmte Werte fiir die
Anzahl an erzeugbaren Regionen M iiberpriifen. So kénnen einige schon von
Anfang an ausgeschlossen werden und andere wiederum koénnen als mogliche
Werte vorkommen.

Diese Satze haben aber den Nachteil, dass ihre Anwendung nur Sinn ergibt,
wenn die maximale Anzahl an Linien, die einen gemeinsamen Schnittpunkt
haben, bekannt ist. Deshalb werden wir uns jetzt noch mit Satzen befassen,
fiir die wir nur die Anzahl n an Linien in der projektiven Ebene wissen miissen
und dabei nicht wissen, wie viele und in wie vielen Punkten sich diese Linien
schneiden.

Wenn wir uns die Tabelle genauer ansehen, so scheint es, dass ab einer
bestimmten Zahl alle Werte fiir M bis zur oberen Grenze M,,,, angenommen
werden konnen. Wir zeigen nun, dass falls es solche positive ganze Zahl m,
gibt, alle Werte dariiber als Anzahl an Regionen in Frage kommt. [Ival0]

Satz 14. Es sei m, eine positive ganze Zahl mit

1
Mfa,lls n gerade ist

{Mfalls n ungerade st
m, =
1

Dann gibt es fiir jedes M, das

n(n —1)

mnSMS +1:Mmaa:
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

erfiillt, eine Anordnung von n Linien in der projektiven Ebene RP?, die diese
in M Regionen teilt.

Beweis. Die Aussage des Satzes wird durch Induktion bewiesen.
Induktionsanfang:

2
Fall n = 1 ungerade : m,, = 7= 1

:>1§M§@+1:1

= My = Mmaz

2(4
Fall n = 2 gerade : mn:Q:2

4
-1
:>2§M§%+1:2

= My = Mmax

Induktionsschritt
Es sei nun n € N fest und n > 2.

Fall 1: n ungerade

Es gibt fiir jedes M mit
2 _
(n+1) <M< n(n —1)

1= Mmax
4 2 +

eine Anordnung der n Linien, die die projektive Ebene genau in M Re-
gionen teilt.

Eine der n Linien sei nun die Linie im Unendlichen. Wenn wir jetzt eine
neue Linie hinzufiigen, die nicht durch einen der Schnittpunkte der ur-
spriinglichen Linien verlduft, dann teilen die n 4+ 1 Linien die projektive

Ebene in M +n Regionen. Dadurch kann jeder Wert zwischen W +n
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

und @ + 1 als Anzahl von erzeugbaren Regionen angenommen wer-

den, die von n + 1 Linien in der projektiven Ebene erzeugt werden.

n—mn-+1

Wir nehmen an, dass x = ”T*?’, damit die Bemerkung [3| erfiillt ist. So
folgt aus dem Satz [11], dass jeder Wert zwischen
1 1 —1)(n—
(n+1)(n+3) und (n+ )(n+3)+(n Jn—3) _
4 4 8
3’ +4n+9

8

als M Anzahl der erzeugbaren Regionen fiir n+ 1 Linien in Frage kommt.
Es muss gelten, dass

2 2
3n ~|—;n—|—9+12 (n+1)
3+ 4n+9+8>4(n+1)*+8n <

n*—8n+15>0

+n &

und dies gilt fiir alle ungeraden n.
Fall 2: n gerade

Es gibt fiir jeden Wert von M zwischen

n(n+ 2) <M<n(n—1)+1:M
— — 2 max

eine Anordnung der n Linien, die die projektive Ebene genau in M Re-
gionen teilt.

Eine der n Linien sei die Linie im Unendlichen. Wenn wir jetzt eine
neue Linie hinzufiigen, die nicht durch einen der Schnittpunkte der ur-
spriinglichen Linien verlduft, dann teilen die n + 1 Linien die projektive

Ebene in M +n Regionen. Dadurch kann jeder Wert zwischen @ +n

und @ + 1 als Anzahl von erzeugbaren Regionen angenommen wer-
den, die von n + 1 Linien in der projektiven Ebene erzeugt werden.
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

n—n+1

Wir nehmen an, dass x = ”TJ“Q’, damit die Bemerkung [3| erfiillt ist. So
folgt aus Satz dass jeder Wert zwischen
2 2 2
(n+2) wnd - 3n°+6n+8
4 8
als M Anzahl der erzeugbaren Regionen fiir n+ 1 Linien in Frage kommt.
Es muss gelten, dass
2
Zt6nt8 o (nt2n
8 4
3n* 4 6n + 8+ 8 > 4n? + 4n + 8n &
n*—6n+16 >0

und dies gilt fiir alle geraden n.

]

Wir wollen nun einen letzten Satz und dessen Abwandlungen aufzeigen, der
in dhnlichen Formen immer wieder in der Literatur vorkommt. Dieser Satz
beschreibt nun wieder Locher, also Werte die nicht als erzeugbare Regionen in
Frage kommen konnen. Hierfiir muss wieder die maximale Anzahl an Linien,
die sich in einem Punkt schneiden bekannt sein. Um uns ein wenig Schreib-
arbeit zu sparen fithren wir eine neue Notation ein. Wir setzen fiir ein sehr
grofles n j = n — x. Diese Zahl setzen wir in die Ober- und Untergrenzen des
Satzes [11] ein und erhalten somit:

aj=x(j+1)=(n—-7)(+1) und

Esseii € Nund ¢ =0---j. Dann haben wir fiir die Grenzen a; und b; :

aO:bO<a1:61<a2<bz<a3<---<bj_1<aj
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

Mit diesen Grenzen konnen wir nun die Intervalle fiir unsere Locher definie-
ren:

Dlz(b0<M<a1)
D2:<61<M<CL2)

Dj:(bj—l <M<aj):

G-26G-1 _,, _

: (n =) +1)

=((n—j—=1j+

Anhand dieser Intervalle kann nun folgender Satz aus [Arnl3] formuliert wer-
den:

Satz 15. Es seien n die Linien in der reellen projektiven Ebene RP? und x
die maximale Anzahl an Linien, die sich in einem Punkt schneiden. Zudem
sei n geniigend grof$ und j = n — x. Dann kann die Anzahl der erzeugbaren
Regionen M keine der Werte im Intervall D; annehmen.

Aber was bedeutet n geniigend grof3? Ist n > 100 schon grof3 genug? Dies
ist nicht eindeutig festgelegt. Die Anzahl der Linien n kann beispielsweise in
Abhéngigkeit der Zahl j = n — x folgendermaflen festgelegt werden: [[val0]
Fir j = 1,2 muss n > j(jT+1)+3 sein.
Fiir 7 > 3 soll n > 52 sein.

Wir kénnen nun den Satz 14 mit Hilfe der Zahl j erweitern indem wir fiir m,,
eine andere Bedingung festlegen. Hierfiir muss nicht zwischen einem geraden
oder ungeraden n unterschieden werden.

Der passende Satz dazu sieht folgendermaflen aus:

Satz 16. Gegeben seien n Linien in der projektiven Ebene RP?. Es sei jo =
min{jlj(j + 1) > 2(n — 2)}. Dann gilt fiir M die Anzahl an erzeugbaren Re-
gionen, dass M jeden Wert zwischen

(n—-1)

. . n
jO(n+1_j0)§M§ +1:Mmaac
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

annehmen kann.

Die Aussage des Satzes ist nicht nur in der projektiven Ebene, sondern auch
in der affinen Ebene niitzlich. Wenn wir uns nochmal die Tabelle aus dem
Kapitel [I| in Erinnerung rufen ,sehen wir, dass es einen Wert fiir M gibt ab
der alle gréfleren Zahlen als mogliche Werte fiir die Anzahl an erzeugbaren
Regionen in Frage kommen.

Eine Verfeinerung dieser Erkenntnis liefert folgende Bemerkung.

Bemerkung 4. Fiir die affine Ebene setzt man jo = min{j|j(j+1) > 2(n—1)}.
Dann gilt fiir M die Anzahl an erzeugbaren Regionen in der reellen affinen
Ebene R?, dass M jeden Wert zwischen

n(n+1)

Jo(n+2—7o) <M< 5

+1= Mmaz

annehmen kann.

Nun wollen wir noch ein kurzes Beispiel dieser Bemerkung aufzeigen. Hierfiir
wéhlen wir ein relativ kleines n, wodurch die oben angefiihrten Bedingungen
aus [Ival0] nicht gelten. Wir nehmen an, dass wir n = 5 Linien in der reellen
affinen Ebene haben und dass sich maximal x = 2 Linien in einem Punkt
schneiden. Dann gilt fiir die Anzahl an erzeugbaren Regionen M, dass

Jo=min{jlj(j +1) = 8} = jo =3

n(n+1)

Jo(n+2—jo)=3-4<M < +1=16

12< M <16

Also kann M alle Werte zwischen 12 und 16 annehmen.
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N

\

d

Abb. 2.3: Regionen von n = 5 Linien mit # = 2 Schnittpunkten

Aus dem Satz iiber die minimale Anzahl an Regionen aus dem Kapitel [1] folgt,
dass n Linien die affine Ebene in mindestens M = n + 1 = 6 Regionen teilt.
Aus dem Satz [3| folgt, dass n = 5 Linien die affine Ebene nicht in M Regionen
teilen kénnen wenn,

n+1=6<M < 2n =10 oder
2n =10 <M < 3n — 3 = 12 ist.

Mit Hilfe dieser Satze lasst sich also sagen, dass n = 5 Linien, die affine Ebene
R? in M = 6,10,12,--- , 16 Regionen teilen koénnen.

44
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Beispiel in der Projektiven Ebene

Schauen wir uns noch ein zusétzliches Beispiel an, welches einige der Sétze zur
projektiven Ebene beinhaltet.

Nehmen wir an, dass wir n = 20 Linien in der projektiven Ebene RP? haben
und dass wir weder wissen wie viele dieser Linien sich schneiden noch wie viele
Schnittpunkte es gibt.

Die minimale Anzahl an Regionen, die von diesen n Linien erzeugt werden
kann ist

und fiir die maximale Anzahl an Regionen ist

20(20 — 1)

Mmax =1
+ 2

=191

Wir wissen also, dass 20 Linien im R? erzeugten Regionen gilt:
20< M <191

Es gibt nun eine bestimmte Zahl, ab der alle Werte fiir M angenommen werden
konnen. Dies beschreibt Satz 14:

20(20 + 2
n gerade: m,, = % =110

also 110 < M <191

Nach Satz 16: jo = 6 Dann kann M jeden Wert zwischen

6(20+1—6) < M < 191
90 < M < 191
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2.3 Einige Locher in der Projektiven Ebene

annehmen.

Nun verwenden wir den Satz 10, um herauszufinden welche Werte als erzeug-
bare Regionen nicht in Frage kommen kénnen.

20 <M < 2(20 —1) = 38
38 <M < 3(20—-2) =54

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass n = 20 Linien die projektive Ebene
RP? in
20,38,90,91,---,110,--- ,191

Regionen sicher teilt.
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3.1 Geometrie im Schulunterricht

3 Das Linienproblem im
Schulunterricht

In diesem Kapitel wird das Linienproblem in den Kontext Schule eingeordnet.
Dabei wird zuerst die Geometrie und deren Anwendung im Schulunterricht er-
klart, danach der Lernplan dahingehen analysiert und zum Schluss ein eigenes
Konzept fiir die Schule zum Thema dieser Arbeit erstellt.

3.1 Geometrie im Schulunterricht

Die Mathematik ist eines der Kernficher jeder Schule. Die Themen des Ma-
thematikunterrichts setzen sich dabei aus mehreren Teilgebieten und Schwie-
rigkeitsgraden zusammen. Eines dieser Teilgebiete ist die Geometrie. Die Ziele
des Geometrieunterrichts sind einerseits, dass die Schiiler und Schiilerinnen
selbststéindig die Umwelt erschliefen konnen. Zudem sollen sie die Grundla-
gen des wissenschaftlichen Denkens und Arbeitens kennenlernen und anderer-
seits sollten die Schiiler und Schiilerinnen das Prinzip hinter den Problemlésen
verstehen und verschiedene Problemlosestrategien anwenden kénnen. Im Geo-
metrieunterricht sollen den Schiilern und Schiilerinnen die Objekte und ihre
Eigenschaften vermitteln werden, wie z.B. was ein Punkt, eine Strecke, eine
Gerade oder ein Kreis ist oder wie Winkel gemessen werden. Zum anderen auch
die Denk und Arbeitsweisen der Mathematik, wie z.B. sind Begriffe definiert
und wie gelangt man zu Ergebnissen. [WEFHT09, S. 17 ff]
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3.1 Geometrie im Schulunterricht

Konstruktive Zugange zur Geometrie

Ein wichtiger Zugang in der Mathematik ist der konstruktive Zugang. Dafiir
eignet sich die Geometrie besonders gut. Das Arbeiten mit Werkzeugen, wie
Zirkel und Lineal, und das Arbeiten auf der begrifflichen Ebene sind wichtige
Teile des Geometrieunterrichts. Mit Hilfe dieser Werkzeuge kénnen genauere
Konstruktionen als auch kleinere Skizzen erstellt werden, um die Ausgangssi-
tuationen von Objekten oder um die Beziehungen zwischen gegebenen Objek-
ten darzustellen. [WEHT09, S. 55]

Schon seit Euklid (ca. 300 v. Chr.) wird die Elementargeometrie der Ebene auf
Zirkel und Lineal aufgebaut. Wie oben schon erwéhnt spielen sie im heutigen
Geometrieunterricht noch eine wichtige Rolle, werden aber zusétzlich durch
Hilfsmittel wie z.B. Geometrie-Software ergénzt. [WFHT09, S. 59]

Geometrie und Problemldsen

Eine der mathematischen Kompetenzen, die Schiiler und Schiilerinnen beherr-
schen sollen, ist die des Losens von Problemen. Ein Problem ist hierbei eine
Aufgabenstellung in einem mathematischen Kontext, die nicht durch einfaches
Hinschauen von den Schiilern und Schiilerinnen gelost werden kann, da ihnen
kein schematisiertes Losungsverfahren bekannt ist bzw. zur Verfiigung steht.

Einige Probleme aus der Geometrie eignen sich besonders gut fiir das Pro-
blemlosen. Beispielsweise lassen sich viele Probleme gut graphisch veranschau-
lichen (Punkte, Geraden, Kreise, Konstruktionsprobleme) und die Handlungs-
schritte dabei sind fiir viele Schiiler und Schiilerinnen gut nachvollziehbar.
Aber generell kénnen jegliche Art von Probleme in allen Bereichen des Mathe-
matikunterrichts und in allen Jahrgangsstufen behandelt werden und miissen
nicht nur auf den Geometrieunterricht beschrénkt werden. [WFHT09, S. 83]

Das Problemlésen ist aus der heutigen Mathematikdidaktik und auch aus an-
deren naturwissenschaftlichen Didaktiken, wie Informatikdidaktik etwa, nicht
mehr wegzudenken. So beinhalten auch die neueren 6sterreichischen Bildungs-
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3.1 Geometrie im Schulunterricht

standards fiir die 4. Schulstufe “Problemlésen (AK4), als eine eigene allgemei-
ne mathematische Kompetenz. [Bif]

Auch in den Rahmenrichtlinien der Siidtiroler Fachoberschulen wird das Losen
von mathematischen Problemen als eine eigene Kompetenz beschrieben, die die
Schiiler und Schiilerinnen am Ende des Bienniums (1. und 2. Klasse) und der
5. Klasse (Maturaklasse) besitzen sollen. Am Ende des Bienniums sollen die
Schiiler und Schiilerinnen folgende Kompetenzen haben

Probleme mathematisch losen:

- geeignete Losungsstrategien fiir Probleme finden, auswdhlen und anwen-
den
- vorgegebene und selbst formulierte Probleme bearbeiten |[...][SIAPBSY]

Am Ende der 5. Klasse Oberstufe, also nach der Matura, sollen die Schiiler
und Schiilerinnen in der Lage sein auch selbst mathematische Probleme zu
formulieren und fiir diese dann auch geeignete Losungsverfahren auszuwéhlen,
anzuwenden, vergleichen und auch die Verfahren hinsichtlich Effizienz bewer-

ten zu konnen. [SAAPBS]

Um ein Problem zu l6sen, gibt es verschiedene Herangehensweisen. Die meis-
ten dieser verschiedenen Problemloseprozesse folgen aber stets den selben zu-
grundeliegenden Muster. Dabei wird als allererstes das Problem erfassen und
analysieren, danach wird ein erster Entwurf oder auch Losungsplan genannt,
entwickelt, dieser wird dann getestet und ausgefiihrt und zum Schluss wird
dieser und die Ergebnisse evaluiert. Konkret kann ein solcher Problemléseplan
folgendermaflen aussehen :

1. Problem verstehen und in eigenen Worten fassen

2. Ansatz suchen und Vermutung formulieren, einen Losungsplan entwi-
ckeln

3. Durchfiihren des Plans

. Ergebnis auswerten und erklaren

5. Kontrollieren des Ergebnisses, des Rechenvorgangs und des Ansatzes

S

Wobei diese Schritte als Hilfe beim Planen des Problemltseprozesses verstan-
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den werden sollen. Dies ist der sogenannte PADEK Problemloseplan, der sei-
nen Namen den Anfangsbuchstaben der Schrittreihenfolge zu verdanken hat.
[HLRS16]

Problemlésen und genetisches Prinzip

Man kann das alltdgliche Leben, wie ,,Was ist der kiirzeste Weg zur Arbeit
wéhrend der Rushhour “, ,,Wie kann ich die Produktivitdt meines Staubrobo-
ters verbessern “, als andauerndes Problemlésen betrachten.

Die Schiiler und Schiilerinnen sollen das Loésen von Problemen lernen und dies
kann am besten in einem begrenzten und iiberschaubaren Ubungsfeld pas-
sieren. Wie die Schiiler und Schiilerinnen das Gelernte dann auf andere ver-
gleichbare Situationen anwenden, muss eigens gelernt werden. Das genetische
Prinzip kommt aus dem human historischen Bereich.

Beim genetischen Prinzip wird an Vorverstdndnis und an die Erfahrungswelt
der Schiiler und Schiilerinnen angekniipft. Dabei werden die neuen Lernin-
halte auf Basis des Entwicklungsstandes und die Verstédndnisstufe der Schiiler
und Schiilerinnen angepasst. Beim genetischen Prinzip wird die Uberzeugung
vermittelt, dass Mathematik nicht als fertiges, eigensténdiges Produkt gelernt
werden kann. Schiiler und Schiilerinnen sollen stattdessen einen Einblick in
den Entstehungsprozess von Mathematik erhalten. Sie sollen selbst forschen
und entdecken, Probleme losen und erfinden kénnen, auch wenn es keine Neu-
entdeckungen sind. [Weil

Ziele des Probleml6sens

Die Ziele des Problemltsens im Mathematikunterrichts setzen sich aus den
mathematikbezogenen Zielen und den allgemeinen Zielen zusammen. Zum ers-
teren zéhlt das erkennen und formulieren von mathematischen Fragestellun-
gen und das situationsgerechte einsetzen von mathematischen Vorgehensweisen
zur Bearbeitung dieser. Zu den allgemeinen Zielen zéhlt u.a. das Reflektieren
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des eigenen Handelns und das Entwickeln von Loésungsplanen in der Gruppe.
[WEHT09, S. 87]

Probleme sind nicht an einer einzigen Unterrichtsphase gebunden, sondern
konnen als Anlass zur Einfiihrung von neuen Begriffen oder deren Erweiterun-
gen, als Entwicklung von Losungsverfahren und auch in Ubungsphasen einge-
setzt werden.

Will man Problemlosen in Ubungsphasen einsetzen, so miissen geeignete Fra-
gestellungen ausgewihlt werden, da ansonsten der Kern des Ubens verloren
gehen kann. Kennzeichnend fiir das ProblemlGsen ist, dass den Schiilern und
den Schiilerinnen noch kein Verfahren bekannt ist um das Problem 16sen zu
konnen. Deshalb bietet es sich an das Losungsverfahren eines Problems an vie-
len &hnlichen Problemen anzuwenden und zu iiben. Dabei kénnen die Schiiler
und Schiilerinnen auch Entdeckungen machen, die iiber die eigentliche Frage-
stellung hinausgehen. [HLRS16]

Ein Beispiel um das Uben und Problemlésen zu verbinden, welches die The-
matik dieser Arbeit beinhaltet ist die folgende :

Die Zeichenebene wird durch zwei Kreise in drei oder vier Teile zerlegt,
abhéngig davon, wie die beiden Kreise zueinander liegen.

oY ©

Abb. 3.1: Verschiedene Anordnung der Kreise in der Ebene

Die Schiiler und Schiilerinnen sollen nun untersuchen in wie viele verschie-
dene Teile drei Kreise die Zeichenebene zerlegen konnen. Dabei sollen sie
moglichst systematisch vorgehen und ihre Entdeckungen protokollieren.

Die Schiiler und Schiilerinnen lernen hier den Umgang mit dem Zirkel
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im Sinne einer Automatisierungsiibung. Zudem miissen die Schiiler und
Schiilerinnen ein Problem bearbeiten, das ein in einem unterschiedlichem
Umfang und unterschiedlichen Grad der Formulierung auftritt.

Das ist ein gutes Beispiel dafiir, dass das Problemlésen als Aspekt eines all-
gemeinbildenden Mathematikunterrichts nicht mehr wegzudenken ist. Schiiler
und Schiilerinnen sollen nicht nur Probleme aus der Geometrie bearbeiten,
sondern sich anhand von mathematischen Problemen orientieren kénnen was
zu vielfiltigen Aktivitdten anregen. WFHT09, S. 88|
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3.2 Analyse und Lehrplanbezug

Der Geometrieunterricht ist nicht auf eine spezielle Schulstufe oder ein speziell
zu behandelndes Themengebiet beschréinkt. Er ist Teil des Mathematikunter-
richts an jeder Schule und nicht mehr aus diesem wegzudenken.

Wenn man sich die Lehrpline der verschiedenen Schulen in Italien und Osterreich
fiir den Mathematikunterricht anschaut, ldsst sich die Problemstellung dieser
Arbeit, dem Bereich ,,Algebra und Geometrie“ in Osterreich und ,,Ebene und
Raum* in Siidtirol zuordnen.

Die Problemstellung kann sowohl in der Oberstufe als auch in einer abge-
schwéchteren Version in der Unterstufe behandelt werden. Beispielsweise steht
im Lehrplan der Allgemeinbildenden Hoheren Schulen (AHS) in Osterreich fiir
die 6. Klasse Unterstufe folgendes:

wLehrstoff:

- Schneiden von Geraden und Ebenen .
- Untersuchen von Lagebeziehungen [...] “[fBO]

Man konnte also beispielsweise den Schiilern und Schiilerinnen die Aufgaben
geben, welche verschiedenen Lagen zwei Geraden in der Zeichenebene haben
kénnen und daraus kénnen sie dann schlieflen in wie viele Teile die Geraden
die Zeichenebene teilen.

In den Hoheren Technischen Lehranstalten (HTL) ist die Analyse des Lehr-
plans etwas schwieriger als fiir die AHS, da es in dieser Schulform viele ver-
schiedene Fachrichtungen und somit unterschiedliche Lehrplane gibt. Es gibt
nur einen Grundlehrstoff der fiir alle Fachrichtungen gleich ist, der iibrige Stoff
ist spezifisch auf die unterschiedlichen Fachrichtungen abgestimmt.

Der Grundlehrstoff fiir alle Fachrichtungen besagt, dass die Schiiler und Schiiler-
innen in den Bereichen ,, Algebra und Geometrie“ und ,, Komplexe Zahlen und
Geometrie“ fiir eine passende Fragestellung mit Hilfe von Algebra und Geome-
trie ein geeignetes Losungsverfahren finden kénnen. Zudem sollen die Schiiler
und Schiilerinnen mit algebraischen und geometrischen Objekten arbeiten, die-
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se in ihrem Kontext interpretieren und in der Fachsprache der Mathematik ar-
gumentieren kénnen. Die Problemstellung dieser Arbeit konnte man in diesen
Bereichen im Unterricht einordnen. [TL]

An den Hoheren Schulen in Italien,wobei sich diese Arbeit auf Siidtirol be-
schrankt, ist die Analyse des Lehrplans auch etwas schwieriger, da es so etwas
wie einen spezifischen Lehrplan fiir eine bestimmte Schule, Fachrichtung usw.
nicht gibt. In Siidtirol gibt es lediglich die sogenannten Rahmenrichtlinien fiir
die Gymnasien und fiir die Fachoberschulen, die zum Teil viele verschiedene
Fachrichtungen haben. Dabei unterscheidet sich der Inhalt und Ablauf des
Mathematikunterrichts an Gymnasien nicht von denen an Fachoberschulen,
obwohl sich der zeitliche Umfang der Wochenstunden unterscheidet. Das lésst
fiir manche Punkte viel Interpretationsspielraum was den Umfang und die
Dauer der Stoffbehandlung angeht.

In den Stidtiroler Rahmenrichtlinien fiir die 1. und 2. Klasse der Fachoberschu-
len im Bereich ,Ebene und Raum* [SAAPBS] steht beispielsweise:

LFertigkeiten:

- die wichtigsten geometrischen Objekte der Ebene und des Raums erken-
nen und beschreiben)/...]

- grundlegende geometrische Konstruktionen hdindisch und auch mit ent-
sprechender Software durchfiihren, Konstruktionsabliufe dokumentieren

- in einfachen realen Situationen geometrische Fragestellungen entwickeln
und Probleme geometrischer Art losen [...]

Kenntnisse:

- Grundbegriffe der euklidischen Geometrie
- Lagebeziehungen von Geraden zueinander [...] “

In einem spédterem Abschnitt der Rahmenrichtlinien, der fiir die 3. und 4.
Klasse Oberstufe, findet sich im Bereich ,,Ebene und Raum* folgendes:

54



3.2 Analyse und Lehrplanbezug

SFertigkeiten:

- Probleme aus verschiedenen realen Kontexten mit Hilfe von
linearen Gleichungssystemen und Ungleichungssystemen beschreiben und

losen konnen/...] “ [SIAPBS]

Da die von n Linien erzeugbaren Regionen M in einem Intervall liegen, welches
mithilfe einer Ungleichung beschrieben werden kann, wiirde die Problemstel-
lung hier auch hineinpassen.

Wir sehen also, dass die Problemstellung ,, In wie viele Regionen teilen n Li-
nien die Ebene?“ auch im Lehrplan verankert ist, da man diese in all den
aufgezihlten Punkten einbringen kann.
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3.3 Eigenes Konzept

Um mein eigenes Konzept mit einer Schulstufe und Schultyp in Verbindung
zu setzen habe ich mich fiir die 2. Klasse einer Fachoberschule in Siidtirol
entschieden. Das Konzept ist aber auch in einen andere Schultyp und in eine
hohere Schulstufe ohne Probleme iibertragbar. Die Uberlegungen in diesem
Abschnitt sind besonders im Sinne des genetischen Prinzips von grofler Bedeu-
tung. Die Schiiler und Schiilerinnen sollen dabei selbststéndig Aufgaben l6sen,
indem sie an ihr Vorwissen ankniipfen und dabei auch mal einen falschen Weg
einschlagen konnen. Auch die Kompetenz der Schiiler und Schiilerinnen zum
Problemlésen soll durch diesen Abschnitt geiibt und verbessert werden. Falls
das Problemlosen noch nie im Unterricht eingesetzt wurde sollte zuerst das
Prinzip des Problemlosens und die Ziele den Schiiler und Schiilerinnen erkléart
werden, damit diese nicht iiberfordert sind und damit sie wissen welche Schritte
beim Problemlosen wichtig sind.

Voraussetzungen, Wiederholungen und Auffrischungen

Damit die Schiiler und Schiilerinnen gut an ihr Vorwissen ankniipfen kénnen,
sollten alle Voraussetzungen zuvor noch einmal behandelt werden. Vorausset-
zungen fiir das Thema dieser Arbeit sind die reelle Ebene R?, bzw. wenigstens
die Zeichenebene, und deren geometrische Objekte, hauptséichlich die Gera-
den und Kreise. Sollten die Schiiler und Schiilerinnen diese Voraussetzungen
noch nicht beherrschen, weil man beispielsweise dieses Konzept frither verwen-
den will, muss man den Schiilern und Schiilerinnen zunéchst erklaren was mit
Ebene und deren Objekte gemeint ist.

Als Wiederholung und Einfithrung fiir jiingere Schiiler und Schiilerinnen
konnte man erkldren, dass man sich die mathematische Ebene als ein
Blatt Papier vorstellen kann, welches so glatt und eben ist, dass sich kei-
nerlei Téler und Berge darauf finden lassen. Diese Blatt Papier ist aber
nicht in DIN A4 sondern unendlich breit und lang in alle Richtungen.
Das Blatt ist so diinn, dass es keine Dicke hat, es hat auch keine Farbe.
Die Ebene besteht nur aus unendlich vielen Punkten, aus denen beste-
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hen die unterschiedlichsten geometrische Figuren, wie z.B. Geraden und
Kreise.

Falls vorher nicht schon behandelt, kann man die reelle Ebene R? anhand der
Zeichenebene einfithren. In den Schulbiichern wird dies meist so gemacht:

L Wir schreiben R? fiir die Menge aller Paare von reellen Zahlen. Die
Zeichenebene betrachten wir als Menge threr Punkte. Nach Wahl eines
Koordinatensystems fassen wir die Zeichenebene und R? als gleich auf. “

[PSWSI13, S. 108]

Die Gerade in der Ebene durch den Nullpunkt wird in den meisten Schulbiichern
so eingefiihrt:

LFiir einen Punkt P = (p1|p2) # (0]0) bezeichnen wir die Menge
{c- Plc € R*} = {c- (p1|p2)|c € R?}

aller Vielfachen eines Punktes P als die Gerade durch 0 und P. “[PSWS13|
S. 108

Danach sollten noch die Geraden, die nicht durch den Nullpunkt gehen behan-
delt werden. Anschlieend sollte auch noch die gegenseitige Lage zweier und
mehrerer Geraden im R? wiederholt werden.

Zwei Geraden g, h € R? kénnen sich in einem gemeinsamen Punkt schnei-
den, kénnen parallel zueinander liegen und verschieden sein oder kénnen
parallel zueinander liegen und gleich sein.

Den Schiilern und Schiilerinnen sollte vor Beginn der Ubung klar gemacht
werden, dass sie fiir die folgenden Aufgaben kein Koordinatensystem wéhlen
miissen. Falls es eine hohere Klasse ist konnte man auch kurz das Thema der
affinen Ebene anschneiden und erklaren was der Unterschied zur euklidischen
Ebene ist.
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Problemstellung und Ubungsphase

Nach einer kurzen Wiederholung oder eben der neuen Einfiihrung der Begriffe
kann man mit der Einfithrung in die eigentliche Problemstellung beginnen.
Als erstes wird nur darauf eingegangen in wie viele Regionen, im weiterem
Verlauf Teile genannt, n Geraden die Ebene teilen kénnen, spater dann wird
die minimale und maximale Anzahl behandelt.

Die erste Aufgabenstellung lautet wie folgt:

Wenn wir in der Zeichenebe- 1
ne eine Gerade haben, so teilt
diese die Fbene in zwei Teile.

Uberlege dir in wie viele Teile wird die Ebene von zwei Geraden geteilt?
In wie viele von drei Geraden?

Mache dir zu allen Uberlequngen eine Skizze und protokolliere deine Ent-
deckungen und deine Vorgehensweise!

Nachdem die Schiiler und Schiilerinnen die Aufgabe erhalten haben, sollen sie
diese selbststdndig losen. Dafiir sollen sie die Aufgabe anhand ihres eigenen
Problemléseplans analysieren und aufarbeiten. Die Schiiler und Schiilerinnen
sollen dabei die verschiedenen Lagebeziehungen der Geraden in der Ebene im
Hinterkopf haben. Spéter sollen sie in der Lage sein ihren Losungsweg und
deren Losung zu présentieren. Dabei wére es wiinschenswert, dass die Schiiler
und Schiilerinnen eigene und alternative Zugénge zur Losung haben, damit
sie fiir sich selbst den perfekten Weg gefunden haben. Vielleicht haben einige
Schiiler und Schiilerinnen schon herausgefunden, dass es einen Zusammenhang
zwischen der Anzahl an Geraden und der Anzahl an Regionen gibt. Anschlie-
Bend wiirde ich mit den Schiilern und Schiilerinnen gemeinsam die Aufgabe
folgendermaflen aufarbeiten:

Als erstes sollte man sich nochmal die verschiedenen Lagebeziehungen von zwei
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Geraden in der Ebene in Erinnerung rufen.

Zwei Geraden kinnen entweder parallel zueinander sein oder sich in ei-
nem Punkt schneiden.

Anschlieflend kann man die zwei verschiedenen Lagebeziehungen in der Ebene
zeichnen. Um die Teile besser voneinander abzuheben kann man diese entweder
beschriften oder farblich hervorheben.

Abb. 3.3: Farbliche Hervorhebung der Anzahl der Teile, die zwei Geraden er-
zeugen konnen

Im Anschluss daran wiirde ich gemeinsam mit den Schiilern und Schiilerinnen
die verschiedenen Lagebeziehungen dreier Geraden in der Ebene genauer an-
schauen.
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Die drei Geraden in der Ebene kénnen:

~

alle parallel zueinander sein

zwei parallel zueinander sein und die dritte schneidet beide Geraden

3. keine der Geraden ist parallel zueinander und je zwei Geraden schneiden
sich in einem Schnittpunkt

4. alle Geraden schneiden sich in einem gemeinsamen Schnittpunkt

o

Bevor man die Skizzen dafiir vorzeigt, oder auch wiahrenddessen, sollte man die
Schiiler und Schiilerinnen fragen, ob ihnen etwas aufgefallen ist. Wiinschenswert
wére, wenn ihnen aufgefallen ist, dass fiir Punkt 2 und Punkt 4 man die Ebene
in gleich viele Teile teilen kann.

Abb. 3.4: Verschiedene Teile in die 3 Geraden die Ebene zerlegen

Danach sollen einige Schiiler und Schiilerinnen ihre Losungswege vorstellen
und dabei auch ihre Erkenntnisse iiber den Zusammenhang der Anzahl der
Geraden in der Ebene und die daraus erzeugbaren Teile vortragen.

Einige Schiiler und Schiilerinnen kénnen auch eine Entdeckung gemacht haben,
die iiber die eigentliche Fragestellung hinausgeht. Vielleicht haben sie heraus-
gefunden, dass die Ebene von n parallelen Geraden immer in n+ 1 Teile zerlegt
wird, dies also die minimale Anzahl an erzeugbaren Teilen ist.
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Vielleicht ist auch schon einigen aufgefallen, dass man mit 3 Geraden die Ebene
nicht in 5 Teile teilen kann. Falls ihnen das bei dieser Aufgabenstellung noch
nicht aufgefallen ist, sollte es ihnen spétestens bei der ndchsten auffallen.

Nachdem die erste Aufgabenstellung besprochen wurde, sollen die Schiiler und
Schiilerin noch eine &hnliche Aufgabe 16sen. Dadurch koénnen sie ihre Vorge-
hensweise nochmals iiberdenken und iiben. Dabei wurde der Schwierigkeitsgrad
ein wenig erhoht.

Untersuche nun in wie viele verschiedene Teile vier Geraden die Ebene
zerlegen konnen. Mache dir wieder zu allen Uberlegungen eine Skizze und
protokolliere deine Entdeckungen und deine Vorgehensweise!

Uberlege dir, gibt es eine minimale Anzahl von Teilen, in die die Geraden
die Ebene zerlegen konnen, in Abhdngigkeit der Anzahl der Geraden?
Vergleiche dafiir alle bisher gelosten Aufgaben und versuche damit eine
Formel fiir eine beliebige Anzahl n an Geraden zu bestimmen!

Falls es eine minimale Anzahl gibt, gibt es dann auch eine mazximale
Anzahl?

Dass es eine minimale Anzahl von erzeugbaren Teilen gibt, sollte jeder Schiiler
und jede Schiilerin sehen. Sie sollten auch zum Schluss kommen, dass die mi-
nimale Anzahl immer eines mehr ist als die Anzahl der Geraden in der Ebene.
Dabei sollen sie ihr Ergebnis in einer mathematischen Schreibweise festhal-
ten.

Dies kénnte beispielsweise so aussehen:
Fiir n € N Geraden in der Ebene R? gilt, dass
Teileym =n—+1
ist, wobei Teile,,;, die minimale Anzahl der zerlegharen Teile ist.

Bei der maximalen Anzahl wird es schon schwieriger. Hier ist es wichtig, dass
die Schiiler und Schiilerinnen verstanden haben, dass es einen Zusammenhang
zwischen der Anzahl an Linien und die der maximalen Anzahl an Teile gibt. Ob
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sie zum richtigen Ergebnis kommen ist nur zweitrangig. Nachdem die Schiiler
und Schiilerinnen zu ihren Ergebnissen gekommen sind wiirde ich mit ihnen
die Fragestellung iiber die maximale Anzahl an Teile folgendermafien aufar-
beiten:

Es bietet sich an die Erkenntnisse der Aufgaben davor in einer Tabelle festzu-
halten. Die folgende Tabelle wiirde ich bis n = 6 erweitern, damit die Schiiler
und Schiilerinnen mehr Informationen zur Verfiigung haben und dadurch ein
Muster besser erkennen kénnen.

n 1 2 3 4 5) 6
minimale | 2 3 4 5 6 7
Anzahl
maximale| 2 4 7 11 16 22
Anzahl

Wenn wir also eine Gerade haben kann man die Ebene in maximal T'eile, ., = 2
Teile zerlegen, mit zwei Geraden in maximal Teile,,,, = 4, mit drei Geraden in
maximal Teile,,,, = 7 usw.. Ein altes Teil der Ebene kann von einer Geraden
in maximal zwei neue Teile zerlegt werden. Wir kénnen uns deshalb iiberlegen,
wenn wir zwei Geraden in der Ebene haben, die die Ebene in vier Teile zerlegen
und eine dritte Gerade hinzufiigen, so kann diese maximal drei der alten Teile
zerlegen, nicht alle vier. Wenn wir bei drei Geraden in der Ebene eine vierte
Gerade hinzufiigen, so zerlegt diese maximal vier der alten Teile.

Fir 3 Geraden: Teile, g, =4 +3 =7
Fir 4 Geraden: Teile,,.. =7+4 =11

Wir haben also ein Konstruktionsmuster herausgefunden! Wir kénnen daher
die maximale Anzahl der Teile in die n Geraden die Ebene zerlegen wie folgt
bestimmen:

62



3.3 Eigenes Konzept

Teilemaz, =2 Rekursionsanfang

Fir 1 < n € N Geraden: Teile,q, = Teilenas, , +1 Rekursionsschritt

Um die maximale Anzahl der von n Geraden erzeugbaren Teile zu bestimmen
miissen wir die maximale Anzahl der von n — 1 Geraden der vorherigen Teile
wissen. Wir haben eine rekursive Formel fiir die Berechnung der maximalen
Anzahl gefunden.

Wenn wir nun fiir eine beliebige Anzahl an Geraden in der Ebene die maximale
Anzahl an Teile bestimmen, so ist das mit dieser Formel nicht moéglich. Wir
konnen diese Formel aber auch umformen und erhalten dann:

n(n+1)

Teilemaz, +1firn>0

Wir zeigen nun, dass die neue Formel gilt mithilfe eines Beweises.

Induktionsanfang:

1-2
Fl'irnzl:Tez'lemaxl :2:T+1
Firn =2 : Teilepa, = Teilene,, +2=4= % +1
Induktionsschritt: .
Es sei nun n € N fest und es gelte Teileaz, = @ +1 (IV).
n—n+1

Da wir nach der Induktionsvoraussetzung bereits T'eile, 4z, , die maxima-
le Anzahl an Teile fiir n Geraden kennen, gilt fiir T'eileq,, , folgendes:

Teilemag, , = | Anwendung des Rekursionsschritts | =
= Teilemas, +(n+1) =

1
[ Anwendung der (IV) | = nin+1) +1+(n+1)=

2
_ (n+1)é(n+2)+1
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und damit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Somit haben wir nun auch eine Formel, die fiir eine beliebige Anzahl an Gera-
den in der Ebene gilt.

Ich wiirde mit den Schiiler und Schiilerinnen auch noch kurz besprechen, dass
nicht alle Werte zwischen der minimalen und maximale Anzahl der Teile der
Ebene als mogliche Anzahl {iberhaupt in Frage kommen konnen. Dafiir sollen
sich die Schiiler und Schiilerinnen nochmal kurz das Problem mit den drei
Geraden in der Ebene in Erinnerung rufen. Da sollte ihnen auffallen, dass
drei Geraden die Ebene nicht in fiinf Teile zerlegen kénnen, egal wie man die
Geraden anordnet. Dafiir sollten sie sich kurz zeitnehmen und in Eigenarbeit
die folgende Fragestellung beantworten:

Ist es maoglich die Ebene in finf Teile zu zerlegen, wenn man nur drei
Geraden zur Verfiigung hat?

Wie sieht es fiir vier Geraden in der Ebene aus? Kann ich die Ebene in
5,6,7,8,9,10,11 Teile zerlegen?

Diese Aufgabenstellung sollte den Schiiler und Schiilerinnen ein besseres Ver-
stehen hinsichtlich der Beziehungen zwischen den Geraden ermoglichen. Ich
wiirde den Schiilern und Schiilerinnen erkldren, dass sich einige der heutigen
Mathematiker mit der Frage beschéftigen in wie viele Teile n Geraden die Ebe-
ne zerlegen konnen bzw. das sie versuchen die Locher durch Ungleichungen zu
beschreiben. Das Linienproblem ist also ein Problem was noch nicht vollsténdig
gelost wurde und mit der sich die Mathematik immer noch beschéftigen. Dies
zeigt den Schiilern und Schiilerinnen, dass sich die Mathematik immer wieder
mit neuen Problemen beschéftigt und dass das Behandelte im Schulunterricht
auch zeitgeméaf ist.

In den Siidtiroler Rahmenrichtlinien der Fachoberschulen werden rekursive Fol-
gen erst in der dritten und vierten Oberstufe behandelt und noch nicht in der
zweiten Klasse. [SIAPBS] Deshalb kénnte man die Aufgabenstellung tiber die
maximale Anzahl der zerlegbaren Teile nochmals in der dritten Klasse auf-
greifen und die rekursive Formel in eine explizite Formel umformen. Es wiére
natiirlich auch moglich das gesamte Konzept erst in der dritten bzw. vier-
ten Klasse zu behandeln. Dafiir miisste man nur kleiner Anderungen an der
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kalkulierten Zeit und Umfang vornehmen. Man koénnte dieses Konzept dann
einerseits als Wiederholung fiir die Ebene und ihre geometrischen Objekte und
andererseits als Einstieg fiir das Thema ,,Rekursion, Folgen und Reihen® ver-
wenden, oder auch fiir beides.

Fiir die Skizzen der Geraden und spéter auch fiir die der Kreise wiirde ich, falls
dies in der Schule méglich ist, eine Dynamische-Geometrie-Software (DGS) wie
GeoGebra verwenden, da die Schiiler und Schiilerinnen dadurch die Geraden
ganz einfach verschieben und neu anordnen koénnen.

Weitere Beispiele und Transfer

Um das Gelernte noch besser zu vertiefen wird jetzt noch die selbe Problemstel-
lung mit Kreisen statt Geraden behandelt. Die Schiiler und Schiilerinnen sollen
diese Aufgaben eigenstéindig losen und wieder anhand des Problemloseplans
analysieren und aufarbeiten. Dadurch wird die Kompetenz des Problemlosens
gefestigt.

Wenn wir in der Zeichenebe-

ne einen Kreis haben, so teilt 2
dieser die Ebene in zwei Tei-

le.

Uberlege dir in wie viele Teile wird die Ebene von zwei Kreisen zerlegt?
In wie viele von drei Kreise?

Mache dir zu allen Uberlequngen eine Skizze und protokolliere deine Ent-
deckungen und deine Vorgehensweise! Verwende dafiir schon deine Ent-
deckungen zu den Geraden in der Ebene.

Die Schiiler und Schiilerinnen sollen am Ende dieser Aufgabe in der Lage sein
ihr Ergebnis zu préasentieren, weshalb es wichtig ist, dass sie schematisch vorge-
hen und alle Entdeckungen protokollieren. Sie konnen bei dieser Aufgabenstel-
lung an ihr Vorwissen ankniipfen und damit sollten sie auf folgende dhnliche
Ergebnisse kommen:
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Mit zwer Kreisen wird die Ebene in drei oder vier Teile zerlegt, abhdngig davon,
wie die beiden Kreise zueinander liegen. Mit drer Kreisen wird die Ebene in
vier, fiinf, sechs oder acht Teile zerlegt.

Die Teile der Ebene konnen die Schiiler und Schiilerinnen wieder farblich her-
vorheben oder beschriften.

®,

Abb. 3.5: Verschiedene Teile in die zwei Kreise die Ebene zerlegen

Nachdem die Schiiler und Schiilerinnen diese Aufgabenstellung behandelt ha-
ben konnen sie nun, wie schon bei den Geraden, die minimale Anzahl und die
maximale Anzahl der Teile bestimmen. Die Aufgabenstellung dafiir lautet:

Uberlege dir, gibt es eine minimale Anzahl von Teilen, in die die Kreise
die Ebene zerlegen konnen? Kannst du dafiir eine Formel fir eine be-
liebige Anzahl n an Geraden bestimmen? Vergleiche hierfir alle deine
gelosten Aufgaben und versuche deine Formeln auf die vorherige Aufga-
benstellung anzuwenden.

Falls es eine minimale Anzahl gibt, gibt es dann auch eine mazximale
Anzahl?

Jedem Schiiler und jeder Schiilerin sollte bewusst sein, dass es auch bei den
Kreisen eine minimale und maximale Anzahl an erzeugbaren Teilen gibt. Sie
sollten auch zum Schluss kommen, dass die minimale Anzahl bei den Krei-
sen und bei den Geraden gleich ist. Das Ergebnis konnten sie folgendermafien
festhalten:

Fiir die Kreise gilt das selbe wie fiir die Geraden. Die minimale Anzahl
ist Teilein, =n + 1.
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Fiir n € N Kreise in der Ebene R? gilt, dass
Teilemin, =n+1

ist, wobei Teile,,;, die minimale Anzahl der zerlegbaren Teile ist.

n 1 2 3 4 5 6
minimale | 2 3 4 5 6 7
Anzahl

maximale| 2 4 8 14 22 32
Anzahl

Bei der Frage zur maximalen Anzahl kann man wieder gleich vorgehen wie bei
den Geraden in der Ebene. Wenn wir also einen Kreis in der Ebene haben, so
kann dieser die Ebene in maximal T'eile,,,, = 2 Teile zerlegen, zwei Kreise in
maximal T'eile,,.. = 4, drei Kreise in maximal Teile,,,, = 8 usw.. Wenn wir
also zu den drei Kreisen einen vierten dazugeben, so muss dieser alle anderen
Kreise in zwei Punkten schneiden. Dadurch werden die Kreise in Kreisbogen
geteilt und jeder von ihnen zerlegt zwei der alten Teile.

Das Konstruktionsmuster fiir die maximale Anzahl der Teile in die n Kreise
die Ebene zerlegen:

Teilemar, = 2 Rekursionsanfang
Fiir n € N Kreise: Teile,, = Teilenas, , +2(n —1)  Rekursionsschritt

Man konnte den Schiilern und Schiilerinnen auch noch die explizite Formel
(siche dazu Kapitel 1.6 Kreise in der Ebene) bereitstellen, wie schon bei den
Geraden. In diesem Fall wiirde ich die Formel allerdings nicht bereitstellen, da
die Schiiler und Schiilerinnen auch mit der rekursiven Formel arbeiten kénnen
und dies ansonsten zu viel Zeit in Anspruch nehmen wiirde.

Am Ende der gesamten Ubungsphase, als Abschluss, sollen die Schiiler und
Schiilerinnen ihre Ergebnisse und Entdeckungen prasentieren. Damit jeder die
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Moglichkeit hat seine Ergebnisse vorzustellen bietet sich die Methode Muse-
umsrundgang an. Dabei sollen die Schiiler und Schiilerinnen in Zweier- oder
Dreiergruppen ihre Ergebnisse als Poster zusammentragen. Thr Poster kénnen
sie dann aufhidngen und im Rundgang der Klasse présentieren.
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