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1 Einleitung

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes nicht konstante Polynom mit kom-
plexen Koeffizienten mindestens eine komplexe Nullstelle besitzt. 1799 wurde der Satz
von Carl Friedrich Gaufi bewiesen, allerdings unvollstdndig. Anhand der Ergénzungen
von Soham Basu und Daniel J. Velleman in [2] wird der Beweis zu Beginn der Arbeit
vorgestellt. Anschliefend werden alternative Moglichkeiten thematisiert und deren Re-
sultate diskutiert. Die Unterschiede ergeben sich aus den verschiedenen Eigenschaften
von Polynomen. Zunéchst wird ein Beweis behandelt, welcher sich der Funktionentheo-
rie bedient. Hierfiir werden Polynome als komplexe Funktionen aufgefasst. Die zweite
Variante beruht auf der Galoistheorie, infolgedessen werden Polynome aus einem alge-
braischen Blick betrachtet. In einem erstem Fazit werden die drei Varianten nochmals
betrachtet, Unterschiede aufgezeigt und Vorteile hervorgehoben.

Das Ziel dieser Arbeit ist es nicht nur die Vielfalt der Beweismoglichkeiten des Fun-
damentalsatzes der Algebra bestmoglich darzustellen, sondern auch die Resultate im
Schulkontext einzubetten. Es stellt sich die Frage, inwieweit ist es moglich Schiiler und
Schiilerinnen Aussagen iiber die Losbarkeit von Polynomgleichungen mithilfe eines Be-
weis zu erklaren. Hierfiir werden die vorgestellten Beweise nochmals in einem fachdidak-
tischen Kontext analysiert. Beruhend auf diesen Uberlegungen wird abschlieBend eine
schiilerorientierte Erklarmethode fiir den Fundamentalsatz der Algebra formuliert.

2 Beweis nach GauB3

GauB bewies 1799 den Fundamentalsatz nur fiir Polynome mit reellen Koeffizienten.
Dieser wird in einem ersten Satz nochmals formal festgehalten und erklért, weshalb der
Beweis auch fiir Polynome mit komplexen Koeffizienten gilt. Dieser erster Beweis war
allerdings unvollsténdig, daher wird dieser in leicht abgewandelter Form vervollsténdigt.
Diese Beweisidee wurde 2017 von Soham Basu und Daniel J. Velleman vorgestellt.[2]

Satz 2.1. (Fundamentalsatz der Algebra) Sei p(z) = cp2™ + cp12" 1 + ... + co ein
Polynom mit ¢,,cpn—1,...,c0 € C, n € N und ¢, # 0, dann gilt:

JaeC:pla)=0

Beweis. Sei p(z) = ¢,2" +¢,_12" 1 +... 4 ¢ ein nicht konstantes Polynom mit komple-
xen Koeffizienten und sei p(z) = a2+ 12" .. .+¢o das Polynom mit den komplex
konjugierten Koeffizienten von p. Sei q(z) = p(2)p(2) = (cpz™ + cno12™ 1+ ...+ ¢o) -
(Cnz"+Cn 12" 1. 4e) = (cn2"+en12" o teo) (en2™ +ep12" L+ 4 ) =
p(2)p(Z). Dann ist ¢ ein nicht konstantes Polynom mit reellen Koeffizienten. Nach Vor-
aussetzung besitzt g eine komplexe Nullstelle zy und daraus folgt:

q(z0) = p(20)p(Z0) = 0 = 2 oder Z ist eine Nullstelle von f

Es reicht also den Beweis nur fiir Polynome mit reellen Koeffizienten zu zeigen, wie es
auch in Gauf} urspriinglichen Beweis zu finden ist. Sei p(z) = ¢, 2" + 12"V H e



ein Polynom mit ¢y, ¢n—1,...,c0 € R, n > 0 und ¢, # 0 gegeben. Wir nehmen an ¢, = 1,
ansonsten dividieren wir durch den Leitkoeffizienten. Ebenso nehmen wir an, dass ¢y # 0.
Gilt ndmlich ¢y = 0 so ist p(0) = 0 und die Behauptung ist gezeigt. Fiir r,¢ € R gilt,
wobei z = re’?:

R(r,¢) := R(p(re'?))
R (r"(cos ¢ +ising)” + o1 H(cosp+ising)" 4.+ co)

I(r,¢) == S(p(re'?))
& (T"(cosc}ﬁ +ising)" + cnflr”_l(cos ¢ + isin QS)"_I + ...+ co)

Fixieren wir r > 0, so kénnen wir die Funktion R und I als Polynome vom Grad n in sin ¢

und cos ¢ darstellen. Wir bezeichnen mit R,(¢) bzw. I,(¢) die Funktion R(r,¢) bzw.
I(r, ¢), welche nur von ¢ abhéngt. Ist m € N gerade, dann gilt (i sin ¢)™ = (—1)% sin ¢™.
Fiir m € N ungerade, dann gilt (isin ¢)™ = i(—l)T%1 sin ¢". Daher besitzt sin ¢ in je-
dem Term von RT(qb) eine gerade Potenz m und somit kann sin ¢? mit 1 — cos? ersetzt
werden. Daraus ergibt sich R,.(¢) = p1(cos $), wobei p; € R[z]<,. Analog gilt dies fiir
das Polynom I. In jedem Term von I,(¢) besitzt sin ¢ eine ungerade Potenz m, somit
kann sin ¢ einmalig herausgehoben werden und anschliefend sin ¢? erneut mit 1 — cos?

ersetzt werden. Daraus folgt I,.(¢) = sin ¢ - pa(cos ¢) mit py € R[x]<,_1.

Betrachten wir nun die ebenen algebraischen Kurven (p(z)) = 0 und S(p(z)) = 0
fiir z € C. Dann gilt fiir ein fixes r, dass R,(¢) = p1(cos ¢) = 0. R,(¢) kann maximal 2n
Losungen besitzen . Dies ist genau dann der Fall, wenn p; n verschiedene Nullstellen im
Intervall [—1,1] besitzt, da cos(2 + ¢) = cos(m — ¢).Tritt dies ein, so zefillt p; in Line-
arfaktoren und das Vorzeichen &dndert sich nach jeder Nullstelle. Anders formuliert fiir
die Nullstellen ..., ¢_1, ¢o, b1, .. gilt, das Vorzeichen von R, () fiir pj—1 < a < ¢ ist
gegenteilig zu ¢; < o < ¢;11. Analog gilt fiir I,.(¢) = 0. I,(¢) = sin ¢ - pa(cos ¢) besitzt
eine Losung fiir alle ganzen Vielfache von 7. Aus sin ¢ - pa(cos ¢) ergeben sich maximal
2n — 2 weitere Losungen, da grad(ps) = n — 1 ist. Folglich hat I,(¢) = 0 maximal 2n
Losungen. Es gilt erneut, dass sich das Vorzeichen von I,.(¢) mit jeder Nullstelle dndert.

Wir erwarten nun, dass £(p(z)) = 0 und I(p(z)) = 0 die maximale Anzahl an Losungen
besitzen, wenn |z| grof§ genug ist. Denn dann gilt, dass der dominante Term von p(z) ist
2" und daraus ergeben sich 2n Vorzeichenwechsel von $(z") und 3(2") auf dem Kreis
|z| = r. Folglich gilt es zu zeigen, dass die maximale Anzahl an Nullstellen von Rr(gb)
und fT(¢) besitzt, wenn r* grofl genug ist. Formal bedeutet das, wir wihlen r* wie folgt:

n—1
r* = max (1, \@Z |cz|>
=0



Sei r > r*, dann wihlen wir fiir 0 < k <4n: ¢ = W und z;, = re’®s. Dann gilt fiir

alle k:

n—1
g iz,
=0

n—1 n—1 r P
< olrt < Gl |t < <
_;m _<Z|l|> <5755

i=0
Weiters gilt:

n—1

v r ;

R(2D) = R(r"e™r) = R(r"e™in) = 1" cos(~) = — > g cizy
4 V2 i=0

Also gilt fiir R,.(¢1) = R(p(21)) > 0. Allerdings gilt ebenso:

R(z) = R(reind?) = %(r"emi )=1r" cos(%) =—

n—1 '
R
i=0
Also gilt fiir R,(¢2) = R(p(z2)) < 0. Da sich das Vorzeichen geéndert hat, muss R,

im Intervall [¢1, ¢2) den Wert 0 angenommen haben.
Analog gilt das fiir I,.. Es gilt:

3T
4=

S(zy) = %(rnem@) = %(r"em ) = r" sin(

3\*

Also gilt fiir I,(¢2) = S(p(22)) > 0. Allerdings gilt ebenso:

. s 5 n n-l
3(25) = g(rnemqﬁa) = %(rnem%b) =" cos(zﬂ) = _L\/ﬁ < = chzé
i=0

Also gilt fiir I,(¢3) = S(p(z3)) < 0. Da sich das Vorzeichen geéindert hat, muss I, im
Intervall [¢g2, ¢3) den Wert 0 angenommen haben.

Betrachten wir die Intervalle [¢1, 2), [#3, @4), . - ., [Pan—1, dan) besitzt R, in jedem Inter-
vall eine Nullstelle. Genauso I, in den Intervallen [P0, d1), [P2, P3)s - - s [Pan—2, Pan—1). Es
stellt sich noch die Frage, ob die gefundenen Nullstellen paarweise verschieden sind. Da-
her betrachten wir die Intervalle [¢o, ¢1) = [~ 1, 1) und [¢2n, P2nt1) = [7 — £, T+ 1),
im Ersten besitzt I, eine Nullstelle bei 0 und im zweiten Intervall eine bei 7. Somit
besitzen R, und I, 2n Nullstellen bei einem fixen Radius r, gilt fiir r zusétzlich, dass
zwischen zwei Nullstellen von R, bzw. I, jeweils eine Nullstelle von I, bzw. R, liegt,
so heift r Schachtelradius. Fiir alle Radien r > r* gilt r ist ein Schachtelradius. Wir
bezeichnen mit a;(r) < az(r) < ... < ag,(r) die Nullstellen von R, im Intervall [0, 27)
und b1 (r) < ba(r) < ... < by, (r) die Nullstellen von I, im Intervall [0, 27). Dann gilt:

0="01(r) <ai(r) <bs(r) <az(r) <...<bap(r) <ag(r) <2m=>b(r)+ 27



In einem néchsten Schritt zeigen wir nun, dass die Menge der Schachtelradien offen
ist und die Funktionen aj(r),...,a2,(r),bi(r),...,bay(r) sind stetig auf dieser Menge.
Hierfiir nehmen wir an, dass p ein Schachtelradius ist und € > 0. Dann wéhlen wir ¢ mit
€ >t >0, sodass gilt:

t=bi(p) +t <ai(p) —t,
ai(p) +t < ba(p) — t,

asn(p) +t < 2w —t=>bi(p) —t+2m.

Wir haben t gerade so klein gewéhlt, dass die Intervalle (a;(p) — t,a;(p) + t) und
(bj(p) —t,bj(p) +1t) disjunkt sind. Da das Vorzeichen von R, bzw. I, bei jeder Nullstelle
wechselt, miissen R,(aj(p) —t) und R,(a;j(p) +t) baw. I,(bj(p) —t) und I,(b;(p) + t)
fiir 1 < j < 2n gerade gegenteilige Vorzeichen besitzen. Wir wéhlen nun § > 0 so, dass
0 < d < pund |r—p| < 6. Dann gilt fiir alle j, R,(a;(p) —t) bzw. R,(aj(p)+1t) hat dassel-
be Vorzeichen als R,(a;j(p) —t) bzw. R,(a;(p) +1t). Dies gilt analog fiir I.(b;(p) —t) und
I.(bj(p) +1). Folglich haben nun auch R,(a;(p) —t) und R,(a;(p) +1t) baw. L.(b;(p) —t)
und I, (bj(p)+1t) fur 1 < j < 2n gerade gegenteilige Vorzeichen. Daraus folgt R, bzw. I,
besitzen in (a;(p) —t,a;(p)+1t) bzw. (bj(p) —t,bj(p)+1) jeweils Nullstellen. Da die Inter-
valle disjunkt sind, muss r folglich ein Schachtelradius sein. Weiters sind die Nullstellen
von I, im Intervall (by(p) —t,b1(p) +t) = (—t,t) gleich 0 = b1(p) = by(r) und deshalb
liegt a;(r) im Intervall (a;(p) —t,a;(p) +1t) mit |a;(r) —a;(p)| <t < e und analog ergibt
sich [bj(r) — b;(p)| <t < e. Daraus folgt schliefilich, dass die Menge der Schachtelradien
offen ist und die Funktionen a1(r),...,a,(r),b1(r),. .., b2, (r) auf dieser Menge stetig

sind.

In der Abbildung 1 werden die vorherigen Uberlegungen verdeutlicht. Wir betrachten
das Polynom f(z) = 2% 4+ 22 — 2 und wihlen r = 2. Dann besitzt f genau dann eine
Nullstelle, wenn sowohl R(f(z)) = 0 als auch I(f(z)) = 0 gilt.Wir sehen auch, dass
r = 2 ein Schachtelradius ist, denn ]:22 und fg besitzen 2n Nullstellen und zwischen zwei
Nullstellen von Ry bzw. Iy liegt jeweils eine Nullstelle von I, bzw. Rs.

Im né#chsten Schritt zeigen wir nun, dass es zwei Zweige der ebenen algebraischen
Kurven R(p(z)) = 0 und (p(z)) = 0 fiir z € C gibt, welche sich schneiden. R(p(0)) #
0, da ¢pyep—1,...,c0 € R und p(0) # 0 gilt. Aus der Stetigkeit folgt nun, dass ein
auBreichend kleiner Radius r > 0 existiert, sodass R, keine Nullstellen besitzt und r kein
Schachtelradius ist. Somit ist die Menge der Radien die keine Schachtelradien sind nicht
leer und besitzt die kleinste obere Schranke rg. Denn die Menge der Schachtelradien
ist offen und somit ist r¢p kein Schachtelradius. Betrachten wir die fallende Folge von



Im(f(z)) =0 o

Abbildung 1: Beweisidee am Beispiel f(z) = 23 + 22 — 2

Schachtelradien ()72, welche gegen 1y konvergiert. Ebenso existieren limy_,o0 a1(7y)
bzw. limy_,o b1 (r)) und folglich konvergieren auch alle Teilfolgen von (a;(ry))pe; bzw.
(bj(1%))pey- Aus der Stetigkeit von R(r,¢) und I(r,¢) folgt, dass R, (a;) = 0 und

I, (bj) = 0 und die folgenden Ungleichungen gelten:

O=bi<a1<bha<ax<...<by, <ag, <2 =0b1 + 27

Sind allerdings die obigen Ungleichheiten strikt, so folgt daraus, dass ry ein Schach-
telradius ist und ein Widerspruch ist. Also existieren j, k fiir die gilt a; = b und damit
gilt Ry, (a;) =0 und I, (aj) = I, (b;) = 0. Dann ist rpe’® eine Nullstelle von p.

O

3 Beweis mithilfe der Funktionentheorie

In diesem Kapitel werden fiir den Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra Mittel der
Funktionenthoerie verwendet. Der zu beweisenden Satz ergibt sich als direkte Folgerung
des Satzes von Liouville. Hierfiir miissen zunéchst jene Begriffe definiert werden, welche
fiir die Formulierung des Satzes notwendig sind. Zusétzlich wird fiir den Beweis des Satzes
von Liouville die Cauchy-Integralformel verwendet und wird daher ebenfalls bewiesen.
Diese Beweismethodik ist sehr iiblich und findet sich in vielen Standardwerken wieder,
beispielsweise in [6] oder [9].

Definition 3.1. @ # G C C heifit Gebiet, wenn G eine offene und zusammenhéngende
Menge ist. Zusammenhéngend bedeutet G kann nicht in zwei offene, disjunkte Mengen
A, B # & mit zerlegt werden, also:

VA, BeGmit A0, B£0: ANB=0= AUB # X

Definition 3.2. (Kurven)



(i) Ein Weg in C ist eine stetige Abbildung A : [a,b] — C mit a,b € R und a < b.
Dann heifit A = A([a,b]) Kurve in C mit Parametrisierung A und den Anfangs-
bzw. Endpunkt A(a) bzw. A(b).

(ii) Ein Weg X heifit glatt, wenn er stetig differenzierbar ist.

(iii) Eine Kurve heifit geschlossene, wenn ihr Anfangspunkt gleich dem Endpunkt ent-
spricht.

(iv) Eine Kurve A mit Parametrisierung \ : [a,b] — C heifit einfach geschlossen, wenn
sie geschlossen ist und A auf dem Intervall [a,b) injektiv ist.

v) Eine Kurve heif3t latt, wenn sie eine stetig differenzierbare Parametrisierung A
besitzt.

Definition 3.3. Sei f : D — C eine Funktion mit D C C. Dann heifit f holomorph
in z € D, wenn f in einer Umgebung von z komplex differenzierbar ist. Ist f in jedem
Punkt von D holomorph, dann heiffit f holomorph. Ist f holomorph und D = C, dann
heifit f ganz.

Definition 3.4. Das Gebiet G C C heifit einfach zusammenhéingendes Gebiet, wenn
jede auf G definierte holomorphe Funktion eine Stammfunktion in G besitzt.

Definition 3.5. (Kurvenintegral) Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig und die
Kurve A auf dem Intervall [a, b] glatt, dann heifit

b .
/ F(O)dC = / (M) A()de
A a

das Kurvenintegral von f entlang von A.

Satz 3.6. Sei G C C einfach zusammenhingend, f : G — C holomorph und A eine
einfach geschlossene Kurve die fir r > 0 in B(r,a)° liegt. Dann gilt:

[0 £(0)
}é C_ap™= fiazr C—ap®

Beweis. Dieser Beweis kann auf der Seite 231 in [9] nachgelesen werden.
O

Satz 3.7. (Cauchy-Integralformel) Sei G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und A
eine einfach geschlossene Kurve in G, wobei A° C G gilt. Dann gilt fir alle z € G°:

_ L [ f©
1) = g ¢ 2o

Beweis. Da A einfach geschlossen ist, verlauft die Kurve in einem einfach zusammenhéngenden
Teilgebiet von G. Daher kann der vorherige Satz verwendet werden und es gilt:




S e = @)
fj\c—zdc_%{—ﬂrC_zdc

T f(z + ret€)
0 reic
27 )
=1 f(z+re)de
0
= 2mif(2) [fir 7 — 0]

ire*“de [Definition des Kurvenintegrals]

wird anschlieffend durch 27¢ dividiert, dann ergibt sich:

1) =5 $ e
([0, S. 231) 0

Satz 3.8. (Satz von Liouville). Sei f : C — C eine ganze und beschrinkte Funktion,
dann ist f konstant.

Beweis. Laut Annahme ist f ganz und |f(z)| < ¢ fiir alle z € C. Da aus f'(z) = 0 fiir
alle z € C folgt f ist konstant, reicht es ersteres zu zeigen. Hierfiir verwenden wir die
Cauchy’sche Integralformel:

P /()

a Tm [(—z|=r (C - Z)2d<

Dann gilt fiir alle r > 0:

RS £0) ‘:1_‘ £)
‘f (z)‘ 2mi %{—z|:r (C - Z)QdC 2mi f(—z|=r (C - Z)zdc
< 1 9 c _c
92y =
Dann folgt aus r — oo, dass f'(z) = 0. (|6],S. 91) O

Beweis. (Fundamentalsatz der Algebra) Betrachten wir die Polynomfunktion p : C —
C; 2z p(2) == cp2™ + 12"+ ...+ co mit ¢y, cp1,...,c0 € C,n € Nund ¢, # 0.
Wir nehmen an, dass an ¢, = 1, ansonsten dividieren wir durch den Leitkoeffizienten.
Insbesondere gilt fiir |z| — oo:

Cn—1

C
() = len™ + e 4ol = 2" few + L gL 2

Das bedeutet fiir |z| > r mit r» > 0 existiert ein R > 0, so dass |[p(z)| > R. Nehmen

wir nun an, dass p(a) # 0 fiir alle a € C, dann ist ¢(z) = le) eine beschriankte, ganze



Funktion. Nach dem Satz von Liouville ist ¢ somit konstant und folglich miisste auch p
konstant sein. Da |p(z)| — oo fiir |z| — oo kann p nicht konstant sein und somit entsteht
ein Widerspruch. Also gibt es ein a € C so, dass p(a) = 0 ist. ([6],S. 92)

0

4 Beweis mit Mitteln der Topologie

In diesem Kapitel wird das Konzept der Umlaufzahl verwendet, um den Fundamental-
satz zu beweisen. Hierfiir muss zunéchst der Begriff Umlaufzahl definiert werden. Die
Beweisidee dhnelt stark jener von Gauf ist allerdings wesentlich einfacher und eignet sich
daher sogar fiir den schulischen Bereich. Dieser Aspekt wird im letzten Kapitel nochmals
aufgegriffen.

Definition 4.1. (Umlaufzahl) Gegeben sei ein Kurve I' mit Parametrisierung ~(¢) =
20 + re' fiir 0 < ¢t < 2nm mit n € N. Dann heiit n Umlaufzahl der Kurve I' um 2y und
ergibt sich wie folgt:

1 1 1 T et

dz = —

— = —dt =n
2mi Jp z — 2o 21t Jo  ret

Anschaulich ist T ein Kreis der n-mal umrundet wird.

Definition 4.2. (Verallgemeinerung der Umlaufzahl) Gegeben sei eine geschlossene Kur-
ve I' in C und 2y € C liegt nicht auf I'. Dann ist die Umlaufzahl der Kurve I' um 2z wie

folgt definiert:
1 1
F, - d
n(T’, 20) 27rz/rz—zo :

Satz 4.3. Sei K, eine Kreis mit Radius r, also eine Geschlossene kurve mit Parame-
trisierung k(t) = re®* fir 0 <t < 27 und f : C — C, g : C — C sind stetige
Funktionen. Gilt fir alle z € K, |f(z) — g(2)| < €, dann besitzen f(K,) und g(K,) die
selbe Umlaufzahl um den Ursprung.

Beweis. Dieser Beweis kann auf der Seite 135 in [5] nachgelesen werden. O

Beweis. (Fundamentalsatz der Algebra) Sei p: C — C; z = p(2) := 2™ + ¢p12" 1 +
... 4 ¢g eine Polynomfunktion mit ¢,,cp—1,...,c0 € C, 0 #n € N und ¢, # 0. Wir
nehmen an, dass an ¢, = 1, ansonsten dividieren wir durch den Leitkoeffizienten. Fiir
co = 0 ist z = 0 eine Nullstelle, also nehmen wir zusétzlich an ¢y # 0. Also ist p(z) =
2"+ 12" + ... + ¢ In einem ersten Schritt muss gezeigt werden, dass p stetig ist.
Da p eine endliche Linearkombination aus stetigen Funktionen ist, ist p trivialerweise
stetig. Da

A . Z" _ 1 1
lim — = lim = lim ot :
200 p(z) 2ozt ep_12" 44 rooo 44 4]

z zn

10



gibt es einen Kreis K, mit einem Radius r; > 0, sodass:

2" = p(2)] < Arf

mit 0 < A < 1 und z € K,,. Betrachten wir nun die Funktion g(z) = 2". Dann ist
g(K,, ) ebenfalls eine geschlossene Kurve, da g stetig ist und besitzt die Parametrisierung
rei™ fiir 0 <t < 27, Also umrundet g den Kreis K,, n-mal und damit hat g(K,,) die
Umlaufzahl n um den Ursprung. Da |2 — p(2)| < Ar} fiir alle z € K, besitzen g(K,,)
und p(K,,) die selbe Umlaufzahl um den Ursprung. Folglich ist die Umlaufzahl von
p(K;,) gleich n. Wéhlen wir 7o > 0 klein genug, dann entspricht p(z) = ag auf K,, und
damit ist die Umlaufzahl von p(K,,) gleich 0. Folglich dreht sich p(K,) nicht um den
Ursprung, sondern dreht sich nur einmalig um ag. Da p(z) stetig ist, ist die Stetigkeit von
p(K,) abhénging von r. Da die Umlaufzahl von p(K,) gleich 0 ist und von p(K,,) gleich
n, muss ein Zwischenradius r3 existieren mit der Kurve p(K,,), welche den Ursprung
schneidet. Folglich existiert ein zo auf K, mit p(z9) = 0. ([5], S. 135) O

5 Beweis mithilfe der Galoistheorie

In diesem Teil der Arbeit muss besondere Vorarbeit geleistet werden, da dieser Beweis
sich umfangreicheren Theorien bedient. Das bedeutet auch, dass einige Sitze im Sinne
der Vollstindigkeit nochmals formuliert werden, allerdings nicht bewiesen, da dies den
Rahmen der Arbeit sprengen wiirde. Dennoch findet sich stets ein Kommentar, wo dieser
zu finden ist. Besonders von Bedeutung ist in diesem Kapitel der Haupsatz der Galois-
theorie, welcher als zentrales Hilfsmittel im Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra
fungiert.

Definition 5.1. (Korpererweiterung) Seien k, K Korper.

(i) K heifit Kérpererweiterung von k, wenn gilt k¥ C K und k ist ein Teilring von K.
Das bedeutet k ist abgeschlossen unter der Addition und Multiplikation, enthélt 0
und 1 und das Inverse der Addition zu jedem Element aus k.

(ii) Sei k C K eine Korpererweiterung, dann heift die Dimension des k-Vektorraums

dimy(K) =: [K : K]
der Grad der Kérpererweiterung. Insbesondere heifit diese endlich, wenn [K : k] <

oo gilt.

Definition 5.2. (Minimalpolynom) Ist k£ C K erneut eine Koérpererweiterung und a € K
algebraisch iiber k. Das bedeutet es existiert ein p € k[z] mit p # 0, sodass p(a) = 0.
Dann heifit p € k[z] Minimalpolynom und wird als Min(a, k) bezeichnet, wenn gilt:

(i) p ist irreduzibel und normiert. p heifit irreduzibel, wenn p # 0 nicht invertierbar
ist und fiir ¢, € k[x] mit p = gr folgt, dass ¢ oder r invertierbar sein muss.

(i) p(a) = 0.
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Definition 5.3. (Algebraisch, separabele, normale Kérpererweiterungen)

(i) Eine Korpererweiterung heifit algebraisch, wenn wenn jedes a € K algebraisch
iiber k ist.

(ii) Eine Korpererweiterung heift separabel, wenn jedes a € k iiber K separabel ist.
Dies bedeutet wiederum a ist algebraisch iiber K und das zugehorige Minimalpo-
lynom ist iiber K separabel. Ein irreduzibles Polynom p heifit separabel, falls p
deg(p) viele verschiedene Nullstellen hat.

(iii) Eine algebraische Korpererweiterung k C K heifit normal, wenn jedes irreduzible
Polynom in k[z], dass eine Nullstelle in K besitzt auch in K zerféllt.

(iv) Eine endliche,normale und separable Kérpererweiterung heifit Galois-Erweiterung.

Definition 5.4. Ein Korper ist algebraisch abgeschlossen, wenn fiir alle nicht konstanten
Polynome p € K|z] gilt:
da€e K :pla)=0

Definition 5.5. Fiir eine Korpererweiterung k& C K heifit K algebraischer Abschluss
von k, wenn K algebraisch abgeschlossen ist und & C K eine algebraische Erweiterung
ist.

Im folgenden Kapitel wird daher gezeigt, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Denn dies
ist Aquivalent zur Aussage des Fundamentalsatzes der Algebra.

Satz 5.6. Jeder Korper k besitzt einen algebraischen Abschluss, der bis auf Isomorphie
eindeutig ist.

Beweis. Dieser Beweis ist sehr aufwéindig und erfordert einiges an Vorarbeit. Daher
wird dieser nicht durchgefiihrt, allerdings kann er auf der Seite 96 in [7] nachgelesen
werden. O

Satz 5.7. (Satz vom primitiven Element) Jede endliche, separable Erweiterung ist ein-
fach, das bedeutet fiir eine endliche, separable Erweiterung k C K existiert ein a € K
mit K = k(a).

Beweis. Ebenso wie der vorherige Satz, bedarf dieser Beweis viel Vorarbeit und wiirde
den Rahmen dieser Arbeit ausreizen. Er kann auf der Seite 130 in [11] nachgelesen
werden. ]

Definition 5.8. Sei k C K eine Korpererweiterung
(i) Ein k£ — Isomorphismus ¢ : K — K heifit £ — Automorphismus.
(i) Gal(K,k) :={p: K — K| ¢ ist k — Automorphismus} heifit Galoisgruppe.

(iii) fiir H < Gal(K, k) heifit Fix(H) := {b € K| ¢(b) = b fiir alle ¢ € H} Fixkorper.
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Definition 5.9. (Zerfdllungskorper) Sei k C K eine Korpererweiterung und p € kx|,
dann heifit K Zerfillungskorper von p iiber k, wenn gilt:

(i) p zerfillt iiber K in Linearfaktoren, das bedeutet es gibt b € k und ay,...,a, € K
mit p =b(x —aq)...(x — a,) und

(i) K =k(aq,...,an).

Satz 5.10. Es seien k C K, k C K Korpererweiterungen und ¢ : k — k ein Homomor-
phismus. Ebenso sei a € K algebraisch tiber k und p = Z?:o c;xt das Minimalpolynom
von a iber k. Die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von p(¥) = Z;‘i:o o(c)xt in K

entspricht dann der Anzahl der Homomorphismen ¢ : k(a) — K mit ¢y, = .
Beweis. Der Beweis findet sich auf Seite 106 und 107 in [7]. O

Satz 5.11. Seien k C K C k algebraischen Kdérpererweiterungen. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(i) k C K ist normal

(i1) K ist ein Zerfillungskirper einer Menge von Polynomen iiber k.
(iii) Fiir jeden k-Homomorphismus ¢ : K — k gilt o(K) C K
Beweis. me M CNundie ICN

(1) = (i1): Fir jedes a € K besitzt Min(a, k) die Nullstelle a und zerfillt folglich
iiber K in Linearfaktoren. Also ist K der Zerféllungskorper aller Min(a, k) mit
a€ K.([7 S. 113)

(ii) = (i4i): Sei K der Zerfillungskérper von (p;)ie; mit p; € k[r] und ¢ : K — k ein
k-Homomorphismus. Fiir eine Nullstelle a € K eines Polynoms p; gilt,

0= (0) = ¢(pi(a)) = pi(¢(a))

da ¢ ein k-Homomorphismus ist und somit Polynomgleichungen mit Koeffizienten
in k erhalten. p(a) in k, da ¢(a) eine Nullstelle von p; ist. Diese Nullstellen erzeugen
gerade K, also ist ¢o(K) C K. (7] S. 112)

(17i) = (i): Sei p € k[z] irreduzibel und sei @ € K mit p(a) = 0. Sei b € K beliebig
mit p(b) = 0. Dann gibt es nach dem vorherigen Satz einen k-Homomorphismus
¢ : k(a) — kmit p(a) = b. Weiters kann ¢ auf den gesamten K fortgesetzt werden,
hierzu findet sich ein Beweis in [7] auf der Seite 95. Wird ¢ auf den gesamten K
fortgesetzt, so gilt b € o(K) C K.

O]

Lemma 5.12. (Lemma von Artin) Sei k C K eine Kérpererweiterung. Dann gilt fiir
H < Gal(K, k) endlich:
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[K :Fix(H)] < #H
Beweis. Der Beweis findet sich auf Seite 107 in [11]. O
Satz 5.13. Sei k C K eine Korpererweiterung. Dann gilt fiir a € K algebraisch tber k:
[k(a) : k] = deg(Min(a, k))
Beweis. Der Beweis findet sich auf Seite 26 in [7]. O
Satz 5.14. (Gradformel) Seien k C K C L Kdrpererweiterungen. Dann gilt:
Lk =[L: K] [K : K]

Beweis. I,J C N. Sei (x;)ier bzw. (y;);jcs eine Basis von K als k- Vektorraum bzw. L
als K- Vektorraum. Im folgenden wird gezeigt, dass (z;¥;)icr,jcs eine Basis von L als k-
Vektorraum ist. Hierzu muss gezeigt werden, dass (z;¥;)icr jes linear unabhéngig und
ein Erzeugendensystem ist.

1. Lineare Unabhéngigkeit: Sei ), Ijes GijTiyi = 0 mit a;; € k und endlich viele

a;; # 0,dann ist
Z Qi TilYi = Z (Z aiﬂz’) Yi

ieljeJ jeJ \iel
Da ) ;c;aiz; € K und (y;) e linear unabhéngig ist
\Zi Glftjzjawwizzo
1€l
Da ai; € k und (z;)ics linear unabhéngig folgt a;; = 0 fiir alle ¢ € I und j € J.
Also ist (2;9i)icr jes linear unabhéngig.

2. Erzeugendesystem: Sei [ € L. Dann ist [ = jes Viy; mit v; € K. Ebenso existie-
ren 7;; € k, sodass v; = >,y vijxi. Daraus folgt:

=) vy = Y. vty

jedJ iel,jeJ

Also ist (2;¥i)ier jes ein Erzeugendensystem und somit eine Basis von L als k-
Vektorraum. ([11], S. 38)

O
<

Satz 5.15. Fiirp € klx] sei K der Zerfillungskdrper von p iber k. Dann ist #Gal(K, k)
[K : k] und sind zusdtzlich alle Nullstellen von p verschieden, dann gilt #Gal(K, k)
[K : K].

Beweis. Der Beweis findet sich auf Seite 114 in |7]. O
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Satz 5.16. (1.Sylowsatz) G sei eine endliche Gruppe und es gilt #G = p"m mit p € P
und p { m. Dann ezisitieren fir alle 0 < k < r Untergruppen H C G mit #H = p".

Beweis. Der Beweis findet sich auf Seite 86 in |11]. O
Definition 5.17. Sei p € P und G eine Gruppe mit #G = p"m und p { m.
(i) Sei H < G und gilt fiir ein 0 < k < r: #H = p*. Dann heiBt H p-Untergruppe.
(ii) Sei H < G und gilt #H = p". Dann heiit H p-Sylow-Untergruppe.

Satz 5.18. (Haupsatz der Galoistheorie) Sei k C K eine Galois-Erweiterung. Dann
sind Fix(-) und Gal(K,-) zueinander inverse sowie inklusionsumkehrende Zuordnungen

zwischen Zwischenkérpern von k C K und Untergruppen von Gal(K, k). Ferner gilt fir
H < Gal(K,k) =:G:

(i) #H = [K : Fix(H)] und |G : H| = [Fix(H) : k]
(i) H <G < Fix(H) ist normal dber k.

Beweis. Der Beweis des Hauptsatzes der Galoistheorie ist komplex. Daher wurden sowohl
[7] Seite 119f, als auch [11] Seite 106 verwendet. Ebenso wurde fiir die Beweisstruktur
[10] Seite 97f herangezogen.

Sei k C K eine Galois Erweiterung. Nach dem Satz vom primitiven Element gilt K =
k(a) fiir ein @ € K. Da k C K insbesondere normal ist, ist K auch Zerfillungskorper fiir
ein p € k[x]. Wegen Satz 5.15 gilt nun:

#Gal(K, k) = [K : k] < oo

Da fiir jeden Zwischenkorper L mit k£ C L C K die Korpererweiterung L C K wieder
eine Galois Erweiterung ist, kénnen wir auch

#Gal(K,L)=[K : L] < o

fiir jeden solchen Zwischenkorper L annehmen. Sei nun H < Gal(K,k). Da H C
Gal(K, Fix(H)) gilt, erhalten wir mittels dem Lemma von Artin:

#H < Gal(K,Fix(H)) = [K : Fix(H)] < #H

wobei natiirlich £ C Fix(H) C K gilt. Somit muss aber Gal(K,Fix(H)) = H gelten.
Also ist:

#H = # Gal(K,Fix(H)) = [K : Fix(H)]
Weiters gilt wegen obigen Uberlegungen und der Gradformel:

#Gal(K, k) =[K : k] =[K : Fix(H)| - [Fix(H) : k| = #H - [Fix(H) : k]
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Somit ist die Aussage (i) bewiesen. Es gilt nun weiters: Gal(K, Fix(Gal(K, L))) = Gal(K, L),

somit:
[K : L] = #Gal(K, L) = # Gal(K,Fix(Gal(K, L))) = [K : Fix(Gal(K, L))]
Weiters gilt erneut wegen der Gradformel:
[K : k] = [K : Fix(Gal(K, L))] - [Fix(Gal(K, L)) : k] = [K : L] - [Fix(Gal(K, L)) : k]

Somit [Fix(Gal(K, L)) : k] = 1 und damit Fix(Gal(K, L)) = L.
Sei nun H < Gal(K, k) und 7 € Gal(K, k). Dann gilt:
a € Fix(tHr ') & (thr™')(a) =a Vhe H

& (hr Y(a)=7""a) VheH

& 771 (a) e Fix(H) & a € 7(Fix(H))
Somit also 7(Fix(H)) = Fix(tH7~!). Sei nun H eine normale Untergruppe. Dann ist
TH7~! = H und damit natiirlich 7(Fix(H)) = Fix(H). Wir wihlen nun einen beliebigen
k—Homomorphismus ¢: Fix(H) — k. Nach Satz 5.10 gibt es eine Fortsetzung ¢: K — k.
Da die Korpererweiterung k C K normal ist, gilt nun nach dem Satz iiber normale

Korpererweiterungen ¢(K) C K. Da ¢ als Kérperhomomorphismus automatisch injektiv
ist, gilt ¢ € Gal(K, k) und somit:

o(Fix(H)) = ¢(Fix(H)) C Fix(H)

Somit folgt aus dem Satz iiber normale Korpererweiterungen, dass k C Fix(H) eine nor-
male Korpererweiterung ist. Sei nun umgekehrt & C Fix(H ) eine normale Kérpererweiterung.
Wie zuvor gilt 7(Fix(H)) C Fix(H) fiir alle 7 € Gal(K, k). Somit:

Fix(TH7 ') = 7(Fix(H)) C Fix(H)
Durch Anwendung von Gal(K, ) erhalten wir:
THr 'D>H

und somit TH7~! = H, da die Konjugation die Michtigkeit nicht éndert. Damit ist der
Satz bewiesen. O

Satz 5.19. C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass C keine echte endliche Koérpererweiterung besitzt. Das beweist
die Aussage, denn jeder Korper besitzt einen algebraischen Abschluss, und wére C nicht
algebraisch abgeschlossen, so miisste C insbesondere eine echte endliche Kérpererweiterung
besitzen, welche zwischen C und dem algebraischen Abschluss lige.

Sei dazu C C K eine endliche Korpererweiterung. Durch Anwendung des Satzes des pri-
mitiven Elements kénnen wir K = R(a) fiir ein a € K schreiben, ersetzen wir nun K mit
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dem Zerféllungskorper von Min(a,R) so ist die Kérpererweiterung K 2O R normal, end-
lich und seperabel, da R Charakteristik 0 besitzt. Also ist R C K eine Galoiserweiterung.
Nach der Gradformel gilt:

#Gal(K,R)=[K:R|=[K:C]-[C:R]=2[K :C]

Also gilt fiir ein r € N\ {0}, m € N sodass 2 t m, dass: # Gal(K,R) = 2"m und wir
konnen nach dem ersten Sylowsatz eine 2-Sylow-Untergruppe H < Gal(K,R) wéhlen,
sodass #H = 2". Erneut erhalten wir mittels der Gradformel:

2"m =K :R] = [K : Fix(H)] - [Fix(H) : R] = 2" - [Fix(H) : R]

Also ist [Fix(H) : R] = m ungerade. Es gilt nun erneut mit dem Satz vom primitiven
Element Fix(H) = R(b) und damit nach Satz 5.13:

[Fix(H) : R] = deg(Min(b,R))

In R besitzt jedoch jedes ungerade Polynom nach dem Zwischenwertsatz mindestens eine
Nullstelle. Somit sind die einzigen irreduziblen Polynome mit ungeradem Grad gerade
die Linearfaktoren. Also gilt weiters:

[Fix(H) :R] =1
und somit Fix(H) = R und weiter [K : R] = 2". Mit dem obigen kénnen wir nun:
# Cal(K,C) =2}

schliefen. Wir nehmen nun an, dass » > 1 gilt. In diese Falle konnten wir erneut eine
Untergruppe U < Gal(K, C) wihlen mit #U = 2"~2. Erneut wenden wir den Hauptsatz
zur Galoistheorie an und erhalten:

2=|Gal(K,C):U| =[Fix(U) : C]

wobei C C K eine Galoiserweiterung ist, da R C K eine Galoiserweiterung ist. Wie
bereits zuvor argumentieren wir nun erneut iiber den Satz vom primitiven Element. In C
gibt es keine quadratischen irreduziblen Polynome, insbesondere also keine quadratischen
Minimalpolynome, da man in C stets Wurzeln ziehen kann. Somit muss r = 1 gelten,
und damit # Gal(K,C) =1 = [K : C], also K = C. Somit ist der Hauptsatz der Algebra
bewiesen. ([5], S.123f)

O

6 Beweis nach Laplace

In diesem Kapitel wird der Fundamentalsatz der Algebra nach Laplace vorgestellt.
Hierfiir ist ein zentrales Werkzeug der Hauptsatz iiber symmetrische Polynome, welcher
zunéchst formuliert wird.
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Satz 6.1. Jedes reelle Polynom p mit ungeradem Grad besitzt mindestens eine Nullstelle
m R

Beweis. Die Aussage wird im Kapitel 8 nochmals ausfiihrlich besprochen als mogliche
Vereinfachung des Fundamentalsatzes der Algebra im schulischen Kontext. Der Beweis
kann daher im Unterkapitel 8.2 nachgelesen werden. O

Satz 6.2. Seip € R[x], dann existiert eine Korpererweiterung R C K, sodass p iiber K
zerfallt.

Beweis. Sei R C R der algebraische Abschluss von R, welcher laut Satz 5.6 existieren
muss. Dann zerfillt jedes ¢ € R[x] in Linearfaktoren, insbesondere zerféllt p in Linear-
faktoren. Folglich besitzt p einen Zerfillungskorper K C R. O

Satz 6.3. (Hauptsatz iber symmetrische Polynome) Es sei K O R eine Korpererweiterung,
§1y oo &n € K und ni =3 1 g cppwrochn<n Sk1 &k - Dann gilt:

n

H(l’ - 51) =z" — mx”_l 4+ .+ (_1)77,77”
=1

Insbesondere ist jeder in &1, . .., &, symmetrische Ausdruck auch ein reeller polynomialer
Ausdruck inmy, ..., 0.

Beweis. Der Beweis findet sich auf Seite 190f in [§]. O
Satz 6.4. Jedes quadratische Polynom p € C[z] zerfillt iber C.

Beweis. In C konnen stets Wurzeln gezogen werden, daraus folgt unmittelbar das jedes
quadratische Polynom iiber C zerfallt. O

Beweis. (Fundamentalsatz der Algebra) Wie bereits zuvor, geniigt es den Satz fiir nor-
mierte Polynome p € R[z] zu beweisen. Weiters kénnen wir annehmen, dass p folgende
Form besitzt:

p=a" —bz" 4+ 4 (=1)"b, € R[z]

Wir schreiben n = 2'm, wobei m ungerade sei und fithren Induktion iiber . Fiir [ = 0
folgt die Aussage aus dem Satz weiter oben, da p dann ungeraden Grad besitzt. Sei nun
[ > 1. Da p einen Zerfallungskorper K besitzt, konnen wir p schreiben als:

p=(x—=&) - (x—E&) € K[z]

Sei nun A € R, wir betrachten das Polynom:

Ta= [ @—& =& — Ak &) € Kla]

1<ki<ka<n

Da T, symmetrisch in &1, &5 ist, sind es insbesondere auch die Koeffizienten welche man
durch Ausmultiplizieren erhélt. Wegen der obigen Darstellung von p wissen wir, dass
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die Koeffizienten b; von p mit den 7; aus dem Hauptsatz iiber symmetrische Polynome
iibereinstimmen. Da die Koeffizienten relle Ausdriicke in den 7; sind, folgt bereits, dass
alle Koeffizienten von Y reell sind, also T € R[z]. Nun gilt:

1
#{(k1, ko) €{1,...,n}2 |1 <k <hky<n} = in(n —1) =2"1m@2m —1)

wobei 2/m — 1 ungerade ist, da [ > 1 gilt. Somit kénnen wir die Induktionsvoraussetzung
auf Y, anwenden und erhalten, dass T eine Nullstelle in C besitzt.

Insgesamt haben wir nun bewiesen, dass es zu jeder Zahl A € R zwei Indizes 1 < k1 <
ko < n gibt, sodass

gk'l - é.k‘z - )\gklgk& € (C

gilt. Da es iiberabzihlbar viele reelle Zahlen gibt, und {(k1,k2) € {1,...,n}?|1 < k1 <
ko < n} endlich ist, konnen wir zu zwei verschiedenen Zahlen Aj, Ag ein Tupel wy, wq €
{(k1,k2) € {1,...,n}?|1 < k1 < ky < n} finden, sodass:

§w1 + ng + )‘1£w1§w2 eC
§w1 + gwg + >\2§w1§w2 eC

Anderenfalls hiatten wir eine injektive Abbildung der reellen Zahlen in eine endliche
Menge, was offensichtlich nicht méglich ist. Somit gilt also auch &, &, € C und damit
natiirlich auch &, + &, € C. Zum Schluss sehen wir noch, dass:

C[l‘] > 1:2 - (fwl + ng)x + £W1§WQ = (y - £w1)(y - gwg)

gilt. Und da wegen dem letzten Hilfssatz komplexe quadratische Polynome stets {iber C
zerfallen, folgt dass &, € Cund &, € C gilt. Somit haben wir bewiesen, dass mindestens
eine der Nullstellen von p komplex ist, was die Aussage beweist. (4], S.96) O

7 Beweis nach Argand

In diesem Kapitel wird der Beweis des Fundamentalsatzes mittels einfacher Methoden
der Analysis 16sen. Zunéchst wird Minimumsatz von Cauchy formuliert und bewiesen,
der Beweis ist dabei angewiesen auf den Satz vom Minimum und Maximum. Daher
wird dieser ebenfalls zu Beginn bewiesen. Im néchsten Schritt wird die Argrandsche
Ungleichung gezeigt, hierfiir wird die Tatsache benétigt, dass jede komplexe Zahl eine
n-te Wurzel fiir 0 < n < oo besitzt. Nachdem diese ebenso bewiesen wird, kann der
gewiinschte Beweis durchgefiihrt werden.Diese Beweisidee orientiert sich vor allem an
[5].

Satz 7.1. Ein Polynom p(2) = cp2" +cp_12" 1 +.. . 4co mit cp,cpn_1,...,c0 €C,n €N
und ¢, # 0 ist stetig.

Satz 7.2. k,d € N. Sei K C R? ein Kompaktum und f : K — R¥ eine stetige Funktion.
Dann ist f(K) kompakt.
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Beweis. Sei (yn)nen € f(K)N eine Folge. Dann gibt es eine Folge (z,)neny € KN mit
f(#y) = yn. Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (zy,)jen von (o, )nen fiir die gilt

dz € K:Z = lim x,,.
j—oo 7

Aus der Stetigkeit von f folgt

lim Yn; = lim f(xn]) = f(lim $nj) = f(2).
J—00 J—0o0 Jj—o00

Also konvergiert (yy,)jen gegen f(¥) € f(K). Folglich ist f(K) kompakt. O

Satz 7.3. (Satz vom Minimum und Mazimum) d € N. Sei K C R? ein Kompaktum
und f 1 K — R eine stetige Funktion. Dann ist f beschrinkt und nimmt auf K ihr
Mazximum und Minimum an, das heift

Ell'minyxmax S K \V/l' S K: f(xmm) é f(x) S f(xmax)-

Beweis. Da K kompakt ist, ist f(K) kompakt und somit ist f beschrinkt. Folglich
existieren inf f(K) und sup f(K). Da f(K) kompakt und damit abgeschlossen ist, gilt
insbesondere inf f(K),sup f(K) € f(K). O

Definition 7.4. Sei z € C und n € N mit n > 0. Existiert ein w € C mit w"™ = z, dann
heiflt w n-te Wurzel von z.

Satz 7.5. Sei z € C. Dann besitzt z eine n-te Wurzel w € C fiir die gilt:

ul = /1 A () = “EE t(w) = /Fcos (B ) A gfu) = o/feTsin (“EE))

n

Beweis. Sei w, z wie oben, dann gilt:

w" =(R(w) + i (w))"

(s (252 s (250 )

n

| ( <gn<>) +isin (iU))
—|4] (eﬁ)” = || (enﬁ)
=z (¢ #4)) = |2] (cos(arg(2)) + i sin(arg(2)))

z

O]

Satz 7.6. (Der Cauchysche Minimumsatz) Fiir jedes Polynom p(z) = cp2™+cp_12"" 1+
e mit cp,Cn—1,...,c0 € C, n € N und ¢, # 0 gibt es ein zmin € C, sodass

Vz € C: |p(zmin)| < |p(2)].
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Beweis. Fir |z| — oo gilt |p(z)| — oo. Wegen der Grenzwertaussage gibt es zu jedem
M > 0 ein R > 0, sodass |p(z)| > M fiir |z| > R. Die Scheibe |z| < R ist kompakt.
Die Funktion (x,y) — [p(z + iy)| ist reellwertig und stetig, daher nimmt p dort sein
Minimum an nach dem Satz vom Minimum und Maximum. ([5], S. 32)

O]

Satz 7.7. (Argandsche Ungleichung) Seip : C — C; z = p(2) = cp2™ + cp_12™ 1 +
...+ co eine nichtkonstante Polynomfunktion. Ist p(zo) # 0, dann ist |p(zo)| kein Mini-
mumstelle von |p(z)|.

Beweis. Sei p wie oben und wihle 2 so, dass p(zp) # 0. Wir verschieben p um zy, das
bedeutet z wird ersetzt mit z + zo. Daher gilt p(0) # 0. Anschiefend multiplizieren wir

P mit ﬁ und erhalten p(zp) = 1. Also muss in einem néchsten Schritt gezeigt werden,

dass 1 kein Minimum von |p(z)] ist. Sei k > 0 die kleinste Zahl fiir die ¢; # 0 ist. Dann
hat p(z) hat die Form:

i=k+1

Wir wahlen nun ¢ = §/ —i und ersetzen z mit (z. Also erhalten wir:

p(z) =1 —2F + 2Fg(2)

wobei q(z) € C[z] ist. Aus der Dreiecksungleichung folgt: [p(2)| < |1 — 2| +|2F*1q(2)].
Fiir ein positives, reelles = kann dies vereinfacht werden zu:

p(2)] < |1 = 2¥[ + 2 g ().
Fiir z < 1 gilt 2% < 1 ergibt sich:
p(2)] < 1—a* + 2" g(z)| =1 - 2*(1 — z[q()])

Fiir ein kleines z ist auch x|q(z)| klein, also kénnen wir ein 2y wihlen, sodass z¢|q(zo)| <
1 ist. Folglich ist zf(1 — xolq(z)|) > 0 und damit ist |p(zo)| < 1 = [p(0)]. Also ist 1 kein
Minimum und das Lemma wurde gezeigt. ([5], S. 32f) O

Beweis. (Fundamentalsatz der Algebra) Sei p(2) = ¢,2"+c¢p_12" "1 +. . .4co ein Polynom
mit ¢, cp-1,.-.,c0 € C, n € N und ¢, # 0. Dann folgt aus Lemma 6.1, dass p ein
Minimum besitzt an einer Stelle zp. Nach Lemma 6.2 ist |p(zo)| = 0 und damit p(zp) = 0,
da dies sonst kein Minimum wire. Das bedeutet zp ist eine Nullstelle. ([5], S. 33) O

8 Der Fundamentalsatz der Algebra in der Schule

Der Lehrplan der 7. Klasse allgemeinbildenden héhere Schulen beinhaltet den Fundamen-
talsatz der Algebra.[3] Dieser wird im Kontext der komplexen Zahlen folgendermafien
eingebettet:

Komplexe Zahlen:
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Die ZweckméBigkeit der Erweiterung der reellen Zahlen erkennen

Komplexe Zahlen in der Form a + b - ¢ kennen; mit ihnen rechnen und sie zum
Losen von Gleichungen verwenden konnen

e Den Fundamentalsatz der Algebra kennen
e Komplexe Zahlen in Polarform kennen

Es stellt sich somit die Frage, wie kann der Fundamentalsatz der Algebra den Schiilern
und Schiilerinnen vermittelt werden, sodass diese von der Richtigkeit des Satzes iiberzeugt
sind. In der Mathematik ist es iiblich die Richtigkeit des Satzes zu beweisen, daher wird
in diesem Kapitel diskutiert, welcher von den erarbeiteten Beweisen unterrichtstauglich
und damit durchfiithrbar ist. AnschlieBend wird die Aussage des Fundamentalssatzes der
Algebra wesentlich vereinfacht, somit wird eine zweite Mdglichkeiten geboten im Sinne
einer Individualisierung.

8.1 Beweismethoden fiir den Unterricht

In diesem Kapitel wird die Perspektive auf die Beweismoglichkeiten des Fundamen-
talsatzes der Algebra gewechselt, vom mathematischen Blickwinkel zum Fachdidakti-
schen. Es geht nicht mehr um die Losung eines mathematischen Problems, sondern um
die Erklarungsmoglichkeiten in der Schule. In diesem Kontext sind die Beweise mit-
tels der Galoistheorie, der Funktionentheorie und der Beweis nach Laplace auszuschlie-
Ben, da die notwendige Basis zur Beweisfithrung in der Schule fehlt. Folglich gilt es
den Beweis nach Gauf}, nach Argands und den Beweis mit Mitteln der Topologie zu
analysieren. Die Analyse wird unter dem Gesichtspunkt einer hohen Unterrichtsqua-
litat gefithrt. Laut Barzel ergibt sich diese aus sieben Qualitdtsbereichen: Fachlichkeit,
Uberfachlichkeit, Verstehen, Vernetzung, Vielfalt, Authenzitit und Sinnstiftung. ([1],
S.26) Fachlichkeit meint die notwendige fachsprachliche Prizision. Da diese Arbeit im
Kontext eines Fachstudiums in Mathematik verfasst wird, kann davon ausgegangen wer-
den, dass alle Beweismoglichkeiten diesem Kriterium gentigen. Allerdings ergibt sich
daraus die Problematik der Uberfachlichkeit. Die vorgestellten Beweise miissen in ih-
rer Formulierung wesentlich an die Schiiler und Schiilerinnen angepasst werden und es
soll auch die Moglichkeit gegeben werden, soziale Lernziele zu erreichen. Das bedeutet
einzelne Beweiselemente sollen eigenstindig und in Gruppenarbeiten erarbeitet werden.
Diese Moglichkeit ergibt sich ebenfalls in allen drei Beweisvarianten. Konkret koénnen
vorherigen Sdtze und Definitionen eigenstéindig erarbeitet und anschliefend in Gruppen
préazise formuliert werden.

Das Vernetzen und Verstehen meint das Aufbauen einer stabilen und tragfihigen Vor-
stellung von mathematischen Konzepten, welche mit fritheren Inhalten vernetzt werden
konnen. Auf den ersten Blick erscheint der Beweis nach Argand demnach ideal, denn
dieser kommt mit der reellen Analysis aus und verwendet bekannte Konzepte. Allerdings
ist dieser Beweis nicht intuitiv. Salopp formuliert, funktioniert er einfach nur. Im Ge-
gensatz dazu konnen der Beweis nach Gaufl und der Beweis mit Mitteln der Topologie
geometrisch veranschaulicht werden und somit die Beweisidee bildlich skizziert werden.
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Daher sind letzere Beweise im Sinne des Verstehens dem Beweis nach Argand vorzu-
ziehen. Dennoch bleiben die Beweise anspruchsvoll und es gilt diese zugénglicher zu
gestalten. Hierzu bietet es sich an, den urspriinglichen Beweis von Gauf} zu untersuchen,
welcher in Kapitel 2 bereits erwiihnt wurde. Hierzu sei f(z) = c,2" +cq_12" 1 +.. .+ co
ein nicht konstantes Polynom mit komplexen Koeffizienten. Wir folgen einem Zweig von
R(f(z)) = 0 und I(f(2)) = 0 und tritt dieser in den Kreis ein, so wird dieser Zweig
den Kreis durch einen anderen Schnittpunkt wieder verlassen. Somit miissen die zwei
Kurven R(f(z)) = 0 und I(f(z)) = 0 sich im Inneren des Kreises schneiden und der
Schnittpunkt dieser ist gerade die Nullstelle. Dieser Beweis beruht auf der Behauptung,
dass ein Zweig der Kurven R(f(z)) = 0 und I(f(2)) = 0 beim Eintreten des Kreises die-
sen auch wieder verldsst. Im Sinne der Einfachheit kénnte diese Behauptung als bekannt
angenommen werden. Dadurch ist der Beweis aus Kapitel 2 wesentlich einfacher und
somit in der Schule anwendbar. Eine solche Vereinfachung ist beim Beweis im Kapitel
4 nur bedingt moéglich, da ansonsten grundlegende Konzepte von Kurven und Wegen
missverstanden werden kénnen. Eine Vernetzung mit Bekanntem beim Beweis von Gauf3
zwangsldufig, da die Beweisidee auf der geometrische Darstellung der komplexen Zah-
len aufgebaut ist. Folglich erscheint dieser Beweis am geeignetesten. Ebenso gibt diese
Methode den Schiilern und Schiilerinnen die Moglichkeit die Geschichte der Mathema-
tik kennenzulernen und somit ist der Unterricht nicht nur authentisch und sinnstiftend,
sondern verwendet auch das genetische Prinzip. Anders formuliert den Schiilern und
Schiilerinnen wird die M6glichkeit geboten in die Rolle des Mathematikers oder der Ma-
thematikerin hineinzuschliipfen. Eine weitere Moglichkeit wird im Kapitel 8.2 vorgestellt
und somit auch Vielfalt als Qualitéitskriterium beriicksichtigt.

8.2 Vereinfachung des Fundamentalsatzes der Algebra

Auch wenn der Beweis nach Gauf3 fiir den Schulunterricht vereinfacht werden kann, ist
seine Herausforderung im Schulkontext offensichtlich. Daher wére eine Vereinfachung
des Fundamentalsatz der Algebra als Alternative durchaus sinnvoll. Dies fiihrt uns zu
folgenden Satz:

Satz 8.1. Sei p(z) = 2™ + ¢, 12" 1 +... + co ein Polynom mit ¢,_1,...,co € Rn € N
und n ungerade, dann gilt:

JaeR:pla)=0

Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich aus dem Zwischenwertsatz, da dieser allerdings
nicht explizit Teil des Lehrplans ist, muss dieser zunéchst in einer Unterrichtssequenz
erarbeitet werden. Allerdings konnen Schiiler und Schiilerinnen zu diesem Zeitpunkt
bereits Grenzwerte berrechnen, was in diesem Beweis notwendig ist.

Beweis. Sei p(z) = 2™+ c¢,_12" 1 +. ..+ ¢ ein reellwertiges Polynom mit ¢, _1,...,co €
R,n € N und n ungerade. Dann gilt:

1 1

lim p(z) = lim " + ¢,—12"~ +...4cr ") =00

+...4+co= lim 2"(1 +cp_12~
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lim p(z) = lim z"4c, 12" 4. 4co= lim 2"(1+c, 127 +.. .4z ") = —00
T——00 T——00 T——00

Das bedeutet es existiert ein a € Ry bzw. ein b € R~ mit p(a) < 0 bzw. p(b) > 0. Da

p stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass ein g € [a, b] existiert mit p(z¢) = 0.
O

Eine weitere Vereinfachung bildet der folgende Satz:

Satz 8.2. Sei p(z) = 2" — z ein Polynom mit z € C und n € N, dann gilt:
JaeC:pla)=0

Beweis. Diese Aussage ist eine unmittelbare Folgerung von Satz 7.5. Allerdings kann
dieser Beweis wesentlich anschaulicher gestaltet werden, indem dieser geometrisch er-
arbeitet wird . Hierzu wird z in seinen Polarkoordinaten angegeben und anschlieend
mittels GeoGebra grafisch dargestellt. In Abbildung 2 wird dies anhand des Beispiels
WYz gezeigt, wobei z verschiebbar ist. Die Schiiler und Schiilerinnen kénnen auch den
Schieberegler verindern, also {/z fiir alle 2 < n < 12 darstellen. Entscheidend ist, dass
zu diesem Zeitpunkt bereits ein geometrisches Versténdnis fiir die Multiplikation zweier
komplexen Zahlen vorhanden ist, sollte dies nicht der Fall sein, so kénnte dies analog
mit GeoGebra erabeitet werden.
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o8 / é_‘”
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& ¥

Abbildung 2: Geometrische Darstellung von /z

8.3 Umsetzung im Unterricht

Es wurden zwei Moglichkeiten vorgelegt den Fundermentalsatz zu behandeln. Die er-
ste Moglichkeit ist eine Herausforderung und sollte aufgrund seiner Komplexitit mit
besonders interessierten Schiiler und Schiilerinnen behandelt werden. Allerdings kdnnte
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die erste Variante abgeédndert werden und mittels Geogebra erarbeitet werden. Hierzu
konnen die Schiiler und Schiilerinnen in einem vorbereiteten Geogebra-File den Schnitt-
punkt der zwei Kurven R(f(z)) = 0 und I(f(z)) = 0 im Inneren des Kreises fiir ein
exemplarisches f untersuchen und ihre Uberlegung notieren. Ziel ist es dabei, den Be-
weis durch Beobachtung anstelle von formellen Beweisen zu {iberpriifen.

Die zweite Moglichkeit ist hingegen wesentlich einfacher, da sie Groitenteils mit dem
Vorwissen der Schiiler und Schiilerinnen auskommt. Dennoch sind die bewiesenen Aus-
sagen wesentlich weniger stark. Allerdings ist es eine gute Alternative fiir leistungs-
schwiichere Schiiler und Schiilerinnen. Die beiden Uberlegung lassen sich somit optimal
im Sinne der Individualisierung einbauen und sie decken einen grofien Teil der Polynome
ab.
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