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1 Einleitung

Die Themen ,,Rechnen mit ganzen (und rationalen) Zahlen* und ,,Rechnen mit Poly-
nomen* spielen im Mathematikunterricht an hoheren Schulen eine zentrale Rolle. Die
Theorie dieser zwei Teilgebiete der Algebra verlduft weitgehend parallel, Aufgaben
und Sitze des einen Gebietes haben meistens ein Analogon im anderen. In diesem Bei-
trag soll diese Parallelitit verdeutlicht und der Grund dafiir aufgezeigt werden: sowohl
fiir das Rechnen mit ganzen Zahlen als auch fiir das Rechnen mit Polynomen gibt es
einen grundlegenden Satz und einen grundlegenden Algorithmus, ndmlich den Satz
iiber die Division mit Rest (fiir Zahlen und fiir Polynome) und den Divisionsalgorith-
mus.

Wir betrachten zu Beginn einige einfach formulierbare Aufgaben fiir ganze Zahlen
und fiir Polynome, deren systematische Losung in den folgenden Abschnitten bespro-
chen wird. Das wesentliche Hilfsmittel zu ihrer Losung ist immer die Division mit
Rest.

Dieser Text ist eine modifizierte Form von [F. Pauer: Didaktikheft der Osterreichi-
schen Mathematischen Gesellschaft Nr. 37, 2005, pp. 100-111].



Aufgaben

e N sei die Anzahl der Euromiinzen in einem Sack. Berechne die Ziffern von N
zur Basis 10 und zur Basis 2 !

Sei f = >, ¢;z" ein Polynom.
Berechne Polynome a;x + b; (0 <4 < m) und Zahlen d; (0 <7 < n) so, dass

f= Z(aix +b;)(2? + 1)

i=0
und .
f= di(x -1y
i=0
ist !
o Kiirze
1243168 |
1832051 °
Kiirze

22t — 32 —T22 -3z -9 |
205 + x4 — 3a3 + 422 + 42— 3

Berechne die Anzahl der Nullstellen in C von

11 3 3 1
7 6 .3 2 1l 5 9 o 4, 1y
'+ 2x 2x° + 3x 4x 2:c+4m +4.

e Berechne ganze Zahlen u und v so, dass
187u 4+ 102v = 34
ist!
Berechne Polynome u und v so, dass
(x* =222 +z —Bu+ (@® +2° —5)v=a?+2 -5
ist !

o Finde eine ganze Zahl z so, dass der Rest von 18z nach Division durch 23 gleich
1 ist!

Finde Bruchzahlen s, t, u so, dass

1
m :8\3/41+t\3/§+u

ist !



2 Division mit Rest von Zahlen
Wie liblich bezeichnen wir mit
N:={0,1,2,...}

und mit
Z:={..,-2,-1,0,1,2,...}

die Mengen der natiirlichen Zahlen und der ganzen Zahlen. Wir setzen die Addi-
tion +, Multiplikation -, Ordnung < und die Rechenregeln dazu (wie zum Beispiel
Sa+b)-c=a-c+b-c oder,aus a < bfolgta+ ¢ < b+ ¢) als bekannt vor-
aus. In der Algebra werden diese Voraussetzungen mit ,,(Z, +, -) ist ein kommutativer
Ring* und ,die Rechenoperationen + und - sind mit der Ordnung < vertriglich* kurz
zusammengefasst.

Jeder, der einmal den Inhalt eines Sackes voller Zuckerln auf b Kinder gerecht
verteilt hat, hat schon mit Rest durch b dividiert: Man schaut zuerst nach, ob im Sack
mindestens b Zuckerln sind. Wenn nicht, fingt man mit dem Verteilen gar nicht an.
Andernfalls gibt man jedem Kind ein Zuckerl, die Anzahl der Zuckerln im Sack ist
dadurch um b kleiner geworden. Diesen Vorgang wiederholt man so lange, bis im Sack
weniger als b Zuckerln sind. Sobald die Anzahl der Zuckerln im Sack kleiner als b ist,
ist diese Anzahl der Rest und die Anzahl der Zuckerln, die jedes Kind bekommen hat,
ist der ganzzahlige Quotient.

Eine positive ganze Zahl a durch eine positive ganze Zahl b mit Rest dividieren be-
deutet also: b so oft von a subtrahieren, bis die Differenz kleiner als b ist, und mitzihlen,
wie oft man subtrahiert.

Formal sieht das so aus:

Satz 1. (Division mit Rest von ganzen Zahlen)
Zu je zwei natiirlichen Zahlen a und b mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte natiirliche
Zahlen m und r mit den Eigenschaften

a=m-b+r und 0<r<b.

Die Zahl m heifit ganzzahliger Quotient von a und b, die Zahl r Rest von a nach
Division durch b.

Divisionsalgorithmus (Berechnung von m und r):
e Setze m :=0undr := a.
e Solange r > b ist, ersetze r durch r — b und m durch m + 1.

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass die drei ,,Strukturen” +, - und < auf
Z zueinander in Beziehung gesetzt werden.



3 Eine erste Anwendung: Darstellung von Zahlen durch
Ziffern

Nehmen wir an, Sie kommen mit einem Sack voller Euromiinzen in eine Bank und
wollen dieses Geld auf ihr Sparbuch einzahlen. Die Anzahl der Euromiinzen im Sack
ist eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl N. Bevor diese Zahl in Ihr Sparbuch ein-
getragen werden kann, muss der Bankbeamte ihre Zifferndarstellung (zur Basis 10)
berechnen. Eine Zahl ist also nicht immer schon in Zifferndarstellung gegeben, son-
dern diese ist eine ,,Zusatzinformation® iiber die Zahl. Wie wird die Zifferndarstellung
zur Basis 10 von N ermittelt? Man bildet aus den Euromiinzen solange ,.Zehnersta-
pel”, bis nur noch weniger als zehn Miinzen iibrigbleiben, das heifit: N wird mit Rest
durch 10 dividiert. Die Anzahl der iibriggebliebenen Euromiinzen ist dann die ,,Einer-
ziffer von N. Macht man dasselbe nun mit den Zehnerstapeln statt mit den Miinzen,
dann erhilt man die ,,Zehnerziffer von IV, usw.

Satz 2. Seien a und b positive ganze Zahlen und b > 2. Dann gibt es eindeutig be-
stimmte natiirliche Zahlen n, zg, z1, . . . , 2, S0, dass

2n 70, 0< 20,21, +-,2n, < b

und
a=z,b" 4 2p 10" 4+ b+ 2
ist.
Wenn b fest gewdhlt ist, dann ist a durch die Zahlen n, 2y, z1, . . . , z, eindeutig be-

stimmt. Man wahlt Zeichen fiir die Zahlen von 0 bis b — 1 und schreibt dann
Znin—1---20

statt
2" 4 2 BT b 2.

Die Zahlen zy, 21, . . . , 2, heifien Ziffern von a zur Basis b (fiir b = 2 ,,Bindrziffern*,
fiir b = 10 ,,Dezimalziffern*).

Wenn a = 2,b" + ...+ 216" + 29 = (2,071 + ... + 21)b + 2z ist, dann
ist (wegen 0 < zp < b) die Zahl zy der Rest von a nach Division durch b und
m = z,b" ! 4+ ... 4+ 2 der ganzzahlige Quotient. Analog berechnet man z; als
Rest von m nach Division durch b usw. Daraus ergibt sich der folgende

Algorithmus zur Berechnung der Ziffern:
Die Ziffern z; von a # 0 zur Basis b konnen mit dem folgenden Verfahren berechnet
werden:

e Setze i := 0.

e Solange a nicht 0 ist: Die i-te Ziffer z; ist der Rest von a nach Division durch b.
Ersetze a durch den ganzzahligen Quotienten von a und b. Ersetze ¢ durch i 4 1.



4 Division mit Rest von Polynomen
Mit Q bezeichnen wir die Menge
a
{g |aab€Za b#O}
der rationalen Zahlen (oder Bruchzahlen). Seien n € Nund ag, a1, ... ,a, € Q. Dann
ist die Funktion

f:Q-Q,

n
Zrsag a1z + a2’ 4+ -+ a2 = E a;z",
i=0

eine Polynomfunktion von Q nach Q. Die Zahlen ay, ..., a, sind die Koeffizienten
von f. Die endliche Folge a := (ao, ..., ay) heit Polynom. Wir schreiben fiir a im
weiteren

n
ap + a1z + asx® + ... + apz™ oder Z a; "
i=0
und sprechen dann von einem Polynom in der Variablen x mit Koeffizienten in Q. Fiir
die Menge dieser Polynome schreiben wir Q[x].

Wenn a,, # 0 ist, ist grad(a) := n der Grad von f und lk(a) := a,, der Leitkoeffi-
zient von a.

Durch das Polynom a ist die Polynomfunktion f eindeutig bestimmt. Weil Q eine
unendliche Menge ist, sind umgekehrt auch die Koeffizienten ag, a1, .. ., a,, durch die
Polynomfunktion f eindeutig bestimmt. Wir konnen im weiteren daher ein Polynom
und die entsprechende Polynomfunktion als gleich auffassen.

Fiir die Addition
Z a;xt + Z I Z(ai + bi)aci
i=0 i=0 i=0
und die Multiplikation
n ) n ) 2n 7 )
Qe - Q_bix') =3 (D _a;-biy)a’
i=0 i=0 i=0 j=0

(mit a; := 0,b; := 0 fiir ¢ > n) gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir die Addi-
tion und Multiplikation von ganzen Zahlen, genauer: (Q[z], +, -) ist ein kommutativer
Ring. Die Rolle der Ordnung < auf Z wird (in gewisser Hinsicht) von der durch den
Grad bestimmten Teilordnung iibernommen.

Satz 3. (Division mit Rest von Polynomen)
Zu je zwei Polynomen a und b mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome m und
r mit den Eigenschaften

a=m-b+r und [r=0oder grad(r) < grad(b)].

Das Polynom m heifit polynomialer Quotient von a und b, das Polynom r Rest von a
nach Division durch b.



Divisionsalgorithmus (Berechnung von m und r):
e Setze m :=0und r := a.

e Solange r # 0 und grad(r) > grad(b) ist, ersetze r durch r — h - b und m durch
m + h, wobei

b= lk(r) - lk(b) 1 - goradr)—grad(®) g
Der Grad von r» — h - b ist kleiner als der Grad von r, weil (nach Definition von
h) die Grade und die Leitkoeffizienten von r und h - b gleich sind. Wiirde man (wie

bei Zahlen) r nur durch die Differenz » — b ersetzen, wire das nicht der Fall und der
Algorithmus wiirde nicht nach endlich vielen Schritten enden.

Beispiel: Seien
a=a"+22% -2+ -1 und bi=a2-2.
Wir berechnen mit dem oben angegebenen Verfahren Polynome m und r mit

a=m-b+rund (r = 0 oder grad(r) < grad(b) = 2). Dabei beginnen wir mit
r := a und schreiben die Zwischenrechnungen platzsparend untereinander.

xt 4223 222 4r -1 = (2?2 +22)(2® -2)+ (5x - 1)
—zt +222

+2x3 +r -1
—273 +4x

+5x -1

Alsoistm =224+ 2zundr = 5z — 1.



5 Das ,,polynomiale Analogon* der Zifferndarstellung
von ganzen Zahlen

Der Zifferndarstellung bei Zahlen entspricht der folgende Satz:

Satz 4. Seien a und b Polynome # 0 und grad(b) > 1. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte natiirliche Zahl n und Polynome zg, z1, . . . , Zn S0, dass

(z0 = 0 oder grad(zp) < grad(b)),...,(zn—1 = 0 oder grad(z,—1) < grad(b)),

zn, 7 0 und grad(z,) < grad(b)

und

a=z2,0" + 2y 0" 4 2b 2
ist.
Algorithmus zur Berechnung der Polynome z, ..., z,:

e Setze i := 0.

e Solange a nicht 0 ist: Das Polynom z; ist der Rest von @ nach Division durch b.
Ersetze a durch den polynomialen Quotienten von a und b. Ersetze ¢ durch i + 1.

Beispiel 5. Sei a := 23 + 22? — 32+ 1 und b := 2 — 1. Wir berechnen die Polynome
20, - - -, 23 mit dem Computeralgebrasystem Maple 11. Mit rem(a,b,x) wird der Rest
von a nach Division durch b berechnet, mit quo(a,b,x) der polynomiale Quotient von a
und b.

> a:=x"342+x"2-3*x+1;

a:=x34+222—-3z+1

> b:=x-1;
b=x—-1
> z_0O:=rem(a,b,x);
z_0:=1
> al:=quo(a,b,x);
al :=2%2+4 3z
> z_l:=rem(al,b,x);
z_1:=4
> a2:=quo(al,b,x);
a2 =x+4
> z_2:=rem(a2,b, x);
z2:=05
> a3:=quo(a2,b,x);
ald =1
> z_3:=rem(a3, b, x);
z.3:=1

Also: 23+ 222 -3z +1=(x—1)>+5(x - 1) +4(z— 1)+ 1.



6 Der groBite gemeinsame Teiler von zwei Zahlen

Seien a, b, ¢ ganze Zahlen, alle # 0. Dann ist

Der Ubergang von

heiB3t durch c kiirzen.
Kiirze ,,bestmoglich*!

Der grofsite gemeinsame Teiler von zwei von Null verschiedenen ganzen Zahlen ist
die grofite ganze Zahl, die beide teilt.

Es sei a # ¢ - b. Dann ist

99T (a,b) = g9T(a —c-b,b) ,
insbesondere (falls a # b ist)
99T (a,b) = ggT'(a —b,b) .

Satz 6. (Euklidischer Algorithmus fiir ganze Zahlen) Mit dem folgenden Verfahren
kann der grifite gemeinsame Teiler von positiven ganzen Zahlen a und b berechnet
werden:

e Solange die zwei Zahlen verschieden sind, ersetze die grofiere durch die Diffe-
renz der grofseren und der kleineren.

o Wenn die zwei Zahlen gleich sind, dann ist diese Zahl der ggT (a,b).

Ersetzt man mehrfaches Abziehen derselben Zahl durch eine Division mit Rest,
dann hat dieses Verfahren die folgende Form:

e Solange keine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, ersetze die grofere der
zwei Zahlen durch ihren Rest nach Division durch die kleinere.

e Wenn eine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, dann ist sie der gg7'(a, ).

In Maple wird mit igcd(a,b) der grofite gemeinsame Teiler der ganzen Zahlen a und
b berechnet, mit iquo(a,b) der ganzzahlige Quotient von a und b.

Beispiel 7.
> 1igcd(1243168,1832051);
53
> iquo(1243168,53);
23456
> iquo(1832051,53);
34567

Die Bruchzahl 123319 kann also einfacher durch 23138 dargestellt werden.



7 Der groBte gemeinsame Teiler von zwei Polynomen

Die Uberlegungen von Abschnitt 6 fiir ganze Zahlen konnen direkt auf Polynome
iibertragen werden:
Seien a, b, ¢ Polynome, alle # 0. Dann ist

_a-c
b b-c
Der Ubergang von
a-c h
—— nach —
b-c b

heilt durch c kiirzen.
Kiirze ,,bestmoglich™!

Der grofite gemeinsame Teiler von zwei von Null verschiedenen Polynomen ist das
Polynom grofiten Grades, das beide teilt und dessen Leitkoeffizient 1 ist.

Es sei a # ¢ - b. Dann ist

ggT(CL, b) = ggT((l —C- ba b) .

Satz 8. (Euklidischer Algorithmus fiir Polynome) Mit dem folgenden Verfahren kann
der grofite gemeinsame Teiler von a und b berechnet werden:

e Solange keines der zwei Polynome ein Teiler des anderen ist, ersetze das Poly-
nom grofleren (oder gleichen) Grades durch seinen Rest nach Division durch das
andere.

o Wenn cines der zwei Polynome ein Teiler der anderen ist, dann ist es (nach Divi-
sion durch den Leitkoeffizienten) der ggT (a, b).

In Maple wird mit ged(a,b) der groite gemeinsame Teiler der Polynome a und b
berechnet, mit quo(a,b,x) der polynomiale Quotient von a und b.

Beispiel 9.
> ged(2xx74-3%x"3-7T*x"2-3xx-9,2+%x"5+x"4+4xx"2+4+x-3xx"3-3) ;
2z 43
> quO (2*xX74-3xx"3-7*x"2-3%xx-9,2*xx+3,x);
23 —-322+2-3
> quO (24x"5+x74+4xx"2+4%x-3%x"3-3,2xx+3,x) ;
-3 4221

2z — 323722 —32—9
25+t —3x3+42x2+4x—3

w3—31‘2+w—3

kann also einfacher durch 7="5-5"=¢

Die rationale Funktion
dargestellt werden.

Eine andere wichtige Anwendung des euklidischen Algorithmus ist die Berechnung
der Anzahl der komplexen Nullstellen eines Polynoms:
Seia:= )" ,a;x" € Q[z]. Dann ist

n
Da = E ia;xtt
i=1



die Ableitung von a.

Im allgemeinen ist es nicht moglich, die komplexen Nullstellen eines Polynoms
(exakt) zu berechnen. Aber: die Anzahl seiner Nullstellen (ohne Vielfachheiten) kann
leicht berechnet werden. Auch der Beweis des folgenden Satzes ist nicht schwierig.

Satz 10. Die Anzahl der Nullstellen von a in C ist
grad(a) — grad(ggT(a, Da)) .

In Maple wird mit diff(a,x) die Ableitung des Polynoms a berechnet und mit
degree(a,x) der Grad von a.

Beispiel 11.
> a:=x"T7+2+*x76-2*x"343xx"2-11/4xx"5-3/2xx+3/4*x"4+1/4;

. 11 3 3 1
= 7 2.6723 2 .5 _ Y < 4 -
a x4+ 2x z° + 3 4x 21+4x+4
> diff (a,x);
55 3
7:66+12x5—6m2+6x—Zx4—§+3x3
> gcd(a,diff(a,x));
1+
—— 4z
2
> degree(a,x);
7
> degree (a, x) -degree(gcd(a,diff(a,x)),x);
6

Das Polynom « hat also genau 6 Nullstellen in C.

8 Ganzzahlige lineare Gleichungen
Satz 12. Es seien a und b positive ganze Zahlen. Es gibt ganze Zahlen u, v so, dass
u-a+uv-b=ggT(a,b)

ist. Diese konnen mit dem folgenden Verfahren (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
berechnet werden:

o Setze A = (A1, Az, As) := (a,1,0) und
B .= (Bl, BQ, B3) = (b7 0, 1) .

e Solange By die Zahl Ay nicht teilt, berechne den ganzzahligen Quotienten m
von Ay und By und setze C == B, B:=A—m-C :=
= (A1 —m'C1,A2 —m~C'2,A3 —m'C3) Ml’ldA = C.

o Wenn B die Zahl A, teilt, dann ist
u:= Byundv:= Bj.

Satz 13. Seien a, b, c ganze Zahlen, alle # 0.
Es gibt genau dann ganze Zahlen w,v mit a - uw + b - v = ¢, wenn ggT (a, b) ein Teiler
Von c ist.

10



In Maple werden mit igcdex(a,b,u,v) der grofte gemeinsame Teiler ggT'(a, b) der
Zahlen a und b berechnet und dariiberhinaus Zahlen v und v mit gg7'(a, b) = a-u+b-v.

Beispiel 14. Berechne ganze Zahlen v und v so, dass 187u + 102v = 34 ist!
> igcdex (187,102,ul,vl);

17
> ul;
—1
> vl;
2
> irem(34,17);
0
> iquo(34,17);
2
> u:=2*ul;
U= —2
> v:i=2%vl;
v:i=4
> —2%x187+4%102;
34

Daher ist 187 - (—2) + 102 - 4 = 34.

9 Polynomiale lineare Gleichungen
Satz 15. Es seien a, b Polynome, beide # 0. Es gibt Polynome u, v so, dass
u-a+v-b=ggT(a,b)

ist. Diese konnen mit dem folgenden Verfahren (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
berechnet werden:

o Setze A := (A1, As, As) := (a,1,0) und
B = (Bl7 Bg, Bg) = (b, 07 1) .

e Solange Bi das Polynom A1 nicht teilt, berechne den polynomialen Quotienten
mvon Ay und By und setze C .= B, B:= A—m-C :=
= (Al —m~C’1,A2 —m-CQ,A3 —ng,) und A := C.

e Wenn B das Polynom A1 teilt, dann ist
wi=1k(By) "' - Byund v :=1k(B) " - Bs.

Satz 16. Seien a, b, ¢ Polynome, alle # 0.
Es gibt genau dann Polynome u,v mita - u + b - v = ¢, wenn ggT'(a, b) ein Teiler von
cist.

In Maple werden mit gcdex(a,b,x,u,v) der grofite gemeinsame Teiler gg7'(a, b) der
Polynome a und b berechnet und dariiberhinaus Polynome « und v mit g¢7'(a,b) =
a-u+b-v.

11



Beispiel 17. Berechne Polynome « und v so, dass
(2 =222+ 2 —5)u+ (2°+ 23 -5l =a?+2 -5 ist!
> gcdex (x74-2+x"2+x-5,x"5+x"3-5,x%x,ul,vl);

1
> ul;
31 T, 3 39, 136
——— 't —2x—-——a"— ——=x
539 2695 539 ° 7 2695 2695
> vl;
384 46136, 39,
2695 2695 | 2695 2695
> u2:=(x"2+x-5)xul;
31 71 3 39 136
2 .= 2 -5 _ 2 e e
w2 = (@ 4w =5 (“ 55~ 5605 T 530”7 " 2605 2605 ° )
> v2:=(x"2+x-5)*vl;
384 46 136 39
2 = 2 _ 5 _ _ 2 3
v2i= (@42 =5) (“ o602~ 5605 * T o605 ¥ T 2605 %)

10 Rechnen mit Restklassen von ganzen Zahlen

Sei n eine ganze Zahl > 2.
Die Menge Z,, := {0, 1,...,n — 1} mit der Addition

a +, b := Rest von a + b nach Division durch n
und der Multiplikation
a -, b:= Restvon a - bnach Division durch n

heiBit ,,Restklassenring Z modulo n*. Diese Restklassenringe finden zum Beispiel in
der Kodierungstheorie oder bei Verfahren zum ,,schnellen Rechnen Anwendung.

Kann in Z,, dividiert werden? Das heif3it: Gibt es zu a € Z,, eine Zahl b € Z,, mit
a,b=17

Das ist genau dann der Fall, wenn ggT'(a,n) = 1 ist: Dann gibt es nédmlich Zahlen
uund v so, dass u - a + v -n = 1 ist (siehe Abschnitt 8). Division mit Rest von u durch
nergibtu=m-n+rmit 0 <7r <n.
Daraus erhédlt manr -a+ (v+m-a)-n=1,alsor -, a = L.

Falls n eine Primzahl ist, ist gg7'(a,n) = 1 fiir alle 0 < a < n, also ist dann Z,,
ein Korper.

Beispiel 18. Finde eine ganze Zahl z so, dass der Rest von 18z nach Division durch
23 gleich 1 ist!

> igcdex(18,23,u,v);

1
> u;

9
> irem(18%9,23);

1

12



11 Rechnen mit Restklassen von Polynomen

Sei h ein Polynom in Q[z] mit grad(h) > 1.
Die Menge Q[z]/h := { Polynome vom Grad < grad(h)} U {0} mit der Addition

a +5 b := Rest von a + b nach Division durch h
und der Multiplikation
a -5, b := Rest von a - b nach Division durch h

heiBt ,,Restklassenring Q[z] modulo A “. Diese Restklassenringe finden zum Beispiel
zur Konstruktion von Korpererweiterungen von @, in denen irreduzible Polynome aus
Q[z] Nullstellen haben, Anwendung.

Kann in Q[z]/h dividiert werden? Das heiit: Gibt es zu a € Q[z]/h ein Polynom
be Qz]/hmita-p,b=17

Das ist genau dann der Fall, wenn ggT'(a, h) = 1 ist: Dann gibt es ndmlich Poly-
nome « und v so, dass u - a + v - h = 1 ist (siehe Abschnitt 9). Division mit Rest von
wdurch h ergibt u =m - h+r, r = 0 oder grad(r) < grad(h).
Daraus erhdlt manr-a+ (v+m-a)-h=1,alsor -, a=1.

Falls h ein irreduzibles Polynom ist, ist gg7'(f, h) = 1 fiir alle f # 0 mit
grad(f) < grad(h), also ist dann Q[x]/h ein Korper.

Das Polynom h hat in diesem Korper eine Nullstelle, und zwar x.

Beispiel 19. Finde Bruchzahlen s, ¢, u so, dass
1 3 3
e =sVA+tV2+u
V4433242
ist!
Es ist leicht zu zeigen, dass /2 keine rationale Zahl ist.

Sei h:= 23 —2und a := 22 + z + 2. Wir schreiben /2 fiir die Nullstelle z von h in
Q[z]/h und berechnen dann das zu a = /4 + 3+/2 + 2 in Q[x]/h inverse Element.

> h:=x"3-2;
h:=2%-2
> fi=x"2+3%x+2;
a:=az>+3zx+2
> gcdex(a,h,x,u,v);

1
> u;
N N
- ——x+ —x
15 15 30
> rem(uxf,h,x);
1
Also ist . 5 )
2
. J— [ — —_— :]_
Fon (g2 — 57~ 35)
in Q[z]/h, somit
1 T 2.~ 1
= l¥i- ¥
VA+332+2 30\[ 15\[ 15

13
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