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1 Einleitung
In der linearen Optimierung betrachtet man Aufgaben wie die folgende:

Eine Firma stellt aus 3 Rohstoffen A, B und C zwei Produkte P und Q her.
Von A bzw. B bzw. C sind 28 bzw. 32 bzw. 40 Tonnen verfiigbar.
Fiir je ein Stiick von P bzw. Q werden gebraucht:

A B C
P 1kg 2kg O5kg
Q 4kg 4kg 2kg

Der Gewinn fiir ein Stiick von P bzw. Q betrdgt 4 bzw. 5 Euro.
Wie viele Stiick von P und von Q soll die Firma produzieren, um einen mog-
lichst groBen Gewinn zu erzielen?

Um diese Aufgabe mathematisch zu modellieren, legen wir zuerst fest, was
wir suchen. Gesucht sind zwei Zahlen: die Stiickzahlen von Produkt P und von
Produkt Q. Dann lesen wir aus dem Text ab, welche Bedingungen diese Zahlen
erfiillen sollen. Weiters miissen wir Annahmen iiber die ,,Gewinnfunktion* treffen.
Also:

e Gesucht ist ein Zahlenpaar (p,q) € R?, dabei gibt p bzw. ¢ an, wieviele
Stiick von P bzw. Q hergestellt werden sollen.



e Dieses Zahlenpaar (p, ¢) muss die folgenden Bedingungen erfiillen :

- p+4q < 28000, 2p + 4q < 32000, 5p + 2¢ < 40000,
weiters p > 0 und ¢ > 0, weil p und q als Stiickzahlen nicht negativ
sein konnen.
Die Menge der Zahlenpaare (p, q), die diese Bedingungen erfiillen,
nennen wir den zuldssigen Bereich dieser Optimierungsaufgabe.

— Der Gewinn soll moglichst gro8 sein, d.h.: wenn wir mit G die Funk-
tion von R? nach R bezeichnen, die jedem Zahlenpaar (x,y) den Ge-
winn (in Euro) bei Produktion von x Stiick von P und y Stiick von Q
zuordnet, dann soll fiir alle (x, y) aus dem zulédssigen Bereich
G(z,y) < G(p,q) sein.

e Wenn wir annehmen, dass die Funktion (G linear ist, dann ist
G(z,y) = 4z + by fiir alle Zahlenpaare (x, y), also soll das Zahlenpaar
(p, q) im zuldssigen Bereich so gewihlt werden, dass 4p + 5¢ groBtmoglich
ist.

Ist die Annahme, dass die Gewinnfunktion linear ist, sinnvoll? Diese Annahme
bedeutet, dass sich der Gewinn verdoppelt, verdreifacht, ... , wenn man die Pro-
duktion verdoppelt, verdreifacht, ... . Jede Firma weil3, dass das in der Regel nicht
der Fall ist. Wenn der Markt mit einem Produkt ,iiberschwemmt™ wird, verfallt
der Preis. Wenn die Gewinnfunktion linear ist, dann muss der Gewinn bei gleich-
zeitiger Produktion von p Stiick von P und ¢ Stiick von Q die Summe der Gewinne
nach der Produktion von p bzw. ¢ Stiick von P bzw. Q sein. Auch das ist nicht im-
mer so. Wenn die Kunden zum Beispiel das Produkt P besser als das Produkt Q
empfinden, dann kann die Produktion von P den Absatz von Q beeintrichtigen.

Die Annahme, dass die Gewinnfunktion linear ist, ist jedoch unter gewissen
Umsténden sinnvoll. Zum Beispiel, wenn die Abnahme der Produkte von vorne-
herein gesichert ist. Oder, wenn nur kleine Veridnderungen der Produktion geplant
sind. Die Annahme, dass der Gewinn um 2 Prozent steigt, wenn die Produktion
um 2 Prozent erhoht wird, scheint realistisch zu sein.

Natiirlich geht es in der linearen Optimierung nicht nur darum, Gewinne von
Firmen zu maximieren. Ebenso konnen mit diesen Methoden Aufgaben gelost
werden, in denen der Verbrauch von Energie und Rohstoffen minimiert werden
soll oder moglichst viele Arbeitsplitze geschaffen werden sollen.

Das Thema ,,Lineare Optimierung™ ist aus mehreren Griinden gut fiir den
Schulunterricht geeignet:

e Man kann damit zeigen, dass Mathematik in der Wirtschaft gebraucht und
verwendet wird.



e Man kann Schiilerinnen und Schiilern damit nahebringen, dass ein gutes
Verstédndnis von linearen Gleichungen und linearen Ungleichungen sehr
niitzlich ist.

e Es ist gut geeignet, mathematische Modellierung einzuiiben und sich kri-
tisch mit den Moglichkeiten und Grenzen der Modellbildung auseinander-
zusetzen.

e Wenn man sich auf zwei Unbekannte beschrinkt, braucht man nur weni-
ge Vorkenntnisse (und zwar iiber lineare Gleichungen, Ungleichungen und
lineare Funktionen).

Leider wird der linearen Optimierung in den Lehrplidnen der Hoheren Schu-
len nicht mehr viel Beachtung geschenkt, sie findet sich nur im Lehrplan des 2.
Jahrganges von Hoheren Technischen Lehranstalten und (als Erweiterungsstoff)
im Lehrplan des 5. Jahrganges der Handelsakademien.

In diesem Beitrag wird die graphische Methode zur Losung von Aufgaben der
linearen Optimierung mit zwei Unbekannten dargestellt. Es soll gezeigt werden,
dass dieses Verfahren mit wenig Aufwand unterrichtet werden kann, falls vorher
ein gutes Verstdndnis von linearen Gleichungen und Ungleichungen (mit zwei
Unbekannten), sowie von linearen Funktionen vermittelt wurde.

2 Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten

Eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten ist die folgende Aufgabe:

e Gegeben sind drei reelle Zahlen a, b und ¢, wobei mindestens eine der Zah-
len a oder b nicht 0 ist.

e Gesucht ist eine ,,gute Beschreibung der Losungsmenge

L(a,b;c) :== {(z,y) |ax + by = c} CR?.

Im Weiteren schreiben wir fiir diese Aufgabe kurz ,,die Gleichung ax + by = ¢ *.
Was bedeutet eine ,,gute Beschreibung™ der Losungsmenge? Da L(a, b; ¢) eine
unendliche Menge ist, ist nicht von vorne herein klar, wie man sie durch endlich
viele Daten beschreiben kann.
Die folgenden zwei Beobachtungen sind einfach zu iiberpriifen, aber wichtig:

(1) Kennt man (irgend)eine Losung der Gleichung

ar +by =c



dann erhilt man alle Losungen, indem man zu dieser alle Losungen von
ax + by = 0 addiert.
Also: Ist (2., y.) (irgend-)eine Losung der Gleichung ax + by = ¢, dann ist

L(a,bs¢) = { (2o ) + ()] (wv) € L(a, ;0 } .

(2) Ist (u,v) eine Losung von
ar+by =0

und ist ¢ eine Zahl, dann ist auch ¢ - (u, v) := (tu, tv) eine Losung.
Wir bestimmen zuerst L(a, b; 0):

e Das Zahlenpaar (—b,a) ist eine Losung von ax + by = 0, daher (nach
Beobachtung 2) auch alle Vielfachen davon. Daher ist

R(=b,a) :={t-(=b,a)|t e R} C L(a,b;0).

e Alle Losungen von az + by = 0 sind Vielfache von (—b, a), d.h.
L(a,b;0) CR(=b,a).

Denn:
Wenn (u, v) eine Losung von az + by = 0 ist, dann ist au + bv = 0.
Wenn dann a # 0 ist, dann ist u = 2(—()) und v = £a, also ist

(w,0) = = - (~ba)

ein Vielfaches von (—b, a). Wenn a = 0 ist, muss b # 0 sein und

(u,v) = =% - (=D, a) ist wieder ein Vielfaches von (—b, a).
e Daherist L(a,b;0) = R(—b, a).
Wir kdnnen nun leicht L(a, b; ¢) bestimmen:

e Wenn a # 0 bzw. b # 0 ist, ist (£, 0) bzw. (0, §) eine Losung von
axr + by = c.

e Nach Beobachtung 1 ist
Lia,bi¢) = {(r,s) + (u,v) | (u,0) € L(a,b;0) } = (r.5) + R(~b,a)

wobei (r,5) = (£,0) oder (r,s) = (0, §) ist.



Wie kann man dieses Ergebnis geometrisch interpretieren?

Wenn wir in der Ebene ein Koordinatensystem wéhlen (ob rechtwinkelig oder
nicht spielt dabei keine Rolle) konnen wir Zahlenpaare als Punkte auffassen. Die
Menge R(—b, a) ist dann die Gerade durch (0,0) und (—b, a).

Die Losungsmenge von az+by = 0 ist also eine Gerade durch (0, 0), die Losungs-
menge von ax + by = c ist eine dazu parallele Gerade.

Beispiel: Die Losungsmenge L(1, —2;0) der linearen Gleichung x — 2y = 0 ist
die Gerade R(2, 1), die Losungsmenge von z — 2y = 3 bzw. x — 2y = —3 ist die
dazu parallele Gerade (3,0) + R(2, 1) bzw. (—3,0) + R(2,1).

Zu beachten ist, dass wir keine einzige Rechenoperation ausfiihren mussten, um
diese Gleichungen zu 16sen!

2.0

(-3,0) (0,0) (3,0)

Ausfiihrlichere Uberlegungen zum Thema Gleichungen sind in [P] zu finden.

3 Lineare Ungleichungen mit zwei Unbekannten
Eine lineare Ungleichung mit zwei Unbekannten ist die folgende Aufgabe:

e Gegeben sind drei reelle Zahlen a, b und ¢, wobei mindestens eine der Zah-
len a oder b nicht 0 ist.

e Gesucht ist eine ,,gute Beschreibung der Losungsmenge

L(a,b;< ¢) :== {(z,y) |ar + by < c} C R%.

Im Weiteren schreiben wir dafiir kurz ,,die Ungleichung ax + by < ¢ .



Die folgenden drei Beobachtungen sind einfach zu iiberpriifen, aber wichtig:
(1) Kennt man (irgend)eine Losung der Gleichung

ar +by =c

dann erhélt man alle Losungen der Ungleichung
ar + by < c,

indem man zu dieser alle Losungen der Ungleichung
ar + by <0

addiert.

(2) Ist (u,v) eine Losung von
ax + by <0

und ist ¢ eine nicht-negative Zahl, dann ist auch ¢ - (u, v) eine Losung.
(3) Die Summe von zwei Losungen von
ax + by <0
ist wieder eine Losung.

Nach diesen Beobachtungen konnen wir leicht eine gute Beschreibung von
L(a, b; < c¢) finden:

e Esist L(a,b;0) C L(a,b; < 0) und (—a, —b) € L(a,b; < 0).
e Nach Beobachtung 2 und 3 ist daher
L(a,b;<0) =R(=b,a) + R>¢(—a, —b).

Dabei bezeichnen wir mit R die Menge aller reellen Zahlen, die groBer
oder gleich 0 sind.

e Wenn (r, s) eine Losung von ax + by = c ist, folgt aus Beobachtung 1, dass
L(a,b;<¢) = (r,s) + R(—=b,a) + R>¢(—a, —b)

ist.



Geometrisch formuliert bedeutet das:

L(a,b; < 0) ist die Halbebene mit Rand L(a, b; 0), die (—a, —b) enthiilt.

L(a, b; < c) ist die Halbebene mit Rand L(a, b; ¢), die (r,s) + (—a, —b) enthilt.
Dabei ist (r, s) eine Losung von ax + by = c.

Beispiel: Die Losungsmenge L(1, —2; < 0) der linearen Ungleichung = — 2y < 0
ist die Halbebene mit Rand R(2, 1), die den Punkt (—1, 2) enthilt.

Die Losungsmenge der Ungleichung x — 2y = —3 ist daher die Halbebene mit
Rand (—3,0) + R(2, 1), die den Punkt (—4, 2) enthiilt.

(-1,2)

Lo | ST
>

)/' (-3,0) (0,0)

4 Lineare Funktionen

Eine Funktion f : R?> — R ist genau dann linear, wenn fiir alle Paare reeller
Zahlen w := (w1, ws) und z := (z1, z2) und fiir alle reellen Zahlen ¢ gilt:

o f(w+2z2) = f(w)+ f(2) (,der Funktionswert der Summe ist die Summe
der Funktionswerte) und

o f(t-w)=t-f(w) (,der Funktionswert des Vielfachen ist das Vielfache des
Funktionswertes™).

Bemerkung: In vielen Schulbiichern wird der Begriff ,linear allgemeiner fiir
Funktionen, die Summen von linearen Funktionen (wie oben) und konstanten
Funktionen sind, verwendet.



Eine lineare Funktion f ist eindeutig durch die Funktionswerte von (1, 0) und
(0, 1) bestimmt: wenn f(1,0) = a und f(0,1) = b ist, dann ist

Sei nun
f:R2—>R,(x,y)r—>ax+by

eine lineare Funktion, die nicht die Nullfunktion ist, also a ## 0 oder b # 0.
Fiir c € R sei

fe) = {(z,y) e R*|ax + by = c}

die Menge aller Paare in R?, deren Funktionswert beziiglich f gleich c ist. Diese
Mengen heiBen Niveaulinien (oder Urbilder) von f. Die Niveaulinie f~!(c) ist
also die Losungsmenge der Gleichung ax + by = c. Somit sind die Niveaulinien
von [ zueinander parallele Geraden, insbesondere sind alle parallel zu

f7H0) =R(=b,a).
Beispiel: Die Urbilder von —3, 0, 3 beziiglich f : R> — R, (z,y) — z — 2y
sind die Losungsmengen der linearen Gleichungen

r — 2y = —3bzw. 0 bzw. 3

2.0

(-3,0) 0,0) 3,00




Sei f : R? — R eine lineare Funktion und w € R? so, dass f(w) # 0 ist.

e Wenn f(w) >0, ¢,d € Rund ¢ < d ist, dann ist

Fle-w)=c- f(w) <d- f(w) = f(d-w).

Verschiebt man also die Gerade f~'(0) in Richtung eines Punktes mit po-
sitivem Funktionswert (beziiglich f), dann nimmt der Funktionswert der
Punkte auf den verschobenen Geraden zu.

e Wenn f(w) <0, ¢,d € Rund ¢ < d ist, dann ist

Fle-w)=c- f(w)>d- f(w) = f(d-w).

Verschiebt man also die Gerade f~!(0) in Richtung eines Punktes mit ne-
gativem Funktionswert (beziiglich f), dann nimmt der Funktionswert der
Punkte auf den verschobenen Geraden ab.

S Lineare Optimierung mit zwei Unbekannten

Ein lineares Programm auf R? ist die folgende Aufgabe:

e Gegeben sind endlich viele lineare Ungleichungen mit zwei Unbekannten
und eine lineare Funktion f : R? — R.
Die Funktion f nennt man Zielfunktion, den Durchschnitt der Losungsmen-
gen aller linearen Ungleichungen nennt man den zuldssigen Bereich.

e Gesucht ist ein optimaler Punkt, das ist ein Zahlenpaar im zulédssigen Be-
reich mit groBtmoglichem (oder kleinstmdglichem) Funktionswert beziig-
lich f.

Nach Abschnitt 3 ist der zuldssige Bereich Durchschnitt von Halbebenen. Er
kann leer, ein Punkt, eine Halbgerade, eine Gerade, eine Halbebene, ein spitzer
Kegel (in der Ebene), ein konvexes Vieleck oder die Summe eines spitzen Kegels
(in der Ebene) und eines konvexen Vielecks sein.



'//5ﬂ

Ein optimaler Punkt kann graphisch wie folgt bestimmt werden:

e Fiir jede lineare Ungleichung ax + by < c zeichne die Gerade
L(a,b;e) = { (z,y) [ax + by = c}

ein (siehe dazu Abschnitt 2).

Wihle dann irgendeinen Punkt (u,v), der nicht auf dieser Geraden liegt,
und berechne au + bv. Wenn diese Zahl kleiner als c ist, dann liegt dieser
Punkt auf der Halbebene L(a, b; < ¢). Sonst ist L(a, b; < ¢) die Halbebene,
die (—u, —v) enthilt.

e Bestimme durch Zeichnung den Durchschnitt dieser Halbebenen, den zu-
lassigen Bereich.
Falls er leer ist, gibt es keinen optimalen Punkt. Wir nehmen daher im Fol-
genden an, dass der zuldssige Bereich nicht leer ist.

Beispiel: Als Losungsmenge des Systems

x + 4y < 28000
2z + 4y < 32000
5 + 2y < 40000
- <0
-y <0

linearer Ungleichungen erhalten wir den folgenden umrandeten Bereich:
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(0.7000)

(4000.,4000)

(6000,3000)

\

(0,0) (8000,0)

e Zeichne das Urbild von 0 beziiglich der Zielfunktion. Dieses ist eine Gerade
in R? durch (0, 0), wir nennen sie Z.

e Wir verschieben Z zunichst so, dass die verschobene Gerade Z’ einen Punkt
des zuldssigen Bereichs enthilt.

e Wihle einen Punkt R, dessen Funktionswert beziiglich der Zielfunktion po-
sitiv ist (0.E.d.A. nehmen wir an, dass die Zielfunktion nicht die Nullfunk-
tion ist).

0.0
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e Wenn wir ein Maximum suchen, dann verschieben wir Z’ so lange in die
Richtung von (0, 0) nach R, wie noch ein zuldssiger Punkt auf der verscho-
benen Geraden liegt. Die Funktionswerte beziiglich der Zielfunktion der
Punkte auf den Geraden werden dabei immer groSer.

— Falls das beliebig weit moglich ist, gibt es keinen optimalen Punkt.

— Sobald das nicht mehr moglich ist, ist jeder Punkt des zulidssigen Be-
reichs, der dann noch auf dieser Geraden liegt, ein optimaler Punkt.

(0,0)

e Wenn wir ein Minimum suchen, dann verschieben wir Z’ in die andere Rich-
tung und gehen analog vor.

/ [y
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Wir I6sen nun das lineare Programm aus der Einleitung:

x + 4y < 28000, 2z 4 4y < 32000, S5z + 2y < 40000, —z <0, —y <0,
4z + by maximal

Das Urbild von 0 beziiglich der Zielfunktion ist die Gerade Z := R(—5,4).
Diese Gerade enthilt bereits einen Punkt des zulédssigen Bereichs, ndmlich (0, 0).
Werten wir die Zielfunktion zum Beispiel in (1, 1) aus, erhalten wir die positive
Zahl 9. Also verschieben wir die Gerade Z solange in der Richtung von (0, 0) nach
(1,1), wie die verschobene Gerade noch Punkte des zuldssigen Bereichs enthilt.
SchlieBlich liegt nur noch der Punkt (6000, 5000) auf der verschobenen Geraden.
Also ist der Gewinn maximal, wenn 6000 Stiick von Produkt P und 5000 Stiick
von Produkt Q hergestellt werden.

(0,7000)

N
[ [\4Q00.64000)

(6000,3000)

\

(A (8000,0)

N

Bemerkung: Aus den Uberlegungen oben folgt unmittelbar: Wenn es einen opti-
malen Punkt gibt, dann ist mindestens einer der Randpunkte des zulédssigen Be-
reichs ein optimaler Punkt. Das gilt auch fiir lineare Programme auf R™ mitn > 3
und ist die Grundlage fiir den Simplexalgorithmus zu ihrer Losung (siehe zum
Beispiel [S]).
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