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Vorwort

Das vorliegende Skriptum soll den Horerinnen und Horern der Vorle-
sung ,,Algebra und diskrete Mathematik “ im Sommersemester 2019 das
Mitschreiben und Mitdenken in der Vorlesung erleichtern. Das Skriptum
enthilt alle Definitionen und Sétze der Vorlesung, aber nur wenige Bei-
spiele dazu. In der Vorlesung werden die Definitionen und Sétze motiviert,
deren Beweise (und damit der Zusammenhang mit fritheren Ergebnissen)
erldutert und viele Beispiele vorgetragen.

Im ersten Teil der Vorlesung geht es vor allem um das Rechnen mit
ganzen und rationalen Zahlen (Kapitel 1), sowie mit Polynomen, Polynom-
funktionen und rationalen Funktionen (Kapitel 2). Kapitel 3 befasst sich
mit dem rundungsfreien Rechnen mit algebraischen Zahlen (zum Beispiel
Waurzeln). Kapitel 6 geht kurz auf Polynome in mehreren Variablen und al-
gebraische Mengen ein. Die Kapitel 4 und 5 fiihren in die Graphentheorie
ein, es werden Minimalgeriiste bestimmt und das Problem des Brieftrigers
gelost. Kapitel 7 fiihrt in die Schaltalgebra ein.

Ich habe versucht, mit Begriffen moglichst sparsam umzugehen und nur
jene einzufiihren, die fiir die Resultate der Vorlesung von Bedeutung sind.
Viele Sitze der Vorlesung konnten allgemeiner formuliert werden, ich habe
jedoch darauf verzichtet, um den Blick der Studierenden nicht vom Wesent-
lichen abzulenken.

Der Inhalt der Vorlesung Lineare Algebra, VO4, wird als bekannt vor-
ausgesetzt. Dieses Skriptum hat viel mit meinen Skripten Algebra (6. Auf-
lage 2018) und Graphentheorie (5. Auflage 2007) gemeinsam.

Die erste Auflage (2016) dieses Skriptums ist in zwei Teilen erschienen.
Diese wurden in dieser zweiten Auflage zusammengefiihrt. Florian Dreier
hat viele Zeichnungen und Ergédnzungen mit LaTeX erstellt und eingefiigt.

Die vierte Auflage (2019) dieses Skriptums unterscheidet sich von der
dritten nur durch kleine Korrekturen.

Innsbruck, Februar 2019

il
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KAPITEL 1

Rechnen mit ganzen und rationalen Zahlen

Es sei N :={0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Wir set-
zen die Menge Z :={...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen mit den
Rechenoperationen Addition

Zx7Z—17, (a,b)—>a+b,
und Multiplikation
Zx7—17, (a,b)—>a-b,

als bekannt voraus. Dabei gelten die folgenden Rechenregeln (kurz: Z mit
+ und - ist ein kommutativer Ring):
Fiir alle ganzen Zahlen a, b, c ist

e (a+b)+c=a+(b+c)=:a+b+c (,Die Addition von ganzen Zah-
len ist assoziativ*, das heifit: auf Klammern kann verzichtet werden).

e 0+a=a+0=a (,Die Zahl O ist das Nullelement von Z°).

e a+(—a)=(—a)+a=0 (dabeiist —a:=(—1)-a)

e a+b=>b+a (,Die Addition ist kommutativ*).

e (a-b)-c=a-(b-c)=:a-b-c(,Die Multiplikation ist assoziativ*‘).

e l-a=a-1=a(,Die Zahl 1 ist das Einselement von Z*).

e a-b = b-a (,Die Multiplikation ist kommutativ*‘).

e (a+b)-c=(a-c)+(b-c)=:a-c+b-c(,Distributivgesetz")
Fiir a,b € Z folgt aus a-b =0, dass a = 0 oder b = 0 ist.
Fiir a,b,c € 7Z mit ¢ # 0 folgt aus a-c = b-c, dass (a —b) - ¢ = 0 und daher
a—b=0. (,Jn Z kann durch Zahlen # 0 gekiirzt werden™).

Aus diesen grundlegenden Rechenregeln fiir ganze Zahlen konnen leicht
weitere abgeleitet werden, zum Beispiel die ,,binomischen Formeln®:
Fiir alle ganzen Zahlen a und b ist

e a’+2ab+b?> = (a+b)?

e a’> —2ab+b* = (a—b)?

o a>—b>=(a+b)-(a—D)
Beachte: Statt 3 bzw. 2 Multiplikationen auf der linken Seite muss auf der
rechten Seite nur eine ausgefiihrt werden!
Die Subtraktion ist durch Z X Z — Z , (a,b) — a+ (—b) =:a—b,
gegeben.
Fiir ganze Zahlen a,b schreiben wir a < b genau dann, wenn b —a € N ist
(Sprechweise: a ist kleiner oder gleich b). Wir schreiben a < b fiir: a < b
und a # b (Sprechweise: a ist kleiner als b).

1



2 1. RECHNEN MIT GANZEN UND RATIONALEN ZAHLEN

Eine ganze Zahl ist positiv bzw. negativ, wenn sie groler bzw. kleiner als 0
ist. Es gilt:

fiir a,b,c € Z ist a < b genau dann, wenna+c < b+c
und
fiir a,b,c € Z mit ¢ > 0 ist a < b genau dann, wenna-c < b-c.

Statt a - b schreibt man oft nur ab. Statt (a-b) + ¢ schreibt man oft nur a-b+c¢
(,,Punktrechnung kommt vor Strichrechnung*).

Das Vorzeichen vz(a) einer ganzen Zahl a ist 1, wenn @ € N, und —1,
wenn a ¢ N. Der Betrag |a| einer ganzen Zahl a ist vz(a) - a. Fiir Zahlen
a,b € 7 ist|a-b| = |a|-|b| und |a+b| < |a| + |b|.

§1. Division mit Rest

Wenn Sie einen Sack mit ¢ Euromiinzen haben, die Sie an b Personen
verteilen sollen (jede soll gleich viel bekommen), dann werden Sie wahr-
scheinlich zuerst jeder Person einen Euro geben und diesen Vorgang so-
lange wiederholen, bis im Sack weniger als b Euromiinzen sind. Sie haben
dann a mit Rest durch b dividiert.

Der folgende Satz ist grundlegend fiir alle Rechenverfahren fiir ganze Zah-
len. Seine Bedeutung liegt darin, dass er die Beziehung zwischen den drei
,Strukturen 4, - und < beschreibt.

Satz 1: (Division mit Rest von ganzen Zahlen)
Zu je zwei ganzen Zahlen a und b mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte
ganze Zahlen m und r mit den Eigenschaften

a=m-b+r und 0<r<|b|.

Die Zahlen m bzw. r heiflen ganzzahliger Quotient von a und b bzw. Rest
von a nach Division durch b. Die Zahlen m und r konnen mit dem folgenden
Verfahren (Divisionsalgorithmus) berechnet werden:

e Fualls a und b natiirliche Zahlen sind.:
Setzem :=0undr:.=a.
Solange r > b ist, ersetze r durch r — b und m durch m+ 1.
(,,Subtrahiere b solange von a, wie die Differenz noch nicht negativ
ist. Der Rest ist dann die letzte Differenz und der ganzzahlige Quoti-
ent die Anzahl der ausgefiihrten Subtraktionen®. )

e Fulls a < 0 oder b <0 ist:
Berechne wie oben n und s so, dass |a| =n- |b|+ s und

0<s<|blist.

Wenn a > 0 ist, dann setze m := —n und r 1= s.

Wenn a < 0 und s > 0 ist, dann setze m :== —vz(b) - (n+ 1) und
r:=|b|—s.

Wenn a < 0 und s = 0 ist, dann setze m := —vz(b) -n und r := 0.



3 1. RECHNEN MIT GANZEN UND RATIONALEN ZAHLEN

Beweis: Wenn a und b natiirliche Zahlen sind, dann erhalten wir bei jedem
Ersetzen von r durch r — b eine um mindestens 1 kleinere Zahl. Also tritt
nach hochstens a Schritten der Fall r < b ein. Somit liefert das obige Ver-
fahren nach endlich vielen Schritten ein Ergebnis m, r. Mit Induktion iiber
a ist leicht nachzupriifen, dass diese Zahlen die angegebenen Bedingungen
erfiillen.

Wenn a oder b keine natiirliche Zahl ist: |a| mit Rest durch |b| dividieren
und dann daraus die gesuchten Zahlen ermitteln.

Es seien my,my, r,r, ganze Zahlen mit

a=my-b+ri=my-b+ry, 0<ri,r <|D
und o0.E.d.A. (,,ohne Einschrinkung der Allgemeinheit*) r; < r,. Dann ist
’b‘ >r—r = ]ml —mz‘ . ’b| .

Daraus folgt m; = m; und r| = r,, also sind der ganzzahlige Quotient von
a und b und der Rest von a nach Division durch b eindeutig bestimmt.

Beispiel 2:
17=3-5+2, 0<2<5
—17=(—4)-5+3, 0<3<5
17=(-3)-(-5)+2, 0<2<5
—17=4-(-5)+3, 0<3<5

§2. Zifferndarstellung von Zahlen

Nehmen wir an, Sie kommen mit einem Sack voller Euromiinzen in eine
Bank und wollen dieses Geld auf ihr Sparbuch einzahlen. Die Anzahl der
Euromiinzen im Sack ist eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl a. Bevor
diese Zahl in Ihr Sparbuch eingetragen werden kann, muss ihre Zifferndar-
stellung (zur Basis 10) berechnet werden. Eine Zahl ist also nicht immer
schon in Zifferndarstellung gegeben, sondern diese ist eine ,,Zusatzinfor-
mation® iiber die Zahl. Wie wird die Zifferndarstellung zur Basis 10 von
a ermittelt? Man bildet aus den Euromiinzen solange ,.Zehnerstapel”, bis
nur noch weniger als zehn Miinzen iibrigbleiben, das heiflt: @ wird mit Rest
durch 10 dividiert. Die Anzahl der iibriggebliebenen Euromiinzen ist dann
die ,Einerziffer von a. Macht man dasselbe nun mit den Zehnerstapeln
statt mit den Miinzen, dann erhilt man die ,,Zehnerziffer von a, usw.
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Satz 3: (Darstellung von Zahlen durch Ziffern)
Es seien a und b natiirliche Zahlen mit a # 0 und b > 2. Dann gibt es
eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen n,zy,z1,...,2, So, dass

2 #0,0<20,21,---,20 < b
und

n
a=z,b"+ 7, " b 4z = Y b
i=0
ist.
Wenn b fest gewdhlt ist, dann ist a durch die Zahlen n,zy,71,. .. ,2, eindeutig
bestimmt. Man wdhlt Zeichen fiir die Zahlen von 0 bis b — 1 und schreibt

n
ZnZn—1-..20 stait Y zib'
i=0
Die Zahlen zy,z1,...,2, heiffen Ziffern von a zur Basis b (fiir b=2 bzw. 10:
WBindrziffern bzw. ,.Dezimalziffern®).

Die Ziffern z; von a # 0 zur Basis b konnen mit dem folgenden Verfahren
berechnet werden:

e Setze i := 0 und zy := Rest von a nach Division durch b.

e Solange a nicht 0 ist: Die i-te Ziffer z; ist der Rest von a nach Division
durch b. Ersetze a durch den ganzzahligen Quotienten von a und b.
Ersetze i durch i+ 1.

Beweis: Induktion iiber a:

Wenna=11ist,istn =0und zg = 1.

Fiir a > 1 seien m bzw. r der ganzzahlige Quotient von a und b bzw. der Rest
von a nach Division durch 5. Wegen b > 1 ist m < a, also gibt es nach Induk-
tionsannahme eindeutig bestimmte Zahlen k,yq,y1,. ..,V S0, dass y; # 0,
0<y0,y1,---,yx < bund

m=yeb* +y 16"+ b+ yo
ist. Dann ist
azm-b+r:ykbk+l +yk_1bk+...+y1b2—|—y0b+r,

und yg,...,yo,r sind die Ziffern von a. Aus der Eindeutigkeit von m und
r folgt aus der Induktionsannahme die Eindeutigkeit der Ziffern von a zur
Basis b.

Beispiel 4: Es sei a := sechsundzwanzig und b := zwei. Dann:
a = dreizehn-b +0, also zo =0

dreizehn = sechs-b+ 1, also z; = 1

sechs =drei-b+0, alsozp =0

drei=1-b+1,alsozz =1
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1=0-b+1,alsozg =1
Die Zifferndarstellung von sechsundzwanzig zur Basis zwei ist daher 11010.

Beispiel 5: Zeitangaben in Stunden, Minuten und Sekunden sind die Zif-
ferndarstellung zur Basis 60 dieser Zeit in Sekunden.

Wird fiir die Zifferndarstellung einer Zahl die Basis b gewihlt, dann
konnen alle Zahlen durch Aneinanderreihen von b verschiedenen Symbolen
angeschrieben werden. Eine kleine Basis (zum Beispiel 2) hat den Vorteil,
dass man nur wenige Symbole braucht und dass das ,kleine Einmaleins*
sehr einfach ist. Allerdings braucht man dann fiir gréere Zahlen sehr viele
Ziffern.

Ublicherweise meint man mit ,,runden Zahlen Zahlen mit der Eigen-
schaft, dass alle ihre Ziffern zur Basis zehn nach der (von links gelesen)
ersten Ziffer Null sind. Rund zu sein ist also nicht eine Eigenschaft der Zahl
allein, sondern ihrer Zifferndarstellung zur Basis 10. Man kann nicht anneh-
men, dass unsere Art, die Zahlen darzustellen, sich auf Naturphinomene
auswirkt. Daher sind z.B. Wettervorhersagen nach dem ,hundertjdhrigen
Kalender“ oder Weltuntergangsprophezeiungen anlisslich der Jahrtausend-
wende sehr fragwiirdig.

Definition 6 : Esseienv=(vy,...,v,) und w= (wy,...,w,) zwei verschie-
dene n-Tupel von ganzen Zahlen und j die kleinste Zahl in {1,...,n} mit
der Eigenschaft, dass v; # w; ist.

Dann ist v lexikographisch kleiner als w (Schreibweise: v <;,, w), wenn
v <wj ist.

Beispiel 7: (1,2,3,4) <;ox (1,2,4,3) <jox (2,—7,-3,-5)

Satz 8: (Vergleich von zwei Zahlen, die durch Ziffern dargestellt sind) Es
seien b, x,y positive natiirliche Zahlen, b > 2 und

Xy Xk—15 -+ -5 X0 bzw. Ve, Y0—15---,Y0

die Ziffern von x bzw. y beziiglich b.
Dann ist x genau dann kleiner als y, wenn

k<t oder (kzﬁund (Xk,Xk_l,...,X()) <lex ()’K7YE—17~--7YO)) Ist.

Beweis: Wenn k < £ ist, dann ist

k ] k k1l ko
x:inbISZ(b—l)bl: Zbl—Zbl:bk+l—1<bk+l Sy
i=0 i=0 i=1 i=0
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Es seien k = £ und j die groBte Zahl mit der Eigenschaft, dass x; # y; ist.
Wenn x; <y, ist, dann ist

i . . . S
inbl SijJ-F(bJ— 1) < (Xj+ )b’ S}’jb] < Zyibl
i=0 i=0

und

k ] J . k . J )
X = Z x,~b’+2x,~b’< Z x,-b’-i—Zy,-b’:y.
i=j+1 i=0 i=j+1 i=0

§3. Rechenverfahren fiir Zahlen in Zifferndarstellung

Es sei b eine natiirliche Zahl mit b > 2. In diesem Abschnitt werden
Verfahren angegeben, mit welchen die Zifferndarstellung zur Basis b der
Summe, der Differenz, des Produktes, des ganzzahligen Quotienten und des
Restes nach Divison zweier natiirlicher Zahlen, die durch Ziffern zur Basis
b gegeben sind, berechnet werden kann.

Es seien b, x,y, k, ¢ natiirliche Zahlen, b > 2 und

Xy Xk—15---5X0 bzw. Yo, Y0—15---,Y0

die Ziffern von x bzw. y beziiglich b. O.E.d.A. sei ¢ < k und wir definieren
Yo+1 = 0, ey Vi = 0.

Satz 9: (Addition von zwei Zahlen, die durch Ziffern dargestellt sind)
Fiir je zwei Zahlen in {0,...,b — 1} sei die Zifferndarstellung ihrer Sum-
me ( ,das kleine Eins plus Eins*) bekannt.

Dann konnen die Ziffern von x +y mit dem folgenden Verfahren berechnet
werden:

e Ermittle die Ziffern (xo+yo)1 und (xo + yo)o von xo -+ yo.
Setze (x+y)o := (X0 +Y0)o, Uo := (xo+yo)1 und i := 0.
e Solange i < k ist, setze i := i+ 1 und ermittle die Ziffern
(x;i +yi+ui—1)1 und (x; +y;i +ui—1)o von x; +y; + uj_i.
Setze (x+y)i:= (xi+yi+ui—1)o und u; := (x; +yi +ui—1)1 (,i-ter
Ubertrag*).
o Wenn uy, # 0 ist, setze (x+y)xr1 = g

Beweis: Wir zeigen durch Induktion tiber i, dass u;—; < 1 und

(xi +yi+ui—1) < 2b ist (daher hat (x; + y; + u;—1) hochstens zwei Ziffern).
Fiir i = 1 folgt aus xo < b und yg < b, dass

xo+yo < (b—1)4(b—1) =2b—2 ist. Somit ist ug < 1 und
x1+yi+uy<2b—1.

Fiiri > 1 folgtaus u;_» < 1,x;_1 <bundy;_| < b, dass
Xic1+yie1+uia<(b—1)+(b—-1)+1=2b—1und u;_; < 1ist.
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Beispiel 10:

Basis 2 Basis 8 Basis 10
11011 734 567
1101 235 434
101000 1171 1001

Beispiel 11: Addierwerk:

i B I B
VA VA VA HA
el o gl TR B el s

Un = Zn+1 n Up—13n—1 u uy 20

VA... Volladdierer
HA. .. Halbaddierer

0§x07"'7xn7y07"~7yn§ 17 0§”17"'7”ﬂ7207"'7zn+1 Sl

Satz 12: (Subtraktion von zwei Zahlen, die durch Ziffern dargestellt sind)
Fiir je zwei Zahlen u,v in {0,...,b— 1} sei die Zifferndarstellung von u—v,
wenn u > v ist, und von (b+u) — v, wenn u < v ist, bekannt.

Dann konnen die Ziffern von x —y mit dem folgenden Verfahren berechnet
werden:

e Sei i :=0. Wenn xo >y ist, setze (x—y)o := xo — Yo und ug := 0.
Wenn xo < yq ist, setze (x —y)o := (b+x0) — yo und up := 1.

e Solange i < k ist, setze i := i+ 1.
Wenn x; > y; + u;_1 ist, setze (x —y); := x; — y; — uj—1 und u; := 0.
Wenn x; < yi+u;_1 ist, setze (x—y); :==b+x;—y;j—u;— und u; := 1
(u; heifst der .,i-te Ubertrag®).

Beweis: Ubung.

Beispiel 13:

Basis 2 Basis &8 Basis 10
11011 734 567

— 1101 — 235 — 484

1110 477 83
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Satz 14: (Multiplikation von zwei Zahlen, die durch Ziffern dargestellt
sind) Fiir je zwei Zahlen in {0,...,b— 1} sei die Zifferndarstellung ihres
Produktes bekannt ( ,das kleine Einmaleins‘).

Sind z,,, ... ,z0 die Ziffern einer positiven ganzen Zahl z zur Basis b, dann
sind Zu4 j,Zn—14j5---,2j,0,...,0 die n+ 1+ j Ziffern von z-bl.

Die Ziffern von x -y konnen mit dem folgenden Verfahren berechnet werden:

o Fiir alle j mit 0 < j < k ermittle die Ziffern (xo-y;)1 und (xo-y;)o
von xo-yj. Setze (x-y;j)o := (x0-yj)o, o := (x0-y;)1 undi:=0.

o Solange i < k ist, setze i := i+ 1 und ermittle die Ziffern
(xi-yj+ui—1)1 und (x;-yj+ui—1)o von x;-yj+u_i.
;Sietze (x-yj)i = (xi-yj+ui—1)o und w; := (x;-y; +ui—1)1 (,i-ter
Ubertrag®).

o Wenn uy # 0 ist, setze (x-y)xr1 = U

e Berechne die Zifferndarstellung zur Basis b der Summe der Zahlen

(In Worten: Multipliziere zuerst x mit jeder Ziffer von y, multipliziere dann
jedes Produkt x -y j mit b’ und summiere schlief3lich alle Produkte (x-y;)- b/

auf).
Beweis: Ubung.

In Satz 1 wurde bereits ein Divisionsalgorithmus angegeben. Wenn eine
Zifferndarstellung der gegebenen Zahlen bekannt ist, kann dieses Verfahren
mit Hilfe dieser zusitzlichen Information verbessert werden.

Beispiel 15: Wenn x = 2019 und y = 7 ist, dividiert man zundchst 20 mit
Rest durch 7, subtrahiert also 7 zweimal und erhélt 20 =2 -7 + 6.

Daraus schlie3t man 2000 = 200 - 7 + 600 und 2019 = 200-7 4+ 619 (also
hat man dank der Zifferndarstellung statt 200 Subtraktionen nur 2 ausfiihren
miissen).

Der Rest von 2019 nach Division durch 7 ist derselbe wie der von 619
nach Division durch 7 und der ganzzahlige Quotient von 2019 und 7 ist die
Summe von 200 und dem ganzzahligen Quotienten von 619 und 7.

Man dividiert jetzt noch 619 mit Rest durch 7, dazu geht man wieder gleich
vor wie oben: 60 = 8-7+4, also ist 600 = 80-7 +40, somit 619 = 80-7+59
und 2019 = 2807 + 59.

Da 57 groBer als 7 ist, ist noch ein weiteres ,,Durchlaufen der Schleife
notig: 59 =8-74 3.

Der ganzzahlige Quotient von 2019 nach Division durch 7 ist daher 288 =
200+ 80 + 8, der Rest ist 3.

Durch Ausnutzen der Zifferndarstellung der zwei Zahlen mussten anstatt
288 Subtraktionen nur 2 + 8 + 8 = 18 Subtraktionen ausgefiihrt werden.
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Satz 16 : (Division mit Rest von Zahlen, die durch Ziffern dargestellt sind)
Es seien x,y,k, ¢ natiirliche Zahlen und

Xies Xj—15++ X0 bzw. Yo, yo—1,...,)0

die Ziffern von x bzw. y beziiglich b. O.E.d.A. sei { < k.

Fiir je zwei natiirliche Zahlen u und v mit u < b-v sei die Zifferndarstellung
des ganzzahligen Quotienten und des Restes von u nach Division durch v
bekannt.

Dann konnen die Ziffern des ganzzahligen Quotienten m von x und y mit
dem folgenden Verfahren berechnet werden:

o Setze j:=k—/{, wenn ZfzoxiJrk_gbi >vyist,und j:=k—{—1, sonst.
Dann ist Zigoxiﬂbi <b-y.

e Solange j > 0 ist, berechne den ganzzahligen Quotienten mj von
Zizoxiﬂbi und y. Dieser ist die j-te Ziffer von m.
Ersetze x durchx —m;j-y- b’ und j durch j— 1.

Beweis: Ubung.

Wichtig: Bei diesem Verfahren zur Division mit Rest von natiirlichen Zah-
len, deren Zifferndarstellung bekannt ist, werden beliebige Divisionen mit
Rest auf mehrere Divisionen mit Rest zuriickgefiihrt, deren ganzzahliger
Quotient mit nur einer Ziffer darstellbar ist.

Die Division mit Rest (von ganzen Zahlen) darf nicht mit der Division (von
rationalen oder reellen Zahlen) verwechselt werden.

§4. Rationale Zahlen

Es seien a und b ganze Zahlen, wobei b # 0 ist. Die Aufgabe ,,Finde
eine Zahl z so, dass b -z = a ist”“ bezeichnen wir als ,,Gleichung” b-x = a.
Eine Zahl z mit b -z = a heilit Losung von b-x = a. Wenn b > 1 ist, dann
hat zum Beispiel die Aufgabe b-x =1 in Z keine Losung. Um Losungen
zu erhalten, miissen wir ,,den Zahlenbereich erweitern®.

Ein Zahlenbereich wird durch eine Zahlenmenge und zwei darauf defi-
nierte Rechenoperationen (,,Addition“und ,,Multiplikation*) festgelegt. Dann
kann untersucht werden, welche Rechenregeln fiir die zwei Rechenoperatio-
nen gelten.

Die Aufgabe b -x = a wird durch das Paar (a,b) € Z? eindeutig be-
schrieben, also liegt es nahe, die ,,neuen Zahlen durch Paare von ganzen
Zahlen zu beschreiben. Allerdings sollten fiirr € Z, t # 0, die Gleichungen
b-x=aundt-b-x=t-a dieselbe Losung haben, daher sollen die Zahlen-
paare (a,b) und (¢ -a,t - b) dieselbe ,neue Zahl“ beschreiben.
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Definition 17 : Es seien a und b ganze Zahlen, wobei b # 0. Dann ist die
Menge

%::{(c,d) le,d€ Z,a-d=b-c,d #0}

die durch den ,,Zihler* a und den ,,Nenner* b gegebene rationale Zahl oder
Bruchzahl. (Beachte: Eine Bruchzahl ist durch Vorgabe von Zihler und
Nenner eindeutig bestimmt, aber umgekehrt sind Zahler und Nenner durch
die Bruchzahl nicht eindeutig bestimmt). Wir schreiben Q fiir die Menge
der rationalen Zahlen.

Fiir die Bruchzahl { schreiben wir oft nur a und fassen so Z als Teilmenge
von Q auf. (,,Jede ganze Zahl ist eine rationale Zahl*).

SR

(a,b)

Satz 18: Es seien d', b’ ganze Zahlen und b’ # 0. Dann sind die Bruchzah-
len § und §; genau dann gleich, wenn a-b' = d' - b ist.

Beweis: Wenn ¢ = Z—: ist, dann ist insbesondere (a’,b') € ¢, also
a-b=d-b.
Sei umgekehrt a-b' =da'-b und (c,d) € §, also b-¢ = a-d. Dann ist zu
zeigen, dass (c,d) € %:, alsob'-c=d -d ist.
Es ist

a-(b'-c)=(a-b)-c=(d b)-c=d - (b-c)=d (a-d)=a-(d-d).
Falls a # 0 ist, folgt daraus ab’ - ¢ = d’ - d. Falls a = 0 ist, muss auch a’ =0
sein, also ist % =0= [“7;

Satz 19: Fiir den Nenner einer Bruchzahl kann immer eine positive Zahl
gewdhlt werden. Dann wird die totale Ordnung < auf 7. durch

gggzﬁa-dgb-c

zu einer totalen Ordnung auf Q erweitert.
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Beweis: Zuerst ist zu zeigen, dass die Definition von < nicht von der Wahl
von Zihler und positivem Nenner abhéngt.

Seien a,d’,c,c’ € Z und b,b’,d,d’ positive ganze Zahlen so, dass
a-b=d -b,c-d=c-dunda-d<b-cist. Dann ist

ad-d-b-d=a-d-b-d<b-d-b-c=b-c-b-d
undd’ -d' <b'-.
Seiena,c,e € Z, b,d, f positive ganze Zahlen so, dass § < 5 und 5 < J% ist.
Es ist noch zu zeigen, dass dann auch § < % ist. Ausa-d-f<b-c-f<b-d-e
folgt a- f < b-e und daher die Behauptung.

Wir werden nun die Rechenoperationen von Z auf Q fortsetzen.

Satz 20 : Die Funktionen

+:QxQ—Q, (G.2)—

und

a ¢ a ¢ ac

QxQ—Q, (G =
sind wohldefiniert. Diese Rechenoperationen in Q erfiillen die gleichen Re-
chenregeln wie Addition und Multiplikation in 7.
Die Einschrdankungen von + und - auf 7, X 7. stimmen mit der Addition
und der Multiplikation auf 7 iiberein.
Dariiberhinaus hat jedes Element § € Q \ {0} ein inverses Element
($)~" mit der Eigenschaft

und zwar ist

(Kurz: Q mit den Rechenoperationen Addition und Multiplikation ist ein
Korper).

Beweis: Wir miissen zuerst zeigen, dass die Funktionen + und - wohldefi-
/
C

niert sind, das heif3t: wenn % = Zi; und C% = & ist, dann muss auch
ad+bc dd +bc g ac
f— u - =
bd b'd bd bd

sein.
Aus a'b = ab’' und 'd = cd’ folgt

(ad+bc)b'd = ab'dd' +bb'cd = d'bdd’ +bb'c'd = bd(d'd' +b'c’)
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und
(ac)b'd' = bd(d'c) .

Die Rechenregeln kénnen leicht nachgepriift werden.

§5. Zifferndarstellung von rationalen Zahlen

Satz 21: (Zifferndarstellung von rationalen Zahlen)
Es seien b,c,d, p positive ganze Zahlen mit b > 2. Dann gibt es eindeutig
bestimmte natiirliche Zahlen n,zy, . ..,20,2-1,...,2—p S0, dass

w#0odern=0, 0<zy,...,20,2-1,...,2-p <Db
und

c
0< rin (zab" + 2 b b gt b b P < b

ist. Ist b fest gewdihlt, schreibt man

n
ZnZn—1---20-2—12—2-..2—p Statt Z zib' .
i=—p
Die Zahlen zy, . ..,20,2—1, - - -,2—p heifien Ziffern von § zur Basis b.
Diese konnen wie folgt berechnet werden:

e Berechne die Ziffern yy, ...,y zur Basis b des ganzzahligen Quoti-
enten mvon ¢ -bP und d .
o Setze 7 :=Yiyp, —p<i<k—p=:n.

Beweis: Sei r der Rest von c¢ - b” nach Division durch d. Wegen c - bP =

m-d -+ rist dann
c-b? m-d r

d-bpP _d-bl’+d-bl’ ’

also

C m r r
oM T ud C<t.
d b4 und 7 <

Rationale Zahlen konnen also ,,beliebig genau* durch Zahlen der Form
ZnZn—1---20-2-12—2 . . . Z2—p angendhert werden, aber es gibt rationale Zahlen,
die fiir alle p von z,2,,—1...20.2-12—2...2—p verschieden sind.

Eine rationale Zahl
20-2-12-2...2—p Ee 1= zo.z_12-2...2—) - b°

mit b > 2 und zg # 0 ist in Exponentialform zur Basis b dargestellt. Die
Zahlen e und z9.z—1z2—2 ...z heiBlen Exponent und Mantisse.

Am Computer kann eine Zahl dann durch die Ziffern des Exponenten
und der Mantisse zur Basis 2 dargestellt werden. Die Anzahl dieser Ziffern
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ist durch eine vorgegebene Zahl beschrinkt. Die so am Computer verfiigba-
ren Zahlen heillen Maschinenzahlen. Es gibt nur endlich viele Maschinen-
zahlen, alle Maschinenzahlen sind rationale Zahlen.

Beim Rechnen mit so dargestellten Zahlen gibt es im allgemeinen kei-
ne exakten Ergebnisse, sondern Rundungsfehler. Bei Rechenverfahren muss
daher darauf geachtet werden, dass sich die Fehler nicht akkumulieren. Feh-
lerabschétzungen sind erforderlich.

Beispiel 22: p=3,b=10, 5= %
2000 =285-7+5
2 B 2000 _ 285-7+5 _ 285 +5 10-2
7 7-103 7-103 103 7
~—
0285  <10-3

Beispiel 23: Die Zahl 0.1 (Dezimaldarstellung) auf der Tastatur wird vom
Computer in Binédrdarstellung 0.0001100110011001100. .. umgewandelt
und zum Beispiel als

1.100110011001100110011001100110011001100 E — 4

gespeichert. Also ergibt schon die Eingabe von 0.1 einen Rundungsfehler!

Will man mit rationalen Zahlen am Computer exakt rechnen, kann man %
als Zahlenpaar (a,b) eingeben. Dann miissen fiir Zahlenpaare die Rechen-
operationen

(a,b)+ (c,d) := (ad +bc,bd) und (a,b)-(c,d):= (ac,bd)

definiert werden.

§6. Der groBite gemeinsame Teiler

Es seien a, b, c ganze Zahlen und b # 0, ¢ # 0. Dann ist

a a-c

b he L
Der Ubergang von der Darstellung dieser rationalen Zahl durch das Zah-
lenpaar (a-c,b-c) zu der durch (a,b) heilit durch ¢ kiirzen. Rechnet man
mit rationalen Zahlen, dann ist es sehr empfehlenswert, alle auftretenden
Briiche sofort durch moglichst grole Zahlen zu kiirzen. Dadurch werden
die weiteren Rechnungen oft wesentlich vereinfacht. In diesem Abschnitt
wird ein Verfahren zum ,,optimalen Kiirzen* angegeben.

Definition 24 : Es seien a und b ganze Zahlen mit a # 0 und b # 0. Dann
heiit a Teiler von b (oder: a teilt b), wenn es eine ganze Zahl ¢ gibt mit
b = ac. Die Zahl b heil3t dann ein Vielfaches von a.
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Definition 25 : Der grofsite gemeinsame Teiler von zwei von Null verschie-
denen ganzen Zahlen ist die grof3te ganze Zahl, die beide teilt. Das kleinste
gemeinsame Vielfache von zwei von Null verschiedenen ganzen Zahlen ist
die kleinste positive ganze Zahl, die Vielfaches von beiden ist.

Wir schreiben ggT (a,b) bzw. kgV (a,b) fiir den groften gemeinsamen Tei-
ler bzw. das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen a und b.

Satz 26: Es seien a,b,c € 7, a # 0, b # 0 und a # b. Dann ist
88T (a,b) = ggT (|al,|b])

und
88T (a,b) = ggT(a—c-b,b) .

Beweis: Ubung.

Satz 27 : (Euklidischer Algorithmus fiir ganze Zahlen)
Es seien a,b € 7, a # 0 und b # 0. Mit dem folgenden Verfahren kann der
grofite gemeinsame Teiler von a und b berechnet werden:

e Ersetze a und b durch |a| und |b|.

e Solange die zwei Zahlen verschieden sind, ersetze die grofiere durch
die Differenz der grofieren und der kleineren.

o Wenn die zwei Zahlen gleich sind, dann ist ggT (a,b) gleich dieser
Zahl.

Ersetzt man mehrfaches Abziehen derselben Zahl durch eine Division mit
Rest, dann hat dieses Verfahren die folgende Form:

e Ersetze a und b durch |a| und |b|.

e Solange keine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, ersetze die
groflere der zwei Zahlen durch ihren Rest nach Division durch die
kleinere.

o Wenn eine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, dann ist sie der

88T (a,b).

Beweis: Nach Satz 26 konnen wir annehmen, dass a und b positive ganze
Zahlen sind. Wenn sie verschieden sind, wird die grolere der zwei Zah-
len im nichsten Schritt durch eine kleiner positive ganze Zahl ersetzt. Also
sind die zwei Zahlen nach hochstens max(a,b) — 1 Schritten gleich. Dabei
ist max(a,b) die groBere der zwei Zahlen a und b. In jedem Schritt wird
ein Zahlenpaar durch ein anderes ersetzt, nach Satz 26 aber so, dass die
groften gemeinsamen Teiler der zwei Zahlenpaare gleich sind. Sobald man
den groften gemeinsamen Teiler eines Zahlenpaares kennt (das ist spates-
tens dann der Fall, wenn die zwei Zahlen gleich sind), hat man gg7 (a,b)
ermittelt.
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Beispiel 28: gg7(301,215) = ggT(215,86) = ggT(129,86) =
= ggT (86,43) = ggT(43,43) =43

Im Euklidischen Algorithmus wird eine Strategie zur Losung von Proble-
men verwendet, die wir schon bei linearen Gleichungssystemen kennen-
gelernt haben: Wenn man die Losung einer Aufgabe nicht sofort finden
kann, ersetzt man diese Aufgabe durch eine einfachere, die aber dieselbe
Losungsmenge hat. Das wiederholt man solange, bis man bei einer Aufga-
be landet, deren Losung man kennt. Diese Losung ist dann auch die Losung
der urspriinglichen Aufgabe.

Satz 29: (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
Es seien a,b € 7, a # 0 und b # 0. Es gibt ganze Zahlen u,v so, dass
u-a+v-b=ggT(a,b) ist. Diese kénnen mit dem folgenden Verfahren be-
rechnet werden:
o Setze A = (A1,A2,A3) = (|a|,1,0) € Z> und
B:= (B;,B,,B3) := (|b|,0,1) € Z3.
e Solange B die Zahl A\ nicht teilt, berechne den ganzzahligen Quo-
tienten m von Ay und By und setze C := B,
B:=A-—-m-C:= (Al —m~C1,A2—m-C2,A3—m-C3)
und dann A :=C.
e Wenn By die Zahl A teilt, dann ist u := vz(a)- By und v :=vz(b) - B3

Beweis: Wenn zwei Zahlentripel S und 7 die Eigenschaft
S = \a\ -So + ’bl S35 bzw. T = |a] 'T2+‘b|-T3

haben, dann auch alle Tripel S —m - T mit m € Z. Die ersten zwei Tripel
im Algorithmus haben diese Eigenschaft, daher auch alle anderen auftre-
tenden Tripel. Fiir die ersten Komponenten der Tripel wird der euklidische
Algorithmus durchgefiihrt, fiir das letzte Tripel B gilt daher ggT (a,b) =
la|-By+ |b|-B3 =vz(a)-a-By+Db-vz(b)-Bs .

Satz 30 : (Berechnung von kgV (a,b))
Es seien a,b € 7, a # 0 und b # 0. Dann ist

ja| bl
kgV(a,b) = ————— - |b| = ——+——= - |q]| .
@b) ggT (a;b) / 8gT (a;b) i
o B la| — _ bl Vi
Beweis: Es ist klar, dass TACOR |b| = TR |a| ein Vielfaches von a

und von b ist. Sei z eine positive ganze Zahl, die Vielfaches von a und von
b ist. Dann gibt es ganze Zahlen c¢,d mit z = c-a und z = d - b. Nach Satz
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29 gibt es Zahlen u,v so, dass u-a+v-b = ggT (a,b) ist. Dann ist
u-a+v-b u-a v-b
©T geT(ab) ° ggT(a,b) 'HggT(a»b) -
u-a-d-b v-b-c-a a-b

= -+ = (u-d+v-c)=
88T (a,b) = ggT'(a,b)  ggT(a,b) | |
jal - ]
=————-vz(a-b)-(u-d+v-c
e () P |
I la|
ein Vielfaches von Z gTC(laJ,) 1D

Satz 31: (,Ldsen einer ganzzahligen linearen Gleichung*). Es seien
ai,...,an € Z\{0} und b € 7. Die grofite ganze Zahl, die ay, ... ,ay teilt,
heif3t groBBter gemeinsamer Teiler von ay, ..., a, und wird mit

ggT (ay,...,ay) bezeichnet. Es ist

ggT (a1, ...,an) = ggT (a1,88T (az,88T (a3,887T(...,an)...))
also kann der grofite gemeinsame Teiler von mehreren Zahlen durch suk-
zessives Berechnen des grofiten gemeinsamen Teilers von je zwei Zahlen
berechnet werden.
Es gibt genau dann ein n-Tupel (xy,...,x,) € Z" mit

ar-x1+...+a,-x,=b,

wenn b ein Vielfaches von g := ggT (ay,...,ay) ist. In diesem Fall kann ein
solches n-Tupel wie folgt berechnet werden:

e Berechne mit Satz 29 Zahlen uy,...,u, so, dass
ay-ur+...+a,-u, = gist.
o Setze x; := u,wg, 1<i<n.

Beweis: Fiir jedes n-Tupel (xi,...,x,) € Z" wird a; -x; +...+ay, - x, von
g geteilt. Also ist die Bedingung, dass b ein Vielfaches von g ist, notwendig
fiir die Existenz einer Losung. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, ist leicht
b b

nachzupriifen, dass (u; - gree ol §) eine Losung ist.

Satz 32 : (Partialbruchzerlegung von rationalen Zahlen) Es seien a, b, ¢ po-
sitive ganze Zahlen so, dass ggT (a,b) = 1 und ¢ < a-b ist. Dann gibt es
ganze Zahlen u und v so, dass

C 1% u

ab a b
ist. Die Zahlen u und v konnen wie folgt berechnet werden:
e Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus ganze Zah-
len s,t so, dass s-a+t-b =1 ist.
e Dannistu=c-sundv=c-t.
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Beweis: Es ist
u-at+v-b=c
und somit

Beispiel 33: Die Partialbruchzerlegung von rationalen Zahlen kann zur
Berechnung gewisser Summen verwendet werden. Zum Beispiel ist fiir alle
positiven ganzen Zahlen i

1 1 1
1(1—1—1)27_1'4—_1’
daher ist
1 o] 1 nopoondl 1
izli(i+1):;(?_H_l):i;T_i:z?: T+l

§7. Primzahlen

Definition 34 : Eine ganze Zahl p € Z heil3t Primzahl, wenn
p#0,p#1,p# —1und {1,—1,p,—p} die Menge der Teiler von p ist.

Satz 35: (,,Lemma von Euklid*) Es seien p eine Primzahl und a,b € 7.
Wenn p die Zahl a - b teilt, dann teilt p auch a oder b.

Beweis: Es gibt eine ganze Zahl ¢ so, dass ¢- p =a- b ist . Wenn p die Zahl
a nicht teilt, dann ist gg7 (a, p) = 1. Daher gibt es ganze Zahlen u und v so,
dass 1 =u-a—+v-pist. Dann ist

b:bua+bvp:ucp+bvp:(uc+bv>p,

somit ist p ein Teiler von b.

Satz 36 : (Zerlegung in Primfaktoren)

Jede ganze Zahl , die grofier als 1 ist, kann als Produkt von positiven
Primzahlen geschrieben werden. Diese Primzahlen heifsen Primfaktoren
der Zahl und sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis: Es sei a eine ganze Zahl, die groBer als 1 ist. Wir beweisen die
erste Aussage durch Induktion iiber a.

Wenn a = 2 ist, dann ist a eine Primzahl.

Wenn a > 2 ist, dann ist a entweder eine Primzahl oder es gibt ganze Zahlen
b,c mit 0 < b,c < a so, dass a = b - ¢ ist . Nach Induktionsannahme sind b
und ¢ Produkte von positiven Primzahlen, also auch a.
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Wir beweisen noch die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Es seien
a=p1-p2-...-prunda=gqi-q2-...-qe zwei Zerlegungen von a in Prim-
faktoren. Wir beweisen durch Induktion iiber max(k,¢), dass sie bis auf die
Reihenfolge gleich sind. Weil p; das Produkt g1 -¢> - ... - gy teilt, gibt es
nach Satz 35 eine Zahl j € {1,...,¢} so, dass p; = ¢g;. Weil Z ein Inte-
grititsbereich ist, folgt

prmk= ] @
1<i<hit]

und die Behauptung folgt aus der Induktionsannahme.

Die Berechnung der Primfaktoren einer Zahl ist sehr aufwindig. Re-
chenverfahren, in denen Zahlen in Primfaktoren zerlegt werden miissen,
sollten nach Moglichkeit vermieden werden.

Satz 37 : Es gibt unendlich viele positive Primzahlen.

Beweis: Wenn es nur endlich viele positive Primzahlen gidbe, dann wire
ihr Produkt ¢ eine ganze Zahl und g+ 1 wire groBer als jede Primzahl.
Insbesondere wire g+ 1 keine Primzahl. Nach Satz 36 gibt es eine Primzahl
p, die g+ 1 teilt. Da p auch ¢ teilt, wiirde p dann auch 1 teilen, Widerspruch.

Satz 38 : (Berechnung von ggT und kgV zweier Zahlen, deren Primfakto-
ren bekannt sind).

Es seien p1,..., p, paarweise verschiedene positive Primzahlen und
€ly---sen, f1,-.., fn natiirliche Zahlen. Dann ist

gsT([1re T1pf) =TT o "
i=1 i=1 i=1
und

n n n
kgv(le?i7 Hpii) _ Hp;nax(enfz) ‘
i=1 =1 i=1

Beweis: Es sei g := [, Tln(ei"ﬁ) . Es ist klar, dass g die Zahlen a :=
[T, piund b :=TJ", p{" teilt. Da nach Satz 36 die Zerlegung dieser zwei
Zahlen in Primfaktoren eindeutig ist, kann ihr groter gemeinsamer Teiler
keine anderen Primfaktoren als pq,..., p, enthalten. Aus demselben Grund
darf p; in ggT (a,b) nur min(e;, f;)-mal auftreten. Daher ist g = gg7 (a,b).

Die Behauptung fiir kgV (a,b) folgt nun aus Satz 30.
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$8. Restklassen

Definition 39: Es sei n eine ganze Zahl mit n > 1. Fiir a € Z heifit die
Menge
a={a+z-n|zcZ}
Restklasse von a modulo n. Die Menge
{alac Z}=1{0,1,....n—1}
wird mit
Z, oder Z/nZ

bezeichnet (Sprechweise: Z modulo n). Zwei ganze Zahlen a und b sind
zueinander kongruent modulo n (Schreibweise: a =b mod (n) ), wenn sie
in derselben Restklasse modulo 7 liegen, das heif3t: ihre Reste nach Division
durch 7 sind gleich.

Satz 40: Es seien n eine ganze Zahl mit n > 1 und a,b ganze Zahlen. Die
Restklassen @ und b modulo n sind genau dann gleich, wenn b — a ein Viel-
faches von n ist.

Beweis: Ubung.

Wir wollen auf Z, Rechenoperationen so definieren, dass Z, ein kom-
mutativer Ring wird.

Satz 41: Es sei n eine ganze Zahl mit n > 1. Die Funktionen

+ iy X Ly — Ty, (@b)—a+b:=a+b
und
g X L — Ty, (@,b)—> a-b:=ab

sind wohldefiniert. Mit diesen Rechenoperationen ist 7, ein (endlicher)
kommutativer Ring (mit n Elementen). Er hei/)’t_Restklassenring Zy. Das
Nullelement bzw. Einselement von 7., ist 0 bzw. 1.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass + und - wohldefiniert sind.
Es seien a,c,b,d € 7 so, dass a = ¢ und b = d ist. Dann sind a — ¢ und
b —d Vielfache von n. Wegen

(a+b)—(c+d)=(a—c)+(b—4d)
ista+b =c+d. Wegen
ab—cd=a(b—d)+ (a—c)d
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ist ab — cd ein Vielfaches von n, also ab = cd.
Nun kann leicht nachgepriift werden, dass + und - die Rechenregeln eines
kommutativen Ringes erfiillen.

Beispiel 42 : Die Wohldefiniertheit von + und - in Z, bedeutet: aus
a=c mod(n), b=d mod (n)
folgt
a+b=c+d mod(n) und a-b=c-d mod (n).
Am Computer konnen die Elemente von Z, durch die Zahlen
0,1,....n—1

dargestellt werden. Dann wird fiir 0 < a,b < n die Summe @+ b bzw. das
Produkt @- b durch den Rest von a + b bzw. a - b nach Division durch n
dargestellt.
Eine andere Moglichkeit zur Darstellung der Restklassen modulo 7 ist die
durch die Zahlen

n n n—1

21+ 1 [,
wobei [5] die groBte ganze Zahl bezeichnet, die kleiner oder gleich 7 ist.

In der Programmiersprache C bedeutet das Rechnen im Datentyp unsi-

gned int das Rechnen im Restklassenring Z, mit n = 232, Als Summe von
232 — 1 und 1 wird daher 0 ausgegeben.

Satz43: Es seiena € N und ay,a,_1,...,ay die Dezimalziffern von a. Die
Zahl 9 bzw. 11 teilt a genau dann, wenn 9 bzw. 11 die Ziffernsumme bzw.
alternierende Ziffernsumme

n

Xn: a; bzw. Z(—l)iai
i=0

i=0

von a teilt.

Beweis: Die Zahl 9 bzw. 11 teilta=Y" a; 10! genau dann, wenn die Rest-
klasse

n n .
a=Yy a100=Y 10
i=0 =0
gleich 0 ist. Die Restklasse von 10 modulo 9 bzw. 11 ist 1 bzw. —1. Da-
her ist die Restklasse von @ modulo 9 bzw. 11 gleich der Restklasse der
Ziffernsumme bzw. alternierenden Ziffernsumme von a.
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Dieser Satz wurde friiher zum Uberpriifen der Richtigkeit (bis auf Viel-
fache von 9 bzw. 11) von Rechnungen mit ganzen Zahlen verwendet (,,Neu-
nerprobe’ bzw. ,,Elferprobe’).

Definition 44 : Ein Element r eines kommutativen Ringes R mit Einsele-
ment 1 ist invertierbar, wenn es ein Element s € R mit

sr=1

gibt. Das Element s heiit dann zu r inverses Element und wird mit !
bezeichnet.

Satz 45: Seien R ein kommutativer Ring und r € R. Dann gibt es in R
hochstens ein zu r inverses Element.

Beweis: Es seien s, € R mit rs = 1 = rt. Dann ist

t=t-1=t-(r-s)=(t-r)-s=1-s=s.

Satz 46 : Es seien a # 0 und n > 2 ganze Zahlen.

(1) Die Restklasse a € Z,, ist genau dann invertierbar, wenn
ggT (a,n) = 1 ist. In diesem Fall wird a~' wie folgt berechnet:
— Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus Zah-
lenu,v € 7 so, dassu-a+v-n=11ist.
- Dannista ' =i
(2) Z,, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis:

(1) Wenn ggT (a,n) =1und u-a+v-n=1ist, dann ist
l=ia-a+v-i=a-a.
Wenn a invertierbar ist, dann gibt es eine ganze Zahl b so, dass n die
Zahl 1 —a- b teilt. Daher teilt ggT (a,n) sowohl a als auch 1 —a- b,

also muss gg7T (a,n) gleich 1 sein.
(2) folgt aus (1).

Ist p eine Primzahl, dann ist Z, ein Korper, also kann mit den Rest-
klassen in Z, wie mit rationalen oder reellen Zahlen gerechnet werden.
Insbesondere konnen Systeme linearer Gleichungen mit Gauf3- Elimination
gelost werden.

Fiir eine positive ganze Zahl n ist Z), (die Menge aller n-Tupel in Zp)
ein n-dimensionaler Vektorraum tliber dem Korper Z . Dieser Vektorraum
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enthilt p” Elemente. Ein Unterrvektorraum dieses Vektorraums heil3t linea-
rer Code. Wird eine Nachricht als n-Tupel in Z, dargestellt und wurde ver-
einbart, dass dieses Element eines linearen Codes C < ZZ ist, dann kann

ein Empfinger iiberpriifen, ob die Nachricht bei der Ubertragung verindert
wurde: er priift nach, ob das erhaltene n-Tupel ein Element von C ist. Wenn
nicht, wurde die Nachricht verindert.

Definition 47 : Fiir natiirliche Zahlen k und n mit 0 < k < n sei

(+) = e

der Binomialkoeffizient n tiber k. Dabei ist 0! := 1.
Satz48: FiirO<k<nist

@ " (k-nm) - (Zi) |

JPascal-Dreieck*:

1 n
1 1 n=
1 2 1 n=2
1 3 3 1 n=
1 4 6 4 1 n=4

Beweis:
n! n!

=0 (= k1)

nl(k+1)+nl(n—k)
(n—(k+ 1) (k+1)!
B (n+1)!

C(n—(k+ 1) (k+1)!

Satz 49 : Sind a,b Elemente eines kommutativen Ringes (zum Beispiel gan-
ze Zahlen) und ist n eine natiirliche Zahl, dann ist

(a+b)" = Z (Z) dbk .

k=0

Beweis: Induktion iiber n und Satz 48.
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Satz 50: Es seien a,b € 7 und p eine positive Primzahl.
(1) In Z, ist
(@a+b)P =a’+br.

(2) (,Kleiner Satz von Fermat“) Es ist al = a € 7.
Wenn a # 0 ist, dann ist

a’'=1 und a’*=a'.

Insbesondere: Fiir alle ganzen Zahlen a ist der Rest von a’ nach
Division durch p derselbe wie der von a.

Beweis: (1) Fiir 1 < k < p wird der Binomialkoeffizient

A, (p—1)!
k k!(p—k)!
von p geteilt. Daher ist

= ‘p_p P\ kip—k _ -p | 7p
(a+b) —Z(k)ab =al +b".
k=0

(2) Die Aussage @’ = a beweisen wir durch Induktion iiber a (0.E.d.A.
ista > 0):
Fiir @ = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei a > 0. Nach Induktionsannahme ist dann

@ =((a-)+1)=@-1)+1"=a—1+1=a.

Beispiel 51: Es seien p eine Primzahl, a eine ganze Zahl, die nicht von p
geteilt wird und e eine ,,grofle natiirliche Zahl. Mit Satz 50 kann der Rest
von a® nach Division durch p ,,schnell“ berechnet werden. Dividiere dazu e
mit Rest durch p — 1:

e=m-(p—1)+r.
Dann ist
=@ Ya=aciz,.

Sei zum Beispiel p = 13, a =7 und e = 10000.
Dann ist 10000 = 83312+ 4, also

710000 — (712)833 T T _19° - "3 _9§¢ Z13 .

Daher ist der gesuchte Rest gleich 9.
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§9. Das RSA-Verfahren

Das 1978 von R. Rivest, A. Shamir und L. Adleman entwickelte RSA-
Verfahren ermoglicht es, dass der Schliissel zum Verschliisseln von Nach-
richten Offentlich bekanntgegeben, die verschliisselte Nachricht aber trotz-
dem nur vom beabsichtigten Empfianger entschliisselt werden kann. Wie
funktioniert das?

e Der Empfénger gibt zwei sehr grof3e natiirliche Zahlen n und e 6ffent-
lich bekannt.

e Der Sender will dem Empfinger eine natiirliche Zahl a, die kleiner
als n ist, verschliisselt mitteilen.

e Dazu berechnet er den Rest b von a° nach Division durch n.

e Der Empfianger erhilt die Zahl b und macht fast dasselbe wie der
Sender: er potenziert und berechnet dann den Rest nach Division
durch n. Der Exponent der Potenz ist aber nicht e, sondern eine geeig-
nete andere natiirliche Zahl d. So erhilt er die urspriingliche Nach-
richt a.

Das Zahlenpaar (e,n) heiBt Chiffrierschliissel und wird 6ffentlich be-
kannt gegeben. Das Paar (d,n) heit Dechiffrierschliissel, die Zahl d ist nur
dem Empfinger bekannt.

Die Zahlen e, n und d werden vom Empfinger so gewihlt bzw. berech-
net:

e Der Empfinger wihlt zwei sehr grofle, verschiedene Primzahlen p
und ¢ und berechnet die Produkte n:=p-gundm:= (p—1)-(¢g—1).
e Dann wihlt er e so, dass

ggT (e,m) =1
ist.
e SchlieBlich berechnet er ganze Zahlen ¢ und d so, dass
m-c+e-d=1
ist.
Wir werden im Satz 52 zeigen, dass fiir alle natiirlichen Zahlen a, die
kleiner als n sind, der Rest von

(ae)d _ aed _ alfm-c —a- (am)*c —a- (a(P*I)'(‘I*I))*C

nach Division durch n = p - g gleich a ist.

Die Zahl n ist bekannt. Warum kann nicht jede/r ihre Primfaktoren p und
q berechnen (und dann wie oben auch die Zahl d berechnen und die Nach-
richt entschliisseln)? Die Berechnung der Primfaktoren ist auch fiir sehr
grof3e Zahlen theoretisch immer moglich, praktisch aber auch von den leis-
tungsfihigsten Computern nicht in verniinftiger Zeit durchfiihrbar. Der von
1991 bis 2007 laufende Wettbewerb RSA Factoring Challenge bot Preisgel-
der (bis zu 200.000 USD) fiir die Berechnung der Primfaktoren von spezi-
ellen natiirlichen Zahlen mit 100 bis 617 Dezimalstellen. Von diesen soge-
nannten RSA-Zahlen konnten bisher nur die Primfaktoren der Zahlen mit
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hochstens 232 Dezimalstellen berechnet werden. Die Berechnung fiir die
Zahl RSA-768 mit 768 Binir- bzw. 232 Dezimalziffern gelang unter Ver-
wendung von mehreren hundert Computern in rund zweieinhalb Jahren. Die
Primfaktoren der Zahl RSA-1024
135066410865995223349603216278805969938881475605667027524485
143851526510604859533833940287150571909441798207282164471551
373680419703964191743046496589274256239341020864383202110372
958725762358509643110564073501508187510676594629205563685529
475213500852879416377328533906109750544334999811150056977236
890927563

mit 1024 Binirziffern bzw. 309 Dezimalziffern konnen mit heutigen Me-
thoden nicht in diesem Jahrhundert berechnet werden.

Satz 52: Es seien p,q,d,e,m wie oben. Fiir alle natiirlichen Zahlen a, die
kleiner als n sind, ist der Rest von

(ae)d _ ae-d _ alfm-c —a- (am>fc —a- (a(pfl)-(qfl))fc

nach Division durchn = p - q gleich a .

Beweis: In Z, ist

C—le~d _ c—ll—(p—l)(q—l)f _
a-(@P <l =g  wenna#0ist )
= =1€z, =a
a-a P Ve-De=0  wenna=0ist
und analog in Z
de-d _ dlf(pfl)(qfl)-c _
a-(@ 7)== =g  wenna+0ist ]
= =l€Zy =da.
a-aP-Da-Dec—-0  wenna=0ist

Dies bedeutet, dass a®? — a sowohl von p als auch von ¢ geteilt wird.

Es gibt also ganze Zahlen s,¢ mit

s-p=t-g=a"%—a.

Weil p und g verschieden sind und die Primzahl p das Produkt 7 - g teilt,
muss p ein Teiler von ¢ sein (Lemma von Euklid). Somit ist
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e-d

fiir eine ganze Zahl u . Also teilt n die Zahl 7 - ¢ = a®“ —a und

al=ain Z,.



KAPITEL 2

Polynomfunktionen und Polynome in einer Variablen

§1. Polynomfunktionen

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring (zum Beispiel
Z,7n,Q,R,..).

Definition 53: Seien n € N und ag,a,...,a, € R. Dann ist die Funktion

n
fiR—=R,z—ay+ajz+az + - +a " = ZaiZ',
=0

1=

eine Polynomfunktion von R nach R. Die Elemente ay, . . ., a, heilen Koeffi-
zienten von f. Fiir i € N heif3t die Polynomfunktion R — R,z +— 7', die i-te
Potenzfunktion.

Mit Polynomfunktionen sind mehrere grundlegende Aufgaben verbun-
den:

e Auswerten einer Polynomfunktion f mit Koeffizienten ay,...,a, in
einem Element » von R: Berechne das Bild

flr)= Z a;r’
i=0

von r unter der Polynomfunktion f. Es ist klar, dass dieses Element
von R immer durch Ausfiihren von Additionen und Multiplikationen
in R berechnet werden kann. Darin liegt die ,;rechnerische Bedeu-
tung“ der Polynomfunktionen.

e [nterpolation durch eine Polynomfunktion: Gegeben sind eine end-
liche Teilmenge E von R und eine Funktion g : E — R. Gesucht
ist eine Polynomfunktion von R nach R, deren Einschriankung auf E
gleich g ist (siehe §5).

o Uberpriife die Gleichheit von zwei Polynomfunktionen: Zwei Po-
lynomfunktionen seien durch ihre Koeffizienten gegeben. Wie kann
man feststellen, ob diese zwei Funktionen gleich sind? Die Antwort
ist nicht so leicht: zum Beispiel sind die Polynomfunktionen

fiZy— Ty, z2—zundg: Zo— Zn , 72— 22,

gleich (siehe §4).
27
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e Berechnen der Nullstellen einer Polynomfunktion f: Finde alle Ele-
mente r € R mit der Eigenschaft, dass f(r) = 0 ist. Einfacher zu be-
antwortende Fragen sind: Gibt es solche Elemente? Wenn ja, wievie-
le? (Siehe §4 und §9).

Satz 54: Es seien r € R und f eine Polynomfunktion mit Koeffizienten
ap, - .. ,a, € R. Mit dem folgenden Verfahren kann f(r) mit hochstens n Ad-
ditionen und hochstens n Multiplikationen in R berechnet werden:

o Setzei:=nundw:= a,.

e Solange i # 0 ist, ersetze i durch i — 1 und dann w durch w-r + a;.

o Wenn i =0 ist, dann ist f(r) = w.

Beweis:

n
Zair’ =(...((apr+ap—1)r+ay2)r+...+ay)r+aop .
i=0

§2. Moduln und Algebren

In diesem Abschnitt sei R ein Ring mit Einselement 1 (zum Beispiel
Za ZVH Q7 Rv Rnxn?"')'

Definition 55: Es seien M eine Menge und

+:MxM—M, (a,b)—a+b, -:RxM—M, (rnb)—r-b,
Funktionen. Das Tripel (M, +,-) ist ein Modul iiber R oder R-Modul, wenn
die folgenden 3 Bedingungen erfiillt sind:

(1) (M,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) Fiir alle r,s € R und fiir alle a,b € M ist r- (a+b) = (r-a) + (r-b)
und (r+s)-a=(r-a)+(s-a) .

(3) Firalle r,s € Rund firallea € Mist (rs)-a=r-(s-a)und 1 -a = a.
Ist (M,+,-) ein Modul, dann heiBen die Funktionen + ,,Addition“ und -
,Skalarmultiplikation®. Statt (M, +, -) wird oft nur M geschrieben. Das neu-
trale Element von (M, +) wird mit Oys oder O bezeichnet.

Beispiel 56 : Wenn R ein Korper ist, dann stimmen die Begriffe R-Modul
und R-Vektorraum tiiberein.

Beispiel 57: Es sei 0 # n € N. Dann ist R” mit

+:R"XR"—=R", ((a1,...,an),(b1,...,by)) — (a1 +Dby,...,an+by)
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und

:RXR"—=R", (r(ay,...,ap)) — (ray,...,ray)
ein R-Modul.

Beispiel 58 : R"*! mit der Addition von Spalten und
R x R 5 R (A x) — A-x
ist ein R™*"-Modul.

Definition 59: Es sei A ein Ring und ein R-Modul. Dann ist A eine R-
Algebra, wenn fiir alle r € Rund alle a,b € A

r-(ab) =a(r-b) = (r-a)b

ist. Eine Algebra ist kommutativ, wenn sie als Ring kommutativ ist.

Beispiel 60: R ist eine Q-Algebra (und auch R-Algebra), C ist eine R-
Algebra, Z, ist eine Z-Algebra.

Beispiel 61 : Die Menge R"*" aller n x n-Matrizen mit Koeffizienten in ei-
nem kommutativen Ring R ist mit Addition, Skalarmultiplikation und Mul-
tiplikation von Matrizen eine R-Algebra. Diese ist nur dann kommutativ,
wenn n = 1 ist.

Beispiel 62 : Jeder Ring R kann als Modul iiber R aufgefasst werden, da-
bei ist die Skalarmultiplikation die Multiplikation in R. Jeder kommutative
Ring R ist eine R-Algebra.

Satz 63 : Es seien X eine Menge, R ein kommutativer Ring und
A :=F(X,R) die Menge aller Funktionen von X nach R. Fiir f,g € A, x € X
und r € R sei
(f8)(x) = f(x)g(x) , (f+8)(x) := f(x)+g(x) und (r- f)(x) := r(f(x)) .
Mit den Rechenoperationen
AXA—A, (fg)—f+g,
AXA—>A7 (f;g)'—>fg7
RxA—A, (rhg)—r-g,

(punktweise Addition, Multiplikation, Skalarmultiplikation) ist A eine kom-
mutative R-Algebra.

Beweis: Ubung.
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Definition 64 :

(1) Es seien M ein R-Modul und N eine nicht-leere Teilmenge von M.
Dann ist N ein Untermodul von M, wenn fiir alle a,b € N und alle
r € R auch

a+b und r-a

in N enthalten sind.

(2) Es sei S eine nicht-leere Teilmenge von R. Dann ist S ein Unterring
von R, wenn 1 € S ist und fiir alle a,b € S auch die Elemente

a+b,ab und —a

in S enthalten sind.

(3) Es seien A eine R-Algebra und B eine nicht-leere Teilmenge von A.
Dann ist B eine Unteralgebra von A, wenn 1 € B ist und fiir alle
a,b € B, r € R auch die Elemente

a+b,ab und r-a

in B enthalten sind.

Ein Unterring bzw. Untermodul bzw. eine Unteralgebra ist mit den auf diese
Teilmenge eingeschrinkten Rechenoperationen selbst ein Ring bzw. Modul
bzw. eine Algebra.

Beispiel 65 : Die Menge {a(1,2)+b(—3,4) | a,b € Z} istein Z-Untermodul
von Z2.

Beispiel 66: Die Menge C'(R) := {f: R — R | f differenzierbar} ist
eine R-Unteralgebra von F(R, R) (siehe Analysis 1).

Satz 67 : Die Menge der Polynomfunktionen von einem kommutativen Ring
R nach R ist eine R-Unteralgebra der Algebra F(R, R) aller Funktionen von
R nach R.

Beweis: Seien f und g Polynomfunktionen und ay,...,a, bzw. '
bo, . ..,b, ihre Koeffizienten. Fiir alle z € R ist dann f(z) = Y./ ;a;z’ und
8(z) =YL bz’ . Daher ist fiir alle z € R

(F-8)(2) = F(2)g(a) = (faizl) (f bjzf)
i=0 j=0
_ i i aib;2 T = "f" < 3 aibk—i> *.
0

i=0 j=0 k=0 \i=
also f - g eine Polynomfunktion. Die anderen Eigenschaften einer Unteral-
gebra sind leicht nachzupriifen.



31 2. POLYNOME IN EINER VARIABLEN

Definition 68 : Es seien M ein Modul iiber R und (v;);es eine Familie von
Elementen in M, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

Eine Familie (r;);c; von Elementen in R heiit Koeffizienten-Familie, wenn
r; # 0 fiir nur endlich viele i € [ ist.

Ein Element a € M heif3t eine Linearkombination von (v;);c;, wenn es eine
Koeffizienten-Familie (r;);; gibt, sodass

a = Zr,-vi
icl
ist. Dabei ist im Fall einer unendlichen Indexmenge / die obige Summe als
die endliche Summe iiber alle Indizes i € I mit r; # 0 zu verstehen.

Satz 69 : Es seien M ein Modul iiber R und (v;)icr eine Familie in M. Dann
ist die Menge aller Linearkombinationen von (v;)c; der kleinste Untermo-
dul von M, der alle Elemente v;, i € I, enthdlt. Er heifst der von v;, i € I,
erzeugte Untermodul von M und wird mit

r(vili€l) oder ZRV,‘

icl

bezeichnet.
Beweis: Ubung.

Beispiel 70: Jede Polynomfunktion ist eine Linearkombination von Po-
tenzfunktionen. Der von der Familie aller Potenzfunktionen erzeugte Un-
termodul von F(R, R) ist der R-Modul aller Polynomfunktionen von R nach
R.

Beispiel 71: Sind ay,...,a, von Null verschiedene ganze Zahlen, dann ist

zla,...,an) = 7(ggT (ai,...,an))

(Beweis mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus).

Definition 72 : Sei M ein Modul iiber R. Eine Familie (v;);cs in M heilt ein
Erzeugendensystem von M, wenn

R<V,’ | i€ I) =M
ist.

Definition 73: Seien M ein Modul iiber R und (v;);cs eine Familie in M.
Dann heiBt (v;);e; linear unabhdingig, wenn fiir jede Koeffizienten-Familie
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(ri)icr aus
Z riv;i = 0
icl

auch

ri=0 firalleiel

folgt. Andernfalls heiBt (v;);cs linear abhiingig.

Definition 74 : Sei M ein Modul iiber R. Ein linear unabhéngiges Erzeu-
gendensystem von M heilit eine Basis von M. Ein Modul heif3t frei, wenn er
eine Basis hat.

Beispiel 75: Aus der Linearen Algebra ist bekannt: Wenn R ein Korper ist,
ist jeder R-Modul frei.

Der R-Modul R" ist frei. Die Familie (e;);<;<,, wobei e; das n-Tupel mit 1
in der i-ten und O in den anderen Komponenten ist, ist eine Basis von R"
und heiBt Standardbasis.

Viele Definitionen und Sitze konnen direkt von Vektorrdumen auf Mo-
duln verallgemeinert werden. Ein wesentlicher Unterschied besteht aber
darin, dass nicht alle Moduln frei sind. Zum Beispiel: Z, mit 4+ und

27X Loy — Ty, (a,b) — ab ,

ist ein Z-Modul. Fiir jedes Element 5 in Z, istn-b=n-b =0, also gibt es
in Z, keine linear unabhéngigen Familien.

§3. Polynome

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring (zum Beispiel
2,7, Q,F(R,R),...).

Definition 76 : Eine Folge (7;);c in R ist eine endliche Folge, wenn es nur
endlich viele Indizes i mit r; # 0 gibt.

Durch jede endliche Folge wird eine Polynomfunktion definiert. Im
Computer wird man daher diese Funktionen durch endliche Folgen darstel-
len. Allerdings konnen verschiedene endliche Folgen dieselbe Polynom-
funktion definieren. Um den dar