
Chapitr e VI

MéthodesIt ératives– EquationsNon
Lin éaires

Enpratique,onestsouventconfront́eà la résolutiond’un syst̀emed’équationsnonlinéaires.C’est-
à-direpourunefonction

����� ���	� � �
�
donńee,on chercheunpoint �
� � �
� tel que��� ��������� (0.1)

En géńeral, il n’y a pasd’algorithmefini pour trouver unesolution. On estdoncobligé d’utiliser
desméthodesitératives.

Sanshypoth̀esessuppĺementaires,on ne sait rien sur l’existenced’une solutionde (0.1). Par
exemple,pour

��� ��������� il n’y a pasdesolution,pour
��� ���������! �� il y ena uneinfinité. Mais,

le théor̀emed’inversion locale nousfournit un résultatsur l’unicit é locale: si
���#" �$�%� et si la

matricejacobienne
�'&(�)" � estinversible,il existeun voisinage* de

"
et un voisinage+ de � tels

que
�,� * � + soit bijective. Ceciimpliqueque

"
estla seulesolutionde(0.1)dansle voisinage* de

"
.
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VI.1 Méthodedesapproximationssuccessives

On consid̀erele probl̀emedu calcul d’un point fixe de l’application - �.� ���/� � �0�
; c.-à-d.,on

cherche�
� � �
� tel que �1�2- � ���3� (1.1)

Lesprobl̀emes(0.1)et(1.1)sontéquivalentset il y abeaucoupdepossibilit́espourécrire(0.1)sous
la forme(1.1). Par exemple,on peutdéfinir - comme- � ���4�5�76 ��� ��� ou - � ���4�8�96;: ��� ���
(ici : estsoit un nombrenon-nul,soit unematricebienchoisie).

Pourrésoudre(1.1), on sedonneuneapproximationinitiale ��< (arbitraire)et on consid̀erela
méthodeitérative �>=@?BAC�2- � �>=D��� (1.2)
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Si la suite EF�>=DG converge,disonsvers
" � � � � , et si la fonction - � ��� estcontinueen

"
, la limite

"
estunesolutionde(1.1). Maisquepeut-ondire surl’erreur?

Théorème1.1 Si - � ��� est H foiscontinûmentdifférentiableetsi
" � � � � estunesolutionde(1.1),

l’erreur ��=4�I�>=
6 " satisfait

��=J?BA��2- & �#" ����=�KML �3N ��= NPO �3� (1.3)

Démonstration. Comme
" �;- �)" � , onobtient

��=J?BA��Q�>=J?BA�6 " ��- � �>=D��6M- �#" ����- & �)" ����=.KIL ��N ��= N O ���
On peuttirer plusieursconclusionsdela formule(1.3):R si - &S�#" � poss̀edeunevaleurpropre TUA satisfaisant VWTUAJVYX Z , la composantede ��= dansla

directionduvecteurpropre[\A va êtreagrandie– l’it érationneconvergepasvers
"
.R si touteslesvaleurspropresde - & �)" � satisfont V]T_^3Va`bZ , on peutchoisirunenormedans

� � �
telle quepour la normematriciellecorrespondante

N - & �#" � N `cZ . Ceci et (1.3) impliquent
que,pour

N ��= N suffisammentpetit, on a
N ��=J?BA Nedgf
N ��= N où

f
estun nombreentre

N - & �)" � N
et Z . L’erreur ��= convergedoncverszéro.

Exemple. Pourrésoudrenumériquementh & � �i� hU� , on peutappliquerla méthoded’Euler im-
plicite h�A��Qhj<�KMk ��� h�AS� (1.4)

qui définit implicitementl’approximationh�A dela solutionapr̀esunpasdelongueurk . L’ équation
(1.4)estdéjà sousla forme(1.1)avec - � �����Qhj<CKMk ��� ��� . Si k estsuffisammentpetit, lesvaleurs
propresde - &(� hBAP�C�2k �'&S� h�AP� sontpetiteset l’it ération(1.2)converge.

Crit ère pour arr êter l’it ération. En pratique,on s’intéressèa uneapproximation�>= qui satis-
fasse

N �>=�6 "UNld tol. Unepossibilit́e estd’accepter�>= commeapproximationdela solutiondès
que

N �>=
6m�>=@nBA N.d tol.
Le critèrequi vasuivreestbaśesurl’hypothèseque - soit unecontractionetqueN �>=
6m�>=JnBA N
d8f
N �>=@nBA�6o�>=@n O N avec

f `gZF�
En appliquantl’in égalit́edu triangleà l’identité

�>=
6 " � � �>=.6m�>=J?BA��pK � �>=J?BAp6o�>=J? O �pKI�@�@�
(encasdeconvergence),on obtient

N �>=
6 "UN
d f
Zi6 f N �>=
6m�>=JnBA N � (1.5)

Le facteurdecontractivité peutêtreestiḿeparf =4� N �>=
6o�>=JnBA NFq�N �>=JnBAp6m�>=@n O NFr sut H��
L’id éeestd’arrêterl’it érationquand f =Z�6 f = N �>=
6m�>=@nBA Nvd tol (1.6)

et d’accepter�>= commeapproximationdela solution.
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FIG. VI.1: Convergencedesitérations(1.7)

Exemples. Pourlesdeuxitérations

�>=J?BAhj=J?BA � ZZ KQ���xw hj=6o�P�y ��>= r �>=@?BAh�=J?BA � � 6z�j�{ZH � �>=hj= (1.7)

la normeeuclidiennede l’erreur de
� �>= r hj=|� est dessińee dansla figure VI.1 (à gauchepour la

premìereitérationet àdroitepourla deuxìeme).Onpeutbienobserver la convergencelinéaire.Le
rayonspectralde - &(�)" � vaut }�~5���)Z��j� et }7~8���x�j�j� respectivement.C’est la raisonpourlaquelle
la premìereitérationconvergeplusrapidementquela seconde.Le dessiǹadroitemontreaussique
la convergencen’estpasnécessairementmonotone(pourla norme

N��UN O ). Donc,le coefficient
f =

de(1.6)peutêtreplusgrandque Z mêmesi l’it érationconverge.

VI.2 Méthodesit érativespour syst̀emeslin éaires

Pourla résolutiondessyst̀emeslinéaires �
�,�2� r (2.1)

il y adessituationsoù lesméthodesitérativessonttrèsutiles.Parexemple,si la matrice

�
poss̀ede

unetrèsgrandedimensionet si beaucoupd’élémentsde

�
sontnuls(matricecreuse),cequi estle

caspourlesdiscŕetisationsdeséquationsauxdérivéespartielles.
Pourseramener̀a un probl̀emede point fixe, on consid̀ereunedécomposition

�
��� 62�

(“splitting”) et on définit l’it ération

�Q�>=J?BA��8�u�>=
KI� r
�
�2� 6���� (2.2)

Le choix de la décomposition

�
��� 6�� est importantpour la performancede la méthode.

D’une part, � doit êtrechoisietelle quele syst̀eme(2.2)soit beaucoupplusfacileà résoudreque
le syst̀eme(2.1). D’autrepart,lesvaleurspropresdela matrice � nBA � doiventsatisfaire VWT�^�V�`bZ
pourquel’it ération(2.2)converge.

Il y abeaucoupdepossibilit́esdedéfinir la décomposition

�
�2� 6M� . Si l’on dénote

� �
�" O A . . .
...

. . . . . ." � A �@�@� " ��� � nBA �
r *��

� " A O �F�@� " A �
. . . . . .

...
. . .

" � nBA � ��
et �����\�y��� �)" A�A r �@�@� r@" �F� � (afin que

�
� � KM�8KM* ) lesitérationslesplusconnuessont:R Jacobi: � �2� , ���26 � 6�* ;R Gauss-Seidel: � �8�8K � , ���86z* .
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Pourcesdeuxméthodes,la matrice � estchoisiede manìereà cequele syst̀eme(2.2) soit très
facile à résoudre.Un avantagede la méthodede Gauss-Seidelest le fait quepour le calcul de
la composante� =J?BA^ du vecteur�>=J?BA on n’a besoinquedescomposantes� =^�?BA r �@�@� r � =� du vecteur�>= . Alors, on peututiliser la mêmevariablepour � =@?BA^ quepour � =^ . Une itérationdevient donc
simplement:

for ����Z r �F�@� r���>^�� � �S^�6 ^�nBA��� A " ^ � � � 6 ��3� ^�?BA " ^ � � � � qj" ^�^ .
UnemodificationintéressantedecetalgorithmeestlaméthodeSOR(“successiveover-relaxation”):

�>=J?BAC� � Z�6o�.�)�>=YKm� �� �1���i6 � �>=J?BAp6�*��>= (2.3)

où � estun param̀etredonńe (pour ����Z , SORseréduit à Gauss-Seidel).Elle estaussisimpleà
programmerquela préćedente.

Lesrésultatssuivantsdémontrentla convergencedansquelquessituationsparticulìeres.

Théorème2.1 Si la matrice

�
est“dia gonaledominante”,c.-à-d.

V " ^�^3VjX ���� ^ V
" ^ � V pour ����Z r �F�@� r���r (2.4)

alors l’it érationdeJacobiconverge.

Démonstration. Pourla méthodedeJacobi,on a � nBA � � 6z� nBA � � K�*¡� . La condition(2.4)
impliqueque

N � nBA � N@¢ `£Z (voir la formule(4.5)du chapitreIV).

Pourétudierla convergencede la méthodeSOR(enparticulierpourGauss-Seidel),on l’ écrit
sousla formeéquivalente � �8K¤� � �#�>=J?BA�� ��� Z�6o�.�3�86m�v*¡�)�>=
K¤�v�
ou encore�>=J?BA��2¥ � �.�)�>=0K¤� � �2Ko� � � nBA � avec

¥ � �.��� � �8Km� � � nBA ��� ZC6¤�.�3�56m�v*¡�3� (2.5)

Théorème2.2 Si

�
estsyḿetriqueet définiepositiveet si �M� � � r H�� , l’it érationSOR,définiepar

(2.3),converge.

Démonstration. Il fautdémontrerquetouteslesvaleurspropresde ¥ � �.� satisfontVWT¦V�`gZ . SoientT unevaleurpropreet �¨§��� le vecteurproprecorrespondant:�P� Z�6m�.�3�56m�v*¡�#�1�8T � �2K¤� � �#�©� (2.6)

Comme
� Z�6o�.���86o�v*;�8�56m�

�
K¤� � , la formule(2.6)devient

�
�
�,� � Z�6MT>� � �8Km� � �#�©� (2.7)

En multipliant (2.6)et (2.7)avec �«ª , onobtientpour
f1� �I�«ª � �5K¤� � �)� (observerque *�� ��¬ )

T f K f � � Hv6o�.�)� ª �­�
X�� r � ZC6IT>� f �I��� ª
�
�,� �j® X���� (2.8)

On endéduit

�­`�T f K f � ® TZC6IT K ZZ�6 T � ®,� Z�6¯VWT¦V OVyZ�6MT¦V O r
cequi implique VWT¦V�`gZ .
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Pour quelquesmatrices,on connâıt la valeurde � qui minimise le rayonspectralde ¥ � �.�
et,parconśequent,qui acćelèrela convergenceparrapportà l’it érationdeGauss-Seidel.D’autres
méthodesitérativespourdessyst̀emeslinéairessontSSOR(“symmetricsuccessiveover-relaxation”)
et la méthodedugradientconjugúe(avecpréconditionnement).Voir le livredeGolub& VanLoan,
déjàmentionńeauchapitreIV, et leslivresclassiques

L.A. Hageman& D.M. Young(1981):AppliedIterativeMethods. AcademicPress,New York.

R.S.Varga(1962):Matrix IterativeMethods. PrenticeHall, EnglewoodClif fs, New Jersey.

VI.3 MéthodedeNewton

Consid́eronsle probl̀emedela résolutiond’un syst̀emed’équationsnonlinéaires��� ���C��� (3.1)

où la fonction
�¤�¦� � � � � � �

estsuppośeeêtreaumoinsunefois différentiable.Si ��<	� � � � est
uneapproximationdela solutioncherch́ee,on linéarise

��� ��� autourde ��<��� ����~ ��� ��<J�pK � & � ��<J� � �°6o��<F�
etoncalculele zérodecettelinéarisation.Si l’on rép̀etecetteproćedureavecla nouvelleapproxi-
mation,onobtientl’algorithmesuivant:

for
s ��� r Z r H r �F�@�
calculer

��� �>=|� et
�'&�� �>=D��'&�� �>=D�P±²�>=¡�86 ��� �>=D� (syst̀emelinéaireà résoudre)�>=J?BA��Q�>=
KI±¡�>=

end for

Exemple3.1 La méthoded’Euler implicite (voir (1.4)),appliqúeeà l’ équationdifférentielle� & �h , h & ��Z�� � ZY6³� O �#hu6¨� avecpourvaleursinitiales ´���H , µ
�£6z�j�!¶j¶ , nousconduità l’ équation
nonlinéaire �
�·´²KMk � hh¸�·µ	KMk ��� Z�� � Zi6o� O �)h¹6o���3� (3.2)

L’it ération(1.2)neconvergequepour k suffisammentpetit. Parexemple,pour k$�����xw ellediverge
et onestobligéd’utiliser unautrealgorithme.La méthodedeNewton

Z 6­kk � Hj�F�>=�h�=�K8Zº� Z�65Z���k � Zi6o� O= � �>=J?BAp6o�>=hj=J?BAp6oh�= �86 �>=
6¤´z6�k�hj=h�=
6¤µ»6�k � Z�� � Zi6o� O= �#h�=�6o�>=|�
convergesansdifficulté avec k,�����!w si l’on commencel’it érationavec ��<­��´ et hj<²��µ (voir le
tableauVI.1 pourlesvaleursde �>= r h�= et leserreurs,mesuŕeesdansla normeeuclidienne).

TAB. VI.1: Convergencedela méthodedeNewton

s �>= hj= erreur

� Hj�!�j���j�j�j�j���j�j�j�j���j� 6z�j�!¶j¶��j�j�j�j���j�j�j�j���j�j� ¼��xw�Z � Z�� nBAZ Z��!½j¼��j½j½j¾�Zº¾j¼�ZjZ���½j� 6z�j�{Z�¶�wjwjwj½jw�¾jHj½j�j�BZ��j½ w��xwj¾ � Z�� n OH Z��!½j¶��j¾j�jHj��½j��Z�¼�Zº¶jw 6z�j�{Z�w��j¼jHj�j�BZ�½j�j½j��¼j¾jH ���xHj� � Z�� n�¿w Z��!½j¶��j�jHj�jH�wj�j�j�j½�Hj¶ 6z�j�{Z�w��j½jwjHj¼��jw�Z�¶j½BZ��j½ ¶��x¶j¼ � Z�� n�À� Z��!½j¶��j�jHj�jHBZ��j½j¼jw��j� 6z�j�{Z�w��j½jwjHj¶��j¶j¾jHjw�wjHj� ZF�x�j½ � Z�� nBAÂÁ
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Pourétudierla convergencede la méthodedeNewton, consid́eronsun termede plusdansla
sériedeTaylor:

��� ���C� ��� �>=|�pK � & � �>=D� � ��6o�>=D�pK ZH � & & � �>=D� � �°6m�>= r �°6m�>=D�pKIL ��N �¸6m�>= NPÃ �3� (3.3)

Si l’on pose�1� " danscetteformule(avec
"

commesolutionde(3.1))et si l’on soustrait

�­� ��� �>=|�pK � & � �>=D� � �>=J?BA�6m�>=|�
(définitionde �>=J?BA ), on obtientpourl’erreur ��=4�Q�>=
6 " la formule

�²� � & � �>=|� � 6­��=J?BA��©KÅÄÆ � & & � �>=D� � ��= r ��=D�pKML �3N ��= N Ã �3�
On vientdedémontrerle résultatsuivant:

Théorème3.2 Supposonsque
��� ��� soit 3 fois continûmentdifférentiableet que

�_&�� ��� soit in-
versible dansun voisinage de

"
(solution de (3.1)). Alors, pour �>= suffisammentproche de

"
,

l’erreur ��=4�I�>=
6 " dela méthodedeNewtonsatisfait

��=J?BA�� ÄÆ �)� & � �>=|��� nBA � & & � �>=D� � ��= r ��=D�pKML �3N ��= N Ã �3�x� (3.4)

Donc,la convergencedecetteméthodeestquadratique.

Cethéor̀ememontrela convergencelocaledela méthodedeNewton, c.-à-d.,si ��< estproche
d’unesolution

"
de(3.1),la suite EF�>=�G convergevers

"
. Concernantla convergenceglobale, onen

saittrèspeuet on nesaitanalyserseulementquequelquescasdefonctionssimples.L’exemplele
plusconnuest

���)Ç ��� ÇFÃ 62Z ou
�i� � r hU��� � Ã 6MwF�Bh O 68ZwF� O h	6mh Ã (3.5)

(
Ç �Q��Km�{h ) pourlequell’it érationdevient

Ç =@?BAC� Ç =
6 Ç Ã= 68Zw Ç O= � Zw H Ç =�K ZÇ O= � (3.6)

Il estintéressantdedéterminerlesensembles(bassinsd’attraction)� �#" �C��E Ç <4�%ÈÉ V|E Ç =|G convergevers
" G (3.7)

pourlestroissolutionsZ , � 6$ZDÊ4�3Ë wj� q H de
���#Ç �C��� . Un calculparordinateurdonnela figureVI.2.

Les
Ç < du domaineblanc entrâınent une convergencevers

" � Z , ceux du domainegris vers" � � 6$ZÌ67��Ë w�� q H etceuxdudomainenoir vers
" � � 6$ZÍK7�3Ë wj� q H . Onobservequela suite E Ç =�G

neconvergepasnécessairementversla solutionla plusprochede
Ç < .

Calcul numérique de la matrice jacobienne
Enpratique,il arrivesouventquela formeanalytiquedela matrice

�'&(� ��� estinconnue.Danscette
situationon approchelesélémentsÎ � ^ q Îj� � dela matricejacobiennepar

Î � ^Îj� � � �«A r �@�F� r � � ��~
� ^ � �«A r �@�@� r � � KIÏ r �@�@� r � � ��6 � ^ � �«A r �@�@� r � � �Ï � (3.8)
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1−1

FIG. VI.2: Bassinsd’attractionpourl’it ération(3.6)

Mais commentdoit-on choisir le Ï ? Poursimplifier la notation,consid́eronsunefonction à une
variableet notons-lapar Ð � ��� .

Un développementensériedeTaylor montreque

Ð � �$KIÏ|��6oÐ � ���Ï �IÐ & � ���©K ÏH Ð & & � ����KML � Ï O �3� (3.9)

En conśequence,Ï doit êtrepetit pour que l’erreur de la discŕetisationne soit pastrop grande.
D’autrepart,la soustractiondans(3.9)esttrèsmalconditionńee.Uneétudedeserreurs d’arrondi
montrequel’expressionobtenueparuncalculenvirguleflottantevaut

Ð ��� ��KMÏÑ� � ZiKIÒ�AP��� � ZiKMÒ O ��6oÐ � ��� � Z¦KMÒ Ã �Ï
~ Ð � �uKMÏÑ��6oÐ � ���Ï K ZÏ Ð & � �$KMÏÑ� � ��KIÏ|��Ò�ApKmÐ � �$KMÏÑ�3Ò O 6oÐ � ����Ò Ã

où V]Ò(^�V d eps(epsestla précisiondel’ordinateur, voir sectionII.3). L’id éeestdechoisir Ï afinque
lesdeuxerreurssoientdela mêmegrandeur:

ÏH �F�@� ~ ZÏ �@�F� eps� (3.10)

Donc,onprendparexemple

Ïe� Ë eps ou Ï4� eps
� ZiK8V �0V]��� (3.11)
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Modifications de la méthodedeNewton
Si la dimensiondu probl̀eme(3.1) est trèsgrandeet/oul’ évaluationde la matrice

� & � ��� est très
coûteuse,on peutremplacerla définitionde ±¡�>= par� & � ��<@�P±¡�>=²�26 ��� �>=D��� (3.12)

Danscecas,il suffit decalculerunefois pourtoutesla décompositionLR de
�_&�� ��<J� , cequi facilite

grandementla résolutiondessyst̀emeslinéairessuccessifs.Mais on perdla convergencequadra-
tiquecar(3.12)n’estrien d’autrequ’uneitération(1.2)avec - � ���0�Q��6 �)�'&(� ��<@�P� nBA ��� ��� et - &S�)" �
estnonnul engéńeral.

En casdemauvaiseconvergence,on remplacela définitionde �>=J?BA par

�>=J?BA��I�>=�KMT�=D±¡�>= (3.13)

et ondétermineT�= defaçon à ceque
NF��� �>=0KMT�±¡�>=�� N soit minimale.

VI.4 MéthodedeGauss-Newton

Dansceparagraphe,on va s’intéresser̀a dessyst̀emesnonlinéairessurd́etermińes. On consid̀ere
unefonction

�·��� �
�Ó� � �0Ô
où Õ X �

et on chercheunesolutionde
��� ���z��� . Evidemment,

commeon a plusdeconditionsqued’inconnues,ceprobl̀emeneposs̀edeengéńeralpasdesolu-
tion. Onsecontentedoncdetrouverun vecteur�1� � �
� tel queNF��� ��� N O � Ö �! v� (4.1)

Si
��� ��� estdifférentiable,la fonction × � ���$� NF��� ��� N OO estaussidifférentiableet unecondition

nécessairepourque� soit unminimumlocalestd’avoir × & � ���C�;� , c.-à-d.� & � ��� ¬ ��� ���C�2��� (4.2)

Unepossibilit́epourrésoudre(4.1)estd’appliqueruneméthodeitérative,parexemplela méthode
deNewton,ausyst̀eme(4.2).Cecinécessitele calculdela deuxìemedérivéede

�i� ��� .
Une autrepossibilit́e est de linéariser

��� ��� dans(4.1) autourd’une approximation��< de la
solutionet decalculer�«A de NF��� ��<@�pK � & � ��<J� � �«A�6o��<@� N O � Ö �! v� (4.3)

Uneréṕetition decetteidéedonnel’algorithmesuivant(méthodedeGauss-Newton)

for
s ��� r Z r H r �F�@�
calculer

��� �>=|� et
�'&�� �>=D�

déterminer±²�>= de
NF��� �>=Ñ�pK �_&�� �>=|��±¡�>= N O � Ö �! (moindrescarŕes)�>=J?BA��Q�>=
KI±¡�>=

end for

Pourcalculer±¡�>= onpeutsoit résoudreleséquationsnormales(sectionIV.6)�Ø� & � �>=���� ¬ � & � �>=D�P±¡�>=²�26 �#� & � �>=D��� ¬ ��� �>=|� (4.4)

soit calculerla décompositionQRde
�'&(� �>=D� etappliquerl’algorithmedela sectionIV.7.
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Etude de la convergence
Pourétudierla convergencedela méthodedeGauss-Newton,développonsla fonction

Ð � ����� �)� & � ���P� ¬ ��� ��� r Ð�^ � ���C� Ô
�3� A Î

� �
Îj�>^ � ��� � � � ��� (4.5)

ensériedeTaylor. Pourceci,calculons

Î�Ð�^Îj�>Ù �
Ô
�3� A Î O � �Îj�>Ù3Îj�>^ � ��� � � � ���pK

Ô
�3� A Î

� �
Îj�>^ � ��� Î

� �
Îj�>Ù � ���3� (4.6)

Matriciellement,la formule(4.6)s’écrit

Ð & � ���C��: � ��� �)��� ��� rÓ� �pK �#� & � ����� ¬ � & � ��� (4.7)

où : � ��� �\� �
ÔÛÚm� �
�	� � �
�
estl’applicationbilinéairedéfiniepar

: � ��� �ÝÜ«r [>� ^ �
�
Ù � A

Ô
�3� A Î O � �Îj�>Ù3Îj�>^ � ��� �FÜ � � [jÙP�

Aveccettenotation,la formuledeTaylordonne

Ð � ����� �#� & � �>=D�P� ¬ ��� �>=|�|K �)� & � �>=|��� ¬ � & � �>=|� � �.6¹�>=D�|K�: � �>=|� �)�i� �>=Ñ� r �.6¹�>=��ÑK�L �3N �.6¹�>= N O �3� (4.8)

Soit maintenant
"

unesolutionde(4.1). Elle satisfait Ð �#" ���£� . En posant�m� "
dans(4.8)et en

soustrayant(4.4),nousobtenonsainsile résultatsuivant.

Théorème4.1 Supposonsque
�¸��� � � � � � Ô

(avecÕÞX � ) soit w foiscontinûmentdifférentiable,
quele rangde

� & � ��� soit maximalet que
"

soit unesolutionde(4.1). Alors,pour �>= suffisamment
prochede

"
, l’erreur ��=²�·�>=.6 " dela méthodedeGauss-Newtonsatisfait

��=J?BAi�86 �)� & � �>=|��� ¬ � & � �>=|� nBA : � �>=D� �)��� �>=|� r ��=D�pKIL ��N ��= N O ���
Uneconśequencedecetteformuleest:R engéńeral,la convergenceestlinéaire;R onaconvergencequadratiquesi

���#" �C�;� ;R si
���#" � esttrop grand,la méthodediverge.

Terminonscechapitreavecuneapplicationtypiquedecetalgorithme.

Exemple (Identification de paramètres). La figureVI.3 montreunephotographiede la Vallée
Blanche(priseparG. Wanner).On y reconnâıt le Col desGrandesJorasses,l’Aiguille du Géant,
l’Aiguille Blanchede Peterey, l’Aiguille du Tacul, le Petit Rognonet l’Aiguille du Moine. La
figureVI.4 estunecopied’unecartegéographiquedecetterégion.Le probl̀emeconsistèa trouver
la positiondela caḿera,sescaract́eristiques(foyer) et lesanglesd’inclinaison.

Pourla formulationmath́ematiquedeceprobl̀eme,nousavonschoisidescoordonńees
�xÜ«r [>�

sur la photographie(figureVI.3, l’origine estau centre)et descoordonńees
� � r h r@Ç � sur la carte

(
Ç

repŕesentel’altitude). Les valeursmesuŕeespour les ¶ pointsreconnussontdonńeesdansle
tableauVI.2.
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FIG. VI.3: Photographiedela ValléeBlanche

TAB. VI.2: Lesdonńeespourle probl̀eme“ValléeBlanche”s Ü = [�= �>= h�= Ç =
1. Col desGrandesJorasses 6z���x�j�j¾�� ���!��Hj½j� ½�¾j¼j¼ ¼j¶j¾j� wj¾jHj¼
2. Aiguille duGéant 6z���x��Z���� ���!��wj�j¼ ¾BZ��j� ¼j�jHj� �j��Z�w
3. Aig. BlanchedePeterey ���x�j�j½�� ���!��Hj¾j¼ H�¾j¾j¼ �jwj� ��Z��j�
4. Aiguille deTacul 6z���x��Z�½�� ���!�BZjZ�¼ ¾�½j�j� �j¼jwj� wj�j�j�
5. PetitRognon ���x�j¶j��� 6²���!���j�j¼ ¼��j�j� �j�jHj¼ wj�j�j¾
6. Aiguille duMoine ���x��Z�H�¼ 6²���!��Hj�j� ¾�½j¾j� ZjZjZ�Hj� wj��Z�H

Pourfixer les inconnues, notonspar (� r h r Ç � la positiondu foyer de la caḿera,par le vecteur�)"ar � r@ß � la directiondevueavecnormecorrespondant̀a la distanceduplandufilm et par à l’angle
de rotationde la caḿeraautourdu vecteur

�#"�r � rFß � . On a donc � param̀etresà trouver. De plus,
consid́eronsla baseorthogonale"

�ß r k�� ZË " O KI� O
�6 "�

r Ð°� Z�)" O KM� O � �#" O K�� O K ß O �
6 "aß6z� ß" O KM� O (4.9)

dont lesdeuxvecteursk et Ð engendrentle plandu film, k étanthorizontalet Ð vertical. Alors, le
vecteurdansl’espacequi montredu centre

� � r h r Ç � dela lentille versle point
�xÜ = r [j=|� sur le film

estdonńepará A�=á O =á Ã = �
"
�ß K f = � kzK ® = � Ð où

f =® = � âFã ��à ���! �à6m���! eà âFã �>à
Ü =[�= �

Lesconditionsà satisfairesontquelesvecteurs
� á A�= r á O = r á Ã =D� et

� �>=v6 � r h�=.6 h rFÇ =�6 Ç � soient
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FIG. VI.4: La region dela ValléeBlanche

colinéaires.Cecidonnedeuxconditionspourchaque
s
. Mais, parsymétrie,il estplusnaturelde

consid́ererlestrois conditions(pourchaque
s
)

�²�
á A�=á O =á Ã =

Ú �>=
6 �h�=�6 hÇ =
6 Ç �
á O = �)Ç =
6 Ç ��6 á Ã = � hj=�6 h>�á Ã = � �>=
6 �«��6 á A�= �)Ç =
6 Ç �á A�= � h�=
6 hÍ��6 á O = � �>=
6 ��� � (4.10)
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En tout, cecidonnew � ¶$��Z�¾ conditionspour � inconnues.Voici le programmeFORTRAN pour
la fonction

�¸��� �²äC� � � AÂÀ
.å#æ�ç(è�éØæ�ê�ë#ì�í�îSï(ìJðÝìJñÝò�åSé)óJñ�ôÑñÝî3õëØôSö�ó�ë)ïPë#ê.èSí�÷�óPø{ùuðÝ÷Pú#ûÑñyé�ú(üPõö�÷(èS÷(ôSí�ê�í(èÑðÝì(ý�þSÿ��Põý3ëØôSí�ì�å�ë(é)ì�ò�åSé)óJðÝì3õ ñÝîJð�ô�õï�é#ô�ô�é)ì��)ýS÷�ê��{ì(ýS÷�êJñÝò(ýS÷�êJðÝì(ý�õºñ���ý�÷�êJðÝì�ý�õ ñÂü)ýS÷�êÑðÝì(ý õ ñ æSý�÷�êJðxì(ý�õ ñ��(ýS÷SêJðÝì(ý õïeú�ú�ú�ú�ú�ú�ìPé)ê�÷�ê�ë(é)ìvóPé{ï(÷�ó�í¡ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�úò��(þ(ò�åSé)óJð	�(õ�
�(þ(ò�åSé)óJð��Põü��(þ(ò�åSé)óJð
��õ÷Sþ(ò�åSé)óJð��3õçSþ(ò�åSé)óJð!ÿPõï�þ(ò�åSé)óJð��Põê(ûSí�ê�÷Sþ(ò�åSé)óJð��Põïeú�ú�ú�ú�ú�ú���íSï(ê�í{æSèvû�é#è3ë{üSé)ì�ê�÷�ó²ú�ú�ú�ú�ú�úèS÷Sï�þSå��#èSêJðÝ÷Pø)÷��(çPø)ç3õû��Øþ(ç��)èS÷Sïû
�(þ�ú)÷��)èS÷Sïû���þ����ïeú�ú�ú�ú�ú���íSï(ê�í{æSè���í(èSê�ë)ï(÷�ó¡ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�úèS÷Sï�þSå��#èSêJð�ðÝ÷Pø{ï�õ{ø�ø����@ðÝçPø{ï�õ{øSø����JðÝ÷Pø�ø����(ç3ø�ø��Põ(ø�ø���õ���Øþ�ú)÷Pø{ï��)èS÷Sï���(þ�ú)çPø{ï��)èS÷Sï����þ@ðÝ÷Pø�ø����(çPø�ø��Põ��)èS÷Sïïeú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�ó�í�å�öPéSë#ì�ê�åeú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�úý�évë)þ���ñÝì(ýS÷�êïeú�ú�ú�ú�ú�ú0è�é)ê�÷�ê�ë(é)ì¡ë#ì�ë#ê�ë#÷�ó�í²ú�ú�ú�ú�ú�úæPþ0æSýS÷�êJðÂëSõ{ø{ï�é(åFðÝê(ûSí�ê�÷3õ����(ýS÷�êJðÂë�õ{ø(å�ë#ìJðÝê�ûSí�êS÷3õ�Sþ�úØæSýS÷�êJðÂëSõ{ø(å�ë#ìJðÝê(ûSí�ê�÷3õ����(ý�÷�êJðÂë�õ{ø{ï�é(åFðÝê�ûSí�êS÷3õïeú�ú�ú�ú�ú�ú�ó�í�å���íSï(ê�í{æSèPå.÷.÷�ó�ë��(ì�í(è¡ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú �Øþ(÷��{û��)øØæ
�����)ø�� �(þ(ç��{û
�SøØæ
�����Sø�� ��þ�ï��{û���øØæ
������ø���
�Øþ(ò(ýS÷�êJðÂëSõ{ú)ò�����(þ!��ýS÷�êJðÂëSõ{ú��
��!��þSü)ýS÷�êJðÂëSõ{ú(ü��ïeú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�ó�í�å�îPé)ìSï(ê�ë(é)ì�åv÷.÷�ì�ì{æ�ó�í(è¡ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�ú�úîJð
��ø�ðÂë(ú
�(õ����(õ#þ  �)ø����Sú  �Sø��
�îJð
��ø�ðÂë(ú
�(õ����Põ#þ  �Sø��!��ú  ��ø����îJð
��ø�ðÂë(ú
�(õ�����õ#þ  ��ø��
�)ú  �)ø��!�í�ì(ý.ý�éèSí�ê{æSèSìí�ì(ý

En appliquantla méthodede Gauss-Newton à ce syst̀emeavec commevaleursinitiales �;�¾j�j��� , h³� Z�¼��j�j� , Ç �ÞZ����j� , " � � , �­��6�Z , ß � � , à¸� � , apr̀espeud’it érationson obtientla
solution�1��½�¶j¶j� , h¸�gZ�w�ZjZ�¼ , Ç ���BZjZ�¶ avecuneprécisionde ¼ chiffres(voir le tableauVI.3). On
adoncbientrouvé la positiondela caḿera.C’està l’Aiguille Verte(altitude4122)queGerharda
priscettephoto.

TAB. VI.3: Convergencedela méthodedeGauss-Newton

s �>= h�= Ç = " � ß à
� ¾j�j�j� Z�¼j�j��� Z��j��� ���!���j� 6$ZF�x�j�j� ���x�j�j� ���x�j�j�Z ¾j�jwj� ½jwjw�½ ZjZ�¶�½ 6²���!���jw 6²���x�j¾j¼ 6²���x�j�jw ���x�j�j�H ¾j¶j¾j� ZjZjZ�¶�w �j��Zº� 6²���!�BZ�� 6²���)ZjZ�� 6²���x�jH�Z ���x��Z��w ½j¼j�j� Z�wj�jw�� wj½j½�w 6²���!���j� 6²���)Z�¶j� 6²���x�jwjH 6²���x�j½j�� ½j¶j¶j� Z�w�Z���� ��ZjZº¶ 6²���!���jw 6²���)Z�¶j½ 6²���x�jwjH 6²���x�j�j�¼ ½j¶j¶j� Z�w�ZjZº¼ ��ZjZº¶ 6²���!���jw 6²���)Z�¶j½ 6²���x�jwjH 6²���x�j�j�¶ ½j¶j¶j� Z�w�ZjZº¼ ��ZjZº¶ 6²���!���jw 6²���)Z�¶j½ 6²���x�jwjH 6²���x�j�j�
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VI.5 Exercices

1. Pourunefonction "$#&%(')% , considronsl’itration *,+'=.-!+'=JnBA0/1'2+\=@?BA dfinie par

354 "6*,+'=./67 "6*,+\=8/:9;"6*,+\=JnBA�/
+\=<9=+\=JnBA *,+\=@?BA>9?+'=8/�@ (5.1)

(a) Donneruneinterprtationgomtrique.

(b) Dmontrerquel’erreur A�= 4CB +'=�9;D B , o D estuneracinesimplede "6*,+>/ 4E3
, satisfait

AP=J?BAGFIHJA�=.A�=JnBA0- avec H 4 " & & *�DK/L " & *�D8/ @
(c) Dduirede(b) que

A�=J?BAMFENOA�P= - avec Q 4SRL * R 7UT V&/WF R @�X R�Y @
(d) Soit "6*,+Z/ un polynme,nousavons que le travail pour valuer "6*,+>/ et " & *,+Z/ est approxima-

tivementle mme. Supposonsquele cot desoprationsd’additions,de soustractions,de mul-
tiplicationset de divisionssontngligeablespar rapport l’valuationde "6*,+Z/ . Quellemthode
choisiriez-vous entrela mthodede Newton et la mthodede la scante(5.1) pour calculerune
racinede "6*,+>/ travail gal?

2. Soit N\[]% et "^#_N\'`% � contin̂umentdifférentiable.Pourun + <�a N supposonsque "6*,+ < /�b4c3
etque " & *,+ < / soit inversible.Montrerque

Q < 4 9d" & *,+ < / nBA "6*,+ < /
estla seuledirectionayantla propíet́e suivante:
Pourtoutematriceinversible e , il existe f <dg 3

tel quepour
35h f h f <

i e�"6*,+ < 7;f8Q < / i O h i e�"6*,+ < / i O @
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