Chapitre VI

M ethodeslt eratives— Equations Non
Lin eaires

Enpratigue onestsouwentconfrong alarésolutiond’un sysemed’équationsionlinéaires C’est-
a-direpourunefonction f : IR" — IR" donrée,onchercheunpointx € R" tel que

f(z) = 0. (0.1)

En géréral,il n'y a pasd’algorithmefini pourtrouver unesolution. On estdoncobligé d'utiliser
desméthodestératves.

SanshypothesessuppEmentairespn ne saitrien surl’existenced’une solutionde (0.1). Par
exemple,pour f(x) = e” il n’y apasde solution,pour f(z) = sinz il y enauneinfinité. Mais,
le theoremed’inversion locale nousfournit un résultatsur I'unicité locale: si f(a) = 0 etsila
matricejacobiennef’(a) estinversible,il existe un voisinagel dea et un voisinageV de0 tels
quef : U — V soitbijective. Ceciimplique quea estla seulesolutionde (0.1) dansle voisinage
U dea.
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VI.1 Meéethodedesapproximations successies

On consicerele problemedu calcul d’'un point fixe de I'application ® : [R" — IR"; c.-a-d.,on
chercher € IR" tel que
r = O(z). (1.1)

Lesproblemeq0.1)et(1.1)sontéquivalentsetil y abeaucoupmlepossibiliespourécrire(0.1)sous
la forme (1.1). Par exemple,on peutdéfinir ® comme®(z) = x — f(x) oud(x) = x — Bf(x)
(ici B estsoitun nombrenon-nul,soitunematricebienchoisie).
Pourrésoudrg1.1), on sedonneune approximationinitiale x, (arbitraire)et on consicerela
méthodeitérative
T1 = P(y). (1.2)
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Sila suite{z } corverge,disonsversa € IR", etsilafonction®(z) estcontinueena, la limite a
estunesolutionde(1.1). Mais quepeut-ondire surl’erreur?

Théoremel.l Si®(x) est2 fois continimentdifferentiableetsia € IR" estunesolutionde(1.1),
'erreure, = x5, — a satisfait

exe1 = ¥'(a) e + O([lex]]”). (1.3)
Démonstation. Commea = ®(a), onobtient

ers = Tt — a = Dlag) — B(a) = V(e + Olec]). o

On peuttirer plusieursconclusionsiela formule (1.3):

e si d'(a) posedeunevaleurpropre \; satishisant|\;| > 1, la composantale e, dansla
directiondu vecteurproprev; vaétreagrandie- I'it érationne corverge pasversa.

e sitouteslesvaleurspropresde ®'(a) satisfont|\;| < 1, on peutchoisirunenormedans/k"
telle que pour la normematricielle correspondantéd®’(a)|| < 1. Ceciet(1.3) impliquent
que,pour||e; | sufisammenpetit,ona ||e;1]| < allex|| ob a estunnombreentre||®’(a)||
et1. L'erreure, corvergedoncverszero.

Exemple. Pourrésoudrenumériqguement/’ = f(y), on peutappliquerla méthoded’Euler im-
plicite
Y1 =%y + hf(y) (1.4)

qui définit implicitementl’approximationy; dela solutionapesun pasdelongueurh. L’ équation
(1.4)estdéjasouslaforme(1.1)avec®(z) = yo + hf(x). Si h estsufisammenpetit,lesvaleurs
propresde ®’(y,) = hf'(y1) sontpetiteset!'it ération(1.2) corverge.

Crit ere pour arr éter I'it €ration. En pratique,on s’'intéressex uneapproximationz;, qui satis-
fasse||zr — a|| < tol. Une possibilie estd’accepterr; commeapproximationde la solutiondes
que||zy — xp_1|| < tol.

Le criterequi vasuire estbas surl’hypotheseque® soitunecontractionetque

ler — zp—1|| < ||l xp—1 — 22| avec a < 1.
Enappliquant’in égalié dutriangleal'identité
Ty —a = (Th — Tpp1) + (Thy1 — Tpp2) + -+

(encasdecorvergence)on obtient

o))
i = all <+l — e (15)

Le facteurde contractvité peutétreestine par
ap = ||zp — zp—1||/|op—1 — zR—2], k> 2.

L'id éeestd’arréterl’it érationquand

(677

etd’accepterr, commeapproximatiordela solution.
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FIG. VI.1: Corvergencedesitérationg(1.7)

Exemples. Pourlesdeuxitérations

() -(0s () Gn) -G o) G e
Ykt1 1 —sinxy, Yk+1 2 0 Y

la normeeuclidiennede I'erreur de (xy, yi,) estdessie dansla figure VI.1 (a gauchepour la
premereitérationetadroite pourla deuxime).On peutbienobsererla corvergencdinéaire.Le
rayonspectrade ®'(a) vautp ~ 0.177 etp ~ 0.447 respectiement.C’estla raisonpourlaquelle
la premereitérationcorvergeplusrapidementuela secondele dessiradroite montreaussique

la corvergencen’estpasnécessairememhonotongpourla norme|| - ||2). Donc,le coeficient ay,
de(1.6) peutétreplusgrandque 1 mémesil'it érationcorverge.

VI.2 Meéthodesiterativespour sysemeslin eaires

Pourla résolutiondessysemedinéaires
Az = b, (2.1)

il y adessituationsou lesméthodestératvessonttresutiles. Parexemple,sila matrice A pos&de
unetresgrandedimensioret si beaucou’élémentsde A sontnuls(matricecreuse)gce qui estle
caspourlesdiscietisationgdesequationsauxdériveespartielles.

Pourseramenera un problemede point fixe, on consicereunedécompositiond = M — N
(“splitting™) eton définit I'it ération

Le choix de la decompositionA = M — N estimportantpour la performancede la méthode.
D’une part, M doit étrechoisietelle quele syseme(2.2) soit beaucoupplusfacilearésoudregue
le syseme(2.1). D’autre part,lesvaleurspropresdela matrice M/ ~' N doiventsatishire|\;| < 1
pourquel’it ération(2.2) corveme.

Il y abeaucoupe possibilitsde définir la décompositiond = M — N. Sil'on dénote

0 0 a12 e QA1p
L= a.21 . A . ) U=
: “e “e an—l,n
(0751 R ¢ | 0 0
etD = diag(ai1,...,a,,) (@finqueA = L + D + U) lesitérationdes plusconnuesont:

e Jacobhi: M =D, N=—-L-U;
e Gauss-Seidel M =D+ L, N=-U.
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Pourcesdeuxméthodes|a matrice M estchoisiede manerea ce quele syseme(2.2) soit tres
facile a résoudre.Un avantagede la méthodede Gauss-Seidegstle fait que pour le calcul de
la composante:’ ™! du vecteurz;, onn’a besoinque descomposantes? ., ..., z% duvecteur
7. Alors, on peututiliser la mémevariablepour z¥*! quepour z¥. Uneitérationdevient donc
simplement:

v = (b — X001 iy — X5y aijxs) /.
Unemaodificationintéressantdecetalgorithmeestla méthodeSOR(“successie over-relaxation”):

T = (1 —w)zg +wT

R (2.3)
Dz =0b— Ly, — Uxy

ou w estun parangetredonre (pourw = 1, SORseréduita Gauss-Seidel)Elle estaussisimplea
programmenuela précdente.
Lesrésultatssuivantsdémontrenta corvergencedansquelquessituationsparticulieres.

Théoreme2.1 Sila matrice A est“diagonaledominante”,c.-a-d.

lag] > |ag] pour i=1,...,n, (2.4)
i

alors/'it ération de Jacobicorvermge.

Démonstation. Pourla méthodede Jacobi,ona M !N = —D~'(L + U). La condition(2.4)
impliqueque||M~'N||, < 1 (voir laformule (4.5)du chapitrelV). O

Pourétudierla corvergencede la méthodeSOR (en particulierpour Gauss-Seidelpn I’ écrit
sousla forme équialente

(D4 wl)zpy = (1 — w)D — wlU)xy, + wb
ouencorery,; = H(w)z, +w(D + wL) b avec
H(w)=(D+wL) (1 —w)D —wl). (2.5)

Théoreme2.2 Si A estsynetriqueet définiepositiveetsiw € (0, 2), I'it ération SOR définiepar
(2.3),conveme.

Démonstation. |l fautdémontremuetouteslesvaleurspropresde H (w) satisfont\| < 1. Soient
A unevaleurpropreetz # 0 le vecteurproprecorrespondant:

(1 —w)D —wlU)x =ND +wlL)z. (2.6)
Comme(l —w)D —wU = D —wA + wL, laformule (2.6) devient
wAz = (1 = A\)(D +wl)z. (2.7)

Enmultipliant (2.6) et (2.7) avecz*, onobtientpoura := z*(D + wL)x (obsererquel = L)

Aa+a=(2—-w)z"Dx >0, (1-XNa=wz"Az =: 3> 0. (2.8)
Onendéduit \ . L
O<data=f(—+—=)=8 —T0"
<da+a=B({5+15) =8 TSN

cequiimplique |\| < 1. |
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Pour quelquesmatrices,on conndt la valeurde w qui minimise le rayon spectralde H (w)
et, parcongquentqui ac&lerela corvergenceparrapportal’it érationde Gauss-SeideD’autres
méthodesgtératvespourdessysemedinéairessontSSOR(“symmetricsuccessie over-relaxation”)
etla méthodedu gradientconjugLe (avecpréconditionnement\oir le livredeGolub& VanlLoan,
déjamentionre auchapitrelV, etleslivresclassiques
L.A. Hagemar& D.M. Young(1981):Appliediterative Methods AcademicPressNew York.

R.S.Vamga(1962):Matrix Iterative Methods PrenticeHall, Englevood Cliffs, New Jersg.

VI.3 Methodede Newton

Consiceronsle problemedela résolutiond’'un sysemed’équationsionlinéaires

flx) =0 (3.1)

ou la fonction f : IR" — IR" estsuppogeétreau moinsunefois différentiable.Si z, € IR" est
uneapproximatiordela solutioncherclee,onlinéarisef (x) autourde z,

f(@) = f(xo) + f'(z0) (2 — o)

etoncalculele zérode cettelinéarisation Sil'on répetecetteprocdureavecla nouwelle approxi-
mation,on obtientl’algorithme suivant:
for k=0,1,2,...
calculerf(xy) et f'(zy)
fl(xp) Az, = — f(xy) (sysemelinéairearésoudre)
Tpp1 = Ty + Axy,
end for

Exemple3.1 La méthoded’Euler implicite (voir (1.4)),appligieeal’ équationdifféerentiellex’ =
v,y = 10(1 — 2?)y — x avecpourvaleursinitiales¢ = 2, n = —0.66, nousconduital’ équation
nonlinéaire
r=&§+h-y
y=n+h-(10(1 —2*)y — z).
L'it ération(1.2) necornvergequepourh suffisammenpetit. Parexemple pourh = 0.3 ellediverge
etonestobligé d’utiliser un autrealgorithme.La méthodede Newton

(3.2)

( 1 —h )(fﬂkﬂ—ﬂfk):_( T — & — hyp )
h(20zpyr +1) 1 —10h(1 — 22) )\ yrs1 — Uk yr —1n — h(10(1 — 22)yx — x1)

converge sandifficulté avech = 0.3 sil'on commencd'it érationavecz, = £ ety, = n (voir le
tableauVvl.1 pourlesvaleursdexy, i, etleserreursmesuéesdansla normeeuclidienne).

TAB. VI.1: Corvegencedela méthodede Newton

T Yk erreur

2.00000000000000 | —0.660000000000000 | 5.31 - 10~*
1.95099818511797 | —0.163339382940109 | 3.38 - 102
1.96084279415163 | —0.130524019494582 | 4.27 - 10~*
1.96072023704926 | —0.130932543169149 | 6.65 - 108
1.96072021795300 | —0.130932606823320 | 1.79 - 1071

=W N = O
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Pourétudierla corvergencede la méthodede Newton, consiceronsun termede plus dansla
seriedeTaylor:

F(2) = fln) + f@) @ =) + 5 @)@ — = a) + Oe — o). (33)
Sil'on poser = a danscetteformule (aveca commesolutionde (3.1)) etsil'on soustrait
0= f(zx) + f'(za)(@pr1 — 1)
(définitionde z;., 1), onobtientpourl’erreur e, = =3, — a laformule
0= f'(zx)(—ex+1) + %f”(fck)(eka er) + O([lexll”).
Onvientde démontrere résultatsuivant:

Théoreme3.2 Supposongjue f(x) soit 3 fois contirimentdifferentiable et que f'(z) soit in-
versible dansun voisinagge de a (solutionde (3.1)). Alors, pour z;, sufisammenfproche de a,
'erreure;, = 2, — a dela méthodede Newton satisfait

€ht1 = %(f’(ark))flf”(xkz)(ek;ek) +O(lex*).) (3.4)

Donc,la corvergencede cetteméthodeestquadmatique O

Cethéoememontrela corvergencelocale de la méthodede Newton, c.-a-d.,si xy estproche
d’unesolutiona de(3.1),la suite{x; } corvergeversa. Concernanta corvergenceglobale onen
saittrespeuet on ne saitanalyserseulementuequelquesasde fonctionssimples.L’exemplele
plusconnuest

3 2
_ .3 _(2° = 3xy” — 1>
[ == ou Sy = (T 35)
(z = = + iy) pourlequell’it érationdevient
3
B -1 1 1

Zpa1l = 2k — 322 = g(sz + 2_1%) (3.6)

Il estintéressantle déterminerdesensemblegbassingi’attraction)
Aa) ={z € C | {2} corvemgeversa} (3.7)

pourlestroissolutionsl, (—14i+/3)/2 de f(z) = 0. Un calculparordinateudonnda figureVI.2.
Les z; du domaineblanc entranent une corvergenceversa = 1, ceux du domainegris vers
a = (—1—1v/3)/2 etceuxdu domainenoir versa = (—1+1i+/3) /2. Onobsere quela suite{z; }
necorverge pasnéecessairememnersla solutionla plusprochede zy.

Calcul numérique de la matrice jacobienne

En pratique,l arrive souentquela formeanalytiquedela matrice f’(z) estinconnue Danscette
situationon approchdesélements) f;/0x; dela matricejacobienngpar

/i

)% fi(xl,...,a}j+(5,...,xn)—fi(acl,...,xn)
8x]~ .

J

(3.8)

(T1,...,Tp



140 Méthodedtératives— EquationsNonLinéaires

FIG. VI.2: Bassingd'attractionpourl'it ération(3.6)

Mais commentdoit-on choisirle §? Poursimplifier la notation,consiceronsunefonction a une
variableet notons-lapar g(z).
Un développemenensérie de Taylor montreque

g(z +9) —g(x)

5 =d'(z) + ég"(aj) + O(6?%). (3.9)

2

En congquenceyg doit étre petit pour quel'erreur de la discrétisationne soit pastrop grande.
D’autre part,la soustractiordans(3.9) esttresmal conditionrée. Une étudedeserreurs d’arrondi
montrequel’expressiorobtenugparun calculenvirguleflottantevaut

gz + ) +e))(+e) —g(@)( +e)
0
L9 +0)—g(x) 1

~ 5 - S(g’(:r;+5)(ac+5)el +g(x+d)er —g(m)qo,)

ou |¢;| < eps(epsestla précisiondel’ordinateur, voir sectionll.3). L'id éeestdechoisiré afinque
lesdeuxerreurssoientdela mémegrandeur.

2~ (.. Jeps (3.10)

Donc,on prendparexemple

d = ./eps ou d=/epsl +|z|). (3.11)
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Modifications de la méthodede Newton

Si la dimensiondu probleme(3.1) esttresgrandeet/oul’ évaluationde la matrice f'(x) esttres
colteusepn peutremplaceta définition de Az, par

f/(l’o)AIk = —f(7). (3.12)

Danscecas,il sufiit decalculerunefois pourtoutesia decompositiorLR de f'(x,), cequi facilite
grandemenla résolutiondessysemesdinéairessuccessifsMais on perdla corvergencequadra-
tiquecar(3.12)n’estriend’autrequ’uneitération(1.2) avec®(z) = = — (f'(xo)) 1 f(x) etd'(a)
estnonnul engéréral.

En casde mauwisecorvergenceonremplacda définitiondexy,; par

etondétermine), defagonacequel|| f(zx + AAxzy)|| soitminimale.

VI.4 Methodede Gauss-Newton

Dansce paragrapheon va s'intéressea dessysemesnonlinéairessurcetermires. On consicere
unefonction f : IR" — IR™ ou m > n eton chercheunesolutionde f(z) = 0. Evidemment,
commeon a plusde conditionsqued’inconnuesce problemene posedeen géréral pasde solu-
tion. Onsecontentedoncdetrouver unvecteurr € IR" tel que

| f(x)]|2 — min. (4.1)
Si f(x) estdifféerentiable Ja fonction F'(z) = ||f(x)||3 estaussidifféerentiableet une condition
nécessair@ourquez soitun minimumlocal estd’avoir F'(z) = 0, c.-a-d.

f'(@)" f(x) =0. (4.2)

Unepossibili€ pourrésoudrg4.1) estd’appliqueruneméthodetératve, parexemplela méthode
de Newton, ausyseme(4.2). Cecinécessitde calculdela deuxemedériveede f(x).

Une autre possibili€ estde linéariser f(x) dans(4.1) autourd’une approximationz, de la
solutionetdecalculerz; de

/(o) + f'(20) (1 — 20) |2 — min. (4.3)
Unerépetition de cetteidéedonnel’algorithme suivant(méthodede Gauss-Neiton)
for k=0,1,2,...
calculerf(xy) et f'(zy)
déterminerAzy de || f(zx) + f'(zr) Az |2 — min (moindrescariés)
Tpp1 = 2p + Ay,
endfor
PourcalculerAz; onpeutsoitrésoudrdeséquationsiormalegsectionlV.6)

(f (@) f (@) Az = —(f'(zx))" f(2n) (4.4)

soitcalculerla decompositiorQR de f/(z) etappliquer’algorithmedela sectionlV.7.
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Etude dela convergence
Pourétudierla corvergencedela méthodede Gauss-Neiton, développonda fonction

o) = F@T@, @ =3 @) @5
enseériede Taylor. Pourceci,calculons
o g; m 82 fj ‘ m 9 f] o fj
ory Z 6:1315813 filz) + Z &cl( 7) aa:g( z). (4.6)

Matriciellement)a formule (4.6) s’écrit

J'(x) = B)(f(x). - )+ (['())" ['(2) (4.7)

Aveccettenotation,la formulede Taylordonne

g(a) = (f'(@i))" flan)+(F (@) f (@) (@ =) + Blaw) (f(an), & —a3) +O(|z = ]]?). (4.8)

Soit maintenant: unesolutionde (4.1). Elle satiskit g(a) = 0. Enposantz = a dans(4.8) eten
soustrayanf4.4), nousobtenonsinsile résultatsuivant.

Théoreme4.1 Supposongquef : IR" — IR™ (avecm > n) soit3 fois continimentifférentiable
quele rangde f'(z) soitmaximaletquea soitunesolutionde (4.1). Alors, pour z;, sufisamment
prochedea, l'erreure;, = x;, — a dela méthodede Gauss-Netonsatisfait

exvr = = (@) @) " Bloo)(f(we), ex) + Olexl?). o

Unecongquenceale cetteformuleest:

e engéreéral,la corvergenceestlinéaire;
e onacornvemgencequadratiquesi f(a) = 0;
e si f(a) esttrop grand,la méthodediverge.

Terminonsce chapitreavecuneapplicationtypiquede cetalgorithme.

Exemple (Identification de parametres). La figure VI.3 montreune photographiele la Vallée
Blanche(prisepar G. Wanner).Ony reconné le Col desGrandeslorassed;Aiguille du Géant,
I'Aiguille Blanchede Peterg, I'Aiguille du Tacul, le Petit Rognonet I'Aiguille du Moine. La
figureVI.4 estunecopied’unecartegéographique&e cetterégion.Le problemeconsisteatrouver
la positiondela canera,sescaracéristiquegfoyer) etlesanglesd’inclinaison.

Pourla formulationmattematiquede ce probeme,nousavonschoisidescoordoni@es(u, v)
surla photographigfigure VI.3, I'origine estau centre)et descoordoniees(z, y, z) surla carte
(z repesentd’altitude). Les valeursmesugespourles6 pointsreconnussontdonréesdansle
tableauvl.2.
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FIG. VI.3: Photographielela VValleeBlanche

TAB. VI.2: Lesdonreespourle probeme“ValleeBlanche”

k Uy Vg Ty Yk 2k
1. Col desGrandeslorasses —0.0480 0.0290 9855 5680 3825
2. Aiguille du Géant —0.0100 0.0305 8170 5020 4013
3. Aig. Blanchede Peterg 0.0490  0.0285 2885 730 4107
4. Aiguille deTacul —0.0190 0.0115 8900 7530 3444
5. PetitRognon 0.0600 —0.0005 5700 7025 3008
6. Aiguille duMoine 0.0125 —0.0270 8980 11120 3412

A~ N~

Pourfixer lesinconnuesnotonspar (z, v, z) la positiondu foyer de la canera,parle vecteur
(a, b, c) ladirectiondevue avecnormecorrespondart la distancedu plandufilm etparé I'angle
derotationde la caneraautourdu vecteur(a, b, c). Onadonc7 parangtresa trouver. De plus,
consiceronsla baseorthogonale

a 1 b 1 —ac
S IS ) e | o
. Va?+ 12 | V0@ +52)(a® + 82+ )\ g2 4 g2

dontlesdeuxvecteursh et g engendrenke plandu film, h étanthorizontalet g vertical. Alors, le

vecteurdansl’espacequi montredu centre(z, 7, z) dela lentille versle point (uy, v) surle film
estdonre par

W1k a

v | = [0 ) b nrsg o (W)= (10, Oy (),

—sinf cosf U,
W3 C

Lesconditionsa satisaire sontquelesvecteury wy,, waoy, way) €t (zy — T, yr — Y, 2 — 2) Soient
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| — e N N e

colinéaires.Cecidonnedeuxconditionspourchaquek. Mais, par symétrie, il estplusnaturelde
consicererlestrois conditions(pourchaquek)

W1k Tp— T wzk(zk - 3) - w3k(yk - ?j)
0= Work X Y — @7 = w3k(:1:k — Z/IZ'\) — wlk(zk — /Z\) . (410)
Wsg, 2 —Z wik(Yr — Y) — Wor(x) — T)
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Entout, cecidonne3 - 6 = 18 conditionspour 7 inconnues.MNoici le programmeaORTRAN pour
lafonction f : IR — IR'®,

SUBROUTINE FCN(N,XSOL

ML F)

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

PARAMETER (ND=50)

DIMENSION XSOL(N),F(M)
COMMON/DAT/NDAT , XDAT (ND) , YDAT (ND) , ZDAT (ND) , UDAT (ND) , VDAT (ND)

[ — NOTATION LOCALE --
X0=XSO0L(1)
Y0=XS0L(2)
Z0=XS0L(3)
A=XSO0L(4)
B=XS0L(5)
C=XSO0L(6)
THETA=XSOL(7)
[o— VECTEUR HORIZONTAL
RAC=SQRT (A*A+B*B)
H1=B/RAC
H2=-A/RAC
H3=0.
[oJm— VECTEUR VERTICAL --

RAC=SQRT ( (A*C) **2+ (B*C) **2+ (A% *2+B**2) *%2)

G1=-A*C/RAC
G2=-B*C/RAC
G3=(A**2+B**2) /RAC

C —————- LES POINTS -——---
DO I=1,NDAT

C —————- ROTATION INITIALE

U= UDAT(I)*COS (THETA)+VDAT (I)*SIN(THETA)
V=-UDAT (I) *SIN(THETA)+VDAT (I) *COS (THETA)

C ———- LES VECTEURS A ALI
W1=A+H1*¥U+G1*V
W2=B+H2*U+G2*V
W3=C+H3*U+G3*V
Q1=XDAT (I)-X0
Q2=YDAT(I)-YO
Q3=ZDAT(I)-Z0

C —————— LES FONCTIONS A
F(3%(I-1)+1)=W1%Q2
F(3%(I-1)+2)=W2*Q3
F(3*(I-1)+3)=W3*Q1

END DO
RETURN
END

GNER ------

ANNULER -----———---
-W2*Q1
-W3*Q2
-W1xQ3

En appliquantla méthodede Gauss-Neiton a ce sysemeavec commevaleursinitialesz =
8000, y = 15000, z = 1000, a = 0,b = —1, c = 0, § = 0, aprespeud’itérationson obtientla
solutionz = 9664, y = 13115, z = 4116 avecuneprécisionde5 chiffres(voir le tableawv1.3). On
adonchbientrouvg la positiondela canera.C’estal’Aiguille Verte(altitude4122)queGerharda

pris cettephoto.

TAB. VI.3: Cornvergencedela méthodede Gauss-Neton

k fk @k gk a b C 0

0 | 8000 | 15000 | 1000 0.000 | —1.000 0.000 0.000
118030 | 9339 | 1169 | —0.003 | —0.085 | —0.003 0.047
2| 8680 | 11163 | 4017 | —0.014 | —0.114 | —0.021 0.017
319577 | 13034 | 3993 | —0.040 | —0.167 | —0.032 | —0.094
419660 | 13107 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074
519664 | 13115 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074
6 | 9664 | 13115 | 4116 | —0.043 | —0.169 | —0.032 | —0.074
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VI.5 Exercices
1. Pourunefonction f : R — R, considrong'itration (xy,xy 1) — x4+ dfinie par

flzr) — f(xr—1)

T — Tk—1

0= f(xx) +

(Thy1 — T1)- (5.1)
(a) Donneruneinterprtationgomtrique.

(b) Dmontrerquel’erreure;, = |z, — ¢|, 0 ¢ estuneracinesimplede f(z) = 0, satishit

(<) ‘
21" Q)1

k41~ Cekek,l, avec (= ’

(c) Dduirede(b) que
1
ert1 =~ Del, avec p= 51+ V5) ~ 1.618.
(d) Soit f(x) un polynme, nousavons que le travail pour valuer f(z) et f’(x) estapproxima-
tivementle mme. Supposongjuele cot desoprationsd’additions, de soustractionsge mul-
tiplications et de divisions sontngligeablespar rapport I'valuationde f(z). Quellemthode

choisiriez-wus entrela mthodede Newton et la mthodede la scante(5.1) pour calculerune
racinede f(x) travail gal?

2. SoitD C Retf: D — R" contimimentdifférentiable Pourun zy € D supposonsjue f(xg) # 0
etque f’(z) soitinversible.Montrerque

po = —f'(z0) ™" (o)

estla seuledirectionayantla propét suivante:
Pourtoutematriceinversible A, il existe A\; > 0 tel quepour0 < A < g

[Af (zo + Apo)llz < [[Af (xo)]2 -
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