Warum 1 so oft vorne steht —

das eigenartige Gesetz von
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Geschichte

« Simon Newcomb (Amerikanischer Astronom
und Mathematiker, 1835 — 1909) 1881:
Logarithmentafeln in Bibliotheken auf den ersten
Seiten viel abgegriffener und dreckiger als auf
den hinteren!

* D. h.: Log von Zahlen mit 1. Ziffer (nicht 0!)
1,2, ... nhaufiger gesuchtals 9,8, ...!

* Aber warum? Kommen Zahlen mit niedrigen
Anfangsziffern in der Welt haufiger vor?
Bevorzugt die Natur die 1 als Anfangsziffer?
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Newcomb gab bereits eine Formel an:

Relative Haufigkeit fir d =1, ..., 9 als Anfangsziffer:

d+1
log,,(d +1)—log,,d =log,, 7

Keine Erklarung, kein
Beweis, nur als
interessante Kuriositat,
bald wieder vergessen!
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Frank Benford (Amerikanischer Elektroingenieur
und Physiker, 1883 — 1948)
1938: dieselbe Entdeckung!

Viel mehr fasziniert davon!

Sammelte mit Akribie eine
Unmenge von ,Daten®!

- Gesetz primar nach ihm
benannt!

Fuhrende Ziffern:
1:ca. 30%, ..., 9:ca. 4%

Auch er: kein Beweis!
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Benford hat u. a. untersucht:

Relative Haufigkeit als Anfangsziffer

2 3 4 5 6 7 8
335 86 55 42
3259 62 4,1 37

104 5.8 1,0 2,9
g 100 6,0 6,0 5,0

Spezifische 1389 4.1 3.2 4.8
arme

olekulargewicht 1800 5,1 4,1 2,8

' 91 4.4 3,3 4.4

6,5 5,5 4,9

342 6.4 5,6 5,0

Auch: Halbwertszeiten, Energieverbrauchszahlen, Langen von Fllssen,
Gr6Be von Dateien auf Festplatte, Einwohnerzahlen von Stadten, etc.
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Spiel (Computer mit ungefalschten aber unvorhersehbaren
Daten): Halbwertszeiten, Energieverbrauchszahlen, Langen
von Flussen, Einwohnerzahlen, . ..

Anfangsziffer 1, 2, 3: Verlust von 10 €
Anfangsziffer 4,5,6,7,8,9 Gewinnvon 10 €

Naive Rechnung: In 6 von 9 Fallen Gewinn!

- Dieses Spiel lohnt sich auf lange Sicht (?!):

Durchschnittlicher Gewinn pro Spiel: (—10) %+ (+10)% = 3l

3

Dabei vorausgesetzt: die Ziffern 1, . . ., 9 sind als
Anfangsziffern gleich wahrscheinlich!
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Nach Benford/Newcomb sind aber 1, ..., 9

hicht gleich wahrscheinlich als Anfangsziffer:

Newcomb-Benford-Gesetz: Fur d=1,2,...,9 qilt

: d+1

P(1.Zitter =d)=1og,,(d +1)—log,,d =log,, —

1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,301 | 0,176 | 0,125 | 0,097 | 0,079 | 0,067 | 0,058 | 0,051 | 0,046
0,351 Wie kann man das
0: verstehen, einsehen,
02! plausibel machen,
0,15, begrinden, ... ?

0,11
0,05 m Warum ist 1 als
o T T s 4 s & 7 = o  Anfangsziffer bevorzugt?
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1 2 3 4 3) 6 / 8 9

30% | 18% | 12% | 10% | 8% % 6% 9% 4%

Wenn diese Zahlen stimmen:

60% 40%

Durchschnittlicher Gewinn pro Spiel:

(—-10)-0,60+(+10)-0,40 =2
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Google-Experiment

EXCEL!
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Erklarung bei naturlichen Zahlen:
Wahrscheinlichkeiten P, (1)

Zufallszahlen aus der Menge: {1,2,...,n}

P (1) bei wachsendem n ?

1

2

3

4

5

P,(1)

1

1/2

1/3

1/4

1/5

1/6

1/7

1/8

1/9

Aufholphase:

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

P,(1)

2/10

3/11

4/12

5/13

6/14

7115

8/16

917

10/18

11/19
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Das Auf und Ab von P, (1):

(als kontinuierliche Funktion, n-Achse logarithmisch skaliert)

1§ O:(1)

0,1)
0.5

V=== s == =Yy, - - - Nu,a) -~ -
) OO N NN T SO SO SN O S N SN SN S T RO E,
t 23 5 10 20 30 50 100 300 1000 3000 10000
no 1919 99 [199] 999 | 1999 | 9999 | 19999
P“]‘L‘L‘Q‘Q:L‘Lu‘111:1‘1111‘LLLL:L‘MML
n I |9 |19 |99 =9 | 199 | 999 — O i i 9

Wahrscheinlichkeiten P, (1): Obergrenzen O, (1) = ;== und Untergrenze ;
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Schwankungen bleiben: 7 lim P, (1)

Aber: U(l)=1limU, (1) :é
O(l) = lim 0, (1) @/\ AN
M —>00 ] el -M(l) - —\/\/uz(l)- -—\\«/:Js(l) - x
Dann .I:ur erSte 0(1)+U(1) 23 5 w0 2 % % 10 %0 1000 300 10000
Naherungszwecke: P()=
11...1 . . . R
O, ()= ﬂ jeweils m Ziffern in Zahler und Nenner!
Zahler: ~(10"~1)  Nemner: 110" —1=110"-5)
99...9 l(lom _1)
Om(l):n...l:? zglom—l >§=0(1)
19...9 5(10””—5) 9 10"-5 9
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3 1

Naherungswert: P() = Rt 0,333

Benford: P(1)=1og,, 2 =0,301

0, 0,(1) 0,()

- - —M(l) - ——\//uz(l)- - NuA) - -

0 N | | I S | | I S D | L)l |
t 23 5 10 20 30 50 100 300 1000 3000 10000

0.5

wrrTTrT I TT 2
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Nun dasselbe mit der Ziffer 9:

1
P, (1)
1/9 == -~
e 0
9 929 999 9999
no | 8]9]8 ] 99 899 999 8999 | 9999 | 89999

D= | O

0

9999 ¢

Wahrscheinlichkeiten P, (9): Obergrenze ; und Untergrenzen Uy, (9) = 555

L g_; 11 | 111 _ 1 | 111 | 1111 _ 1 | 1111
9 | 89 | 99 — § | B™ 3 | 8999 9 | 89999
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Hier schon plausibel: P(9) < P(1) !

Nur bei den Zahlen 9, 99, 999, etc.:
P.(9) = P,(1) = 1/9, A

sonst immer: P (9) < P, (1) !

1/9 == & I~ r~ | 4
{9) o ~ -~
Pn()- \-.._-.4‘ ""-._-..J. .‘.-‘-..J‘_
9 99 999 9999

Salopp formuliert:

Nach jeder neu dazu kommenden Dezimalstelle wird die Ziffer 1 lange Zeit
bevorzugt (zwischen 10...0 und 19...9), bevor die anderen Ziffern ihren
Rickstand der Reihe nach wieder aufholen: zum Schluss erst die Ziffer 9!

Rechnerisch: |
— 210" =1) .
1 .1 9 1 10"-1 1
0.0 =5=00) U0 =55 9= 1071 81 gu L 81
= 9
Naherung: pg)~ O*TYO) _ 4 465 Benford: 0,046
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Uberblick zu dieser Methode auch fiir die anderen Ziffern:

d |[[U(d),O(d)]| (U(d)+O(d))/2 | P(d) = log (d+1) — log d
1 [1,3} 0.333 0.301
g-a
2 [L,ﬂ] 0213 0176
18° 27
3 [L,i] 0.157 0.125
2718
4 {L,E} 0.125 0.097
3609
5 [l 0.104 0.079
|45 27
6 (110 0.089 0067
| 54 63 |
¥ (L 5] 0,077 0,058
63736 |
8 1 10] 0.069 0.051
| 7281
9 {L,l} 0.062 0.046
al O
Summe: 1,229 1,000
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Uberblick (korrigiert):

d [[U(d),O(d)]{(U(d)+O(d))/2 | P(d) = log (d+1) - log d
1 [é;} 0,333 (0,271) 0,301
2 [%%} 0,213 (0,173) 0,176
3 [%a 0,157 (0,128) 0,125
4 [%ﬂ 0,125 (0,102) 0,097
5 [l 5] 0,104 (0,084) 0,079
[ 45727 ‘
6 L 10 0,089 (0,072) 0,067
:54 63:
7 %% 0,077 (0,063) 0,058
8 ?1_2; 0,069 (0,056) 0,051
9 L, & 0,062 (0,050) 0,046
5l o

23 Feb 2011: Tag der Mathematik - Innsbruck H. Humenberger Benford-Gesetz




Plausibilitatserklarungen
beil nicht naturlichen Zahlen

- GroBen mit zeitlichen Veranderungen: (Dworschak 1998, S.229)

,Die 1 ist auf der Zahlenskala von der 2 nicht weiter entfernt als die 5 von
der 6. Fir die wirklichen Dinge allerdings, die gezahlt, gemessen oder
gewogen werden, kann der Weg von der 1 zur 2 sehr lang sein:

Um ihn zurtckzulegen, mussen sie auf das Doppelte wachsen.

Einer 5 fehlt dagegen nur ein Flnftel, um zur 6 zu werden. [. . .]

Angenommen der Deutsche Aktienindex stinde gerade bei

1000 Punkten, dann mussten sich die Aktienkurse im Schnitt verdoppeln,
ehe der DAX die 2000 erreicht. Solange bliebe die fihrende 1 erhalten,
solange erschiene sie auf allen Listen.

Stinde der DAX aber bei 5000 Punkten, so miussten die Werte nur noch
um 20 Prozent steigen, ehe mit 6000 die 5 als erste Ziffer abgelost wird.
Noch kleiner ist im Verhaltnis der Schritt von 9000 auf 10 000. [...]

Was wachst oder schrumpft, verharrt deshalb relativ lang im Bereich der
fihrenden 1.

Analog: Kontostande, Regenmengen, . . .
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Plausibilitatserklarung bei GrofBen,
die sich nicht zeitlich andern:

« Es gibt vermutlich insgesamt mehr kleine
Dinge als groBe:
(Grundstlicke; Kieselsteine — Felsbrocken),
d. h. es gibt wahrscheinlich mehr Objekte
- zwischen 10 E und 20 E als zwischen 20 E und 30 E
- zwischen 100 E und 200 E als zwischen 200 E und 300 E

etc.

Analog: Lacken — Teiche — Seen — Ozeane
WARUM das so ist, dadurch nicht erklart!
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Mathematische Erklarungen bel
positiv-reellen Messwerten

Bis jetzt:
* Naturliche Zahlen
 Plausibilitatserklarungen

Wie grof3 ist die ,Wahrscheinlichkeit®, dass ein
positiv-reeller Messwert Anfangsziffer 1 hat?

Wenn man Gleichverteilung
(d. h. keine Bevorzugung) voraussetzt:
Wahrscheinlichkeiten = P(A) = |Al  |glinstig |

Jrelative Anteile“ von Mengen Q1 I mdglich |

23 Feb 2011: Tag der Mathematik - Innsbruck H. Humenberger Benford-Gesetz



Beispiel: Tunnel — Luftung

» Die Liftung eines Tunnels ist von jeder vollen
Stunde an 20 Minuten lang in Betrieb
(z. B. 00.00 — 00.20 Uhr).

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein
zu einem ,zufalligen Zeitpunkt® in den Tunnel
einfahrendes Auto die Liftung in Betrieb
vorfindet?

,zufallig . . . kein Zeitpunkt bevorzugt (,Gleichverteilung®)
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Innerhalb jeder vollen Stunde ist

die Wahrscheinlichkeit abzulesen:
| glinstig| 20 1

Gleichverteilung : 2 _——_—_
| moglichl 60 3

1 Stunde

Dies gilt auch insgesamt, d. h. bei einer (rein theoretisch!)
unbeschrankten Menge: Die rote Menge macht 1/3 der
gesamten Zahlengeraden aus!

Im Allgemeinen (beil unbeschrankten Mengen) aber gar
nicht so leicht (,MafBtheorie):
Welchen relativen Anteil hat eine bestimmte Menge???
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Verallgemeinerung des Tunnel-Beispiels:
Vereinigung unendlich vieler Intervalle:

K;pzlj[n+a,n+b[ mit 0<a<b<l

b-a b-a b-a b-a
4|—— I— I— I——
-1 0a b 1 2

Wie grof3 ist der ,relative Anteil” von K,, in Bezug auf
ganz R ? Wie groB ist die W*, dass eine reelle

Zufallszahl Z in K, liegt (bei ,Gleichverteilung®)?

b—a:b_a
1

Klar: P(Z e Ka,b) —
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Eine zunachst ,vordergrundige”

Argumentation
__ Menge aller positiven reellen Messwerte,
d = die als Dezimalzahl mit d (1,...,9) beginnen

/

z,=Ju-10", 2100 z,= 21073107

AIIgemein:oo
Z,=Jd-10",(d+D-10"[ d=1...,9

Nn=—oc0

Vereinigung unendlich vieler Intervalle —c R ;
leider hier die W' bzw. der ,relative Anteil“ nicht so einfach:

P(Ze Z,)="
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Wir wollen zeigen:P(Z e Z,) = P((1.Zifter von Z)=d) =

d+1

=log,,(d +1)—log,,d = long

—> 10-Logarithmus liegt nahe: lg :=log,,
Z,=Jd-10" , (d+1)-107] d=1,....9

lgZ,= | J[n+lgd , n+lgd+D[  d=1,...,9

Hm—oo
Mit Hilfe des Log: lg(d+1) — lgd
Mult. > Addition \
(hier viel leichter!)
-1 0 1 2
lg d lg (d+ 1)
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Wie oben bei

b_a | b-a | b-a | b-a | b-a
PlzekK,,)=——=b-a -1 02 b 1 2
Nun analog: lg(d+1)— lgd

N

P(lgZelgZ,)=1g(d +1)-1gd

|
-1 0

/
led d+1)

V1 2
Wegen lgZelgZ, & Ze Z,
damit auch das Benford-Gesetz plausibel:

P(Ze Z,)| =P(gZelgZ,)=|lg(d +1)-1gd

? Warum herrscht ,Gleichverteilung” bei 1g Z ?
Warum darf/muss man bei der W' in Logarithmen denken?
(einstwellen ,vordergrindig®)
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Wenn man auf eine Zufallsvariable eine Funktion anwendet
(, Transformation®), so andert sich dabei i. A. auch das

Verteilungsgesetz!
Beispiel: Zufallszahl Z aus[0;1[-G
J([0;10) =[0;1[

1
jar=[oc]

Ohne Beachtung einer Anderung des
Verteilungsgesetzes (wieder ,naiv*
Gleichverteilung vorausgesetzt):

P(f(Z)e f(I)) =%
Widerspruch:

Zel & f(ZL)e f)

fix—x

1|03

leichverteilung: {
Il pzeDn-=

1
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Anwendungen — reale Bedeutung?

 Lottospielen? Nein!

« Steuerprufung bei grof3en Firmen:
Datenmanipulation - 1, 2 zu selten vorne!
Marc NIGRINI:
Software Mitte 90er

(Bel positivem Test: Verdacht!
Gesetz seither erst so richtig bekannt!)

 Amerika, Deutschland, Schweiz
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Anwendungen

» Angeblich: Bei der Entdeckung der
Bilanzfalschungsskandale von ENRON
(2001) und WORLDCOM (2002) war diese
Software betelligt

 Angeblich: Bill Clinton und Bill Gates
wurden ,uberpruft® - kein Verdacht

» Missbrauch bel
,genehmigungspflichtigen Grenzen®
(Reise-, Anschaffungskosten)
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Weitere Anwendungen

* Freiburg I. B. (D):
Verwaltung von Speicherplatz auf
Festplatten optimieren

 Belgien: Ungereimtheiten bel
Krankenhausabrechnungen aufstobern

» Wissenschaft: Falschung von Daten, um
ein angestrebtes ,signifikantes” Ergebnis
ZU erhalten
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,Richtiges” Datenfalschen ist gar nicht so leicht:
entsprechendes Gesetz auch fur die folgenden Ziffern:

Position of digit in number

. .Héiufigkeiten von 1 (0) bis 9 Digit  First Second Third  Fourth
Immer abnehmend,

aber die Unterschiede
werden immer kleiner:

Ziffern folgen umso mehr einer
,Gleichverteilung®, je kleiner ihr
Stellenwert ist.

« Allzu genau ist auch
verdachtig!

* auch noch andere
GesetzmaBigkeiten . . .
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Welche Zahlen (Daten) gehorchen
sicher nicht dem Benford-Gesetz?

 Alter von Studierenden (1,2,3)
oder Politikern (3,4,5,6)

e /Zeiten von Marathon- oder 400m-Laufen
¢ etc.

D. h.: Daten, die von vornherein auf einen bestimmten
relativ engen Bereich eingeschrankt sind!

23 Feb 2011: Tag der Mathematik - Innsbruck H. Humenberger Benford-Gesetz



Mathematische Begrundung —
,okaleninvarianz®

 Unsere ,Einheiten® sind hochst willkurlich
(m, kg, €, Liter, m?, . . .);
je nach EH: verschiedene MafBzahlen

« Wenn es Uberhaupt ein Verteilungsgesetz fur die
1. Ziffer gibt > ,universelles® Gesetz,
das nicht von den EH abhangt!

 EH-Wechsel bedeutet i. A.: Multiplikation mit einer
positiven Zahl (,Umrechnungsfaktor) se R™

z. B. Meilen > km: s=1,6
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D. h. ein ,vernlnftiges” Verteilungsgesetz fur die
1. Ziffer darf sich nicht andern, wenn alle denkmoglichen
Werte mit se R multipliziert werden:

,Skaleninvariant”

Werden sehen: Forderung nach Skaleninvarianz
- Benford-Gesetz ist eine notwendige Folgerung!

Welche Verteilungsgesetze kommen dafur in Frage?
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Die Gleichverteilung? (alle Ziffern gleich wahrscheinlich)

Z. B. Wahrungsanderung: € - DM (Betrage verdoppelt!)

Gleichverteilung der fihrenden Ziffern: €-Betrage

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Gleichverteilung

1 6,100 —> 1
kommt nicht 2 150 > 2
3 Ubergewicht 520 = 3

I der 1
I Frage’ 4 I als filhrende 2250 > 4
. : 5 Ziffer bei den 253[ = 5
Sle ISt nICht : DM_Betrﬁgen: [3, 3-5[ ﬁ 6
skaleninvariant! 7 B3 4L = 7
8 4,45 > 8
9 455 — 9
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Nur ,Anfangsziffer interessant -
,wissenschaftliche“ Schreibweise (Zehnerpotenzen):

Z=M-10" (A<M <10: "Mantisse")
Beschrankung auf M statt Z !

Suche: skaleninvariantes Verteilungsgesetz fur Z

klar!
< skaleninvariantes Verteilungsgesetz fur M

(d. h. M und M -s haben dasselbe Verteilungsgesetz!)

- Logarithmieren: 0<IgM <1
lg M und 1g(M - s) haben dasselbe Verteilungsgesetz:

Dieses muss also unverandert bleiben,
wenn man eine beliebige Konstante addiert:

lg(M -s)=1gM +1gs
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Leichter: welche Verteillungsgesetze bleiben durch
beliebige Additionen unverandert?

Verteilungsgesetze durch Dichtefunktionen beschreibbar;
W'en dann einfach: Flacheninhalte unter Dichtefunktionen

Die konstante Funktion ist die einzige Dichtefunktion, die
durch beliebige Additionen (d. h. beliebiges horizontales
Verschieben) unverandert bleibt (,Gleichverteilung®):

‘ T 1<M <10
Ig M muss :
gé?ri]?hverteilt : 0< lg M <1
|
1
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Wahrscheinlichkeiten
(Flacheninhalte)

7
|
|
|
|

bei Gleichverteilung ganz |

leicht zu bestimmen: i 1

0 a b 1

P(a<lgM <b)=(h—a)-1=b—a

Dies ist ideal fur die interessierenden Wahrscheinlichkeiten:

P(l.Ziffer von Z =d)|=P{.Ziffer von M =d)=P(d <M <d +1)

= P(gd <lgM <lg(d +1)) - lg(al+l)—lgal:1gﬂ
Gleiclh\;\e;teilung d
von lgM'!

— das Benford-Gesetz!
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Gleichverteilung von 1g M auf [0 ; 1]

- logarithmische” Verteilung
der Mantisse M auf [1 ; 10]:

M=1 2 3 4 = 6 7 8% 9 10
1g\L d=1 2 4 6 Im 9|
lsM= 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
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Andere Zahlensysteme

* Dual-system (Ziffern 0 und 1):
1 ist immer die fUhrende Ziffer!

« Andere natlrliche Zahl a > 2 als ,Basis” des
Zahlensystems:

PZeZ,)=log (d+1)—log d (d=12,...,a-1)

« Gesetz gilt auch, wenn man realistischerweise bei
,Messwerten* Q) statt R{j voraussetzt.
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Fachdidaktisches Potential

* Interessantes Phanomen (Motivation)
 Historische Bezlge

» Schuiler/innen kdnnen selbstandig
Experimente machen
(empirisch Uberprufen: Google)

« Mogliche Anwendungen: Nigrini (Steuer)

« Auch fOr Schuler/innen lesbare Literatur
(auch popularwissenschattlich)

» Ausbau und Vertiefung moglich
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Fachdidaktisches Potential

» Verschiedene Erklarungen (Stufung der
Strenge): Plausibilitatsbetrachtungen und
mathematischer Bewels

» Vernetzung verschiedener math. Inhalte:
Wahrscheinlichkeit, Zahlendarstellungen-
Grenzwerte, Logarithmus, Dichtefunktion,
,Nicht immer Gleichverteilung®,
Skaleninvarianz*
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