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1 Einleitung

In der klassischen Physik ist bei gegebenen Rahmenbedingungen, d.h. Masse und Felder, die
Entwicklung eines Zustandes eindeutig durch Ort und Impuls bestimmt. In der Quantenphy-
sik wird dazu das wesentlich komplexere Konstrukt einer Wellenfunktion verwendet. Diese
ist bereits bei einem Teilchen im eindimensionalen Raum Element eines Hilbertraumes der
quadratintegrierbaren Funktionen L?(R) und damit im Gegensatz zum klassischen Fall nicht
endlichdimensional. Es stellt sich somit die Frage, ob diese Beschreibung der Quantenphy-
sik, zum Beispiel im Wellenbild, also mit den Schrédingerschen Orts- und Impulsoperatoren,
die einfachst mogliche ist. Diese Frage soll der Satz von Stone-von Neumann beantworten,
in dem er die Darstellungen der Orts- und Impulsoperatoren klassifiziert. Dabei bleiben wir
der Vorstellung treu, dass Messergebnisse Eigenwerte selbst-adjungierter Operatoren sind. Des
Weiteren setzen wir voraus, dass die Kommutatorrelationen fiir den Orts- und Impulsopera-
tor [Z,p] = ih, welche sich in vielerlei Hinsicht als essentiell erwiesen haben, weiterhin giiltig
sind. So besagt der Satz von Stone-von Neumann, dass der Hilbertraum, auf dem die verallge-
meinerte Orts- und Impulsoperator wirken, bereits bis auf Isomorphie einer direkten Summe
von L%(R) gleicht und die Orts- und Impulsoperatoren auf den einzelnen L?(R) Unterriumen
der Schrodingerschen Darstellung entsprechen. Unter Isomorphismus versteht man hierbei die
Konjugation mit einer unitiren Abbildung. Somit ist der L?(R) tatsichlich der grundlegendste
Raum der Wellenfunktionen. Beispielsweise kénnte man eine Wellenfunktion auch als Tupel
(p,9) € L?*(R)? beschreiben. Damit wiren die Operatoren der Form (¢, 1)) — (A, Ay) und
ihre Eigenvektoren (¢;, ¢;) mit ¢;, ¢; Eigenvektoren von A zum selben Eigenwert.

In dieser Arbeit soll der Beweis des Satzes von Stone-von Neumann nachvollzogen, sowie mit
Beispielen illustriert werden. Von besonderer Bedeutung ist es dabei, die Idee zu dem endgiilti-
gen Beweisansatz zu vermitteln. Auch konnte durch eine Vereinfachung auf das, in verbreiteten
Beweisen auftretende, explizite Ausrechnen eines Gauflschen Integrales vollstandig verzichtet
werden. Dies macht den Beweis etwas iibersichtlicher und konzeptionell leichter zu fassen. In
dieser Arbeit beschrinken wir uns auf den Fall eines Ein-Teilchensystems in einer Dimension.
Der Beweis funktioniert fast analog fiir mehrere Dimensionen und Vielteilchensysteme, mit
endlich vielen Teilchen wie in [7] gezeigt wird.



2 Grundlagen

2.1 Grundlegende Uberlegungen zu den Darstellungen der
Kanonischen Kommutatorrelation

Ein endlichdimensionaler Raum lésst sich fiir die Représentation der kanonischen Kommu-
tatorrelation ausschliefen, denn es gilt spur(AB) = spur(BA). Wenn Operatoren auf einem
endlichen Raum die Kanonische Kommutatorrelation AB — BA = ih erfiillen wiirden, so wére
aber spur(AB) — spur(BA) # 0. [1] Es ldsst sich weiter zeigen, dass nicht beide Operatoren
A, B beschréankt sein konnen. Nehmen wir das Gegenteil an. Es gilt allgemein fiir beschrankte
Operatoren o(AB) \ {0} = 0(BA) \ {0}, wie wir im folgenden zeigen werden. Angenommen
es gibt eine Folge von Vektoren 1;, sodass die folgende Gleichung beliebig genau approximiert
werden kann, das heifit AB hat einen verallgemeinerten Eigenwert .

AB; ~ M, (2.1)

Somit folgern wir durch Multiplikation mit B, aufgrund der Beschrinktheit, dass die folgende
Gleichung beliebig genau approximiert werden kann:

BA(B;) ~ \B; (2.2)

Falls v; nicht gegen 0 konvergiert, so kann wegen (2.1) und A # 0 auch B1); nicht gegen 0 kon-
vergieren. Ansonsten wére Gleichung (2.1) verletzt, da fiir beschrénktes A, limpg,y, 0 ABY; =0
gilt. AB hat also ebenfalls den verallgemeinerten Eigenwert . Aufgrund der Symmetrie ist
die behauptete Aussage gezeigt. Wegen der Kommutatorrelation wiirde aber gelten, o(AB) =
o(BA)+ih, wobei die Addition elementweise zu verstehen ist. Da das Spektrum selbst-adjungierter
Operatoren nicht leer ist, erhalten wir einen Widerspruch. [2][S.738-739]

Nach den vorherigen Ausschliissen méchten ich noch eine konstruktive Uberlegung anstellen.
Es seien A, B die Ersétze fiir den Orts- und Impulsoperator. Da der der Ersatz fiir den Ortsope-
rator per Annahme selbstadjungiert ist, kann man ihn diagonalisieren. Wir nehmen zusétzlich
an, dass alle verallgemeinerten Eigenwerte Vielfachheit 1 haben. Dies ist eine starke Forderung,
man kénnte aber behaupten, dass sie gewissermafien physikalisch gerechtfertigt ist. Wir fordern
also QAQ~! = #. Wir transformieren nun durch Konjugation mit dieser unitiren Abbildung
Q@ und erhalten das Paar £, B’, welches die Kanonischen Kommutatorrelationen erfiillt. Die
kanonische Kommutatorrelation in der Form (ih~'B')#y = #(ih~'B’) + 1) erinnert an die
Produktregel mit iA~' B’ = 9,. Durch mehrmalige Anwendung der Kommutatorrelation erhélt
man (ih~1B")2"p = 2" (ih 1B )y + ni™ 4. Dies liisst bereits vermuten, dass (ih~!B’) dhnlich
wie der Differenzialoperator wirkt. Um auf Polynome in x genau wie der Differenzialoperator
zu wirken, miisste man zeigen, dass fiir ein ¢ das Folgende gilt: iR~ B’y =+’ und ¢'(x) # 0
Allerdings sieht man leicht, dass dies nicht gelten muss, zum Beispiel erfillt —ih0, + f mit
f einer Funktion nach z die selbe Kommutatorrelation wie B’ und zwar [Z,:] = ih, unter-
scheidet sich aber vom Differenzialoperator. Wir zeigen nun, dass B’ bereits notwendigerweise
von der Form —ihd, + f ist. Es gilt [, B’ + ihd,] = 0. Analog zum endlichdimensionalen Fall
lassen sich kommutierende Operatoren gleichzeitig diagonalisieren. Somit lésst sich der selbst
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adjungierte Operator B’ + ih0, gemeinsam mit # diagonalisieren. Das heifit B’ + ihd, = f,
mit f einer Funktion nach x. Wir mdochten eine Konjugation mit einer Funktion h finden,
welche, die folgende Gleichung erfiillt: g=1(—ihd,)g = —ihd, + f(x). f ist selbst adjungiert
uns somit reell. Diese Bedingung ist mit der Differenzialgleichung —ihg~'¢’ = f dquivalent.
Diese Differenzialeichung ist ein klassischer Fall fiir Separation der Variablen. Thre Losung ist
h(z) = e G(®) wobei G(z) die reelle Stammfunktion von g ist. Konjugieren mit e~ ") Jasst
den Ortsoperator # gleich und transformiert B’ zum Impulsoperator p = —ihd,. Insgesamt er-
hélt man durch Konjugation mit e ¢ Q die Transformation e #¢(#QA(e~ "¢ Q)1 = z,
e G QRB (e*ihG(x)Q)*l = p. Dies ist eine Aussage vom &hnlichen Typ wie sie im Satz von
Stone-von Neumann gezeigt werden soll, allerdings haben wir eine sehr starke Annahme ge-
macht und die Form des Impulsoperators nur fiir Polynome bestimmt. [3]

2.2 Motivation fur den Satz von Stone—von Neumann

Mit der von Paul Dirac entwickelten algebraischen Methode lésst sich der quantenmechanische
Ostzillator beschreiben, indem ein Ab- und Aufstiegsoperator @, a* konstruiert wird.
mwz + ip mwt — ip
a=TU2ER g MWT D (2.3)
vV 2hmw vV 2hmw

Der Hamilton Operator des harmonischen Oszillators lasst sich damit wie folgend beschreiben:

H= %ﬁQ + mw?i? = hw (a*& + ;) (2.4)
Alleine aufgrund der Kommutatorrelation, die von Z,p vererbt wird: [a,a*] = 1, lasst sich zei-
gen, dass der Abstiegsoperator einen Eigenwert von H auf einen um fw niedrigeren Eigenwert
abbildet und der Aufstiegsoperator einen Eigenwert von H auf einen um #%w héheren Eigenwert
abbildet. Anstelle von H wird der vereinfachte Operator N = a*ad verwendet, welcher offen-
sichtlich die selben Eigenvektoren hat. Da N selbst-adjungiert ist gibt es mindestens einen
Eigenvektor. Dabei gilt fiir einen Eigenvektor ¢ zum Eigenwert n ,N¢ = n¢

N(a¢) =a*a(ap) = a(a*a—1)p = (n— 1)ag (2.5)
N(a*¢) =a"a(a*¢) =a*(a*a+1)p = (n+ 1)a"¢ (2.6)
Ein Zustand a¢ kann nur null sein, falls ¢ Eigenwert n = 0 hat.
0=a"0=a"(ap) =no (2.7)
Auflerdem sind alle Eigenwerte n nichtnegativ.

n(¢,¢) = (N, ¢) = (a"ao, ¢) = (a¢, ap) > 0 (2.8)

Damit miissen die Eigenwerte bereits aus Ny sein. Ansonsten kénnten wir den Operator a auf
einen nicht ganzzahligen Eigenvektor anwenden und wiirden immer einen aufgrund (2.7) von
Null verschiedenen Eigenvektor zu einem niedrigeren Eigenwert erhalten. Irgendwann wéren
diese aber negativ. Des Weiteren kénnen wir so folgern, dass jeder Eigenvektor ¢ durch wie-
derholtes Anwenden von @ irgendwann auf 0 abgebildet wird. Umgekehrt ist ein Vektor ¢g aus
dem Kern von a offensichtlich ein Eigenvektor von N zum Eigenwert 0, ¢*a¢g = 0¢g. Durch
n-maliges Anwenden von &* erhalten wir also einen Eigen- oder Nullvektor (a*)"¢g = ¢y, zum
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Eigenwert n. Es bleibt noch zu zeigen, dass ¢, kein Nullvektor ist. Als Induktionsanfang ist
¢o nicht null. Als Induktionsschritt wére nun ¢,, = 0, so wiirde gelten:

0= (AI(AI*(ﬁnfl = (&*d + 1)¢7n71 =NPp_1 (2.9)

Was einen Widerspruch mit der Induktionsannahme ¢, # 0 bildet. Ein Zustand a*y ist also
genau dann Eigenwert von N zum Eigenwert n + 1, wenn ¢ Eigenvektor zum Eigenwert n
ist. Wahlen wir nun eine Orthogonalbasis von ker a, bestehend aus {¢o,;}ien,. So bilden die
(@*)"¢0,i = ¢n,; ein Erzeugendensystem des Eigenraums zum Eigenwert n. Es bleibt auflerdem
die Orthogonalitét der ¢, ; erhalten.

(Pnyis Png) = (0" Pn-1,i, 0" Pn_15) = (Pn—1,4, 80" 1) = n{Prn—1,i, Prn—1,) (2.10)

Mit Induktion gilt somit:

(Dnis Pnj) = 05 n! (2.11)
Es bildet {¢n i }n.icn, damit ein Orthogonalsystem. Da N, beziehungsweise H selbstadjungiert
ist, spannen dessen Eigenvektoren {¢n ;}n. icn, den gesamten Hilbertraum auf. AuBerdem sind

bei dem harmonischen Osszilator die Eigenwerte nicht entartet: {¢n ; }n.ieng={®n tnen,- [4][S.
442-448)

Da wir, bis auf den letzten Satz, nur Argumente verwendet haben, die auf der Kommutator-
relation [#,p] = ik und der Selbstadjungiertheit beruhen, gelten diese auch, wenn wir anstelle
des Orts- und Impulsoperators zwei andere selbstadjungierte Operatoren A, B aus dem Hil-
bertraum H verwenden, die dieselbe Kommutatorrelation erfiillen. Es seien &, &* die analog
definierten Auf- und Abstiegsoperatoren und {&, ;}n icn, die analog bestimmte Eigenbasis. Wir
bezeichnen V; = Span{&, ;}nen,. Somit lisst sich eine Abbildung U; : V; — L%(R) definieren,
welche &, ; auf ¢, abbildet. Mit (2.11) lasst sich leicht {iberpriifen, dass diese Abbildung unitér
ist. Es gilt nun fiir alle ¢,:

Uid* U pp = U6y = Uibna1,i = b1 = &y (2.12)
Somit ist das Resultat auch im Spann der Eigenvektoren, dem ganzen Raum, giiltig.
U;ar U7 = at (2.13)

Wir adjungieren nun beide Seiten dieser Gleichung und erhalten aufgrund der Eindeutigkeit
des Adjungierten auch bei Raumwechsel:

U;aU " =a (2.14)

U; transformiert also &, &* zu a, a*. Da &, p und A, B je auf gleiche Weise als Linearkombination
von a,a* bzw &, &* geschrieben werden kénnen, gilt weiter:

VAU =4 (2.15)
U;BU; ' =p (2.16)

Damit kénnen wir den V; mit L?(R) und A, B mit #,7 identifizieren. Es verbleibt noch zu
zeigen, dass der Spann der V;s, den wir als V' bezeichnen, der Raum H ist. Wir zeigen, dass das
orthogonale Komplement V1 invariant unter der Abbildung &, &* ist. Dazuseiv € V, u € VL.

(Gu,v) = (u,é’;@ =0 (2.17)
ev



2.2 Motivation fiir den Satz von Stone—von Neumann

Analog zeigt man die Invarianz unter &* und damit die Invarianz unter &*&. Angenommen das
othogonale Komplement wére nun nicht leer, so wiirde es mindestens einen Eigenvektor von
&*é aus V* geben. Auf diesen kénnen wir solange & anwenden, bis er null wird. So erhalten wir
einen Vektor ug € V* aus dem Kern von &. Damit haben wir einen Widerspruch zu Annahme,
dass die {¢o,}ien, C V eine Basis des Kern & bilden.

Bei genauer Betrachtung ist der eben gezeigte Beweisansatz fehlerhaft. Das Problem besteht
darin, dass es unter Umstdnden nicht moglich ist, die Operatoren &, &* mehrmals hinterein-
ander auszufiihren. Es kénnte sein, dass &*§,; nicht mehr im Definitionsbereich von &* ist.
Tatséchlich stimmt nicht einmal die in der Einleitung genannte Pramisse, dass der hier als H
bezeichnete Raum bis auf unitire Konjugation der L?(R) ist. Ein solches Gegenbeispiel, das
in der Referenz von diesem Abschnitt genauer beschrieben wird, ist der L?([—1,1]) mit dem
tiblichen auf [—1, 1] eingeschrankten Ortsoperator und iiblichen Impulsoperator, der zusétzlich
auf die Funktionen f : f(1) = f(—1) eingeschrénkt wird. Strenggenommen ist dieser Impuls-
operator nur symmetrisch, wir konnen aber einfach den selbstadjungierten Abschluss davon
nehmen, wobei sich an unserem Problem nichts dndert. Fiir den standardméfigen Hilbertraum
der eindimensionalen Wellenfunktionen L?(R) gelten die obigen Aussagen jedoch, da der Kern
von & durch die einzelne normierte Wellenfunktion der Form ¢g(z) = e~z gegeben ist. Man
erkennt leicht, dass man auf diesen Grundzustand beliebig oft die Operatoren a und &* an-
wenden kann. Eine Aufgabe des ersten Abschnittes dieser Arbeit soll es sein, eine strengere
Bedingung zu finden, welche solche Fille wie den L?([1, —1]) ausschliefit. [5][S. 279-281]



3 Ein Beispiel fiir den Satz von Stone—von
Neumann

In diesem Kapitel betrachten wir eine Gruppe von Transformationen. Diese Transformationen
wirken auf Tupeln selbst-adjungierter Operatoren (A, B) auf einem Hilbertraum #, welche
die Kommutatorrelation [A, B] = i erfiillen und bilden diese auf ebensolche ab, T': (A, B)
(A, B). Die zuvor genannten Kommutatorrelationen (CCR) unterscheiden sich zwar um % von
der gewohnten des Ortes und Impulses, das stellt aber kein Problem dar, da zum Beispiel
anstelle von p, der Operator B = h~'p gewihlt werden kann. Anschliefend soll fiir jedes T, A
und B eine unitdre Abbildung U: ‘H — H gefunden werden, sodass gilt:

UAU ' = A (3.1)

UBU'=B (3.2)

In der Art und Weise, wie ich die Transformationen einfithren werde, ist es vorteilhaft (3.1),
(3.2) umzustellen.

UTAU = A (3.3)
U 'BU =B (3.4)
Die wahrscheinlich einfachste der beschriebenen Transformationen ist:
A=A+ )
(3.5)
B— B

Wobei A € R. Es sei Uy eine entsprechende unitidre Abbildung. So iibertragt sich die Grup-
penstruktur der Transformationen gewissermafien auf die Uys. Allgemein gilt fiir affin lineare
Transformationen T4 : (A, B) — (a1 A+ b1 B + ¢1C,a2A + baB + ¢2C'), Ty und die dazugehori-
gen unitdren Abbildungen Uj, Us, so dass die Eintrage des affinen Teils Ay, Ao von T7 mit Us
kommutiert:

Uy 'UTTAULWUS (U (a1 A+ 0B+ e1C)Us )\
U, 'UT'BULWUS ) — \Us Y as A+ 03B + coC)Us | —

_ (U AU + 00U ' BUy + 10 _ o (U AU
~ \aaUy YAU, + boUs ' BUs + ¢,C ) — “ 1\ Uy T BU,

n(o(3)

Das heifit U;U, ist die T} o T5 entsprechende Transformation. In unserem Fall kommutieren die
Transformationen. Somit gilt U\U,, = Uy, = U,U) sind die, der Addition von ) mit X\ + x
entsprechende Abbildung. Wir wissen zwar noch nicht, dass es nur eine Abbildung gibt, die die
Rolle von Uy, erfiillt, was Uyy, = U U, bedeuten wiirde. Es ist jedoch zu vermuten, dass wir
fiir jedes A aus der Menge der Transformationen einen Vertreter auswéahlen kénnen, sodass die

- (3.6)



Menge der Vertreter eine Gruppe bilden. Wir suchen also nach einer kommutativen Gruppe mit
Elementen U (), sodass U(A + u) = U(MN)U(p). Es liegt nahe fiir U(\) das Exponential eM
eines selbst-adjungierten Operators M zu verwenden. Tatséchlich wird in Abschnitt 5 unter
anderem gezeigt, dass sich solche kommutativen Gruppen immer als Exponential darstellen
lassen. Wir nehmen probeweise an, dass das Exponential nach A differenzierbar ist. So kénnen
wir (3.3) in A = 0 ableiten.

d| iy d
— 1 ! = — A .
i), M = | @+ (3.7
Mit der Produktregel oder durch Umstellen von (3.7) vor dem Ableiten, falls an der Giiltigkeit
der Produktregel gezweifelt wird, erhalten wir:

—IMA+iAM =1 (3.8)
Etwas umgeformt:
[M,A] =1 (3.9)

Analog erhélt man durch Differenzieren von (3.4):
[M,B]=0 (3.10)

Das Gleichungssystem (3.9), (3.10) hat offensichtlich —B als inhomogene Losung. Dies legt die
Wahl M = — B nahe. Unter welchen Bedingungen die folgenden Gleichungen tatséchlich gelten
und wie das Exponential fiir unbeschrankte Operatoren genau definiert ist, wird im néchsten
Kapitel gezeigt.

ePB AT = A 4 ) (3.11)

*BBe B = B (3.12)

Als néchste Gruppe von Transformationen betrachten wir die folgenden Abbildungen:

A— A+ )\B

3.13
B— B ( )

Wieder bezeichnet U), die entsprechnde unitédre Abbildung. Auch hier iibertragt sich die Grup-
peneigenschaft auf diese Abbildungen, da es sich um kommutierende lineare Transformationen
handelt. Mit genau dem selben Ansatz wie vorhin, erhalten wir Kommutatorgleichungen fiir
den Exponenten M.

[M,A] =iB (3.14)
[M,B] =0 (3.15)
Es lasst sich leicht feststellen, dass diese Kommutatorrelationen von M = —%B2 erfiillt werden.

Es sollten also die folgenden Gleichungen gelten:
P3P 4o 3B° = Q 1 AB (3.16)

e*38° B3 B = (3.17)

Wenn man noch mehr Beispiele fiir Transformationen, welche die Kommutatorrelation inva-
riant lassen mochte, so kénnte man hohere Potenzen von B verwenden, denn die Ausdriicke
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eMB" Ae7IAB" lassen sich, verglichen mit anderen Operatoren, leichter explizit ausrechnen.

Zu den beiden, vorher beschriebenen Transformationsgruppen lassen sich analog die Gruppen
konstruieren, die gerade umgekehrt auf die Eintriage des Tuplels (A, B) wirken.

B— B+ A

3.18
A— A ( )
sowie
B— B+ M)A
* (3.19)
A— A

Die beiden Transformationen (3.13), (3.19) konnen als Zeilenadditionen aufgefasst werden.
Diese generieren die linearen Abbildungen mit Determinante 1. Die anderen beiden Transfor-
mationen (3.5), (3.18) konnen als affine Verschiebung aufgefasst werden. Insgesamt entspricht
die, von den vier Transformationen erzeugte Gruppe den affin-linearen Abbildungen, sodass der
lineare Anteil Determinante 1 hat. Man konnte sich nun fragen, welche Gruppeneigenschaften
der Transformationen sich auf die entsprechenden unitdren Abbildungen tibertriagt. Die Ergeb-
nisse aus (3.6) gelten natiirlich auch hier. Allerdings ist die Gruppe dieser Transformationen im
Allgemeinen nicht kommutativ und somit miissen es auch die unitdren Abbildungen nicht sein.
Aufgrund dieses Verhaltens kénnen die unitdren Abbildungen im Allgemeinen sehr kompliziert
werden. Im schlechtesten Fall werden sechs Hintereinanderausfithrungen der Generatoren ge-
braucht, um eine Transformation zu bilden. Wie in 8.1 gezeigt wird, entfallen vier davon auf
den linearen Teil.

Wir wollen nun noch eine Transformation betrachten, die von den vier vorhin beschriebenen
Transformationen (3.5),(3.13),(3.18),(3.19) erzeugt wird.

A— —B

3.20
B— A ( )

Wir kénnten eine entsprechende Abbildung finden, in dem wir die Transformation in die vor-
hin beschriebenen Generatoren zerlegen. Dies wiirde drei Schritte benétigen. Eine einfachere
Darstellung erhalten wir, indem wir (3.20) als Element einer kommutativen Gruppe linearer
Transformationen auffassen. Eine solche wére die SO(2).

A cos(a)A — sin(a) B
B~ sin(a) A + cos(a) B (3:21)

M

Wie in den vorherigen Féllen verwenden wir einen Exponentialansatz U = ¢'** und erhalten

fiir dieses M die Kommutatorgleichungen:

(M, A] = —iB

M. Bl — iA (3.22)

Ein solches M ist der vereinfachte Hamiltonoperator des harmonischen Osszilators M = %(A2+
B?). Es gilt also hoffentlich.

e_io‘%(AerBz)Qeia%(AerBz) = cos(a)A — sin(a)B

3.23
103 (A% +B?) polog (A%+57) _ sin(a) A + cos(a)B : (323



Fiir o = 5 zu erhalten wir das gewiinschte Ergebnis. Dieses Ergebniss ist nicht verwunderlich,
da zumindest aus der klassischen Physik bekannt ist, dass die Zeitentwicklung eines Harmo-
nischen Oszillator eine Drehung in dem Phasenraum ist. Fiir den standardméfigen Orts- und
Impulsoperator (P, Q) ist mit der Fouriertransformation F' bereits eine unitdre Abbildung be-
kannt, die durch konjugieren gleich transformiert. Es gilt damit:

(PFPO) =P /f e = —— / f(2) PeiMdy —

(3.24)
iz

= — x)redr = (Fzf)(A

= [ 1@ (Fef)()

Woraus F~1PF = @ folgt. Fiir die andere Gleichung formen wir um: F~'QF = (F?)~!PF?2. Es

ist bekannt, dass F2f(z) = f(—x), womit wir die gewiinschte Aussage F~!QF = — P erhalten.

Nach dem Satz von Plancherel ist die Fouriertransformation unitir. Es stellt sich die Frage,
inwiefern sich diese Idee verallgemeinern lasst. Wenn eine unitédre Abbildung die Gleichung

U AU = -B (3.25)

erfiillt, dann muss U Eigenvektoren ¢, von B auf Eigenvektoren von A zum additiv inversen
Eigenwert abbilden AU@y = —AU¢,. Im Gegenbeispiel aus der Sektion 2.2, wurden Opera-
toren A, B auf dem L?([—1,1]) vorgestellt, sodass f(z) = %ei””x,n € N Eigenvektoren von
B sind. [5][S.245] Der Grundsatz der Fourierreihenentwicklung besagt, dass diese Eigenvekto-
ren sogar eine Eigenbasis bilden. Die Fourierreihenentwicklung selbst ist eine entsprechende
unitiare Abbildung, die Eigenwerte des Impulsoperators auf Eigenwerte einer Art Ortsoperator
abbildet. Allerdings wirkt dieser Ortsoperator auf dem Raum der quadratintegrierbaren Folgen
und nicht auf L?([—1,1]). Tatséchlich hat der Ortsoperator auf L?([—1,1]) ein kontinuierliches
Spektrum, also wenn man strikt ist, hat er gar keine echten Eigenwerte. Damit kann es ei-
ne solche Abbildung, die Gleichung (3.25) erfillt, hierbei gar nicht geben. Das Problem, dass
sich bei dem obigen Uberlegungen ergibt ist, dass das entsprechende Exponential nicht die
vorausgesetzten Eigenschaften erfillt. Im Kern haben wir wieder die selben Probleme mit der
Hintereinanderausfithrung von A und B, wie im ersten Abschnitt. Diese Hintereinanderausfiih-
rung wird zu Beispiel bei der Berechnung der Kommutatoren verwendet. Dennoch wurde in
dieser Sektion mit dem Exponential eine wichtige Zutat fiir den tatsdchlichen Beweis fiir das
Stone Von Neumann Theorem gefunden.



4 Exponentierte Kommutatorrelation

Wie man in den beiden vorherigen Abschnitten gesehen hat, ist die kanonische Kommutatorre-
lation (CCR) fiir zwei Operatoren keine hinreichende Bedingung dafiir, dass diese Operatoren
bis auf Konjugation mit einer unitdren Abbildung einer direkten Summe der {iblichen Orts-
und Impulsoperatoren gleichen. Eine hinreichende und sogar dquivalente Bedingung stellt die
exponentierte kanonische Kommutatorrelation (expCCR) da. Diese trifft Aussagen tiber die
Operatoren ¢ und 2. Zunichst muss jedoch das Exponential eines unbeschriinkten, selbst-
adjungierten Operators definiert werden. Dabei kann nicht auf eine Reihenentwicklung zurtick-
gegriffen werden, da diese nicht konvergieren muss. An Stelle dessen wird der Spektralsatz fiir
unbeschréankte Operatoren verwendet.

Definition 1 (Operatorexponential). [5/[S. 214] Es sei A ein normaler Operator auf H, o(A)
das Spektrum von A und du” das dazugehorige Spektralmaf. So gibt es nach dem Spektralsatz
fir unbeschrinkte Operatoren eine Spektralzerleqgung von A.

A= A (N) (4.1)
o(A)

Das Operatorexponential von itA ist damit wie folgend definiert:
6itA — / 6it>\ d,uA(A) (4'2)
o(4)

Man sieht dass diese Definition fiir beschrinkte Operatoren mit der Exponentialreihe tiber-

einstimmt. AuBerdem ist fiir einen selbstadjungierten Operator A das Exponential e*4 uni-

téir. [5][S. 207-213]

Damit kénnen wir nun endlich die exponentierte Kommutatorrelationen definieren.

Definition 2 (exponentierte CCR). Es seien A, B selbst-adjungierte Operatoren, so bezeichnet

man die folgende Gleichung als exponentierte CCR:
QA GisB _ —ist jisB itA (4.3)

Eine Anregung fiir diese Definition liefert die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel. Laut dieser
gilt fiir beschrankte Operatoren A, B:

Falls der Kommutator [A, B] sowohl mit A als auch mit B kommutiert, so gilt insbesondere:

1 1
oAeB — oATB+3IAB] _ J[AB] A+B+1[BA] _ J[A,B] B A (4.5)

[5][S.281-282] Da die Orts- und Impulsoperatoren unbeschrinkt sind, muss aus der CCR nicht
die exponentierte CCR folgen, wie im néchsten Kapitel gezeigt wird. Umgekehrt folgt die ge-
wohnliche Kommutatorrelation aus der exponentierten CCR. Um dies zu zeigen, bietet es sich
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an, die Gleichung (4.3) nach a und b in null abzuleiten. Dazu benétigen wir ein paar grundle-

gende Regeln fiir das Differenzieren von operatorwertigen Funktionen. Als das Differenzial am

Punkt a einer solchen Funktion X () bezeichnet man den folgend definierten Operator.
d X(a+h)Y — X(a)y

az |, X0 = iy B

(4.6)

Man sieht leicht, dass diese Abbildung tatséchlich linear ist. Der Definitionsbereich dieses Ope-
rators ist der Vektorraum, fiir dessen Elemente dieser Grenzwert existiert. Es ist zu erwarten,
dass das Exponential ¢4 in 0 auf dem Definitionsbereich von A existiert und gleich iA ist.
Ein Beweis davon findet sich in [5][S. 209]. Die Produktregel ldsst sich fiir Funktionen mit
beschriankten Eintriagen X (¢), Y'(¢) dhnlich wie im skalaren Fall, fir entsprechenden Definiti-
onsbereich nachrechnen:

d . X(a+h)Y(a+h)Y—X(a)Y(a)y
| XY@ =i . _
— lim (X(a)(¥ (a + ) ~ V(@) + (X(a+ h) — X (@)Y (a)i+
HX(@+h) - X@)(Y(a+h) - Y@)d) h= @47
= X(@) 3| YO+ G XOY@0+ m(Xa+b) - X(@) | Y=
d d
—X(@ | YOu+ G| Xov@e

Mit diesen Erkenntnissen kénnen wir nun (4.3) nach ¢ in 0 ableiten. Der Definitionsbereich ist
dabei der von A da aufer ei*4 alle Faktoren skalar oder konstant sind. Wir erhalten:

iAe*B = el*Pig — iselsB (4.8)

Diese Gleichung lasst sich zur spéter definierten semi-exponentierten CCR umstellen. Um end-
giiltig zur CCR zu gelangen, differenzieren wir (4.8) nach s in 0.

i?AB =i’BA — i (4.9)

So erhalten wir, bis auf Division mit i, die gewthnliche kanonische Kommutatorrelation.

Definition 3 (semi-exponentierte CCR). FEs seien A, B selbst-adjungierte Operatoren, so
bezeichnet man die folgende Gleichung als semi-exponentierte CCR:

. ey (4.10)

Gleichungen dieser Form sind im vorigen Kapitel als unitédre Konjugationen zum Beispiel
in (3.11) vorgekommen. Tatséchlich ist die semi-exponentiert CCR sogar zur exponentierten
CCR &aquivalent. Um dies zu zeigen, kann die Gleichung (4.10) mit ¢t multipliziert und das
Operatorexponential gebildet werden. Wir stellen fest, dass Konjugation mit einem unitaren
Operator das Spektrum nicht verdndert. Somit konnen wir das Operatorexponential wie folgt
ausrechnen:

e—isB/ A (\)eltB — / RICSORWEISY (4.11)
o(A) o(4)
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4 Exponentierte Kommutatorrelation

Dieses Ergebnis konnen wir wieder mit der Definition 1 umschreiben und erhalten eine offen-
sichtlich zur exponentierten CCR &quivalente Gleichung.

e—isBeitAeisB — eitAe—itS (412)
Die in dem Kapitel 3 verwendeten Gleichungen implizieren also bereits die exponentierten CCR.

Die Gruppen V (t) = €4, U(t) = e®P lassen sich zu einer gesamten Gruppe mit den erzeu-
genden Elementen S(s,t) = ei%StV(s)U (t) = el25leisAeitB zusammenfassen. Der Phasenfaktor
ist dabei so gewihlt, dass S(s,t)* = S(s,t)™! = S(—s, —t) gilt. Im Allgemeinen lisst sich die
exponentierte CCR wie folgend auf S(s,t) tibertragen:

S(a,b)S(c,d) = e 2@ S(q 4 ¢, b + d) (4.13)

In dem man b = ¢ = 0 setzt, erhdlt man aus (4.13) wieder die gewohnliche exponentierte CCR.
Die Gleichung (4.13) ist also dquivalent zur exponentierte CCR. [5][S. 283-284]

Es ldsst sich eine, zu der exponentierten CCR &dquivalente Bedingung formulieren, ohne das
Operatorexponential von den entsprechenden selbstadjungierten Operatoren zu verwenden. Ei-
ne solche Bedingung ist in dem Artikel [6] gegeben. Bei dem Beweis des Satz von Stone-von
Neumann scheint man dem Operatorexponential jedoch nicht einfach ausweichen zu kénnen.
Bereits in den Beispielen in Sektion 3 wird intensiv von den Exponentialen Gebrauch gemacht.
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5 Satz von Stone

Der Satz von Stone ist fiir den Beweis des Satz von Stone- von Neumann nicht notwendig. Er
erlaubt es jedoch, bestimmte Gruppen, deren Elemente durch unitire Abbildungen représentier
werden, mit einer Exponentialgruppe {¢* |\ € R} zu identifizieren und gibt so dem Satz von
Stone- von Neumann einen breiteren Kontext.

Theorem 1 (Satz von Stone). [5/[S. 207-213] Es sei G = {(T'(t))ier} eine, durch unitdire
Abbildungen auf einem Hilbertraum H, dargestellte Gruppe die, die folgenden Figenschaften
erfillt:

e T(-) ist ein Homomorphismus: T'(a)T(b) = T(a + b)
o G ist stark stetig: Vi € Hlimy_,o T'(z)p = T'(a)y

So gilt fiir diese Gruppe G:

o Es existiert der Grenzwert limg_,,, T(L}M fiir Vektoren 1 aus einem dichten Unterraum
von H

o Der durch diesen Grenzwert definierte Operator A, Ay = —ilim,_, T(h)hﬂ ist selbst-
adjungiert.

° T(t) — ez‘tA

Ein Beweis dieses Theorems findet sich in der angegebenen Referenz. Dort wird auch mit
dem Spektralkalkiil gezeigt, dass e'*4 fiir jedes selbst-adjungierte A eine zu R isomorphe, stark
stetige Gruppe ist.

Mit dem Satz von Stone lésst sich einfach eine explizite Form der Exponentiale der standard-
méafigen, reduzierten Orts- und Impulsoperatoren finden. Fiir den Ort X sieht man ohnehin
unmittelbar aus der Definition: (e!**¢)(z) = e'*1)(x). Fiir den Impuls wiirde man fiir &hnli-
ches eine Fouriertransformation benttigen. Etwas eleganter ist es, die eindeutige stark stetige
Operatorgruppe T'(a) zu finden, so dass —iy)’ = —ilimg_,, T(h)# gilt. Dieser ist unschwer
erkenntlich der Translationsoperator. Die starke Stetigkeit des Translationsoperators ist ei-
gentlich nur auf den Bereich der stetigen Funktionen offensichtlich, wir kénnen dieses Problem
umgehen, in dem wir eine beliebige quadratintegrierbare Funktion durch stetige Funktionen
approximieren. Mit dieser expliziten Darstellung wird offensichtlich, dass fiir den standardmé-
Bigen Orts- und Impulsoperator die exponentierte CCR, stimmt.

(eitXTS )(z) = e(z + 5) = efitseit(:ers)d}(x +5) = e—its(Taeitxw)(I) (5.1)

Die exponentierten Kommutatorrelationen gelten jedoch nicht fiir alle Operatoren, welche die
CCR erfiillen. Ein entsprechendes Gegenbeispiel bilden die Orts- und Impulsoperatoren auf
L?([-1,1]), welche bereits in den vorherigen Kapiteln verwendet wurden. Das Exponential des
Ortsoperators lisst sich wieder unmittelbar aus der Definition ablesen (e'Xv)(z) = e**(x).
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5 Satz von Stone

Fiir den Impuls gilt mit gleichem Argument wie vorhin (e*'¢)(z) = e, (z + t), wobei die
Funktion e, um das Problem des Definitionsbereiches zu umgehen, hierbei als periodische
Funktion interpretiert wird. Das heifit pe,(z + t) := ¢(z + ¢t + 2n), wobei n € Z so gewéhlt
wird, dass das Argument =+ ¢+ 2n im Definitionsbereich [—1, 1] und moglichst klein ist. Damit
lasst sich der Gruppenkommutator wie folgt bestimmen:

(eitXeiSPI/))(JU) — eitw¢per($ + S) _ eit(szodg(z+s))eitMod2(x+s)¢per(x + S) —

it(x—Mon(ﬂc—i-s))(eisPeitXw)( (5'2)

=e x)

Dabei bezeichnet Mods(x) := = mod 2.

Die Gleichung (4.13) zeigt S(as,bs)S(at,bt) = S(a(s + t),b(s + t)). AuBerdem ist S(at,bt)
als Komposition stark stetiger Funktionen wieder stark stetig. Differenzieren von S(at,bt) in
t =0 gibt:

d d| | ; ;
T S(at,bt) = T o120t latAgibiB 34 A 4 ibB (5.3)
0 0

Woraus wir mit dem Satz von Stone S(s,t) = el(¥4+B) folgern. [5][S. 284-286]
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6 Irreduzibilitat

Sucht man eine moglichst einfache Darstellung der Orts- und Impulsoperatoren oder bestimm-
ter Algebren im Allgemeinen, so ist die Irreduzibilitit eine niitzliche Bedingung.

Definition 4 (Irreduzibilitit). [5/[S. 286] Operatorengruppen U, V (die die exponentierte
CCR erfiillen) heifien irreduzible Darstellung auf einem Hilbertraum H, falls fir einen Un-
terraum W, der unter Multiplikation mit U, V, sowie Grenzwerten abgeschlossen ist, gilt:
W = {0} oder W =H.

Eine oft niitzlichere Charakterisierung der Irreduzibilitét ist die folgende: Fiir einen Nichtnull-
Vektor w € H ist der davon unter Operation von U, V', Linearkombinationen und Grenzwerten
erzeugte Raum gleich H. Dieser erzeugte Raum hat, aufgrund der Kommutatorrelationen und
der Tatsache, dass der Grenzwert linear ist, die Form Span({U(a)V (b)wl|a,b € R}).

Ein rigoroser Beweis fiir die Irreduzibilitdt der standardméfigen Orts- und Impulsoperatoren
wird im néchsten Kapitel gegeben. Aufgrund der Wichtigkeit des Resultates soll im Folgenden
die Irreduzibilitdat heuristisch argumentiert werden. Angenommen es ist eine Wellenfunktion v
ungleich Null gegeben, so gibt es ein Intervall I, in dem sie bis auf eine Nullmenge tiberall von
Null verschieden ist. Im von diesen Vektor erzeugten Raum befinden sich Ausdriicke der Form
> AieltiXeh. Mit Grenzwertbildung erhalten wir ein entsprechendes Integral [p A(¢)e™ dte. Mit
J A(t)eltX dt lisst sich iiber eine Fourier-Transformation eine beliebige Wellenfunktion bauen.
Insbesondere kénnen wir damit eine Funktion generieren, welche 1 im Bereich I beliebig formt
und ansonsten gleich Null setzt. Irgendeine Wellenfunktion f € H ldsst sich in Stiicke des In-
tervalls I gliedern. Mit dem Translationsoperator lassen sich passend geformte Stiicke auf die
richtige Position bringen, sodass die Linearkombination davon f ergibt. Es ist also der gesamte
Hilbertraum im Abschluss.
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7 Beweis des Satzes von Stone Von Neumann

In diesem Abschnitt soll der Satz von Stone-von Neumann prézise formuliert werden, die Be-
weisidee veranschaulicht und mit Beispielen illustriert werden sowie schlussendlich ein Beweis
geliefert werden.

Theorem 2 (Satz von Stone-von Neumann). [7] Es seien U und V' unitdre, einparametrische,
stark stetige Operatorengruppen auf dem Raum H, welche die exponentierten Kommutatorre-
lationen erfillen und S(s,t) = e%StV(s)U(t) die dazugehorige Zusammenfassung. So ldsst sich
H als direkte Summe von topologisch und unter U und V' abgeschlossenen Unterraumen {W;}
zerlegen, sodass fiir diese Unterrdume gilt: Es existiert eine unitire Abbildung Q;: W; — L*(R),
mit:

QiS(5,1)Q; " = Ss(s,t) (7.1)
Dabei bezeichnet Ss(s,t) = ¢35 ¢isX GitP it X(x) = xp(x) und Py(z) = —)'(x). Falls U
und V' irreduzibel sind, so gibt es offensichtlich nur einen invarianten Unterraum aufler null,

W = H. Die dazugehdrige unitire Abbildung Q ist bis auf eine Konstante vom Betrag Fins
bestimmt.

In der obigen Fassung wurde das Theorem fiir abstrakte Gruppen U und V formuliert.
Nach dem Satz von Stone lassen sich diese jedoch einfach durch V = 4, U = ¢itB
Generatoren A, B ersetzen. Um tatséchlich die in der Einleitung formulierte Aussage

QiAQ; ' = X
QiBQ;' =P

mit den

(7.2)

zu erhalten, misste man (7.1) nach s, beziehungsweise nach ¢ in (0, 0) ableiten.

Die Grundidee fiir den Beweis des Satz von Stone-von Neumann ist die folgende. Wir beginnen
mit einem Nicht-Null Vektor & € H und betrachten den davon unter .S erzeugten abgeschlosse-
nen Unterraum W. So ist das orthogonale Komplement W+ ebenfalls unter S abgeschlossen,
wie die folgende Rechnung zeigt. Es sei v € W so gilt Yw € W

(w, S(s,t)v) = (S(—s, —t)w,v) =0 (7.3)

Was nichts anderes bedeutet als S(s,t)v € W+. Das orthogonale Komplement ist offensicht-
lich unter Linearkombinationen, aber auch unter Grenzwerten abgeschlossen. Dazu sei v der
Grenzwert von {v, }nen, vn € W, so gilt Vw € W:

|{(w,v)| = nlLIgo [{(w, v —vp)| < nhﬁngo \/<U — VUp, U — V) (W, w) =0 (7.4)

Damit lassen sich induktiv, topologisch und unter U und V abgeschlossene Unterrdume von H
abspalten. Wir hoffen und werden spéter beweisen, dass wir auch tiberabzéhlbare {¢;}; finden
koénnen, sodass die von den ;s erzeugten Rdume abgeschlossenen sind und deren direkte Summe
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den ganzen H aufspannt.
Es sollen nun unitire Abbildungen

Q; : Z )\jS(CLj, bj)fi — Z )\jss(aj? bj)fs (7.5)
J J

fiir ein geeignetes 0 # & € L?(R) gefunden werden. Das Summenzeichen steht hier fiir eine
Summe und einen potentiellen Grenzwert hinter der Summe. Strenggenommen miissten wir
diese Abbildungen als (linkstotale) Relationen definieren, da wir die (Rechts)-Eindeutigkeit
noch nicht nachgewiesen haben. Wenn diese Relationen tatséchlich unitdre Abbildungen sind,
dann erfiillen diese bereits die Rollen der @;s aus (7.1). Dazu sei >-; A\;Ss(aj,b;)&s € L?(R)
ein generisches Element im Bild von ;. Um Ubersichtlichkeit zu wahren, unterdriicken wir im
Folgenden den Index 4. So ist mit (4.13):

Q‘IZAiSS(ai, QZe ig(sbi—tai)\. S(q; + 8, b; + )€ =

(7.6)
_Ze i§(sbi ms<az+sb +1)§ = Sy(s,t ZAS (i, bi)Es

was die Aussage zeigt.

Es stellt sich die Frage, welche Eigenschaften die &s erfiillen muss, dass die oben beschriebenen
Abbildungen @ wohldefiniert und bijektiv sind, die zusétzlich geforderte Unitaritdt lassen wir
vorerst auBer Acht. Dazu betrachten wir als Beispiel den L?(R)™ mit der standardmifligen
Orts- und Impulsgruppe, die allerdings auf jeden Eintrag wirkt. Falls der Satz von Stone-von
Neumann wahr ist, so ist dieses Beispiel bereits generisch, zumindest wenn man von unend-
lichen, direkten Summen absieht. Wir wihlen £ = (e1,--- ,&,). Unter der Annahme, dass die
standardméBigen Orts- und Impulsgruppen auf L?(R) irreduzibel sind, ist die Surjektivitit von
Q gegeben. Dass die Abbildung @) wohldefiniert und injektiv ist, ist damit dquivalent, dass die
LHS von (7.5) genau dann 0, ist falls die RHS 0 ist. Aulerdem muss der Definitionsbereich von
Q irreduzibel, sein da der Bildbereich irreduzibel ist. Damit der Definitionsbereich irreduzibel
ist, ist es notwendig und hinreichend, dass falls fiir ein k e # 0 und >°; A\;S(a;, bj)er = 0 ist,
so sind auch alle anderen Komponenten 0: V& : 3°; A;S (aj,bj)er = 0. Wir konnen diese Bedin-
gungen (Definitionsbereich irreduzibel, wohldefiniert und injektiv) kompakt zusammenfassen:

Vkvj S {17 ,Tl}U{S} :
€k 75 0OA Z /\iSk(CLi, bi)é‘k =0 = Z /\iSj(ai, bi)é‘j =0 (7'7)

Dabei ist fiir & € {1,--- ,n}: Sk(s,t) = S(s,t),ex = € und Ss(s,t) = el2steisX e P ey = &
Diese Bedingung ist im Allgemeinen jedoch falsch, denn es ist wie im vorherigen Kapitel mit
> AiS(a;, b)) moglich, eine Multiplikation mit einer Stufenfunktion zu bauen. Diese Multipli-
kation ergibt fiir manche ; Null, wihrend sie fiir andere ; nicht 0 ergibt. Somit ist die Wahl
von £ jedenfalls nicht beliebig. Es liegt nahe, wie in Kapitel 2.2 eine Verallgemeinerung des
Grundzustands eines harmonischen Oszillators fiir £ zu verwenden. Tatséchlich muss @ falls es
existiert einen Grundzustand, das heifit einen normierter Vektor aus dem Kern des Absteige-
operators &, auf einen Grundzustand im L?(R), also ein normierter Vektor aus dem Kern von
dem Schrodinger-Absteigeoperators @ abbilden, wie man mit (7.2) sieht.

¢1§ \2(@1@—1 LIQPQ V), =
(A—I-lP)Q d)s Qayy = 0= dap

0=dhs = —=(X +ip)¢s =
(7.8)
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7 Beweis des Satzes von Stone Von Neumann

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass der Kern des Abstiegsoperators & = %(A—HB ) auf dem

L?(R)™ die Form ¢ = (\1€s,- -+ , A\u€s) besitzt, wobei e5 nun der Grundzustand im eindimen-
sionalen Fall ist. Dieser Grundzustand (Aies,- -, Anes) erfiillt jedoch (7.7), womit der erste
Teil unseres Arguments fiir das genannte Beispiel gesichert ist. Um dieses Argument nun allge-
mein ohne Voraussetzungen zu fassen, soll der Grundzustand, genauer die Projektion auf den
Grundzustand |pg) (@ol, durch die unitéren Gruppen U(t) = B, V(t) = l*4, beziehungsweise
S ausgedriickt werden. Wir machen den von der Weyl-Quantisierung inspirierten Ansatz:

?
|00) (ol = /R _f(a,b)S(a,b)dadb := Py (7.9)
Dabei ist f eine zahlenwertige Funktion und S(a,b) = ei%“bV(a)U(b). Dieser Operator Py
ist genau dann eine orthogonale Projektion auf Grundzustande, falls er selbstadjungiert und
idempotent ist, sowie die folgende Gleichung gilt:

& /R  f(a.b)S(a. b)dadb = 0 (7.10)

Diese Gleichung léasst sich mit einer dem Feynman Integral Trick dhnlichen Methode wie folgt
umschreiben:

0 =324 / f(a,)S(a, b)dadb = / F(a,b)(A +iB)S(a, b)dadb =
k2 k2 (7.11)

= / f(a,b) (—iaa Ly o+ ila) S(a,b)dadb =
R2 2 2

Damit das Integral konvergiert, nehmen wir an, dass der Integrand im unendlichen verschwin-
det. Somit konnen wir durch partielle Integration die Differentialoperatoren auf den anderen
Faktor iibertragen, wobei sich das Vorzeichen vor dem Differentialoperator &ndert:

* 1 1
= <<i@a ——b—0p+ ia> f(a, b)> S(a,b)dadb (7.12)
R2 2 2
Diese Gleichung ist offensichtlich erfiillt, falls der Integrand gleich 0 ist.
1 1
(i@a — ib — 0y + i2a> f(a,b) =0 (7.13)

Wie wir spéter in 4 zeigen werden, ist dies tatsichlich notwendig, um die Gleichung (7.10) zu
erfiillen. Dass Py selbstadjungiert ist, ist (fiir stetiges f) damit dquivalent, dass f(—a, —b) =
f(a,b), wie wir ebenfalls spater zeigen. Dieses Bedingung sowie die DGI (7.10) werden von den
folgenden Funktionen erfiillt:

y(a,b) = Cem1@H?)  CeC (7.14)

Hier sollen nun einige grundlegende Eigenschaften des Integrals Py gezeigt werden, welche im
weiteren Verlauf des Beweises von Nutzen sind.

Lemma 1. [7] Das Integral in (7.9) existiert, falls [go |f(a,b)|dadb existiert.

Dazu stellen wir fest, dass S(a,b) stetig in a,b ist. AuBerdem ist die Norm des Integrals
beschrankt:

Vo ([Proll < [ 1U@V®)f(abvldads = [ |f(a.b)ldadb]o] (7.15)
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Lemma 2. [7] Es gilt P} = Py mit g(a,b) = f(—a,—b)

Dazu zeigen wir, dass das Adjungierte mit dem Integral vertauscht werden kann, wenn wir
iiber eine hinreichend regulire, parametrische Familie von Operatoren integrieren. Hinreichend
reguldr bedeutet, dass der Satz von Fubini fiir das Integral {iber die Parameter und das Integral
im Skalarprodukt gilt. Das ist fiir stetiges f der Fall.

(v [, Alhag) = [ (. A@e)da= [ (A@)b.g)da=( [ A dav.o)  (716)

Mit diesem Resultat und einer Spiegelung als Koordinatentransformation kénnen wir P}" um-
schreiben:

pp = [, T@b)S(~a,~b)dads = /]R F(—a —B)S(a,b)dadb (7.17)

Lemma 3. [7] Es gilt S(s,t)Py = Py, PrS(s,t) = P, und S(—s,—t)P;S(s,t) = P; mit

1

g(a7 b) = eii(atisb)f(a -5 b— t)
h(a,b) = e_i%(at_Sb)f(a —s,b—1t) (7.18)
j(a,b) = e =) f(a,b)

Fir den Beweis bietet sich wieder eine einfache Koordinatentransformation an.
S(s,t)P; = / F(a,)S(s,1)S(a, b)dadb =
]RQ

= / fla,b)e 2= G(q 4 5.+ t)dadb =
RQ
, (7.19)
= / Jfla—sb— t)e 12 (6-0=(0=9 §(¢, b)dadb =
R

= / fla—s,b—1)e'2 ") 5(q, b)dadb
R

Die zweite Gleichung lédsst sich analog beweisen. Die dritte folgt durch Anwendung der ersten
und zweiten. [7]

Lemma 4. [7] Es sei H # {0}. Falls Py = 0, so gilt aufer auf einer Nullmenge f = 0.

Mit der dritten Gleichung in (3) folgern wir aus Py = 0:
0= <d}7 S(_a7 _b)PfS(a7 b)¢> = /2 e_i%(at_Sb)f(aa b) <w7 S(CL, b)¢>dadb (720)
R

Das Integral auf der rechten Seite entspricht der inversen Fouriertransformation von f(a, b)(1, S(a, b)¢)
am Punkt (¢, —s). Da dieses fiir alle (¢, —s) gleich null ist, gilt folglich auf einer dichten Menge
f(a,0){(,S(a,b)p) = 0. Da H # {0} ist, gibt es ein ¢, sodass S(ag,bo)¢ # 0. Wahlt man
Y = S(ag, bo), so gilt (1, S(ag, bo)d) = |S(ag, bo)p|?> # 0. Da der Ausdruck stetig ist, gilt sogar
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7 Beweis des Satzes von Stone Von Neumann

auf einer Umgebung von (ag, by), dass (¢, S(a,b)¢) # 0. Somit ist auf einer dichten Menge
dieser Umgebung f(a,b) = 0. Der ganze Raum ldsst sich durch abzéhlbare Vereinigungen von
Umgebungen iiberdecken. Da abzahlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen
sind, ist auf dem ganzen Raum bis auf eine Nullmenge f = 0. [5][Seite 289

Lemma 5. [7] Es gilt P;P, = Py, mit:

h(a, B) = /RZ e 2(aB=b9) £(q b)g(a — a, B — b)dadb (7.21)

Der Beweis ldsst sich wieder durch einfaches Nachrechnen erbringen.

PPy = / f(a,b)S(a, b)dadb/ g(a,b)S(a,b)dadb =
R2 R2
= /4 f(a,b)g(e,d)S(a,b)S(c,d)dedddadb = (7.22)
R
= / fla,b)gle, d)e 2 (a + ¢, b+ d)dadbdedb =
R

Mit der Koordinatentransformation @« = a 4+ ¢, = b+ d = dadbdadf = dadbdedd erhalten
wir:

/ fa,b)g(a — a, B — ble iz@(B-)~ble=a) gy B)dadbdadp =

R ) (7.23)

= / fla,b)g(e — a, B — b)e 2@~ 4adbS (o, B)dad 8
]R2 ]R2

Auf unserem Weg zum Beweis des Satz von Stone-von Neumann muss noch ein Hilfssatz gezeigt
werden.

Lemma 6. [7] Es sei Py # 0 ein wie in (7.9) definierter Operator, der (7.10) erfillt, zum
1

Beispiel mit y(a,b) = e~ 1(@® %) g, gilt fiir alle s,t:
P,S(s,t)P, = c(s,t)P, (7.24)

Dabei ist fir fizes y, c(s,t) eine, von der Wahl der Gruppen U,V , beziehungsweise S unabhdn-
gige Funktion. Insbesondere ist Py, bis auf eine Konstante co, eine Projektion. Es gilt co # 0.

Betrachten wir zuerst das Beispiel des L?(R) mit der standardméfigen Orts- und Impuls-
gruppe. Da hierbei der Kern des Abstiegsoperators a eindimensional ist, gilt aufgrund (7.10),
dass P, hochstens eindimensionales Bild hat. Wegen 4 hat P, genau eindimensionales Bild. Ein
selbstadjungierter Operator mit eindimensionalen Bild ist, bis auf eine Konstante, ein eindi-
mensionaler Projektor. Somit gilt weiter P, = X |po) (@o|. Dabei ist (¢g| der Grundzustand des
harmonischen Oszillators und 0 # X\ € R. Es gilt offensichtlich A |pg) (o] Ss(s,t)A |@o) (wo| =
c(s,t) A [@o) (wo| mit c(s,t) = A{po| Ss(s,t) o) und co = ¢(0,0) = A{po,po) # 0. Dies ent-
spricht bereits (7.24).
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Wir wollen (7.24) nun allgemein beweisen. Wir verwenden Lemma 3 und dann Lemma 5, um
zu zeigen, dass die LHS als Py geschrieben werden kann, so dass fiir f gilt:

fla,B) = /2 e_i%(aﬁ_ba)y(a, b)ei%((o‘_“)t_(ﬁ_b)s)y(a —a—s,0—b—t)daddb (7.25)
R

Die genaue Form dieses Integrals ist irrelevant. Wichtig ist nur, dass das als solches definierte
f unabhéngig von der Wahl von S ist. Auf Grund der Stetigkeit von f ist nach Lemma 4
die Gleichung (7.24) genau dann wahr, falls f = ¢(s,t)y. Fiir die standardméfigen Orts- und
Impulsgruppen S haben wir (7.24) und somit f = c(s,t)y bereits gezeigt. Da f unabhéngig
von der Wahl von S ist, stimmt f = ¢(s,t)y und somit (7.24) bereits allgemein.
[5][S.288-289]

Nun haben wir alle nétigen Hilfssétze hergeleitet. Bevor wir den Satz von Stone-von Neumann
beweisen, zeigen wir die Irreduzibilitdt der standardméfiigen Orts- und Impulsgruppen U, V.
Dazu fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen es sei W ein unter Linearkombinatio-
nen, Grenzwerten und Anwenden von U, V' abgeschlossener Unterraum mit W # {0}, W # H.
Wie wir uns bereits bei (7.3) iiberlegt haben, ist W+ ebenfalls invariant und W+ # {0}.
Somit haben die Operatoren Py|w, Pyly,. mit y definiert wie im vorherigen Lemma und S
eingeschrinkt auf W, beziehungsweise W+ mindestens eindimensionales Bild. Daraus folgt mit
Lemma 4, dass P, = Py|lw + Py|yy+ ein mindestens 2-dimensionales Bild hat, ein Widerspruch
mit der bekannten Tatsache, dass der Abstiegeoperator & der schrédingerschen Operatoren
eindimensionalen Kern hat, da eben aP, = 0 gilt. [5][Seite 290]

In den folgenden Absétzen vollenden wir den Beweis des Satz von Stone-von Neumann. Zuerst
zeigen wir, dass fiir eine Orthonormalbasis §; € Im(P,) die davon, unter S erzeugten, topolo-
gisch abgeschlossenen Unterraume W;, |£;|? = 1 orhogonal zueinander sind. Fiir analoges &, aus
dem Schrodingerraum folgt aus der eben gezeigten Irreduzibilitit, dass der dazugehorige abge-
schlossene Unterraum W der Schrédingerraum L?(R) ist. Weiter zeigen wir, dass die in (7.5)
definierten Relationen @Q; C W; x L?(R) mit diesen ¢; Skalarprodukt erhaltend ist. Skalarpro-
dukt erhaltend bedeutet, dass fir (u, @) € @, (v,0) € Q gilt: (u,v) = (@, 0). Es scheint hilfreich,
das Skalarprodukt der Linearkombinationen, aus denen die W; bestehen, zu betrachten:

<Z NS (ar, b)&i, > S (ax, bk)§j> = At (S(ar, bi)&i, S(cr, di)&s) (7.26)
P P ko

Wir betrachten die Summanden néher. Da £ € Im(P,) und P, bis auf eine Konstante co # 0
eine selbst-adjungierte Projektion ist, gilt co¢ = P,¢ und somit mit (7.24):

3(S(s, )&, S(a, 7)) = (S(s,1)Py&i, S(a. 1) Py&j) =
1
= (&, PyS™ (s,1)S(q, ) Py&;) = €257 71(¢; PyS(q — 5,7 — 1) Py&;) = (7.27)
=c(q—s,r— t)ei%“*tq (&, Py&j) = coc(q — s, 7 — t)ei%“*tq&,j
Damit ist nicht nur gezeigt, dass die W; orthogonal sind. Da die Funktion ¢ unabhingig von

der Wahl von S ist, sieht man auch, dass das Skalarprodukt unabhéngig von der Wahl des S
ist. Denn es gilt:

<S(57 t)gia S(Qa T)§z> = <Ss(57 t)és» S (Q7 T)£s> (7'28)

Wobei S; fiir die Zusammenfassung der Exponentiale der standardméfigen, Schrodingerschen
Operatoren steht.
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7 Beweis des Satzes von Stone Von Neumann

Die in (7.5) definierte Relation erhélt fiir geeignete ; tatsichlich das Skalarprodukt. Die Re-
lation ist per Konstruktion linear, tatsdchlich sind alle Skalarprodukt erhaltende Relationen
linear, wie in Anhang 8.2 gezeigt. Mit dieser Linearitdt zeigen wir, dass die Relation (rechts)-
eindeutig, also eine Funktion ist. Dazu sei (u,a) € Q,(v,u) € @ also wegen der Linearitét
(u—v,0) € Q, somit |u —v| = 0, also u = v. Diese Funktion @ ist surjektiv, da das Bild
von @) ein unter Ss invarianter Unterraum von L?(R) ist. Der einzige invariante Unterraum
des irreduziblen L?(R) ist aber der ganze Raum. Es ist also die in (7.5) definierte Funktion
Q : W — L?(R) tatsichlich eine unitire Abbildung.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass die W;s den gesamten Hilbertraum #H aufspannen. Ihr Span
P, W; ist jedenfalls invariant unter S. Somit ist, wie bereits mit Gleichung (7.3) gezeigt, auch
das Komplement invariant unter S. Falls @, W; nicht der ganze H ist, so ist das Komplement
nicht {0}. Somit ist nach Lemma 4 die Einschrankung von P, auf das Komplement nicht Null.
Die steht aber im Widerspruch dazu, dass die &; eine Basis von Im(P,) bilden. Damit miissen
die W;s den gesamten Hilbertraum aufspannen und wir haben die Hauptaussage des Satz von
Stone-von Neumann bewiesen.

Als letztes beweisen wir die Anmerkung, dass im irreduziblen Fall die dazugehérige unitére
Abbildung @ bis auf eine Konstante vom Betrag Eins bestimmt ist. Wegen der Irreduzibilitét
gibt es nur ein W = H und somit nur eine Abbildung @ : % — L?(R). Diese muss offensichtlich
die Absteigeoperatoren & auf dem Raum H und @ auf L?(R) miteinander durch Konjugation
identifizieren. Daraus folgt, dass @) einen Vektor £ € ker & auf einen Vektor & € ker a abgebildet
werden muss. Es sind aber beide Projektoren eindimensional. Damit ist die unitdre Abbildung
@ auf dem Unterraum ker & bis auf eine Konstante vom Betrag Eins bestimmt. Da £ € ker &,
€ # 0 den gesamten Raum H erzeugt, ist damit bereits die gesamte Abbildung @ bis auf eine
Konstante vom Betrag Eins bestimmt. [5][S.291-292]
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8 Anhang

8.1 Zerlegung einer 2 x 2 Matrix mit Determinante Eins

Wir wollen eine Matrix mit Determinante Eins durch moéglichst wenige Zeilenadditionen dar-
stellen. So bleibt uns offensichtlich nichts anderes iibrig, als abwechselnd eine Skalierung der
oberen zur unteren Zeile und der unteren zur obere Zeile zu addieren, bis es moglich ist, diese
Skalierungsparameter so zu wéhlen, dass man die gewiinschte Matrix erhélt. Wegen der drei
freien Parameter einer Matrix mit Determinante Eins ben6tigt man mindestens drei Umfor-
mungen. Wir unterscheiden den Fall, dass die Gegendiagonale einen Nicht-Null-Eintrag hat.
Dieser ist ohne Beschréinkung der Allgemeinheit in der oberen Zeile. So reichen drei Umfor-
mungen tatsichlich:

10 - 10 - 1+ab b - 1+ ab b (8.1)
01 a 1 a 1 a+c+abc 1+ be ’

Da b # 0, konnen die Diagonaleintréige mit a, ¢ frei gewéhlt werden. Der verbleibende Eintrag
folgt der Zwangsbedingung. Betrachten wir nun den Fall, dass die Gegendiagonale Null ist. In
diesem Fall sind nach drei Umformungen die Diagonaleitrage gleich, wie man aus der Symmetrie
und (8.1) sieht. Wir benétigen also mindestens eine weitere Umformung. Vier Umformungen
reichen auch aus, wie die folgende Sequenz zeigt.

10 10 1+a 1 1+a 1 1+a 0
<0 1>W<a 1>W<a 1)W<0 1_1H1>W<0 Zlia) (8.2)
8.2 Skalarprodukt erhaltende Relationen sind lineare unitare
Abbildungen

Es soll gezeigt werden, dass eine, das Skalarprodukt erhaltende Relation, schon eine lineare
Abbildung ist, die auf entsprechenden Bild- und Definitionsbereichen unitér ist.

Den Definitionsbereich schranken wir auf jene Elemente ein, die tatsdchlich auch mit einem an-
deren in Relation stehen. Wir zeigen zuerst, dass die Relation eine Funktion ist. Dazu braucht
man also noch die Linkstotalitét:
Sei (z,a), (z,b) € Q, so folgt:

<CL— b,a — b> = <CL,CL> - 2<a7b> + <b7b> = <I‘7$> - 2<{L‘,ﬂ§‘> + <ZL‘,I> =0 (8 3)
= a—-b=0 =a=0b '

Q ist also eine Funktion. Wir zeigen aulerdem, dass @) 0 auf 0 abbildet.
(Q(0),Q(0)) =(0,0) =0 = Q(0)=0 (8.4)

Da wir den Zielbereich auf das Bild einschrianken, ist die Funktion automatisch surjektiv.
Der Beweis dafiir, dass diese Funktion @ linear und unitér ist, folgt aus dem Satz von Mazur-
Ulam.
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8.2 Skalarprodukt erhaltende Relationen sind lineare unitidre Abbildungen

Theorem 3 (Mazur-Ulam). [8] Eine surjektive Isometrie f: V +— W zwischen normierten
Vektorraumen ist eine affine Abbildung.

Ein Beweis findet sich in [§]
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