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Einleitung: Was ist reelle Algebra und
Geometrie?

Eine der grundlegenden Fragen der Mathematik ist die nach den Lésungen von
Gleichungssystemen. Lineare Gleichungssysteme tiber Korpern werden in der linea-
ren Algebra behandelt, polynomiale Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten fithren
zur Zahlentheorie, Differentialgleichungen werden in der Analysis untersucht...

In der klassischen algebraischen Geometrie geht es um (nichtlineare) polynomiale
Gleichungssysteme mit Koeffizienten aus einem Korper, deren Losungen eben-
falls in einem Korper gesucht werden. Oft wird der Kérper dabei als algebraisch
abgeschlossen vorausgesetzt. Wenn man Losungen sucht betreibt man Algebra,
deshalb der Name algebraische Geometrie. Man kann aber grof3e Fortschritte ma-
chen, wenn man die ganze Losungsmenge als geometrisches Objekt betrachtet
(Varietdt genannt). Daher kommt der Name algebraische Geometrie. Grundlegen-
de Ergebnisse wie der Hilbert’sche Nullstellensatz beschreiben die geometrischen
Objekte anhand der darauf definierten polynomialen Funktionen. So kann man
beispielsweise algebraische Zertifikate fiir die (Un-)Losbarkeit des Gleichungssy-
stems erhalten: ein System ist genau dann unlésbar, wenn das von den Gleichun-
gen erzeugte Ideal die 1 enthilt. Diese Frage kann man dann auch algorithmisch
entscheiden, zum Beispiel mit Grobnerbasen.

Die reelle algebraische Geometrie behandelt nun den Spezialfall, dass alle poly-
nomialen Gleichungen iiber den reellen Zahlen R definiert sind, und man die
Menge der reellen Losungen der Gleichungen sucht (man kann auch allgemei-
ne sogenannte reell abgeschlossene Korper betrachten). Was zunichst nur wie ein
Untergebiet der klassischen algebraischen Geometrie aussieht, entpuppt sich als
interessantes eigenstindiges Gebiet, in dem man viele vollig neue Fragen stel-
len kann. Beispielsweise besitzen die reellen Zahlen eine Anordnung <. Man kann
also auch polynomiale Ungleichungssysteme betrachten, was itber den komplexen
Zahlen nicht sinnvoll ist. Die Losungsmenge eines Ungleichungssystems ist ei-
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2 Einleitung

ne sogenannte semialgebraische Menge, die man wiederum als geometrisches Ob-
jekt betrachten kann. Diese Mengen kann man nun durch die darauf definierten
positiven polynomialen Funktionen beschreiben. Solche Ergebnisse nennt man Posi-
tivstellensitze, und wir werden viele davon in der Vorlesung kennen lernen. Die-
se Satze konnen auch als algebraische Zertifikate fiir die Losbarkeit von Unglei-
chungssystem verstanden werden, und sie erlauben dann ebenfalls algorithmi-
sche Ansitze, zum Beispiel mit Hilfe der semidefiniten Optimierung.

Der erste wichtige Positivstellensatz ist in Hilbert’s 17tem Problem formuliert: Je-
des reelle Polynom p € R[zy,...,,], das an jedem Punkt des R" einen nicht-
negativen Wert annnimmyt, ist eine Quadratsumme von rationalen Funktionen.
Dieser Satz wurde 1926 von Artin bewiesen, und kann als Ausgangspunkt der mo-
dernen reellen algebraischen Geometrie gelten. Wir werden ihn in dieser Vor-
lesung beweisen. Weitere Positivstellensitze beschreiben Polynome, die nur auf
gewissen Teilmengen des R"™ positiv sind. Ein besonders wichtiger solcher Satz
ist der Darstellungssatz von Schmiidgen aus dem Jahr 1991. Es liefert zum ersten
Mal Quadratsummendarstellungen ohne Nenner, also mit Polynomen anstelle
von rationalen Funktionen. Auch diesen Satz, und einige Verallgemeinerungen,
werden wir beweisen.

Erfreulicherweise lassen sich viele der Ergebnisse auf vielfiltige Weise anwen-
den. Es gibt Beziige etwa zur Funktionalanalysis, zur Optimierung und zur Kon-
vexgeometrie. Ein wichtiges Beispiel ist die Methode von Lasserre, die den Satz
von Schmiidgen zur effizienten numerischen Losung von beliebigen polynomia-
len Optimierungsproblemen verwendet. Einige der Anwendungen werden wir in
dieser Vorlesung ebenfalls kennenlernen.

Dieser Text ist als begleitendes Vorlesungsskript zu verstehen. Insbesondere wer-
den nicht an jeder Stelle alle Quellen zitiert. In grofden Teilen basiert er aber auf
einigen Standardwerken zu reellen algebraischen Geometrie. Dies sind insbe-
sondere die Biicher Positive Polynomials von Prestel & Delzell [5], Positive Polyno-
mials and Sums of Squares von Marshall [4], Real Algebraic Geometry von Bochnak,
Coste & Roy [2] und ein unverdffentlichtes Vorlesungsskript von Claus Scheide-
rer. Eventuelle Fehler gehen dabei aber natiirlich auf mein Konto. Fiir Hinweise
auf dieselben bin ich sehr dankbar.



Kapitel 1

Angeordnete Korper

Im ersten Kapitel beschiftigen wir uns mit angeordneten Korpern. Wir fithren
den Begriff eines reell abgeschlossenen Korpers ein, eine Verallgemeinerung der re-
ellen Zahlen R. Wir lernen Methoden kennen, die Nullstellen von Polynomen itber
reell abgeschlossenen Korpern zu zidhlen. Wir zeigen die Existenz und Eindeutig-
keit des reellen Abschlusses. Dann beweisen wir die sogenannte Quantorenelimi-
nation fiir reell abgeschlossene Korper, und das Transferprinzip von Tarski-Seidenberg,
das der wichtigste Schritt bei der Losung von Hilbert’s 17. Problem ist.

1.1 Anordnungen von Kérpern

Definition 1.1.1. Sei M eine nichtleere Menge. Eine lineare Ordnung auf M ist ei-
ne zweistellige Relation <, die fiir alle a, b, ¢ € M die folgendene Bedingungen
erfillt:

a<a Reflexivitit
a<bb<c=a<c Transitivitdt
a<bb<a=a=0D Antisymmetrie
a<boderb<a Linearitit

Wir schreiben a < bfallsa < bund a # b. AN

Definition1.1.2. Sei K ein Korper. Eine Korperanordnunyg ist eine lineare Ordnung
von K, die zusatzlich fiir alle a, b, c € K die folgenden Bedinungen erfiillt:

a<b=a+c<b+c Vertraglichkeit mit Addition
0<a,0<b=0<ab Vertraglichkeit mit Multiplikation
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Ist < eine Anordnung auf K, nennt man (K, <) einen angeordneten Korper. A
Lemma1.1.3. Ineinem angeordneten Korper (K, <) gilt fiirallea,b,c € K
G) 0 <a?
(1) a <b,0<c= ac<bc
Gii)) 0<a<b=0<b'!<al
(iv) Fallsb # 0,500 < ab< 0 < ab™?

() 0 <1+ ---+ Lfirallen € N. Insbesondere ist char(K) = 0,d.h. Q C K.
—_—

n

Beweis. (i) Falls 0 < a folgt das aus der Vertraglichkeit mit Multiplikation. Falls
a < 0 folgt durch Addition von —a sofort 0 < —a, und also a®> = (—a)? > 0.
(#i) Aus a < bfolgt b — a > 0 durch Addition von —a, und also ¢(b — a) =
cb — ca > 0. Durch Addition von ca folgt das Ergebnis. (ii7) Sei 0 < a. Ware
a1 <0,s01 =a"ta <0,ein Widerspruch zu (i). Seinun 0 < a < b. Dann ist
(@t —=b1)ab=0b—a > 0. Wegen0 < abistaberauch0 < (ab)™!, und somit
insgesamt b~! < a~'. (iv) folgt durch Multiplikation mit b bzw. (b=")?. (v) folgt
mit durch iteriertes Addieren von 1 zur Ungleichung 0 < 1, und der Transitivitit
von <. U

Beispiel 1.1.4. (7)) R und Q besitzen die bekannten Anordnungen.

(ii) Sei R(t) der Korper der rationalen Funktionen in einer Variablen ¢ itber R,
d.h. der Quotientenkorper des Polynomrings R|t]. Elemente von R(¢) sind also
Briiche von Polynomen in ¢, mit der bekannten Aquivalenzrelation. Wir kénnen
Elemente auch als Funktionen auf R auffassen, die aber endlich viele Pole haben
konnen. Wenn zwei Briiche gleich sind, definieren sie tiberall dort, wo sie beide
definiert sind, dieselbe Funktion.

Wir wollen alle Anordnungen von R(t) bestimmen. Wir fixieren ein ¢ € R und
setzen fur f, g € R(t)

f<er g & E|€>0VT€((Z,CL+6) f(r>§9<r)

Da f und ¢ nur endlich viele Polstellen haben kénnen, ist das eine sinnvolle De-
finition, und man iiberzeugt sich, dass sie eine Kérperanordnung definiert, die
auf R mit der bekannten iibereinstimmt. Man beachte, dass

a <q, t<q, bfiiralleb € Rmita <b
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gilt. Die Variable ¢ ist also rechts von a und infinitesimal beziiglich R eingeordnet.
Analog erhilt man eine Anordnung <,_, bei der ¢ infinitesimal links von a einge-
ordnet ist. Schliefllich gibt es noch zwei weitere Anordnungen, <., und <_, .
Man definiert

f<ewg & 3dseRVre(s,o0) f(r)<g(r),

und <_, analog mit (—oo, s). Hier gilt R <, ¢t bzw. ¢t <_,, R. Wir haben also
die folgenden Anordnungen gefunden:

{S—oo’ <oos Za_; §a+| a < ]R}

Wir iiberlegen uns nun, dass es keine weiteren Anordnungen gibt. Dazu iiberlegt
man sich zuerst, dass eine Anordnung schon eindeutig durch die Position von ¢
beziiglich R bestimmt ist, wenn die Vertraglichkeit mit + und - erfillt ist. Sei nun
<, eine Anordnung auf R(¢). Wir setzen

I={beR|b<,t}undJ = {b R |t <, b}.

Im Fall I = ( giltalsot <; R, und man erhilt die Anordnung <_; fiir J = ()
analog <., .Falls] # () # Jgibteseina € RmitI < a < J, da R Dedekind
vollstindig ist. Je nachdem ob ¢ < a oder a < t erhdlt man <,_oder <, .

(¢i7) Da man Q(¢) in R(¢) einbetten kann, kann man alle Anordnungen von R(¢)
auf Q(¢) einschranken. Fiir transzendente Zahlen a sind <, und <,, auf Q(¢)
identisch, fiir algebraische Zahlen unterscheiden sie sich (Ubungsaufgabefl). A

Definition 1.1.5. Eine Anordnung < auf K heif3t archimedisch, falls fiir jedes a €
K einn € Nexistiert mita < n. AN

Beispiel 1.1.6. (i) Die bekannten Anordnungen auf R und Q sind archimedisch.
(i) Keine der Anordnungen auf R(#) sind archimedisch. Es gibt immer ein f €
R(t) mitR < f. Fiir <,, nimmt man beispielsweise f = 1/(t — a).

(4i7) Ist a € R transzendent iiber Q, so ist auf Q(¢) die induzierte Anordnung
<o (= <.,) archimedisch. Die restlichen Anordnungen sind nicht archime-

disch (Ubungsaufgabell). A

Lemma 1.1.7. Ist (K, <) archimedisch, so liegt Q dicht in K, d.h. fiur a,b € K mit
a < bgibteseing € Qmita < g < b.

Beweis. Wihle m € Nmit (b — a)~! < m. Wir multiplizieren mit dem positiven
Element b — a und erhalten 1 < m(b — a), bzw. ma < mb — 1. Seinunn € Z
minimal mit mb < n + 1. Dannistma < mb—1 < n < mb,und also a <
n/m < b. O
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Satz1.1.8 (Einbettungssatz). Jederarchimedisch angeordnete Korper ldsst sich ordnungs-
treu in R einbetten.

Beweis. Sei (K, <)archimedisch. Dannliegt Q nach Lemma[l.1.7dicht in K, und
wir definieren p: K — R wie folgt. Fiir jedes a € K sei

I,={reQ|r<alundJ,={reQ|a<r}.

In R gibt es ein x mit [, < z < J,, da R Dedekind vollstindig ist. Da Q dicht
in R liegt, gibt es genau ein solches z, und wir definieren ¢(a) = . Man tiber-
legt sich nun dass ¢ additiv und multiplikativ ist, und somit eine Einbettung. Die
Ordnungstreue von ¢ ist ebenfalls leicht zu sehen (Ubungsaufgabel[2). O

Beispiel 1.1.9. Fiir transzendentes a € R haben wir die archimedische Anord-
nung <, (=<,,)aufQ(¢). In der Tat kommt sie von einer Einbettung nach R,
und zwar derjenigen, die die Variable ¢ auf a abbildet. Da a transzendent ist, ist
diese Abbildung wohldefiniert und injektiv auf Q(¢). A

Bisher ist eine Anordnung eine zweistellige Relation auf dem Korper K. Auf-
grund der Vertraglichkeit mit 4+ kennt man die Anordnung aber bereits vollstindig,
wenn man die positiven Elemente kennt, also die a mit 0 < a. Auf diese Weise
kann mal also von einer zweistelligen Relation auf eine einstellige Relation, d.h.
eine Teilmenge von K reduzieren, was sich hiufig als einfacher erweist. Das mo-
tiviert die folgende Definition:

Definition 1.1.10. Sei K ein Korper. Eine Teilmenge 7" C K heif3t Pripositivkegel
oder Priordnung, falls gilt

T+TCT, T-TCT, K*CT, —-1¢T.
Dabei bezeichnet K2 die Menge der Quadrate in K. Falls zusitzlich
TU-T=K

gilt, nennt man 7T einen Positivkegel oder eine Anordnung. Anordnungen werden
meist mit P bezeichnet. A

Wir werden die doppelte Vergabe des Namens Anordnung gleich rechtfertigen.
Zunichst die folgende einfache Bemerkung:
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Bemerkung 1.1.11. (7)) Die Menge

ZKQ_{E:ﬁ|neN¢MeK}

=1

aller Quadratsummen von Elementen von K bildet genau dann eine Priordnung,
wenn —1 ¢ Y K?. Sie ist dann die kleinste Priordnung, d.h. in allen anderen
Priordnungen enthalten. Insbesondere enthilt jede Priordnung 0 und 1.

(i) Es gilt
p_ (0+1)(b=1Y
S\ 2 2

fiur alle b € K, d.h. jedes Element ist eine Differenz von zwei Quadraten. Man
sieht damit, dass die Bedingung —1 ¢ T fiir Praordnungen auch ersetzt werden
kann durch T" # K.

(¢i7) Fiir Praordnungen gilt immer 7'N —7" = {0}. Wire namlich z, —x € T fur

einz # 0, so wire
1\2
—l=x-(—x)-| - T
z-(—x) (:17) eT,

ein Widerspruch.

(¢v) Falls P C P’ beides Anordnungen von K sind, so gilt P = P’. Ist namlich
0 # x € P’,sokann nicht —x € P gelten, nach (3). Alsoistz € P, da P eine
Anordnung ist. A

Satz 1.1.12. Fiirjede Anovdnung < auf K ist
Po:={aec K|0<a}

eine Anordnung im Sinne von Definition|1.1.10| Ist umgekehrt P eine Anordnung im Sinne
von Definition|1.1.10} so definiert

a<pb & b—acP

eine Anordnung < p auf K. Die beiden Konstruktionen sind invers zueinander und stellen
also eine Bijektion zwischen Anovdnungen < und Anordnungen P her.

Beweis. Ubungsaufgabe[3| O
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Beispiel 1.1.13. Auf R(¢) bilden die beiden Mengen

d
P = {f/9|fgzzaitiaad>0}U{0}

i=k

d
Py = {f/g | fg:Zaiti,ak >0}U{0}

i—k
jeweils Anordnungen (Ubungsaufgabe[d). Welchen der in Beispiel[L.1.4bereits be-
stimmten Anordnungen entsprechen sie? A

Wir untersuchen nun, wie man Praordnungen zu Anordnungen vergrofdern kann.

Lemma1.1.14. Sei T eine Praordnungvon K, undseix € K \ T. Dann ist
T :=T—a2T={s—uar|sreT}
erneut eine Priordnung, mit T C T'und —x € T..

Beweis. T' C T" folgtaus s = s —x - 0,und —z € 7" folgtaus —x = 0 — x - 1.
Offensichtlichist 77 + 7" C T'und T" - T’ C T’ erfillt, und K> C T C T'. Es
bleibt zu zeigen dass —1 ¢ T’. Wire —1 = s — xr mit s,r € T, so folgt r # 0.

Aus der Gleichung
1\ 2
rt = (—) reT
r
folgt dann
r=rt.re=rt.(s+1) €T,
ein Widerspruch. O

Satz 1.1.15. Jede Priordnung T eines Korpers ist in einer Anovdnung P enthalten. Weiter
gilt
T=()P
TCP
Beweis. SeiT' C K eine Priordnung. Die Menge
T ={T'C K|T C T Priordnung}

ist nichtleer (T" € T), partiell geordnet durch C, und jede Kette besitzt eine obere
Schranke (die Vereinigung der in der Kette vorkommenden Priordnungen). Mit
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Zorns Lemma finden wir also ein maximales Element P € 7. Um zu sehen, dass
P sogar eine Anordnung ist, seiz € K \ P. Mit Lemmall.1.14sehen wir dass P —
xP wiederin 7 liegt. Aus der Maximalitit folgt P = P — 2P, und insbesondere
—x € P.Alsoist PU—-P = K.

DieInklusionT' C (¢ Pistklar. Seinunx ¢ T'. Dann gibt es mit Lemmall.1.14
eine Priordnung 77 O T mit —x € T". Sei nun P eine Anordnung mit 7" C P.
Dannistauch 7' C P, und wegen —x € P giltz ¢ P. Damit gehort 2 auch nicht
zum Durchschnitt auf der rechten Seite. O

Satz 1.1.16. Ein Korper K besitzt genau dann eine Anordnung, wenn —1 ¢ S K2, Ein
Element ist genau dann in jeder Anordnung positiv, wenn es eine Quadratsumme ist.

Beweis. Wenn es eine Anordnung P gibt, so gilt —1 ¢ P 2 X K?. Ist umgekehrt
—1 ¢ YK?, so handelt es sich bei den Quadratsummen um eine Priordnung,
die nach Satz[l.1.15zu einer Anordnung erweitert werden kann. Da ¥ K? in jeder
Anordnung enthalten ist, gilt

VK2 = ﬂ P. n

P Anordnung

Beispiel 1.1.17. (i) Sei f € R(¢) eine rationale Funktion, die itberall dort, wo sie
definiertist, nichtnegative Werte annimmt. Dann ist f offensichtlich in allen An-
ordnungen auf R(¢) positiv, und deshalb eine Quadratsumme.

(13) Auf C gibt es keine Anordnung, da —1 = 2.

(14i) Auf Q gibt es genau eine Anordnung, und zwar Q2.

(1v) Auch auf R gibt es nur die Anordnung >R?. Hier gilt sogar XR? = R?. A

Definition1.1.18. Ein Korper K heifd reell, wenn er (mindestens) eine Anordnung
besitzt. Dies ist also dquivalent zu —1 ¢ Y K?2. Ebenso idquivalent ist es zu der
Tatsache, dass a? + - - - + a? = 0 immer a; = 0 fiir alle ; impliziert. A

1.2 Ordnungsfortsetzungen und reell abgeschlossene
Korper

Seinun L /K eine Korpererweiterung, und < eine Anordnung auf K. Wir inter-
essieren uns fiir die Frage, ob man die Anordnung auf L fortsetzen kann, es also
eine Anordnung <" auf L gibt, die fiir Elemente aus K mit < iibereinstimmt. In
der Formulierung mit Positivkegeln bedeutet das: falls P die Anordnung auf K
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ist, sucht man also eine Anordnung P’ auf L mit P’NK = P.Indiesem Fall nennt
man (L, P') bzw (L, <') eine Ordnungserweiterung von (K, P) bzw. (K, <).

Lemmal.2.1. Sei(K, P)einangeordneter Kovperund L/ K eine Korpererweiterung. Die
Anordnung P lisst sich auf L genau dann fortsetzen, wenn

—1 ¢ TL<P) = {Zplﬁ? | n < N,El S L,pl € P},
i=1

d.h. wenn T (P) eine Priordnung auf L ist.

Beweis. Wenn T}, (P) eine Praordnung auf L ist, gibt es eine Anordnung P’ von
L mit Ty (P) C P’ (Satz[l.1.15). Wegen P C Ty (P) gilt P C P’ N K. Da aber
P’ N K offensichtlich eine Anordnung auf K ist, folgt mit Bemerkung [[.1.11] (4)
daraus schon P = P’ N K, also ist P’ eine Erweiterung von P.

Sei umgekehrt P’ eine Anordnung auf L, die P fortsetzt. Aus —1 ¢ P' DO Ty, (P)
folgt die andere Implikation. O

Der nichste Satz besagt, dass man eine Anordnung auf eine quadratische Erwei-
terung genau dann fortsetzen kann, wenn sie durch Adjunktion eines positiven
Elements entstand.

Satz1.2.2. Sei (K, P) ein angeordneter Korper,a € K \ K*und
L= K(va) = K[t]/(t - a).
Dann lisst sich P auf L genau dann fortsetzen, wenna € P.

Beweis. Sei P’ eine Fortsetzung von P auf L. In Lista = (y/a)?> € P’, und also
ae PNK=P
Sei umgekehrt a € P. Angenommen es gibe eine Gleichung

—1= Zpi(az‘ + bi/a)’
mitp; € P, a;,b; € K. Ausmultiplizieren liefert

—-1= Zpia? +pibia + 2\/52 a;b;.

Koefhizientenvergleichliefert —1 = >~ p;a?+p;b7a € P,ein Widerspruch. Somit
ist —1 ¢ T;,(P), und nach Lemmall.2.1]lisst sich P auf L fortsetzen. O
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Satz 1.2.3. Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung von ungeradem Grad. Dann lisst
sich jede Anordnung von K auf L fortsetzen.

Beweis. Angenommen der Satz stimmt nicht. Dann gibt es eine Krpererweite-
rung L /K von ungeradem Grad, und eine Anordnung P von K, die sich nicht
auf L fortsetzen lasst. Sei dabei das Gegenbeispiel so gewahlt, dass der Grad der
Korpererweiterung minimal ist.

Da in Charakteristik Null jede algebraische Erweiterung separabel ist, ist nach
dem Satz vom primitiven Element die Erweiterung L/ K einfach, d.h.

L = K(a) = K[i]/(f),

wobei f das Minimalpolynom von « iiber K ist. Dabei ist deg(f) = 2n + 1 der
Grad der Korpererweiterung.

Weil sich P nicht fortsetzen lisst, gibt es nach Lemmall.2.1|eine Gleichung —1 =
> pil? mit¢; € L. Das iibersetzt sich in eine Gleichung

L+ pifl =h-f, (L.1)

mit f;,h € K][t]. Dabei konnen wir deg(f;) < 2n fiir alle i annehmen. Also
ist der Grad auf der linken Seite in hochstens 4n, und er ist gerade. Jeder
Term p; f? hat nimlich geraden Grad, und einen Leitkoeffizienten aus P. Diese
Leitkoeffizienten konnen sich beim Summieren nicht gegenseitig autheben, da
PN —-P={0}.

Alsoistdeg(h) < 2n—1und ungerade. Seinun h; € K|[t] einirreduzibler Faktor
von h von ungeradem Grad, und [ eine Nullstelle von h; (aus dem Zerfallungs-
korper). Wir setzen L' := K (/) und erhalten eine Kérpererweiterung L'/ K von
ungeradem Grad < 2n — 1, und durch Einsetzung von 3 in erhalten wir eine

Gleichung

wobei §; = f;(8) € L'. Nach Lemmall.2.1|lisst sich P also nichtauf L' fortsetzen,
ein Widerspruch zur Minimalitdt von L. O

Satz 1.2.4. Jede Anordnung von K ldsst sich auf K (t) fortsetzen.

Beweis. Wenn sich die Anordnung P von K nicht fortsetzen liefRe, gibe es eine

Gleichung
Z fi ’
B (j)
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mit f;, g € K[tjund p; € P\ {0} nach Lemma(l.2.1l Dabei kénnen wir anneh-
men, dass g keinen gemeinsamen Teiler mit allen f; hat. Wir multiplizieren mit
g% und setzen 0 ein:

—g(0)? = Zpifi(0)2 eP

Falls g(0) # 0, erhalten wir —1 € P durch Multiplikation mit dem Quadrat
g(0)72, ein Widerspruch. Falls g(0) = 0 folgt f;(0) = 0 fiir alle 4, und alle Po-
lynome werden also von ¢ geteilt. Das ist wiederum ein Widerspruch. O

Definition1.2.5. Ein Korper K heif3t reell abgeschlossen, wenn er reell ist, aber kei-
ne echte algebraische Erweiterung besitzt, die auch reell ist. A

Beispiel 1.2.6. Die reellen Zahlen R besitzen eine Anordnung. Die einzige echte
algebraische Erweiterung von R ist aber C, und C besitzt keine Anordnung. Also
ist R reell abgeschlossen. A

Lemma 1.2.7. Wenn K reell abgeschlossen ist, gibt es genau eine Anordnung, und zwar
gerade P = K*.

Beweis. Sei P eine Anordnung auf K. Fiira € P\ K? kénnte P auf K(1/a)
fortgesetzt werden, nach Satz[[.2.2] Weil aber keine echte algebraische Erwei-

terung von K noch eine Anordnung besitzt, kann es diesen Fall nicht geben, d.h.
P = K2 O

Fir den nachsten wichtigen Satz brauchen wir noch das folgende Hilfslemma:

Lemma 1.2.8. Sei K ein Korper, in dem K? eine Anordnung ist. Dann ist jedes Element

in K (v/—1) ein Quadrat.

Beweis. Seiz = a + by/—1ein Elementin K (v/—1), mita,b € K.Esgibtc € K
mit ¢? = a? + b?, mit einem ¢ > 0. Wegen

(cta)(c—a)=c—a>=b">0

und entweder ¢ + a > 0 oder ¢ — a > 0, muss beides gleichzeitig gelten. Also
gibtesd, e > 0 mit

d* = (c+a)/2 und €* = (c —a)/2.
Dannist (2de)? = (c+ a)(c — a) = b?, also also +2de = b. Nun gilt

(dEeV—1P2=d*—e* £ 2dev/—1=a+b/—1=2. O
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Satz 1.2.9 (Artin & Schreier, 1926). Fiir einen Korper K sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) K istreell abgeschlossen.

(i1) K? ist eine Anordnung auf K, und jedes Polynom p € K |t] von ungeradem Grad
hat eine Nullstelle in K .

(i) K # K(v/—1)und K(\/—1) ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. (1) = (i1): Lemma sagt gerade, dass K? eine Anordnung auf K ist.
Sei nun also p € Kt] ein Polynom von ungeradem Grad. Sei p; ein irreduzibler
Faktor von p von ungeradem Grad. Dann ist L. = Kt|/(p;) eine Korpererwei-
terung von K, auf die sich die Anordnung nach Satz fortsetzt. Da K reell
abgeschlossen ist folgt L. = K, d.h. deg(p;) = 1. Also hat p;, und damit auch p,
eine Nullstelle in K.

(i1) = (i17): Wegen —1 ¢ K?ist K # K(v/—1). Wir miissen nun zeigen, dass
K (v/—1) keine echte algebraische Erweiterung besitzt. Sei dazu L eine endliche
algebraische Erweiterung von K (y/—1). Wir kdnnen annehmen, dass die Erwei-
terung L/ K galoissch ist, indem wir notfalls zur normalen Hiille itbergehen. Sei
G = Gal(L/K), H eine 2-Sylow-Untergruppe von GG, und F' der zu H gehorende
Fixkorper:

L {id}
2¢ | | 2¢
F H
ungerade | | ungerade
K G

Da es nach (ii) keine echten ungeraden Erweiterungen von K geben kann, folgt
F = K,und |G| = 2. Fiir die Untergruppe G, := Gal(L/K (/—1)) folgt also
|G| = 2¢7!, und wir wollen e — 1 = 0 zeigen, d.h. L = K (/—1). Wire das nicht
so, konnten wir eine Untergruppe H; von G wihlen, mit |H;| = 2°72. Fiir den
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dazugehorigen Fixkorper F bekimen wir das folgende Bild:

L {id}
9e=2 | | 262
il H,
2| 2
K(V-T) G4

2| 2
K G

Nach Lemma 1.2.8]kann K (y/—1) aber keine quadratische Erweiterung haben,
denn jede solche Erweiterung entsteht durch Adjunktion einer Wurzel. Also gilt

e=1,also L = K(v/—1).
(13i)=>(7): Wir zeigen zunichst Y K? = K2 Seiendazua,b € K.Da K(v/—1)
algebraisch abgeschlossen ist, gibtes ¢, d € K mit

(c+dvV—1) =a+bv/—1,
also ¢ — d?> = aund 2¢d = b. Man rechnet nun
a® 4+ b = c* — 2Ad% 4 d* + 4P d* = ¢t + 2Ed* + dF = (P 4 d?)P e K2

Wegen K # K(y/—1)istalso —1 ¢ K? = YK? also ist K reell. Nachdem
jede algebraische Erweiterung von K in den algebraischen Abschluss K (v/—1)
einbettet, ist K'(1/—1) die einzige solche Erweiterung. Sie ist nicht reell. O

Korollar1.2.10. Sei R ein reell abgeschlossener Korper und R’ C R ein relativ algebra-
isch abgeschlossener Teilkorper. Dann ist R’ ebenfalls reell abgeschlossen.

Beweis. Ubungsaufgabeld|. O
Satz 1.2.11. Sei R ein reell abgeschlossener Korper. Dann gilt

(i) Die einzigen irreduziblen normierten Polynome in R|t] sind von der Gestaltt — a
und (t — a)? + b, mita,b € R,b # 0.

(i1) (Zwischenwertsatz) Falls fiireinp € R[t|und a,b € Rgiltp(a) < 0 < p(b), so
gibteseinc € (a,b) mitp(c) = 0.
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Beweis. (i): Da R(y/—1) algebraisch abgeschlossen ist, ist jedes irreduzible Poly-
nom iiber R vom Grad < 2. Wenn wir Normiertheit voraussetzen gibt es also die
Méglichkeiten ¢t — a und t* — 2at + ¢ = (t — a)> + (¢ — @?), mita,c € R.Im
zweiten Fall ist das Polynom genau dann irreduzibel, wenn es keine Nullstelle in
Rhat, also wenn a® — ¢ ¢ R?. Dasistiquivalentzuc — a® € R?\ {0}.

(i1): Zerlege p in irreduzible Faktoren. Ein Vorzeichenwechsel zwischen a und b
kann es nur geben, wenn ein Linearfaktor t — ¢ mit ¢ € (a, b) auftritt. O

Satz 1.2.12 (Satz von Rolle). Sei R ein reell abgeschlossener Korper und p € R|t]. Falls
p(a) = p(b) fiira < bin R, sogibteseinc € Rmita < ¢ < bmitp'(c) = 0. Dabei
bezeichnet p’ die iibliche formale Ableitung von p.

Beweis. Ubungsaufgabe[7 O

1.3 Reelle Nullstellen von Polynomen

In diesem Abschnitt lernen wir eine Methode kennen, um reelle Nullstellen von
Polynomen zu zihlen. Die Ergebnisse sind fiir sich selbst interessant, werden
aber auch ganz mafigeblich fiir den wichtigen Satz von Tarski-Seidenberg benétigt,
der einen Kernpunkt im Beweis von Hilberts 17. Problem darstellt.

Sei zunichst K ein beliebiger Korper, und
p=t+at" fagt™ 4+ ag 1t +ag € KJt]

ein normiertes Polynom tiber K. Wir bezeichnen die Nullstellen von p im alge-
braischen Abschluss von K mit ay, . .., a4. Firjedes r € N ist die r-te Newton-
summe von p definiert als

vr(p) i=ai + -+ ay.

Man berechnet also gerade die Summe der r-ten Potenzen der Nullstellen von p.
Bekanntermafienistes schwierig bis unméglich, die Nullstellen von p aus den Ko-
effizienten a; direkt zu berechnen. Erfreulicherweiserweise muss man die Null-
stellen aber gar nicht kennen, um die Newtonsummen zu berechnen. Die Kennt-
nis der Koeffizienten reicht aus. Das erhdlt man aus der folgenden Formel:

Satz 1.3.1 (Newton Identititen). Fiirjedes k > 1 gilt die Gleichung
ve(p) + ve—1(p)ar + vi—a(p)az + - -+ + vi(p)ag—1 + kax = 0.

Dabei setzt man a; = 0fiir j > d.
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Beweis. Wir schreiben o = (av, . . ., o) und beginnen mit der Gleichung
d
p=(t—a)(t—ag)-(t—ag) =Y (=1)""sq_iala) - t" (1.2)
=0

Dabei bezeichnet
srala) = Z Qiy - QG
1<y <--<ip<d
die r-te elementarsymmetrische Funktion in d Variablen, wobei sy 4 = 1. Durch
Koeﬂizientenvergleich sehen wir (—1)"s, 4(a) = a, fiuraller = 0...,d. Wenn
wir in nun o fiir ¢ einsetzen, erhalten wir

d

0= Z(—l)dfisdfi,d(a)@é‘;

1=0

und wenn wir das iiber alle j aufsummieren

=) (1) sasial@)al = d - (=1)%sga(e) + > (=) se_ia@)vi(p)

7=1 =0 =1

d
=d-aq+ Zadﬂ' - v4(p)
i=1

Das ist genau die gewiinschte Formel im Fall k = d = deg(p).

Fiir den allgemeinen Fall iberlegen wir uns zuerst, dass sich die linke Seite der
Formel nicht dndert, wenn man das Polynom p mit ¢ multipliziert, also 0 als wei-
tere Nullstelle hinzufiigen. Die Newtonsummen dndert das offensichtlich nicht,
und es entsteht der weiterere Koeffizient ay; = 0, und den hatten wir ja schon
fiir p verwendet, falls in der Formel nétig.

Den Fall k > d erhilt man nun, indem man statt p das Polynom ¢ = t*~%p be-
trachtet, welches Grad k hat. Fiir ¢ stimmt die Formel, wie eben bewiesen, und
andererseits stimmt sie mit der Formel fiir p iiberein.

Den Fall £ < d beweisen wir mit Induktion iiber d — k. Der Induktionsanfang
istd — k = 0, also der schon bewiesene Fall £ = d. Sei also k < d. Wir betrach-

ten das Polynom ¢ mit den Nullstellen oy, . . ., ay_1. Nach Induktionsannahme,
stimmt die Formel mit k fiir ¢, denn (d — 1) — k < d — k. Andererseits ist es
die selbe Formel wie fiir das Polynom mit Nullstellen vy, . . . , ag_1, 0, wie wir uns

oben iiberlegt haben. Nun sieht man aber, dass die linke Seite der gewiinschten
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Formel ein (homogenes) Polynom vom Grad k in den Nullstellen a, . .., oy ist.
Dieses Polynom ist Null, wenn ay = 0 gilt, und also kann man o, ausklammern.
Analog geht das fiir die anderen Variablen «;, und wegen k& < d muss die linke
Seite konstant Null gewesen sein. O

Aus den Newton Identititen kann man rekursiv alle Newtonsummen v;(p) mit
Hilfe der Koeffizienten a; von p berechnen, z.B.

vo(p) =d
vi(p) = —ay

vo(p) = —11(p)ay — 2a9 = a% — 2a9

Insbesondere sieht man, dass v;(p) ein ganzzahliger polynomialer Ausdruck in
den Koeffizienten a; von p ist, vom Totalgrad .

Bemerkung 1.3.2. Es gibt noch eine weitere Methode um die Newtonsummen
explizit zu berechnen. Dazu definiert man die Begleitmatrix des Polynoms p wie
folgt

0 —Qaq
1 . —Qq_
C(p) = , ] e My(K)
.. 0 .
1 —Qaq

Man rechnet nun relativ leicht aus, dass
det(t/ —C(p)) =p

gilt, das urspriingliche Polynom pist also das charakteristische Polynomvon C'(p).
Damit stimmen die Eigenwerte von C'(p) genau mit den Nullstellen von p tiberein
(alles im algebraischen Abschluss von K). Die Eigenwerte von C'(p)* sind also die
k-ten Potenzen der Nullstellen von p. Somit gilt

tr(C(p)*) = vi(p),

wobei tr die Spur bezeichnet, die einseits die Summe der Eigenwerte, und ande-
rerseits einfach die Summe der Diagonaleintrage ist. Auch hier sieht man, dass
die Newtonsummen ganzzahlige polynomiale Ausdriicke in den Koeffizienten von
p sind. A
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Definition 1.3.3. Sei K ein Korper und p € K|t] ein normiertes Polynom vom
Grad d. Dann heif? die Matrix

w(p) wnp) - vai(p)
H) = (g @)sygg = | 0 20 )
vir(p) vap) - vaaa(p)

die Hermite-Matrix von p. A

Der Eintrag an der Stelle (¢, j) von #(p) hingt nur von ¢ + j ab, ist also kon-
stant entlang der Gegendiagonalen. Eine Matrix von dieser Gestalt nennt man
auch Hankelmatrix. Der (i, j)-Eintrag von #(p) ist ein polynomialer Ausdruck
vom Grad i + j in den Koeffizienten von p. Man kann H(p) also direkt aus p be-
rechnen.

Sei M € Symy(K) eine symmetrische Matrix iiber einem Korper K mit
char(K') # 2. Dann gibt es eine invertierbare Matrix S € Gly(K), so dass

S'MS = diag(ay, . .., aq)

Diagonalgestalt hat. Falls nun (K, P) ein angeordneter Korper ist (insbesondere
char(K') = 0), so definieren wir die Signatur von M wie folgt:

d
signpM = Zsignp(ai).
i=1
Dabei ist
1: aeP\{0}
signp(a) :=¢ —1: —a€ P\ {0}
0: a=0

Die Signatur ist also die Anzahl der positiven Elemente minus die Anzahl der ne-
gativen Elemente in der Diagonalisierung. Der Sylvester’sche Trigheitssatz besagt,
dass die Definition der Signatur einer Matrix wohldefiniert ist, also nicht von der
gewdhlten Diagonalisierung abhingt. Der Beweis wird gewohnlich fir K = R
gefiihrt, ist aber fiir beliebige angeordnete Korper identisch.

Der folgende wichtige Satz liefert eine Methode, um Nullstellen von Polynomen
tiber reell abgeschlossenen Korper zu zihlen. Da man die Hermite-Matrix rela-
tiv leicht ausrechnen kann, und dafiir insbesondere die Nullstellen des Polynoms
nicht zu kennen braucht, ist das ein interessantes Ergebnis.
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Satz 1.3.4. Sei R ein reell abgeschlossener Korper und p € R|t] ein normiertes Polynom
vom Grad > 1. Dann gilt

(i) rang H(p) = Anzahl derverschiedenen Nullstellen von pin R(\/—1).
(ii) sign H(p) = Anzahl der verschiedenen Nullstellenvon pin R.

Beweis. Seien vy, ..., «y die Nullstellen von p in R(y/—1). Wir setzen

wi = (1, a4...,ad7 1)
und sehen dass H(p) = Zle wiw! gilt. Seien nun 0.B.d.A. ay, . .., a5 die ver-
schiedenen Nullstellen, wobei o; mit Vielfachheit n; auftrete. Die Vektoren wy, . . . , w;

sind linear unabhingig, denn die Vandermonde-Matrix zu paarweise verschiede-
nen Zahlen hat vollen Rang. Weiter ist

s
= Z n; - wiwf, (13)
=1

und deshalb hat #(p) gerade Rang s (vergleiche Ubungsaufgabe|s; beachte dass
niww! = (/nw;)(y/niw;)" gilt). Das beweist (¢). Wegen p € R[t] kommen Null-
stellen immer in komplex konjugierten Paarenvor, d.h. wenn o = a+by/—1 eine
Nullstelle ist, so ist auch @ = a — by/—1 eine. Wir nehmen also an, dass

(a1, .oy as) = (1, ey oy Qg1 ooy Qg Qg1 - - 5 Q)

mito; € Rfur: <rundo; € R(v/—1) \ Rfir¢ > r. Gleichung ist dann

an wiw! + Z ni - (wiw! + wwt)

i=r+1
= an wiw! + Z 2n; - Re(w;)Re(w; )’ Z 2n; - Im (w; ) Im (w;)".
i=r+1 i=r+1

Auflerdem sind natiirlich mit
Wiy ev ey Wry W1y - v vy Wy Wrg 1, -+ 0, Wy

auch

Wi, s Re(wpi), - - - Re(wy), Im(w,41), - - -, Im(w,) € R
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linear unabhingig. Daraus sieht man, dass sign H(p) = ¢ — (¢ — r) = r gilt,
vergleiche wieder Ubungsaufgabe[g. Man beachte nochmals, dass die Multipli-
zititen n; positiv sind, also in R eine Wurzel besitzen, und also n,w;w! durch
(/Miw; ) (/miw; )" ersetzt werden kann. O

Beispiel 1.3.5. Seip = t* + 1 € R[t]. Man berechnet

o= (5 % ).

Diese Matrix hat Rang 2 und Signatur 0. Also hat p zwei verschiedene Nullstellen
in R(v/—1), aber keine in R. Das stimmt hier offensichtlich, denn die Nullstellen
sind +v/—1. A

Korollar 1.3.6. Ein normiertes Polynom p € R|[t] hat genau dann nur Nullstellen in R,
wenn H(p) positiv semidefinit ist, d.h. nach Diagonalisierung keine negativen Eintrige
hat.

Beweis. Nach Satz[l.3.4/hat p genau dann nur Nullstellen in R, wenn
rang H(p) = sign H(p)

gilt. Das bedeutet aber gerade, dass keine negativen Diagonaleintrige auftreten
diirfen. O

Wir wollen auch noch die Nullstellen eines Polynoms unter Nebenbedingungen
zihlen. Dafiir verallgemeinern wir die Hermite-Matrix. Sei wieder p € K|[t] ein
normiertes Polynom tiber einem Korper K, mit Nullstellen a, . .., oy im alge-
braischen Abschluss von K. Sei nun g € K[t] ein beliebiges weiteres Polynom.
Wir definieren die verallgemeinerten Newtonsummen

ve(p q) i= o - qlaa) + -+ + ag - qaq)
und die verallgemeinerte Hermite-Matrix
/H(p, CI) = (Vi-l-j(pa Q>>i7j:07...,d—l :

Im Fall ¢ = 1 erhilt man gerade die bekannten Konstruktionen zuriick. Man
sieht, dass auch die verallgemeinerten Newtonsummen ganzzahlige polynomia-
le Ausdriicke in den Koefhizienten von p und ¢ sind, die man leicht ausrechnen
kann: wenn q = Z;.l/:o b;t’ ist, gilt

ve(p,q) = Za{ : ijag = ij Za{” = ijl/j+r<p).
{ J J i J

Wir erhalten die folgende Verallgemeinerung von Satz[1.3.4}
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Satz 1.3.7. Sei R ein reell abgeschlossener Korper und p € R|t] ein normiertes Polynom
vom Grad > 1. Sei q € R[t] ein beliebiges weiteres Polynom. Dann gilt

(i) rangH(p, q) =Anzahlderverschiedenen Nullstellen avonpin R(v/—1) mitq(a) #
0.

(i) sign H(p,q) = D_ e p(a)—o SR q().

Beweis. Mit der Notation aus dem Beweis von Satz erhalten wir
S
Hp.q) = niglo)wiw!
i=1

mit linear unabhingigen Vektoren w;. Daraus folgt (), nachdem man wieder den
Vorfaktor n;q(«;) als Wurzel in R(y/—1) auf die Vektoren verteilt hat. Fiir (ii) ent-
stehen wieder Summanden

niq (o )wiw?

mit o;; € Rund

t — —t
niq(;) - wiw; + niq(a;) - Wi,
mit o; ¢ R. Einen Summanden der zweiten Form kann man aber wieder um-
schreiben als
vlvi — UgUé

mit neuen Vektoren v1, v, € R?, die den gleichen Raum aufspannen wie w;, ;.
Dazu ersetzen wir erst w; durch /n;q(o;)w; und gehen dann weiter vor wie im
Beweis von Satz[l.3.4] Fiir die Berechnung der Signatur muss man also wiederum
nur die Summanden fiir o; € R betrachten. Dabei kann dann n;q(«;) je nach
Signatur wieder durch 1, —1 oder O ersetzt werden. O

Man kann nun auch noch die Anzahl der Nebenbedingungen vervielfachen, und
auch beliebige Vorzeichen an sie vorgeben. Seien dazu p, ¢y, ..., ¢, € R[t] mit
p # 0. Wir wollen die Anzahl

#{a e R|pla) =0,¢1(a) >,...,qn(a) >0}

bestimmen. Beachte dass durch Ubergang zu —¢; damitauch die Bedingung ¢; (o) <
0 abgedeckt ist. Wenn man p durch p? + ¢? ersetzt, kann man auch ¢;(a) = 0 er-
reichen. Fire € {1,2}"™ setzen wir

qe — q? .. .qfnm_
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Korollar1.3.8. Sei R reell abgeschlossen, p, q1, . . ., qm € R|[t], p normiert. Dann gilt
1 _ .
#{ae R|pla)=0,q1(a) >0,...,¢n(a) >0} = om Z sign H(p, ¢°).
ec{1,2}m
Beweis. Wir wissen aus Satz[[.3.7dass
signH(p,g) = Y signg(a)
a€R,p(a)=0

gilt. Somit ist

Z sign H(p, ¢¢) = Z Z sign ¢ (a) - - - g ()

ec{1,2}™ aERp(a) 0ee{1,2}™

= ZH (sign q;(a) + sign ¢;(a)?).

a =1

Es ist aber sign ¢;(a) + sign ¢;(a)? genau dann 2 wenn ¢;(«) > 0, und sonst
immer 0. [l

1.4 Der reelle Abschluss

Definition 1.4.1. Sei (K, P) ein angeordneter Korper. Ein Oberkorper R von K
heif3t reeller Abschluss von (K, P), wenn R reell abgeschlossen, R/ K algebraisch
und die Anordnung auf R eine Fortsetzung von P ist. A

Satz 1.4.2. Jeder angeordnete Korper besitzt einen reellen Abschluss.

Beweis. Betrachte einen algebraische Abschluss K von K, und die nichtleere Men-
ge .
M={(L,P)|KCLCK,PNK=P}.

Sie ist partiell geordnet durch
(Ll,Pl) j (L27P2) = L1 g LQU,HdPQﬂLl = Pl,

und jede Kette (L;, P;);c; besitzt in M die obere Schranke L = | J,, L;, versehen
mit der Anordnung | J;.; P;. Nach dem Zorn'schen Lemma gibt es also ein maxi-
males Element (R, )) in M, und wir miissen zeigen dass R reell abgeschlossen
ist.
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Jedes Element a € () ist ein Quadratin R; ansonsten konnte man die Anordnung
weiter auf R(y/a) fortsetzen (Satz[L.2.2), ein Widerspruch zur Maximalitit. Also
ist Q = R?, und somit ist jede angeordnete Kérperwerweiterung R’ von R auto-
matisch eine Ordnungserweiterung (vergleiche Bemerkung[l.1.11|(iv)). Aufgrund
der Maximalititvon R kann es also keine algebraische angeordnete Kdrpererwei-
terung von R geben, und also ist R reell abgeschlossen. O

Unser nichstes Ziel ist zu zeigen, dass der reelle Abschluss eines angeordneten
Korpers bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Dafiir brauchen wir einige
Hilfsaussagen. Das erste Lemma ist bereits eine schwache Version des spiter zu
beweisenden Transferprinzip von Tarski-Seidenberg.

Lemma 1.4.3. Sei K ein Korper, p € K|t] und Ry, Ry zwei reell abgeschlossene Ober-
korper von K, die auf K dieselbe Anordnung induzieren. Dann hat p die gleiche Anzahl
von Nullstellen in R, und R,.

Beweis. Nach Satz[I.3.4]ist die Anzahl der Nullstellen in R, bzw. R, die Signatur
der Hermite-Matrix H (p) iiber dem jeweiligen Korper. Die Eintriage der Hermite-
Matrix sind aber polynomial in den Koeffizienten von p, und liegen also in K. Da
R; und R, dieselbe Anordnung auf K induzieren, ist die Signatur iiber beiden
Korpern gleich. O

Lemma 1.4.4. Sei R ein reeller Abschluss des angeordneten Korpers (K, P) und K C
L C R ein Zwischenkorper mit [L : K] < 0o.Seip: K — S eine ordnungstreue Ein-
bettung in einen weiteren reell abgeschlossenen Korper S. Dann besitzt o eine Fortsetzung
auf L, d.h. eine Einbettung ) : L — S die ordnungstreu beziiglich der Anovdnung R* N L
auf L ist, mit) = @ auf K.

(R, R?)

(L,R?N L) 2~ (S,S?)

e

(K, P)

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element ist L = K(«) fiirein a € L.
Sei p € K]t| das Minimalpolynom von « tiber K. Dann hat p mindestens eine
Nullstellein R, nimlich . Nach Lemmal[l.4.3Jhat p dann auch eine Nullstelle in S,
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und also gibt es mindestens eine Fortsetzung ¢): L. — S von . Seien ¢, ... ¢y,
alle diese Fortsetzungen. Angenommen, keine davon ist ordnungstreu beziiglich
R%*N L. Dann gibt es also Elemente by, ..., b,, € L mith; € R? und ¢;(b;) < 0
in S. Wir betrachten den Kérper L' = L(v/b1,...,v/bn) C R. Keines der 1);
setzt sich auf L’ fort, da Quadrate immer auf positive Elemente in S abgebildet
werden. Also setzt sich auch ¢ nicht auf L’ fort, ein Widerspruch zum ersten Teil
des Beweises. O

Satz 1.4.5. Sei (K, P) ein angeordneter Korper mit reellem Abschluss R, und
p: K — S ein ordnungstreuer Homomorphismus in einen weiteren reell abgeschlosse-
nen Korper S. Dann gibt es eine eindeutige Fortsetzung 1) : R — Svon o (die automatisch
ordnungstreu ist).

Beweis. Wir betrachten die nichtleere Menge
M={(LY)|KCLCRY: LS, Yp(R*NL)CS* ¢ =paufK}.

Sie ist wie tiblich partiell geordnet durch die Fortsetzungsrelation, und jede Ket-
te besitzt eine obere Schranke. Also gibt es ein maximales Element in M, und
wegen Lemma [[.4.4 muss dafiir L = R gelten. Also gibt es eine ordnungstreue
Fortsetzung: R — S.

Fur die Eindeutigkeit sei p € K|t ein irreduzibles Polynom. Dann hat p in R
einfache Nullstellen o; < --- < «,, und nach Lemma in S Nullstellen
pf1 < --- < B,. Die Fortsetzung v bildet die «; auf die f3; ab, und aufgrund der
Ordnungstreue muss ©(«;) = [; gelten. Da jedes Element o € R die Nullstelle
eines Polynoms iiber K ist, ist ¢ also eindeutig bestimmt. O

Korollar 1.4.6. Der reelle Abschluss eines angeordneten Korpers (K, P) ist bis auf K-
Isomorphie eindeutig bestimmt. Der Isomorphismus ist ebenfalls eindeutig.

Beweis. Wenn Ry, R, zwei reelle Abschliisse sind, gibt es eindeutig bestimmte
K-Homomorphismen ¢1: Ry — Ry und s: Ry — R;.Aufgrund der Eindeu-
tigkeit aus Satz[l.4.5/muss ¢, o ¢; = idg, gelten, und damit sind beides Isomor-
phismen. O

Bemerkung 1.4.7. Ab jetzt macht es also Sinn, von dem reellen Abschluss eines an-
geordneten Korpers zu sprechen, denn er ist bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt. Esisthier sogar der Isomorphismus eindeutig! Bekanntermafenist auch
deralgebraische Abschluss eines Kérpers bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
Dabei kann es aber mehrere Isomorphismen geben. Beispielsweise sind die Iden-
titit und die komplexe Konjugation auf C verschiedene R-Isomorphismen des
algebraischen Abschlusses von R. A
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Beispiel 1.4.8. Sei Ry = {a € R | «valgebraisch itber Q} der relative algebrai-
sche Abschluss von Q in R. Nach Lemma [[.2.10]ist R reell abgeschlossen, und
damit der reelle Abschluss von Q. Ry ist also der kleinste reell abgeschlossene
Korper, d.h. erist in allen anderen reell abgeschlossenen Korpern auf eindeutige
Weise enthalten. A

1.5 Semialgebraische Mengen, der Projektionssatzund
das Transferprinzip von Tarski und Seidenberg

Sei im folgenden stets R ein reell abgeschlossener Korper und A ein beliebiger
Teilringvon R. Wirsetzenx = (x1,...,x,).Seienp,...,pm € Rlzx] = Rlz1, ..., x,]
Polynome. Wir setzen

OR<p1v ce 7pm) = {CL SN |p1(a) >0,... 7pm(a) > 0},

und
VR(pla-“apm) = {CL € R" |p1(a) = 07"'apm(a) = O}

Den Index R lassen wir oft weg, wenn klar ist, welchen Korper wir betrachten.

Definition 1.5.1. (i) Eine Teilmenge von R" heifdt A-semialgebraisch, falls sie eine
endliche boolesche Kombination (Vereinigungen, Durchschnitte, Komplemente)
von Mengen O(py, . .., pm) mit p; € Alz] ist. Fir R-semialgebraisch sagen wir
einfach semialgebraisch.

(47) Eine Menge der Gestalt V (py, ..., p,) mitp; € Alx] heifdt A-algebraisch. Fiir
R-algebraisch sagen wir einfach algebraisch. A

Bemerkung 1.5.2. (i) Jede A-algebraische Menge ist A-semialgebraisch. Die Be-
dingung p(a) = 0 kann man namlich schreiben als

—p(a) >0 A =(=p)(a) > 0.
Das tibersetzt sich in die boolsche Kombination von Mengen
Vip) = O(p)* N O(=p)".

(¢i) Man kann in der Definition einer semialgebraischen Menge also beliebige Be-
dinungen p(a) = 0,p(a) > 0,p(a) < 0,p(a) > 0,p(a) < 0 und boolesche
Kombinationen derselben verwenden. A
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Lemma1.5.3. (i) Jede A-algebraische Menge ist von der Gestalt V (p) fiireinp € Alz].
(ii) Jede A-semialgebraische Menge S C R™ hat eine Beschreibung der Form

S = U pz mO q’ll""?qimi))'

Beweis. (i) folgt aus V(p1,...,pm) = V(p? + -+ + p2), vergleiche Definition
[[.1.18] Fur (i¢) iberlegt manssich, dass das System aller Mengen mit solch einer Be-
schreibung abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen, Durchschnitten und
Komplementbildung ist, und alle Mengen O(p;, . . ., p,,) enthilt. O

Beispiel 1.5.4. (i) Die Teilmenge Z C R ist nicht semialgebraisch. Der Graph der
Sinusfunktion {(«a,sina) | @ € R} C R? ist nicht semialgebraisch. Der Graph
der Exponentialfunktion {(a, e®) | @ € R} ist nicht semialgebraisch (Ubungs-

aufgabell6).
(i1) Abzdhlbare Vereinigungen und Schnitte semialgebraischer Mengen sind im
Allgemeinen nicht mehr semialgebraisch (siehe z.B. Z). A

Satz 1.5.5. Die semialgebraischen Teilmengen von R sind genau die endlichen Vereini-
gungenvon Intervallen (dabei sind abgeschlossene, offene, halboffene, beschrinkte und un-
beschrinkte Intervalle mit Grenzen in R zugelassen; insbesondere auch einzelne Punkte).

Beweis. Offensichtlich sind alle Intervalle semialgebraisch. Umgekehrtist die Men-
ge aller endlichen Vereinigungen von Intervallen abgeschlossen unter den boole-
schen Operationen. Es geniigt also zu zeigen, dass jede der Mengen
O(p) = {a € R | p(a) > 0} eine solche endliche Vereinigung ist. Nach dem
Zwischenwertsatz (Satz[L.2.11|(:4)) kann aber ein Polynom zwischen zwei Nullstel-
len sein Vorzeichen nicht dndern. Bekannterweise hat ein Polynom immer nur
endlich viele Nullstellen. Also besteht O(p) aus endlich vielen (offenen) Interval-
len. O

Satz1.5.6. Seienpy,...,pm € Alzy, ..., 2, und

p: R — R™

= (pl(a)v s >pm(a))

die davon induzierte polynomiale Abbildung. Dannistdas Urbild p—' (T') einer A-semialgebraischen
(A-algebraischen) Menge I' C R™ wieder A-semi-algebraisch (A-algebraisch).
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Beweis. Firq € Alzy,...,x,]ist

p~'(0(q) = {a € B" | q(pi(a), ..., pn(a)) > 0} = O(h)
mit h = q(p1,...,pm) € Alz1,...,z,]. Der allgemeine semialgebraische Fall
folgt aus der Tatsache, dass Urbildnehmen mit den booleschen Operationen ver-
traglich ist. Der algebraische Fall geht genau gleich. O

Bemerkung1.5.7. (i) Das polynomiale Bild p(V') einer algebraischen Menge V' C
R™istim R™ im Allgemeinen nicht wieder algebraisch, und noch nicht mal eine
boolesche Kombination algebraischer Mengen. Beispielsweise erhilt man, wenn
man die Menge {(z,y) € R* | y — #* = 0} auf die y-Achse projiziert, die Men-
ge [0, 00). Algebraische Mengen in R sind aber nur endliche Teilmengen und die
ganze Gerade R. Die booleschen Kombinationen davon sind also gerade die end-
lichen und koendlichen Mengen.

(i) Das polynomiale Bild einer A-semialgebraischen Menge ist allerdings wieder
A-semialgebraisch. Diese Aussage folgt aus dem Projektionssatz, den wir nun
beweisen wollen. A

Wir beweisen zunichst ein technisches Lemma. Es besagt, dass die Signatur ei-
ner Matrix in semialgebraischer Weise von ihren Koeffizienten abhiangt:

Lemmal.5.8. Zun € Nund k € Zist die Menge
{M € Sym,,(R) | sign M = k}

Z-semialgebraischin M, (R) = R" . Dabei kann die semialgebraische Beschreibung so-
gar unabhdingig von R gewdhlt werden.

Beweis. Wir gehen per Induktion tiber n vor. Der Fall n = 1 ist klar. Wir gehen
nun vor wie im Verfahren zur Diagonalisierung von M (als Bilinearform). Wir
schreiben M = (m,;); ; und konnen M # 0 annehmen. Wir kénnen dann so-
garmy; # 0 annehmen, nach einem geeigneten Basiswechsel. Einer von endlich
vielen von vorn herein festgelegten Basiswechseln funktioniert dabei immer, je
nachdem, welche Eintrige von M ungleich null sind. Die Matrixeintrige nach
solch einem Basiswechsel kann man Z-polynomial aus den alten Eintragen be-
rechnen. Die verschiedenen Fille iibersetzen sich in eine grofde Vereinigung von
semialgebraischen Mengen. Wir setzen also mj; # 0 voraus. Die Vektoren ¢] :=
mi1e; — myeq bilden fiir i = 2, ..., n zusammen mit e; eine Basis des R", be-
zliglich derer M die Gestalt
miq 0
("5 )
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mit einer symmetrischen Matrix M’ der Grofie n — 1 hat. Man erhilt dabei M’ Z-
polynomial aus M, durch Multiplikation von beiden Seiten mit der Basiswechsel-
matrix. Fiir M’ stimmt die Behauptung bereits nach Induktionssannahme, und
damit auch fur M. O

Satz 1.5.9 (Projektionssatz). Sei. S C R™ x R" eine A-semialgebraische Menge, und
7 R™ x R" — R" (x,y) +— vy die Projektion. Dann ist m(S) C R" wieder A-
semialgebraisch.

Beweis. Es gentigt den Fall m = 1 zu betrachten, da man das Ergebnis dann ite-
rieren kann. Da das Bild einer Vereinigung die Vereinigung der Bilder ist, konnen
wir nach Lemma (7) annehmen, dass S von der Gestalt

S=V()NO(q,- - 4m)
={(a,a) € Rx R" | p(a,a) =0,q1(a,a) > 0,...,qn(a,a) > 0}

mit p,q; € Alt,x] ist. Wenn wir fiir ein a € R" entscheiden wollen, ob a €
7(9S) gilt, miissen wir entscheiden, ob ein o € R existiert mit («,a) € S. Dies
konnen wir mit Hilfe der Hermite Matrizen tun. Wir fassen dazu alle Polynome
als Polynom in ¢ auf, die mit den Variablen = parametrisiert sind:

d;
p=Y _p@t, g=Y gt
i =0

mit p;, q;; € Alx]. Fira € R™ und beliebiges h € A[t, x| setzen wir h,(t) :=
h(t,a) € R]t]. Um die Methode der Hermite Matrizen verwenden zu konnen,
miissen wir eine Fallunterscheidung nach dem Grad von p, machen. Sei dazu

S = {a € R" | deg(pa) = k},

wobei auch £ = —oo zugelassen ist, wenn p, = 0. Jede der Mengen ¥, ist A-
semialgebraisch im R", denn sie ist durch eine Bedingung an das Verschwinden
bzw. Nichtverschwinden der p; definiert. Der R" zerlegt sich disjunkt in die ve-
schiedenen ;.. Wir sind also fertig, wenn wir zeigen konnen, dass alle Mengen
7(S) N 3y A-semialgebraisch sind.

Furk = 0ist7(S)N X, = 0, daein Polynom vom Grad 0 keine Nullstelle hat. Die
leere Menge ist aber A-semialgebraisch.

Seinun k > 1. Fiira € Y schreibe p, = po(a) + pi(a)t + -+ + pr(a)tk mit
pi(a) # 0. Nach Korollar[L.3.8]gilt

1
acn(S) & Z sign H <—Pa7qz) > 0.

T )
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Die Eintrige der einzelnen Hermite-Matrizen rechts sind dabei ganzzahlige po-
lynomiale Ausdriicke in den g ;((‘2)) ,unddengj;(a), siche Abschnitt. Der Grad ist
dabei beschrankt, abhingig vom Grad der auftretenden Polynome p, ¢;. Fiir die
Berechnung der Signatur kann man alle Matrizen mit py(a )" multiplizieren, fiir
grof3 geniigendes IV, dann sind alle Eintrage ganzzahlig-polynomial in den p;(a)
und den g¢j;(a), und damit A-polynomial in a. Da alle auftretenden Signaturen
zwischen —k und +k liegen, gibt es endlich viele Méglichkeiten an die einzel-
nen Signaturen, um eine positive Summe zu erreichen. Jede Bedingung an die
Signatur einer einzelnen Matrix ist aber eine A-semialgebraische Bedingung an
a, nach Lemmall.5.8] und damit sind wir fertig.

Es bleibt noch der Fall & = —oo, d.h. p, = 0. In diesem Fall kénnen wir der
Beschreibung von S eine andere Gleichung hinzufiigen, ohne 7(S) N X_, zu
verindern. Damit sind wir dann im vorigen Fall. Die neue Gleichung erhilt man
aus dem nachfolgenden Lemma. O

Lemmal.5.10. Seienqy, ..., qn € R[t|undq = q1 - - - ¢,,,. Wirsetzen
p=(1-qq.

Falls es einen Punkt o € R gibt mitq;(a) > 0, ..., qn(a) > 0, so gibt es auch einen
solchen mit zusdtzlich p(o) = 0.

Beweis. Der Fall dass ¢ (und damit alle ¢;) konstant sind, ist klar. Wir nehmen also
an, dass ¢ nicht konstant ist. Seien oy < g < -+ < «, die Nullstellen von ¢ in
R. In keinem der Intervalle

(—o0, ), (a1, 02), ..., (ap_1,04.), (a, 20)

wechselt ein ¢; sein Vorzeichen (Satz[l.2.11)(:4)). Wir sind also fertig wenn wir zei-
gen, dass p in allen Intervallen eine Nullstelle hat. In den beschrinkten Interval-
len hat aber ¢ jeweils eine Nullstelle, nach dem Satz von Rolle (Satz . Weil
1—¢?bei a; und v, den Wert 1 annimmt, fiir betragsmiflig grofie Werte aber ne-
gativ wird (¢ nicht konstant!), muss es in den beiden unbeschrankten Intervallen
ebenfalls eine Nullstelle haben. O

Korollar1.5.11. Jedes polynomiale Bild einer semialgebraischen Menge ist wieder semial-
gebraisch (vergleiche Bemerkung[1.5.7(i1)).

Beweis. Ubungsaufgabelig| O
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Bemerkung 1.5.12. Man beachte im Projektionssatz, dass die semialgebraische
Formel fiir () nur von den urspriinglichen Formeln fiir S abhingt, und nicht
von R. Das sieht man unmittelbar am Beweis. Das erlaubt uns eine starke Um-

formulierung des Projektionssatzes, die auch als Quantorenelimination bekannt
ist. A

Wir fithren dazu zunichst nochmals einige Begriffe exakt ein. Sei wieder A ein
Ring. Eine A-Primformel ist eine Formel der Gestalt p(x) > 0 mit einem Polynom
p € Alz] = Alzy,...,x,). Allgemeine A-Formeln erhilt man nun iterativ. Jede
Primformel ist eine Formel, und wenn ¢, ) Formeln sind, sind auch

@A¢v 2 Elxl ¥

Formeln. Man kann auch die bekannten Verkniipfungen

eV, o=, Ve

verwenden, als Abkiirzungen fiir

(=) A (=), =V, =(Fzi(=p)).

Insbesondere kann auch p(x) = 0 und p(z) > 0 als Formel aufgefasst werden,
und zwar als Abkiirzung fiir —(p(z) > 0) A =((—p)(z) > 0) bzw. =(—p)(z) > 0.
Der Ausdruck p(z) = ¢(z) steht als Abkiirzung fir (p — ¢)(z) = 0.

Eine Variable z; kommt in einer Formel ¢ frei vor, wenn sie nicht im Wirkungsbe-
reich eines Quantors liegt. Ansonsten heifst ihr Vorkommen gebunden. Die Menge
aller Variablen, die in einer Formel ¢ frei vorkommen, bezeichnet man mit Fr(¢p).
Eine Formel ¢ mit Fr(¢) = () nennt man auch Aussage.

Sei nun R ein reell abgeschlossener Oberkérper von A. Dann definiert jede A-
Formel ¢ mit Fr(y) C {x;,,...,x; } eine Teilmenge des R". Man nimmt dazu
alle Elemente a € R, so dass die Formel ¢ in R wahr ist, wenn man jedes a;
fiir jedes freie Vorkommen von ;, in ¢ einsetzt. Das Gelten einer Formel ist dabei
genauso definiert, wie man es erwartet. Die so entstehende Menge bezeichnet
man dann auch mit p(R) :

¢(R)={a € R" | p(a) giltin R} .

Entsprechend ist eine Aussage in einem reell abgeschlossenen Koérper entweder
richtig oder falsch (je nachdem ob ¢ ( R) leer oder alles ist). Semialgebraische Men-
gen sind gerade die Mengen ¢(R), fiir eine Formel o ohne Quantoren.
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Beispiel 1.5.13. (i) Sei A = Z und
w: Jry (120 = 1).

Esist Fr(¢) = {22}, und somit definiert ¢ eine Teilmenge ¢ (R) jedes reell abge-
schlossenen Korpers R. Man sieht hier

p(R) = R\ {0}.
(i1) Beispiele fiir Aussagen sind
p1: YV (:L‘1 >0 — dxo x% = xl)

und
o Jay (22 = —1).

Dabei gilt ; in jedem reell abgeschlossenen Korper, und ¢ in keinem. A

Satz 1.5.14 (Quantorenelimination). Sei A ein Ring und p eine A-Formel. Dann gibt
es eine quantorenfreie A-Formel -y mit Fr(p) = Fr(), so dass

fiir jeden reell abgeschlossenen Oberkiorper R von A gilt.

Beweis. Wir konnen induktiv itber den Aufbau der Formel vorgehen. Primfor-
meln sind quantorenfrei, also ist hier nichts zu zeigen. Auch die Konstruktio-
nen ¢ A 1 und —¢ fligen keine Quantoren hinzu. Sei also ¢ = Jz; ¥, und ¢
sei nach Induktionsvoraussetzung bereits quantorenfrei. Fiir jeden reell abge-
schlossenen Oberkorper R von A ist ¢(R) die Projektion der Menge v)(R) ent-
lang der x;-Achse. Die Menge v( R) ist semialgebraisch, da in 1) keine Quantoren
auftreten. Nach dem Projektionssatz ist also auch ¢(R) eine semialgebrai-
sche Menge, lasst sich also durch eine quantorenfreie Formel v beschreiben. Wir
haben uns dabei iiberlegt, dass die Formel 7 unabhingig von R gewahlt werden
kann. O

Bemerkung1.5.15. Im Prinzip kann die Quantorenelimination algorithmisch durch-
gefiihrt werden. Man geht iterativ iitber den Formelaufbau vor, und eliminiert je-
den Existenzquantor, mit der im Beweis des Projektionssatz beschriebenen Me-
thode. Praktisch ist das aber gewdhnlich nicht durchfiihrbar. A
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Beispiel 1.5.16. Betrachte die Z-Formel
o Ftat* +yt+2=0.

Esist Fr(¢) = {z,v, 2} und die Menge ¢(R) C R?kann als die Menge der qua-
dratischen Polynome mit Nullstelle in R aufgefasst werden. Bekanntlich hat ein
(echt) quadratisches Polynom zt? + yt + z genau dann eine Nullstelle in 2, wenn
die Diskriminante y* — 4xz eine Quadratwurzel in R besitzt, und das ist genau
dann der Fall, wenn sie nichtnegativist. Folglich definiert die quantorenfreie For-
mel

(2#£0AY" =422 >0)V(z=0Ay#0)V(z=0Ay=0A2z=0)
tiber jedem reell abgeschlossenen Kérper dieselbe Menge wie ¢. A

Die Quantorenelimination ist eine sehr starke Aussage. Das sieht man sehr gut
am sogenannten Transferprinzip von Tarski-Seidenberg, welches eine unmittelbare
Folgerung ist:

Satz 1.5.17 (Transferprinzip von Tarski-Seidenberg). Sei K ein Korper und Ry, R
reell abgeschlossene Oberkorper, die auf K dieselbe Anordnung induzieren. Sei ¢ eine K-
Aussage. Dannist p in Ry und Ry dquivalent, d.h. wenn o in einem der beiden Korper gilt,
dann gilt  auch im anderen.

Beweis. Sei-y eine quantorenfreie K -Aussage, die in jedem reell abgeschlossenen
Oberkdrper von K zu ¢ dquivalent ist (Satz[l.5.14). Ob vy in R; gilt entscheidet sich
aber bereits in K, da v keine Quantoren enthilt. Il

Beispiel 1.5.18. (i) Wenn ein System aus polynomialen Gleichungen und Unglei-
chungen (mit Polynomen iiber K) eine Losung in einem reell abgeschlossenen
Oberkorper von K besitzt, dann in jedem solchen (der die gleiche Anordnung in-
duziert). Die Existenz einer Losung lisst sich ja als A-Aussage formulieren:

Jxy, ... Ay /\pj(m) EOA/\qj(a) 7é(m/‘\fj@;) =0.

(i) Aussagen wie der Zwischenwertsatz (Satz (¢i)) konnen als Z-Aussagen
formuliert werden (Ubungsaufgabe [17). Da jeder reell abgeschlossene Kérper Q
enthilt, und es dort nur eine Anordnung gibt, sieht man sofort, dass der Zwi-
schenwertsatz fiir jeden reell abgeschlossenen Korper gilt (allerdings haben wir
ihn fiir den Beweis der Quantorenelimination schon verwendet). Man kann aber
auf diese Weise sehr viele weitere Ergebnisse einfach bekommen. A



Kapitel 2

Global positive Polynome

2.1 Loésung von Hilberts 17. Problem

Sei R ein beliebiger reell abgeschlossener Kérper. Wir nennen ein Polynom p €
R[x] = Rxy,...,x,] nichtnegativ, wenn es an jedem Punkt einen nichtnegativen
Wert annimmt:

p(a) >0 Vae R"

Wenn man ein nichtnegatives Polynom angeben mochte, fillt einem gewohnlich
etwas wie p = 27 ein. Allgemeiner ist offensichtlich jede Quadratsumme

p=qi+

mit ¢; € R|x] ein nichtnegatives Polynom. Die Frage ist nun, ob es aufler den
Quadratsummen noch weitere Beispiele gibt. Wenn man versucht, solche explizit
zu finden, wird man hochstwahrscheinlich zunéchst nicht sehr erfolgreich sein.
Allerdings hat Hilbert bereits 1888 gezeigt, dass es nichtnegative Polynome geben
muss, die keine Quadratsummen sind. Sein Beweis war allerdings abstrakt, und
erst 1967 wurde ein explizites solches Beispiel von Motzkin gefunden. Wir wer-
den diese Beispiele spiter kennenlernen. Hilbert vermutete allerdings, dassjedes
nichtnegative Polynom eine Quadratsumme von rationalen Funktionen ist. Diese
Vermutung, bekannt als Hilberts 17. Problem, ist in der Tat richtig, und wurde
1926 von Artin bewiesen. Mit Hilfe der bereits entwickelten Theorie konnen wir
nun einen sehr eleganten Beweis dieses Satzes geben:

Satz 2.1.1 (Hilberts 17. Problem). Ein Polynomp € R|xy,...,x,)| ist genau dann

nichtnegativ, wenn es eine Quadratsumme von rationalen Funktionenist, d.h. wennesq, qi, . . .

33
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Rlx],q # 0gibt mit
@p=qi + -+

Beweis. "<=": Waire p(a) < 0 fiirein a € R", dann gibe es auch ein solches mit
q(a) # 0. Dann wire (¢?p)(a) < 0, und also kann es keine Quadratsumme sein.
"=: Sei p nichtnegativ. Wir zeigen, dass p als Element des Korpers R(x) bei jeder
Anordnung positiv ist. Die Aussage folgt dann mit Satz[[.1.16]

Angenommen, p ist negativ in einer Anordnung < von R(x), d.h. es gilt p < 0.
Wir bezeichnen mit R den reellen Abschluss von R(z) beziiglich dieser Anord-
nung. In R gilt dann die folgende R-Formel:

dry Jxg -+ 3z, p(xq,...,2,) <O.

Man wahlt nimlich fir die x; gerade die Variablen z;, die in R(x) und damit R ja
als Elemente vorhanden sind. Da R ein Teilring der reell abgeschlossenen Korper
R und R ist, gilt die Formel nach dem Transferprinzip (Satz auch in R.
Somit gibtes ein a € R" mit p(a) < 0, ein Widerspruch. O

Fiir jedes nichtnegative Polynom existiert also eine Darstellung, die die Nichtne-
gativitit offensichtlich macht. So eine Darstellung nennt man auch ein algebrai-
sches Zertifikat fir die geometrische Eigenschaft der Nichtnegativitit. Allerdings
kommen in der bewiesenen Darstellung Nenner vor. Wir werden im nichsten Ab-
schnitt untersuchen, inwiefern solche Nenner notwendig sind.

2.2 Quadratsummen von Polynomen

Sei im ganzen Abschnitt wieder R ein beliebiger reell abgeschlossener Korper.
Wir beginnen mit der recht einfachen Tatsache, dass man in einer Variablen keine
Nenner fiir die Darstellung aus Hilberts 17. Problem benétigt:

Satz2.2.1. Seip € R|[t] ein Polynom in einer Variablen. Dann ist p genau dann nichtne-
gativ, wenn p eine Summe zweier Quadrate von Polynomen ist.

Beweis. Wir zerlegen p in irreduzible Faktoren, die nach Satz[l.2.11von der Ge-
staltt —aoder (t—a)?+b*mita,b € R, b # 0 sein miissen. Faktoren des zweiten
Typs sind bereits Summen von zwei Quadraten. Jeder Faktor ¢ — a muss aber in
gerader Potenz auftreten. Ansonsten wire p entweder links oder rechts neben a
negativ. Da das Produkt von Summen zweier Quadrate wieder eine Summe zwei-
er Quadrate ist (siehe nichste Bemerkung), sind wir fertig. O
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Bemerkung 2.2.2. Sei A ein kommutativer Ring. Dann gilt fir a, b,c,d € A
(a® +b*)(c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — bc)?. A

Ein weiterer relativ einfacher Fall, in dem nichtnegative Polynome Quadratsum-
men ohne Nenner sind, ist der von quadratischen Polynomen. Dafiir benotigen wir
zunichst das folgende Lemma:

Lemma 2.2.3. Sei M € Sym,(R) eine symmetrische Matrix. Dann sind dquivalent:
() v'Mv > Ofiirallev € R™.
(ii) EsgibtS € Gly(R) mit S'MS = diag(ay, ..., aq) mita; > 0firallei.
(iii) Alle Hauptminorenvon M sind nichtnegativin R.
(iv) M =" vl fiireinm € Nund gewisse v; € R°.
W) M =S8 0t fiir gewisse v; € RY.

Beweis. Diese Aussage ist fiir R aus der linearen Algebra bekannt. Der Beweis
fiir beliebige reell abgeschlossenen Korper geht genau gleich. Alternativ folgt die
Aussage auch direkt aus dem Transferprinzip. O

Definition 2.2.4. Eine Matrix M € Sym,(R) welche die dquivalenten Bedingun-
gen aus Lemma erfullt heifd positiv semidefinit. A

Satz 2.2.5. Seip € R[x1,...,x,] ein nichtnegatives Polynom vom Grad 2. Dann ist p
eine Quadratsumme von Polynomen vom Grad 1.

Beweis. Zunichst konnen wir annehmen, dass p homogen vom Grad 2 ist. Wir
konnen p namlich mit einer neuen Variablen xy, homogenisieren, d.h. wir multi-
plizieren jeden Term so oft mit x, bis er Grad 2 hat. Man tiberlegt sich, dass das
neue Polynom dann immer noch nichtnegativ ist. Ist es nun eine Quadratsumme
von linearen Polynomen, so erhalten wir eine gewiinschte Quadratsummendar-
stellung von p, indem wir xy = 1 setzen.

Jedes homogene quadratische Polynom ist aber von der Gestalt

n
P = $tM$ = E Mg T;2 4

1,j=1
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fiir eine symmetrische Matrix M = (my;), ; € Sym,(R). Die Nichtnegativitdt
von p bedeutet dann aber gerade, dass M positiv semidefinit ist.
Wenn also M = ). v;v! mit gewissen v; € R" ist (Lemma[2.2.3), dann gilt

p=a' (Z vwf) r = Z(vf )2

]

Bemerkung 2.2.6. Hilbert hat gezeigt, dass auch jedes nichtnegative Polynom in
2 Variablen vom Grad 4 eine Quadratsumme von Polynomen ist. Dieser Beweis
ist relativ schwer, und wir behandeln ihn hier nicht. YAN

In allen weiteren Fillen ist aber nicht jedes nichtnegative Polynom eine Quadrat-
summe von Polynomen. Auch das hat Hilbert bereits 1888 abstrakt zeigen konnen.
Das erste explizite Beispiel ist das Motzkinpolynom aus dem Jahr 1967:

p = a*y? + 2%yt — 322 + 1 € Z[x,y|.

Der Graph des Motzkinpolynoms sieht wie folgendermaflen aus:

Satz 2.2.7. Das Motzkinpolynom p ist nichtnegativ.

Beweis. 1. Version: Fiir positive Zahlen a, b, ¢ > 0 ist das geometrische Mittel stets
kleiner als als arithmetische:

1
Vabe < g(a+b+c).
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Setztmana = 1,b = z'y?, ¢ = 2%y* folgt daraus die Aussage.
2. Version: Man rechnet leicht die folgende Identitat nach:

(L+2%) - p=(1—2%")" +2°(1 - y*)* + 2y*(1 — 2*)*.

Dies ist eine Quadratsummendarstellung mit Nennern, und wir haben gesehen,
dass daraus die Nichtnegativitit folgt.

3. Version: Man rechnet nach, dass die folgende Identitat gilt:

3. 3. 3
p(@* YY) = + 6+ a3+ ZQE + qu + qu
mit
1 1 1 1
q1 = 952@ - §x4y5 - §$6?J3a g2 = x?f - §$3?JG - §$5?J47

1 1
g3 =1 =52y — sy’ a= 2yt — o'y’

g5 = °y° — 2%yt gs = aty’ — 2%y’

Also ist offensichtlich p(z3, 3*) nichtnegativ. Da jede reelle Zahl eine dritte Wur-
zel besitzt, ist damit auch p nichtnegativ. O

Wir wollen nun zeigen, dass das Motzkinpolynom keine Quadratsumme ist.

Definition2.2.8. Seip € K|z, ..., x,]ein Polynom iiber einem Kérper K. Schrei-
bep = > cnn Pax®, wobei 2% = 27" --- 20" und p, € K. Das Newtonpolytop
N (p) von p ist die konvexe Hiille der Menge {« € N" | p, # 0} im R". A
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Beispiel 2.2.9. Das Newton-Polytop des Motzkinpolynoms ist die konvexe Hiille
der Punkte (0,0), (2,2), (4,2), (2,4) in der Ebene:

Farv € R" und r € R betrachten wir den Halbraum
H,, ={aeR"|{a,v) >r}.
Jedes Polytop ist der Schnitt aller Halbriume, die es enthalten.

Lemma 2.2.10. Sei R ein reell abgeschlossener Korperundp € R|xy, ..., x,|. Firv €
Q" undr € Qsind dquivalent:

(1) N(p) C H,,.
(i1) Fiirjedesa € R™ ist

li . oL, vn )
t{%’t plart™, ... ant )’ < 00

Beweis. Wir schreiben wieder p = ) poz® mitp, € R.
"(i)= (i1)": Die Voraussetzung besagt, dass («,v) > r gilt fiir alle « € N" mit
Po # 0. Damit ist

Hier sind also alle auftretenden Exponenten nichtnegativ, und daraus folgt die

Behauptung.
"(it1)= (1)": Angenommen es gibt einen Exponenten o € N" mit p, # 0 und
(a,v) = s < r. Sei dabei s minimal und {a',..., o™} die Menge aller dieser

o Es gibt einen Punkt a € R" mit y := 37" poia® # 0. Esist dann
" plagt™, . apt™) =yt + h

wobei alle Terme in h hoheren Grad als s — r haben. Da s — r negativ ist, bleibt
der Ausdruck nicht beschrankt fur ¢ N\ 0. O
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Als interessante Folgerung erhalten wir:
Korollar 2.2.11. Firallep,q,q1,...,qn € R[z] gilt:
@) N(p*) =2N(p) (={2a]aeN(p)}).
(i1) Sind p, g nichtnegativ, soist N'(p) C N (p + q).
(iii) Istp = qf + - - + g%, s0ist N'(q;) € 2N (p) fiiralle .
Beweis. (1):Fiirv € Q"undr € Qgilt N'(p?) C H, , genaudann, wennt "p(a;t, ..., a,t")?
beschrankt bleibt fiir ¢ N\, 0. Das ist 4quivalent dazu dass

t’r/Qp(altvl, oy apt®™)

beschrankt bleibt, also zu N'(p) C H,,/» = %Hw, alsozu 2N (p) C H, .. Zwei
Polytope, die in den selben (rationalen) Halbraumen liegen, sind aber gleich.
(19):SeiN(p + q) C H, ., d.h.

7 (plart™, . ant™) + glart™, .. at™)

bleibt beschrankt fiir ¢ \, 0. Da p und ¢ nichtnegativ sind, bleibt auch der Aus-
druck mit p allein beschrankt, und also auch N'(p) C H, . Daraus folgt wieder-
um die Aussage. (ii7) folgt unmittelbar aus (¢) und (i7). O

Satz 2.2.12. Das Motzkinpolynom p ist keine Quadratsumme.

Beweis. Wirep = i + - - - + ¢2,, sowire N'(¢;) C 3N (p) fiir alle 7, nach Korollar
[2.2.11] Das bedeutet aber, dass in den ¢; héchstens die Monome 1, zy, 2%y, vy?
vorkommen kénnen.

Das Monom z?y? entsteht in jedem ¢? also auf eindeutige Weise als Quadrat des
Monoms zy. Insbesondere hat es einen nichtnegativen Koeffizienten, und somit
hat 2?y? auch in p einen nichtnegativen Koeffizienten. Dieser Koeffizient ist in p
aber —3, ein Widerspruch. O
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Bemerkung 2.2.13. Man kann zu p auch eine beliebige positive Zahl addieren,
und es ist immer noch keine Quadratsumme. Das Argument benutzt den kon-
stanten Koeffizienten ja tiberhaupt nicht. Also gibt es auch sehr positive Polyno-
me, die keine Quadratsummen sind. A

Wir wollen noch etwas weiter untersuchen, ob und wie man Polynome als Qua-
dratsummen darstellen kann.

Lemma2.2.14. Seienqi, ..., ¢y, € R[xy,...,z,Jundp = ¢ + - -+ + ¢2,. Dann gilt
deg(p) = max{2-deg(q;) |i=1,...,m}.
Beweis. "<"ist offensichtlich. Weiter beachte dass

de = max (a,e) mite=(1,...,1
5l0) = maxx (a.c) (1)

gilt, fiir alle Polynome g. Also gilt mit Korollar[2.2.11] (i)

de = max (a,e) > max (a,e) =2 - max (a,e) =2-deg(q),
g(p) = max (a.¢) > max {a,c) nax (a,€) g(ai)

fir alle . O

Wir fithren nun Grammatrizen von Polynomen ein. Wir bezeichnen mit R[z]; den
R-Vektorraum der Polynome in x = (z1, ..., x,) vom Grad < d. Wir verwenden
wieder die Bezeichnung z* := z{* - - - 2% und |a| := a1 + - - - + a,,. Der Raum
R|x], besitzt zum Beispiel die monomiale Basis

Xa = (xa)aeN",la\Sd = (17 L1, L2, - - - 71%7 L1l2; - ‘)7

und seine Dimension ist Ay := ("7¢). Wir betrachten nun die folgende lineare
Abbildung:
G: Symp ,(R) = Rlz]ea; M — XiMX,.

Fir M = (mag)|y 5<q ISt als0

G(M) = Z Maprr’ = Z Mmas | 7.
lal,|B<d ly|<2d | a+B=y
laf,|8|<d
Offensichtlich ist G surjektiv. Fiir jedes p € R[x]qq ist
G (p) ={M | X;MX, = p}

also ein nichtleerer affiner Unterraum von Sym, (R).
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Definition 2.2.15. Die Elemente von G~!(p) nennt man Grammatrizenvonp. /\

Beispiel 2.2.16. R|xi, 25|, hat die monomiale Basis X; = (1, 21, x5). Wir haben
also die Abbildung
G: SymS(R) — R[ZEl, 1’2}2,

mit
a b c a b c 1
b de | —=(Laz,z)| b de 1
c e f c e f X
= q + 2bxy + 2cx9 + dx% + 2ex 29 + fa:%

Das Polynom % — 2z,w5 + 23 + 221 — 27 + 1 hat also die Grammatrix

1 1 -1
1 1 -1
-1 -1 1

In diesem Beispiel hat jedes Polynom genau eine Grammatrix. Ist allerdings d >
2, stimmt das nicht mehr. A

Satz 2.2.17. Ein Polynom p € R|[x]y, ist genau dann eine Quadratsumme von Polyno-
men, wenn p eine positiv semidefinite Grammatrix M besitzt. In diesem Fallist p eine Sum-

me von rang(M) vielen Quadraten, also maximal (7).

Beweis. Sei M € Sym, (R) eine positiv semidefinite Grammatrix von p. Nach
Lemma finden wir rang (M) viele Vektoren v; € R mit M = >, v;vl.
Damit ist

p=XMX,=>Y XpwlXe=) (v]X4)
eine Summe von Quadraten, denn v/ X, € R[z],.
Sei umgekehrt p = Y. ¢? eine Summe von Quadraten von Polynomen ¢; € R[x].
Nach Lemma/2.2.14|liegen alle ¢; € R[x];. Wir schreiben ¢; = v} X, fireinv; €
RAd. Esistv; also gerade der Koeffizientenvektor von ¢; in der monomialen Basis.

Also ist
p= Z(vad)2 = ZXflvivad =X (Z vwf) Xy,

7

und p besitzt die positiv semidefinite Grammatrix ), v;0!. O
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Beispiel 2.2.18. (i) Die Grammatrixvonp = 23 — 2x 2y + 23 + 221 — 270 + 1 aus
Beispiel[2.2.1¢]ist positiv semidefinit. Man schreibt sie als vo! mitv = (1,1, —1)".
Das liefert p = (21 — zo + 1)2.

(1) Die (einzige) Grammatrix des Polynoms p = 22 — 2z, w9+ 23422, — 21, hatim
Gegensatz zur Grammatrix aus dem vorigen Beispiel eine 0 in der linken oberen
Ecke. Der linke obere 2 x 2 Minorist also —1. Also ist pkeine Quadratsumme. A

Bemerkung 2.2.19. Wir sehen, dass jede Quadratsummendarstellung von p zu
eine positivsemidefiniten Grammatrix fithrt. Umgekehrt kann eine positiv semi-
definite Grammatrix aber zu verschiedenen Quadratsummendarstellungen fithren,
denn die Zerlegung M = ). v;v! ist im Allgemeinen nicht eindeutig. A

Satz 2.2.20. Seip € R[xy,...,x,] eine Quadratsumme von Polynomen, und sei r :=
13N (p) NN"| die Anzahl der Gitterpunkte in N (p). Dann ist p eine Summe von r Qua-
draten von Polynomen.

Beweis. Wenn p = ¢? + --- + ¢2, mit ¢; € R[z], so tauchen in den ¢; nur Ex-
ponenten aus %N (p) auf, nach Satz (#41). Schreibt man also ¢; = v! Xy, so
konnen in allen v; immer nur dieselben r Eintrage ungleich null sein. Damit hat
M =", v;v! aber hochstens Rang r, und da M eine positiv semidefinite Gram-
matrix von p ist, folgt die Aussage aus Satz[2.2.17 O

Beispiel 2.2.21. Wenn eine Quadratsumme etwa dasselbe Newtonpolytop wie das
Motzkinpolynom hat, so ist sie eine Summe von 4 Quadraten:

Die allgemeine Abschitzung aus Satz[2.2.17|wire hier nur (*£%) = 10. JAN

In den weiteren Kapiteln beschiftigen wir uns mit Polynomen, die zwar nicht un-
bedingt global, aber auf semialgebraischen Mengen nichtnegativ sind. Dazu ent-
wickeln wir zuerst eine Theorie von angeordneten Ringen.



Kapitel 3

Angeordnete Ringe

In diesem Kapitel sei stets A ein kommutativer Ring mit 1. Ringhomomorphis-
men zwischen Ringen bilden 1 immer auf'1 ab. Falls A nullteilerfrei ist, bezeich-
nen wir seinen Quotientenkérper mit Quot(A). Nach wie vor bezeichne R einen
reell abgeschlossenen Korper.

3.1 Praordnungen, Anordnungenunddasreelle Spek-
trum

Definition 3.1.1. Eine Priordnung auf A ist eine Teilmenge 7' C A mit
T+TCT, T-TCT, A*CT, —-1¢T.

Die Menge T' N —T nennt man den Support von T' und bezeichnet sie auch mit
supp(7). A

Die Definition einer Priordnung ist also genau die gleiche wie bei Kérpern. Al-
lerdings gibt es Unterschiede in den Eigenschaften.

Bemerkung 3.1.2. (i) Die Menge ¥ A? aller Quadratsummen von Elementen aus
A ist genau dann eine Priordnung, wenn —1 ¢ X A?. Sie ist dann wiederum die
kleinste Praordnung, d.h. in allen anderen Priordnungen enthalten.

(22) Ist % € A, soistwiein Bemerkungjedes Element aus A eine Differenz
von zwei Quadraten. Die Bedingung —1 ¢ T kann also wieder ersetzt werden
durch T" # A.

43
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(¢i7) Sei A = R[xy,...,x,] der Polynomring itber dem reell abgeschlossenen
Korper R. Fir jede nichtleere Teilmenge S C R™ ist

Ts :={p € R[z] | p(a) > 0Va € S}
eine Priordnung. Es gilt
supp(Ts) =Ts N —Ts = {p € R[z] | p(a) = 0Va € S}.

Fur gewissen Mengen S enthilt der Support also nicht nur die Null. So etwas
kann in Kérpern nicht passieren, wie wir in Bemerkung[I.1.11gezeigt haben. Fiir
den Beweis dort mussten wir auch durch Elemente teilen. Das geht in Ringen im
allgemeinen nicht. A

Lemma3.1.3. IstT C A eine Priordnung mit zusitzlichT U —T = A, soistsupp(T')
ein Ideal in A.

Beweis. Setze p := T'N —T. Die Eigenschaften 0 € pund p + p C p sind klar.
Ebensogilt +7 -p C p. Aus A =T U —T folgtalso A - p C p. O

Definition 3.1.4. Eine Anordnung auf A ist eine Priordnung P, die zusitzlich
PU—-P =A, supp(P)istPrimidealvon A
erfullt. A

Beispiel 3.1.5. () Die Priordnung T von R[x] aus Bemerkung ist genau
denn eine Anordnung, wenn |S| = 1.

(ii) Falls A = K ein Korper ist, stimmt der Begriff einer Anordnung mit dem
alten iiberein. Es ist nimlich supp(P) = {0} ein Primideal in K (das einzige).
(#i7) Ist p: A — B ein Ringhomomorphismus und P C B eine Anordnung, so
ist o~ !(P) eine Anordnung von A. Dabei ist supp(p~(P)) = ¢! (supp(P)).
Insbesondere erhalten wir fiir nullteilerfreie Ringe durch die Einbettung

A C Quot(A)

aus jeder Korperanordnung von Quot(A) eine Anordnung von A mit Support
{0}.

(iv) Sei P C A eine Anordnung mit p := supp(P). Sei A/p der Restklassenring
modulo p und m,: A — A/p die kanonische Projektion. Dann ist P := m,(P)
eine Anordnung auf A/p mit supp(P) = {0} (Ubungsaufgabe .
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(v) Wir betrachten die Einbettung R[t] C R(t). Auf R(t) haben wir die Anord-
nung P, , P,_, Px, P_o (siche Beispiel(fii)). Sie induzieren also Anordnun-

gen auf R[t] mit Support {0}. Es ist zum Beispiel
P..={p€R[t]|Fe>0:p>0auf(a,a+e)}U{0}.
Es gibt aber auf R|[¢] noch weitere Anordnungen. Ein Beispiel ist
P.={p € R[t] | p(a) > 0}

mit
supp(F,) = {p € R[t] | p(a) = 0} = (t — a).
Man sieht nun dass sowohl P,, C P, alsauch P, C P, gilt. Zum Beispiel ist

ar =

t—a€ P, \P, unda—te P, \P,,.

P,
P Pa,

In Kérpern kann so etwas nicht vorkommen, wie wir in Bemerkung[L.1.11) (iv) ge-
sehen haben. Die Anordnung P, hat ja auch kein Gegenstiick in R(t).

(vi) Man kann P wieder als die Menge aller positiven Elemente einer Ordnungre-
lation < auf A auffassen. Dabei iibersetzen sich die Axiome wieder in gewisse
Vertraglichkeitseigenschaften mit den Ringoperationen, dhnlich wie im Fall von
Korpern. Es kann nun allerdings passieren, dass a < 0 und a > 0 gilt, ohne dass
a = 0 ist (ndmlich genau dann wenn @ € supp(P).) Die Relation ist also nicht
notwendig antisymmetrisch. Wenn man sich den Ring als Zahlenstrahl vorstellt,
sieht das ganze so aus:

—-P 0 P
—_—  ——e—
supp(P) YAN

Lemma3.1.6. Seien P, P', P” Anordnungen von A. Dann gilt:
(i) P C P’ = supp(P) C supp(F’).

(ii) P C P’ supp(P) = supp(P’) = P = P".
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(i) PC PP C P"= P C P"oder P" C P'.

Beweis. (i) ist klar. Fir (i7) seia € P\ P.Dannist —a € P C P’ alsoa €
supp(P’) = supp(P) C P, ein Widerspruch. Fir (i) seia € P\ P” und
be P"\ P.Setzec = a— b Wirec € Psofolgtc € P"undalsoa € P,

ein Widerspruch. Wire —c € P so folgt —¢ € P’ und also b € P’, ebenfalls ein
Widerspruch. Das ist insgesamt ein Widerspruch zu P U —P = A. O

Wir wollen wieder untersuchen, wie man Priordnungen zu Anordnungen erwei-
tern kann.

Lemma 3.1.7. Sei T C A eine Priordnung und a,b € A mitab € —T. Dann ist
entweder T' + oI oder T' + UT wieder eine Priordnung.

Beweis. Esistnur zu priifen ob —1 zu den potentiellen Priordnungen gehort. An-
genommen es ware

—1=t +as;und — 1 =ty + bsy
mit ¢y, to, S1, S0 € T. Dann gilt
(L +t1)(1 4 t3) = absysg
und also
—1 =1t +ty+tity —absysy €T,
ein Widerspruch. O
Satz 3.1.8. Jede Priordnung von A ist in einer Anordnung enthalten.

Beweis. Sei T eine Priordnung. Genau wie im Beweis von Satz[l.1.15 wihlen wir
mit dem Zorn'schen Lemma eine maximale tiber 7" liegende Praordnung P. Sei
a € A. Wegen a(—a) = —a* € —P folgt mit Lemma[3.1.7/dass P + aP oder
P — aP eine Priordnung ist. Aus der Maximalitit von P folgt also a € P oder
—a € P.Alsogilt PU—P = A. Nach Lemma[3.1.3]ist damit p := supp(P)
schon ein Ideal, und es bleibt noch die Primidealeigenschaft zu zeigen. Seien also
a,b € Amitab € punda ¢ p. Es gilt entweder « ¢ P oder —a ¢ P. Wir
nehmen 0.B.d.A. @ ¢ P an (ansonsten ersetze a durch —a.) Dann ist P + aP
keine Priordnung mehr, aufgrund der Maximalitit. Es gilt nun mit Lemma3.1.7
und der Maximalitit von P :

abe —P = P+ bPistPriordnung = P=P+0bP >0
a(-b) e —P = P —bPistPriordnung = P =P —-bP > b

Das bedeutet aber gerade b € p. O
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Korollar 3.1.9. Ein Ring besitzt genau dann eine Anordnung wenn —1 ¢ S A?.

Definition 3.1.10. () Ein Ring heif$ semireell, wenn —1 ¢ ¥ A%, Er heifdt reell, wenn
aus a? + - - - + a2, = 0 immer schon0 = a; = ... = a,, folgt.
(¢i) Ein Ideal I C A heifd (semi)-reell, wenn A/I (semi)-reell ist. A

Bemerkung 3.1.11. (i) Reell impliziert semireell.

(¢1) Fiir Korper fallen die Begriffe reell und semireell zusammen, wie wir schon in
Definition[l.1.18|gesehen haben.

(¢i7) Fr Ringe sind die beiden Begrifte im Allgemeinen unterschiedlich. Sei A =
R[z,y]/(2* + y?). Dann ist A nicht reell, denn es gilt 2% + y* = O mitx,y # 0.
A ist aber semireell, denn Elemente von A konnen wohldefiniert im Ursprung
ausgewertet werden. Quadratsummen sind dabei nichtnegativ.

(¢v) Ein Ring ist semireell genau dann, wenn er eine Anordnung besitzt (Korollar
B.1.9). Ein nullteilerfreier Ring ist genau dann reell, wenn er eine Anordnung P
mit supp(P) = {0} besitzt. Sei zunichst P eine solche Anordnung, und sei a? +
-+ + a2, = 0. Auflésen nach a? liefert a? € supp(P) = {0} und a; = 0 fiir alle
i, aus der Nullteilerfreiheit. Sei umgekehrt A reell. Dann ist Quot(A) aber ein
reeller Korper, wie man leicht sieht. Somit besitzt Quot(A) eine Anordnung (die
automatisch Support Null hat), und sie schneidet sich auf A herunter.

(v) Ein Ideal ist genau dann semireell, wenn es im Support einer Anordnung ent-
halten ist. Ein Primideal p ist nach (4) genau dann reell, wenn es eine Anordnung
Pvon A gibt mit p = supp(P). A

Proposition 3.1.12. Sei A nullteilerfreiund K = Quot(A). Dann stehen die Kérperan-
ordnungen () von K in Bijektion zu den Ringanordnungen P von Amitsupp(P) = {0}.
Die Bijektion ist dabei wie folgt:

O QNA
und "
P — Quot(P) := {Z | ab € P} :
Beweis. Ubungsaufgabe[23] O

Fiir ein beliebiges Primideal p des Rings A bezeichen wir den sogenannten Rest-
klassenkirper Quot(A/p) mit K,,. Es gibt einen natiirlichen Ringhomomorphis-
mus

pp: A Alp B K,
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Dabei ist wieder 7, die kanonische Projektion auf die Restklassen (deren Kern ge-
rade p ist), und ¢, die kanonische Inklusion in den Restklassenkérper. Der folgen-
de Satz zeigt, dass man den Begriff einer Ringanordnung vollstindig auf Korpe-
ranordnungen zuriickfithren kann.

Satz 3.1.13. Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge aller Ringanordnungen P von A
und der Menge aller Tupel (p, (QQ), wobei p ein Primideal von A und () eine Korperanord-
nung des Restklassenkorpers K, ist. Die Bijektion ist dabei wie folgt (mit der Notation aus
Proposition[3.1.12):

P — (p := supp(P), Quot(m,(P))
(n, Q) = p, (Q).

Beweis. Fiir eine Ringanordnung ist Quot(m,(P)) eine Kérperanordnung von K.
Das folgt aus Beispiel (tv) und Proposition [3.1.12] Umgekehrt ist fiir eine
Korperanordnung @ von K, das Urbild p,'(Q) eine Anordnung von A, wie in
Beispiel3.1.5|(¢i4) itberlegt.

Wir zeigen nun, dass die beiden Konstruktionen invers zueinander sind. Starten
wir zundchst mit P und setzen p := supp(P), so gilt

oy (Quot(my(P)) =y (my(P)) = P+ p = P.

Fiir die erste Gleichung verwenden wir dabei Proposition[3.1.12] Starten wir um-
gekehrt mit (p, Q), so gilt zunichst P := p, " (Q) = 7, ' (1,'(Q)). Da 1, 1 (Q)
nach Proposition[3.1.12)eine Anordnung von A /p mit Support {0} ist, ist der Sup-
port von P gerade p (vergleiche Beispiel 3.1.5|(:44)). Wendet man m, wieder auf P
an, erhalt man offensichtlich wieder +,*(Q), und mit Proposition @lsind wir

fertig. O

Definition 3.1.14. Sei A ein Ring. Die Menge aller Anordnungen nennt man das
reelle Spektrum von A:

Sper(A) = {P C A | P Anordnung}
= {(p, @) | p Primideal, ) Anordnung von K, } . A

Beispiel 3.1.15. (i) Ein reell abgeschlossener Korper R hat nur eine Anordnung.

Also ist Sper(R) eine einpunktige Menge. Das gleiche gilt etwa fiir Sper(Q).

(i7) Sei A = R|[t]. Wir haben in Beispiel]3.1.5|(v) schon die Anordnungen P_, P, _, Py, P, , P
kennengelernt. Sei nun P = (p, Q) eine beliebige Anordnung von A. Da A ein
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Hauptidealring ist, sind alle Ideale von der Gestalt (p) fir ein p € A. Primideale
sind dabei von irreduziblen Polynomen erzeugt (bzw. von der Null). Fallsp = (0),
so kommt P von R(t) nach Proposition[3.1.12}, und ist also eine der Anordnungen
P o, Py Pyy, Py Fallsp = ((t —a)> + b*) mitb # 0, soist K, = A/p = RJi],
wie man sich leicht tiberlegt. Somit gibt es auf K, keine Anordnung. Falls p =
(t —a)ist K, = A/p = R, und Q ist eindeutig bestimmt. p,: A — R ist dabei
einfach die Auswertungin a, und alsoist P = p,*(Q) = P,. Also kennen wir hier
wirklich schon alle Anordnungen:

Sper(R[t]) == {P—ocn Pafa Pa7 P

[ )

POO\CLER}.

(#4i) Fiir A = Z iiberlegt man entweder direkt dass ¥:7? die einzige Anordnung
ist, oder man geht wie folgt vor. Die Primideale in Z sind (0) und (p) mitp € Z
prim. Esist K,y = Z/(p) und hier gibt es keine Anordnung, da char (X)) # 0.
Es ist weiter K o) = Q, und hier gibt es wiederum nur die Anordnung Q. Also
ist die einzige Anordnung von Z gerade XQ* N Z = ¥Z2. AN

Man kann nun Elemente von A (auf zunichst vielleicht ungewohnliche Weise) als
Funktionen auf Sper(A) auffassen. Fiira € Aund P € Sper(A) definieren wir

a(P) = a(p,Q) = py(a) € K,.

Wir bilden das Element a € A also anhand des kanonischen Morphismus in den
Restklassenkorper von p = supp(P) ab. Man beachte, dass das Bild a(P) ab-
hingig von P in jeweils einem anderen Korper liegen kann, beziehungsweise

a: Sper(A) — U K,.
p prim
Man beachte auch, dass das Element a(P) nur von p = supp(P) anhidngt.

Beispiel 3.1.16. (:) Fiir einen reellen Korper K ist p = supp(P) = {0} fur alle
P e Sper(K). Alsoist immer K, = K und p, = id. Also ist

a: Sper(K) - K
P—a

fir alle « € K die konstante Abbildung.
(i7) Fir einen reell abgeschlossenen Korper R ist R" eine Teilmenge von
Sper R[z1, ..., x,], indem man a € R™ identifiziert mit

P, ={p € R[z] | p(a) > 0}.
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Dabei ist

p =supp(Fa) = {p € R[z] [ p(a) =0} = (21 — a1, ..., 20 — an)

und alsoist p,: R[x] — R einfach die Auswertung in a. Also ist

p(Fa) = pla),

d.h. die Funktion p stimmt auf R" mit der polynomialen Funktion p iiberein.
Man beachte allerdings, dass Sper R|x] noch mehr Elemente besitzt, auf denen p
ebenfalls definiert ist, und Werte in anderen Kérper annehmen kann.

(¢i7) Im Fall A = RJ[t] kennenwir Sper(A) vollstindig. Es gibt die Elemente P, mit
a € R,und p(P,) = p(a), wie in (2) gesehen. Fiir P,, etwaistp = supp(FP,,) =
(0), also K, = R(t) und p,: R[t] — R(t) ist einfach die Einbettung. Fiir die
Anordnungen P, _, P_,, und P, gilt das gleiche. Fiir p € R]t] ist also

p: Sper(R[t]) - RU R(t)
P, —p(a) € R
P, , P, ,P o, P —peR(). JAN

Anhand der eben definierten Funktionen kann man nun semialgebraische Teil-
mengen des reellen Spektrums eines Rings definieren. Fiir € A und eine An-
ordnung P = (p, Q) istja a(P) ein Element von K, und () ist eine Anordnung
dieses Korpers. Wir definieren nun

a(P)>0 & a(P)>p0inkK,
a(P)>0 & a(P)>¢0inkK,
a(P)=0 & a(P)=0inkK,.

o

Q>

Hier wird also nun auch die Anordnung () von K, benutzt, wahrend fiir die Defi-
nitionvon a(P)janurp = supp(P) eine Rolle spielte. Man kann diese Relationen
auch ohne Bezug auf die Restklassenkérper beschreiben. Wenn wir die Aquiva-
lenz aus Satz[3.1.13|verwenden, sehen wir

a(P)>0 < a¢-—-P
a(P)>0 & a€P
a(P)=0 < ae€supp(P).

Die erste Sichtweise ist aber oft besser, weil wir uns rechts in einem angeordneten
Korper befinden, und dort wie gewohnt rechnen kénnen.



3.1. PRAORDNUNGEN, ANORDNUNGEN UND DAS REELLE SPEKTRUM 51

Firay,...,a, € Asetzen wir
O(ay,...,an) ={P € Sper(A) | a1(P) > 0,...,a,(P) > 0}
V(ay,...,ay) ={P € Sper(A) | a1(P) =0,...,an(P) =0}.

Definition 3.1.17. Eine endliche boolsche Kombination von Mengen der Gestalt
O(ay, ..., ay) mita; € Aheifdt semialgebraische Teilmenge von Sper(A). A

Bemerkung3.1.18. Man siehtleicht, dass Lemmall.5.3/hier genauso gilt, also jede
semialgebraische Menge ein Standardform

V(@) n O, ... bim,))
mit a;, bij € Ahat. A
Beispiel 3.1.19. Fasst man R" wieder als Teilmenge von Sper(R[z]) auf wie in Bei-
spiel[3.1.1€|(i7), so sind die semialgebraischen Teilmengen von Sper(R[z]), schnei-

det man sie mit R", genau die bekannten semialgebraischen Mengen von R".

A

Definition 3.1.20. Die spektrale Topologie auf Sper(A) ist die Topologie mit den
Mengen O(ay, . . ., an,) als Basis. Die offenen Mengen sind also gerade die (belie-
bigen) Vereinigungen solcher Mengen. A

Definition 3.1.21. Die konstruierbare Topologie auf Sper(A) ist die Topologie mit al-

len semialgebraischen Mengen als Basis. Sie hat zum Beispiel die Mengen O(ay, . . .

und ihre Komplemente als Subbasis. A

Offensichtlich ist die konstruierbare Topologie feiner als die spektrale Topolgie,
d.h sie hat mehr offene Mengen.

Satz 3.1.22. Die konstruierbare Topologie ist hausdorffsch und quasi-kompakt (d.h. es
gilt die endliche Uberdeckungseigenschaft mit offenen Mengen) . Die spektrale Topologie
ist ebenfalls quasi-kompakt, aber im Allgemeinen nicht hausdorffsch.

Beweis. Seien P, () € Sper(A) mit P # (). Dann gibtes0.B.d.A. eina € P\ Q.
Dannist Q@ € O(—a)und P € O(—a)¢, und also lassen sich P und @) durch
zwei offene disjunkte Mengen der konstruierbaren Topologie trennen. Also ist
die konstruierbare Topologie hausdorftsch.
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Der Raum Sper(R[t]) mit der spektralen Topolgie ist nicht hausdorftsch. Dass
eine Menge O(p) die Anordnung P, enthilt bedeutet gerade p(a) > 0. Dann ist
aber p strikt positiv auf einem Intervall (a — €, a+¢€), und also ist p auch strikt po-
sitivbei P, und P, ,d.h. auch diese beiden Anordnungen liegen in O(p). Damit
lassen sie sich nicht durch disjunkte offenen Mengen von P, trennen.

Die Quasi-Kompaktheit zeigen wir fiir die konstruierbare Topologie. Fiir die spek-
trale Topologie folgt sie dann aus der Tatsache, dass es dort weniger offenen Men-
gen gibt. Wir fassen nun Sper(A) als Teilmenge von

{0,1}" = {g9: A = {0,1}}

auf, indem wir die Teilmenge P C A mitihrer charakteristischen Funktion iden-
tifizieren. Die Menge {0, 1} mit der feinstmoglichen Topologie ist kompakt, und
nach dem Satz von Tychonoff ist {0, 1}* ebenfalls kompakt. Die Produkttopo-
logie ist aber die grobste Topologie, die alle Projektionen stetig macht, d.h. alle
Einsetzungen von Punkten aus a, wenn man {0, 1} als Funktionen auf A auf-
fasst. Auf Sper(A) wird die induzierte Topologie also gerade durch die Mengen
O(a)und deren Komplemente erzeugt. Die induzierte Topolgie ist also gerade die
konstruierbare Topologie. Da abgeschlossene Mengen quasi-kompakter Riume
wieder quasi-kompakt sind, zeigen wir nur noch, dass Sper(A) eine abgeschlos-
sene Teilmenge von {0, 1} ist. Seidazu M € {0,1}*\ Sper(4),d.h. M C Aist
keine Anordnung. Wir konstruieren eine offene Teilmenge O von {0, 1}# die M
enthilt und disjunkt zu Sper(A) ist. Dass M keine Anordnung ist kann verschie-
dene Griinde haben. Beispielsweise konntees a, b € M gebenmita +b ¢ M. In
diesem Fall wire
O={NCA|a,beN,a+b¢ N}

eine solche offene Teilmenge. Alle anderen Moglichkeiten lassen sich ebenso be-
handeln, wie man sich leicht iiberlegt (Ubungsaufgabe[27). O

Satz[l.1.16/aus Kapitel 1 kann in der eben eingefithrten Sprache des reellen Spek-
trums als abstrakter Positivstellensatz fiir Korper aufgefasst werden: wenn fiir
ein @ € K die Funktion a an jedem Punkt von Sper(K') nichtnegativ ist, ist a
eine Quadratsumme in K. Anhand des Transferprinzips von Tarski-Seidenberg
haben wir diesen abstrakten Positivstellensatz dann in einen konkreten umge-
wandelt: wenn ein Element p € R[x] an jedem Punkt des R" nichtnegativ ist, ist
es eine Quadratsumme in X = R(z). Dazu haben wir gezeigt, dass die Nicht-
negativitit von p auf R" die Nichtnegativitit von p auf dem Raum Sper(R(x))
induziert. Eine leichte Verallgemeinerung davon ist der folgende Satz:
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Satz3.1.23. Istp € R|x]nichtnegativaufdem R", soist p nichtnegativ auf Sper(R|[z])
(d.h. p liegt in allen Anordnungen von R|x])

Beweis. Angenommen p(P) < 0 fiirein P = (p,Q) € Sper(R[z]). Sei R der
reelle Abschluss von (k,, Q):

Es giltin K, (und damit in R)

0> py(p) = plpp(x1), .-+, pp(n))-

Nach dem Transferprinzip von Tarski-Seidenberg gibt es dann aber auch einen
Punkt ¢ € R™ mit p(a) < 0. O

Eine leichte Variation des Arguments zeigt sogar:

Korollar3.1.24. R"liegtdichtin Sper(R|x]), beziiglich der konstruierbaren (und damit
auch der spektralen) Topologie.

Beweis. Ubungsaufgabe 28 O

Im nichsten Abschnitt beweisen wir zunichst abstrakte Positivstellensitze fir
Ringe, also Sitze wie(l.1.15jund|1.1.16] Sie konnen dann wiederum mit dem Trans-
ferprinzip in konkrete Positivstellensitze umgewandelt werden.

3.2 Positivstellensitze fiir Ringe

Fiir Korper haben wir in Satz[l.1.1¢|gezeigt, dass
K= (] P
P Anordnung

gilt. In Ringen stimmt das nicht. Aus Satz3.1.23|folgt, dass das Motzkinpolynom
in jeder Anordnung von A = R|[z,y]| liegt. Es ist aber keine Quadratsumme in
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A. Wir miissen Satz (und Satz[1.1.15) also geeignet anpassen. Seien dazu 7'
eine Priordnung von A, I ein Ideal von A und G C A eine multiplikativ abge-

schlossene Menge mit 1 € G.
Proposition 3.2.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Esgibtkeine Anordnung P € Sper(A) mit

t(P) > Ofiirallet € T (d.h.T C P)
i(P) = Ofiirallei € I (d.h. I C supp(P))
g(P) # 0fiiralleg € G (d.h. G Nsupp(P) = ().

(i) Esgibti € I,g € Gundt € Tmitg? +t = i.

Beweis. (i7) = (i) ist einfach: Fiir ein Gegenbeispiel P € Sper(A) gilte

~ L —

0=14(P) = g2+ t(P) = §(P)*+t(P) > 0,

ein Widerspruch. (i) = (7): Wir setzen B := A/, betrachten die Projektion auf

die Restklassen
m: A— B

und setzen G := 7(G), T = n(T). Da G eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge von B ist, konnen wir die Lokalisierung nach G betrachten, d.h.

O::@_IB:{SMEBJ)G@},

wobei wie iiblich eine Aquivalenzrelation definiert ist durch

b_c¢
g h

& f(bh —cg) = Ofiirein f € G.

Es gibt wieder einen kanonischen Homomorphismus, und zwar
b

t:B—=C; b~ T

Sei nun
t _ _
T’:={—2|teT,geG}gO.
g
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I Fall: -1 € T',d.h. f(¢®> +t) = 0 fiir gewisset € T,f,g € G. Dann ist
auch (fg)? + f?t = 0in B, und nach Zuriickziehen mittels 7 erhalten wir die
gewiinschte Gleichung in A.

2. Fall: =1 ¢ T’, d.h. T" ist eine Priordnung in C'. Nach Satz[3.1.8|gibt es eine
Anordnung P’ von C' mit 7" C P’. Dannist das Urbild P := (1 o 7) "' (P’) eine
Anordnung in A. Offensichtlich gilt 7" C P und auch I C supp(P), denn bereits
7(i) = Ogiltfurallei € [. Dafirg € G das Element «(7(g)) in C invertierbar
ist, kann es nicht zum Ideal supp(P’) gehort haben. Also ist g ¢ supp(P). Al-
so erfiillt P alle Bedingungen aus (i), ein Widerspruch, und also kann dieser Fall
nicht eintreten. O

Fir eine Teilmenge 7' C A schreiben wir
W(T) := {P € Sper(A) | {(P) >0 firallet € T}
V(T) = {P € Sper(A) | {(P) = 0firallet € T} .

Satz 3.2.2 (Abstrakter Positivstellensatz). Sei’l" C A eine Praordnung. Dann gilt fir
jedesa € A

a>0aufW(T) << tia=1+t,firgewissety,to € T.
Beweis. "<":Fir P € W(T) ist

t1(P)a(P) = tia(P) = 1(P) + f5(P) = 1 + {5(P) > 0in K,.

Nach Teilung durch das positive Element , (P) erhalt man also a(P) > 0.
"=": Verwende Proposition[3.2.]mit I = (0), G = {1} und der Priordnung T’ —
al Ol

Satz 3.2.3 (Abstrakter Nichtnegativstellensatz). Sei’l” C A eine Priordnung. Dann
giltfirjedesa € A

a>0aufW(T) <& tia=a®" +t,firgewisset;,to € T,m € N.
Beweis. Ubungsaufgabe[29, O

Satz3.2.4 (Abstrakter reeller Nullstellensatz). Sei I C AeinIdeal. Dann gilt fiirjedes
ac A

a=0aufV(I) & a* +o¢clfireinmeN o€ XA
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Beweis. Ubungsaufgabe[29] O

Definition 3.2.5. Sei A ein Ringund / C A ein Ideal. Die Menge
rrad(l) = {a € A | a® + o € I fireinm € N,o € £A*}
heif3t das reelle Radikal von I. A

Man beachte dass das gewdhnliche Radikal von I entsprechend, aber ohne die
Quadratsummen o definiert ist. Das Radikal von [ ist der Durchschnitt aller iber
I liegenden Primideale. Hier gilt:

Satz3.2.6. Fiirjedes Ideal I C A gilt

rrad(l) = ﬂ p.

ICyp reelles Primideal

Beweis. "C” ist offensichtlich aus der Definition eines reellen Ideals. Fiir "2” sei a
ausjedem reellen Primideal iiber /. Das impliziert aber, dass a(P) = Oist fiirjede
Anordnung P mit I C supp(P). Nach Satz.2.4|liegt a dannaberinrrad(l). O

Man beachte, dass ein Ideal I genau dann reell ist, wenn / = rrad(7) gilt. Das
folgt aus der Tatsache, dass a? + - - - + a2, € I schon a; € I fiir alle i impliziert,
fur reelle Ideale.

3.3 Positivitit auf semialgebraischen Mengen

Wir wollen, ganz wie im Korperfall, die abstrakten Positivstellensitze in konkrete
Satze tiber Polynome umwandeln. Wie das geht wissen wir im Prinizip schon.
Wir verwenden das Transferprinzip.

Satz3.3.1. Essei Reinreellabgeschlossener Korperundp:, ..., Dy Qs -5 qsy f1, -+, [t €

Rlxy, ..., x,|. Dann sind dquivalent:

(i) Esgibta € R" mit

pi(a) >0,...,p(a) >0
qi(a) #0,...,q5(a) #£0
fl(@) :0,...,ft<a) =0
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(ii) Esgibt P € Sper(R|[z]) mit

m(P)>0,....p(P)>0
fl(P) :07 s At(P) =

Beweis. "(i) = (i1)” ist wieder klar. Man nehme
P =P, ={p € R[z] | p(a) = 0}.

Fiir "(17) =(1)" sei P = (p,Q), pp: R[z] = K, der Restklassenhomomorphismus
und R der reelle Abschluss von K, beziiglich Q):

Es gilt in K, und damit in R fiir alle j:

0 < p;(P) = pp(pj) = pi(pp(@1), - pyln))

07 4;(P) = ppa;) = 4i(pp(21), - pp(n))

0= fi(P) = pp(f5) = filpp(x1), -, pp(n))
Da es in R einen Punkt gibt, der das R-polynomiale System lést, gibt es nach
dem Transferprinzip einen solchen Punkt auch in R™. O
Fir Polynome py, ..., p, € Rlxy, ..., x,|betrachten wir die kleinste (potentielle)

Priordnung, die diese enthalt:
T(p1y--,pr) = Z opyt - pl | oo € SR[2)? 5,
ec{0,1}"
sowie die sogenannte basisch abgeschlossene Menge im R™:

Wr(p1,...,p,) ={a € R"|pi(a) >0,...,p(a) > 0}.



58 KAPITEL 3. ANGEORDNETE RINGE

Fir fi,..., f; erinnern wir an die Definition

Vr(fi,..., fi)={a€ R"| fi(a) =0,..., fi(a) = 0}

und
I(fi,o fi) = {Zgifi | 9: € RM},

dasvon den f; erzeugte Ideal.

Satz3.3.2 (Konkreter Positivstellensatz). Seienp,,...,p, € R[z]. Firp € R[x]gilt
dann

p > OaufWR(pl, R ,pr) & tip=1+tomitty, ty € T(pl, R ,pr).

Beweis. Unmittelbare Folgerung aus dem abstrakten Positivstellensatz da
die Bedingung p > 0 auf Wg(ps, ..., p,) mit Satz[3.3.1]dquivalent zu p > 0 auf
W(T(p1,...,pr)) ist. O

Analog erhilt man

Satz 3.3.3 (Konkreter Nichtnegativstellensatz). Seienp,...,p, € R[z]. Firp €
R|x] gilt dann

p > 0aufWg(py,...,pr) < tip=p*™ +tomitm € N ty,ty € T(p1,...,pr).

Satz 3.3.4 (Konkreter reeller Nullstellensatz). Seien fi,...,f; € R[z|. Firp €
R|x] gilt dann

p=0aufVg(fi,..., fr) & perrad(I(f1,..., f1)).

Beispiel 3.3.5. (i) Seiq =1 — 2% — y*> € R[x,y|. Dann st
Wr(q) = {(a,b) € R* | a® +b* < 1}

die Einheitskreisscheibe:
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EsistT(q) = {01 + 02q | 01,09 € X R[z]?} . Wenn ein Polynom p € R[z, y] also
strikt positiv auf Wx(q) ist, gibt es eine Darstellung

(o1 4+ 02q)p=1+7+7q

mit Quadratsummen o1, 03, 71, T2, und die Positivitit kann man daran wiederum
ablesen. Falls p nur nichtnegativauf Wx(q) ist, sieht die Darstellung wie folgt aus:

(01 + 02q)p = p*" + 71 + Taq.

(i7) Sei f = 1 — 22 — y* € R[z,y]. Dannist Vy(q) der Einheitskreis

und I(f) = {gf | g € R[z,y|} . Ein Polynom p verschwindet genau dann auf
dem Einheitskreis, wenn p € rrad(I(f)), also p>™ + o € I(f). Man kann zeigen
dass das Ideal I(f) reell ist (Ubungsaufgabe[30), und somit ist sogar p € I(f).

(i19) Sei f = 2% + y* € R[z,y]. Dannist Vz(f) = {(0,0)}. Falls p(0,0) = 0, so
ist p>™ + o = g(x? + y?). Hier ist das Ideal nicht reell, zum Beispiel liegt z nicht
in I(f), sondern nur x? + y*, alsom = lund o = y*. A

Bemerkung 3.3.6. Der Hilbertsche Nullstellensatz klassifiziert die Polynome, die
auf der komplexen Varietit V(1) verschwinden. Dabei ist C' = R[i] der algebrai-
sche Abschluss von R. Ein Polynom verschwindet auf V(1) genau dann, wenn
eine Potenz in I liegt. In Beispiel B.3.5](3) sehen wir, dass das mit der kleineren
Varietit Vg (/) nicht stimmt. Keine Potenz von z liegt in (z? + ). Allerdings ver-
schwindet = eben auch nicht auf Vo (7), da zum Beispiel (1,7) € Vo (I). A

Satz3.3.7. Seil C R[x1,...,x,]einldeal. Dann gilt
(1) I istsemireell genau dann wenn V(1) # 0.

(i1) Ist I reduziert, soist I reell genau dannwenn Vg (1) R-Zariski-dichtin V(1) liegt.
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Beweis. (i) "=": Schreibe I = (fi,..., f;) wihle P = (p, Q) € Sper(R[z]) mit
I C p. Im reellen Abschluss R von (K, Q) gibt es wieder ein Tupel a € R" mit
fi(a) = 0 fur alle 7. Mit dem Transferprinzip gibt es das also auch in R". "<” ist
klar, da Auswerten in einem Punkt a € R" einen Algebrahomomorphismus von
R[x]/I nach R liefert.

(i1) "=": Seip = 0 auf Vg(I). Dann folgt p € rrad(/) = I, und alsop = 0 auf
Vo(I)."<":Seip € rrad (/). Dannistp = 0 auf Vz(I) und also p = 0 auf V(7).
Mit dem Hilbertschen Nullstellensatz folgt p>™ € I, und aus der Reduziertheit
alsop € I. Somitist I = rrad(/), und [ ist also reell. O

Bemerkung 3.3.8. Der Positivstellensatz liefert ein algebraisches Zertifikat fiir
die Unlosbarkeit eines polynomialen Ungleichungssystems

pi(z) 2 0,...,p(x) 2 0.

Dies ist offensichtlich genau dann unlésbar, wenn —1 > 0 auf Wgr(py,...,p.)
gilt. Das ist nun dquivalent zu —t; = 1 + ¢, fur gewisse t1,t2 € T(p1,...,p),
bzw.

—1€T(p1,...,pr). JAN

Die bisherigen Positiv- und Nichtnegativstellensitze verwenden immer Nenner.
Anders gesagt muss man das positive Polynom erst mit etwas multiplizieren, be-
vor es eine schone Darstellung bekommt. Der erste nennerfreie Positivstellensatz
ist der Satz von Schmiidgen, mit dem wir uns im nichsten Kapitel beschiftigen.



Kapitel 4

Der Satz von Schmiidgen

In diesem Kapitel wollen wir den Satz von Schmiidgen iiber positive Polynome
auf kompakten Mengen beweisen. Wir geben dafiir nicht Schmiidgens urspriing-
lichen Beweis von 1991 an, der einen funktionalanalytischen Ansatz verfolgt, son-
dern einen algebraischen Beweis, der im wesentlichen auf Wormann zuriickgeht.

4.1 Archimedische Priordnungen

Sei wieder A ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 4.1.1. Eine Priordnung 7' C A heif3t archimedisch, falls fir allea € A
einr € Nexistiertmitr —a € 7. JAN

Beachte dass wir den Begriff fiir Kérperanordnungen im ersten Kapitel bereits
kennengelernt haben. Unter Annahme der Archimedizitit kénnen wir den ab-
strakten Positivstellensatz[3.2.2lnun deutlich verstirken. Wir werden den Nenner
fast vollstindig los. Der folgende Satz stimmt auch ohne die Annahme Q C A,
der Beweis wird dann aber etwas technischer.

Satz 4.1.2 (Abstrakter archimedischer Positivstellensatz). SeiQ C AundT C A
eine archimedische Priordnung. Dann gilt fiira € A

a>0aufW(T) < ka=1+tfirgewissek € N;teT.

Beweis. "<” ist wieder klar. Fiir "=” verwenden wir zunichst den abstrakten Po-
sitivstellensatz und erhalten eine Darstellung

tlazl—l—tg
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mitty,to € T. Nunist{—t; € T firgewisses/ € N, aufgrund der Archimedizitit
von T'. Wir betrachten die Identitit

la+(rt—1)={—t))(a+7r)+ (t1a — 1) + rt;.

Wir sehen daraus, dass fallsa + r € T fireinr > 0,aucha + (r —3) € T

gilt (dabei teilen wir durch ¢ € N). Aufgrund der Archimedizitit von T gilt aber
a+r € T fureinr > 0. Durch iterierte Subtraktion von % erhalten wir schliefRlich
sogar ein negatives solches ¢ und insbesondere

a— % cT
fir ein £ € N. Das beweist die Aussage. O

Erstaunlicherweise kann man einen analogen Nichtnegativstellensatz im archi-
medischen Fall nicht beweisen. Wir werden spater noch Gegenbeispiele kennen-
lernen.

4.2 Der Satz von Schmiidgen

Wir bekommen wieder eine konkrete Version des abstrakten archimedischen Po-
sitivstellensatzes, mit dem Transferprinzip. Das besondere ist hier aber noch,
dass wir die Archimedizitit von 7" aus der Beschranktheit der semialgebraischen
Menge automatisch erhalten, allerdings nur fir archimedisch angeordnete reell
abgeschlossene Korper, d.h Teilkorper von R. Das wollen wir zunichst beweisen.

Proposition 4.2.1. Sei R ein archimedischer reell abgeschlossener Korper. Dann ist eine
Priordnung T' C R|x] genau dann archimedisch, wenn

n
r—Zm?ET
i=1

fiireinr € N.

Beweis. "="istklar. Fiir "<” gelte alsor — Y, 27 € T'. Daraus folgt

1 1 2

i#i
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Man kann also beziiglich 7" alle Variablen z; und alle Koeffizienten aus R durch
natiirliche Zahlen tiberschreiten. Fiir beliebige Polynome zeigen wir es iterativ
tiber ihre Komplexitit. Seien dazu py, p2 € R[z|,r1,72 € Nundri+p; € T, ry £
p2 € T. Dann gilt offensichtlich

(ri+mr)x@Er+p)eT

und

3riry —pipa = (1 +pu)(re = p2) +r1(ra +p2) +r2(r —p1) €T

3rira + pipa = (11 +p1)(r2 + p2) +11(r2 — p2) + r2(ri —p1) € T.
Damit kann man jedes p € R|x] geeignet iiberschreiten. O

Wir nennen eine Menge S C R"™ beschrinkt, wenn es einr € R gibt mit ||a|® :=
So.af <rfirallea € S.

Satz4.2.2. Sei Reinarchimedischerreell abgeschlossener Korperundp,, . .., p,, € Rlz].
Dann sind dquivalent:

(i) Wr(p1,...,Dpm)ist beschrinktin R".
(i) T(p1, ..., pm) istarchimedisch.

Beweis. Setze T :=T(p1,...,pm)und W := Wg(p1,...,pm)-

"(17) = (i) ist einfach. Aus der Archimedizitit folgt r — > 2? € T fiireinr € N,
und da Elemente von T offensichtlich nichtnegativauf W sind, ist W beschrankt.
Fiir ()= ()" wihlen wir zunichst r € Nso,dassp :=r — >, 27 > O auf W gilt.
Nach dem Positivstellensatz gibtesdannt;,t € T mitt;p = 1 + ¢t. Dann
gilt

(1+tp=tp*eT. (4.1)
Wir betrachten nun
Ty = T(p) = LR[z)* + pSR[z)*.
Diese Priordnung ist archimedisch, nach Proposition[4.2.1, und es gilt

(1+)T, C T, 4.2)
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nach (#.1). Ausserdem gilt

pttr=p+tp+ty a7 €T,

(2

ebenfalls nach (#.1). Wir wihlen nun s € Nmit s — ¢ € T;. Dann gilt
(1+8)(s—t)=(1+t)(s—t)+(s—t)? €T,

nach (4.2). Nach Division durch die positive Zahl 1 + s folgt also s — ¢ € T Nun
gilt schliefilich

r(3+1)—2x?:rs+p=(p+t7“)+r(s—t)ET,

i
und also ist 7" nach Proposition archimedisch. O

Satz 4.2.3 (Satz von Schmiidgen, konkreter archimedischer Positivstellensatz).
Sei R ein archimedischer reell abgeschlossener Korper, und seien py, . .., pn € R[z] so,
dass Wr(p1, . .., pm) beschrinkt ist. Dann gilt fiiralle p € R[x]

p>0aufWg(p1,...,pm) = DpET(p1,.-.,Pm)

Beweis. Setze T = T'(p1,. .., Pm). Wie iiblich folgt aus der Bedingung p > 0 auf
Wg(p1, - -, pm) schonp > 0 auf W (T'). Nach Satz[.2.2]ist T aber archimedisch,
und wir kdnnen den abstrakten archimedischen Positivstellensatz [4.1.2] anwen-
den. Wir erhalten kp = 1 +t € T, und da wir in R[z| durch die positive Zahl &
teilen kénnen folgt daraus schonp € 7. O

Beispiel 4.2.4. (i) Wir betrachten erneut die Kreisschreibe in R?, definiert durch
1 — 22 — y? > 0. Jedes Polynom p, das auf der Kreisscheibe strikt positiv ist, ist
von der Gestalt

p=o0¢+0o(l—2*—y?

mit 01,02 € YR[z]?. Das ist eine deutliche Verstirkung von Beispiel 3.3.5)(;) im
positiven Fall.

(i1) Falls die Anzahl m der Polynome p; steigt, wichst die Anzahl der Summan-
den in der Darstellung von p exponentiell. In T'(py, . . ., p,,) missen wir ja alle
Produkte der p; beriicksichtigen, also 2™ viele. Im nichsten Kapitel werden wir
untersuchen, ob man nicht mit weniger auskommt.

(¢17) Im Satz von Schmiidgen kann die Bedingung p > 0 im Allgemeinen nicht
durchp > Oersetzt werden. Seip; = (1—t%)® € R[t]. Dannist Wr(p;) = [—1, 1],
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und das Polynom p = 1 — #? ist darauf nichtnegativ. Angenommen es gibe eine
Darstellung
1-— t2 =09+ 0'1(1 - t2)3.

Dann verschwinde o an den Punkten £1. Da o, eine Quadratsumme ist, ver-
schwindet es mit gerader Vielfachheit, und also wire (1 — ¢?)? ein Teiler von o.
Nach Kiirzen hitten wir eine Darstellung

1=5o(1 =) +oy(1 —t%)?

mit einer neuen Quadratsumme 7. Einsetzen von 1 fiir ¢ liefert 1 = 0, ein Wi-
derspruch.

(iv) Der Satz von Schmiidgen stimmt nicht, wenn R nicht archimedisch ist. Ist R
eine nichtarchimedische Erweiterung von R, so gibt es dort ein infinitesimales
positives Element ¢, d.h. es gilt 0 < ¢ < r furaller € R,r > 0. Fir p;, p wie aus
(3) ist p + ¢ dann strikt positiv auf Wgr(p;). Man kann aber zeigen, dass p + ¢ in
R]t] nicht zu T'(p, ) gehért, siehe Beispiel[5.3.7,

(v) Uber die Grade der Quadratsummen o; in der Darstellung von p aus dem Satz
von Schmiidgen hat man keine Kontrolle. Insbesondere konnen sie sehrviel héher
als der Grad des Polynoms p selbst sein. Ansonsten konnte man ndmlich die Aus-
sage als formale Aussage hinschreiben, und dann gilte sie laut Transferprinzip
in jedem reell abgeschlossenen Korper.

(vi) Die Beschrinktheit der Menge Wg(p1, . . ., pm) kann im Satz von Schmiidgen
nicht weggelassen werden. Sei zum Beispiel p; = t3 € R[t]. Dann ist Wg(p;) =
[0,00). Esistt + 1 > 0auf Wg(p;). Wire nun

t+1=00+0’1t3

mit Quadratsummen o;, so ist der Grad von o gerade, der von ot* ungerade.
Damit ist der Grad des Ausdrucks auf der rechten Seite entweder gerade, was
nicht sein kann, oder ungerade und > 3, was ebenfalls nicht sein kann. A






Kapitel 5

Quadratische Moduln und
Semiordnungen

In diesem Abschnitt versuchen wir, die Darstellungen von positiven Polynomen

zuvereinfachen. Zu gegebenen Polynomen py, . . ., p,, € R[x]bezeichnetjaT (py, ...

die von den p; erzeugte Priordnung. Sie besteht genau aus den Elementen der
Form
> ot pl,
ec{0,1}™

wobei alle o, Quadratsummen in R|x] sind. Die Anzahl der Summanden ist dabei
2™, und das wichst exponentiell mit 7. Eine schonere Darstellung wire gegeben
durch einen Ausdruck der Form

0o+ 01p1+ -+ + OmPm.
Hier ist die Summenlidnge m + 1, und eine solche Darstellung ist immer noch
ein Zertifikat fuir die Nichtnegativitit auf Wr(p1, ..., py,). Wir haben bisher die
kompliziertere Darstellung bekommen, weil Priordnungen unter Multiplikati-

on abgeschlossen sein miissen. Im Folgenden werden wir diese Annahme ab-
schwachen.

5.1 Grundlagen
Sei wieder A ein kommutativer Ring mit 1.

67
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Definition 5.1.1. Eine Teilmenge M C A heif’t quadratischer Modul, wenn
leM,M+MCM,A* MCM, —1¢ M.

Ein quadratischer Modul heif} Semiordnung, wenn zusitzlich
MU —-M = Aund M N —M Primideal von A

gilt. Die Menge
supp(M) =M N -M

heifd Support von M. A

Definition 5.1.2. Ein quadratischer Modul M heif? archimedisch, wenn fiir jedes
a € Aeinr € Nexistiert mitr —a € M. A

Bemerkung5.1.3. (i) Die Quadratsummen Y A2 bilden genau dann einen quadra-
tischen Modul, wenn —1 ¢ Y A% In diesem Fall ist es der kleinste quadratische
Modul, d.h. erist in allen anderen enthalten.

(¢2) Falls % € A, so zeigt die Gleichung

()

wieder, dass —1 ¢ M dquivalent zu M # Aist.

(¢i7) Jede Priordnung ist ein quadratischer Modul, und jede Anordnung ist eine
Semiordnung.

() Firay, ..., a, € Aistderkleinste quadratische Modul welcher die a; enthilt
gerade

M(ay, ... an) = {00+0'16L1 + o Oy, | 0; € EA2}7
zumindest falls er —1 nicht enthilt. AN

Beispiel 5.1.4. (i) Im Ring A = R[z,y| (R ein reell abgeschlossener Korper) ist
M (z,y) ein quadratischer Modul, der keine Priordnung ist. Man iiberlegt sich
namlich, dass xy ¢ M (x,y) gilt.

(41) Wir ordnen die Menge N" lexikographisch, d.h. die Anordnung von o und
entscheidet sich durch den Vergleich der ersten ungleichen Eintrige der beiden
Vektoren. Wir schreiben Polynome 0 # p € R[z| dannalsp = p,,x* + -+ +
Do, X mitay < --- < o, und p,, # 0. Der Multigrad mdeg(p) von p ist dann
o, € N und der Leitkoeffizient 1c(p) ist pa, -
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Wir treffen nun eine Vorzeichenwahl
n: 2" (22)" — {-1,1}
mit7(0,...,0) = 1. Dann setzen wir
Sy = {p € Rlz] \ {0} [ lc(p) - n(mdeg(p)) > 0} U{0}.

Dann ist S, eine Semiordnung mit supp(.S,) = (0), und S, ist genau dann eine
Anordnung wenn 7 ein Gruppenhomomorphismus ist. Insbesondere erhilt man
so (abn > 2) Semiordnungen, die keine Anordnungen sind (Ubungsaufgabe[38).

A

Lemma 5.1.5. Falls } € A, soist der Support eines quadratischen Moduls ein Ideal von
A.

Beweis. Sei M ein quadratischer Modul und I = supp(M) = M N —M. Die
Eigenschaft I + I C I istklar, ebenso wie £ A% - I C I. Die Gleichung aus Be-
merkung[5.1.3|(éi) zeigtdann A - I C I. O

Satz 5.1.6. Jeder quadratische Modul ist in einer Semiovdnung enthalten.

Beweis. Sei M quadratischer Modul und S ein maximaler iiber M liegender qua-
dratischer Modul, den es nach dem Zorn'schen Lemma gibt. Wir zeigen zunachst
SU—S = A. Angenommenes gibta € A\ (SU—S). Aufgrund der Maximalitit
ist dann

—1 =151+ 010

—1 =59 — 090
fiir gewisse sy, 55 € S, 01,09 € A2 Dann gilt
0 = 01(02a) + o3(—01a) = 01 + 09 + 0182 + 0251,
also —oy € S. Damit folgt

—4 =4(s1 + 01a) = 4s1 + 01 ((a +1)* — (a — 1)2)
=451+ o (a+1)*+ (—o1)(a—1)* € S,

und also —1 = —4 4 3 € S, ein Widerspruch.
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Als nichstes zeigen wir dass S N —S ein Ideal in A ist. Wie man im Beweis von
Lemmal5.1.5]sieht, geniigt es zu zeigen dassaus 4a € supp(S) schona € supp(S)
folgt. Dafiir reicht es zu zeigen dass aus 4a € S schon a € S folgt. Sei also
4a € Sunda ¢ S.Dannist —a € S, wie wir eben gezeigt haben, und also
a =4a — 3a € S, ein Widerspruch.

Wir miissen nun noch zeigen, dass supp(.S) ein Primideal ist. Seien alsoa,b € A
mit ab € supp(5), b ¢ supp(S), und also 0.B.d.A. b ¢ S. Wir miissen a €
supp(S) zeigen. Angenommen das stimmt nicht, d.h. 0.B.d.A. a ¢ S. Es gilt
zunichst —1 € S + b - ¥ A?, aufgrund der Maximalitit von S. Multiplizieren
mit a? liefert

—a® € S+ a(ab) - ©A? C S +supp(S) C S.

Daauch a? € S folgt also a® € supp(S). Wegen a ¢ S gilt weiter —1 = s + oa
fiir gewisse s € S, 0 € Y A?, wieder aufgrund der Maximalitit. Jetzt gilt

1+2s+s°=(1+5)*> =0%a® € supp(S) C -8,
und deshalb —1 € S, ein Widerspruch. O

Fiir ein Primideal p von A bezeichnen wir wieder mit p, den Restklassenhomo-
morphismus:
pp: A— Alp — K.

Man kann Satz[3.1.13|ganz analog beweisen: Die Semiordnungen von A stehen in
Bijektion zu den Tupeln (p, (?), wobei p ein Primideal in A und () eine Semiord-
nung auf dem Restklassenkoérper K, ist. Die Menge aller Semiordnungen von A
heifd das semireelle Spektrum und wird mit Semisper(A) bezeichnet. Wir definie-
renfira € Aund S = (p, Q) € Semisper(A)

a(S) >0 & pyla)>90inK, < acS\-95

a(S) >0 &= pyla) >g0inK, & a€S

a(S)=0 & pya)=0inK, <« a€supp(S)
Auf diese Weise fassen wir also Elemente von A als Funktionen auf Semisper(A)
auf, die Werte in den Restklassenkérpern K, annehmen. Ebenso konnen wir nun

wieder spezielle Teilmengen des semireellen Spektrums definieren. Wir setzen
furM C A

W(M) : = {S € Semisper(A) | m(S) > 0 fiirallem € M}
= {S € Semisper(A4) | M C S}.
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V(M) : = {S € Semisper(A)
= {S € Semisper(A)

m(S) = 0furallem € M}

|
| M C supp(S)}.

Beachte nochmals, dass W (M) bzw. V(M) die entsprechende Menge im rellen
Spektrum von A bezeichnet, und Wgr(M ) bzw. V(M) die Mengein R", falls A =
R|z]. Es gilt dann

—~

Wr(M) C W(M) € W(M),

und analog fiir V.

5.2 Abstrakte Positivstellensatze fiir quadratische Mo-
duln

Wir wollen in diesem Abschnitt ein Analogon des abstrakten Positivstellensatzes
und des abstrakten archimedischen Positivstellensatzes beweisen, dieses Mal fiir
quadratische Moduln anstatt fiir Priordnungen.

Satz5.2.1 (Abstrakter Positivstellensatz fiir quadratische Moduln). Sei M C Aein
quadratischer Modul. Dann gilt fiirallea € A

a>0aufW(M) < oca=1+m firgewisseoc € SA% m e M.

Beweis. "< ist wieder klar: wire —a € S fiir eine Semiordnung mit M C S, so
ware auch —oa € S,undalso —1 € S, ein Widerspruch. "= Falls es keine solche
Darstellung gibt, ist M — aX A? erneut ein quadratischer Modul. Er ist also in
einer Semiordnung S enthalten. Dafiir giltdann S € W(M) und —a € S, d.h.
a(S) <0, ein Widerspruch. O

Wir beweisen jetzt den abstrakten archimedischen Positivstellensatz fiir quadra-

tische Moduln. Um den Beweis zu vereinfachen, nehmen wir ab jetzt an, dass
Q C Agile.

Satz5.2.2 (Abstrakter archimedischer Positivstellensatz fiir quadratische Moduln).
SeiQ C Aund M C A ein archimedischer quadratischer Modul. Dann gilt fiir alle
ac A

a > OaufW(M) & ka =14 m furgewissek € N;m € M.
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Beweis. "< ist erneut klar. Fiir "= betrachten wir M’ := M — aX A%. Die Vor-
aussetzung besagt, dass itber M’ keine Semiordnung existiert. Nach Satz
ist also M’ kein quadratischer Modul, d.h. —1 € M’, d.h. es gibt eine Gleichung
ca—1=m € M mito € Y A% Wegen der Archimedizitit von M gibt es ein
k € Nmit2k — 1 — 0%a € M. Dann gilt

2k —0 = (2k —1—0%a) +o(ca—1)+1€ M.
Betrachte nun die folgende Identitit fir r € Q:
Ea+kr—1=(k—-o0)(a+r)+2k(ca—1)+ro(2k — o)+ (2k — 1 —c?a).

Wir sehen nach Teilung durch k2, dass falls a + r € M fiireinr € Q> gilt, auch
a+ (r — ) € M gilt. Aufgrund der Archimedizitit ist aber a + r € M fiir ein
r € N, und also gibt es ein rationales s < 0 mita + s € M. Nach Multiplizieren
mit dem Nenner von s ist das die gewiinschte Aussage. O

Auch hier wollen wir wieder einen konkreten archimedischen Positivstellensatz
im Fall A = R|[z] erhalten. Dabei tauchen zwei Probleme auf. Zunichst erhal-
ten wir aus der geometrischen Positivitit eines Polynoms auf Wg (M) die Positi-
vitat auf W (M) C Sper(A), wie tiblich mit dem Transferprinzip. Wir benéti-
gen aber die Positivitit auf der groferen Menge W(M ) C Semisper(A), um
den abstrakten Positivstellensatz anwenden zu kénnen. Im archimedischen Fall
kann mandas erreichen, muss dafiir aber erst etwas Arbeit investieren. Fiir nicht-
archimedische quadratische Moduln M stimmt das tibrigens im Allgemeinen nicht
(Ubungsaufgabe 39). Zweitens bekommt man im Unterschied zu Schmiidgens
Satz aus der Kompaktheit der Menge nicht automatisch die Archimedizitit des
quadratischen Moduls. Man muss sie hier extra fordern, bzw. sicherstellen.

5.3 Semiordnungen auf Kérpern

Wir wollen uns fiir einen Moment mit Semiordnungen auf Kérpern beschifti-
gen. Die Ergebnisse werden wir spiter fiir den konkreten archimedischen Posi-
tivstellensatz fiir quadratische Moduln benétigen. Sei also S eine Semiordnung
auf dem Korper K. Dann konnen wir wieder eine zweistellige Relation <g auf K
definieren, durch

a<gb & b—ach.

Den Subskript S lassen wir dabei hiufig auch weg. Man sieht leicht dass < eine
vollstindige lineare Ordnung der Menge F ist. Beachte dass supp(S) = {0} in
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Korpern immer gilt, also a < bund b < a immer a = b impliziert. Insbesondere
schreiben wir auch a < bfira < bund a # b. Aus den weiteren Eigenschaften
von S kann man weitere Eigenschaften von < ableiten. Zum Beispiel gilt

a<b=a+c<b+c
a<b= cfa <.

Die Eigenschaft 0 < a,b = 0 < ab gilt im Allgemeinen allerdings nicht. Das
unterscheidet gerade Semiordnungen von Anordnungen. Weitere Eigenschaften
sind im folgenden Lemma zusammengefasst.
Lemma5.3.1. Fiira,b € K undm € Ngilt:
@M 0<a=0<1

(1) 0 < a<b= ba’® < ab?

(i) 0<a<b=>0<3 <+

(v) 0 <a<m = a* < m? undanalog fiirm < a).

Beweis. (i) gilt wegen % =a- (%)2 . Im Fall von (i7) gilt 0 < a,0 < b — a. Daraus

folgt0 < 1,0 < 72 undalso0 < 1 4 ;-. Erneutes Inversenbilden liefert

und das ist die Behauptung. Fiir (ii7) folgt zunichst ba? < ab?, und wenn wir bei-

de Seiten mit () ? multiplizieren, folgt die Aussage. Im Falle von (iv) schlief3en
wir zuerst ma® < am?. Weil

in K eine Quadratsumme ist gilt dann a®> < am. Aus a < m folgt aber auch
am < m?, und damit die Aussage. O

Satz 5.3.2. Jede archimedische Semiordnung auf einem Korper ist eine Anordnung.
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Beweis. Sei < dievonder Semiordnung definierte lineare Ordnung auf dem Korper
K. Wir zeigen zunichst, dass Q dicht in K liegt. Fiira, b € K gilt

a<b=0<b—a
=0<(b—a)! <mfireinmeN

1
= —<b—a
m

=1<m(b—a) (dameXK?)
= ma < mb— 1.

Dabei haben wir die Archimedizitit und mehrfach Lemmal5.3.1benutzt. Wir wihlen
nun n € Z minimal mitmb < n + 1. Dann gilt

ma <mb—1<n<mb,

und nach Multiplikation mit der Quadratsumme L gilt

n
a < — <b,
m

die gewiinschte Dichtheitsaussage.

Wir zeigen nun die eigentliche Aussage. Seien dazu 0 < a,b € K. Wir miissen
0 < abzeigen. Sei 0.B.d.A.0 < a < b. Wirsetzenc := b —aundd := b+ a.
Dann gilt 0 < ¢ < d, und wir finden aufgrund der eben bewiesenen Dichtheit
gewisse m,n € N, m # 0, mit

mc < n < md.
Mit Lemmal5.3.1](iv) folgt
m2c? < n? < mid?,
und nach Multiplikation mit m 2 gilt
b—aP=c<d = (b+a)
Also gilt —2ab < 2ab, und also 0 < ab. O

Ist eine Semiordnung nicht archimedisch, kénnen wir daraus immer eine archi-
medische Semiordnung auf einem gewissen anderen Korper konstruieren. Dafiir
benotigen wir den folgenden Begrift.
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Definition 5.3.3. Sei K ein Korper. Ein Teilring O C K heif3t Bewertungsring von
K, falls furallea € K gilt

a€ Oodera=! € 0O. A

Man beachte dass dann automatisch K = Quot(O) gilt.

Lemma 5.3.4. Ein Bewertungsring hat genau ein maximales Ideal, und zwar die Menge
der Nichteinheiten

m=0\0"={acO|a'¢O0O}.

Beweis. Wir zeigen zuerst dass m ein echtes Idealvon Oist. 1 ¢ mistklar,dal €
O.Seiennuna,b € m,d.h.a™ b7 ¢ O.Seio.B.d.A.2 € O. Wire (a+b) ' € O,

so
-1 a + b 1 b 1
= = b - by €0
a(a +b) (a+9) +a<a+ ) ’
ein Widerspruch. Also ist auch a + b € m. Sei schlieflicha € m,b € O. Dann
ist (ab)™' = b~ la™! ¢ O, dasonstaucha™! € O wire. Also istab € m, und
m ist somit ein Ideal. Da jedes Element in O \ m invertierbar in O ist, enthilt

m offensichtlich alle echten Ideale, und ist damit das einzige maximale Ideal von
0. O

Definition 5.3.5. Der Korper O/m heifst Restklassenkirper von O. Die kanonische
Projektion 7: O — O/m heil Restklassenhomomorphismus. A

Der folgende Satz zeigt nun, wie wir aus einer beliebigen Semiordnung eine ar-
chimedische konstruieren kénnen.

Satz 5.3.6. Sei K ein Korper und S eine Semiovdnung von K. Dann ist

O(S) :={a € K| |a| <s mfureinm € N}
={a€ K| m=+aé€Sfireinm e N}

ein Bewertungsring von K, mit maximalem Ideal
1
m:{aEK| |a| <s — VmGN\{O}}.
Die Menge S N O(S) ist eine archimedische Semiordnung auf O(S), und 7(S) ist eine

archimedische Semiordnung des Restklassenkorpers O(S) /m. Insbesondere ist es eine An-
ordnung, und wir konnen O(S) /m als angeordneten Teilkorper von R auffassen.
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Beweis. Setze O := O(S). Offensichtlich ist O abgeschlossen unter +, enthalt
additiv inverse Elemente, sowie Q. Aufgrund der Gleichung

<a+b)2 (a— b>2

ab = —

2 2

erhalten wir die Abgeschlossenheit unter - also wenn wir zeigen, dass a € O im-
mer a® € O impliziert. Das folgt aber aus Lemma[s.3.1(iv).

Istnuna ¢ O fureina € K, so bedeutet das 0.B.d.A. N < a. Lemma/5.3.1
(iid) zeigt dann 0 < a™' < = fiir allem € N. Somit ist O ein Bewertungsring
mit dem angegebenen Ideal m. Offensichtlich ist nun S N O in O eine archime-
dische Semiordnung (mit dem Primideal {0} als Support). Wir zeigen nun dass
7(S) eine Semiordnung von O/m ist. Zu zeigen ist daftir nur —1 ¢ 7(S) und
supp(7(S)) = (0). Falls s,t € S sind mit7(s) = n(—t),soists +t € m, d.h.
niz — s —t € Sfurallem € N. Nach Addition von s bzw. ¢ folgt sofort s,¢ € m,
d.h. 7(s) = 7(t) = 0. Daraus folgen die beiden Aussagen direkt.

Nach Satz ist m(S) als archimedische Semiordnung auf einem Kérper eine
Anordnung, und jeder archimedisch angeordnete Korper ist ein Teilkorper von

R, nach Satz[1.1.8] [

Wir konnen nun auch zeigen, dass der Satz von Schmiidgen nicht fiir jeden reell
abgeschlossenen Korper gilt.

Beispiel 5.3.7. Sei R ein nichtarchimedisch reell abgeschlossener Erweiterungs-
korper von R. Dann gibt es ein positives infinitesimales Element ¢ in R, d.h. es
gilt

0 <e<rfuraller € Ryg.

Das Polynom p = (1 — ¢?) + ¢ ist dann strikt positiv auf
[—1,1] = Wg((1 - *)*) C R.
Angenommen es gibe eine Darstellung
p=oo+oi(l—1t7)° 5.1

mit o; € YLR[t]*. Bezeichne mit © = O(R?) die Hiille von Z (bzw. R) in R
beziiglich der Anordnung von R. Wenn o; = . f7, ist, und jeder Koeffizient
vonjedem f;; in O liegt, kénnen wir den Restklassenhomomorphismus 7: O —
O/m C R auf alle Koeffizienten von anwenden. Links entsteht dabei 1 — ¢2,
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und rechts wieder eine Darstellung wie in (5.1), diesmal iiber R. Wir haben aber
schon in Beispiel[4.2.4|(iii) gezeigt, dass es die nicht geben kann.

Also kann einer der Koeffizienten eines der f;; nicht in O liegen, er ist also un-
endlich grof} beziiglich R. Wir teilen die Gleichung nun durch das Quadrat
des betragsmif3ig grofiten solchen Koeffizienten. Dann steht rechts wieder ein
solcher Ausdruck, aber diesmal liegen alle Koeffizienten aller f;; in O, und min-
destens einer ist genau 1. Links sind alle Koeffizienten nun in m. Wir wenden
wieder den Restklassenhomomorphismus auf alle Koeffizienten an, und erhal-
ten eine neue Gleichung

0 =00+ o01(1—1t%)>° (5.2)

mit Quadratsummen o; € R[t]. Es sind nicht beide o; = 0, da der Koeffizient 1 in
einem f;; vorkommt. Andererseits sind beide o; und auch (1 — ¢?)? nichtnegativ
auf [—1, 1], und aus folgt also 0p = o1 = 0. Also haben wir auch hier einen
Widerspruch. A

5.4 Positivitit auf beschrankten Mengen reloaded

Wir iibersetzen nun den abstrakten archimedischen Positivstellensatz fiir qua-
dratische Moduln in einen konkreten. Zunichst bendtigen wir das folgende Er-
gebnis fiir beliebige Ringe A:

Satz5.4.1. Sei M C A ein archimedischer quadratischer Modul. Dann ist jede iiber M
liegende maximale Semiordnung eine Anovdnung. Insbesondere gilt fiirallea € A

i > 0aufW(M) = a> 0aufW(M).

Beweis. Sei S = (p, ()) eine maximale tiber M liegende Semiordnung von A. Of-
fensichtlich ist auch S archimedisch. Wir betrachten wieder die Restklassenab-
bildung

A— Alp = K,.

Auf A/p ist die von S induzierte Semiordnung archimedisch, aber die Semiord-
nung () auf K, muss nicht archimedisch sein. Deshalb betrachten wir O(Q) in
K,:

A= Alp COQ) C Ky,

und fiigen den Restklassenhomomorphismus an

A—=A/pCO@Q) — O0Q)/m=: K.
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K trigt nun die von () induzierte archimedische Semiordnung (vgl. Satz[5.3.6),
und diese ist nach Satz eine Anordnung. Ihr Urbild in A ist also ein Anord-
nung, die aber offensichtlich S enthalt. Aus der Maximalitdt folgt die Gleichheit,
und also ist S eine Anordnung.

Ausa > Oauf W (M) folgtalsoa(S) > 0furallemaximalen Semiordnungen tiber
M. Daraus folgt aber & > 0 auf W (M), denn ist —a € S fiir eine Semiordnung,
so gilt das auch fiir jede dariiberliegende. O

Proposition5.4.2. Sei R einarchimedischerreell abgeschlossener Korperund M C R|[z]
ein quadratischer Modul. Dann ist M genau dann archimedisch, wenn

n
T—Zl‘?EM
i=1

fiireinr € Ngilt.
Beweis. "= ist klar. Gelte umgekehrt r — Y. 27 € M. Betrachte

M':=SR[z]’ + (r =Y _2})SR[x]* € M.

Da M’ von nur einem Element erzeugt wird, ist es sogar eine Priordnung. Nach

Satz[4.2.1list also bereits M’ archimedisch, und also auch M. O
Satz5.4.3 (Satz von Putinar, Konkreter archimedischer Positivstellensatz fiir qua-
dratische Moduln). Sei R einarchimedischerreell abgeschlossener Korperundp,, . .., pn, €

Rlx1,...,x,),s0dassr — Y1, a7 € M(p1,...pnm) fireinr € Ngilt. Dann gilt fiir
allep € R[z]

p>0aufWr(p1,...,0m) = p € MP1,...,Pm)-
Beweis. Setze M := M(py,...,pn). Die Bedingung r — > " 22 € M stellt

=11
nach Proposition[5.4.2]die Archimedizitit von M sicher. Ist p > 0 auf der Menge
Wgr(p1,...,pm) € R", soistp > 0auf W (M) C Sper(R[z]), wie gewShn-
lich mit dem Transferprinzip. Nach Satzist dannauch p > 0 auf W(M ) C
Semisper(R[z]), und Satz[5.2.2]liefert die Aussage, nach Teilung durch k. O

Bemerkung5.4.4. Die Archimedizititvon M (py, . . ., p,,) impliziert die Beschrankt-
heit der Menge Wr(p1, ..., Pm), ist aber im Allgemeinen nicht dazu dquivalent.
Wir werden gleich ein Beispiel sehen. Allerdings kann man bei Beschranktheit
der Menge Wx(py, . . ., pm) einfach eine weitere Ungleichung r — >~ 27 > 0 da-
zunehmen, mit r so grof}, dass die Menge sich nicht dndert. Der zusatzliche Er-
zeuger macht den quadratischen Modul dann archimedisch. A
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Beispiel 5.4.5. Betrachte den Einheitswiirfel W = [—1,1]" C R". Er ist defi-
niert durch die Ungleichungen 1 + x; > 0 furi = 1,...,n. Der dazugehorige
quadratische Modul M besteht aus allen Elementen der Form

oo+ o1(l—x)+oe(1+z1)+035(1 —x2) + -+ 02p-1(1 —2) + 02, (1 + z,).
Wir tiberlegen uns zunichst, dass er archimedisch ist. Es gilt
(1= 2)*(1+ ) + (L +2:)*(1 = 2) = 2(1 — 7),

undalsoist1—2? € M,undalson—)", 27 € M.Alsoist M archimedisch. Somit
ist jedes Polynom p, das strikt positiv auf dem Einheitswiirfel ist, von der obigen
Gestalt. Die Darstellung aus dem Satz von Schmiidgen hitte hier eine Darstel-
lung mit 4™ Summanden geliefert. A

Beispiel 5.4.6. Die Beschrinktheit der Menge Wg(p1, ..., p,) impliziert nicht
die Archimedizitit des quadratischen Moduls M = M (py, . . ., p). Wir wihlen
pL=x—3%p=y—3,p3=1—xy € Rlz,y|. Die Menge Wr(p1, ..., pm) ist
beschrankt:

Angenommen es ware

1 1
r—xzao—l-al(x—§)+02(y—§)+03(1—xy)

mit Quadratsummen o; und einemr € N. Diehomogenen Summandenhéchsten
Grades auf der rechten Seite sind

Ogp, 01, 02Y, —0O3TY,

wobei die 7; als Terme hochsten Grades der o wieder Quadratsummen sind. Min-
destens einer dieser vier Terme muss Grad > 1 haben. Wir betrachten nun einen
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Term mit maximalem Grad. Ist es der erste oder der vierte, muss er sich mit dem
jeweils anderen wegheben, denn n — x hat ungeraden Grad. Aus 69 — zyd3 = 0
folgt aber 69 = 75 = 0, da alle Ausdriicke auf dem 2. Orthanten nichtnegativ
sind. Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit des Grades. Also muss der maxi-
male Grad im zweiten oder dritten Summanden angenommen werden. Da auch
712 + &9y nicht Null sein kann, diesmal wegen Positivitit auf dem 1. Orthanten,

muss d1x 4 doy = —x gelten. Setzt man x = 1 und y = 1 so ist die rechte Seite
negativ, die linke Seite nichtnegativ, ein Widerspruch. Also ist M nicht archime-
disch. A

Wir wollen in den folgenden Kapiteln verschiedene Anwendungen der bisherigen
Ergebnisse kennenlernen. Dabei handelt es sich teilweise um echte Anwendun-
gen, zum Beispiel in der polynomialen Optimierung, und andererseits um An-
wendungen in anderen Bereichen der eher theoretischen Mathematik, wie zum
Beispiel der Funktionalanalysis.



Kapitel 6

Konvexitit und Optimierung

Die Ergebnisse der reellen algebraischen Geometrie die wir bisher kennengelernt
haben, lassen sich fiir die polynomiale Optimierung verwenden. Um diese An-
wendungen zu beschreiben, erkliren wir zunichst die sogenannte semidefinite
Optimierung.

6.1 Semidefinite Optimierung

Sei Sym,(R) der reelle Vektorraum aller symmetrischen d x d-Matrizen. Fiir zwei
symmetrische Matrizen A = (a;;); ; und B = (b;;); j setzen wir

<A, B> = tI‘(AB) = Z aijbij.

]

Dabei bezeichnet tr die Spur einer Matrix, d.h. die Summe der Diagonaleintrige,
bzw. die Summe der Eigenwerte. (-, -) definiert offensichtlich ein Skalarprodukt
auf Sym,(R).

Wir bezeichnen mit P, die Menge der positiv semidefiniten Matrizen in
Sym,(R) (vergleiche Definition[2.2.4und Lemmal[2.2.3). Die Menge P, ist offen-
sichtlich ein abgeschlossener konvexer Kegel in Sym,(RR). Nach Lemma [2.2.3]ist
P, sogar basisch abgeschlossen, d.h. von der Gestalt

Pd = WR(pb e 7pr)

fur gewissen Polynome p;, € R[z;; | 4,5 = 1,...,d|. Eine Matrix ist ja genau
dann positiv semidefinit, wenn alle ihre Hauptminoren nichtnegativ sind. Wir

81
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schreiben A = 0 fir A € P,und A < Bfir B — A > 0. Analog bezeichnet >~
strikte positive Definitheit, d.h. A > 0bedeutet dass alle Eigenwerte von A strikt
positiv sind, oder dass v’ Av > 0 fiir alle v € R4\ {0} gilt.

Proposition 6.1.1. (i) Fir A € Pyund P € My(R) gilt PAP* € P,.
(ii) (-, -) ist invariant unter Konjugation mit orthogonalen Matrizen P, d.h.

(A,B) = (PAP', PBP").
(ii1) Der Kegel P, ist selbstdual beziiglich (-, -), d.h.

A BeP;= (A B)>0

(A,B) > 0fiiralle B € Py = A € P,.
(iv) Falls A = 0,B > Ound (A, B) = 0,s0 A = 0.
Beweis. (i) Esist PAP! wieder symmetrisch, und
v'PAP'v = (P')'A(P'v) > 0.
(i7) Es gilt
(PAP!, PBP") = tt(PAP'PBP') = tr(PABP")
= tr(ABP'P) = tr(AB) = (A, B).

Dabei verwenden wir, dass Produkte bei der Berechnung der Spur zyklisch ver-
tauscht werden diirfen, und dass P'P = [ fiir orthogonale Matrizen gilt.

(ii7) Seien A, B € P,. Wegen (i) und (i7) konnen wir annehmen dass A diago-
nal ist, mit nichtnegativen Diagonaleintrigen. Die Diagonaleintrige der positiv
semidefiniten Matrix B sind aber auch nichtnegativ. Damit ist

(4, B) = Z aiibi; > 0.

7

Mit der gleichen Formel sieht man, dass fiir Diagonalmatrizen A alle Diagonal-
eintrdge nichtnegativ sein miissen, damit (A, B) > 0 fur alle B € P, gilt. Also
muss A dann selbst positiv semidefinit sein. Falls A nicht diagonal ist, sondern
nur D := PAP', dann gilt fir B € P,

(D, B) = (PAP', B) = (A, P'BP) > 0.



6.1. SEMIDEFINITE OPTIMIERUNG 83

Alsoist D = 0, und also auch A > 0.
(iv) Wir konnen annehmen, dass B diagonal mit strikt positiven Diagonalein-
tragen ist. Dann miissen alle Diagonaleintrige von A Null sein, und damit muss

A = Ogelten, da A positivsemidefinitist (manbetrachte die 2 x 2-Hauptminoren).
[

Definition 6.1.2. Seien M, M, ..., M,, € Symy(R) und f,...,5,, € R. Das
folgende Optimierungsproblem nennt man ein semidefinites Optimierungsproblem
(in primaler Form):

finde inf (M, A)
S.t. <MZ,A):61fum:1,,m
A=0

Ein zuldssiger Punkt ist eine Matrix A = 0 mit (M;, A) = f; fir alle i. Ein strikt
zuldssiger Punkt ist ein zuldssiger Punkt A, der zusitzlich positiv definit ist, also
A= 0.

Das dazugehorige Problem in dualer Form ist:

finde sup Z )\’Lﬁl
i=1

8.t. Z A;Mi <M

Ein zuldssiger Punkt ist hier ein A € R™ mit ) \;M; < M, und ein strikt zu-
lassiger Punkt ist ein Punkt mit > . \; M; < M. A

Bemerkungé.1.3. (i) Fiir festes M € Sym,(R)ist A — (M, A) einelineare Abbil-
dung auf Sym,(R), und jede lineare Abbildung ist von dieser Gestalt (das gilt ja
allgemein fiir Skalarprodukte auf endlich-dimensionalen Riumen). Die Bedin-
gungen (M;, A) = [3; definieren also affin-lineare Hyperebenen von Sym,(R).
Ein semidefinites Optimierungsproblem in primaler Form besteht also darin, ei-
ne lineare Funktion tiber einen affin-linearen Schnitt des Kegels P, der positiv
semidefiniten Matrizen zu minimieren.

(22) Im dualen Problem maximiert man die auf dem R™ definierte lineare Funkti-
on A — [3'\. Dabei wird auf die Menge eingeschrinkt, die durch die Bedingung
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Y>> AiM; < M definiert ist. Das ist offensichtlich eine abgeschlossene konvexe
Menge.

(¢i7) Das duale Problem lasst sich in die Form eines primalen Problems bringen,
und umgekehrt. Im dualen Problem optimiert man ja eine lineare Funktion im
affinen Unterraum

M + SpanR(Mla cee >Mm) g Symd(R)

tiber den Schnitt mit P,;. Genau das macht man in einem primalen Problem auch.
Umgekehrt, wenn man im primalen Problem eine Basis fiir den affinen Raum
wahlt, tiber den optimiert wird, erhilt man ein Problem in dualer Gestalt.

(iv) Fir semidefinite Optimierungsprobleme existieren numerische Innere-
Punkte-Methoden, die in vielen Fillen effizient den Optimalwert und die Optimal-
stelle berechnen kénnen.

(v) Wahlt man die Matrizen M, M, allediagonal, so definiert die Bedingung > . \; M; <
M im dualen Problem einen Polyeder, d.h. einen endlichen Durchschnitt von Halb-
raumen. Man optimiert also eine lineare Funktion tiber einen Polyeder. Das nennt
man auch lineare Optimierung. Semidefinite Optimierung ist also eine Verallge-
meinerung von linearer Optimierung. A

Satz 6.1.4 (Dualititssatz der semidefiniten Optimierung). Sei p* der Optimalwert
des primalen Problems, und d* der Optimalwert des dualen Problems. Dann gilt

d* <p*.

Falls beide Probleme einen zulissigen Punkt besitzen, und eines der beiden sogar einen strikt

zuldssigen Punkt, so gilt
d* =p*.

Beweis. Falls das duale Problem iiberhaupt keinen zuldssigen Punkt besitzt, gilt
d* = —o0o, und die erste Aussage ist also trivial. Das entsprechende gilt, wenn
das primale Problem keinen zuldssigen Punkt besitzt.

Seien also A € R™ und A € P, dual bzw. primal zulissige Punkte. Wegen M —

> \iM; € P, gilt nach Proposition|6.1.1] (é44)

0< (M=) NM;, Ay = (M, A) = > \i(M;, A),

d.h.
Z)\zﬁi < (M, A).
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Da d* das Supremum tiber alle Ausdriicke links und p* das Infimum iiber alle Aus-
driicke rechts ist, folgt d* < p*.

Seinun A € R™ ein strikt zuldssiger Punkt des dualen Problems, d.h. es gilt M —
> AiM; > 0. Wir zeigen zunichst dass die Menge

K = {((A, M), (A, M),... (A, M,)) | AecP;} CR™!

ein abgeschlossener konvexer Kegelist. Die Kegeleigenschaftistklar. Seinun (4;),en
eine Folge in P,, so dass die Tupel

(<Aj’M>7 <Aij1>v SRR <AJ7Mm>)

fir j — oo gegenr € R™*! konvergieren. Wir kdnnen annehmen dass 4; #
0 fir alle A; gilt. Sei || - || irgendeine Norm auf Sym,(R), z.B. die durch (-, -)
induzierte. Dann gibt es 0.B.d.A. ein A € P, \ {0} mit

Aj Jj—o0 A

1451

aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstrafd und der Abgeschlossenheit von P,.
Nach Proposition[6.1.1](iv) gilt

< (A, M — ZAM m H(AJ,M ZAM
Der zweite Faktor konvergiert dabei gegen ro — Ay7y — - - - — A\, 7, bleibt also be-

schrankt. Damit darf der erste Faktor nicht gegen Null gehen, die Normender A;
sind also beschriankt. Damit konnen wir also 0.B.d.A. annehmen dass die Folge
A; selbst konvergiert, und damit ist » € K. Damit haben wir die Abgeschlossen-
heit von K gezeigt.

Da beide Probleme einen zuldssigen Punkt besitzen, gilt

—oo < d" <p*<oo.

Seinun p < p* beliebig. Dann gehort das Tupel (p, 81, . . ., B,n) nicht zu K. Sonst
gibe esja einen primal zuldssigen Punkt A mit (A, M) = p < p*.
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Nach dem bekannten Trennungssatz fiir abgeschlossene konvexe Kegel gibt es
also einen Vektor v € R™*! mit

0 < Yo (A, M)+ (A, M)+ -+ (A M) VYAcP; (6.1

Yop +71B1 + - F YmfBm < 0. (6.2)

Durch Einsetzen eines primal zulissigen Punktes A in und vergleichen mit
sehenwir~, > 0. Wir teilen durch ~, und sehen an dass (=1 /70, - -, —Ym/Y0)
dual zuldssig ist (wieder mit Proposition [6.1.1] (¢i4)), und wegen dort einen

Wert > pliefert. Damitist d* > p, und da p < p* beliebig war, folgt d* = p*.

Den Fall dass das primale Problem strikt zulassig ist erledigt man dhnlich (oder

fithrt es auf den behandelten Fall zuriick, indem man das duale Problem geeignet

als primales auffasst, und umgekehrt). O

Bemerkung 6.1.5. Der Dualititssatz zeigt, wie man semidefinite Optimierungs-
probleme numerisch mit Fehlerabschitzung l6sen kann. Man 16st numerisch das
primale und das duale Problem gleichzeitig. Dabei wird d* von unten und p* von
oben approximiert. Wegen d* < p* weifd man, wie weit man hochstens von den
eigentlichen Optima entferntist. Falls d* = p* gilt, konvergieren die approximie-
renden Folgen sogar gegeneinander. A

Im folgenden Abschnitt schauen wir uns an, wie man den Satz von Schmiidgen
oder den archimedischen Positivstellensatz fiir quadratische Moduln zur Bestim-
mung des Optimums eines beliebigen polynomialen Optimierungsproblems ver-
wenden kann.

6.2 Die Optimierungsmethode von Lasserre
Gegeben seien Polynome py, ..., p, € Rlz1, ..., x,]. Wieder sei

W= Wz(pr,....,pr) ={a € R" [ pi(a) 2 0,...,p,(a) > 0}

die von den p; definierte basisch abgeschlossene Menge. Fiir ein weiteres Poly-
nomp € R[xy,...,z,| interessieren wir uns nun fir das Infimum auf W:

ps = inf{p(a) | a € W}.
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Man beachte, dass W nicht als konvex vorausgesetzt wird, und p nicht als linear.
Das Problem ist also kein semidefinites Optimierungsproblem, und auch keins
der meisten anderen konvexen Optimierungsprobleme, fir die effiziente Algo-
rithmen exisitieren. Die Berechnung von p, ist im Allgemeinen auch sehr schwer.
Bezeichne nun mit R[x|; den Raum der Polynome vom Grad < d. Mit

My(p1, - .., pr) bezeichnen wir die Elemente aus dem quadratischen Modul M (py, . . .

die offensichtlich in R[z], liegen. Die genaue Definition ist

My(p1,...,pr) = {00+ 0o1p1 + -+ + ovp, | deg(op), deg(oip;) < d}.

Wir nehmen also alle Elemente die deshalb Grad hochstens d haben, weil alle
Summanden Grad hochstens d haben. Das bedeutet auch, dass

deg(o;) < d — deg(p;)
gilt. Man beachte, dass die Inklusion

Md(p17 R 7p7") - M(p17 R 7p7'> M R[.T]d

im Allgemeinen eine strikte ist (vergleiche Beispiel[4.2.4(v)). Es gilt

M<p17 R 7pr) = U Md(plv' .- 7pr>-
deN

Wir setzen nun fiir jedes d € N

pea:=sup{s e R|p—se& My(p1,...,p)}
Der folgende Satz beschreibt die Optimierungsmethode von Lasserre:

Satz 6.2.1. Jedes p. 4 ist der Optimalwert eines semidefiniten Optimierungsproblems, das
man aus p, i, . . . , p, explizit konstruieren kann. Es gilt p. 4 < p. fiir alle d, und die
Folge (p..a) jey ist monoton wachsend. Falls M (p, . . ., p,) archimedisch ist, konvergiert

sie gegen p..

Beweis. Setze M = M (p1,...,p.), Mg = My(p1,...,pr), W = Wr(p1,...,0r).
Falls p — s € My, sonatiirlichp — s € M, und damitistp — s > 0 auf W. Also
gilt s < p,, und damit ist p, 4 < p.. Die Folge der p,. 4 ist offensichtlich monton
wachsend, denn My C My, ;.

. Pr),
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Sei nun M archimedisch, und € > 0 beliebig. Dannist p — (p, — ¢) strikt positiv
auf W, und nach Satz[5.4.3|gilt

p—(p*—e)eM:UMd.
deN

Also gibt es ein d mit p — (p. —€) € My, d.h. p.4 > p. — €. Das beweist die
Konvergenz.

Wir miissen nun noch zeigen, dass p. 4 der Optimalwert eines semidefiniten Op-
timierungsproblems ist. Wir verwenden dafiir die in Abschnitt[2.2]eingefiihrten
Grammatrizen, und betrachten den endlich-dimensionalen Vektorraum

V=R x Symg, (R) x --- x Symg, (R).

Dabei ist 9; so gewahlt, dass G(NV;) hochstens Grad d — deg(p;) hat, fir jedes
N; € Symg, (R). In V' betrachten wir nun den affin-linearen Unterraum

H:={(s,No,...,N,) | p—s=G(No)+G(N)p1 +--- + G(N,)p, } .

Es ist p, 4 das Supremum der linearen Funktion (s, Ny, ..., N,) + s, iiber den
Schnitt von H mit der Menge, die durch die Bedingung N; > 0 fiir alle i definiert
wird (Satz[2.2.17). Das zeigt im Prinzip bereits, dass es sich um ein semidefinites
Optimierungsproblem handelt. Wenn man einen affin-linearen Schnitt mit einem
einzigen Kegel von positiv semidefiniten Matrizen als Definitionsbereich erreichen
mochte, kann man V' noch in Sym, 5 ,...,s (R) einbetten, durch

(s, No....,N,) — diag(s, No, ..., N,). O
Bemerkung 6.2.2. (i) Man beachte nochmal, dass man die Bedingung
"M(p1,...,p,) ist archimedisch”

einfach erreichen kann, indem man ein Polynom p, ., = N — >, 27 zu den defi-

nierenden Polynomen hinzufugt. Falls Wr(p1, . . ., p.) beschrianktist, andert sich

diese Menge dabei nicht, vorausgesetzt NV ist grofd genug.

(i1) Fur die Methode von Lasserre gibt es Implementierungen, zum Beispiel im

Matlab-Plugin Yalmip. Solange die Anzahl der Variablen und der Grad nicht zu

grof3 werden, kann man polynomiale Optimierungsprobleme damit explizit l6sen.
Dabei kommen noch Verfeinerungen der hier beschriebenen Methode zum Ein-

satz, mit denen man die Komplexitit zu verringern versucht, abhingig von der

Struktur von p. Teilweise basieren sie auf verfeinerten Positivstellensitzen. A
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6.3 Spektraeder

Die Definitionsmengen der semidefiniten Optimierung nennt man Spektraeder.
Es ist fiir eine gegebene Menge oft gar nicht einfach zu entscheiden, ob sie ein
Spektraeder ist, und sie gegebenenfalls durch explizite positiv semidefinite Ma-
trizen zu beschreiben. Eine Vorstellung davon haben wir schon im Beweis von
Satz bekommen. Andererseits ist es fiir die Anwendbarkeit der semidefi-
niten Optimierung wichtig, ihre Definitionsmengen moglichst gut zu kennen.
Wir wollen diese Fragen deshalb etwas genauer beschreiben. Die Theorie wird
tibersichtlicher, wenn wir uns auf spektraedrische Kegel beschrinken. Aufierdem
ist das keine wirkliche Einschrankung, der allgemeine Fall entsteht jeweils durch
Schnitt des Kegels mit einem affinen Unterraum.

Definition 6.3.1. Ein spektraedrischer Kegel ist eine Menge der Gestalt
S(My,....M,) ={aeR"|ay My +-- -+ a,M, > 0},
fir gewisse Matrizen My, ..., M,, € Sym,(R). A

Bemerkung 6.3.2. (i) Ein spektraedrischer Kegel ist also gerade das Urbild ei-
nes Kegels P, von positiv semidefiniten Matrizen unter einer linearen Abbildung
R™ — Sym,(R). Wenn die Matrizen M, linear unabhingig sind (was man mei-
stens annimmt), kann man es also als Schnitt von P, mit einem Unterraum auf-
fassen.

(ii) Spektraedrische Kegel sind konvexe, basisch abgeschlossene (und damit ab-
geschlossene) Kegel. Das folgt sofort daraus, dass P, diese Eigenschaft hat.

(i17) Jeder polyedrische Kegel, also eine Menge der Gestalt

{aeR" | via>0,...,0fa >0}

fir gewisse v; € R", ist spektraedrisch. Wenn man alle M; diagonal wihlt, ent-
stehen gerade solche Bedingungen.

(iv) Durchschnitte von spektraedrischen Kegeln sind wieder spektraedrisch. Man
kann ja zwei Tupel von Matrizen als Blockmatrizen zusammenfiigen. A

Beispiel 6.3.3. (i) Wahlt man M; = ( (1) (1) ) My = ( (1) _01 ) und M, =

< (1] (1) ) , so entsteht die Bedingungen

2 2 9
aj —ay —az > 0,a;1 >0



90 KAPITEL 6. KONVEXITAT UND OPTIMIERUNG

wie man sich leicht iiberlegt. Es ist S(M,, My, M3) C R3 also gerade ein einfa-
cher Kreiskegel, der offensichtlich nicht polyedrisch ist:

(1) Der Kegel der durch die Bedingungen af — a3 —aj > 0,a; > 0 definiert wird,
sieht relativ 2hnlich aus:

Er ist allerdings nicht spektraedrisch, wir wir noch sehen werden.
(1i7) Der Kegel dessen Querschnitt die Menge

[-1,0] x [-1,1]U B C R?

ist, wobei B die Einheitskreisscheibe bezeichne, ist nicht spektraedrisch. Er ist
namlich nicht basisch semialgebraisch (Ubungsaufgabe[33).
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Beispiel 6.3.4. SeiR[z]} der algebraische Dualraum des endlich-dimensionalen Raums
Rlz]s = R[z1,...,2,)q. Ein Element ¢ € R[xz]} ist also eine lineare Abbildung

¢: R[z]; — R. Dalineare Abbildungen eindeutig durch die Werte auf einer Basis
bestimmt sind, kann man ¢ identifizieren mit den Werten auf der kanonischen
monomialen Basis von R|x],, d.h.

Y= (@(xa))aeN";‘odgd .

Auf diese Weise identifiziert sich also R[x]; mit R2.
Seien nun py,...,p, € R[z] gegeben. Wir betrachten wieder den trunkierten
quadratischen Modul

My = My(p1,...,pr) CRlz]y
aus dem letzten Abschnitt. Sei nun
M) ={p e R[] | ¢ > 0auf My}

der zu M, duale Kegel. Dann ist M ein Spektraeder in R[z]; = R”4. Die Bedin-
gung ¢ > 0auf M, zerlegt sich ja in die Einzelbedingungen

o(¢’pi) >0 Vg e Rz,

wobei k; so gewihlt ist dass ¢*p; € R[z]4. Schreibt mang = >~ ¢,x* soist

p(q’p) = ¢ <Z qaqﬁw“%) = 4ats (2(z""p)).
a,fB a,B

Dass dieser Ausdruck fiir alle Wahlen der Koeffizienten ¢, nichtnegativ ist be-
deutet aber gerade, dass die Matrix (¢(z*#p)) 5 Positiv semidefinit ist. Die
Eintrage sind aber Linearkombinationen der Werte ©(z®), abhangig von p. Das
beweist die Aussage. A

Es ist bekannt, dass konvexe Mengen in ihrer affinen Hiille immer nichtleeres
Inneres besitzen. Wenn man den umgebenden Raum einer konvexen Menge also
durch ihre affine Hillle ersetzt, kann man so immer annehmen, dass die Menge
nichtleeres Inneres hat.

Proposition 6.3.5. Sei S C R™ ein spektraedrische Kegel der einen inneren Punkt e be-
sitzt. Dann gibt es symmetrische Matrizen My, ..., M, mit S = S(My, ..., M,) und
€1M1+"'—|—€nMn:I.
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Beweis. Sei zunichst S = S(Vy,. .., N,,) mit symmetrischen Matrizen N;. Wir
setzen
ae N :=a Ny +- -+ a,N,.

Da e im Innern von S liegt gilt
eoeN+teN, >0
fir alle i und € > 0 klein genug. Fiir jeden Vektor v € ker(e @ N) gilt also
0<v'(coNxeN;)v=*tev'Nw.

Also muss v' N;v = 0 und damit 0 = v’ (c @ N £ eN;) v gelten. Dae ¢ N + €N
positiv semidefinit ist, folgt daraus bereits

(e@ N +eN;)v =0,

wie man zum Beispiel anhand der Zerlegung in Quadrate vom Rang 1 wie in Lem-
maf2.2.3|(iv) sieht. Nun folgt daraus N;v = 0, d. hwir habenker(ce N) C ker(V;)
gezeigt. Nach einem Basiswechsel entsteht in allen V; oben links ein Block aus
Nullen, den wir fiir die Definition von S einfach weglassen kénnen, und die neu-
en Matrizen M, erfilllen dann ker(e @ M) = {0}, d.h. e ¢ M = 0. Nach Konjuga-
tion mit einer weiteren Matrix kénnen wir also e @ M = I erreichen. O

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen der Konvexgeometrie
von Spektraedern und der (reellen) algebraischen Geometrie her:

Satz6.3.6. Seien My, ..., M, € Sym,(R),undseie € R"mite; M, +- - -+e, M, =
I. Setze
h:=det (x1 My + -+ x,M,) .

Dannisth € Rlzy, ..., x,] homogenvom Grad d, es gilt h(e) = 1, undfiirjedesa € R
hat das Polynom
ho(t) :== h(a — te) € R]t]

nur reelle Nullstellen. Es gilt
S(My, ..., M,) = {a € R" | alle Nullstellen von h, sind > 0} .
Beweis. Die Homogenitit von h ist klar. Es gilt fir a € R”

h(t) = det((a — te) @ M) = det(a @ M — tI),
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d.h. h, ist das charakteristische Polynom der symmetrischen Matrix a ® M. Die
Nullstellen von h, sind also die Eigenwerte von a e M, und die sind alle reell.
Weiter ist a @ M genau dann positiv semidefinit, wenn alle diese Eigenwerte bzw.
Nullstellen von A, nichtnegativ sind. O

Definition 6.3.7. (i) Ein homogenes Polynom h € Rz, ..., x,] heifdt hyperbolisch
in Richtung e € R", falls h(e) # 0 und die Nullstellen von h,(t) := h(a — te) alle
reell sind, fiir alle a € R™.

(i1) Ist h hyperbolisch in Richtung e, so nennt man

A.(h) = {a € R™ | alle Nullstellen von A, sind > 0}

den Hyperbolizititskegel von h (in Richtung e). A

Beispiel 6.3.8. (i) Das Polynom i = x? — 22 — 22 ist hyperbolisch in Richtung

e = (1,0,0), wie man zum Beispiel am folgenden Bild sieht:

Aufjeder senkrechten Gerade gibt es 2 reelle Schnittpunkte, und da i Grad 2 hat,
kann es keine echt komplexen Nullstellen geben. Das gleiche stimmt fiir das Po-
lynom h = ¥ — 2x3 — x123 + 2123 + 73, das Grad 3 hat:
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Die Hyperbolizititskegel sind jeweils die ausgefiillten Kegel, die nach oben zei-
gen.

(17) Das Polynom h = x{ — 23 — x4 ist nicht hyperbolisch in Richtung e = (1, 0, 0).
Aufjeder senkrechten Geraden gibt es nur 2 reelle Nullstellen. Da i Grad 4 hat,
muss es immer zwei echt komplexe Nullstellen geben, die man im Bild nicht sieht.
h ist auch in keine andere Richtung hyperbolisch.

(¢i7) Die elementar-symmetrischen Polynome

Srn = > Tiy -+ T, € Rlwy, .00, 2],

1<ip < -<ir<n

die wir in Abschnitt[1.3|schon kennengelernt haben, sind hyperbolisch in Rich-
tung e = (1,...,1). Am besten sieht man das folgendermaflen. Es ist s,,,, =
x1 - x,, und also hat

Spn(a —te) = spp(ar —t,... a0, —t) = (a1 — ) -+ (ay, — 1)

diereellen Nullstellen ay, . . ., a,,. Man sieht nun, dass s,.,,(a — te) gerade die r-te
Ableitungvon s,, ,,(a —te) nach ¢ ist (bis auf Vorzeichen). Nach dem Satz von Rolle
entsteht zwischen zwei reellen Nullstellen eines Polynoms immer eine Nullstelle
der Ableitung, also haben alle diese Ableitungen auch nur reelle Nullstellen. Die
folgenden Bilder zeigen die reellen Varietaten von s3 3, s3 3 und sy 3:
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A

Bemerkung 6.3.9. (i) Hyperbolizititskegel sind in der Tat immer konvexe Kegel.
Das ist allerdings nicht offensichtlich. Man kann es entweder elementar bewei-
sen, allerdings recht technisch, oder man verwendet den Satz von Helton und
Vinnikov (Satz[6.3.12) weiter unten, siche Ubungsaufgabe49

(i7) Ist h hyperbolisch in Richtung e, so ist fiir jedes ¢’ im Inneren von A.(h) das
Polynom h auch hyperbolisch in Richtung ¢/, und A.(h) = A (h). Auch das kann
man wieder elementar und recht technisch beweisen, oder mit dem Satz von Hel-
ton und Vinnikov (siche Ubungsaufgabe49). Anschaulich ist es sehr plausibel.
(i17) Jeder spektraedrische Kegel ist ein Hyperbolizititskegel. Das ist die Aussage
von Satz[6.3.6|(zusammen mit Proposition[6.3.5). A

Beispiel 6.3.10. Der Kegel K aus Beispiel[6.3.3)(i?), definiert durch die Bedingung
ai —aj —ai > 0,a; > 0 ist nicht hyperbolisch, und damit auch nicht spektra-
edrisch. Wire er nimlich hyperbolisch, so gibe es ein hyperbolisches Polynom h
mit ~ = 0 auf K. Aufgrund der Homogenitit wire h = 0 auf der ganzen Va-
rietit Vg(z] — x5 — 23) C R3. Nach dem reellen Nullstellensatz lige also h in
rrad(I(z] — 3 — x3)). Dieses Ideal ist aber reell, wie man sich analog zum Fall
1 — 22 — 22 iiberlegt (das war Ubungsaufgabe 30). Also enthilt i das Polynom
x{ — x5 — x5 als Faktor. Da dieses Polynom nicht hyperbolisch ist, kann es i auch
nicht sein, ein Widerspruch. A
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Jeder spektraedrische Kegel ist hyperbolisch. Die Hyperbolizitit eines Kegels ist
prinzipiell einfacher zu tiberpriifen als die Spektraedereigenschaft, wie wir in
Beispiel[6.3.10|gerade gesehen haben. Das motiviert die folgende Vermutung:

Vermutung 6.3.11 (Allgemeine Lax-Vermutung). Jeder Hyperbolizititskegel ist spek-
traedrisch.

Die Vermutung ist bisher offen, und es gibt nur Teilresultate. Eines ist der Satz
von Helton & Vinnikov, den wir nur zitieren. Der zweite Teil der Aussage folgt

dabei direkt aus Satz[6.3.6.

Satz 6.3.12 (Helton & Vinnikov). Seih € R[zy, xo, x3] hyperbolisch in Richtung e €
R3mith(e) = 1. Danngibtes Matrizen My, My, M3 € Sym,(R) mite; My + ey Mo+
esMs = [ und

h = det (CL’lMl + {L‘QMQ + ZE3M3) .

Insbesondere ist jeder Hyperbolizititskegel in R spektraedrisch.

Die genaue Aussage des Satzes von Helton & Vinnikov stimmt in hoheren Dimen-
sionen nicht mehr.

Beispiel 6.3.13. Das Polynom h = 2% — 23 — 23 — 23 € R[x1, o, 73, 74) ist hyper-

bolisch in Richtung e = (1,0, 0, 0). Es ist ndmlich
ha(t) = h(ay — t,as,a3,a4) = (ay —t)* — a3 — a3 — a3,
und beide Nullstellen sind reell. Angenommen es gilt
h = det (z1 My + xo My + x3 M3 + x4 My)

mit symmetrischen Matrizen M;, die aus Griinden der Homogenitit der Grof3e
2 sein miissen. Die M sind im Raum Sym,(R) aber linear unabhingig. Kénnte
man eine namlich durch eine Linearkombination der anderen ersetzen, so wire
h = q(Ax) fir ein Polynom ¢ in drei Variablen und eine Matrix A € M3, 4(R).
Fir 0 # v € ker Aund A € R gilt dann aber

1= h(e) = h(e + M) = Nh(v) + 2 v, + 1.
Daraus folgt 0 = v; = h(v) = —v3 — v3 — v?, also v = 0, ein Widerspruch.
In Sym,(R) gibt es aber hochstens dreilinear unabhidngige Matrizen. Also besitzt
h keine Determinantendarstellung. A
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Bemerkung 6.3.14. Wire h" = det(xM; + - -+ + x,M,) mit symmetrischen
Matrizenund e @ M = [ fiireinr € N, so wire

Ae(h) = Ae(h7) = S(M, ..., M)

immer noch spektraedrisch. Im Beispiel[6.3.13], und allgemeiner fiir quadratische
hyperbolische Polynome, stimmt das auch wirklich immer.

Es gibt allerdings ein Beispielpolynom h von Brindén, vom Grad 4 und in 4 Va-
riablen, von dem keine Potenz eine Determinantendarstellung besitzt. A

Bemerkung 6.3.15. Sehr viel mehr ist iiber die allgemeine Lax-Vermutung bis-
her nicht bekannt. Braindén hat noch gezeigt, dass die Hyperbolizititskegel der
elementar-symmetrischen Polynome s, alle spektraedrisch sind. Dafiir produ-
zierte er keine Determinantendarstellung von Potenzen der Polynome, sondern
von anderen Vielfachen h - s, ,,, mit einem Zusatzfaktor h, der den Hyperbolizi-
tatskegel nicht dndert. A

6.4 Spektraedrische Schatten

Definition 6.4.1. Ein spektraedrischer Schatten ist das Bild eines spektraedrischen
Kegels unter einer linearen Abbildung. A

Bemerkung 6.4.2. (i) Das lineare Bild eines Polyeders ist wieder ein Polyeder.
Dasselbe stimmt fiir Spektraeder nicht. Man betrachte beispielsweise den Kegel

K = {(a,b,c,d,e) € R’ | b* < da,c* < ea,d’+¢e* <a’,0<a,de}.

Die Bedingungen b? < da, 0 < a, d iibersetzen sich zum Beispiel in

a b
(b d)io'

Man sieht so dass K spektraedrisch ist. Projizieren wir K anhand der Abbildung
(a,b,c,d,e) — (a,b,c)inden R3, erhalten wir den Kegel

K' ={(a,b,c) |a* > b*+¢*,a > 0}.

In Beispiel[6.3.10/haben wir gesehen, dass K’ nicht spektraedrisch ist.

(¢i) Die Klasse der spektraedrischen Schatten ist abgeschlossen unter den mei-
sten bekannten Operationen konvexer Mengen, zum Beispiel unter Bilden von
Dualen, Polaren, Minkowskisummen, Abschliissen und Innerem. A
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Es gibt bisher im wesentlichen nur eine Methode, um spektraedrische Schatten
systematisch zu konstruieren. Diese Methode geht ebenfalls auf Lasserre zuriick,
und sie funktioniert folgendermaflen. Seien wieder py, ..., p, € R[z] gegeben.
Wir betrachten die Menge

Wgr(p1,.--,pr) ={a €R" | pi(a) >0,...,p.(a) >0}
und den trunkierten quadratischen Modul
My = My(p1,...,pr) C Rlzx]y.
Wir haben in Beispiel[6.3.4|gesehen, dass
M) = {p: R[z]q — Rlinear | ¢ > 0auf M} C Rz]; = R™

ein Spektraeder ist. Wir projizieren diesen Spektraeder nun anhand der linearen

Abbildung

7: Rlz]; - R"

indenR". In Koordinaten formuliert projiziert man das Tupel ¢ = (¢(2)) <4
auf die Koordinaten, die mit x4, . . . , z,, indiziert sind.

Fiir eine Menge W C R" bezeichne cc(1V) deren Kegelhiille, also den kleinsten
konvexen Kegel in R", der IV enthilt. Weiter sei cc(1/) der Abschluss der Kegel-
hiille.

Satz 6.4.3. Seienpy,...,p. € Rlz|und W := Wg(p, ..., p,). Dann gilt:
(i) Die Menge L, := (M) ist ein spektraedrischer Schatten mit

cc(W) C Ly C Ly

fiiralled € N

(ii) Falls fiir ein d € N jedes homogene lineare Polynom { € R[x],, welches nichtnegativ
auf W ist, zu My gehort, so ist

cc(W)C Ly Cce(W).

Beweis. (i): L, ist ein spektraedrischer Schatten, da M)/ laut Beispiel ein
spektraedrischer Kegel ist. Die Inklusion L41 C Ly istklar, dajedes ¢ € My,
durch Einschrinkung auf R[z], ein Element von M definiert. Seinnuna € W.
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Dann definiert a ein lineares Funktional §,: R[z] — R auf dem gesamten Po-
lynomring (sogar einen Ringhomomorphismus), das auf dem ganzen quadrati-
schen Modul M (py, ..., p,) nichtnegativ ist. Durch einschrinken auf R[z], er-
halten wir 6, € MY, fiir alle d € N. Es ist also

a = (0u(21), ... 00(x,)) € Ly, fiiralled.

Da mit M/ auch L, ein konvexer Kegel ist, ist also cc(W') C L, fiir alle d.

Sei fur (¢4) also d € N wie gefordert. Fiir a ¢ ¢c(W) gibt es nach dem Tren-

nungssatz fiir abgeschlossene konvexe Kegel ein homogenes lineares ¢ € R|x];

mit ¢/ > 0aufcc(W) und ¢(a) < 0. Nach Voraussetzung ist ¢ € M,, und somit

fir jedes p € M/

Dasbedeutet ¢ > Oauf £,, undalsoa ¢ L, Wirhaben also £, C cc(1V) gezeigt.
L

Bemerkung 6.4.4. (i) Der letzte Satz zeigt, dass die Darstellbarkeit aller auf W/
nichtnegativen lineare Polynome im quadratischen Modul M mit simultaner Grad-
schranke dazu fithrt, dass die Kegelhiille von W (bis auf Abschluss) ein spektra-
edrischer Schatten ist.

(¢7) Man iiberzeugt sich, dass es reicht, die strikt positiven linearen Polynome mit
Gradschranke in M darzustellen. Der konkrete archimedische Positivstellensatz
fir quadratische Moduln liefert die Existenz der Darstellungen, im archimedi-
schen Fall. Die Frage nach einer Gradschranke muss extra betrachtet werden.
(i17) Es gibt sowohl Fille bei denen es eine solche Gradschranke gibt, als auch Fille,
wo es sie nicht gibt, vergleiche Beispiele[6.4.5|,|6.4.6{und|6.4.7.

(iv) Es gibt weitere Arbeiten (von Helton & Nie), in denen die Methode von Las-
serre lokal angewandt wird. Damit kann fiir sehr viele Mengen gezeigt werden,
dass sie spektraedrische Schatten sind.

(v) Scheiderer hat kiirzlich gezeigt, dass jeder konvexe semialgebraische Kegel in
R3 ein spektraedrischer Schatten ist. Dabei wird im wesentlichen die hier de-
monstrierte Methode verwendet, und tiefliegende Ergebnisse iiber Quadratsum-
men auf Kurven.

(vi) Ebenso Scheiderer hat gezeigt, dass nichtjede konvexe semialgebraische Men-
ge ein spektraedrischer Schatten ist. Damit wurde die sogenannte Helton-Nie-
Vermutung widerlegt. A

Wir wollen die Frage nach der Darstellbarkeit aller nichtnegativen linearen Po-
lynome in einem M, an zwei Beispielen beleuchten. Um die Rechnungen iiber-
sichtlich zu halten, betrachten wir dabei konvexe Mengen, die keine Kegel sind.
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Man kann die Ergebnisse dann aber auf Kegel iibertragen, die die entsprechen-
den Mengen als Durchschnitte haben.

Beispiel 6.4.5 (Farkas Lemma). Seien/y, ..., ¢, € R[z|; vom Grad 1. Dann ist
W =Wg(ly,....0,) CR"

ein Polyeder. Falls ein weiteres ¢ € R[z]; auf ¥ nichtnegativist, gibtes A, ..., A, >
0 mit

=X+ MNly+ -+ Nl
zumindest wenn W # (). Mit anderen Worten, es gilt ¢ € M;({y,...,/,). Das
kann man beispielsweise mit dem Dualititssatz der semidefiniten Optimierung

beweisen (Ubungsaufgabe43). A

Beispiel 6.4.6. Wir geben ein weiteres Beispiel an, in dem es die gewiinschten
Gradschranken gibt. Sei W = Wg(1 — 21 — 25) C R? die Menge, die sich als
Durchschnitt des Kegels aus Beispiel[6.3.3|(i7) mit der Ebene {z = 1} ergibt. Sei
¢ € R[z]; nichtnegativ auf W, und 0.B.d.A. ¢(a) = O fir ein @ € OW. Bis auf
Skalierung ist £ dann eindeutig bestimmt; mit a = (7, s) gilt

(=1—r3z — 2.
Das Polynom
00— N1 —af —23)

ist dann global nichtnegativ, fiir ein geeignetes A > 0. Das sieht man beispiels-
weise durch Berechnung der kritischen Punkte. Da es Grad 4 und 2 Variablen hat,
ist es nach Hilberts Satz eine Quadratsumme von Polynomen vom Grad 2 (siehe

Bemerkungl[2.2.6). Das zeigt £ € My(1 — 2} — 23). JAN

Beispiel 6.4.7. Schliefdlich geben wir noch ein Beispiel an, in dem es die Grad-
schranken nicht gibt. Betrachte die Menge W = Wg(y—23,y, 1—y, z+1) C R?:

Fiir 0 < r < 1 liegt der Punkt a = (r,7?®) im Rand von W, und das (bis auf
Skalierung eindeutige) lineare Polynom /,, welches auf W nichtnegativ und bei
a Null ist, ist

Uy =2r — 3r’z +v.
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Angenommen es wire £, € M, fiiralle a = (r,7%) mitr > 0, und einem festen d.
Wir hitten also Darstellungen

la=0" 40y —a®) + iy + ol (1 —y) + 0\ (z + 1) (6.3)

mit Quadratsummen o\¥ alle simultan beschrinkt im Grad. Durch Einsetzen

von a sieht man, dass JZ(“) (a) = 0 gelten muss fiir alle ¢ # 1. Wir bilden nun den
Grenziibergang fiir a — (0,0). Formal macht man das entweder, indem man so
skaliert, dass alle Koeffizienten der Quadratsummen simultan beschrinkt blei-
ben, und man dann den Satz von Bolzano-Weierstrafl anwenden kann. Alternativ
kann man die Existenz einer Darstellung fir alle » > 0 als Formel schrei-
ben, und in einem nichtarchimedischen Kérper mit einem infinitesimalen r > 0
anwenden. Ahnlich wie in Beispiel bekommt man dann wieder eine Dar-
stellung iiber R. In beiden Fillen muss man iiberpriifen, dass das Ergebnis links
nicht das Nullpolynom ergibt.

Man bekommt dann eine Darstellung

y=o00+01(y—a°) + ooy +o3(1 —y) +ou(z+1) (6.4)
mit 0;(0,0) = 0 fiir alle 7 # 1. Nun setzt man hier y = 0 und erhalt
0= oo(x,0) + o1 (x,0)(—2°) + 03(2,0) + 04(z,0)(z + 1).

Da —z® und z + 1 auf dem ganzen Intervall [—1, 0] nichtnegativ sind, folgt ins-
besondere o (x,0) = 0, d.h. 3/ teilt o,. Setzt man nun in x = 0, erhdlt man

y = 00(0,y) + 01(0,y)y + 02(0,y)y + 03(0, y) (1 — y) + 04(0,y).

Da 0;(0,0) = O fiir alle i # 1 gilt, ist 3 ein Teiler aller 0;(0, y) fiiri # 1. Es ist
aber y? ein Teiler von o, und alsovon o4 (0, y). Also teilt 4> die ganze rechte Seite,
also auch y, ein Widerspruch.

Der Widerspruch entsteht wirklich durch die Annahme einer simultanen Grad-
schranke, die es uns erst erlaubt, den Grenziibergang a — (0, 0) zumachen. Man
kannzeigen, dass alle ¢, wirklich zum quadratischen Modul M (y—23, 3, 1—y, 1+
x) gehoren. Nur gehen die Grade der Quadratsummen gegen unendlich, wenn a
gegen den Ursprung liuft.

Man kann dieses Beispiel zu einem allgemeineren Satz ausbauen. Sobald eine
konvexe und basisch abgeschlossene Menge IV eine nichtexponierte Seite hat, kann
es Gradschranken fiir die Darstellung linearer Polynome nicht geben. In unserem
Beispiel ist der Ursprung eine nichtexponierte Seite (sogar ein Extrempunkt). Fiir
solche Mengen kann man mit der Methode von Lasserre also nicht (direkt) zeigen,
dass sie spektraedrische Schatten sind. A
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Kapitel 7

Das Momentenproblem

Das Momentenproblem ist eine klassische Frage der Funktionalanalysis. Man mdochte
wissen, welche linearen Funktionale auf einem Raum von Funktionen durch In-
tegration anhand eines Maf3es gegeben sind. Fiir Polynomringe stellt der Satz von
Haviland dabei einen Bezug zu positiven Polynomen her. Kann man dann positive
Polynome durch Elemente einer endlich erzeugten Priordnung ersetzen, erhalt
man eine Charakterisierung von Funktionalen mit Maf3darstellung, die relativ
einfach, und zum Beispiel mit semidefiniter Optimierung testbar ist. Wir wollen
dazu die Grundbegriffe im nichsten Abschnitt einfithren.

7.1 DasMomentenproblemundder Satzvon Haviland

Sei ¢: R[z] — R eine lineare Abbildung (auch Funktional genannt). Wir interes-
sieren uns fiir die Frage, ob es ein (Borel)-Maf3 i auf dem R” gibt, so dass

w(p)z/npdu

fur alle p € R]z] gilt. Man beachte, dass dabei nur spezielle Maf3e iberhaupt in
Frage kommen, die Integrale auf der rechten Seite miissen ja immer endlich sein.
Insbesondere muss zum Beispiel u(R") = [ 1du = (1) < oo gelten.

Die Frage nach einer Klassifizierung solcher Funktionale mit Madarstellung nennt
man das Momentenproblem. Klassische Ergebnisse sind dazu beispielsweise die
folgenden Aussagen, die wir noch genauer herleiten werden.

Satz 7.1.1 (Hamburgers Momentenproblem). Fiirein Funktional ¢: R[t] — R gibt
es genau dann ein darstellendes Maf p auf R, wenn o(p?) > 0 fiirallep € R[t].

103
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Man beachte, dass die Bedingung ¢(p?) > 0 fiir alle p € R]t] offensichtlich not-
wendig fur die Existenz einer Maf3darstellung ist. Integriert man Quadrate, so-
gar allgemeiner nichtnegative Polynome, ist das Ergebnis immer nichtnegativ.
Man beachte weiter, dass die Bedingung o (p?) fiir alle p € R[t] auch formuliert
werden kann als

p € My(1)"

fir alle d, mit der Notation aus Beispiel[6.3.4, Die Bedingung lasst sich also als
Folge von Zugehorigkeitsproblemen zu einem Spektraeder formulieren, und ist
damit der semidefiniten Optimierung zugianglich. Weitere klassische Ergebnisse
sind:

Satz 7.1.2 (Stieltjes Momentenproblem). Fiir ein Funktional ¢: R[t] — R gibtes
genau dann ein darstellendes Maf$ p auf [0, 0o) (d.h. p((—o0,0)) = 0), wenn

p(p®) > 0 und p(p*-t) > 0
firallep € R[t] (d.h. p € My(t)" fiir alle d).

Satz 7.1.3 (Hausdorffs Momentenproblem). Fiirein Funktional o: R[t] — R gibtes
genau dann ein darstellendes Maf$ p auf [0, 1], wenn

p(p*) = 0 und p(p* - t) > 0 und p(p*(1 —t)) > 0
firallep € R[t] (d.h. p € My(t,1 —t)" furalle d).

Eine ganz allgemeine Klassifikation der Funktionale mit Maf3darstellung liefert
der Satz von Haviland:

Satz 7.1.4 (Satz von Haviland). Sei W C R™ eine (beliebige!) abgeschlossene Menge,
und ¢ : R[z] — Rein lineares Funktional. Dann sind dquivalent:

(i) Esgibtein Maf3 puauf W mit o(p) = [, pdp firallep € Rlz].
(ii) Esgilto(p) > Ofiirallep € Rix] mitp > 0auf .

Bemerkung 7.1.5. (i) Die Richtung (i) = (i) im Satz von Haviland ist offen-
sichtlich: das Integral einer nichtnegativen Funktion ist nichtnegativ. Die andere
Richtungistalso die interessante. Man kann den Satz von Haviland zuriickfithren
auf den Satz von Riesz, der dieselbe Aussage im Fall des Rings der stetigen Funk-
tionen mit kompakten Triger auf einem lokalkompakten Hausdorffraum liefert.
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Da wir den Satz von Riesz hier nicht beweisen wollen, verzichten wir auch auf
diese Reduktion (man kann sie aber im Buch [4] von Marshall nachlesen).

(47) Die Bedingung ¢ (p) > O fiir alle nichtnegativen Polynome p ist im Allgemei-

nen nicht einfacher zu iiberpriifen als die urspriingliche Frage nach einer Maf3-

darstellung. Genau hier kommen nun die Ergebnisse der reellen algebraischen

Geometrie ins Spiel. Wir fragen uns, wann man die Menge der auf I nichtne-

gativen Polynome durch eine geeignete endlich erzeugte Priordnung oder einen

quadratischen Modul ersetzen kann. Dann wird die Bedingung namlich einfa-

cherund zum Beispiel der semidefiniten Optimierung zuginglich. Das kann funk-
tionieren, selbst wenn nicht jedes auf I nichtnegative Polynome zur so einer

Priordnung gehort.

(¢i7) Jedes global nichtnegative Polynom p € R[t] in einer Variablen ist eine Qua-

dratsumme (Satz 2.2.1). Der Satz von Hamburger folgt damit unmittelbar aus

Havilands Satz.

(1v) Jedes auf [0, co) nichtnegative Polynom liegt im quadratischen Modul M ()

(Ubungsaufgabe B1). Der Satz von Stieltjes folgt also ebenfalls unmittelbar aus

dem Satz von Haviland.

(v) Jedes auf [0,1] nichtnegative Polynom liegt im quadratischen Modul

M(t,1 — t) (vergleiche Ubungsaufgabe [31). Der Satz von Hausdorff folgt also

ebenso aus dem Satz von Haviland. A

Die bisherigen Betrachtungen rechtfertigen die folgenden Definitionen. Seien
dazuimmer py,...,p, € R[z] = R[zy,...,z,]. Den endlich erzeugten quadra-
tischen Modul

M =M(p,....p;) ={oo+ o1+ +0o,p | 0 € ER[z]*}

kennen wir schon. Man beachte nochmals, dass der Fall einer endliche erzeugten
Priordnung damit ebenfalls abgedeckt ist; die Priordnung ist der quadratische
Modul, der von den Produkten der p; erzeugt wird.

Wir betrachten nun den dualen Kegel im algebraischen Dualraum R[z|*

MY = M(py,...,p.)" ={p: Rlz] — Rlinear | p > 0auf M}
und schlief3lich das Doppel-Dual
MY =M(p,...,p))" ={peR[z] | ¢(p) >0Vp e M"},

das wir allerdings nicht in (R[z]|*)* sondern nur in R[z] betrachten. Die basisch
abgeschlossene Menge

W =Wgr(p1,...,0r) ={a €R" | p1(a) >0,...,p.(a) >0}
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kennen wir auch bereits. Mit der Menge der auf W nichtnegativen Polynome ha-
ben wir auch schon gearbeitet. Wir nennen sie ab jetzt die Saturierung von M:

Mt — M(p1, o ’pr)sat _ {p c R[.T] | P > OaufW(ph R 7pr)}.

Ab jetzt lassen wir die Bedingung —1 ¢ M fir quadratische Moduln weg. Dann
miissen wir nicht immer eine zusitzliche Fallunterscheidung machen. Im Fall
—1 € M,d.h. M = R|[z], ist ohnehin alles trivial.

Satz 7.1.6. M "V ist ein quadratischer Modul, und sogar eine Priordnung, wenn M eine
war. Es ist M** immer eine Praordnung. Es gilt die Inklusionskette

M g M\/\/ g Msat'

Beweis. M C MYV ist klar. Wir zeigen nun, dass M"" ein quadratischer Modul
ist. Fiirp,q € MYV und ¢ € MY isto(p+ q) = p(p) + ©(q) > 0. Also ist MV
abgeschlossen unter +. Sei nun f € R[z] beliebig. Wir miissen zeigen dass auch
©(f?*p) > 0 gilt. Dazu definieren wir ein neues Funktional

YRl = Ry g o).
Fiirm € Misty(m) = o(f?m) > 0,da f>m € M. Alsoisty) € MV, und somit
0 < ¥(p) = o(f*p).

Damitist also M"Y ein quadratischer Modul. Ganz analog zeigt man die Priord-
nungseigenschaft von M"YV, vorausgesetzt M hat sie. Die Menge M*®* aller auf
W nichtnegativen Polynom ist offensichtlich eine Priordnung, sieche Bemerkung
(4i7) (dort nannten wir sie Tyy). Es bleibt noch MYV C M®* zu zeigen. Fiir
jeden Punkt a € W ist der Auswerungshomomorphismus

do: Rlz] = R; g+ g(a)

abereinlineares Funktional, das offensichtlich in MV liegt (Polynome aus M sind
nichtnegativ auf W!). Damit ist fiurp € MY

0 < da(p) = pla),

d.h.p e M. O
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Bemerkung 7.1.7. Man kann zeigen, dass M"" ein topologischer Abschluss von
M ist, und zwar in der feinsten lokalkonvexen Topologie auf dem Vektorraum
R[z]. In dieser Topologie ist eine Menge genau dann abgeschlossen, wenn ihr
Schnitt mit jedem endlich-dimensionalen Teilraum von R[z] abgeschlossen ist
(in der kanonischen Topologie, die man auf solchen endlich-dimensionalen Teil-
riumen hat). Deshalb nennen wir M auch den Abschluss von M. A

Definition 7.1.8. (i) Wir nennen M abgeschlossen, wenn M = M"YV gilt.

(i) Wir sagen dass M die starke Momenteneigenschaft (SMP, strong moment property)
hat, falls MYV = M= gilt.

(4i7) Wir nennen M saturiert, wenn M = M gilt. JAN

Der folgende Satz fasst nochmal zusammen, warum die starke Momenteneigen-
schaft wichtig ist:

Satz 7.1.9. Fiir einen endlich erzeugen quadratischen Modul M = M (ps, ..., p,) und
W = Wg(p1, . ..,Dp) sind dquivalent:

(@) M hat (SMP).

(i1) Die linearen Funktionale auf R[x] mit MafSdarstellung auf W sind genau die Ele-
mente von M.

Beweis. (i) = (ii):Jedes Funktional mit Maf3darstellung auf W istimmerin M".
Sei umgekehrt ¢ € M. Dann ist ¢ nichtnegativ auf M"Y = M** und also hat
¢ nach dem Satz von Haviland eine Maf3darstellung auf IV/.

(17) = (i):Seip € M**und p € M". Sei u ein darstellendes Maf} fir ¢ auf W.
Esistalso

p(p) = / pdp >0,
w
und also p € MVYY. Wir haben damit MYV = M gezeigt. O

Beispiel 7.1.10. In den Momentenproblemen von Hamburger, Stieltjes und Haus-
dorft sind die quadratischen Moduln M (1), M (t) und M (¢, 1 —t) saturiert (siehe
Bemerkung(z’z’i)—(v)). Insbesondere haben sie (SMP), und bereits daraus fol-
gen die Sitze von Hamburger, Stieltjes und Hausdorff. A

Wir erhalten aus den archimedischen Positivstellensitzen sofort das folgende star-
ke Ergebnis. Man beachte nochmal, dass die Archimedizitit eines quadratischen
Moduls M die Kompaktheit der Menge W5 impliziert, und im Falle einer Praord-
nung sogar iquivalent dazu ist. Es handelt sich also bei folgendem Satz um eine
Losung des Momentenproblems im kompakten Fall.



108 KAPITEL7. DAS MOMENTENPROBLEM

Satz 7.1.11. Seien p,...,p, € Rlx|so, dass M = M (p,...,p,) archimedisch ist.
Dann hat M die starke Momenteneigenschaft.

Beweis. Seip € M®*. Dannistp + ¢ > 0auf Wg, fiirallee > 0, und alsop + ¢ €
M, nach Satz[5.4.3] Fiir jedes ¢ € M" istalso

0 <p(p+e)=wlp)+ep(l),
und also ¢(p) > 0. Das zeigtp € MYV, O

Beispiel 7.1.12. Wenn wir wissen wollen, ob ¢: R[z] — Rvon einem Mafd aufder
Einheitskugel im R kommt, miissen wir

e(*) >0, o - 1—zi—-—22))>0

fiir alle p € R[z] itberpriifen. Der quadratische Modul M (1 — 23 — - -+ — 22) ist
ja archimedisch. A

Im Fall einer nichtkompakten Menge gibt es einen weiteren Satz von Schmiidgen,
der es erlaubt, bei der Frage nach (SMP) die Dimension zu veringern. Wir illu-
strieren die Methode nur an einem Beispiel:

Beispiel 7.1.13. Seip; = 1 — 2? € Rz, y]. Dannist W = Wg(p;) der vertikale
Streifen tiber dem Intervall [—1, 1]. Bisher wissen wir nicht, ob M = M (p,) die
Eigenschaft (SMP) hat oder nicht. Der Nichtnegativstellensatz liefert zwar einen
Zusammenhang zwischen M** und M ; dabei tauchen aber Nenner auf.

Es gibt nun ein nichtkonstantes Polynom ¢, das auf W beschrinkt bleibt. Man
kann zum Beispiel ¢ = x nehmen. Der Fasersatz von Schmiidgen besagt nun,
dass wir auf die Fasern eines beschrinkten Polynoms einschrinken konnen, um
(SMP) zu testen. Eine Faser ist dabei das Urbild einer Zahl unter ¢. Das Urbild von
r € [—1, 1] unter ¢ = z ist die vertikale Gerade {x = r}. Darauf einzuschrinken
bedeutet, fir = tiberall r einzusetzen. Das liefert also den quadratischen Modul
M(1 —r?) = ¥R[y]* C R[y]. Dieser quadratische Modul hat aber (SMP), wie
wir durch Hamburgers Momentenproblem wissen. Da das fiir alle 7, und damit
fiir alle Fasern des beschrinkten Polynoms x stimmt, hat auch M selbst die Mo-
menteneigenschaft. Ein Funktional ¢: Rz, y] — R besitzt also genau dann eine
MaRdarstellung im senkrechten Streifen, wenn (p?) > Ound ¢(p?-(1—2?%)) > 0
tir alle p € Rz, y] gilt. A

Nachdem wir nun einige positive Resultate zum Momentenproblem erhalten ha-
ben, beschiftigen wir uns im nichsten Abschnitt mit negativen Resultaten.
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7.2 Stabilitat

Definition 7.2.1. Fiar p;,...,p, € Rz] heifdt der quadratische Modul
M (p,...,p,) stabil, falls fiir jedes d € Neind' € N existiert mit

M(ph"'up?“)mR[m]dgMd’<p17"'Jpr)- A

Bemerkung 7.2.2. (i) Die Stabilitit besagt also gerade, dass jedes Polynom p €
M (p1, ..., p,)eine Darstellung besitzt, in der die Grade der Quadratsummen be-
schrankt werden kénnen, und zwar nur in Abhangigkeit vom Grad von p.

(¢7) Im Satz von Schmiidgen kann es solche Gradschranken nicht geben, wie wir
uns in Beispiel (v) schon iiberlegt haben. Quadratische Moduln sind also
nicht immer stabil.

(¢17) Stabilitit hingt strenggenommen per Definition nicht vom quadratischen
Modul ab, sondern von seinen Erzeugern py, . . ., p,. Man kann aber relativ leicht
zeigen, dass sie eben doch unabhingig von den Erzeugern ist (Ubungsaufgabe
52).

(iv) Der nichste Satz illustriert, dass Stabilitit hiufig gerade dann auftritt, wenn
die semialgebraische Menge Wg(p1, . . . , p.) sehr unkompakt ist. A

Satz 7.2.3. Wenn Wg(p1, . .., p,) einen voll-dimensionalen konvexen Kegel enthilt, ist
M(p1,...,p,) stabil.

Beweis. Sei B C R™ eine Kugel mit nichtleerem Inneren, und
CC(B) = {)\a | a € Ba>‘ Z 0} g WR(p17'-'7pT’) =W

Falls ein Polynom ¢ auf W nichtnegativ ist, gilt also 0 < ¢(Aa) furallea € B
und A > 0. Der homogene Summand héchsten Grades von ¢ muss dann auf B
nichtnegativ sein. Schreibt man nimlich ¢ = ¢o+ - - - + ¢4 als Summe homogener
Summanden, ist

0<gqg(Xa)=qo+ Aqa(a)+ -+ )\dqd(a),

und ein Polynom mit negativem Leitkoeffizient wire fiir groRe )\ irgendwann ne-
gativ.
Sind zwei Polynome auf einer Menge B mit nichtleeren Inneren nichtnegativ,
kann ihre Summe nicht Null sein. Es gibt ja einen Punkt, an dem beide positiv
sind.



110 KAPITEL7. DAS MOMENTENPROBLEM

Also kann beim Addieren von zwei auf W nichtnegativen Polynomen der Grad
nicht sinken, weil sich ihre Terme hochsten Grades nicht aufheben konnen. Wen-
det man das auf die Terme in einem Ausdruck

0o+ 0o1p1+ -+ oDy
an, erhilt man die Stabilitit sogar mit d’ = d. O

Bemerkung 7.2.4. In Satz[7.2.3]erhilt man nicht nur die starke Aussage d’ = d,
sondern sogar, dass in jeder Darstellung eines Elements aus M (py, . .., p,) diese
Gradschranken gelten. Fiir die Stabilitit wire das gar nicht unbedingt nétig, man
braucht nur eine solche Darstellung mit Gradschranken fiir jedes Element. A

Beispiel 7.2.5. (i) Der quadratische Modul M (1) = XR[z]? ist stabil. Das ist
per Definition allerdings trivial. Da Wg(1) = R™ einen volldimensionalen Kegel
enthilt, bekommen wir mit dem Argument aus dem letzen Satz allerdings sogar
mehr, nimlich genau die Aussage von Lemma/[2.2.14

(49) Der quadratische Modul M (¢) C R[t] ist stabil, denn Wg(¢) = [0,00) C R
enthilt einen volldimensionalen Kegel. Wenn

p =09+ 01t

mit Quadratsummen o; gilt, folgt deg(oy), deg(o1t) < deg(p).
(¢i7) Der quadratische Modul M (z,y) C R[z,y]| ist stabil, denn Wy (x,y) ist der
erste Orthant in R?, und der enthilt auch einen volldimensionalen Kegel. A

Die Stabilitit erlaubt es uns, in der Kette
M C MY C M
eine Gleichheit zu zeigen:

Satz7.2.6. Falls M = M(p1, ..., p,)stabilistund Wg(p1, . . ., p,) nichtleeres Inneres
inR™ hat, ist M abgeschlossen, d.h. es gilt

M= M"Y,

Beweis. Wir zeigen, dass M NU in U abgeschlossenist, fiirjeden endlich-dimensionalen
Teilraum U von R[z]. Das ist gerade die Abgeschlossenheit in der feinsten lokal-
konvexen Topologie, und das ist gleichbedeutend mit M = MVV.
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Dajeder endlich-dimensionale Teilraum U in einem R[z], enthalten ist, reicht es
zu zeigen, dass M NR[z|, abgeschlossen in R[z], ist. Aufgrund der Stabilitat gilt

MnN R[:E]d =My N R[x]d,

und also gentigt es, die Abgeschlossenheit jedes My zu zeigen.

Das gehtaber wie in Beispiell6.4.7. Dain einer Folge von Elementenaus M (p1, ..., p,)a
die Grade der Quadratsummen beschrankt bleiben, kann man einen Grenziiber-
gang machen. Man verwendet zum Beispiel nach Skalierung den Satz von Bolzano-

Weierstrafd koefhizientenweise. Man benétigt dass
Wg(p1, ..., p,) nichtleeres Inneres hat, um zu sehen dass die Skalierung eigent-
lich nicht nétig ist (Ubungsaufgabe53). O

Beispiel 7.2.7. (i) Die Quadratsummen YR[z]? sind stabil, und damit stets abge-
schlossen.
(41) Der quadratische Modul M (z,y) C R[z, y] ist abgeschlossen, d.h. es gilt

M(z,y) = M(z,y)" C M(z,y)*™". A

Urspriinglich interessieren wir uns in diesem Kapitel ja fiir die starke Momen-
teneigenschaft (SMP). Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zur Stabilitit
her:

Satz7.2.8. Sein > 2und Wg(p, . .., p,) habe nichtleeres Inneres in R". Dann schlie-
fSen sich Stabilitit und (SMP) fiir M (p1, . . . , p,) gegenseitig aus.

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. p; # O fir alle 7 an. Es muss nun einen Punkt
in W = Wg(py,...,p.) geben, an dem alle p; strikt positiv sind. Sonst wire
p1---pr = 0auf W, und damit p; - - - p, = 0in R[z], da W nichtleeres Inne-
res hat. Wir nehmen nun 0.B.d.A an, dass der Ursprung so ein Punkt ist, d.h. alle
p; haben einen strikt positiven konstanten Term.

Angenommen M = M(p1,...,p,) ist stabil und hat (SMP). Nach Satz[7.2.¢gilt
dann sogar M = M**, d.h. M ist saturiert.

Seinun p € R[] ein global nichtnegatives Polynom, das keine Quadratsumme
ist. Fiir n > 2 gibt es das immer, man kann zum Beispiel das Motzkinpolynom
nehmen. Fiir A > 0 setzen wir

pa = p(Az) = p(Azq, ..., Ax,) € Rlz].

Dannistjedes p global nichtnegativ, liegt also insbesondere in A/*** und damitin
M . Dader Grad von p) sich mit A nicht dndert, liegen aufgrund der Stabilitit alle
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p» aber in einem festen M. Wir ersetzen in allen diesen Darstellungen wieder x
durch 2 und erhalten so Darstellungen
p=05 +0"n(\ " w) 4+ oMp (A )

mit Quadratsummen O'ZO\) von beschrinktem Grad. Wie in Beispielund Satz
7.2.6|bilden wir den Grenzwert fiir \ — oo, nach Skalierung um alle auftretenden
Koefhizienten beschriankt zu halten, und mit dem Satz von Bolzano-Weierstraf}.
Die p;(A\~'z) konvergieren dabei gegen p;(0) > 0. Falls eine Skalierung also wirk-
lich notwendig war, entsteht links 0 und rechts eine nichttriviale Quadratsumme.
Das ist ein Widerspruch. Falls keine Skalierung nétig war, entsteht rechts eine

Quadratsumme, und links steht immer noch p. Auch das ist ein Widerspruch.
[

Beispiel 7.2.9. (i) Die Quadratsummen YR[z]? sind stabil, abgeschlossen, und
haben ab n > 2 nicht die Momenteneigenschaft. Es gibt abn > 2 also Funktio-
nale ¢: R[z] — R, die auf den Quadratsummen nichtnegativ sind, aber keine
Mafdarstellung haben.

(#9) Im Falln = 1 ist XR[¢]* stabil, und hat (SMP). Wir haben ja schon gesehen,
dass jedes global nichtnegative Polynom in einer Variablen eine Quadratsumme
ist. XR[t]? ist also sogar saturiert. Die Bedingung n > 2 kann also in Satz[7.2.§]
nicht weggelassen werden.

(#i7) M (z,y) C R|x,y] ist stabil, also abgeschlossen und hat nicht (SMP).

(iv) Wir sehen hier nochmal, dass archimedische quadratische Moduln ab Di-
mension 2 niemals stabil sind (vergleiche Bemerkung|7.2.2](i4)). Sie haben nach
Satz[7.1.11)ja die starke Momenteneigenschaft. A

Wir haben das folgende Phinomen beobachtet, zumindest ab Dimension 2: ist
die Menge W relativ klein (z.B. kompakt), so hat M tendenziell (SMP) und ist
nicht stabil. Ist W dagegen grof (z.B. wenn es einen voll-dimensionalen Kegel
enthilt), so ist M tendenziell stabil und hat nicht (SMP). Eine gute und exak-
te Definition von grof? ist beispielsweise, dass es auf W keine nichtkonstanten
Polynome gibt, die als Funktion beschrinkt bleiben. Falls W zum Beispiel einen
voll-dimensionalen Kegel enthilt, ist das erfiillt. Falls W kompakt ist, ist es offen-
sichtlich nicht erfillt. Allerdings kann man die Aussage tiber Stabilitit fiir solche
groflen Mengen bisher nicht in voller Allgemeinheit beweisen.

Beispiel 7.2.10. (i) Enthalte W C R? zum Beispiel voll-dimensionale Streifen in
Richtung beider Koordinatenachsen:
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Auch dann gibt es auf W keine nichttrivialen beschrankten Polynome. Aufgrund
des senkrechten Streifens kann ein beschranktes Polynom namlich die eine Varia-
ble nicht enthalten, und aufgrund des waagerechten Streifens nicht die andere.
Nun kann man sich iiberlegen, dass beim Addieren zweier auf W nichtnegativer
Polynome der Grad zwar sinken kann (anders als in Satz, allerdings nur um
maximal die Hilfte (Ubungsaufgabe [54). Wendet man das auf die Summanden
von Elementen aus M (py, ..., p,) an, erhilt man

M N R[I]d Q Mgd,

und damit ist M stabil.
(1) Man betrachte den quadratischen Modul M ((1—2?)y?) C R|z, y]. Die Menge
Wr((1 — 2?)y?) ist ein vertikaler Streifen, zusammen mit der z-Achse:

177770777

Wieder gibt es keine nichttrivialen beschrankten Polynome. Der senkrechte Strei-
fen impliziert namlich, dass y in einem beschrankten Polynom nicht auftritt. Ein
Polynom in z bleibt aber auf der x-Achse nicht beschrinkt, es sei denn es ist kon-
stant.

Wire nun M ((1 — 2?)y?) stabil, so auch M (1 — 2?) (Ubungsaufgabe [55). Die-
ser quadratische Modul hat aber (SMP), wie wir in Beispiel[7.1.13|gesehen haben,
und kann damit nicht stabil sein. Hier haben wir also ein Beispiel, das etwas aus
der Reihe fillt. Allerdings ist die Menge nicht iiberall voll-dimensional, was oft zu
seltsamem Verhalten fithrt. A
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7.3 Saturiertheit

In diesem Abschnitt wollen wir uns noch genauer mit der Saturiertheit eines qua-
dratischen Moduls befassen. Ein Modul M = M (py, ..., p,) C Rx]istsaturiert,
wenn M = M™=* gilt, also jedes auf W = Wx(p1, . .., p.) nichtnegative Polynom
zu M gehort. Saturiertheit bedeutet also, dass M abgeschlossen ist und gleich-
zeitig (SMP) hat, also die betrachtete Inklusionskette eine Identititskette ist:

M — M\/\/ — Msat.

Diese Frage haben wir auf3er fiir Beispiele in Dimension 1 bisher noch tiberhaupt
nicht behandelt. Die archimedischen Positivstellensitze liefernjaimmer nur Aus-
sage tiber strikt positive Polynome.

Wir beschiftigen uns zunichst nochmal mit Dimension 1. Hier klappt alles sehr
schén, siehe Satz[7.3.2] Dann zeigen wir, dass ab Dimension 3 keine saturierten
quadratischen Moduln mehr exisitieren (Satz[7.3.4). Mit Dimension 2 beschifti-
gen wir uns dann erst im nichsten Kapitel. Man beachte dass wir die Abgeschlos-
senheit M = M"V bisher nur iiber die Stabilitit zeigen kénnen, mit Satz[7.2.6
Ab Dimension 2 schlieft sich das mit (SMP) aus, und wir konnen nicht erwarten,
so die Saturiertheit zeigen zu kénnen.

Sei zunichst n = 1, d.h. wir betrachten Polynome in einer Variablen ¢ und semi-
algebraische Teilmengen von R. Die basisch-abgeschlossenen Teilmengen sind
dabei nach Satz gerade endliche Vereinigungen von abgeschlossenen Inter-
vallen (—o0, al, [a, b], [b, 00). Jede solche basisch-abgeschlossene Menge W hat
sogenannte natiirliche Erzeuger. Das sind die Polynome, die einem offensichtlich
als erstes einfallen, um die Menge zu definieren. Definert sind sie folgenderma-
Ren. Falls W ein kleinstes Element a besitzt, sei t — a einer der natiirlichen Er-
zeuger. Falls W ein grofites Element b besitzt, gehore b — ¢ zu den natiirlichen
Erzeugern. Fallsa, b € W,a < bund WN(a, b) = (), so sei weiter (t—a)(t—b) ein
natiirlicher Erzeuger. Auf diese Weise erhalten wir Polynome py, ..., p, € R[],
mit W = Wg(p1,...,p,).

Beispiel 7.3.1. Die Menge W = [—1,0]U][1, o) hat die natiirlichen Erzeuger ¢+ 1

und £(t — 1) :
X_/
/ ~—
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Satz 7.3.2. Seienp,,...,p, € Rt| dienatirlichen Erzeuger fir W C R. Dann ist die
Priordnung T = T (p1, . . ., p, ) saturiert und stabil.

Beweis. Seip > 0auf WW. Wir faktorisieren p in irreduzible Faktoren wie in Satz
[1.2.11] Wir zeigen, dassjeweils die einzelnen Faktoren oder Produkte aus zwei von
ihnen zu T gehoren. Da T als Priordnung multiplikativ abgeschlossen ist, zeigt
das die Saturiertheit.

Faktoren vom Grad 2 sind global strikt positive Quadratsummen und gehoren
also zu T'. Ohne diese Faktoren ist das Polynom immer noch nichtnegativ auf 1.
Fallsin der Faktorisierung ein Linearfaktor t —c miteinem ¢ € int(WW) auftaucht,
muss er in gerade Vielfachheit auftreten. Sonst wire p auf W irgendwo negativ.
Auch diese Faktoren konnen wir also vernachlissigen.

Falls IV ein kleinstes Element a besitzt, und in p ein Faktor ¢t — o/ fiireind’ < a
auftritt, liegt dieserin7,dat — o’ = (t — a) + (a — a’) und t — a als natiirlicher
Erzeuger in 7T liegt. Auch solche Faktoren kdnnen wir also vernachldssigen. Den
Fall von einem grofiten Element erledigt man genauso.

Es kann nun noch passieren, dass p eine Nullstelle ¢ in einem Intervall [a, b] hat,
mita,b € W,a < bund W N (a,b) = (). Dann muss es aber im selben Intervall
noch eine Nullstelle d geben, sonst wire p nicht nichtnegativ auf 1. Also enthilt
p einen Faktor (¢t — ¢)(t — d) mita < ¢ < d < b. Wir zeigen

(t— o)t —d) € T((t — a)(t — b))

und sind dann fertig, da (t — a)(t — b) € T. Man iiberlegt sich nun, dass man ein
A € (0, 1] finden kann, so dass

(t—c)(t—d)— At —a)(t—Db)

global nichtnegativ ist (Ubungsaufgabe [57). Damit ist es eine Quadratsumme,
und das zeigt die Behauptung.

Die Stabilitit haben wir gleich mitbewiesen. In jedem Schritt hatten die jeweili-
gen Faktoren Darstellungen mit den bestmoglichen Gradschranken an die Qua-
dratsummen. Somit gilt das auch fiir das Produkt und daraus folgt

TNR[H]q C Ty 0

Bemerkung 7.3.3. Ohne die natiirlichen Erzeuger ist die Saturiertheit im Allge-
meinen nicht gegeben. Es ist zum Beispiel t ¢ T'(¢?). A

Wir kommen nun wie angekiindigt zur Dimension > 3. Der folgende Satz zeigt,
dass M(py, ..., p.) dort niemals saturiert ist, bzw. dass M *** niemals endlich er-
zeugt als quadratischer Modul sein kann.
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Satz7.3.4. Sein > 3undpy,...,p, € Rlz|so, dassWg(p1, ..., p.) in R" nichtleeres
Inneres hat. Dannist M (p1, . . ., p, ) nicht saturiert.

Beweis. Es musswieder einen Punktin Wg(p1, ..., p,.) geben, andemalle p; strikt
positiv sind; 0.B.d.A. sei das der Ursprung, d.h. alle p; haben einen strikt positi-
ven konstanten Term.

Sei nun h € Riz] in homogenes und global nichtnegatives Polynom, das keine
Quadratsumme ist. Fiir n > 3 gibt es das immer, man kann zum Beispiel das
homogenisierte Motzkinpolynom nehmen. Offensichtlich gilt h € M®**. Ange-
nommen h € M(py,...,p,),d.h. es gibt eine Darstellung

h:00+01p1+---+0rpr (7.1)

mit Quadratsummen o;. In jedem der Terme o;p; ist der homogene Summand
von niedrigstem Grad eine Quadratsumme. Dabei verwenden wir, dass alle p;
strikt positiven konstanten Term haben. Der homogene Summand von niedrig-
stem Grad auf der rechten Seite in ist also eine nichttriviale Quadratsumme.
Da h homogen ist, muss er mit h iibereinstimmen, und das kann nicht sein. [J

Bemerkung?7.3.5. Im Beweis von Satz[7.3.4/sieht es so aus, als wire immer dassel-
be Polynom h nichtin M(py, ..., p.). Dabei konnte man es ja einfach zu den Er-
zeugern dazunehmen. Wir haben h aber homogen in Bezug auf den Ursprung ge-
wihlt, und angenommen, dass alle p; dort positiv sind. Man sieht aber: es gibt ein
festes Polynom h (zum Beispiel das homogenisiert Motzkinpolynom), von dem
immer eine geeignete Verschiebung nicht in M liegt. A

Nur in Dimension 2 kdnnen also noch interessante Fille von Saturiertheit auftre-
ten. Allzu einfach kann es dort aber nicht sein sie zu zeigen, da wir nicht gleich-
zeitig (SMP) und Stabilitit erwarten konnen. Das Lokal-Global-Prinzip von Schei-
derer erlaubt es uns, trotzdem positive Ergebnisse zu bekommen. Wir wollen uns
im nichsten Kapitel ausfithrlicher damit beschiftigen.



Kapitel 8

Ein Lokal-Global-Prinzip von
Scheiderer

In diesem Kapitel wollen wir einen Satz beweisen, der uns fir gewisse semial-
gebraische Mengen in der Ebene erlaubt, die Saturiertheit einer dazugehorigen
Priordnung zu zeigen. Dabei zeigt man die Saturiertheit zunichst lokal, und er-
hilt sie dann fiir die urspriingliche Praordnung.

8.1 ZweiLemmas

Wie immer sei A ein kommutativer Ring mit Q C A.
Lemma 8.1.1. Sei X ein kompakter Hausdorffraum und
d: A— C(X,R)

ein Ringhomomorphismus, fiir den ®(A) die Punkte von X trennt (d.h. fir v # y aus X
gibteseina € Amit ®(a)(z) # ®(a)(y)). Seiena,b € AmitP(a), P(b) > 0auf X.
Falls es eine Gleichung

l=ra-+sb

in A gibt, gibt es auch eine solche Gleichung mit ®(r), ®(s) > 0 auf X.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation lassen wir ¢ im Beweis einfach weg,
schreiben also @ > 0 auf X statt ®(a) > 0 etc... Nach dem Satz von Stone-
Weierstrass liegt Adichtin C' (X, R) beziiglich der Supremumsnorm (hierfiir ver-
wenden wir dass A die Punkte von X trennt). Sei nun zunichst eine Gleichung
1= fa+ gbmit f, g € Abeliebig gegeben.

117
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1. Behauptung: Es gibt N7, Ny > 1 mit N1b > — f und Nya > —g auf X.

SeiY := {x € X | f(x) < 0}. Dann ist Y eine abgeschlossene und damit
kompakte Teilmenge von X. Auf Y gilt gb = 1 — fa > 1, und also muss b auf
Y strikt positiv sein. Wihle einn € Nmitb > £ und —f < nauf Y. Dann gilt
n?b > —faufYund n*h > 0 > —fauf X \ Y. Daalson?b > —f iiberall gilt,
kann man N; = n? nehmen. Die Existenz von N, folgt aus Symmetriegriinden.
Wir definieren nun zwei Funktionen ¢, ¢): X — R durch die Vorschrift

RS max{—Nl, —%}, v 1= min {Ng, %} .

Dabei treffen wir die Konvention § = oo fiir aller € R.

2. Behauptung: Die Funktionen ¢ und ¢ sind stetig auf X .

Wir miissen die Behauptung nur fiir ¢ zeigen, fiir ¢ folgt sie aus Symmetrie-
griinden. Falls a(x) # 0 an einem Punkt gilt, ist ¢ in einer Umgebung von x
das Maximum zweier stetiger Funktionen, und also selbst stetig an x. Sei also
a(x) = 0. Wir zeigen, dass dann ¢ = —NV; in einer Umgebung von z gilt, und
damit ist ¢ dann auch stetig an z. Sei dazu k € Nmitk > bund k > f auf
X. Wahle dann y so nah bei z, dass a(y) < m gilt. Wir konnen zusitzlich
annehmen, dass a(y) # 0 ist, sonst wiaren wir ja schon fertig. Also ist a(y) > 0.

Wir erhalten

g(Wby) =1— f(y)aly) > 1 - m >0,
alsoist g(y), b(y) > 0. Esist nun
9(y) _gwbly) 1—flyaly)  1—kaly) 1
a) " kaly)  kaly) ~ kaly)  ka@y) "

Somit gilt in einer Umgebung von x schon p = —Nj.
3. Behauptung: Es gilt ¢ < ¢ auf X.
Auf ganz X gelten die folgenden Ungleichungen:

f
b )
Die erste Ungleichung ist klar, die zweite und die dritte folgen aus der ersten Be-
hauptung. Es bleibt noch zu zeigen, dass —¢ < % gilt an jedem Punkt z mit
a(x),b(z) # 0 gilt. Aufgrund der Positivitit von a und b folgt das aus

f(x)a(x) + g(z)b(x) =1 > 0.

—N; < NQ, —N; < —g < Ns.
a
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Wir verwenden nun den Satz von Stone-Weierstrass und wiahlen ein ¢ € A mit

p<c<Y

auf X. Damit definieren wir
r=f—cb s=g+ca.

Damit gilt ra + sb = (f — c¢b)a + (g + ca)b = fa + gb = 1 wie gewiinscht. Die
Aussage folgt also aus der

4. Behauptung: r, s > 0 auf X.

Istb(x) = 0,s0gilt1 = f(z)a(x),alsor(x) = f(x) > 0. Andernfalls ist

r(z) = f(z) — c(o)b(z) > f(x) = (x)b(z) = f(x) - %b(@ = 0.

Der Beweis fiir s geht analog. O

Lemma 8.1.2. Seienpy,...p, € Rlx|mit M = M(py,...,p.) archimedisch. Sei
p € Rlz]undp > 0aufW = Wr(p1, ..., p,). Dann gilt

pEMepe M+ (p?).

Beweis. Man beachte dass M + (p?) selbst wieder ein endlich erzeuger quadra-
tischer Modul ist. Mit dem tiblichen Trick aus Bemerkung (¢7) sieht man
nimlich M + (p?) = M(py,...,p,, —p*). Die dazugehérige semialgebraische
Menge ist also gerade W' N Vr(p).

”=>” ist trivial. Fiir ”<=” habe p eine Darstellung p = m — op? mitm € M, o €
YR[z]?. Also gilt p(1 + op) € M. Wegenp,1+op > 0aufWund1 = —0-p+
1- (1 + op) konnen wir Lemma an wenden. Dabei fassen wir Polynome als
stetige Funktionen auf X = W auf. Wir erhalten r, s € R[z] mitr, s > 0 auf W
und

1 =rp+s(l+op). (8.1)
Nach Satz[5.4.3|gilt r, s, 7s € M. Multiplizieren wir mit sp ergibt sich
sp=rsp + (1 + op) € M,
und bei Multiplikation mit p damit

p=rp®+sp(l+op) =rp* + sp+ sop® € M. O
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8.2 Komplettierungen von Ringen

Wir wiederholen einige Fakten aus der kommutativen Algebra. Die Beweise der
Aussagen sind dabei Ubungsaufgabe[s8| Sei wieder A ein kommutativer Ring mit
lund I C A ein echtes Ideal. Die Komplettierung von A beziiglich I ist wieder ein
Ring, der wie folgt definiert ist. Sei

]k:{Zil-wikHjel}

endl.

die k-te Potenz von I. Die I* bilden eine absteigende Kette von Idealen, und des-
halb gibt es kanonische surjektive Homomorphismen

c AJTFTY 5 AJTE s AJT o AL

Die Komplettierung A ist nun der sogenannte inverse Limes dieser Kette. Mithilfe
einer universellen Eigenschaft formuliert man das so. Es ist A ein Ring, zusam-
men mit Homomorphismen A — A/I* fiir alle k, so dass die Dreiecke

/ A \
--—>-A/[k+1—>A/Ik—>A/[k_1—>-
alle kommutieren, und der universell beziiglich dieser Eigenschaft ist. Das heif3t,
falls fiir einen Ring B ebenfalls solche Homomorphismen B — A/I* existieren,

gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus B — A, so dass wieder
alles kommutiert, was kommutieren kann:

N

Durch diese Eigenschaft ist der inverse Limes bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus eindeutig bestimmt. Da fiir A selbst die kanonischen Homomorphismen
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A — A/I* existieren, gibt es also auch einen eindeutigen Homomorphismus
A — Awie oben. Um zu sehen ob solch ein inverser Limes iiberhaupt existiert,
kann man ihn explizit konstruieren. Dazu betrachtet man zunichst das direkte
Produkt von Ringen

T4/

k>1

und darin den Unterring
A= {(ar+ 1" | agp1 = a, mod I*Vk >1}.

Die Abbildungen A A /I* sind dann einfach die Projektionen auf die k-ten
Eintrige der Tupel. Diese Konstruktion erfillt die universelle Eigenschaft des in-
versen Limes. Der Homomorphismus A — A ist gegeben durch

a—(a+1a+I*a+1°,..).

Falls NI* = (0) gilt, ist es eine Einbettung.
Wir verwenden nun diese Konstruktion fiir den Ring A = R[z] und das maximale
Ideal

I=m,=(x;—ay,...,z, —a,) ={p € R[z] | p(a) =0}

—

fira € R". Wir bezeichnen die Komplettierung dann auch mit R[z|, . Es gibt da-

—_

bei eine kanonische Identifikation von R[z], mit dem Potenzreihenring R[[z; —
A1y .oy Ty — Ay

8.3 Das Lokal-Global-Prinzip

Der folgende Satz kann als Verallgemeinerung des Satzes von Schmiidgen auf-
gefasst werden, denn er erlaubt Nullstellen von Polynomen. Wenn ein Polynom
an allen seinen Nullstellen ”lokal” zur Praordnung gehort, gehort es auch glo-
bal dazu. Lokal ist die Bedingung oft einfacher zu iiberpriifen, wie wir dann im
nachsten Abschnitt sehen werden.

Satz 8.3.1(Lokal-Global-Prinzip von Scheiderer). Seienp,...,p, € Rlz]mitW =
Wr(p1, - .., pr) beschrinkt. Seip € Rlz| mitp > 0auf W, und p habe nur endlich viele
Nullstellen in W. Dann sind dquivalent:

@) peT =T(p1,...,pr)
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(i1) Fiirjede Nullstelle a von pin W liegt pindervon py, . . ., p, erzeugten Priordnung
inR[z],.

Beweis. ”(i) = (ii)"istklar. Fiir”(ii) = (i)” betrachten wir zusatzlich die Praord-
nung 7" := T+ (p*) und das Ideal J = supp(7”) = TN —T". Diezu T" gehérige
semialgebraische Menge ist die endliche Menge W/ = W N Vi (p).

1. Behauptung: Jedes Primideal von R[x], welches J enthilt, ist von der Gestalt m,
fireina € W'.

Sei dazu p ein solches Primideal. Da W’ endlich ist, konnen wir das Ideal q :=
[ I.cw ma betrachten. Fiir jedes ¢ € q gilt dann ¢ = 0 auf W', und aus dem kon-
kreten Nichtnegativstellensatz[3.3.3|folgt ¢*™ € —T" fiir ein m > 0 (Ubungsauf-
gabel60). Somitist ¢*™ € 7" N —T" = J C p, und aus der Primidealeigenschaft
folgt ¢ € p. Wir habenalso q C p gezeigt, und aus der Primidealeigenschaft folgt
dannm, C pfireina € W’. Aus der Maximalitit von m, folgt Gleichheit.

Aus der Behauptung folgt, dass R[z]/.J ein 0-dimensionaler (und noetherscher)
Ring ist, und damit artinsch. Daraus wiederum folgt, dass der Schnitt iiber eine
Potenz seiner maximalen Ideale das Nullideal ergibt. Fiir R[z] folgt daraus

ﬂmfigj

acW’

fiir ein festes k. -
Wir setzen nun voraus, dass p fiir jedes a € W’ in der von den p; in R[z], erzeug-

g

ten Praordnung liegt. Wenn wir den kanonischen Homomorphismus R[z], —
R[z]/m,* anwenden, erhalten wir eine Darstellung

Y olptt-p mod mf
ec{0,1}"

p

mit Quadratsummen aé“), fur alle a € W’'. Da mit den maximalen Idealen m,
auch ihre Potenzen m* paarweise teilferfremd sind, gibt es nach dem Chinesi-
schen Restsatz Elemente w, in R[z] mitw, = 1 mod m* undw, = 0 mod m}
fir b # a. Wir setzen

: 2_(b .
t:= Z Zwbog IpStpr e T

beW'’ e

Modulo jedem m* gilt nun

b= olpit- i =p,
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also
p—te () micC
aeW’
also
peT+JCT =T+ (p*).

Nach Satz folgt aus der Beschridnktheit von W die Archimedizitit von 7T'.
Also konnen wir Lemmal(8.1.2|verwenden, und erhalten p € T.. O

8.4 Anwendungen in Dimension 2

Wir wollen das Lokal-Global-Prinzip nun in Dimension 2 anwenden. Dafiir zei-
gen wir zundchst, dass die Annahme nur endlich vieler Nullstellen von p keine wirk-
liche Einschrankung darstellt.

Sei dazu p € Rlz,y] und Vg(p) C R? die von p definierte Varietit (auch Kurve
genannt). Ein Punkt a € Vg(p) heifdt singulire Nullstelle von p, falls fiir beide
partielle Ableitungen gilt

(0:p) (@) = Ound (9,p) (a) = 0.

Ansonsten heiflt a regulire oder glatte Nullstelle. Der Gradientenvektor
((0zp) (a), (Oyp) (a)) definiert dann die Normalenrichtung von Vi (p) am Punkt a,
und ein dazu orthogonaler Vektor definiert die Tangentenrichtung.

Beispiel 8.4.1. (1) Seip = 1 — 2% — y%. Dann ist Vg(p) der Einheitskreis. Fiir
a € Vr(p)ista? + a2 = 1, und also entweder a; # 0 oder a; # 0. Wegen
Oyp = —2x und 0,p = —2y ist jede Nullstelle glatt. Die Normalenrichtung am
Punkt a = (1,0) ist (—2, 0) und die Tangentenrichtung (0, 1).

(19) Seip = y* — x*(x + 1). Dann ist Vi (p) eine Schleifenkurve:

Esistd,p = —32*—2zund d,p = 2y. Der Punkta = (0, 0) istalso eine singulire
Nullstelle. A
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Lemma 8.4.2. (i) Seien p, g € R[z,y|, pirreduzibelund p { q. Dann haben p und q nur
endlich viele gemeinsame Nullstellen.

(i1) Jedes irreduzible p € R|x, y| hat nur endlich viele singulire Nullstellen.

(14i) Ist a € R? eine reguldre Nullstellevon p € R[z, y], so nimmt p in jeder Umgebung
von a sowohl positive als auch negative Werte an.

Beweis. (i) Wir betrachten p € R(z)[y] als Polynom in y ttber dem Korper R(z).
Dann ist p entweder invertierbar (wenn es Grad 0 in y hat), oder es ist nach dem
Lemma von Gauf} auch irreduzibel in R(x)[y], und teilt ¢ auch dort nicht. In bei-
den Fillen ist (p,q) = 1in R(z)[y|, denn nichttriviale Primideale sind maximal
in Polynomringen iiber Kérpern. Es gibt also eine Gleichung

L=fp+gq
mit f, g € R(x)[y]. Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt sich
b=cp+dq

mit0 # b € R[z],c,d € Rz, y|. Fiir jede gemeinsame Nullstelle a = (a4, a2)
von p und ¢ ist also a; eine Nullstelle von b, und dafiir gibt es nur endlich viele
Moglichkeiten. Aus Symmetriegriinden gilt dasselbe fiir as.

(¢i) Esist 0.B.d.A. 0,p # 0, also p t J,p aus Gradgriinden. Eine singulire Null-
stelle ist eine gemeinsame Nullstelle von p, 0, p. Die Aussage folgt also aus (4).
(¢i7) Ist0.B.d.A. a = (0, 0) eine regulire Nullstelle von p, so hat p keinen konstan-
ten Term, und der lineare Term von pist p; = (0,p)(a) -  + (9yp)(a) - y. In einer
kleinen Umgebung der Null bestimmt aber der lineare Teil von p das Verhalten,
und es ist

p(A - (0zp(a),0yp(a)) = \- (?zp(a)2 + 8yp(a)21) + Terme hoherer Ordnung.

>0

In Normalenrichtung ist p also nahe a positiv, in Gegenrichtung negativ. O

Ab jetzt stellen wir an unsere semialgebraischen Mengen eine gewisse (nicht sehr
starke) Regularitiatsbedingung. Wir betrachten nur noch irreduzible Polynome
Py, pr € Rlx, y] fur die W = Wg(py, ..., p,) die Bedingung

W = int(W)

erfiillt. W muss der Abschluss seines Inneren sein, darf also keine eindimensio-
nalen Stiicke enthalten. Im nichsten Lemma verwenden wir, dass Rz, y] ein fak-
torieller Ring ist, also eindeutige Primfaktorzerlegungen erlaubt.
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Lemma 8.4.3. Schreibe 0 # p € R|x, y] also Produkt
p=q-p-h%
wobei p ein Produkt der p; und q quadratfrei ist, mit p; 1 q fiir alle i. Dann gilt
p > 0aufW < q > 0auf .

Beweis. 7<= ist klar. Fiir "= sei angenommen ¢ nicht nichtnegativ auf W. Dann
gibt es eine offene Kreisscheibe U C W mit ¢ < 0 auf U. Hier verwenden wir
W = int(W). Es gibt nun einen Punkt a € U mit (ph?)(a) # 0. An diesem Punkt
ist p dann negativ, ein Widerspruch. O

Offensichtlich folgtaus ¢ € T'(py, ..., p,) schonp € T'(py, ..., p.). Imfolgenden
konnen wir uns also auf quadratfreie Polynome beschrinken, die von keinem der
p; geteilt werden.

Lemma 8.4.4. Sei0 # p € R[x, y| quadratfrei, und p; 1 p furallei. Fallsp > 0 auf W
ist, hat p in W nur endlich viele Nullstellen.

Beweis. Angenommen p hat unendlich viele Nullstellen in . Dann gibt es einen
irreduziblen Faktor g von p, der auch unendlich viele Nullstellen in W hat (und ¢
taucht aufgrund der Quadratfreiheit nur einfach in p auf). Insbesondere muss ¢
eine regulire Nullstelle « € W haben, die gleichzeitig keine Nullstelle eines der
p; und eines anderen irreduziblen Faktors von p ist. Das folgt aus Lemma|8.4.2](?)
und (i7). Inbesondere gilt p;(a) > 0 fir alle 7, und a liegt also im Inneren von V.
Da ¢ nach Lemma8.4.2](ii7) in jeder Umgebung von a das Vorzeichen wechselt,
die anderen irreduziblen Faktoren von p das aber nicht tun, wechselt auch p sein
Vorzeichen in W. Das ist ein Widerspruch. O

Wir beschiftigen uns als nichstes mit Potenzreihen in zwei Variablen.

Satz 8.4.5. Seien p,p1,ps € Rz, y| so dass p; und py am Ursprung mit linear unab-
hingigen Tangentenrichtungen verschwinden. Sei weiter U C R? eine offene Umgebung
des Ursprungs.

(i) Istp > 0 aufU, soist p eine Quadratsumme in R[[z, y]].

(ii) Istp > 0aufUN{p; > 0}, soliegt pindervon p, erzeugten Priordnungin R[[x, y]|.
(ii) Istp > OaufU N {p1 > 0,ps > 0}, so liegt p in der von p; und p, erzeugten
Priordnung von R[[z, y]].
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Beweis. In allen drei Fillen impliziert die geometrische Nichtnegativitit, dass p

in jeder Anordnung von R[[z, y]] liegt, die die entsprechenden Gleichungen ent-
hilt; also in Fall (4) in jeder Anordnung, in Fall (é7) in jeder Anordnung die p, ent-
hilt, und in Fall (4i7) in jeder Anordnung, die p; und p, enthilt. Das folgt aus dem
Transferprinzip (Ubungsaufgabe|61).

Istbeispielsweise (0,p1) (0,0) # 0,s0istR|[[z, y]] = R[[p1, y]]. EbensoistR[[z, y]| =
R{[p1, po]] (Ubungsaufgabe. Wir kénnen also p; = x und p» = y annehmen.
Man kann nun zeigen, dass der Durchschnitt aller Anordnungen von R|[[z, y]
die Quadratsummen ergibt. Genauer reicht es fir ein Element in R[[x, y]| be-
reitsaus, injeder Anordnung des Quotientenkérpers Quot(R[[z, y]]) = R((x,y))

zu liegen, um in R[[z, y|] eine Quadratsumme zu sein. Wir fithren diesen relativ
komplizierten Beweis hier nicht, man kann ihn aber in [4] nachlesen.

Aussage (i) ist damit bewiesen. Die anderen beiden Aussagen kann man darauf
reduzieren. Dazu betrachten wir den Korper K := R((z,y))[v/z]. Jede Anord-
nung auf K induziert eine Anordnung auf R((z, y)), die x enthélt. Somitist in (i7)
das Polynom p in jeder Anordnung von K enthalten. K kann aber mitR((1/z, v))
identifiziert werden, und alsoist p eine Quadratsumme in R[[\/x, y]] = R][x, y]|[\/].
Schreibt manp = >, ¢? mit ¢; = ¢;1 + ¢i2+/T mit ¢;1, g2 € R][z,y]], sieht man,

dass
p= Z ) + ghr
i

gelten muss, und also liegt p in der von x erzeugten Priordnung. Der Fall (iii)
geht analog. O

Nun konnen wir den Hauptsatz dieses Kapitels formulieren:

Satz8.4.6. Seienpy, ..., p, € Rz, y|irreduzibelmitW = Wg(p1, ..., p,) beschrinkt.
Fiir jeden Randpunkt a von W gelte eine der beiden Aussagen:

(i) a ist regulire Nullstelle eines p;, und W ist in einer Umgebung von a schon allein
durch die Gleichung p; > 0 definiert.

(ii) aist regulire Nullstelle von p; und p;, die an a linear unabhingige Tangentenrich-
tungen haben, und W ist in einer Umgebung von a schon allein durch die Gleichun-
genp; > 0,p; > 0definiert.

Dann ist die Priordnung T = T'(py, . . ., p.) saturiert.

Beweis. Die Bedingungen implizieren W = int(W). Wenn wir zeigen wollen,
dass T"jedes auf W nichtnegative Polynom p enthilt, konnen wir also nach Lem-
mal8.4.3lund Lemma(8.4.4/annehmen, dass p nur endlich viele Nullstellen in W/
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hat. Wirkonnen also Satz anwenden, und miissen nur zeigen, dass p fiir jede
Nullstelle @ in der von den p; in R[z, y],, erzeugten Praordnung liegt. Wir nehmen

dabeio.B.d.Aa = (0,0) an. Dannist R/[:L",\y]a = R][x, y]]. Die Aussage folgt damit
unmittelbar aus Satz[8.4.5 O

Beispiel 8.4.7. (i) Seip; = 1 — 2% —y? Dannist Wg(p;) die Einheitskreisscheibe,
und jeder Randpunkt erfiillt Bedingung (i) aus Satz[8.4.6| Also ist die Priordnung
T'(py) saturiert, d.h. jedes auf der Kreisscheibe nichtnegative Polynom p ist von
der Gestalt
p=oo+o1(l—2—y?

(vergleiche Beispiell4.2.4(1)). Die gleiche Aussage stimmt offensichtlich, wenn W
beschrankt und durch irgendeine irreduzible Gleichung p; > 0 definiert ist, und
jeder Randpunkt von W eine regulire Nullstelle von p, ist.

(13) Sei das Quadrat [0, 1]*> C R? definiert durch die Polynome z, 1 — z,y,1 — ¥.
An jeder Ecke gilt dann (2) aus Satz[8.4.6|, an den Seiten gilt (1). Also ist T'(z, 1 —
x,y,1 — y) saturiert. Das gleiche stimmt offensichtlich fiir beliebige Polytope in
der Ebene.

(¢17) Die Bedingungen (i) und (i¢) konnen im Allgemeinen nicht abgeschwicht
werden. Man betrachte etwap; = 2% — y?und p, = 1 — =.

Esgilt © > 0 auf Wg(py,p2), aber x ¢ T(p1,p2). Der Ursprung ist hier kein
glatter Punkt von p; . A

Satz setzt die Beschranktheit der Menge IV voraus. Es gibt in der Ebene im
Prinzip nur ein einziges bekanntes Beispiel mit nicht-beschrankter Menge und
saturierter Priordnung.

Beispiel 8.4.8. Seip; = 1 — 2 € R[z,y| wie in Beispiel [7.1.13] Die Menge W
ist ein senkrechter Streifen. Bisher wissen wir nur, dass 7'(p; ) die Momentenei-
genschaft (SMP) hat. Marshall hat aber gezeigt, dass 7T'(p;) sogar saturiert ist.
Der Bewetis ist sehr technisch und vollig an dieses eine Beispiel angepasst. Es ist
unklar, ob es noch signifikant mehr nicht-kompakte saturierte Beispiele in der
Ebene gibt. A
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Kapitel 9

Nicht-kommutative reelle
algebraische Geometrie

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit einem Teilgebiet der reellen alge-
braischen Geometrie, das noch ziemlich neu und erst relativ wenig entwickelt
ist: der nicht-kommutativen reellen algebraischen Geometrie. Dabei betrachtet
man nicht-kommutative Ringe und Algebren und versucht dort Positivstellen-
satze zu beweisen. Man lisst sich dabei von den wichtigsten Beispielen solcher
Algebren leiten: Matrixalgebren oder allgemeiner Algebren von Operatoren auf
Hilbertraumen.

Dabei treten neue Schwierigkeiten auf. Zum Beispiel muss man sich tiberlegen,
was man unter Positivitit ilberhaupt verstehen will. Nicht-kommutative Alge-
bren bestehen eben nicht aus Polynomen oder reellwertigen Funktionen. Ein wei-
teres Problem ist, dass Produkte von positiven Elementen nicht unbedingt wie-
der positiv sind, man also iiber Priordnungen gar nicht sprechen kann. Einige
solcher Fragen und Ergebnisse wollen wir hier besprechen.

9.1 Beispiele: Matrizen und Operatoren auf Hilbertraum-
en

Zunichst betrachten wir zwei Klassen von Beispielen, von denen wir uns im wei-
teren leiten lassen.

129
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Matrixalgebren

Seid € Nund M,(C) die Menge der d x d-Matrizen tiber C. Die Menge M,(C)
triagt die Struktur einer C-Algebra mit multiplikativ neutralem Element I, die
fiir d > 2 nicht mehr kommutativist. Im Kontext von Positivitit haben wir bisher
meistens R als Konstantenkorper gewdhlt. Da wir im nicht-kommutativen im-
mer eine Involution verwenden, konnen wir hier aber zu C tibergehen, was man-
che Schritte einfacher macht. Die Involution ist hier das Konjugieren und Trans-
ponieren einer Matrix, d.h. fiir M = (m;;); j=1.... 4 setzen wir
.
M = (mji)i,jzl,...,d :

Die Involution ist ein konjugiert-linearer selbstinverser Antiautomorphismus, d.h.
sie erfullt

(AM +~yN)* = AM* +~5N*, (M*)* =M und (MN)* = N*M*

fir alle Matrizen M, N € My(C) und A,y € C. Einen Fixpunkt der Involution,
also eine Matrix mit M* = M, nennt man hermitesche Matrix, und die Menge
dieser Elemente bildet einen R-Untervektorraum von M, (C), nicht jedoch einen
C-Unterraum:

Herg(C) = My(C)y, = {M € My(C) | M* = M}

Esist Hery(C) fitir d > 2 auch keine Unteralgebra, also nicht abgeschlossen unter
Multiplikation.

Wir kennen bereits einen Begriff von Positivitit (siehe Definition[2.2.4und Lemma
2.2.3), der auch fiir komplexe Matrizen sinnvoll ist. Eine Matrix M € Hery(C)
heift positiv semidefinit, falls

v'Mv >0 fuarallev € C?

gilt. Dabei ist v* der konjugiert-transponierte Vektor zu v € C?. Man beachte,
dass wir Positivitat nur fiir hermitesche Matrizen definieren (sowie wir es frither
auch nur fir symmetrischen reelle Matrizen getan haben). Das ist auch sinnvoll,
da die Zahl v* Mo sonst im Allgemeinen gar nicht reell ist, und von Positivitit
dann gar nicht gesprochen werden kann. Positivitit spielt sich also im Raum der her-
miteschen Elemente der Algebra ab. Es kann hier nun passieren, dass ein Produkt von
positiven Elementen gar nicht wieder hermitesch und nicht wieder positiv ist:

(os) (a)=(as)
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Abgesehen davon, dass das Produkt nicht hermitesch ist, ist beispielsweise

()=

Der Begriff einer Praordnung ist deshalb im nicht-kommutativen nicht ohne wei-
teres definierbar.

Die Aussage von Lemmal[2.2.3] angepasst an das hermitesche Setup, stimmt aber
genauso. Die wichtigste Aussage ist, dass M genau dann positiv semidefinit ist,
wenn es eine Darstellung

e

M =5*S

fiir eine (sogar hermitesche und positiv semidefinite) Matrix S € M,(C) gibt.
Man diagonalisiert dafiir einfach U* MU = D mit einer unitiren Matrix U und
setzt S = U+/DU*. Dieses S wird auch mit v/M bezeichnet. Man erhilt S auch
als Limes p,, (M) fiir n — oo von polynomialen Ausdriicken in M . Dabei miissen die
pn(t) € R[t] so gewdhlt sein, dass sie die Wurzelfunktion auf dem Spektrum von
M approximieren. Wahlt man die p,, so, dass sie die Wurzelfunktion auf immer
grofReren Intervallen immer besser approximieren, funktioniert diese Folge also
fir alle M simultan.

Insgesamt haben wir hier einen sehr schonen Positivstellensatz: M ist genaudann
positiv semidefinit, wenn M in M4(C) ein Quadrat ist, genauer ein hermitesches
Quadrat. Im nicht-kommutativen Setup werden Quadrate und Quadratsummen immer
mithilfe der Involution gebildet, wir betrachten also immer hermitesche Quadrate und Qua-
dratsummen. Normale Quadrate der Gestalt () - @) liefern im Allgemeinen nimlich
keine positiven Matrizen, wie man bereits im 1 x 1-Fall sieht:i -7 = —1.

Wir beenden dieses Beispiel mit zwei interessanten Sitzen itber Matrixalgebren:

Satz 9.1.1. M,(C) ist eine zentral-einfache Algebra, d.h. sie besitzt keine nichttrivialen
beidseitigen Ideale, und das Zentrum besteht nur aus C - 1.

Beweis. Sei0 # M € My(C). Wir zeigen dass fiir das von M erzeugte beidseitige
Ideal gilt
(M) = Mq(C).

Sei E;; die Matrix mit einer 1 an der (3, j)-Position, und Nullen @iberall sonst. Die
E;; spannen M,(C) als C-Vektorraum auf, also geniigt es

Ei; € (M)
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fir alle 7, j zu zeigen. Aufgrund der Gleichung
EyiEijEj = By

geniigt es aber, das fiir eine Matrix £;; zu zeigen. Falls der Eintrag von M an einer
Stelle (7, j) gerade m # 0 ist, so gilt

Eij = mil : EZZME]] S <M>

Falls nun M im Zentrum von M,(C) liegt, also mit allen Matrizen kommutiert,
sieht man an den Gleichungen

Ey;M = ME;,
bereits leicht, dass M diagonal mit identischen Diagonaleintrigen ist. O

Im nachsten Satz untersuchen wir Unteralgebren von Matrixalgebren. Sei dazu
A C M,(C) eine x-Unteralgebra, d.h. mit M gehore auch M* zu A. Falls A einen
echten invarianten Unterraum besitzt, d.h. ein

{oycvec

mit MV C V fiiralle M € A, soistauch V* ein solcher invarianter Unterraum.
Dafiir verwendet man, dass .4 abgeschlossen unter x ist. Nach einem unitiren
Basiswechsel haben alle Matrizen in A Blockgestalt, d.h. A ist eine Unteralgebra
von einer Algebra M, (C) & Mg, (C) mit 1 < dy,dy und dy + dy = d, und wir
sind in einer einfacheren Situation. Falls es keinen invarianten Unterraum gibt,

gilt A = M,(C):

Satz 9.1.2 (Satz von Burnside). Falls die Unteralgebra A C M 4(C) keinen nichttrivia-
len invarianten Unterraum besitzt, gilt A = My(C).

Beweis. A operiert transitiv auf C%: fiir jedes 0 # v € C%istja
{0} S {Mv | M € A}

ein invarianter Unterraum, stimmt also mit C? {iberein. Wir zeigen zunichst,
dass A eine Matrix von Rang 1 enthilt. Sei dazu 0 # P € A. Falls rang(P) > 2
ist, wihle vy, vo € C¢ mit Pvy, Pv, linear unabhingig. Wihle dann M € A mit
M Pv; = v,. Dann sind also PM Pv; und Pv; linear unabhingig und PM P —
AP # 0 gilt also fiir alle A\ € C. Es gibt aber ein \ fiir welches PM — A\, auf
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dem Raum PC nicht invertierbarist, denn C ist algebraisch abgeschlossen, und
jede lineare Abbildung besitzt also einen Eigenwert (hier sehen wir warum wir
lieber tiber C als iiber R arbeiten). Also hat

(PM — A\oI)P

einen echt kleineren Rang als P, ist aber nicht Null. Iterativ erhalten wir also eine
Matrix () vom Rang 1 in A.

Jede andere Matrix vom Rang 1 liegt dann ebenso in .A. Dafiir benétigt man noch-
mal die Transitivitit von A auf C? (Ubungsaufgabel63). Dajede Matrix eine Sum-
me von Matrizen von Rang 1 ist, folgt A = M,(C). O

Beispiel 9.1.3. Sei A C M,(C) eine kommutative x-Unteralgebra. Durch iterati-
ves Anwenden von Satz[9.1.2]und der davor beschriebenen Reduktionsmethode
erreichen wir

AC Mg (C)d--- Mg, (C)

mitd; + --- + d. = d, und die Projektion auf jeden d;-Block ist auf A bereits
surjektiv. Andererseits kommutieren die Elemente von .4 miteinander, und mit
Satz folgt daraus d; = 1 fur alle i. Die Algebra A besteht also nur aus Diagonal-
matrizen (nach unitirer Konjugation). A

Operatoren auf Hilbertraumen

Das zweite wichtige Beispiel sind Algebren von Operatoren auf Hilbertraumen,
also eine Verallgemeinerung von Matrixalgebren. Sei H ein Hilbertraum iiber C.
Eine lineare Abbildung

T:H—H

(auch Operator genannt) ist genau dann stetig wenn sie beschrinkt ist, d.h. wenn
[Tv]| < Cv]|

fir ein C' > O und alle v € H gilt. Das kleinste solche C' heif’t Operatornorm von
T, und wird mit ||T'||,, bezeichnet. Die Menge aller stetigen Operatoren auf H
wird mit

B(H)
bezeichnet. Die Menge B(#) tragt einerseits die Struktur eines Banachraums

(beziiglich der Operatornorm), ist andererseits aber auch eine Algebra mit In-
volution. Die Multiplikation ist die Hintereinanderausfithrung von Operatoren,
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die Involution besteht aus dem Bilden des adjungierten Operators, der eindeutig
definiert ist durch die Bedingung

(Tv,w) = (v, T*w)

fir alle v, w € H, und der fiir jedes T in B(#H) existiert. Ein Fixpunkt unter der
Involution heif3t selbstadjungierter Operator, und wieder ist die Menge

BH),:={T €B(H)|T =T}
aller selbstadjungierten Operatoren ein R-Unterraum von B(H).

Beispiel 9.1.4. Es sei

H=1%(2)= {(ai>z’€Z | a; € @72 Jail* < OO}
der Hilbertraum der quadratsummierbaren Folgen in C, mit dem Skalarprodukt
((ai)i, (bi)i) = Z aib;.

(1) Seim = (m;);ez € (*°(Z) eine beschrinkte Folge, d.h. |m;| < C furein C' > 0
und alle 7. Dann definiert die folgende Vorschrift einen stetigen Multiplikations-
operator M,,, auf H, mit || M, o, < C:

M, : (a;); — (mga;);.

Der adjungierte Operator M ist gerade die Multiplikation mit der komplex kon-
jugierten Folgem = (m;);, und somit ist M,, genau dann selbstadjungiert, wenn
alle m; reell sind.

(ii) Der Shiftoperator S ist definiert durch

St (aq)i — (ai—1);-

Er ist normerhaltend, d.h. ||Sv|| = ||v|| fiir alle v € H, insbesondere ||.S||o, = 1
und S € B(#H). Sein adjungierter Operator ist gerade der Shift in die andere
Richtung

S (ai)i = (aip1):

Also ist S unitdr, aber nicht selbstadjungiert. A
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Ein selbstadjungierter Operator 7' € B(H ), heifdt positiv semidefinit, wenn
(Tv,v) >0 YveH

gilt. Der Begrift ist also eine direkte Verallgemeinerung des Positivitatsbegriffs
fiir Matrizen. Auch hier bendtigen wir die Selbstadjungiertheit, damit der Wert
(T'v,v) iberhaupt reell ist:

(Tv,v) = (v, Tv) = (T"v,v) = (Tv,v).
Die Spektraltheorie und das Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren
in Hilbertraumen liefert nun ein genaues Analog zum Positivstellensatz fiir Ma-
trizen: Ein selbstadjungierter Operator 7' € B(H); ist genau dann positiv semi-
definit, wenn
T =8*S fireinS € B(H)

gilt.

Beispiel 9.1.5. Der Multiplikationsoperator M,, aus Beispiel[9.1.4(:) mit einer re-
ellen Folge m = (m;); ist selbstadjungiert, und genau dann positiv semidefinit,
wenn alle m; > 0 sind. In diesem Fall liefert der Multiplikationsoperator M/
mit \/m = (y/m;); eine Quadratzerlegung von M,,. A

Vereinzelt ist es auch notig, unbeschrinkte, d.h. nicht-stetige Operatoren zu be-
trachten. Dazu muss der zugrundeliegende Raum auch nicht unbedingt ein Hil-
bertraum sein. Sei also D ein C-Vektorraum mit Skalarprodukt (nicht unbedingt
vollstindig). Dann bezeichnen wir mit

L(D)

die Menge der linearen Abbildungen 7': D — D, diesmal ohne Stetigkeitsbedin-
gung. Sie bilden wieder eine Algebra. Ist T' € L(D) stetig auf D, so kann man 7'
eindeutig linear auf die Vervollstindigung # von D fortsetzen, d.h. man kann T’
als Element von B(H) auffassen (siehe Aufgabe (68| fiir eine allgemeinere Aussa-
ge).

Dadie Definition des adjungierten Operators in £(D) nicht ohne weiteres moglich
ist, halten wir nur folgendes fest: Ein Operator 7' € L(D) heiflt selbstadjungiert
falls

(Tv,w) = (v, Tw)
furallev, w € Dgilt, und ein selbstadjungierter Operator heif3t positiv semidefinit,
falls
(Tv,v) >0

fir allev € Dgilt.
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9.2 x-Algebren und Darstellungen

Wir betrachten nun allgemeine x-Algebren und deren Darstellungen. Nach wie
vor besitze jede Algebra ein multiplikativ neutrales Element 1, und Algebraho-
momorphismen bilden 1 auf 1 ab.

Definition 9.2.1. (i) Eine *-Algebra ist eine (nicht notwendigerweise kommutati-
ve) C-Algebra A, auf der eine Involution * existiert, d.h. es gelte

(Aa +b)* = Xa* +7b*,  (a*)* =a, (ab)* =b*a*

furallea,b € A, \,v € C.
(¢1) Fur eine x-Algebra 4 heif3t der R-Unterraum

Ay ={ac Ala" =a}
Unterraum der hermiteschen Elemente.

(447) Mit
ZAQ = {Za;‘ai | meN, a; € A}

=1

wird die Menge der hermiteschen Quadratsummen bezeichnet. Esist > A? ein kon-
vexer Kegel in A;,, mit
TS >
furallea € A.
(iv) Ein x-Algebrahomomorphismus ist ein Algebrahomomorphismus

m A= B

zwischen x-Algebren, der 7(a*) = m(a)* fur alle a € A erfiillt.
(v) Eine (beschrinkte) x-Darstellung von A ist ein x-Algebrahomomorphismus

7 A— B(H)

fiir einen Hilbertraum #. Eine Darstellung heif3t endlich-dimensional, falls # endlich-
dimensional ist. Nach Wahl einer Basis erhilt man dabei also

m: A — My(C).
(vi) Eine unbeschrinkte x-Darstellung ist ein Algebrahomomorphismus

n: A— L(D)
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fir einen Vektorraum D mit Skalarprodukt, der zusitzlich
(m(a)v, w) = (v, 7(a”)w)

fiir alle v, w € D und alle a € A erfiillt.
(vii) Ein Zustand auf A ist ein C-lineares Funktional p: A — C, das

©(1) =1 und ¢(a*a) >0
fur alle a € Aerfiillt. Oft wird noch zusitzlich p(a*) = ¢(a) gefordert, das folgt
aber bereits aus der Positivitit auf den Quadraten. (Ubungsaufgabe[64). Insbe-
sondere ist ¢: A;, — R ein R-lineares Funktional. JAN

Beispiel 9.2.2. (i) Sei A eine kommutative *x-Algebra und 7: A — M,4(C) ei-
ne endlich-dimensionale x-Darstellung. Laut Beispiel[9.1.3/kénnen wir nach uni-
tirer Konjugation annehmen, dass 7: A — M;(C) @ --- & M;(C) gilt, d.h. =
besteht aus einem d-Tupel von *-Algebrahomomorphismen ¢;: A — C.

(i1) Sei A = Cl[xy, ..., z,] mitder Involution, die die Koeffizienten komplex kon-
jugiert und die Variablen invariant lisst. Es gilt

Clxi, ..., zn)n = Rlzy, ..., z,] und Z(C[xl, I ZR[ml, )R

Die endlich-dimensionalen x-Darstellungen von C[z1, . .., x,] sind (nach Basis-
wechsel) direkte Summen von Einsetzungen von Punkten aus R". A

Bemerkung9.2.3. (i)Seia € Y A2 und sei eine (beschrinkte oder unbeschrink-
te) x-Darstellung von \A. Dann ist 7(a) positiv semidefinit. Falls nimlich a =

> ara;ist, gilt

(n(a)v,v) =Y (w(af)m(as)v,v) =Y (m(a)o, w(a;)v) = Z I7(ai)v]* > 0.

) 7

(i1) Jede (beschrinkte oder unbeschrinkte) «-Darstellung = von A liefert viele Zu-
stinde ¢ auf A. Fiirv € H (bzw. v € D) mit ||v|| = 1 setzt man

p(a) = (r(a)v,v)

und rechnet die Eigenschaften direkt nach. A
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Die wichtige Konstruktion von Gelfand, Neumark und Segal, auch GNS-Konstruktion
genannt, liefert eine Umkehrung zur letzten Bemerkung. Man startet mit einem
Zustand ¢: A — C und konstruiert dazu eine Darstellung

0 A— L(D)

und einen Vektor v € D, mit p(a) = (m,(a)v,v) fiir alle a € A. Wir beweisen
dafiir zunichst zwei Lemmas.

Lemma 9.2.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei p: A — C ein Zustand. Dann
giltfirallea,b € A:

o(b*a)]* < p(b"D)p(a"a).

Beweis. Die hermitesche Matrix

_ [ wla*a) ¢(a*d)
M = ( o(b'a) o(bD) > € Hery(C)

ist positiv semidefinit. Mit v = (vy,v;)! € C? gilt nimlich
v*Mv = ¢ ((via + vab)* (via + vab)) > 0.
Damit hat M eine nichtnegative Determinante, und die ist gerade
det(M) = p(a*a)p(b*d) — p(a*b)p(b*a) = p(a*a)p(b*b) — [p(b*a)[*.
Daraus folgt die Behauptung. O
Lemma9.2.5. Sei p: A — C ein Zustand. Dann ist
N, = {a € A| pla"a) = 0}
ein (echtes) Linksideal in A.

Beweis. Ubungsaufgabeles| O

Die GNS-Konstruktion funktioniert nun wie folgt. Dabei sind alle nicht bewie-
senen Aussagen Ubungsaufgabel66| Sei ¢ ein Zustand auf A. Zunichst versieht
man den C-Vektorraum A mit einer Sesquilinearform

{a,0)¢ = p(b7a),
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die offensichtlich positiv semidefinitist, i.e. (a, a),, > O erfiillt. Um (., -),, positiv
definit, d.h. zu einem Skalarprodukt zu machen, muss man noch N, ausdividie-
ren: auf dem C-Vektorraum

D := A/N,

ist (-, -),, einwohldefiniertes Skalarprodukt. Da IV, ein Linksideal ist, istauf D die
Multiplikation von links mit Elementen von A wohldefiniert., d.h. jedes a € A
definiert einen linearen Operator

mg: D — D; dw— ad.
Auf diese Weise erhilt man eine x-Darstellung

.. A— L(D)

a— myg

von A. Wahlt man als v € D gerade die Restklasse der 1, so gilt ||v||, = 1 und

(mp(a)v,v)p = p(17-a-1) = ¢(a)
fur alle a € A. Das ist genau die oben aufgestellte Behauptung.

Um Positivstellensitze fiir x-Algebren beweisen zu konnen, miissen wir noch Po-
sitivitat definieren. Das macht man gewdhnlich iiber Darstellungen:

Definition9.2.6. Sei A eine x-Algebra und F eine Klasse von *-Darstellungen von
A. Ein Element a € A;, heifdt F-nichtnegativ, falls 7(a) ein positiv semidefiniter
Operator fiir jedes T € F ist. A

Bemerkung 9.2.7. Eine hermitesche Quadratsumme aus A ist nach Bemerkung
(1) F-nichtnegativ fiir jede Klasse F von Darstellungen. A

Beispiel 9.2.8. Sei A = C[zy,...,x,] mit der bekannten Involution. Sei F die
Menge der endlich-dimensionalen «-Darstellungen von A. Nach Beispiel [9.2.2]
(¢i) ist ein Polynom p € R[zy,...,z,] genau dann F-nichtnegativ, wenn es als
Polynom global nichtnegativ auf R" ist. Dafiir geniigt es bereits, die eindimen-
sionalen x-Darstellungen zu betrachten. A

Wir definieren schliefdlich

(Z A2)W = {a € A, | p(a) > 0 fur alle Zustinde ¢ auf A}
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genauso wie frither fir Quadratsummen in R[z] (die Zusatzbedingung ¢(1) = 1
fiir Zustinde dndert die Definition nicht, siehe Ubungsaufgabe67). Wiederum ist
das gerade der Abschluss von Y A? in der feinsten lokalkonvexen Topologie auf
dem R-Vektorraum Aj,. Der folgende Satz ist ein allgemeiner Positivstellensatz
fiir x-Algebren.

Satz9.2.9. Sei Aeine x-Algebra und F die Klasse aller x-Darstellungen (beschrinkte und
unbeschrinkte) von A. Dann giltfiira € A,

aist F-nichtnegativ. < a € (Z A2)W

Beweis. ”<":Sei m: A — L(D) eine x-Darstellung und v € D mit ||v| = 1.
Dann ist

b— (m(b)v,v)

ein Zustand auf A. Nach Voraussetzung gilt also (7(a)v,v) > 0, und also ist a
F-nichtnegativ.
Fiir’="sei p: A — Cein Zustand. Mit der GNS-Konstruktion erhalten wir eine
x-Darstellung

i, A— L(D)

und einv € D mit p(a) = (m,(a)v,v),. Wegenm, € Fgiltalsop(a) >0. O

Bemerkung 9.2.10. Im Beweis von Satz sieht man, dass man F als die Men-
ge aller x-Darstellungen wihlen kann, in denen

dim(D) < dim(A)
gilt. Die Darstellung 7, liefert ja als D gerade einen Quotienten von A. JAN

Beispiel 9.2.11. Fiir C|z]| haben wir in Beispiel[7.2.7(?) schon

(Scup) = (XrE?) =Y REp

gesehen. Alsoistp € R[z] genaudann eine Quadratsumme, wenn p bei jeder (be-
schrinkten und unbeschrinkten) x-Darstellung von C|z] positiv semidefinit ist.
Die Positivitit in allen endlich-dimensionalen Darstellungen reicht dabei im All-
gemeinen nicht aus, denn sie ist nach Beispiel[9.2.8|nur dquivalent zur Positivitit
von p auf dem R™. A



9.2. x-ALGEBREN UND DARSTELLUNGEN 141

Definition 9.2.12. Wir nennen Y A? archimedisch, wenn fiir jedes a € A, ein

r > ( existiert mit
r—ac€ Z A2

Nach Teilung durch r ist das offensichtlich dquivalent zu

1—5a€ZA2,

d.h. dazu dass 1 ein algebraisch innerer Punkt von Y A% im R-Vektorraum A}, ist,
man alsovon 1 ein Stiick in jede Richtung laufen kann, ohne die Quadratsummen
zu verlassen. A

Der folgende Satz ist ein archimedischer Positivstellensatz fiir x-Algebren. Man
kann dabei die Voraussetzungen von Satz abschwichen und erhilt zusatz-
lich ein stirkeres Ergebnis:

Satz 9.2.13. Sei A eine x-Algebrainder Y A* archimedisch ist, und sei F die Klasse der
beschrinkten x-Darstellungen von A. Dann gilt fiira € Ay,

aist F-nichtnegativ. < a+c € Z A? Ve > 0.

Beweis. ”<=" folgt aus Satz bzw. wird genauso bewiesen. Fiir =" reicht es
zu zeigen, dass a € (3. .A%)"" gilt. Da 1 ein innerer Punkt von > A? ist folgt
daraus dannnimlicha +¢ € Y A*fiiralle e > 0, nach einer bekannten Version
des Satzes von Hahn-Banach.

Das wiederum geht wie im Beweis von Satz[9.2.9] Wir miissen uns nur itberlegen
dass Zustinde auf A in der GNS-Konstruktion hier beschrinkte Darstellungen lie-
fern. Seialso y ein Zustand auf .4 und 7, die dazu konstruierte GNS-Darstellung
auf D = A/N,. Fira € Agibteseinr > Omitr — a*a € > A?, aufgrund der
Archimedizitit. Jeder Vektor v € D ist nun die Restklasse eines b € A, und es
gilt

b*(r —a*a)b =rb*b — b*a*ab € Z A2

Damit erhilt man
7 (a)vl|? = (mu(a)v, mo(a)v), = (b a*ab) < p(rb*b) = r(b,b), = r|v|2,

wobei die Ungleichung daraus folgt, dass ¢ auf > .A? nichtnegativ ist. Also ist
7,(a) ein beschrinkter Operator auf D (mit Operatornorm < 4/r, die nicht mal
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von ¢ abhingt), und setzt sich eindeutig linear und stetig fort auf die Vervoll-
stindigung H. Es kann also

T, A— B(H)
als beschrinkte %-Darstellung aufgefasst werden (siehe Aufgabel68). O

Bemerkung 9.2.14. Auch in Satz[9.2.13)kann man sich auf die Klasse der stetigen
Darstellungen auf Hilbertriumen #H beschrinken, die einen dichten Unterraum
D C H mitdim(D) < dim(.A) enthalten. Im abzihlbar-dimensionalen Fall sind
das gerade die separablen Hilbertriume. A

In den folgenden Abschnitten betrachten wir spezielle Beispiele von Algebren, fir
die wir teilweise noch deutlich stirkere Positivstellensitze beweisen kénnen.

9.3 Nicht-kommutative Polynome

In diesem Abschnitt betrachten wir die Algebra A = C(z) = C(zy,..., z,) der
Polynome in nicht-kommutierenden Variablen. A wird auch freie Algebra genannt.
Ein Wort (oder Monom) w in den Variablen 24, ..., 2, ist ein endliches formales
Produkt

W = Zj;1 %y " " Zik

der Variablen. Die Zahl k£ nennt man dabei Wortlinge (oder Grad) von w. Da die Va-
riablen hier nicht kommutieren, sind beispielsweise 21z, und 252, unterschied-
liche Worter. Zwei Worter werden durch das formale Aneinanderhingen mitein-
ander multipliziert, z.B. ist

Z1R3 * ZoR1 — R1R3R2%21.

Beim Multiplizieren addieren sich die Wortldngen.
Als Vektorraum besitzt C(z) = C(z1, ..., 2,,) die Menge aller Worter als Basis:

C(z)z{ch-cﬂcwEC},

w

wobei die Summen immer endlich sind. Mit C(z), bezeichnen wir den endlich-
dimensionalen Unterraum der von allen Wortern mit Linge < d aufgespannt
wird.
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Die Multiplikation von Wortern setzt sich eindeutig zu einer distributiven und
assoziativen Multiplikation auf C(z) fort, und macht es so zu einer Algebra, die
fir n > 2 nicht kommutativ ist. Schliefdlich betrachten wir noch eine Involution,
die auf C(z) eindeutig festgelegt ist durch die Bedingungen

Zf =z und \* =\

fir A € C. Man beachte, dass Involutionen immer die Produktreihenfolge ver-
tauschen, also hier nicht einfach nur auf die Koeffizienten eines Polynoms ange-
wandt werden. Es ist zum Beispiel

(izlzg)* = —iZng.

Daraus folgt auch, dass C(z), im Gegensatz zum kommutativen Fall hier nicht
mit R(z) iibereinstimmt. Beispielsweise z; 2, nicht hermitesch, iz 20 — 2521 hin-
gegen schon. Man beachte allerdings dass

> C)?NR(z) =) R(z)?

trotzdem gilt.

Proposition 9.3.1. Im reellen Vektorraum C(z), gilt

Scer=(cE?)

Beweis. Das beweist man im wesentlich gleich wie im kommutativen Fall in Ab-

schnitt[7.2|(Ubungsaufgabel69). O

Bemerkung 9.3.2. Da die Variablen z; keine Relationen erfillen (aufler 2z} = z,),
sind die x-Darstellungen von C(z) einfach zu beschreiben. Fiir jedes n-Tupel von
selbstadjungierten Operatoren 7, ...,T,, € L(D) (bzw. B(H)) erhilt man eine
x-Darstellung

w: C(z1,...,2n) = L(D) (bzw. B(H))
p—p(Th, ..., T,),
und jede x-Darstellung ist von dieser Gestalt. A

Obwohl die Quadratsummen in C(z) nicht archimedisch sind, gibt es tiberra-
schenderweise den folgenden starken Positivstellensatz, der im kommutativen
Fall gerade nicht stimmt (vergleiche Beispiel[9.2.11):
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Satz9.3.3(Satzvon Helton). Sei F die Menge der endlich-dimensionalen x-Darstellungen
von C(zy, ..., z,). Danngiltfirp € C(z1,..., 20)n

pist F-nichtnegativ < p€ Z Clzr, ..., 2n)%

Beweis. Nach Satz und Proposition reicht es zu zeigen, dass aus der
Nichtnegativitit von p in den endlich-dimensionalen x-Darstellungen bereits die
Nichtnegativitit in allen x-Darstellungen folgt.

Seialso D ein Vektorraum mit Skalarproduktund seienT7, ..., T,, € L(D) selbst-
adjungierte Operatoren. Wir miissen fiir jeden Vektor v € D zeigen

<p(T17 e aTn)U,'U> Z 0.

Wihled € Nmitp € C(z)4, d.h. in pkommen hochstens Worter der Linge d vor.
Nun betrachten wir

H={q(T,....,Th)v]|qgeCz)y}.

Offensichtlich ist H ein endlich-dimensionaler Untervektorraum von D mitv €
H.Sei P € L(D) die orthogononale Projektion auf , d.h. wenn u,, . .., u, eine
Orthonormalbasis von H ist, ist

fur allew € D. Setze nun
M;:==PoT,e L(H)=B(H) furi=1,...,n.

Alsendlich-dimensionaler Raum ist H nimlich automatisch ein Hilbertraum und
jede lineare Abbildung ist stetig.

Man iiberlegt sich nun leicht dass die M; auf H wieder selbstadjungiert sind (man
verwendet dabei dass auch P selbstadjungiert ist). Auf diese Weise erhalten wir
eine neue, und diesmal endlich-dimensionale x-Darstellung

7: C(z) — B(H)
qtr— q(Ml, .. 7Mn)

Aufgrund der Definition von H gilt fiir ein Produkt M, - - - M;, mitk < d nun

(M, 0---0 M, 60T ).
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Solange man ndmlich hochstens d viele der T; nacheinander auf v anwendet bleibt
man in H, und muss deshalb P gar nicht anwenden. Insbesondere gilt

p(My, ..., M,)v=p(Ty,...,T,)v

und damit
(p(Ty, ..., Ty)v,v) = (p(My, ..., M,)v,v) >0,

wobei wir die Nichtnegativitit von pin allen endlich-dimensionalen %-Dar-stellungen
verwendet haben. O

Bemerkung 9.3.4. (i) In Satz bedeutet die Bedingung F-nichtnegativ zu
sein gerade

p(My,...,M,) =0

fir alle n-Tupel von hermiteschen Matrizen M, ..., M, € Hery(C) (und alle
d>1).

(1) In Satz[9.3.3]kann man auch die Dimensionen der Darstellungen beschrinken.
Im Beweis hat der Raum #H Dimension hochstens

) nd—‘rl -1
dimC(z)y = o

falls p € C(z)4. Man muss die Nichtnegativitit von p also nur auf Matrizen dieser
Grof3e testen.

(i17) Seim € C(z1, z2)}, eine nicht-kommutative Variante des Motzkinpolynoms
(d.h. macht man die Variablen kommutativ entsteht das bekannte Motzkinpoly-
nom). Man kann zum Beispiel

3 3
2.2 2.2

1 1 1 1
m = —zizs + ~2520 + =2izs + =22t — 5 5

2 2 2 2
nehmen. Dann gibtesein 2 < d < 127 und My, M, € Hery(C) so dass
m(My, M) € Hery(C)

nicht positivsemidefinitist. Andernfalls wire m nach Satz namlich eine her-
mitesche Quadratsumme, und nach Kommutativmachung der Variablen wire
das kommutative Motzkinpolynom ebenfalls eine Quadratsumme. A
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9.4 Gruppenalgebren

Seil eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element e. Die (kom-
plexe) Gruppenalgebra CI" besitzt als Vektorraum gerade die Elemente von I als
Basis:

Cl = {Z ¢y - 9| ¢y € C, nurendlichviele ¢, # 0} .

gel

Die Multiplikation aufT liefert eine Multiplikation auf den Basisvektorenvon CI",
und damit eine distributive und assoziative Multiplikation auf CI" :

(o) (o) 3 () o

Auf diese Weise wird CI" zu einer Algebra, die genau dann kommutativ ist, wenn
I' kommutativ war. Das neutrale Element beziiglich der Multiplikation ist 1 - e.
Wir versehen CI" mit der folgenden Involution:

g

Ein Element ) ¢, - g ist also genau dann hermitesch, wenn
Cyg = Cg—1
tir alle g € I'gilt.

Beispiel 9.4.1. (i) Sei ' = Z mit der Addition als Gruppenverkniipfung. Dann ist
CZ kommutativ und es gibt einen Algebrenisomorphismus

CZ = Clt,t™]

mit der Algebra der Laurentpolynome in einer Variablen. Dabei entspricht dem
Basisvektor i € Z von CZ auf der rechten Seite gerade t*. Die Involution erfiillt
dann (t')* = t~". Man kann C[t, ¢t '] auch weiter mit

Clz,y]/(zy — 1)

identifizieren, der Algebra der polynomialen Funktionen auf der Varietit {zy =
1}. Dabei entsprich ¢ gerade x und ¢ ! entspricht y. Damit die hermiteschen Ele-
mente gerade die Polynome mit reellen Koeffizienten sind, wiirde man hier aller-
dings die Involution z* = z und y* = y wihlen wollen, die dann nicht mit der
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urspriinglichen Involution auf CZ iibereinstimmt. Man kann aber C[t, t 7] auch
mit den hermiteschen Elementen

ottt t—tt

a und b = :
27

erzeugen. Sie erfiillen die Relationen
a +v* =1,
und also gibt es einen x-Algebrenisomorphismus
CZ = Clz,y]/(z* + y* — 1) = C[9"]

mit der Algebra der polynomialen Funktionen auf dem Einheitskreis, diesmal mit
der uiblichen Involution 2* = z, y* = y. Ein hermitesches Element ist hier dann
ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Allgemeiner ist CZ" isomorph zur Algebra

C[S* x -+ x S

n

der polynomialen Funktionen auf dem n-dimensionalen Torus, mit der kanoni-
schen Involution.
(i1) Ist I' = S3 die Permutationsgruppe von 3 Elementen, erhilt man eine 6-
dimensionale Algebra CS; die nicht kommutativ ist.
(#i7) Mit I' = F,, bezeichnen wir die freie Gruppe mit n Erzeugern (gewohnlich
21, ..., 2n). Ein Element in F), ist also gerade ein Wort in den Buchstaben

21, .., zpund 2yt L 20t

r v n °
Die einzigen Relationen dabei sind

-1 -1

fiir alle ¢, wobei e das leere Wort bezeichne. Die Gruppenverkniipfung ist das An-
einanderhdngen von Worten. Die Gruppenalgebra CF,, enthilt die freie Algebra
C(z1,...,2,) als Unteralgebra, nicht jedoch als x-Unteralgebra. In C(z) gilt ja
z¥ = z;, in der Gruppenalgebra CF,, gilt 2 = 2; . A

Bemerkung 9.4.2. Wir beschreiben wieder die *-Darstellungen von CI. Jede *-
Darstellung
m: CI' = L(D)
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liefert einen Gruppenhomomorphismus
m: ' = U(D)
g~ m(9).
in die Gruppe der unitiren Operatoren auf D. Dabei heift T' € L(D) unitdr, falls
ein S € L(D) existiert mit
(Tv,w) = (v, Sw)Vv,w € D und T'S = ST = idp.

Dafiir verwenden wir dass g* = ¢g~! in CI" gilt. Daraus folgt auch, dass jede Dar-
stellung von CI eigentlich eine beschrankte Darstellung ist, denn unitire Ope-
ratoren sind beschrankt von Norm 1. Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomo-
morphismus

m: ' - U(D)

eine x-Darstellung von CI" durch die Vorschrift
ch-gHch-ﬁ(g). A
9 9

Beispiel 9.4.3. Die Gruppenhomomorphismen der freie Gruppe F,, in eine be-
liebige Gruppe G erhilt man gerade durch die Vorgabe eines beliebigen Bildes
g; € G fiir jeden der Erzeuger z; von F),. Ein Wort wie etwa 2, 2, ' 21 23 wird dann
auf g1 g5 ' 9195 abgebildet.

Die x-Darstellungen von CF,, entstehen also gerade durch die Vorgabe von n uni-
tiren Operatoren U; € U(H) auf einem Hilbertraum. A

Proposition 9.4.4. Fiirjede Gruppe I ist > CI'? archimedisch.

Beweis. Fiira =)_ c,-g € CI setzenwir
lally = > leyl.
g

Dann rechnet man die folgende Formel direkt nach:

lally - a”a = Z |egenl(1 =

ghGF ‘ g ’

CgCh CgCh

|cgchl

hlg)"(1— h™'g).

Alsoist ||al|? — a*a € > CT2. Fiir ein hermitesches Element a € CI';, und r =

a||; gilt damit

1 * 2
T—a:2—r((r—a)(r—a)+r—aa Z(CF O
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Der nichste Satz folgt aus dem Satz von Schmiidgen (Satz[4.2.3):

Satz 9.4.5. Seil eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und sei F die Menge der endlich-
dimensionalen x-Darstellungen von CT'. Dann gilt fiira € CI',

aist F-nichtnegativ < a + ¢ € Z CI? Ve > 0.

Beweis. Ubungsaufgabe 70, man lasse sich von Beispiel (4) anleiten. O

Fir die Gruppenalgebra der freien Gruppe kénnen wir den gleichen Positivstel-
lensatz beweisen:

Satz 9.4.6. Sei ' = F,, die freie Gruppe und F die Menge der endlich-dimensionalen
«-Darstellungen von CT'. Dann gilt fiira € CT',

aist F-nichtnegativ < a + ¢ € Z CI? Ve > 0.

Beweis. Nach Satz[9.2.13und Proposition reicht es zu zeigen, dass die F-
Nichtnegativitit von a die Nichtnegativitit in jeder (beschrankten) x-Darstellung

impliziert. Sei also
m: CT' — B(H)

eine x-Darstellung und v € H fest gewahlt. Wir miissen
(m(a)v,v) 20

zeigen. Sei d € N so, dass a € CI'y, d.h. eine Linearkombination von Wor-
ten in den z; und z; ' der Linge hochstens d ist. Wir betrachten den endlich-
dimensionalen Untervektorraum

H = {r(b)v|be CI'y}
von H und die orthogonale Projektion P: H — H auf H'. Mit
T, :=7(z) e U(H)

setzen wir

Mi = PO,I; € B(Hl)
Dann gilt M = Po T} = P o T, ' auf H'. Fiir ein Produkt M' o - - o Mz‘l’“ mit
6; € {1,*} und k < d gilt also wie im Beweis von Satz[9.3.3]

(Mt o---o M= (T o...0T) ).
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Nun sind die M; im Allgemeinen nicht unitir und definieren deshalb keine neue
und endlich-dimensionale x-Darstellung von CI'. Allerdings sind die M; Kontrak-
tionen, d.h.
idHl — _]\4;]\4Z und ld’Hl — ]\41.]\41>k

sind positiv semidefinit auf #'. Das rechnet man direkt nach, unter Verwendung
dass die T; unitir und also normerhaltend sind. Die folgende Konstruktion ist
bekannt als Choi’s Matrixtrick. Man setzt

Tr Mz \/ d r— MZM*

M; :—( 1w : ) eBH &H).

- idy — M} M, — M

7

Die M, sind nun unitir (Ubungsaufgabe, und fiir ein Produkt ]\Zil 0-+-0 j\Zik
wie obenund v := (v,0) € H' & H' gilt

(M} o0 MiH)D,0) = (M} 0+ 0 M), v) = (T} 0+ 0 T )u,v)
(Ubungsaufgabe . Da die M; als unitire Operatoren eine endlich-
dimensionale x-Darstellung 7 von CT liefern, und a € CT', gilt, folgt

0 < (7(a)v,v) = (w(a)v,v). O
Bemerkung 9.4.7. (i) Man kann in Satz[9.4.6sogar noch die Aussage
at+ee CI* Ve>0

a € Z Crz.
Dann wird der Beweis aber nochmal deutlich technischer.
(i0) Fir I' = Z™ mitn > 3 erhilt man in Satz[9.4.5|diese stirkere Bedingung a €
>~ CI'? nicht! Im Kommutativen gibt es ab Dimension drei nach Satz[7.3.4)ja keine
saturierten endlich erzeugten Priordnungen mehr (wir haben das allerdings nur
fiir Mengen mit nichtleerem Inneren im affinen Raum R” bewiesen; es stimmt
aber auch fiir Varietiten). JAN

verstiarken zu

9.5 Matrixpolynome

Sei A = My(Clxy,...,x,]) die Algebra der d x d-Matrizen mit polynomialen Ein-
tragen (allerdings kommutative Polynome). Addition und Multiplikation sind ka-
nonisch definiert, und die Involution wie folgt:

(Pij)* = (p})
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wobei () coz®)* = >, Cux® die kanonische Involution auf dem Polynomring
Clz] = C[zy, ..., z,)ist. Elemente von A heifden auch Matrixpolynome (oder poly-
nomiale Matrizen). Jeder Punkta € R” liefert eine endlich-dimensionale x-Darstellung

Ta: Mg(Clx]) — My(C)
M = (pij) = M(a) = (pij(a)).

Sei F = {m, | a € R"}. Ein hermitesches Matrixpolynom ist genau dann F-
nichtnegativ, wenn es punktweise auf dem R™ positiv semidefinit ist.

Der folgende Satz sieht zwar aus wie ein Satz der nicht-kommutativen reellen al-
gebraischen Geometrie, ist allerding doch eher ein Satz der kommutativen Theo-
rie, wie man am Beweis sieht. Hilberts 17. Problem entspricht dem Fall d = 1.

Satz 9.5.1 (Gondard & Ribenboim). Es sei A = My(Clzy,...,z,]) und
F ={m. | a € R"}. Danngiltfir M € A,

M ist F-nichtnegativ < p*p- M € ZAQﬁireinO #p e Clry, ...,z
Beweis. "<=": Fiira € R™ ist
0 < 7ma(pp- M) = [p(a)|” - M(a).

Fir p(a) # 0 folgt daraus schon M (a) > 0, und aus Dichtheitsgriinden gilt das-
selbe fiir alle « € R™.

”=” Wir nehmen zunichst M € My(R[z]) an, d.h. M ist symmetrisch. Uber dem
Korper R(x) lasst sich M dann wie folgt diagonalisieren:

M = P'-diag(fi,..., fa)- P 9.1)

fiur ein P € Gly(R(x)). Aus der F-Nichtnegativitit von M folgt dass die f; €
R(z) tberall dort nichtnegativ sind, wo sie definiert sind. Aus Satz folgt
f; € . R(x)?, wie man sich leicht iiberlegt. Durch Multiplizieren von Gleichung
(9.1) mit einem geeigneten p® kann man alle auftretenden Nenner auf der rechten
Seite autheben, und das liefert die Behauptung.

Der allgemeine Fall M € M,(Clz]);, wird auf den reellen Fall zuriickgefithrt.
Schreibe M = M, + i My mit My, My € My(R[z]). Dann ist

M = ( _]\]4\}2 %j ) € Mag(R[z])n

symmetrisch und wieder punktweise positiv semidefinit, und man erhilt das Er-
gebnis fir M aus der Aussage fir M (Ubungsaufga.be. O
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9.6 Connes’ Einbettungsvermutung

Im letzten Abschnitt beschreiben wir noch eine bekannte offene Vermutung, die
sichinder Sprache der nicht-kommutativen reellen algebraischen Geometrie for-
mulieren lisst. Die sogenannte Einbettungsvermutung von Alain Connes aus dem
Jahr 1976 ist eine Frage aus der Theorie der Operatoralgebren. In ihrer urspriing-
lichen Formulierung ist sie nicht leicht zu verstehen, aber es gibt eine dquivalente
Formulieren von Klep und Schweighofer, die wir hier erkliren konnen.

Seidazu A = R(z) = R(zy,...,2,) der nicht-kommutative Polynomring tiber
R, mit der Involution z; = z;. Anstelle der Quadratsummen betrachten wir nun
einen endlich erzeugten quadratischen Modul:

n

M=M1-zz,...,1=2z,) = {ZZafj(l —z'z)ai; | meNa; € A} :

i=0 j=1

Dabei setzen wir zo := 0, um > A% C M zu ereichen. M ist gerade die kleinste
Menge die 1 und alle 1 — z}z; enthélt, und M + M C M sowie a*Ma C M fur
alle a € Aerfillt. Analog wie in Propositiont.2.]kann man sich iiberlegen, dass
M archimedisch ist, bzw. 1 als algebraisch inneren Punkt enthélt.

Sei weiter C' der von den Kommutatoren in A aufgespannte Unterraum, d.h.

C= {Z(azbz - blaz) ’ m € N7 ai,b,- € A} .
=1

C'ist ein unter * abgeschlossener Untervektorraum von A.
Eine selbstadjungierte Kontraktion ist eine symmetrische Matrix () € Sym,(R) mit
I; — Q*Q = 0. Mit tr bezeichen wir die Spur einer quadratischen Matrix, d.h.
die Summe ihrer Diagonaleintriage bzw. ihrer Eigenwerte.

Vermutung9.6.1(Connes’ Einbettungsvermutung, Version von Klep und Schweig-
hofer). Seip € R(z), mit

tr(p(Qh R QTL)) >0
fiir alle n-Tupel selbstadjungierter Kontraktionen (Q; (von jeder GrofSe d). Dann gilt
p+tee M+C

firallee > 0.
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Bemerkung 9.6.2. (i) Elemente aus M + C liefern bei Einsetzung von selbstad-
jungierten Kontraktionen immer eine nichtnegative Spur. Dafiir verwendet man
dass Kommutatoren immer Spur Null haben (da tr(AB) = tr(BA) gilt), und po-
sitiv semidefinite Matrizen nichtnegative Spur haben. Aus p + ¢ € M + C fur
alle ¢ > 0 folgt also offensichtlich tr(p(Q1,...,Q,)) > 0. Die Einbettungsver-
mutung fragt gerade nach der Umkehrung.

(i) Die Einbettungsvermutung ist eine nicht-kommutative Spurversion des ar-
chimedischen Positivstellensatzes[5.4.3] und eine archimedische Spurversion des
Satzes von Helton (Satz[9.3.3).

(¢i7) Die entsprechende Version der Vermutung ohne Spur und deshalb ohne Kom-
mutatoren stimmt: ist

p(Qla"'7Qn) EO

fiir alle Tupel von selbstadjungierten Kontraktionen, istp+¢ € M furallee > 0.
Das ist eine Variante von Satz[9.3.3| die man ganz analog beweist (Ubungsaufgabe
73). A

The End

(man bearbeite nun Ubungsaufgabe
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 1. (i) Zeigen Sie, dass sich fiir a € R die Anordnungen <, und <,, auf
Q(t) aus Beispiel[l.1.4)genau dann unterscheiden, wenn a algebraisch itber Q ist.
(19) Zeigen Sie, dass die Anordnungen <, bzw. <,, auf Q(¢) genau dann archi-
medisch sind, wenn a transzendent iiber Q ist.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die in Satz definierte Abbildung wirklich ein
ordnungstreuer Ringhomomorphismus ist.

Aufgabe 3. Fithren Sie den Beweis von Satz|1.1.12)aus.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die beiden Mengen

d
P = {f/g | fg:Zaiti,ad >O}U{O}
i=k

d
P, = {f/g | fg:Zaiti,ak > O} u {0}
i=k

aus Beispiel[l.1.13|auf R(¢) Anordnungen sind. Welchen der bereits bestimmten
Anordnungen entsprechen sie?

Aufgabe 5. Bestimmen Sie alle Anordnungen von Q(v/2).
Aufgabe 6. Beweisen Sie Korollar[l.2.10]

Aufgabe 7. Beweisen Sie den Satz von Rolle fiir Polynome iiber reell abgeschlos-
senen Korpern (Satz[l.2.12).
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Aufgabe8. Sei K ein Kérperund vy, . . ., v4linear unabhingige (Spalten)-Vektoren
aus K. Zeigen Sie:

(i) Die Matrix M = S°7_ | v;v! hat Rang d.

(¢4] Die Matrix N = > 7_, v;vf — Zf:s—i—l v;v! hat Signatur s — (d — s), beziiglich
jeder Anordnung von K.

Aufgabe9. Sei (K, <) C (L, <) eine Erweiterung angeordneter Korper. Sie heifst
archimedisch, falls firalleb € Leina € K existiert mitb < a. Zeigen Sie dass die
Erweiterung immer archimedisch ist, wenn L/ K algebraisch ist.

Aufgabe10. Sei (K, <) ein angeordneter Kérper und A C K ein Teilring. Zeigen
Sie: Die Menge
O:={be K|+b<afiureina € A}

ist ebenfalls ein Teilring von K, mit den folgenden Eigenschaften:
- ACO
e by <c<bymithy,by € O = ce O (Ordnungskonvexitit)
cce K\O=c'eO (OisteinBewertungsringvon K).

Aufgabe11. Sei O C K ein Bewertungsring des Korpers K (d.h.a € K\ O =
a~!' € O). Zeigen Sie dass O genau ein maximales Ideal besitzt, und zwar

m={acO|a'¢0}=0\0"

Aufgabe 12. Sei (K, <) = (K, P) ein angeordneter Korper und A ein Teilring.
Sei O der konvexe Bewertungsring aus Aufgabe |10, m sein maximales Ideal und
m: O — O/mder Restklassenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass

m(PNO)

eine Anordnung des Restklassenkoérpers O /mist. Falls A = 7Z, so ist sie archime-

disch.

Aufgabe 13. Bestimmen Sie die Hermite Matrix (siehe Definition[l.3.3) des allge-
meinen Polynoms p = 3 + at® + bt + ¢ € R]t]. Geben Sie eine Bedingung an die
Koeffizienten a, b, c an, die besagt, dass p mindestens zwei reelle Nullstellen hat.

Aufgabe 14. Sei (K, <) ein angeordneter Korper und 0 # p € K|t] ein Polynom,
dessen Nullstellen alle in K liegen. Dann sind diese Nullstellen genau dann al-
le > 0, wenn die Koeffizienten von p alternierend sind, d.h. p = Z?:o a;t* mit
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Aufgabe 15. Geben Sie explizit eine Anordnung < auf R(x, y) an, so dass fiir Po-
lynome p € R[z, y] gilt
0 <p(0,0)=0<p.

Aufgabe 16. Zeigen Sie, dass die in Beispiel[[.5.4angegebenen Mengen nicht se-
mialgebraisch sind.

Aufgabe 17. (i) Formulieren Sie den Zwischenwertsatz fiir Polynome vom festen
Grad d als Z-Aussage.

(i7) Formulieren sie die Aussage, dass jedes Polynom (von festem Grad d) auf je-
dem Intervall [a, b] ein Maximum annimmt, als Z-Aussage.

(¢77) Kann man die Archimedizitit der Anordnung < auf R als R-Aussage formu-
lieren?

Aufgabe 18. (i) Zeigen Sie Korollar[l.5.11, d.h. das A-polynomiale Bild einer A-
semialgebraischen Menge ist wieder A-semialgebraisch.

(ii) Zeigen Sie dass der Abschluss und das Innere einer semialgebraischen Teil-
menge von R" wieder semialgebraisch ist.

Aufgabe19. Sei R reell abgeschlossen. Eine Funktion f: R — R heifd definierbar,
wenn ihr Graph

L(f) ={(e f(a)) | @ € R} C R?

semialgebraisch ist.

(i) Zeigen Sie dass es ein nichttriviales Polynom p € R|z,y] gibt mitp = 0 auf
0().

(ii) Zeigen Sie dass es ein ¢ € R[t| gibt mit |f(«)| < ¢(a) furallea € R grof
genug.

(414) Gilt (i7) auch auf ganz R?

Aufgabe 20. Sei S = 0(R) = §'(R) C R" eine semialgebraische Menge, defi-
niert durch die Formeln ¢ und ¢’ in den freien Variablen x4, . .., x,,.
(i) Zeigen Sie, dass fir jeden reell abgeschlossenen Oberkorper R; von R gilt

5(R1) = (5,(R1)

Man bezeichnet diese Menge mit Sg, .
(13) Ist S C R? der Graph einer Funktion, so ist auch Sg, C R? der Graph einer
Funktion.
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Aufgabe 21. Sei f: R — R eine definierbare Abbildung. Nach Aufgabe [20] (i7)
gibt es fiir jeden reell abgeschlossenen Oberkorper S von R eine kanonische Fort-
setzung fg: S — S. Zeigen Sie dass sich Injektivitit/Surjektivitit von f auf fg
tibertragt.

Aufgabe 22. Zeigen Sie, dass fiir Polynome p, ¢ € K|z, ..., x,] (iiber einem be-
liebigen Korper K) stets gilt

N(pq) = N(p) + N(q).

Aufgabe 23. Sei A = R[[t]| der Ring der formalen Potenzreihen in einer Varia-
blen.

(i) Zeigen Sie dass A ein Integrititsring ist.

(i7) Zeigen Sie dass p € A genau dann invertierbar ist, wennp = Y .7 p;t* mit
po # 0. Schliefien Sie daraus, dass A genau ein maximales Ideal besitzt (d.h. A
ist ein lokaler Ring).

(i17) Zeigen Sie dass p € A genau dann ein Quadratin Aist, wennp = Y °, p;t’
mit k gerade und p;, > 0.

(iv) Bestimmen Sie alle Ringanordnungen von A.

Aufgabe 24. Beweisen Sie die Aussage aus Beispiel[3.1.5(iv).
Aufgabe 25. Beweisen Sie Proposition[3.1.12]

Aufgabe 26. Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Bestimmen Sie die maxima-
len Anordnungen des Rings C'(X, R) aller stetigen reellwertigen Funktionen auf
X.

Aufgabe 27. Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz[3.1.22]
Aufgabe 28. Beweisen Sie Korollar[3.1.24]

Aufgabe 29. Beweisen Sie den abstrakten Nichtnegativstellensatz (Satz3.2.3) und
den abstrakten reellen Nullstellensatz (Satz[3.2.4).

Aufgabe 30. Zeigen Sie dass das Ideal (1 — 22 — y?) C R[x, y] reell ist.

Aufgabe3l. SeiT'(py,...,pm) C R[t]dievonden Polynomenpy, ..., p, erzeugte
Priordnung. Zeigen Sie:

@)t ¢ T(t3).

(¢3) Falls p > 0 auf [0, 00), sop € T'(1).

(Gi7) Fallsp > Oauf [—1,1],sop e T(1 — ¢, 1 + ).

@) T(1—t,141t) =T(1 —t2).
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Aufgabe 32. Sei R[[z1,...,x,]| der Potenzreihenring in n Variablen. Zeigen Sie,
dass fir Polynome p € Rz, ..., z,| gilt

p > 0in einer Umgebung des Ursprungs = p > 0 auf Sper(R|[[x1, ..., x,]]).

Aufgabe 33. Bezeichne B die Einheitskreisscheibe in R?. Zeigen Sie, dass die
Menge
([-1,0] x [~1,1]) U B C R?

nicht basisch abgeschlossen semialgebraisch ist, also nicht von der Gestalt
Wr(p1,- .., pr) fur gewisse p; € R[x, y].

Aufgabe 34. Sei [ eine nichtleere Menge. Ein Filter auf I ist eine Teilmenge F C
P(I) der Potenzmenge von [, mit den folgenden drei Eigenschaften:

0¢F A BeF=ANBeF AecF ACB=BeF
Ein Ultrafilter ist ein Filter F mit der zusitzlichen Eigenschaft
A¢F=>1\AeF.

Zeigen Sie:

(@) Fur: € Tist F; := {A C I | i € A} ein Ultrafilter (solche Ultrafilter heifRen
Haupt-Ultrafilter).

(¢i) Falls I unendlich ist, ist {A C I | I \ Aistendlich} ein Filter (genannt der
Filter der koendlichen Mengen).

(¢7) Jeder Filter ist ein einem Ultrafilter enthalten.

(¢v) Ein Ultrafilter ist genau dann kein Haupt-Ultrafilter, wenn er den Filter der
koendlichen Mengen enthélt.

Aufgabe35. Sei ] eine unendliche Menge, und F ein Ultrafilter auf 7. Sei (K, <;)
einangeordneter Korper, fiirjedesi € I. Wir betrachten den kommutativen Ring

R:HKZ:{(CLZ)ZEI | a; EKiﬁirallei GI}

el
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Zeigen Sie:
() Die Menge
m = {(a;); | {i|a; =0} € F}

ist ein maximales Ideal in R.
(27) Die Relation

induziert eine wohldefinierte Kdrperanordnung auf R/m.
(¢i7) Falls F kein Haupt-Ultrafilter und I abzihlbar ist, ist der angeordnete Korper
aus (2) nicht archimedisch.

Aufgabe 36. Sei ] eine Indexmenge und F ein Ultrafilter auf /. Sei (K, <;) ein
angeordneter Korper fiir jedes i € I, und (K, <) der angeordnete Korper, den
wir in Aufgabe 35| (i¢) konstruiert haben. Sei ¢ eine Z-Formel in den freien Va-
riablen x4, ..., x,, und seien a; = @ie[, ...y0n = (Gni);c; Elemente aus
K = (Tle; Ki) /m. Beweisen Sie den Satzvon Los:

In(K,<)giltp(ay,...,a,) < {i€l|play,...,ay)giltin (K;, <;)} € F.

(Hinweis: Gehen Sie induktiv iiber den Aufbau der Formel vor; verwenden Sie
statt V lieber 3.)

Aufgabe 37. Zeigen Sie, dass sich die Eigenschaft archimedisch eines angeordne-
ten Korpers nicht als Z-Aussage formulieren ldsst (d.h. es gibt keine Z-Aussage,
die in einem angeordneten Korper genau dann gilt, wenn er archimedisch ist).

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe35und[36])
Aufgabe 38. Beweisen Sie die Behauptungen aus Beispiel[5.1.4,

Aufgabe 39. Finden Sie Polynome p, p1, ..., pm € Rz, y], so dass
p > 0auf Wg(py,...,pm)
gilt, aber nicht
p > 0auf W(pl, ..o, Pm) C Semisper R[z, y].

Aufgabe 40. Sei F ein Nicht-Hauptultrafilter auf N, sei fiir alle i € N jeweils
R; = R derselbe reell abgeschlossene Korper, und sei schlieRlich

R:= (1:[3) /m
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der reell abgeschlossene Erweiterungskorper von R, den wir in den Aufgaben
und [36| konstruiert und betrachtet haben (warum ist R reell abgeschlossen?
warum enthilt er R?). Zeigen Sie die sogenannte N,-Saturiertheit von R, d.h.:

Wenn eine semialgebraische Menge in R" durch abzihlbar viele
semialgebraische Mengen tiberdeckt wird, so reichen schon endlich viele davon
aus.

(Hinweis: Falls keine endliche Uberdeckung existiert, gibt es eine Folge von Ele-
menten a;, so dass a; in der urspriinglichen Menge, aber nicht in den ersten 7
der Uberdeckungsmengen liegt. Konstruieren Sie mit einem Diagonalargument
ein neues Element a, das in der urspriinglichen Menge, aber in keiner der Uber-
deckungsmengen liegt.)

Aufgabe 41. Finden Sie p,...,pn € Rlxy, ..., x,], sodass Wg(p1,...,pm) =0
gilt, aber
—1¢ M(p1,---,Pm)-

Aufgabe 42. Zeigen Sie, dass man bei Diagonalmatrizen M, M, ..., M, die Be-
dingung der strikten Zulassigkeit im Dualititssatz[6.1.4weglassen kann (es han-
delt sich dabei dann um den Dualititssatz der linearen Optimierung).
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Aufgabe 43. Beweisen Sie das Lemma von Farkas (siehe auch Beispiel[6.4.5):

Seien/y, ..., 0, € R[z] = R|xy,...,z,]| Polynome vom Grad < 1, und
P={aeR"|l(a)>0,...,0,(a) >0},

der davon definierte Polyeder, sei nicht leer. Sei ¢ € R[z] ein weiteres Polynom
vom Grad < 1. Dann gilt

(>0aufP < (=ro+ 1l + -+ 1yl mit gewissenr; € Rso.

(Hinweis: Sie konnen zum Beispiel den Dualititssatz der semidefiniten Optimie-
rung mit geeigneten Diagonalmatrizen verwenden.)

Aufgabe 44. Beweisen Sie die Existenz von Gradschranken in Hilberts17. Problem: Fiir
n,d € N gibt es eine Zahl d’ € N, so dass fiir jeden reell abgeschlossenen Kor-
per R und jedes global nichtnegative Polynom p € R|xy,...,z,| vom Grad d ein
Darstellung

Cp=pit-+p,
existiert, mit Polynomen ¢, p1, ..., p,m € R[z1, ..., x,] vom Grad hochstens d'.

(Hinweis: Verwenden Sie die Losung von Hilberts 17. Problem zunichst fiir einen
N, -saturierten Korper R;vergleiche Aufgabe[40])

Aufgabe 45. Finden Sie ein Beispiel fiir ein semidefinites Optimierungsproblem,
in dem die starke Dualitit d* = p* nicht gilt.

Aufgabe 46. Finden Sie ein Beispiel fiir ein semidefinites Optimierungsproblem,
in dem sowohl das primale als auch das duale Problem zuldssige Punkte besitzen,
aber in einem der beiden Probleme der Optimalwert nicht angenommen wird.

Aufgabe 47. Bestimmen Sie mit einer Methode Threr Wahl (z.B. der Lagrange-
Methode) das Minimum und das Maximum des Polynoms z? + y + 1 auf der
Einheitskreisscheibe W (1 — x? — y?) in der Ebene.

Aufgabe 48. Sei S C R” ein spektraedrischer Kegel mit nichtleerem Inneren.
Zeigen Sie dass es symmetrische Matrizen M, ..., M, gibtmitS = S(M, ..., M,),
so dass fiir das Innere von S gilt

mt(S):{aER"]alMl—i—+anMn>-O}
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Aufgabe 49. Seih € R[zy, ..., x,] hyperbolisch in Richtung e € R". Zeigen Sie
(¢) Der Hyperbolizititskegel A.(h) ist ein abgeschlossener konvexer Kegel.

(43) Fir ¢’ € int(A.(h)) ist h auch hyperbolisch in Richtung ¢'.

(¢i7) Fir ¢’ wie in (i7) gilt A.(h) = Aer(h).

(Hinweis: Sie diirfen den Satz von Helton & Vinnikov[6.3.12]verwenden. Warum?)

Aufgabe 50. Zeigen Sie:

(¢) Das Innere eines spektraedrischen Kegels ist ein spektraedrischer Schatten.
(i7) Das Innere eines spektraedrischen Schattens ist ein spektraedrischer Schat-
ten.

Aufgabe 51. Zeigen Sie:
(¢) Der duale Kegel eines spektraedrischen Kegels S ist ein spektraedrischer Schat-
ten.

(Hinweis: 0.B.d.A. hat S nichtleeres Inneres. Schauen Sie sich nun den Beweis
des Dualititssatzes noch einmal an).

(i7) Der duale Kegel eines spektraedrischen Schattens ist ein spektradrischer Schat-
ten.

Aufgabe52. Zeigen Sie, dass Stabilitit eines quadratischen Moduls nicht von den
Erzeugern abhingt, d.h. falls M (py,...,p,) = M(q,...,qs) gilt, und fir alle
d € Neind' € N existiert mit

M(py,...,pr) NR[x]g C My (p1,---,pr),
so gilt dasselbe auf fir M (qy, . .., ¢s), eventuell mit einem anderen d'.
Aufgabe 53. Fithren Sie den Grenziibergang aus Satz[7.2.6/exakt durch.
Aufgabe 54. Beweisen Sie die Aussage aus Beispiel [7.2.10] (:): Enthilt die Menge

Wr(p1, ..., p,) einen senkrechten und einen waagerechten Streifen, soist M (p, . . .

stabil.

Aufgabe 55. Beweisen Sie die Aussage aus Beispiel[7.2.10|(i1): M ((1 — 2?)y?) ist
nicht stabil.

Aufgabe 56. Ein endlich erzeugter quadratischer Modul M = M(q,...,q,) in
R[x] heifdt entscheidbar, falls die Menge M N R[z|, fiir alle d € N eine semialge-
braische Teilmenge des endlich-dimensionalen Raums R[z], ist. Zeigen Sie:

(¢) Falls M stabil ist, so ist M entscheidbar.

(¢9) Falls M saturiert ist, so ist M entscheidbar.

(¢17) Finden Sie ein Beispiel fiir einen unentscheidbaren quadratischen Modul?

. Dr)
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Aufgabe 57. Seien a,b,c,d € Rmita < ¢ < d < b. Zeigen Sie dass es ein
A € [0, 1] gibt, so dass das Polynom

(t—c)(t—d)— At —a)(t—0>)
global nichtnegativ ist.

Aufgabe 58. Beweisen Sie alle Aussagen aus Abschnitt[8.2], die Ihnen nicht véllig
klar sind.

Aufgabe 59. Finden Sie eine moglichst explizite Beschreibung der Komplettie-
rungen der folgenden Ringe A beziiglich der jeweiligen Ideale I:
(i) A=7Z,I = (p) mitp € Z prim.

Aufgabe 60. Seienp, pi,...,p, € R[z]undp = Oauf Wg(py, ..., p.). Zeigen Sie,
dass

—p*" € T(p1,-..,pr)
fiureinm > 1 gilt.
Aufgabe 61. Zeigen Sie die Aussage vom Anfang des Beweises von Satz[8.4.5], also

dass die geometrische Nichtnegativitit von Polynomen die entsprechende Zuge-
horigkeit zu den Anordnungen in R[[z, y]] impliziert.

Aufgabe 62. Seien p;, p» € R|x, y] Polynome, die am Ursprung mit linear unab-
hingigen Tangentenrichtungen verschwinden. Zeigen Sie

Rz, yll = R[[p1, p2]]

(und tiberlegen Sie sich, inwiefern diese Aussage iiberhaupt sinnvoll ist).

Aufgabe 63. Vervollstindigen Sie den Beweis des Satzes von Burnside (Satz[9.1.2):
Falls A C My(C) eine Unteralgebra ist, die transitiv auf C? operiert und eine
Matrix von Rang 1 enthilt, gilt A = M, (C).

Aufgabe 64. Sei p: A — C ein Zustand. Zeigen Sie dass ¢(a*) = ¢(a) fur alle
a € Agilt.

Aufgabe 65. Beweisen Sie Lemma[9.2.5]

Aufgabe 66. Rechnen Sie alle Details der GNS-Konstruktion aus Abschnitt
nach.
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Aufgabe 67. Sei p: A — C ein Zustand mit ¢(1) = 0. Zeigen Sie ¢ = 0.

Aufgabe 68. Sei D ein Vektorraum mit Skalarprodukt und 7: A — L£(D) eine
x-Darstellung, so dass 7(a) ein beschrinkter Operator auf D ist, fir allea € A.
Zeigen Sie, dass man

7 A— B(H)
als beschrankte -Darstellung auf der Vervollstindigung # von D auffassen kann.
Aufgabe 69. Beweisen Sie Proposition[9.3.1]
Aufgabe 70. Beweisen Sie Satz[9.4.5

Aufgabe 71. Uberpriifen Sie Aussagen von Choi’s Matrixtrick im Beweis von Satz

0.4.6.

Aufgabe 72. Fithren Sie die Reduktion vom komplexen auf den reellen Fall im Be-
weis von Satz[9.5.1durch.

Aufgabe 73. Beweisen Sie die Aussage aus Bemerkung|9.6.2](i4).

Aufgabe 74. Lehnen Sie sich zufrieden zuriick.
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