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Einleitung:Was ist reelle Algebra und
Geometrie?

Eine der grundlegenden Fragen der Mathematik ist die nach den Lösungen von
Gleichungssystemen. LineareGleichungssystemeüberKörpernwerden inder linea-
renAlgebrabehandelt,polynomialeGleichungenmitganzzahligenKoeffizienten führen
zur Zahlentheorie,Differentialgleichungenwerden in der Analysis untersucht...
In der klassischen algebraischen Geometrie geht es um (nichtlineare) polynomiale
Gleichungssysteme mit Koeffizienten aus einem Körper, deren Lösungen eben-
falls in einem Körper gesucht werden. Oft wird der Körper dabei als algebraisch
abgeschlossen vorausgesetzt. Wenn man Lösungen sucht betreibt man Algebra,
deshalb der Name algebraischeGeometrie. Man kann aber große Fortschrittema-
chen, wenn man die ganze Lösungsmenge als geometrisches Objekt betrachtet
(Varietät genannt). Daher kommt derName algebraischeGeometrie. Grundlegen-
de Ergebnisse wie der Hilbert’sche Nullstellensatz beschreiben die geometrischen
Objekte anhand der darauf definierten polynomialen Funktionen. So kann man
beispielsweise algebraische Zertifikate für die (Un-)Lösbarkeit des Gleichungssy-
stems erhalten: ein System ist genau dann unlösbar, wenn das von denGleichun-
gen erzeugte Ideal die 1 enthält. Diese Frage kannman dann auch algorithmisch
entscheiden, zum Beispiel mit Gröbnerbasen.

Die reelle algebraische Geometrie behandelt nun den Spezialfall, dass alle poly-
nomialen Gleichungen über den reellen Zahlen R definiert sind, und man die
Menge der reellen Lösungen der Gleichungen sucht (man kann auch allgemei-
ne sogenannte reell abgeschlossene Körper betrachten). Was zunächst nur wie ein
Untergebiet der klassischen algebraischenGeometrie aussieht, entpuppt sich als
interessantes eigenständiges Gebiet, in dem man viele völlig neue Fragen stel-
len kann. Beispielsweise besitzen die reellen Zahlen eine Anordnung≤. Man kann
also auch polynomiale Ungleichungssysteme betrachten, was über den komplexen
Zahlen nicht sinnvoll ist. Die Lösungsmenge eines Ungleichungssystems ist ei-
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2 Einleitung

ne sogenannte semialgebraischeMenge, die man wiederum als geometrisches Ob-
jekt betrachten kann. Diese Mengen kannman nun durch die darauf definierten
positiven polynomialen Funktionen beschreiben. Solche Ergebnisse nennt man Posi-
tivstellensätze, und wir werden viele davon in der Vorlesung kennen lernen. Die-
se Sätze können auch als algebraische Zertifikate für die Lösbarkeit von Unglei-
chungssystem verstanden werden, und sie erlauben dann ebenfalls algorithmi-
sche Ansätze, zum Beispiel mit Hilfe der semidefiniten Optimierung.

Der erstewichtige Positivstellensatz ist inHilbert’s 17temProblem formuliert: Je-
des reelle Polynom p ∈ R[x1, . . . , xn], das an jedem Punkt des Rn einen nicht-
negativen Wert annnimmt, ist eine Quadratsumme von rationalen Funktionen.
Dieser Satzwurde 1926 vonArtin bewiesen, und kann als Ausgangspunkt dermo-
dernen reellen algebraischen Geometrie gelten. Wir werden ihn in dieser Vor-
lesung beweisen. Weitere Positivstellensätze beschreiben Polynome, die nur auf
gewissen Teilmengen des Rn positiv sind. Ein besonders wichtiger solcher Satz
ist der Darstellungssatz von Schmüdgen aus dem Jahr 1991. Es liefert zum ersten
Mal Quadratsummendarstellungen ohne Nenner, also mit Polynomen anstelle
von rationalen Funktionen. Auch diesen Satz, und einige Verallgemeinerungen,
werden wir beweisen.

Erfreulicherweise lassen sich viele der Ergebnisse auf vielfältige Weise anwen-
den. Es gibt Bezüge etwa zur Funktionalanalysis, zur Optimierung und zur Kon-
vexgeometrie. Ein wichtiges Beispiel ist die Methode von Lasserre, die den Satz
von Schmüdgen zur effizienten numerischen Lösung von beliebigen polynomia-
lenOptimierungsproblemen verwendet. Einige der Anwendungenwerdenwir in
dieser Vorlesung ebenfalls kennenlernen.

DieserText ist als begleitendesVorlesungsskript zu verstehen. Insbesonderewer-
den nicht an jeder Stelle alle Quellen zitiert. In großen Teilen basiert er aber auf
einigen Standardwerken zu reellen algebraischen Geometrie. Dies sind insbe-
sondere die Bücher Positive Polynomials von Prestel & Delzell [5], Positive Polyno-
mials and Sums of Squares von Marshall [4], Real Algebraic Geometry von Bochnak,
Coste & Roy [2] und ein unveröffentlichtes Vorlesungsskript von Claus Scheide-
rer. Eventuelle Fehler gehen dabei aber natürlich auf mein Konto. Für Hinweise
auf dieselben bin ich sehr dankbar.



Kapitel 1

Angeordnete Körper

Im ersten Kapitel beschäftigen wir uns mit angeordneten Körpern. Wir führen
den Begriff eines reell abgeschlossenen Körpers ein, eine Verallgemeinerung der re-
ellenZahlenR.Wir lernenMethodenkennen,dieNullstellenvonPolynomenüber
reell abgeschlossenenKörpern zuzählen.Wir zeigendieExistenzundEindeutig-
keit des reellen Abschlusses. Dann beweisen wir die sogenannte Quantorenelimi-
nation für reell abgeschlosseneKörper,unddasTransferprinzipvonTarski-Seidenberg,
das der wichtigste Schritt bei der Lösung von Hilbert’s 17. Problem ist.

1.1 Anordnungen vonKörpern
Definition 1.1.1. SeiM eine nichtleere Menge. Eine lineare Ordnung aufM ist ei-
ne zweistellige Relation ≤, die für alle a, b, c ∈ M die folgendene Bedingungen
erfüllt:

a ≤ a Reflexivität
a ≤ b, b ≤ c⇒ a ≤ c Transitivität
a ≤ b, b ≤ a⇒ a = b Antisymmetrie
a ≤ b oder b ≤ a Linearität

Wir schreiben a < b falls a ≤ b und a 6= b. 4

Definition 1.1.2. SeiK einKörper. EineKörperanordnung ist eine lineareOrdnung
vonK, die zusätzlich für alle a, b, c ∈ K die folgenden Bedinungen erfüllt:

a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c Verträglichkeit mit Addition
0 ≤ a, 0 ≤ b⇒ 0 ≤ ab Verträglichkeit mit Multiplikation

3



4 KAPITEL 1. ANGEORDNETE KÖRPER

Ist≤ eine Anordnung aufK, nennt man (K,≤) einen angeordneten Körper. 4

Lemma 1.1.3. In einem angeordneten Körper (K,≤) gilt für alle a, b, c ∈ K

(i) 0 ≤ a2

(ii) a ≤ b, 0 ≤ c⇒ ac ≤ bc

(iii) 0 < a < b⇒ 0 < b−1 < a−1

(iv) Falls b 6= 0, so 0 ≤ ab⇔ 0 ≤ ab−1

(v) 0 < 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

für allen ∈ N. Insbesondere ist char(K) = 0, d.h.Q ⊆ K.

Beweis. (i) Falls 0 ≤ a folgt das aus der Verträglichkeit mit Multiplikation. Falls
a ≤ 0 folgt durch Addition von −a sofort 0 ≤ −a, und also a2 = (−a)2 ≥ 0.
(ii) Aus a ≤ b folgt b − a ≥ 0 durch Addition von −a, und also c(b − a) =
cb − ca ≥ 0. Durch Addition von ca folgt das Ergebnis. (iii) Sei 0 < a.Wäre
a−1 ≤ 0, so 1 = a−1a ≤ 0, ein Widerspruch zu (i). Sei nun 0 < a < b. Dann ist
(a−1 − b−1)ab = b − a > 0. Wegen 0 < ab ist aber auch 0 < (ab)−1, und somit
insgesamt b−1 < a−1. (iv) folgt durch Multiplikation mit b2 bzw. (b−1)2. (v) folgt
mit durch iteriertes Addieren von 1 zur Ungleichung 0 < 1, und der Transitivität
von≤.

Beispiel 1.1.4. (i)R undQ besitzen die bekannten Anordnungen.
(ii) Sei R(t) der Körper der rationalen Funktionen in einer Variablen t über R,
d.h. der Quotientenkörper des Polynomrings R[t]. Elemente von R(t) sind also
Brüche von Polynomen in t, mit der bekannten Äquivalenzrelation. Wir können
Elemente auch als Funktionen aufR auffassen, die aber endlich viele Pole haben
können. Wenn zwei Brüche gleich sind, definieren sie überall dort, wo sie beide
definiert sind, dieselbe Funktion.
Wir wollen alle Anordnungen von R(t) bestimmen. Wir fixieren ein a ∈ R und
setzen für f, g ∈ R(t)

f ≤a+ g :⇔ ∃ε > 0 ∀r ∈ (a, a+ ε) f(r) ≤ g(r).

Da f und g nur endlich viele Polstellen haben können, ist das eine sinnvolle De-
finition, und man überzeugt sich, dass sie eine Körperanordnung definiert, die
aufRmit der bekannten übereinstimmt. Man beachte, dass

a <a+ t <a+ b für alle b ∈ Rmit a < b
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gilt.DieVariable t ist also rechts vonaund infinitesimal bezüglichR eingeordnet.
Analog erhältman eine Anordnung≤a−, bei der t infinitesimal links von a einge-
ordnet ist. Schließlich gibt es noch zwei weitere Anordnungen, ≤∞ und ≤−∞ .
Man definiert

f ≤∞ g :⇔ ∃s ∈ R ∀r ∈ (s,∞) f(r) ≤ g(r),

und≤−∞ analog mit (−∞, s).Hier gilt R <∞ t bzw. t <−∞ R.Wir haben also
die folgenden Anordnungen gefunden:

{≤−∞,≤∞,≤a− ,≤a+| a ∈ R}.

Wir überlegen uns nun, dass es keineweiteren Anordnungen gibt. Dazu überlegt
man sich zuerst, dass eine Anordnung schon eindeutig durch die Position von t
bezüglichR bestimmt ist, wenndie Verträglichkeitmit+und · erfüllt ist. Sei nun
≤? eine Anordnung aufR(t).Wir setzen

I = {b ∈ R | b ≤? t} und J = {b ∈ R | t ≤? b}.

Im Fall I = ∅ gilt also t <? R, und man erhält die Anordnung ≤−∞; für J = ∅
analog≤∞ . Falls I 6= ∅ 6= J gibt es ein a ∈ Rmit I ≤ a ≤ J , da R Dedekind
vollständig ist. Je nachdem ob t < a oder a < t erhält man≤a− oder≤a+ .
(iii) Da manQ(t) in R(t) einbetten kann, kann man alle Anordnungen von R(t)
aufQ(t) einschränken. Für transzendente Zahlen a sind≤a− und≤a+ aufQ(t)
identisch, für algebraischeZahlenunterscheiden sie sich (Übungsaufgabe 1). 4

Definition 1.1.5. Eine Anordnung≤ aufK heißt archimedisch, falls für jedes a ∈
K ein n ∈ N existiert mit a ≤ n. 4

Beispiel 1.1.6. (i) Die bekannten Anordnungen aufR undQ sind archimedisch.
(ii) Keine der Anordnungen auf R(t) sind archimedisch. Es gibt immer ein f ∈
R(t)mitR < f . Für≤a+ nimmtman beispielsweise f = 1/(t− a).
(iii) Ist a ∈ R transzendent über Q, so ist auf Q(t) die induzierte Anordnung
≤a− (= ≤a+) archimedisch. Die restlichen Anordnungen sind nicht archime-
disch (Übungsaufgabe 1). 4

Lemma 1.1.7. Ist (K,≤) archimedisch, so liegt Q dicht inK , d.h. für a, b ∈ K mit
a < b gibt es ein q ∈ Qmit a < q < b.

Beweis. Wählem ∈ Nmit (b− a)−1 < m.Wir multiplizieren mit dem positiven
Element b − a und erhalten 1 < m(b − a), bzw.ma < mb − 1. Sei nun n ∈ Z
minimal mit mb ≤ n + 1. Dann ist ma < mb − 1 ≤ n < mb, und also a <
n/m < b.
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Satz1.1.8 (Einbettungssatz). JederarchimedischangeordneteKörper lässt sichordnungs-
treu inR einbetten.

Beweis. Sei (K,≤) archimedisch.Dann liegtQnach Lemma 1.1.7 dicht inK, und
wir definieren ϕ : K → Rwie folgt. Für jedes a ∈ K sei

Ia = {r ∈ Q | r ≤ a} und Ja = {r ∈ Q | a ≤ r}.

In R gibt es ein xmit Ia ≤ x ≤ Ja, da R Dedekind vollständig ist. Da Q dicht
in R liegt, gibt es genau ein solches x, und wir definieren ϕ(a) = x.Man über-
legt sich nun dassϕ additiv undmultiplikativ ist, und somit eine Einbettung.Die
Ordnungstreue von ϕ ist ebenfalls leicht zu sehen (Übungsaufgabe 2).

Beispiel 1.1.9. Für transzendentes a ∈ R haben wir die archimedische Anord-
nung≤a− (=≤a+) aufQ(t). In der Tat kommt sie von einer Einbettung nachR,
und zwar derjenigen, die die Variable t auf a abbildet. Da a transzendent ist, ist
diese Abbildung wohldefiniert und injektiv aufQ(t). 4

Bisher ist eine Anordnung eine zweistellige Relation auf dem Körper K. Auf-
grundderVerträglichkeitmit+kenntmandieAnordnungaberbereits vollständig,
wenn man die positiven Elemente kennt, also die amit 0 ≤ a. Auf diese Weise
kann mal also von einer zweistelligen Relation auf eine einstellige Relation, d.h.
eine Teilmenge vonK reduzieren, was sich häufig als einfacher erweist. Dasmo-
tiviert die folgende Definition:

Definition 1.1.10. SeiK ein Körper. Eine Teilmenge T ⊆ K heißt Präpositivkegel
oder Präordnung, falls gilt

T + T ⊆ T, T · T ⊆ T, K2 ⊆ T, −1 /∈ T.

Dabei bezeichnetK2 die Menge der Quadrate inK. Falls zusätzlich

T ∪ −T = K

gilt, nennt man T einen Positivkegel oder eine Anordnung. Anordnungen werden
meist mit P bezeichnet. 4

Wir werden die doppelte Vergabe des Namens Anordnung gleich rechtfertigen.
Zunächst die folgende einfache Bemerkung:
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Bemerkung 1.1.11. (i) Die Menge

ΣK2 =

{
n∑
i=1

a2
i | n ∈ N, ai ∈ K

}

allerQuadratsummenvonElementen vonK bildet genaudann einePräordnung,
wenn −1 /∈ ΣK2. Sie ist dann die kleinste Präordnung, d.h. in allen anderen
Präordnungen enthalten. Insbesondere enthält jede Präordnung 0 und 1.

(ii) Es gilt

b =

(
b+ 1

2

)2

−
(
b− 1

2

)2

für alle b ∈ K, d.h. jedes Element ist eine Differenz von zwei Quadraten. Man
sieht damit, dass die Bedingung−1 /∈ T für Präordnungen auch ersetzt werden
kann durch T 6= K.

(iii) Für Präordnungen gilt immer T ∩ −T = {0}.Wäre nämlich x,−x ∈ T für
ein x 6= 0, so wäre

−1 = x · (−x) ·
(

1

x

)2

∈ T,

einWiderspruch.
(iv) Falls P ⊆ P ′ beides Anordnungen vonK sind, so gilt P = P ′. Ist nämlich
0 6= x ∈ P ′, so kann nicht −x ∈ P gelten, nach (3). Also ist x ∈ P , da P eine
Anordnung ist. 4

Satz 1.1.12. Für jede Anordnung≤ aufK ist

P≤ := {a ∈ K | 0 ≤ a}

eine Anordnung imSinne vonDefinition 1.1.10. Ist umgekehrtP eine Anordnung imSinne
vonDefinition 1.1.10, so definiert

a ≤P b :⇔ b− a ∈ P

eine Anordnung≤P aufK. Die beiden Konstruktionen sind invers zueinander und stellen
also eine Bijektion zwischen Anordnungen≤ und AnordnungenP her.

Beweis. Übungsaufgabe 3.
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Beispiel 1.1.13. AufR(t) bilden die beidenMengen

P1 =

{
f/g | fg =

d∑
i=k

ait
i, ad > 0

}
∪ {0}

P2 =

{
f/g | fg =

d∑
i=k

ait
i, ak > 0

}
∪ {0}

jeweils Anordnungen (Übungsaufgabe 4).Welchender inBeispiel 1.1.4 bereits be-
stimmten Anordnungen entsprechen sie? 4

Wiruntersuchennun,wiemanPräordnungenzuAnordnungenvergrößernkann.

Lemma 1.1.14. SeiT eine Präordnung vonK , und sei x ∈ K \ T . Dann ist

T ′ := T − xT = {s− xr | s, r ∈ T}

erneut eine Präordnung, mitT ⊆ T ′ und−x ∈ T .

Beweis. T ⊆ T ′ folgt aus s = s − x · 0, und−x ∈ T ′ folgt aus−x = 0 − x · 1.
Offensichtlich ist T ′ + T ′ ⊆ T ′ und T ′ · T ′ ⊆ T ′ erfüllt, undK2 ⊆ T ⊆ T ′. Es
bleibt zu zeigen dass−1 /∈ T ′. Wäre−1 = s − xr mit s, r ∈ T, so folgt r 6= 0.
Aus der Gleichung

r−1 =

(
1

r

)2

· r ∈ T

folgt dann
x = r−1 · rx = r−1 · (s+ 1) ∈ T,

einWiderspruch.

Satz 1.1.15. Jede Präordnung T eines Körpers ist in einer AnordnungP enthalten.Weiter
gilt

T =
⋂
T⊆P

P.

Beweis. Sei T ⊆ K eine Präordnung. Die Menge

T = {T ′ ⊆ K | T ⊆ T ′ Präordnung}

ist nichtleer (T ∈ T ), partiell geordnet durch⊆, und jede Kette besitzt eine obere
Schranke (die Vereinigung der in der Kette vorkommenden Präordnungen). Mit
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Zorns Lemma findenwir also einmaximales ElementP ∈ T .Umzu sehen, dass
P sogar eine Anordnung ist, sei x ∈ K \P.Mit Lemma 1.1.14 sehenwir dassP −
xP wieder in T liegt. Aus der Maximalität folgt P = P − xP , und insbesondere
−x ∈ P . Also ist P ∪ −P = K.
Die InklusionT ⊆

⋂
T⊆P P ist klar. Sei nunx /∈ T .Danngibt esmit Lemma1.1.14

eine Präordnung T ′ ⊇ T mit−x ∈ T ′. Sei nun P eine Anordnung mit T ′ ⊆ P .
Dann ist auch T ⊆ P, und wegen−x ∈ P gilt x /∈ P.Damit gehört x auch nicht
zumDurchschnitt auf der rechten Seite.

Satz 1.1.16. Ein KörperK besitzt genau dann eine Anordnung, wenn−1 /∈ ΣK2. Ein
Element ist genau dann in jeder Anordnung positiv, wenn es eine Quadratsumme ist.

Beweis. Wenn es eine Anordnung P gibt, so gilt−1 /∈ P ⊇ ΣK2. Ist umgekehrt
−1 /∈ ΣK2, so handelt es sich bei den Quadratsummen um eine Präordnung,
die nach Satz 1.1.15 zu einer Anordnung erweitert werden kann. DaΣK2 in jeder
Anordnung enthalten ist, gilt

ΣK2 =
⋂

P Anordnung

P.

Beispiel 1.1.17. (i) Sei f ∈ R(t) eine rationale Funktion, die überall dort, wo sie
definiert ist, nichtnegativeWerte annimmt.Dann ist f offensichtlich in allen An-
ordnungen aufR(t) positiv, und deshalb eine Quadratsumme.
(ii) AufC gibt es keine Anordnung, da−1 = i2.
(iii) AufQ gibt es genau eine Anordnung, und zwarΣQ2.
(iv) Auch aufR gibt es nur die AnordnungΣR2.Hier gilt sogarΣR2 = R2. 4

Definition 1.1.18. Ein KörperK heiß reell, wenn er (mindestens) eine Anordnung
besitzt. Dies ist also äquivalent zu −1 /∈ ΣK2. Ebenso äquivalent ist es zu der
Tatsache, dass a2

1 + · · ·+ a2
n = 0 immer ai = 0 für alle i impliziert. 4

1.2 Ordnungsfortsetzungenund reell abgeschlossene
Körper

Sei nun L/K eine Körpererweiterung, und≤ eine Anordnung aufK.Wir inter-
essieren uns für die Frage, ob man die Anordnung auf L fortsetzen kann, es also
eine Anordnung≤′ auf L gibt, die für Elemente ausK mit≤ übereinstimmt. In
der Formulierung mit Positivkegeln bedeutet das: falls P die Anordnung auf K
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ist, suchtmanalso eineAnordnungP ′ aufLmitP ′∩K = P. IndiesemFall nennt
man (L, P ′) bzw (L,≤′) eine Ordnungserweiterung von (K,P ) bzw. (K,≤).

Lemma1.2.1. Sei (K,P ) einangeordneterKörperundL/K eineKörpererweiterung.Die
AnordnungP lässt sich aufL genau dann fortsetzen, wenn

−1 /∈ TL(P ) :=

{
n∑
i=1

pi`
2
i | n ∈ N, `i ∈ L, pi ∈ P

}
,

d.h. wennTL(P ) eine Präordnung aufL ist.

Beweis. Wenn TL(P ) eine Präordnung auf L ist, gibt es eine Anordnung P ′ von
L mit TL(P ) ⊆ P ′ (Satz 1.1.15). Wegen P ⊆ TL(P ) gilt P ⊆ P ′ ∩ K. Da aber
P ′ ∩ K offensichtlich eine Anordnung aufK ist, folgt mit Bemerkung 1.1.11 (4)
daraus schon P = P ′ ∩K, also ist P ′ eine Erweiterung von P .
Sei umgekehrt P ′ eine Anordnung auf L, die P fortsetzt. Aus−1 /∈ P ′ ⊇ TL(P )
folgt die andere Implikation.

Der nächste Satz besagt, dassman eine Anordnung auf eine quadratische Erwei-
terung genau dann fortsetzen kann, wenn sie durch Adjunktion eines positiven
Elements entstand.

Satz 1.2.2. Sei (K,P ) ein angeordneter Körper, a ∈ K \K2 und

L := K(
√
a) = K[t]/(t2 − a).

Dann lässt sichP aufL genau dann fortsetzen, wenn a ∈ P.

Beweis. Sei P ′ eine Fortsetzung von P auf L. In L ist a = (
√
a)2 ∈ P ′, und also

a ∈ P ′ ∩K = P.
Sei umgekehrt a ∈ P. Angenommen es gäbe eine Gleichung

−1 =
∑
i

pi(ai + bi
√
a)2

mit pi ∈ P, ai, bi ∈ K. Ausmultiplizieren liefert

−1 =
∑
i

pia
2
i + pib

2
i a+ 2

√
a
∑
i

aibi.

Koeffizientenvergleich liefert−1 =
∑

i pia
2
i+pib

2
i a ∈ P, einWiderspruch.Somit

ist−1 /∈ TL(P ), und nach Lemma 1.2.1 lässt sich P aufL fortsetzen.
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Satz 1.2.3. Sei L/K eine endliche Körpererweiterung von ungeradem Grad. Dann lässt
sich jede Anordnung vonK aufL fortsetzen.

Beweis. Angenommen der Satz stimmt nicht. Dann gibt es eine Körpererweite-
rung L/K von ungeradem Grad, und eine Anordnung P von K, die sich nicht
auf L fortsetzen lässt. Sei dabei das Gegenbeispiel so gewählt, dass der Grad der
Körpererweiterungminimal ist.
Da in Charakteristik Null jede algebraische Erweiterung separabel ist, ist nach
dem Satz vom primitiven Element die ErweiterungL/K einfach, d.h.

L = K(α) = K[t]/(f),

wobei f das Minimalpolynom von α überK ist. Dabei ist deg(f) = 2n + 1 der
Grad der Körpererweiterung.
Weil sichP nicht fortsetzen lässt, gibt es nach Lemma 1.2.1 eine Gleichung−1 =∑

i pi`
2
i mit `i ∈ L. Das übersetzt sich in eine Gleichung

1 +
∑
i

pif
2
i = h · f, (1.1)

mit fi, h ∈ K[t]. Dabei können wir deg(fi) ≤ 2n für alle i annehmen. Also
ist der Grad auf der linken Seite in (1.1) höchstens 4n, und er ist gerade. Jeder
Term pif

2
i hat nämlich geraden Grad, und einen Leitkoeffizienten aus P . Diese

Leitkoeffizienten können sich beim Summieren nicht gegenseitig aufheben, da
P ∩ −P = {0}.
Also ist deg(h) ≤ 2n−1 und ungerade. Sei nunh1 ∈ K[t] ein irreduzibler Faktor
von h von ungeradem Grad, und β eine Nullstelle von h1 (aus dem Zerfällungs-
körper). Wir setzen L′ := K(β) und erhalten eine Körpererweiterung L′/K von
ungerademGrad≤ 2n− 1, und durch Einsetzung von β in (1.1) erhalten wir eine
Gleichung

−1 =
∑
i

piδ
2
i ,

wobei δi = fi(β) ∈ L′.NachLemma 1.2.1 lässt sichP also nicht aufL′ fortsetzen,
einWiderspruch zur Minimalität vonL.

Satz 1.2.4. Jede Anordnung vonK lässt sich aufK(t) fortsetzen.

Beweis. Wenn sich die Anordnung P von K nicht fortsetzen ließe, gäbe es eine
Gleichung

−1 =
∑
i

pi

(
fi
g

)2
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mit fi, g ∈ K[t] und pi ∈ P \ {0} nach Lemma 1.2.1. Dabei können wir anneh-
men, dass g keinen gemeinsamen Teiler mit allen fi hat. Wir multiplizieren mit
g2 und setzen 0 ein:

−g(0)2 =
∑
i

pifi(0)2 ∈ P.

Falls g(0) 6= 0, erhalten wir −1 ∈ P durch Multiplikation mit dem Quadrat
g(0)−2, ein Widerspruch. Falls g(0) = 0 folgt fi(0) = 0 für alle i, und alle Po-
lynome werden also von t geteilt. Das ist wiederum einWiderspruch.

Definition 1.2.5. EinKörperK heißt reell abgeschlossen, wenn er reell ist, aber kei-
ne echte algebraische Erweiterung besitzt, die auch reell ist. 4

Beispiel 1.2.6. Die reellen Zahlen R besitzen eine Anordnung. Die einzige echte
algebraische Erweiterung vonR ist aberC, undC besitzt keine Anordnung. Also
istR reell abgeschlossen. 4

Lemma 1.2.7. WennK reell abgeschlossen ist, gibt es genau eine Anordnung, und zwar
geradeP = K2.

Beweis. Sei P eine Anordnung auf K. Für a ∈ P \ K2 könnte P auf K(
√
a)

fortgesetzt werden, nach Satz 1.2.2. Weil aber keine echte algebraische Erwei-
terung vonK noch eine Anordnung besitzt, kann es diesen Fall nicht geben, d.h.
P = K2.

Für den nächsten wichtigen Satz brauchen wir noch das folgende Hilfslemma:

Lemma 1.2.8. SeiK ein Körper, in demK2 eine Anordnung ist. Dann ist jedes Element
inK(

√
−1) ein Quadrat.

Beweis. Sei z = a+ b
√
−1 ein Element inK(

√
−1), mit a, b ∈ K. Es gibt c ∈ K

mit c2 = a2 + b2, mit einem c ≥ 0.Wegen

(c+ a)(c− a) = c2 − a2 = b2 ≥ 0

und entweder c + a ≥ 0 oder c − a ≥ 0, muss beides gleichzeitig gelten. Also
gibt es d, e ≥ 0mit

d2 = (c+ a)/2 und e2 = (c− a)/2.

Dann ist (2de)2 = (c+ a)(c− a) = b2, also also±2de = b.Nun gilt

(d± e
√
−1)2 = d2 − e2 ± 2de

√
−1 = a+ b

√
−1 = z.
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Satz 1.2.9 (Artin & Schreier, 1926). Für einen KörperK sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(i) K ist reell abgeschlossen.

(ii) K2 ist eine Anordnung aufK , und jedes Polynom p ∈ K[t] von ungeradem Grad
hat eine Nullstelle inK.

(iii) K 6= K(
√
−1) undK(

√
−1) ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. (i)⇒ (ii): Lemma 1.2.7 sagt gerade, dassK2 eine Anordnung aufK ist.
Sei nun also p ∈ K[t] ein Polynom von ungeradem Grad. Sei p1 ein irreduzibler
Faktor von p von ungeradem Grad. Dann ist L = K[t]/(p1) eine Körpererwei-
terung von K, auf die sich die Anordnung nach Satz 1.2.3 fortsetzt. Da K reell
abgeschlossen ist folgt L = K, d.h. deg(p1) = 1. Also hat p1, und damit auch p,
eine Nullstelle inK.
(ii)⇒ (iii): Wegen −1 /∈ K2 ist K 6= K(

√
−1). Wir müssen nun zeigen, dass

K(
√
−1) keine echte algebraische Erweiterung besitzt. Sei dazuL eine endliche

algebraische Erweiterung vonK(
√
−1).Wir können annehmen, dass die Erwei-

terungL/K galoissch ist, indemwir notfalls zur normalen Hülle übergehen. Sei
G = Gal(L/K),H eine 2-Sylow-Untergruppe vonG, undF der zuH gehörende
Fixkörper:

L {id}

2e | | 2e

F H

ungerade | | ungerade

K G

Da es nach (ii) keine echten ungeraden Erweiterungen vonK geben kann, folgt
F = K, und |G| = 2e. Für die UntergruppeG1 := Gal(L/K(

√
−1)) folgt also

|G1| = 2e−1, undwirwollen e−1 = 0 zeigen, d.h.L = K(
√
−1).Wäre das nicht

so, könnten wir eine UntergruppeH1 vonG1 wählen, mit |H1| = 2e−2. Für den



14 KAPITEL 1. ANGEORDNETE KÖRPER

dazugehörigen Fixkörper F1 bekämen wir das folgende Bild:

L {id}

2e−2 | | 2e−2

F1 H1

2 | | 2

K(
√
−1) G1

2 | | 2

K G

Nach Lemma 1.2.8 kannK(
√
−1) aber keine quadratische Erweiterung haben,

denn jede solche Erweiterung entsteht durch Adjunktion einer Wurzel. Also gilt
e = 1, alsoL = K(

√
−1).

(iii)⇒(i): Wir zeigen zunächst ΣK2 = K2. Seien dazu a, b ∈ K. Da K(
√
−1)

algebraisch abgeschlossen ist, gibt es c, d ∈ K mit

(c+ d
√
−1)2 = a+ b

√
−1,

also c2 − d2 = a und 2cd = b.Man rechnet nun

a2 + b2 = c4 − 2c2d2 + d4 + 4c2d2 = c4 + 2c2d2 + d4 = (c2 + d2)2 ∈ K2.

Wegen K 6= K(
√
−1) ist also −1 /∈ K2 = ΣK2, also ist K reell. Nachdem

jede algebraische Erweiterung von K in den algebraischen Abschluss K(
√
−1)

einbettet, istK(
√
−1) die einzige solche Erweiterung. Sie ist nicht reell.

Korollar 1.2.10. SeiR ein reell abgeschlossener Körper undR′ ⊆ R ein relativ algebra-
isch abgeschlossener Teilkörper. Dann istR′ ebenfalls reell abgeschlossen.

Beweis. Übungsaufgabe 6.

Satz 1.2.11. SeiR ein reell abgeschlossener Körper. Dann gilt

(i) Die einzigen irreduziblen normierten Polynome inR[t] sind von der Gestalt t − a
und (t− a)2 + b2, mit a, b ∈ R, b 6= 0.

(ii) (Zwischenwertsatz) Falls für ein p ∈ R[t] und a, b ∈ R gilt p(a) < 0 < p(b), so
gibt es ein c ∈ (a, b)mit p(c) = 0.
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Beweis. (i): DaR(
√
−1) algebraisch abgeschlossen ist, ist jedes irreduzible Poly-

nom überR vomGrad≤ 2.Wennwir Normiertheit voraussetzen gibt es also die
Möglichkeiten t − a und t2 − 2at + c = (t − a)2 + (c − a2), mit a, c ∈ R. Im
zweiten Fall ist das Polynom genau dann irreduzibel, wenn es keine Nullstelle in
R hat, also wenn a2 − c /∈ R2.Das ist äquivalent zu c− a2 ∈ R2 \ {0}.
(ii): Zerlege p in irreduzible Faktoren. Ein Vorzeichenwechsel zwischen a und b
kann es nur geben, wenn ein Linearfaktor t− cmit c ∈ (a, b) auftritt.

Satz 1.2.12 (Satz von Rolle). SeiR ein reell abgeschlossener Körper und p ∈ R[t]. Falls
p(a) = p(b) für a < b inR, so gibt es ein c ∈ Rmit a < c < bmit p′(c) = 0.Dabei
bezeichnet p′ die übliche formale Ableitung von p.

Beweis. Übungsaufgabe 7.

1.3 Reelle Nullstellen von Polynomen
In diesem Abschnitt lernen wir eine Methode kennen, um reelle Nullstellen von
Polynomen zu zählen. Die Ergebnisse sind für sich selbst interessant, werden
aberauchganzmaßgeblich fürdenwichtigenSatz vonTarski-Seidenbergbenötigt,
der einen Kernpunkt im Beweis von Hilberts 17. Problem darstellt.
Sei zunächstK ein beliebiger Körper, und

p = td + a1t
d−1 + a2t

d−2 + · · ·+ ad−1t+ ad ∈ K[t]

ein normiertes Polynom überK. Wir bezeichnen die Nullstellen von p im alge-
braischen Abschluss vonK mit α1, . . . , αd. Für jedes r ∈ N ist die r-te Newton-
summe von p definiert als

νr(p) := αr1 + · · ·+ αrd.

Man berechnet also gerade die Summe der r-ten Potenzen der Nullstellen von p.
Bekanntermaßen ist es schwierigbisunmöglich,dieNullstellenvonpausdenKo-
effizienten ai direkt zu berechnen. Erfreulicherweiserweise muss man die Null-
stellen aber gar nicht kennen, umdie Newtonsummen zu berechnen. Die Kennt-
nis der Koeffizienten reicht aus. Das erhält man aus der folgenden Formel:

Satz 1.3.1 (Newton Identitäten). Für jedes k ≥ 1 gilt die Gleichung

νk(p) + νk−1(p)a1 + νk−2(p)a2 + · · ·+ ν1(p)ak−1 + kak = 0.

Dabei setzt man aj = 0 für j > d.
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Beweis. Wir schreiben α = (α1, . . . , αd) und beginnenmit der Gleichung

p = (t− α1)(t− α2) · · · (t− αd) =
d∑
i=0

(−1)d−isd−i,d(α) · ti. (1.2)

Dabei bezeichnet
sr,d(α) =

∑
1≤i1<···<ir≤d

αi1 · · ·αir

die r-te elementarsymmetrische Funktion in d Variablen, wobei s0,d = 1.Durch
Koeffizientenvergleich sehen wir (−1)rsr,d(α) = ar für alle r = 0 . . . , d.Wenn
wir in (1.2) nun αj für t einsetzen, erhalten wir

0 =
d∑
i=0

(−1)d−isd−i,d(α)αij,

und wenn wir das über alle j aufsummieren

0 =
d∑
j=1

d∑
i=0

(−1)d−isd−i,d(α)αij = d · (−1)dsd,d(α) +
d∑
i=1

(−1)d−isd−i,d(α)νi(p)

= d · ad +
d∑
i=1

ad−i · νi(p).

Das ist genau die gewünschte Formel im Fall k = d = deg(p).
Für den allgemeinen Fall überlegen wir uns zuerst, dass sich die linke Seite der
Formel nicht ändert, wennman das Polynom pmit tmultipliziert, also 0 als wei-
tere Nullstelle hinzufügen. Die Newtonsummen ändert das offensichtlich nicht,
und es entsteht der weiterere Koeffizient ad+1 = 0, und den hatten wir ja schon
für p verwendet, falls in der Formel nötig.
Den Fall k > d erhält man nun, indem man statt p das Polynom q = tk−dp be-
trachtet, welches Grad k hat. Für q stimmt die Formel, wie eben bewiesen, und
andererseits stimmt sie mit der Formel für p überein.
Den Fall k < d beweisen wir mit Induktion über d − k. Der Induktionsanfang
ist d − k = 0, also der schon bewiesene Fall k = d. Sei also k < d. Wir betrach-
ten das Polynom q mit den Nullstellen α1, . . . , αd−1. Nach Induktionsannahme,
stimmt die Formel mit k für q, denn (d − 1) − k < d − k. Andererseits ist es
die selbe Formel wie für das Polynommit Nullstellenα1, . . . , αd−1, 0, wie wir uns
oben überlegt haben. Nun sieht man aber, dass die linke Seite der gewünschten
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Formel ein (homogenes) Polynom vom Grad k in den Nullstellen α1, . . . , αd ist.
Dieses Polynom ist Null, wenn αd = 0 gilt, und also kannman αd ausklammern.
Analog geht das für die anderen Variablen αi, und wegen k < dmuss die linke
Seite konstant Null gewesen sein.

Aus den Newton Identitäten kann man rekursiv alle Newtonsummen νi(p) mit
Hilfe der Koeffizienten aj von p berechnen, z.B.

ν0(p) = d

ν1(p) = −a1

ν2(p) = −ν1(p)a1 − 2a2 = a2
1 − 2a2

...

Insbesondere sieht man, dass νi(p) ein ganzzahliger polynomialer Ausdruck in
den Koeffizienten aj von p ist, vom Totalgrad i.

Bemerkung 1.3.2. Es gibt noch eine weitere Methode um die Newtonsummen
explizit zu berechnen. Dazu definiert man die Begleitmatrix des Polynoms p wie
folgt

C(p) =


0 −ad
1

. . . −ad−1

. . . 0
...

1 −a1

 ∈ Md(K)

Man rechnet nun relativ leicht aus, dass

det(tI − C(p)) = p

gilt, dasursprünglichePolynomp ist alsodas charakteristischePolynomvonC(p).
Damit stimmendieEigenwerte vonC(p) genaumit denNullstellen von püberein
(alles im algebraischen Abschluss vonK). Die Eigenwerte vonC(p)k sind also die
k-ten Potenzen der Nullstellen von p. Somit gilt

tr(C(p)k) = νk(p),

wobei tr die Spur bezeichnet, die einseits die Summe der Eigenwerte, und ande-
rerseits einfach die Summe der Diagonaleinträge ist. Auch hier sieht man, dass
dieNewtonsummenganzzahligepolynomialeAusdrücke indenKoeffizientenvon
p sind. 4
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Definition 1.3.3. Sei K ein Körper und p ∈ K[t] ein normiertes Polynom vom
Grad d. Dann heiß die Matrix

H(p) := (νi+j(p))i,j=0,...,d−1 =


ν0(p) ν1(p) · · · νd−1(p)
ν1(p) ν2(p) · · · νd(p)
...

...
νd−1(p) νd(p) · · · ν2d−2(p)


dieHermite-Matrix von p. 4

Der Eintrag an der Stelle (i, j) von H(p) hängt nur von i + j ab, ist also kon-
stant entlang der Gegendiagonalen. Eine Matrix von dieser Gestalt nennt man
auch Hankelmatrix. Der (i, j)-Eintrag von H(p) ist ein polynomialer Ausdruck
vom Grad i + j in den Koeffizienten von p. Man kannH(p) also direkt aus p be-
rechnen.
Sei M ∈ Symd(K) eine symmetrische Matrix über einem Körper K mit
char(K) 6= 2. Dann gibt es eine invertierbare Matrix S ∈ Gld(K), so dass

StMS = diag(a1, . . . , ad)

Diagonalgestalt hat. Falls nun (K,P ) ein angeordneter Körper ist (insbesondere
char(K) = 0), so definieren wir die Signatur vonM wie folgt:

signPM :=
d∑
i=1

signP (ai).

Dabei ist

signP (a) :=


1 : a ∈ P \ {0}
−1 : −a ∈ P \ {0}

0 : a = 0

Die Signatur ist also die Anzahl der positiven Elementeminus die Anzahl der ne-
gativen Elemente in der Diagonalisierung. Der Sylvester’sche Trägheitssatz besagt,
dass dieDefinition der Signatur einerMatrixwohldefiniert ist, also nicht von der
gewählten Diagonalisierung abhängt. Der Beweis wird gewöhnlich für K = R
geführt, ist aber für beliebige angeordnete Körper identisch.
Der folgende wichtige Satz liefert eine Methode, um Nullstellen von Polynomen
über reell abgeschlossenen Körper zu zählen. Da man die Hermite-Matrix rela-
tiv leicht ausrechnen kann, und dafür insbesondere die Nullstellen des Polynoms
nicht zu kennen braucht, ist das ein interessantes Ergebnis.
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Satz 1.3.4. SeiR ein reell abgeschlossener Körper und p ∈ R[t] ein normiertes Polynom
vomGrad≥ 1. Dann gilt

(i) rangH(p) = Anzahl der verschiedenenNullstellen von p inR(
√
−1).

(ii) signH(p) = Anzahl der verschiedenenNullstellen von p inR.

Beweis. Seien α1, . . . , αd die Nullstellen von p inR(
√
−1).Wir setzen

ωi = (1, αi, . . . , α
d−1
i )t

und sehen dass H(p) =
∑d

i=1 ωiω
t
i gilt. Seien nun o.B.d.A. α1, . . . , αs die ver-

schiedenenNullstellen,wobeiαimitVielfachheitni auftrete.DieVektorenω1, . . . , ωs
sind linearunabhängig,denndieVandermonde-Matrix zupaarweise verschiede-
nen Zahlen hat vollen Rang.Weiter ist

H(p) =
s∑
i=1

ni · ωiωti , (1.3)

und deshalb hatH(p) gerade Rang s (vergleiche Übungsaufgabe 8; beachte dass
niωiω

t
i = (

√
niωi)(

√
niωi)

t gilt). Das beweist (i). Wegen p ∈ R[t] kommen Null-
stellen immer in komplex konjugierten Paaren vor, d.h.wennα = a+b

√
−1 eine

Nullstelle ist, so ist auch α = a− b
√
−1 eine. Wir nehmen also an, dass

(α1, . . . , αs) = (α1, . . . , αr, αr+1, . . . , αq, αr+1, . . . , αq)

mit αi ∈ R für i ≤ r und αi ∈ R(
√
−1) \R für i > r.Gleichung (1.3) ist dann

H(p) =
r∑
i=1

ni · ωiωti +

q∑
i=r+1

ni · (ωiωti + ωiω
t
i)

=
r∑
i=1

ni · ωiωti +

q∑
i=r+1

2ni · Re(ωi)Re(ωi)
t −

q∑
i=r+1

2ni · Im(ωi)Im(ωi)
t.

Außerdem sind natürlich mit

ω1, . . . , ωr, ωr+1, . . . , ωq, ωr+1, . . . , ωq

auch

ω1, . . . , ωr,Re(ωr+1), . . . ,Re(ωq), Im(ωr+1), . . . , Im(ωq) ∈ Rd
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linear unabhängig. Daraus sieht man, dass signH(p) = q − (q − r) = r gilt,
vergleiche wieder Übungsaufgabe 8. Man beachte nochmals, dass die Multipli-
zitäten ni positiv sind, also in R eine Wurzel besitzen, und also niωiωti durch
(
√
niωi)(

√
niωi)

t ersetzt werden kann.

Beispiel 1.3.5. Sei p = t2 + 1 ∈ R[t].Man berechnet

H(p) =

(
2 0
0 −2

)
.

DieseMatrix hat Rang 2 und Signatur 0. Also hat p zwei verschiedene Nullstellen
inR(

√
−1), aber keine inR. Das stimmt hier offensichtlich, denn dieNullstellen

sind±
√
−1. 4

Korollar 1.3.6. Ein normiertes Polynom p ∈ R[t] hat genau dann nur Nullstellen inR,
wennH(p) positiv semidefinit ist, d.h. nach Diagonalisierung keine negativen Einträge
hat.

Beweis. Nach Satz 1.3.4 hat p genau dann nur Nullstellen inR, wenn

rangH(p) = signH(p)

gilt. Das bedeutet aber gerade, dass keine negativen Diagonaleinträge auftreten
dürfen.

Wir wollen auch noch die Nullstellen eines Polynoms unter Nebenbedingungen
zählen. Dafür verallgemeinern wir die Hermite-Matrix. Sei wieder p ∈ K[t] ein
normiertes Polynom über einem Körper K, mit Nullstellen α1, . . . , αd im alge-
braischen Abschluss vonK. Sei nun q ∈ K[t] ein beliebiges weiteres Polynom.
Wir definieren die verallgemeinerten Newtonsummen

νr(p, q) := αr1 · q(α1) + · · ·+ αrd · q(αd)

und die verallgemeinerte Hermite-Matrix

H(p, q) = (νi+j(p, q))i,j=0,...,d−1 .

Im Fall q = 1 erhält man gerade die bekannten Konstruktionen zurück. Man
sieht, dass auch die verallgemeinerten Newtonsummen ganzzahlige polynomia-
le Ausdrücke in den Koeffizienten von p und q sind, die man leicht ausrechnen
kann: wenn q =

∑d′

j=0 bjt
j ist, gilt

νr(p, q) =
∑
i

αri ·
∑
j

bjα
j
i =

∑
j

bj
∑
i

αj+ri =
∑
j

bjνj+r(p).

Wir erhalten die folgende Verallgemeinerung von Satz 1.3.4:
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Satz 1.3.7. SeiR ein reell abgeschlossener Körper und p ∈ R[t] ein normiertes Polynom
vomGrad≥ 1. Sei q ∈ R[t] ein beliebiges weiteres Polynom. Dann gilt

(i) rangH(p, q)=AnzahlderverschiedenenNullstellenαvonp inR(
√
−1)mitq(α) 6=

0.

(ii) signH(p, q) =
∑

α∈R,p(α)=0 sign q(α).

Beweis. Mit der Notation aus dem Beweis von Satz 1.3.4 erhalten wir

H(p, q) =
s∑
i=1

niq(αi)ωiω
t
i

mit linear unabhängigen Vektorenωi. Daraus folgt (i), nachdemmanwieder den
Vorfaktorniq(αi) alsWurzel inR(

√
−1) auf dieVektoren verteilt hat. Für (ii) ent-

stehen wieder Summanden
niq(αi)ωiω

t
i

mit αi ∈ R und
niq(αi) · ωiωti + niq(αi) · ωiωti

mit αi /∈ R. Einen Summanden der zweiten Form kann man aber wieder um-
schreiben als

v1v
t
1 − v2v

t
2

mit neuen Vektoren v1, v2 ∈ Rd, die den gleichen Raum aufspannen wie ωi, ωi.
Dazu ersetzen wir erst ωi durch

√
niq(αi)ωi und gehen dann weiter vor wie im

Beweis vonSatz 1.3.4. Für die Berechnungder Signaturmussman alsowiederum
nur die Summanden für αi ∈ R betrachten. Dabei kann dann niq(αi) je nach
Signatur wieder durch 1,−1 oder 0 ersetzt werden.

Man kann nun auch noch die Anzahl der Nebenbedingungen vervielfachen, und
auch beliebige Vorzeichen an sie vorgeben. Seien dazu p, q1, . . . , qm ∈ R[t] mit
p 6= 0.Wir wollen die Anzahl

#{α ∈ R | p(α) = 0, q1(α) >, . . . , qm(α) > 0}

bestimmen.BeachtedassdurchÜbergangzu−qi damit auchdieBedingung qi(α) <
0 abgedeckt ist.Wennman p durch p2 + q2

i ersetzt, kannman auch qi(α) = 0 er-
reichen. Für e ∈ {1, 2}m setzen wir

qe := qe11 · · · qemm .
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Korollar 1.3.8. SeiR reell abgeschlossen, p, q1, . . . , qm ∈ R[t], p normiert. Dann gilt

#{α ∈ R | p(α) = 0, q1(α) > 0, . . . , qm(α) > 0} =
1

2m

∑
e∈{1,2}m

signH(p, qe).

Beweis. Wir wissen aus Satz 1.3.7 dass

signH(p, qe) =
∑

α∈R,p(α)=0

sign qe(α)

gilt. Somit ist∑
e∈{1,2}m

signH(p, qe) =
∑

α∈R,p(α)=0

∑
e∈{1,2}m

sign qe11 (α) · · · qemm (α)

=
∑
α

m∏
i=1

(sign qi(α) + sign qi(α)2).

Es ist aber sign qi(α) + sign qi(α)2 genau dann 2 wenn qi(α) > 0, und sonst
immer 0.

1.4 Der reelle Abschluss
Definition 1.4.1. Sei (K,P ) ein angeordneter Körper. Ein Oberkörper R von K
heißt reeller Abschluss von (K,P ), wenn R reell abgeschlossen, R/K algebraisch
und die Anordnung aufR eine Fortsetzung von P ist. 4

Satz 1.4.2. Jeder angeordnete Körper besitzt einen reellen Abschluss.

Beweis. Betrachte einenalgebraischeAbschlussK vonK,unddienichtleereMen-
ge

M =
{

(L, P ′) | K ⊆ L ⊆ K,P ′ ∩K = P
}
.

Sie ist partiell geordnet durch

(L1, P1) � (L2, P2) :⇔ L1 ⊆ L2 und P2 ∩ L1 = P1,

und jedeKette (Li, Pi)i∈I besitzt inM die obere SchrankeL =
⋃
i∈I Li, versehen

mit der Anordnung
⋃
i∈I Pi.Nach dem Zorn’schen Lemma gibt es also ein maxi-

males Element (R,Q) inM, und wir müssen zeigen dassR reell abgeschlossen
ist.
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Jedes Element a ∈ Q ist ein Quadrat inR; ansonsten könnteman die Anordnung
weiter aufR(

√
a) fortsetzen (Satz 1.2.2), einWiderspruch zur Maximalität. Also

istQ = R2, und somit ist jede angeordnete KörperwerweiterungR′ vonR auto-
matisch eine Ordnungserweiterung (vergleiche Bemerkung 1.1.11 (iv)). Aufgrund
derMaximalität vonR kann es also keine algebraische angeordneteKörpererwei-
terung vonR geben, und also istR reell abgeschlossen.

Unser nächstes Ziel ist zu zeigen, dass der reelle Abschluss eines angeordneten
Körpers bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Dafür brauchen wir einige
Hilfsaussagen. Das erste Lemma ist bereits eine schwache Version des später zu
beweisenden Transferprinzip von Tarski-Seidenberg.

Lemma 1.4.3. SeiK ein Körper, p ∈ K[t] undR1, R2 zwei reell abgeschlossene Ober-
körper vonK , die aufK dieselbe Anordnung induzieren. Dann hat p die gleiche Anzahl
vonNullstellen inR1 undR2.

Beweis. Nach Satz 1.3.4 ist die Anzahl der Nullstellen inR1 bzw.R2 die Signatur
derHermite-MatrixH(p)überdem jeweiligenKörper.DieEinträgederHermite-
Matrix sind aber polynomial in den Koeffizienten von p, und liegen also inK. Da
R1 und R2 dieselbe Anordnung auf K induzieren, ist die Signatur über beiden
Körpern gleich.

Lemma 1.4.4. Sei R ein reeller Abschluss des angeordneten Körpers (K,P ) undK ⊆
L ⊆ R ein Zwischenkörper mit [L : K] < ∞. Seiϕ : K → S eine ordnungstreue Ein-
bettung in einen weiteren reell abgeschlossenen KörperS. Dann besitztϕ eine Fortsetzung
aufL, d.h. eineEinbettungψ : L→ S die ordnungstreu bezüglich derAnordnungR2∩L
aufL ist, mitψ = ϕ aufK.

(R,R2)

(L,R2 ∩ L)
ψ // (S, S2)

(K,P )

ϕ
88

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element ist L = K(α) für ein α ∈ L.
Sei p ∈ K[t] das Minimalpolynom von α über K. Dann hat p mindestens eine
Nullstelle inR, nämlichα.NachLemma 1.4.3 hat pdannauch eineNullstelle inS,
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und also gibt es mindestens eine Fortsetzung ψ : L → S von ϕ. Seien ψ1, . . . ψm
alle diese Fortsetzungen. Angenommen, keine davon ist ordnungstreu bezüglich
R2 ∩ L. Dann gibt es also Elemente b1, . . . , bm ∈ Lmit bi ∈ R2 und ψi(bi) < 0
in S. Wir betrachten den Körper L′ = L(

√
b1, . . . ,

√
bm) ⊆ R. Keines der ψi

setzt sich auf L′ fort, da Quadrate immer auf positive Elemente in S abgebildet
werden. Also setzt sich auchϕ nicht aufL′ fort, einWiderspruch zum ersten Teil
des Beweises.

Satz 1.4.5. Sei (K,P ) ein angeordneter Körper mit reellem Abschluss R, und
ϕ : K → S ein ordnungstreuer Homomorphismus in einen weiteren reell abgeschlosse-
nenKörperS.Danngibt es eine eindeutigeFortsetzungψ : R→ S vonϕ (die automatisch
ordnungstreu ist).

Beweis. Wir betrachten die nichtleere Menge

M =
{

(L, ψ) | K ⊆ L ⊆ R,ψ : L→ S, ψ(R2 ∩ L) ⊆ S2, ψ = ϕ aufK
}
.

Sie ist wie üblich partiell geordnet durch die Fortsetzungsrelation, und jede Ket-
te besitzt eine obere Schranke. Also gibt es ein maximales Element inM, und
wegen Lemma 1.4.4 muss dafür L = R gelten. Also gibt es eine ordnungstreue
Fortsetzung ψ : R→ S.
Für die Eindeutigkeit sei p ∈ K[t] ein irreduzibles Polynom. Dann hat p in R
einfache Nullstellen α1 < · · · < αr, und nach Lemma 1.4.3 in S Nullstellen
β1 < · · · < βr. Die Fortsetzung ψ bildet die αi auf die βi ab, und aufgrund der
Ordnungstreue muss ψ(αi) = βi gelten. Da jedes Element α ∈ R die Nullstelle
eines Polynoms überK ist, ist ψ also eindeutig bestimmt.

Korollar 1.4.6. Der reelle Abschluss eines angeordneten Körpers (K,P ) ist bis aufK-
Isomorphie eindeutig bestimmt. Der Isomorphismus ist ebenfalls eindeutig.

Beweis. Wenn R1, R2 zwei reelle Abschlüsse sind, gibt es eindeutig bestimmte
K-Homomorphismen ψ1 : R1 → R2 und ψ2 : R2 → R1. Aufgrund der Eindeu-
tigkeit aus Satz 1.4.5 mussψ2 ◦ψ1 = idR1 gelten, und damit sind beides Isomor-
phismen.

Bemerkung 1.4.7. Ab jetzt macht es also Sinn, von dem reellen Abschluss eines an-
geordneten Körpers zu sprechen, denn er ist bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt.Es isthier sogarder Isomorphismuseindeutig!Bekanntermaßen ist auch
deralgebraischeAbschluss einesKörpersbis auf Isomorphie eindeutigbestimmt.
Dabei kann es abermehrere Isomorphismengeben.Beispielsweise sinddie Iden-
tität und die komplexe Konjugation auf C verschiedene R-Isomorphismen des
algebraischen Abschlusses vonR. 4
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Beispiel 1.4.8. Sei R0 = {α ∈ R | α algebraisch überQ} der relative algebrai-
sche Abschluss von Q in R. Nach Lemma 1.2.10 ist R0 reell abgeschlossen, und
damit der reelle Abschluss von Q. R0 ist also der kleinste reell abgeschlossene
Körper, d.h. er ist in allen anderen reell abgeschlossenen Körpern auf eindeutige
Weise enthalten. 4

1.5 SemialgebraischeMengen,derProjektionssatzund
das Transferprinzip von Tarski und Seidenberg

Sei im folgenden stets R ein reell abgeschlossener Körper und A ein beliebiger
TeilringvonR.Wir setzenx = (x1, . . . , xn). Seienp1, . . . , pm ∈ R[x] = R[x1, . . . , xn]
Polynome.Wir setzen

OR(p1, . . . , pm) = {a ∈ Rn | p1(a) > 0, . . . , pm(a) > 0} ,

und
VR(p1, . . . , pm) = {a ∈ Rn | p1(a) = 0, . . . , pm(a) = 0} .

Den IndexR lassen wir oft weg, wenn klar ist, welchen Körper wir betrachten.

Definition 1.5.1. (i) Eine Teilmenge vonRn heißtA-semialgebraisch, falls sie eine
endliche boolesche Kombination (Vereinigungen, Durchschnitte, Komplemente)
von Mengen O(p1, . . . , pm) mit pi ∈ A[x] ist. Für R-semialgebraisch sagen wir
einfach semialgebraisch.
(ii) Eine Menge der Gestalt V (p1, . . . , pm)mit pi ∈ A[x] heißtA-algebraisch. Für
R-algebraisch sagen wir einfach algebraisch. 4

Bemerkung 1.5.2. (i) JedeA-algebraische Menge istA-semialgebraisch. Die Be-
dingung p(a) = 0 kannman nämlich schreiben als

¬p(a) > 0 ∧ ¬(−p)(a) > 0.

Das übersetzt sich in die boolsche Kombination vonMengen

V (p) = O(p)c ∩O(−p)c.

(ii)Man kann in derDefinition einer semialgebraischenMenge also beliebige Be-
dinungen p(a) = 0, p(a) ≥ 0, p(a) ≤ 0, p(a) > 0, p(a) < 0 und boolesche
Kombinationen derselben verwenden. 4
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Lemma 1.5.3. (i) JedeA-algebraischeMenge ist von der GestaltV (p) für ein p ∈ A[x].

(ii) JedeA-semialgebraischeMengeS ⊆ Rn hat eine Beschreibung der Form

S =
r⋃
i=1

(V (pi) ∩O(qi1, . . . , qimi
)) .

Beweis. (i) folgt aus V (p1, . . . , pm) = V (p2
1 + · · · + p2

m), vergleiche Definition
1.1.18. Für (ii) überlegtmansich,dassdasSystemallerMengenmit solcheinerBe-
schreibung abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen, Durchschnitten und
Komplementbildung ist, und alle MengenO(p1, . . . , pm) enthält.

Beispiel 1.5.4. (i) Die TeilmengeZ ⊆ R ist nicht semialgebraisch. Der Graph der
Sinusfunktion {(α, sinα) | α ∈ R} ⊆ R2 ist nicht semialgebraisch. Der Graph
der Exponentialfunktion {(α, eα) | α ∈ R} ist nicht semialgebraisch (Übungs-
aufgabe 16).
(ii) Abzählbare Vereinigungen und Schnitte semialgebraischer Mengen sind im
Allgemeinen nicht mehr semialgebraisch (siehe z.B.Z). 4

Satz 1.5.5. Die semialgebraischen Teilmengen von R sind genau die endlichen Vereini-
gungen von Intervallen (dabei sind abgeschlossene, offene, halboffene, beschränkte und un-
beschränkte Intervalle mit Grenzen inR zugelassen; insbesondere auch einzelne Punkte).

Beweis. Offensichtlich sindalle Intervalle semialgebraisch.Umgekehrt istdieMen-
ge aller endlichen Vereinigungen von Intervallen abgeschlossen unter den boole-
schen Operationen. Es genügt also zu zeigen, dass jede der Mengen
O(p) = {α ∈ R | p(α) > 0} eine solche endliche Vereinigung ist. Nach dem
Zwischenwertsatz (Satz 1.2.11 (ii)) kann aber ein Polynomzwischen zweiNullstel-
len sein Vorzeichen nicht ändern. Bekannterweise hat ein Polynom immer nur
endlich viele Nullstellen. Also bestehtO(p) aus endlich vielen (offenen) Interval-
len.

Satz 1.5.6. Seien p1, . . . , pm ∈ A[x1, . . . , xn] und

p : Rn → Rm

a 7→ (p1(a), . . . , pm(a))

diedavon induziertepolynomialeAbbildung.DannistdasUrbildp−1(T ) einerA-semialgebraischen
(A-algebraischen)MengeT ⊆ Rm wiederA-semi-algebraisch (A-algebraisch).
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Beweis. Für q ∈ A[x1, . . . , xm] ist

p−1(O(q)) = {a ∈ Rn | q(p1(a), . . . , pm(a)) > 0} = O(h)

mit h = q(p1, . . . , pm) ∈ A[x1, . . . , xn]. Der allgemeine semialgebraische Fall
folgt aus der Tatsache, dass Urbildnehmenmit den booleschen Operationen ver-
träglich ist. Der algebraische Fall geht genau gleich.

Bemerkung 1.5.7. (i) Das polynomiale Bild p(V ) einer algebraischenMenge V ⊆
Rn ist imRm im Allgemeinen nicht wieder algebraisch, und noch nicht mal eine
boolesche Kombination algebraischerMengen. Beispielsweise erhält man, wenn
man die Menge {(x, y) ∈ R2 | y − x2 = 0} auf die y-Achse projiziert, die Men-
ge [0,∞). Algebraische Mengen inR sind aber nur endliche Teilmengen und die
ganze GeradeR. Die booleschen Kombinationen davon sind also gerade die end-
lichen und koendlichenMengen.
(ii) Das polynomiale Bild einerA-semialgebraischenMenge ist allerdings wieder
A-semialgebraisch. Diese Aussage folgt aus dem Projektionssatz, den wir nun
beweisen wollen. 4

Wir beweisen zunächst ein technisches Lemma. Es besagt, dass die Signatur ei-
ner Matrix in semialgebraischerWeise von ihren Koeffizienten abhängt:

Lemma 1.5.8. Zun ∈ N und k ∈ Z ist dieMenge

{M ∈ Symn(R) | signM = k}

Z-semialgebraisch inMn(R) = Rn2
.Dabei kann die semialgebraische Beschreibung so-

gar unabhängig vonR gewählt werden.

Beweis. Wir gehen per Induktion über n vor. Der Fall n = 1 ist klar. Wir gehen
nun vor wie im Verfahren zur Diagonalisierung von M (als Bilinearform). Wir
schreibenM = (mij)i,j und könnenM 6= 0 annehmen. Wir können dann so-
garm11 6= 0 annehmen, nach einem geeigneten Basiswechsel. Einer von endlich
vielen von vorn herein festgelegten Basiswechseln funktioniert dabei immer, je
nachdem, welche Einträge von M ungleich null sind. Die Matrixeinträge nach
solch einem Basiswechsel kann man Z-polynomial aus den alten Einträgen be-
rechnen. Die verschiedenen Fälle übersetzen sich in eine große Vereinigung von
semialgebraischen Mengen. Wir setzen alsom11 6= 0 voraus. Die Vektoren e′i :=
m11ei − m1ie1 bilden für i = 2, . . . , n zusammen mit e1 eine Basis des Rn, be-
züglich dererM die Gestalt (

m11 0
0 M ′

)
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mit einer symmetrischenMatrixM ′ derGrößen−1 hat.Man erhält dabeiM ′ Z-
polynomial ausM,durchMultiplikation von beiden Seitenmit der Basiswechsel-
matrix. FürM ′ stimmt die Behauptung bereits nach Induktionssannahme, und
damit auch fürM .

Satz 1.5.9 (Projektionssatz). Sei S ⊆ Rm × Rn eineA-semialgebraische Menge, und
π : Rm × Rn → Rn; (x, y) 7→ y die Projektion. Dann ist π(S) ⊆ Rn wieder A-
semialgebraisch.

Beweis. Es genügt den Fallm = 1 zu betrachten, da man das Ergebnis dann ite-
rieren kann.DadasBild einerVereinigungdieVereinigungderBilder ist, können
wir nach Lemma 1.5.3 (ii) annehmen, dass S von der Gestalt

S = V (p) ∩O(q1, . . . , qm)

= {(α, a) ∈ R×Rn | p(α, a) = 0, q1(α, a) > 0, . . . , qm(α, a) > 0}

mit p, qi ∈ A[t, x] ist. Wenn wir für ein a ∈ Rn entscheiden wollen, ob a ∈
π(S) gilt, müssen wir entscheiden, ob ein α ∈ R existiert mit (α, a) ∈ S. Dies
können wir mit Hilfe der Hermite Matrizen tun. Wir fassen dazu alle Polynome
als Polynom in t auf, die mit den Variablen x parametrisiert sind:

p =
d∑
i=0

pi(x)ti, qj =

dj∑
i=0

qji(x)ti,

mit pi, qji ∈ A[x]. Für a ∈ Rn und beliebiges h ∈ A[t, x] setzen wir ha(t) :=
h(t, a) ∈ R[t]. Um die Methode der Hermite Matrizen verwenden zu können,
müssen wir eine Fallunterscheidung nach demGrad von pamachen. Sei dazu

Σk := {a ∈ Rn | deg(pa) = k},

wobei auch k = −∞ zugelassen ist, wenn pa ≡ 0. Jede der Mengen Σk ist A-
semialgebraisch imRn, denn sie ist durch eine Bedingung an das Verschwinden
bzw. Nichtverschwinden der pi definiert. Der Rn zerlegt sich disjunkt in die ve-
schiedenen Σk.Wir sind also fertig, wenn wir zeigen können, dass alle Mengen
π(S) ∩ Σk A-semialgebraisch sind.
Für k = 0 ist π(S)∩Σk = ∅, da ein Polynom vomGrad 0 keineNullstelle hat. Die
leere Menge ist aberA-semialgebraisch.
Sei nun k ≥ 1. Für a ∈ Σk schreibe pa = p0(a) + p1(a)t + · · · + pk(a)tk mit
pk(a) 6= 0.Nach Korollar 1.3.8 gilt

a ∈ π(S)⇔
∑

e∈{1,2}m
signH

(
1

pk(a)
pa, q

e
a

)
> 0.
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Die Einträge der einzelnen Hermite-Matrizen rechts sind dabei ganzzahlige po-
lynomialeAusdrücke inden pi(a)

pk(a)
, undden qji(a), sieheAbschnitt 1.3.DerGrad ist

dabei beschränkt, abhängig vom Grad der auftretenden Polynome p, qi. Für die
Berechnung der Signatur kannman alle Matrizenmit pk(a)N multiplizieren, für
groß genügendesN , dann sind alle Einträge ganzzahlig-polynomial in den pi(a)
und den qji(a), und damit A-polynomial in a. Da alle auftretenden Signaturen
zwischen −k und +k liegen, gibt es endlich viele Möglichkeiten an die einzel-
nen Signaturen, um eine positive Summe zu erreichen. Jede Bedingung an die
Signatur einer einzelnen Matrix ist aber eineA-semialgebraische Bedingung an
a, nach Lemma 1.5.8, und damit sind wir fertig.
Es bleibt noch der Fall k = −∞, d.h. pa = 0. In diesem Fall können wir der
Beschreibung von S eine andere Gleichung hinzufügen, ohne π(S) ∩ Σ−∞ zu
verändern. Damit sind wir dann im vorigen Fall. Die neue Gleichung erhält man
aus dem nachfolgenden Lemma.

Lemma 1.5.10. Seien q1, . . . , qm ∈ R[t] und q := q1 · · · qm.Wir setzen

p := (1− q2)q′.

Falls es einen Punkt α ∈ R gibt mit q1(α) > 0, . . . , qm(α) > 0, so gibt es auch einen
solchenmit zusätzlich p(α) = 0.

Beweis. Der Fall dass q (und damit alle qi) konstant sind, ist klar.Wir nehmen also
an, dass q nicht konstant ist. Seien α1 < α2 < · · · < αr die Nullstellen von q in
R. In keinem der Intervalle

(−∞, α1), (α1, α2), . . . , (αr−1, αr), (αr,∞)

wechselt ein qi sein Vorzeichen (Satz 1.2.11 (ii)).Wir sind also fertig wennwir zei-
gen, dass p in allen Intervallen eine Nullstelle hat. In den beschränkten Interval-
len hat aber q′ jeweils eine Nullstelle, nach dem Satz von Rolle (Satz 1.2.12). Weil
1−q2 beiα1 undαr denWert 1 annimmt, für betragsmäßig großeWerte aber ne-
gativ wird (q nicht konstant!), muss es in den beiden unbeschränkten Intervallen
ebenfalls eine Nullstelle haben.

Korollar 1.5.11. Jedes polynomiale Bild einer semialgebraischenMenge ist wieder semial-
gebraisch (vergleiche Bemerkung 1.5.7 (ii)).

Beweis. Übungsaufgabe 18.
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Bemerkung 1.5.12. Man beachte im Projektionssatz, dass die semialgebraische
Formel für π(S) nur von den ursprünglichen Formeln für S abhängt, und nicht
von R. Das sieht man unmittelbar am Beweis. Das erlaubt uns eine starke Um-
formulierung des Projektionssatzes, die auch als Quantorenelimination bekannt
ist. 4

Wir führen dazu zunächst nochmals einige Begriffe exakt ein. Sei wieder A ein
Ring. EineA-Primformel ist eine Formel der Gestalt p(x) > 0mit einem Polynom
p ∈ A[x] = A[x1, . . . , xn]. Allgemeine A-Formeln erhält man nun iterativ. Jede
Primformel ist eine Formel, und wenn ϕ, ψ Formeln sind, sind auch

ϕ ∧ ψ, ¬ϕ, ∃xi ϕ

Formeln. Man kann auch die bekannten Verknüpfungen

ϕ ∨ ψ, ϕ→ ψ, ∀xi ϕ

verwenden, als Abkürzungen für

¬((¬ϕ) ∧ (¬ψ)), ¬ϕ ∨ ψ, ¬(∃xi(¬ϕ)).

Insbesondere kann auch p(x) = 0 und p(x) ≥ 0 als Formel aufgefasst werden,
und zwar als Abkürzung für¬(p(x) > 0)∧¬((−p)(x) > 0) bzw.¬(−p)(x) > 0.
Der Ausdruck p(x) = q(x) steht als Abkürzung für (p− q)(x) = 0.
Eine Variable xi kommt in einer Formelϕ frei vor, wenn sie nicht imWirkungsbe-
reich einesQuantors liegt. Ansonsten heißt ihr Vorkommen gebunden. DieMenge
aller Variablen, die in einer Formelϕ frei vorkommen, bezeichnetmanmitFr(ϕ).
Eine Formel ϕmit Fr(ϕ) = ∅ nennt man auch Aussage.
Sei nun R ein reell abgeschlossener Oberkörper von A. Dann definiert jede A-
Formel ϕ mit Fr(ϕ) ⊆ {xi1 , . . . , xir} eine Teilmenge des Rr. Man nimmt dazu
alle Elemente a ∈ Rr, so dass die Formel ϕ in R wahr ist, wenn man jedes aj
für jedes freie Vorkommen von xij inϕ einsetzt. DasGelten einer Formel ist dabei
genauso definiert, wie man es erwartet. Die so entstehende Menge bezeichnet
man dann auchmit ϕ(R) :

ϕ(R) = {a ∈ Rr | ϕ(a) gilt inR} .

Entsprechend ist eine Aussage in einem reell abgeschlossenen Körper entweder
richtigoder falsch (jenachdemobϕ(R) leeroderalles ist). SemialgebraischeMen-
gen sind gerade die Mengen ϕ(R), für eine Formel ϕ ohne Quantoren.
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Beispiel 1.5.13. (i) SeiA = Z und

ϕ : ∃x1 (x1x2 = 1).

Es istFr(ϕ) = {x2}, und somit definiertϕ eine Teilmengeϕ(R) jedes reell abge-
schlossenen KörpersR. Man sieht hier

ϕ(R) = R \ {0}.

(ii) Beispiele für Aussagen sind

ϕ1 : ∀x1

(
x1 > 0→ ∃x2 x

2
2 = x1

)
und

ϕ2 : ∃x1 (x2
1 = −1).

Dabei gilt ϕ1 in jedem reell abgeschlossenen Körper, und ϕ2 in keinem. 4

Satz 1.5.14 (Quantorenelimination). SeiA ein Ring und ϕ eineA-Formel. Dann gibt
es eine quantorenfreieA-Formel γ mitFr(ϕ) = Fr(γ), so dass

ϕ(R) = γ(R)

für jeden reell abgeschlossenen OberkörperR vonA gilt.

Beweis. Wir können induktiv über den Aufbau der Formel vorgehen. Primfor-
meln sind quantorenfrei, also ist hier nichts zu zeigen. Auch die Konstruktio-
nen ϕ ∧ ψ und ¬ϕ fügen keine Quantoren hinzu. Sei also ϕ = ∃xi ψ, und ψ
sei nach Induktionsvoraussetzung bereits quantorenfrei. Für jeden reell abge-
schlossenen Oberkörper R von A ist ϕ(R) die Projektion der Menge ψ(R) ent-
lang der xi-Achse. DieMengeψ(R) ist semialgebraisch, da inψ keine Quantoren
auftreten. Nach dem Projektionssatz 1.5.9 ist also auch ϕ(R) eine semialgebrai-
scheMenge, lässt sich also durch eine quantorenfreie Formel γ beschreiben.Wir
haben uns dabei überlegt, dass die Formel γ unabhängig von R gewählt werden
kann.

Bemerkung1.5.15. ImPrinzipkanndieQuantoreneliminationalgorithmischdurch-
geführt werden.Man geht iterativ über den Formelaufbau vor, und eliminiert je-
den Existenzquantor, mit der im Beweis des Projektionssatz beschriebenen Me-
thode. Praktisch ist das aber gewöhnlich nicht durchführbar. 4
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Beispiel 1.5.16. Betrachte dieZ-Formel

ϕ : ∃t xt2 + yt+ z = 0.

Es ist Fr(ϕ) = {x, y, z} und die Menge ϕ(R) ⊆ R3 kann als die Menge der qua-
dratischen Polynome mit Nullstelle inR aufgefasst werden. Bekanntlich hat ein
(echt) quadratisches Polynom xt2 + yt+ z genau dann eine Nullstelle inR, wenn
die Diskriminante y2 − 4xz eine Quadratwurzel inR besitzt, und das ist genau
dannder Fall,wenn sie nichtnegativ ist. Folglich definiert die quantorenfreie For-
mel (

x 6= 0 ∧ y2 − 4xz ≥ 0
)
∨ (x = 0 ∧ y 6= 0) ∨ (x = 0 ∧ y = 0 ∧ z = 0)

über jedem reell abgeschlossenen Körper dieselbe Menge wie ϕ. 4

Die Quantorenelimination ist eine sehr starke Aussage. Das sieht man sehr gut
am sogenannten Transferprinzip von Tarski-Seidenberg, welches eine unmittelbare
Folgerung ist:

Satz 1.5.17 (Transferprinzip von Tarski-Seidenberg). SeiK ein Körper undR1, R2

reell abgeschlossene Oberkörper, die aufK dieselbe Anordnung induzieren. Sei ϕ eineK-
Aussage.Dann istϕ inR1 undR2 äquivalent, d.h.wennϕ in einemder beidenKörper gilt,
dann giltϕ auch im anderen.

Beweis. Sei γ eine quantorenfreieK-Aussage, die in jedem reell abgeschlossenen
Oberkörper vonK zuϕ äquivalent ist (Satz 1.5.14). Ob γ inRi gilt entscheidet sich
aber bereits inK, da γ keine Quantoren enthält.

Beispiel 1.5.18. (i) Wenn ein System aus polynomialen Gleichungen und Unglei-
chungen (mit Polynomen über K) eine Lösung in einem reell abgeschlossenen
Oberkörper vonK besitzt, dann in jedem solchen (der die gleiche Anordnung in-
duziert). Die Existenz einer Lösung lässt sich ja alsA-Aussage formulieren:

∃x1, . . .∃xn :
∧
j

pj(x) ≥ 0 ∧
∧
j

qj(a) 6= 0 ∧
∧
j

fj(x) = 0.

(ii) Aussagen wie der Zwischenwertsatz (Satz 1.2.11 (ii)) können als Z-Aussagen
formuliert werden (Übungsaufgabe 17). Da jeder reell abgeschlossene Körper Q
enthält, und es dort nur eine Anordnung gibt, sieht man sofort, dass der Zwi-
schenwertsatz für jeden reell abgeschlossenen Körper gilt (allerdings haben wir
ihn für den Beweis der Quantorenelimination schon verwendet). Man kann aber
auf dieseWeise sehr viele weitere Ergebnisse einfach bekommen. 4



Kapitel 2

Global positive Polynome

2.1 Lösung vonHilberts 17. Problem
Sei R ein beliebiger reell abgeschlossener Körper. Wir nennen ein Polynom p ∈
R[x] = R[x1, . . . , xn] nichtnegativ, wenn es an jedem Punkt einen nichtnegativen
Wert annimmt:

p(a) ≥ 0 ∀a ∈ Rn.

Wennman ein nichtnegatives Polynom angebenmöchte, fällt einem gewöhnlich
etwas wie p = x2

1 ein. Allgemeiner ist offensichtlich jede Quadratsumme

p = q2
1 + · · ·+ q2

m

mit qi ∈ R[x] ein nichtnegatives Polynom. Die Frage ist nun, ob es außer den
QuadratsummennochweitereBeispiele gibt.Wennmanversucht, solche explizit
zu finden, wird man höchstwahrscheinlich zunächst nicht sehr erfolgreich sein.
Allerdings hatHilbert bereits 1888 gezeigt, dass es nichtnegative Polynomegeben
muss, die keine Quadratsummen sind. Sein Beweis war allerdings abstrakt, und
erst 1967 wurde ein explizites solches Beispiel von Motzkin gefunden. Wir wer-
dendieseBeispiele später kennenlernen.Hilbert vermutete allerdings, dass jedes
nichtnegative Polynom eine Quadratsumme von rationalen Funktionen ist. Diese
Vermutung, bekannt als Hilberts 17. Problem, ist in der Tat richtig, und wurde
1926 von Artin bewiesen. Mit Hilfe der bereits entwickelten �eorie können wir
nun einen sehr eleganten Beweis dieses Satzes geben:

Satz 2.1.1 (Hilberts 17. Problem). Ein Polynom p ∈ R[x1, . . . , xn] ist genau dann
nichtnegativ,wennes eineQuadratsummevonrationalenFunktionen ist, d.h.wennesq, q1, . . . , qm ∈

33
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R[x], q 6= 0 gibt mit
q2p = q2

1 + · · ·+ q2
m.

Beweis. "⇐": Wäre p(a) < 0 für ein a ∈ Rn, dann gäbe es auch ein solches mit
q(a) 6= 0.Dann wäre (q2p)(a) < 0, und also kann es keine Quadratsumme sein.
"⇒: Sei p nichtnegativ.Wir zeigen, dass p als Element des KörpersR(x) bei jeder
Anordnung positiv ist. Die Aussage folgt dannmit Satz 1.1.16.
Angenommen, p ist negativ in einer Anordnung ≤ von R(x), d.h. es gilt p < 0.
Wir bezeichnen mit R̃ den reellen Abschluss von R(x) bezüglich dieser Anord-
nung. In R̃ gilt dann die folgendeR-Formel:

∃x1 ∃x2 · · · ∃xn p(x1, . . . , xn) < 0.

Manwählt nämlich für die xi gerade die Variablen xi, die inR(x) und damit R̃ ja
als Elemente vorhanden sind. DaR ein Teilring der reell abgeschlossenenKörper
R und R̃ ist, gilt die Formel nach dem Transferprinzip (Satz 1.5.17) auch in R.
Somit gibt es ein a ∈ Rnmit p(a) < 0, einWiderspruch.

Für jedes nichtnegative Polynom existiert also eine Darstellung, die die Nichtne-
gativität offensichtlich macht. So eine Darstellung nennt man auch ein algebrai-
sches Zertifikat für die geometrische Eigenschaft der Nichtnegativität. Allerdings
kommen in der bewiesenenDarstellungNenner vor.Wir werden im nächsten Ab-
schnitt untersuchen, inwiefern solche Nenner notwendig sind.

2.2 Quadratsummen von Polynomen
Sei im ganzen Abschnitt wieder R ein beliebiger reell abgeschlossener Körper.
Wir beginnenmitder recht einfachenTatsache, dassman in einerVariablenkeine
Nenner für die Darstellung aus Hilberts 17. Problem benötigt:

Satz 2.2.1. Sei p ∈ R[t] ein Polynom in einer Variablen. Dann ist p genau dann nichtne-
gativ, wenn p eine Summe zweier Quadrate von Polynomen ist.

Beweis. Wir zerlegen p in irreduzible Faktoren, die nach Satz 1.2.11 von der Ge-
stalt t−a oder (t−a)2 +b2mit a, b ∈ R, b 6= 0 seinmüssen. Faktoren des zweiten
Typs sind bereits Summen von zwei Quadraten. Jeder Faktor t − amuss aber in
gerader Potenz auftreten. Ansonsten wäre p entweder links oder rechts neben a
negativ.DadasProdukt vonSummenzweierQuadratewieder eine Summezwei-
er Quadrate ist (siehe nächste Bemerkung), sind wir fertig.
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Bemerkung 2.2.2. SeiA ein kommutativer Ring. Dann gilt für a, b, c, d ∈ A

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad− bc)2. 4

Ein weiterer relativ einfacher Fall, in dem nichtnegative Polynome Quadratsum-
men ohne Nenner sind, ist der von quadratischen Polynomen. Dafür benötigen wir
zunächst das folgende Lemma:

Lemma 2.2.3. SeiM ∈ Symd(R) eine symmetrischeMatrix. Dann sind äquivalent:

(i) vtMv ≥ 0 für alle v ∈ Rn.

(ii) Es gibtS ∈ Gld(R)mitStMS = diag(a1, . . . , ad)mit ai ≥ 0 für alle i.

(iii) Alle Hauptminoren vonM sind nichtnegativ inR.

(iv) M =
∑m

i=1 viv
t
i für einm ∈ N und gewisse vi ∈ Rd.

(v) M =
∑rang(M)

i=1 viv
t
i für gewisse vi ∈ Rd.

Beweis. Diese Aussage ist für R aus der linearen Algebra bekannt. Der Beweis
für beliebige reell abgeschlossenen Körper geht genau gleich. Alternativ folgt die
Aussage auch direkt aus dem Transferprinzip.

Definition2.2.4. EineMatrixM ∈ Symd(R)welche die äquivalenten Bedingun-
gen aus Lemma 2.2.3 erfüllt heiß positiv semidefinit. 4

Satz 2.2.5. Sei p ∈ R[x1, . . . , xn] ein nichtnegatives Polynom vom Grad 2. Dann ist p
eine Quadratsumme von Polynomen vomGrad 1.

Beweis. Zunächst können wir annehmen, dass p homogen vom Grad 2 ist. Wir
können p nämlich mit einer neuen Variablen x0 homogenisieren, d.h. wir multi-
plizieren jeden Term so oft mit x0, bis er Grad 2 hat. Man überlegt sich, dass das
neue Polynomdann immer noch nichtnegativ ist. Ist es nun eineQuadratsumme
von linearen Polynomen, so erhalten wir eine gewünschte Quadratsummendar-
stellung von p, indemwir x0 = 1 setzen.
Jedes homogene quadratische Polynom ist aber von der Gestalt

p = xtMx =
n∑

i,j=1

mijxixj
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für eine symmetrische MatrixM = (mij)i,j ∈ Symn(R). Die Nichtnegativität
von p bedeutet dann aber gerade, dassM positiv semidefinit ist.
Wenn alsoM =

∑
i viv

t
i mit gewissen vi ∈ Rn ist (Lemma 2.2.3), dann gilt

p = xt

(∑
i

viv
t
i

)
x =

∑
i

(vtix)2.

Bemerkung 2.2.6. Hilbert hat gezeigt, dass auch jedes nichtnegative Polynom in
2 Variablen vom Grad 4 eine Quadratsumme von Polynomen ist. Dieser Beweis
ist relativ schwer, und wir behandeln ihn hier nicht. 4

In allen weiteren Fällen ist aber nicht jedes nichtnegative Polynom eine Quadrat-
summevonPolynomen.AuchdashatHilbert bereits 1888abstrakt zeigenkönnen.
Das erste explizite Beispiel ist dasMotzkinpolynom aus dem Jahr 1967:

p = x4y2 + x2y4 − 3x2y2 + 1 ∈ Z[x, y].

Der Graph des Motzkinpolynoms sieht wie folgendermaßen aus:

Satz 2.2.7. DasMotzkinpolynom p ist nichtnegativ.

Beweis. 1. Version: Für positive Zahlen a, b, c ≥ 0 ist das geometrischeMittel stets
kleiner als als arithmetische:

3
√
abc ≤ 1

3
(a+ b+ c).
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Setzt man a = 1, b = x4y2, c = x2y4 folgt daraus die Aussage.
2. Version: Man rechnet leicht die folgende Identität nach:

(1 + x2) · p = (1− x2y2)2 + x2(1− y2)2 + x2y2(1− x2)2.

Dies ist eine Quadratsummendarstellungmit Nennern, und wir haben gesehen,
dass daraus die Nichtnegativität folgt.
3. Version: Man rechnet nach, dass die folgende Identität gilt:

p(x3, y3) = q2
1 + q2

2 + q2
3 +

3

4
q2

4 +
3

4
q2

5 +
3

4
q2

6

mit

q1 = x2y − 1

2
x4y5 − 1

2
x6y3, q2 = xy2 − 1

2
x3y6 − 1

2
x5y4,

q3 = 1− 1

2
x2y4 − 1

2
x4y2, q4 = x2y4 − x4y2,

g5 = x3y6 − x5y4, g6 = x4y5 − x6y3.

Also ist offensichtlich p(x3, y3) nichtnegativ. Da jede reelle Zahl eine dritte Wur-
zel besitzt, ist damit auch p nichtnegativ.

Wir wollen nun zeigen, dass das Motzkinpolynom keine Quadratsumme ist.

Definition2.2.8. Seip ∈ K[x1, . . . , xn]einPolynomübereinemKörperK. Schrei-
be p =

∑
α∈Nn pαx

α, wobei xα = xα1
1 · · ·xαn

n und pα ∈ K. Das Newtonpolytop
N (p) von p ist die konvexe Hülle der Menge {α ∈ Nn | pα 6= 0} imRn. 4
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Beispiel 2.2.9. Das Newton-Polytop des Motzkinpolynoms ist die konvexe Hülle
der Punkte (0, 0), (2, 2), (4, 2), (2, 4) in der Ebene:

4
Für v ∈ Rn und r ∈ R betrachten wir den Halbraum

Hv,r := {α ∈ Rn | 〈α, v〉 ≥ r} .

Jedes Polytop ist der Schnitt aller Halbräume, die es enthalten.

Lemma 2.2.10. SeiR ein reell abgeschlossener Körper und p ∈ R[x1, . . . , xn]. Für v ∈
Qn und r ∈ Q sind äquivalent:

(i) N (p) ⊆ Hv,r.

(ii) Für jedes a ∈ Rn ist

lim
t↘0

∣∣t−r · p(a1t
v1 , . . . , ant

vn)
∣∣ <∞.

Beweis. Wir schreiben wieder p =
∑

α pαx
αmit pα ∈ R.

"(i)⇒ (ii)": Die Voraussetzung besagt, dass 〈α, v〉 ≥ r gilt für alle α ∈ Nn mit
pα 6= 0.Damit ist

t−r · p(a1t
v1 , . . . , ant

vn) =
∑
α

pα · aα · t〈α,v〉−r.

Hier sind also alle auftretenden Exponenten nichtnegativ, und daraus folgt die
Behauptung.
"(ii)⇒ (i)": Angenommen es gibt einen Exponenten α ∈ Nn mit pα 6= 0 und
〈α, v〉 = s < r. Sei dabei s minimal und {α1, . . . , αm} die Menge aller dieser
α. Es gibt einen Punkt a ∈ Rnmit γ :=

∑m
i=1 pαiaα

i 6= 0. Es ist dann

t−r · p(a1t
v1 , . . . , ant

vn) = γ · ts−r + h

wobei alle Terme in h höheren Grad als s − r haben. Da s − r negativ ist, bleibt
der Ausdruck nicht beschränkt für t↘ 0.



2.2. QUADRATSUMMEN VON POLYNOMEN 39

Als interessante Folgerung erhalten wir:

Korollar 2.2.11. Für alle p, q, q1, . . . , qm ∈ R[x] gilt:

(i) N (p2) = 2N (p) (= {2a | a ∈ N (p)}).

(ii) Sind p, q nichtnegativ, so istN (p) ⊆ N (p+ q).

(iii) Ist p = q2
1 + · · ·+ q2

m, so istN (qi) ⊆ 1
2
N (p) für alle i.

Beweis. (i): Fürv ∈ Qn undr ∈ QgiltN (p2) ⊆ Hv,r genaudann,wenn t−rp(a1t
v1 , . . . , ant

vn)2

beschränkt bleibt für t↘ 0.Das ist äquivalent dazu dass

t−r/2p(a1t
v1 , . . . , ant

vn)

beschränkt bleibt, also zuN (p) ⊆ Hv,r/2 = 1
2
Hv,r, also zu 2N (p) ⊆ Hv,r. Zwei

Polytope, die in den selben (rationalen) Halbräumen liegen, sind aber gleich.
(ii): SeiN (p+ q) ⊆ Hv,r, d.h.

t−r (p(a1t
v1 , . . . , ant

vn) + q(a1t
v1 , . . . , ant

vn))

bleibt beschränkt für t ↘ 0. Da p und q nichtnegativ sind, bleibt auch der Aus-
druck mit p allein beschränkt, und also auchN (p) ⊆ Hv,r.Daraus folgt wieder-
um die Aussage. (iii) folgt unmittelbar aus (i) und (ii).

Satz 2.2.12. DasMotzkinpolynom p ist keine Quadratsumme.

Beweis. Wäre p = q2
1 + · · ·+ q2

m, so wäreN (qi) ⊆ 1
2
N (p) für alle i, nach Korollar

2.2.11. Das bedeutet aber, dass in den qi höchstens die Monome 1, xy, x2y, xy2

vorkommen können.

Das Monom x2y2 entsteht in jedem q2
i also auf eindeutigeWeise als Quadrat des

Monoms xy. Insbesondere hat es einen nichtnegativen Koeffizienten, und somit
hat x2y2 auch in p einen nichtnegativen Koeffizienten. Dieser Koeffizient ist in p
aber−3, einWiderspruch.
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Bemerkung 2.2.13. Man kann zu p auch eine beliebige positive Zahl addieren,
und es ist immer noch keine Quadratsumme. Das Argument benutzt den kon-
stanten Koeffizienten ja überhaupt nicht. Also gibt es auch sehr positive Polyno-
me, die keine Quadratsummen sind. 4

Wir wollen noch etwas weiter untersuchen, ob und wie man Polynome als Qua-
dratsummen darstellen kann.

Lemma 2.2.14. Seien q1, . . . , qm ∈ R[x1, . . . , xn] und p = q2
1 + · · ·+ q2

m.Dann gilt

deg(p) = max{2 · deg(qi) | i = 1, . . . ,m}.

Beweis. "≤" ist offensichtlich. Weiter beachte dass

deg(q) = max
a∈N (q)

〈a, e〉 mit e = (1, . . . , 1)

gilt, für alle Polynome q. Also gilt mit Korollar 2.2.11 (iii)

deg(p) = max
a∈N (p)

〈a, e〉 ≥ max
a∈2N (qi)

〈a, e〉 = 2 · max
a∈N (qi)

〈a, e〉 = 2 · deg(qi),

für alle i.

Wir führen nunGrammatrizen von Polynomen ein.Wir bezeichnenmitR[x]d den
R-Vektorraum der Polynome in x = (x1, . . . , xn) vom Grad≤ d. Wir verwenden
wieder die Bezeichnung xα := xα1

1 · · ·xαn
n und |α| := α1 + · · · + αn. Der Raum

R[x]d besitzt zum Beispiel die monomiale Basis

Xd := (xα)α∈Nn,|α|≤d = (1, x1, x2, . . . , x
2
1, x1x2, . . .),

und seine Dimension ist ∆d :=
(
n+d
d

)
.Wir betrachten nun die folgende lineare

Abbildung:
G : Sym∆d

(R)→ R[x]2d; M 7→ X t
dMXd.

FürM = (mαβ)|α|,|β|≤d ist also

G(M) =
∑
|α|,|β|≤d

mαβx
αxβ =

∑
|γ|≤2d

 ∑
α+β=γ
|α|,|β|≤d

mαβ

xγ.

Offensichtlich istG surjektiv. Für jedes p ∈ R[x]2d ist

G−1(p) = {M | X t
dMXd = p}

also ein nichtleerer affiner Unterraum von Sym∆d
(R).
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Definition 2.2.15. Die Elemente vonG−1(p) nennt manGrammatrizen von p. 4

Beispiel 2.2.16. R[x1, x2]1 hat die monomiale BasisX1 = (1, x1, x2).Wir haben
also die Abbildung

G : Sym3(R)→ R[x1, x2]2,

mit a b c
b d e
c e f

 7→ (1, x1, x2)

 a b c
b d e
c e f

 1
x1

x2


= a+ 2bx1 + 2cx2 + dx2

1 + 2ex1x2 + fx2
2.

Das Polynom x2
1 − 2x1x2 + x2

2 + 2x1 − 2x2 + 1 hat also die Grammatrix 1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1

 .

In diesem Beispiel hat jedes Polynom genau eine Grammatrix. Ist allerdings d ≥
2, stimmt das nicht mehr. 4

Satz 2.2.17. Ein Polynom p ∈ R[x]2d ist genau dann eine Quadratsumme von Polyno-
men,wennp einepositiv semidefiniteGrammatrixM besitzt. IndiesemFall istp eineSum-
me von rang(M) vielen Quadraten, also maximal

(
n+d
d

)
.

Beweis. SeiM ∈ Sym∆d
(R) eine positiv semidefinite Grammatrix von p. Nach

Lemma 2.2.3 finden wir rang(M) viele Vektoren vi ∈ R∆d mitM =
∑

i viv
t
i .

Damit ist
p = X t

dMXd =
∑
i

X t
dviv

t
iXd =

∑
i

(vtiXd)
2

eine Summe von Quadraten, denn vtiXd ∈ R[x]d.
Sei umgekehrt p =

∑
i q

2
i eine Summe von Quadraten von Polynomen qi ∈ R[x].

Nach Lemma 2.2.14 liegen alle qi ∈ R[x]d. Wir schreiben qi = vtiXd für ein vi ∈
R∆d .Es ist vi also geradederKoeffizientenvektor von qi in dermonomialenBasis.
Also ist

p =
∑
i

(vtiXd)
2 =

∑
i

X t
dviv

t
iXd = X t

d

(∑
i

viv
t
i

)
Xd,

und p besitzt die positiv semidefinite Grammatrix
∑

i viv
t
i .
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Beispiel 2.2.18. (i) Die Grammatrix von p = x2
1− 2x1x2 +x2

2 + 2x1− 2x2 + 1 aus
Beispiel 2.2.16 ist positiv semidefinit.Man schreibt sie als vvtmit v = (1, 1,−1)t.
Das liefert p = (x1 − x2 + 1)2.
(ii)Die (einzige)GrammatrixdesPolynomsp = x2

1−2x1x2+x2
2+2x1−2x2 hat im

Gegensatz zur Grammatrix aus dem vorigen Beispiel eine 0 in der linken oberen
Ecke.Der linke obere2×2Minor ist also−1. Also istpkeineQuadratsumme. 4

Bemerkung 2.2.19. Wir sehen, dass jede Quadratsummendarstellung von p zu
einepositiv semidefinitenGrammatrix führt.Umgekehrt kann einepositiv semi-
definiteGrammatrixaberzuverschiedenenQuadratsummendarstellungen führen,
denn die ZerlegungM =

∑
i viv

t
i ist im Allgemeinen nicht eindeutig. 4

Satz 2.2.20. Sei p ∈ R[x1, . . . , xn] eine Quadratsumme von Polynomen, und sei r :=
|1
2
N (p)∩Nn| die Anzahl der Gitterpunkte in 1

2
N (p).Dann ist p eine Summe von rQua-

draten von Polynomen.

Beweis. Wenn p = q2
1 + · · · + q2

m mit qi ∈ R[x], so tauchen in den qi nur Ex-
ponenten aus 1

2
N (p) auf, nach Satz 2.2.11 (iii). Schreibt man also qi = vtiXd, so

können in allen vi immer nur dieselben r Einträge ungleich null sein. Damit hat
M =

∑
i viv

t
i aber höchstens Rang r, und daM eine positiv semidefinite Gram-

matrix von p ist, folgt die Aussage aus Satz 2.2.17.

Beispiel2.2.21. WenneineQuadratsummeetwadasselbeNewtonpolytopwiedas
Motzkinpolynom hat, so ist sie eine Summe von 4Quadraten:

Die allgemeine Abschätzung aus Satz 2.2.17 wäre hier nur
(

2+3
3

)
= 10. 4

In denweiterenKapiteln beschäftigenwir unsmit Polynomen, die zwar nicht un-
bedingt global, aber auf semialgebraischenMengen nichtnegativ sind.Dazu ent-
wickeln wir zuerst eine�eorie von angeordneten Ringen.



Kapitel 3

Angeordnete Ringe

In diesem Kapitel sei stets A ein kommutativer Ring mit 1. Ringhomomorphis-
men zwischen Ringen bilden 1 immer auf 1 ab. FallsA nullteilerfrei ist, bezeich-
nen wir seinen Quotientenkörper mitQuot(A).Nach wie vor bezeichneR einen
reell abgeschlossenen Körper.

3.1 Präordnungen,AnordnungenunddasreelleSpek-
trum

Definition 3.1.1. Eine Präordnung aufA ist eine Teilmenge T ⊆ Amit

T + T ⊆ T, T · T ⊆ T, A2 ⊆ T, −1 /∈ T.

Die Menge T ∩ −T nennt man den Support von T und bezeichnet sie auch mit
supp(T ). 4

Die Definition einer Präordnung ist also genau die gleiche wie bei Körpern. Al-
lerdings gibt es Unterschiede in den Eigenschaften.

Bemerkung 3.1.2. (i) Die Menge ΣA2 aller Quadratsummen von Elementen aus
A ist genau dann eine Präordnung, wenn−1 /∈ ΣA2. Sie ist dann wiederum die
kleinste Präordnung, d.h. in allen anderen Präordnungen enthalten.
(ii) Ist 1

2
∈ A, so ist wie in Bemerkung 1.1.11 jedes Element ausA eine Differenz

von zwei Quadraten. Die Bedingung −1 /∈ T kann also wieder ersetzt werden
durch T 6= A.

43
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(iii) Sei A = R[x1, . . . , xn] der Polynomring über dem reell abgeschlossenen
KörperR. Für jede nichtleere Teilmenge S ⊆ Rn ist

TS := {p ∈ R[x] | p(a) ≥ 0 ∀a ∈ S}

eine Präordnung. Es gilt

supp(TS) = TS ∩ −TS = {p ∈ R[x] | p(a) = 0 ∀a ∈ S}.

Für gewissen Mengen S enthält der Support also nicht nur die Null. So etwas
kann in Körpern nicht passieren, wie wir in Bemerkung 1.1.11 gezeigt haben. Für
den Beweis dortmussten wir auch durch Elemente teilen. Das geht in Ringen im
allgemeinen nicht. 4

Lemma 3.1.3. IstT ⊆ A eine Präordnungmit zusätzlichT ∪−T = A, so ist supp(T )
ein Ideal inA.

Beweis. Setze p := T ∩ −T. Die Eigenschaften 0 ∈ p und p + p ⊆ p sind klar.
Ebenso gilt±T · p ⊆ p. AusA = T ∪ −T folgt alsoA · p ⊆ p.

Definition 3.1.4. Eine Anordnung aufA ist eine Präordnung P , die zusätzlich

P ∪ −P = A, supp(P ) ist Primideal vonA

erfüllt. 4

Beispiel 3.1.5. (i) Die Präordnung TS von R[x] aus Bemerkung 3.1.2 ist genau
denn eine Anordnung, wenn |S| = 1.
(ii) Falls A = K ein Körper ist, stimmt der Begriff einer Anordnung mit dem
alten überein. Es ist nämlich supp(P ) = {0} ein Primideal inK (das einzige).
(iii) Ist ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus und P ⊆ B eine Anordnung, so
ist ϕ−1(P ) eine Anordnung von A. Dabei ist supp(ϕ−1(P )) = ϕ−1(supp(P )).
Insbesondere erhalten wir für nullteilerfreie Ringe durch die Einbettung

A ⊆ Quot(A)

aus jeder Körperanordnung von Quot(A) eine Anordnung von A mit Support
{0}.
(iv) Sei P ⊆ A eine Anordnung mit p := supp(P ). Sei A/p der Restklassenring
modulo p und πp : A → A/p die kanonische Projektion. Dann ist P := πp(P )
eine Anordnung aufA/pmit supp(P ) = {0} (Übungsaufgabe 24).
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(v) Wir betrachten die Einbettung R[t] ⊆ R(t). Auf R(t) haben wir die Anord-
nungPa+ , Pa− , P∞, P−∞ (siehe Beispiel 1.1.4 (ii)). Sie induzieren also Anordnun-
gen aufR[t]mit Support {0}. Es ist zum Beispiel

Pa+ = {p ∈ R[t] | ∃ε > 0 : p > 0 auf (a, a+ ε)} ∪ {0}.

Es gibt aber aufR[t] noch weitere Anordnungen. Ein Beispiel ist

Pa = {p ∈ R[t] | p(a) ≥ 0}

mit
supp(Pa) = {p ∈ R[t] | p(a) = 0} = (t− a).

Man sieht nun dass sowohl Pa+ ( Pa als auch Pa− ( Pa gilt. Zum Beispiel ist
t− a ∈ Pa \ Pa− und a− t ∈ Pa \ Pa+ .

Pa

Pa− Pa+

In Körpern kann so etwas nicht vorkommen, wie wir in Bemerkung 1.1.11 (iv) ge-
sehen haben. Die Anordnung Pa hat ja auch kein Gegenstück inR(t).
(vi) Man kannP wieder als dieMenge aller positiven Elemente einer Ordnungre-
lation ≤ auf A auffassen. Dabei übersetzen sich die Axiome wieder in gewisse
Verträglichkeitseigenschaften mit den Ringoperationen, ähnlich wie im Fall von
Körpern. Es kann nun allerdings passieren, dass a ≤ 0 und a ≥ 0 gilt, ohne dass
a = 0 ist (nämlich genau dann wenn a ∈ supp(P ).) Die Relation ist also nicht
notwendig antisymmetrisch.Wennman sich den Ring als Zahlenstrahl vorstellt,
sieht das ganze so aus:

4

P−P
supp(P )

0

Lemma 3.1.6. SeienP, P ′, P ′′ Anordnungen vonA. Dann gilt:

(i) P ⊆ P ′ ⇒ supp(P ) ⊆ supp(P ′).

(ii) P ⊆ P ′, supp(P ) = supp(P ′)⇒ P = P ′.
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(iii) P ⊆ P ′, P ⊆ P ′′ ⇒ P ′ ⊆ P ′′ oderP ′′ ⊆ P ′.

Beweis. (i) ist klar. Für (ii) sei a ∈ P ′ \ P . Dann ist −a ∈ P ⊆ P ′, also a ∈
supp(P ′) = supp(P ) ⊆ P , ein Widerspruch. Für (iii) sei a ∈ P ′ \ P ′′ und
b ∈ P ′′ \ P ′. Setze c = a − b.Wäre c ∈ P so folgt c ∈ P ′′ und also a ∈ P ′′,
ein Widerspruch. Wäre−c ∈ P so folgt−c ∈ P ′ und also b ∈ P ′, ebenfalls ein
Widerspruch. Das ist insgesamt einWiderspruch zu P ∪ −P = A.

Wirwollenwieder untersuchen, wieman Präordnungen zu Anordnungen erwei-
tern kann.

Lemma 3.1.7. Sei T ⊆ A eine Präordnung und a, b ∈ A mit ab ∈ −T. Dann ist
entwederT + aT oderT + bT wieder eine Präordnung.

Beweis. Es ist nur zu prüfen ob−1 zudenpotentiellen Präordnungen gehört. An-
genommen es wäre

−1 = t1 + as1 und − 1 = t2 + bs2

mit t1, t2, s1, s2 ∈ T.Dann gilt

(1 + t1)(1 + t2) = abs1s2

und also
−1 = t1 + t2 + t1t2 − abs1s2 ∈ T,

einWiderspruch.

Satz 3.1.8. Jede Präordnung vonA ist in einer Anordnung enthalten.

Beweis. Sei T eine Präordnung. Genau wie im Beweis von Satz 1.1.15 wählen wir
mit dem Zorn’schen Lemma eine maximale über T liegende Präordnung P . Sei
a ∈ A. Wegen a(−a) = −a2 ∈ −P folgt mit Lemma 3.1.7 dass P + aP oder
P − aP eine Präordnung ist. Aus der Maximalität von P folgt also a ∈ P oder
−a ∈ P. Also gilt P ∪ −P = A. Nach Lemma 3.1.3 ist damit p := supp(P )
schon ein Ideal, und es bleibt noch die Primidealeigenschaft zu zeigen. Seien also
a, b ∈ A mit ab ∈ p und a /∈ p. Es gilt entweder a /∈ P oder −a /∈ P. Wir
nehmen o.B.d.A. a /∈ P an (ansonsten ersetze a durch −a.) Dann ist P + aP
keine Präordnungmehr, aufgrund der Maximalität. Es gilt nunmit Lemma 3.1.7
und der Maximalität von P :

ab ∈ −P ⇒ P + bP ist Präordnung ⇒ P = P + bP 3 b
a(−b) ∈ −P ⇒ P − bP ist Präordnung ⇒ P = P − bP 3 −b

Das bedeutet aber gerade b ∈ p.
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Korollar 3.1.9. Ein Ring besitzt genau dann eine Anordnung wenn−1 /∈ ΣA2.

Definition3.1.10. (i) EinRingheiß semireell, wenn−1 /∈ ΣA2.Erheißt reell, wenn
aus a2

1 + · · ·+ a2
m = 0 immer schon 0 = a1 = . . . = am folgt.

(ii) Ein Ideal I ⊆ A heiß (semi)-reell, wennA/I (semi)-reell ist. 4

Bemerkung 3.1.11. (i) Reell impliziert semireell.
(ii) Für Körper fallen die Begriffe reell und semireell zusammen, wie wir schon in
Definition 1.1.18 gesehen haben.
(iii) Für Ringe sind die beiden Begriffe im Allgemeinen unterschiedlich. SeiA =
R[x, y]/(x2 + y2). Dann istA nicht reell, denn es gilt x2 + y2 = 0mit x, y 6= 0.
A ist aber semireell, denn Elemente von A können wohldefiniert im Ursprung
ausgewertet werden. Quadratsummen sind dabei nichtnegativ.
(iv) Ein Ring ist semireell genau dann, wenn er eine Anordnung besitzt (Korollar
3.1.9). Ein nullteilerfreier Ring ist genau dann reell, wenn er eine Anordnung P
mit supp(P ) = {0} besitzt. Sei zunächstP eine solche Anordnung, und sei a2

1 +
· · · + a2

m = 0. Auflösen nach a2
i liefert a2

i ∈ supp(P ) = {0} und ai = 0 für alle
i, aus der Nullteilerfreiheit. Sei umgekehrt A reell. Dann ist Quot(A) aber ein
reeller Körper, wie man leicht sieht. Somit besitztQuot(A) eine Anordnung (die
automatisch Support Null hat), und sie schneidet sich aufA herunter.
(v) Ein Ideal ist genau dann semireell, wenn es im Support einer Anordnung ent-
halten ist. Ein Primideal p ist nach (4) genau dann reell, wenn es eine Anordnung
P vonA gibt mit p = supp(P ). 4

Proposition 3.1.12. SeiA nullteilerfrei undK = Quot(A).Dann stehen die Körperan-
ordnungenQ vonK inBijektion zu denRinganordnungenP vonAmit supp(P ) = {0}.
Die Bijektion ist dabei wie folgt:

Q 7→ Q ∩ A

und
P 7→ Quot(P ) :=

{a
b
| ab ∈ P

}
.

Beweis. Übungsaufgabe 25.

Für ein beliebiges Primideal p des RingsA bezeichen wir den sogenannten Rest-
klassenkörper Quot(A/p) mit Kp. Es gibt einen natürlichen Ringhomomorphis-
mus

ρp : A
πp→ A/p

ιp→ Kp.
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Dabei istwiederπp die kanonische Projektion auf die Restklassen (derenKern ge-
rade p ist), und ιp die kanonische Inklusion in denRestklassenkörper.Der folgen-
de Satz zeigt, dass man den Begriff einer Ringanordnung vollständig auf Körpe-
ranordnungen zurückführen kann.

Satz 3.1.13. Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge aller Ringanordnungen P vonA
und der Menge aller Tupel (p, Q), wobei p ein Primideal vonA undQ eine Körperanord-
nung des RestklassenkörpersKp ist. Die Bijektion ist dabei wie folgt (mit der Notation aus
Proposition 3.1.12):

P 7→ (p := supp(P ),Quot(πp(P ))

(p, Q) 7→ ρ−1
p (Q).

Beweis. FüreineRinganordnung istQuot(πp(P ))eineKörperanordnungvonKp.
Das folgt aus Beispiel 3.1.5 (iv) und Proposition 3.1.12. Umgekehrt ist für eine
Körperanordnung Q von Kp das Urbild ρ−1

p (Q) eine Anordnung von A, wie in
Beispiel 3.1.5 (iii) überlegt.
Wir zeigen nun, dass die beiden Konstruktionen invers zueinander sind. Starten
wir zunächst mit P und setzen p := supp(P ), so gilt

ρ−1
p (Quot(πp(P )) = π−1

p (πp(P )) = P + p = P.

Für die erste Gleichung verwenden wir dabei Proposition 3.1.12. Starten wir um-
gekehrt mit (p, Q), so gilt zunächst P := ρ−1

p (Q) = π−1
p (ι−1

p (Q)). Da ι−1
p (Q)

nachProposition 3.1.12 eineAnordnung vonA/pmit Support {0} ist, ist der Sup-
port von P gerade p (vergleiche Beispiel 3.1.5 (iii)). Wendet man πp wieder auf P
an, erhält man offensichtlich wieder ι−1

p (Q), und mit Proposition 3.1.12 sind wir
fertig.

Definition 3.1.14. Sei A ein Ring. Die Menge aller Anordnungen nennt man das
reelle Spektrum vonA:

Sper(A) = {P ⊆ A | P Anordnung}
= {(p, Q) | p Primideal, Q Anordnung vonKp} . 4

Beispiel 3.1.15. (i) Ein reell abgeschlossener Körper R hat nur eine Anordnung.
Also ist Sper(R) eine einpunktige Menge. Das gleiche gilt etwa für Sper(Q).
(ii) SeiA = R[t].Wirhaben inBeispiel 3.1.5 (v) schondieAnordnungenP−∞, Pa− , Pa, Pa+ , P∞
kennengelernt. Sei nun P = (p, Q) eine beliebige Anordnung von A. Da A ein
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Hauptidealring ist, sind alle Ideale von der Gestalt (p) für ein p ∈ A. Primideale
sind dabei von irreduziblen Polynomen erzeugt (bzw. von derNull). Falls p = (0),
so kommtP vonR(t) nach Proposition 3.1.12, und ist also eine der Anordnungen
P−∞, Pa−, Pa+, P∞. Falls p = ((t− a)2 + b2)mit b 6= 0, so istKp = A/p = R[i],
wie man sich leicht überlegt. Somit gibt es auf Kp keine Anordnung. Falls p =
(t − a) istKp = A/p = R, undQ ist eindeutig bestimmt. ρp : A → R ist dabei
einfach die Auswertung in a, und also istP = ρ−1

p (Q) = Pa.Also kennenwir hier
wirklich schon alle Anordnungen:

Sper(R[t]) =
{
P−∞, Pa− , Pa, Pa+ , P∞ | a ∈ R

}
.

(iii) Für A = Z überlegt man entweder direkt dass ΣZ2 die einzige Anordnung
ist, oder man geht wie folgt vor. Die Primideale in Z sind (0) und (p)mit p ∈ Z
prim. Es istK(p) = Z/(p) und hier gibt es keine Anordnung, da char(K(p)) 6= 0.
Es ist weiterK(0) = Q, und hier gibt es wiederum nur die AnordnungΣQ2. Also
ist die einzige Anordnung vonZ geradeΣQ2 ∩ Z = ΣZ2. 4

Man kann nunElemente vonA (auf zunächst vielleicht ungewöhnlicheWeise) als
Funktionen auf Sper(A) auffassen. Für a ∈ A und P ∈ Sper(A) definieren wir

â(P ) = â(p, Q) = ρp(a) ∈ Kp.

Wir bilden das Element a ∈ A also anhand des kanonischenMorphismus in den
Restklassenkörper von p = supp(P ) ab. Man beachte, dass das Bild â(P ) ab-
hängig von P in jeweils einem anderen Körper liegen kann, beziehungsweise

â : Sper(A)→
⋃

p prim
Kp.

Man beachte auch, dass das Element â(P ) nur von p = supp(P ) anhängt.

Beispiel 3.1.16. (i) Für einen reellen Körper K ist p = supp(P ) = {0} für alle
P ∈ Sper(K). Also ist immerKp = K und ρp = id. Also ist

â : Sper(K)→ K

P 7→ a

für alle a ∈ K die konstante Abbildung.
(ii) Für einen reell abgeschlossenen Körper R ist Rn eine Teilmenge von
SperR[x1, . . . , xn], indemman a ∈ Rn identifiziert mit

Pa = {p ∈ R[x] | p(a) ≥ 0}.
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Dabei ist

p = supp(Pa) = {p ∈ R[x] | p(a) = 0} = (x1 − a1, . . . , xn − an)

und also ist ρp : R[x]→ R einfach die Auswertung in a. Also ist

p̂(Pa) = p(a),

d.h. die Funktion p̂ stimmt auf Rn mit der polynomialen Funktion p überein.
Man beachte allerdings, dass SperR[x] nochmehr Elemente besitzt, auf denen p̂
ebenfalls definiert ist, undWerte in anderen Körper annehmen kann.
(iii) ImFallA = R[t]kennenwirSper(A) vollständig.EsgibtdieElementePamit
a ∈ R, und p̂(Pa) = p(a), wie in (2) gesehen. Für Pa+ etwa ist p = supp(Pa+) =
(0), also Kp = R(t) und ρp : R[t] → R(t) ist einfach die Einbettung. Für die
Anordnungen Pa− , P−∞ und P∞ gilt das gleiche. Für p ∈ R[t] ist also

p̂ : Sper(R[t])→ R ∪R(t)

Pa 7→ p(a) ∈ R
Pa+ , Pa− , P−∞, P∞ 7→ p ∈ R(t). 4

Anhand der eben definierten Funktionen kann man nun semialgebraische Teil-
mengen des reellen Spektrums eines Rings definieren. Für a ∈ A und eine An-
ordnung P = (p, Q) ist ja â(P ) ein Element vonKp, undQ ist eine Anordnung
dieses Körpers. Wir definieren nun

â(P ) > 0 :⇔ â(P ) >Q 0 inKp

â(P ) ≥ 0 :⇔ â(P ) ≥Q 0 inKp

â(P ) = 0 :⇔ â(P ) = 0 inKp.

Hier wird also nun auch die AnordnungQ vonKp benutzt, während für die Defi-
nition von â(P ) ja nur p = supp(P ) eineRolle spielte.MankanndieseRelationen
auch ohne Bezug auf die Restklassenkörper beschreiben. Wenn wir die Äquiva-
lenz aus Satz 3.1.13 verwenden, sehen wir

â(P ) > 0 ⇔ a /∈ −P
â(P ) ≥ 0 ⇔ a ∈ P
â(P ) = 0 ⇔ a ∈ supp(P ).

Die ersteSichtweise ist aber oft besser,weilwiruns rechts in einemangeordneten
Körper befinden, und dort wie gewohnt rechnen können.
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Für a1, . . . , am ∈ A setzen wir

O(a1, . . . , am) = {P ∈ Sper(A) | â1(P ) > 0, . . . , âm(P ) > 0}

V (a1, . . . , am) = {P ∈ Sper(A) | â1(P ) = 0, . . . , âm(P ) = 0} .

Definition 3.1.17. Eine endliche boolsche Kombination von Mengen der Gestalt
O(a1, . . . , am)mit ai ∈ A heißt semialgebraische Teilmenge von Sper(A). 4

Bemerkung3.1.18. Man sieht leicht, dass Lemma 1.5.3 hier genauso gilt, also jede
semialgebraische Menge ein Standardform⋃

i

(V (ai) ∩O(bi1, . . . , bimi
))

mit ai, bij ∈ A hat. 4

Beispiel 3.1.19. FasstmanRnwieder als Teilmenge vonSper(R[x]) aufwie inBei-
spiel 3.1.16 (ii), so sinddie semialgebraischenTeilmengenvonSper(R[x]), schnei-
det man sie mit Rn, genau die bekannten semialgebraischen Mengen von Rn.

4

Definition 3.1.20. Die spektrale Topologie auf Sper(A) ist die Topologie mit den
MengenO(a1, . . . , am) als Basis. Die offenenMengen sind also gerade die (belie-
bigen) Vereinigungen solcher Mengen. 4

Definition3.1.21. Die konstruierbareTopologie aufSper(A) ist die Topologiemit al-
len semialgebraischenMengenalsBasis. Siehat zumBeispiel dieMengenO(a1, . . . , am)
und ihre Komplemente als Subbasis. 4

Offensichtlich ist die konstruierbare Topologie feiner als die spektrale Topolgie,
d.h sie hat mehr offene Mengen.

Satz 3.1.22. Die konstruierbare Topologie ist hausdorffsch und quasi-kompakt (d.h. es
gilt die endliche Überdeckungseigenschaft mit offenen Mengen) . Die spektrale Topologie
ist ebenfalls quasi-kompakt, aber im Allgemeinen nicht hausdorffsch.

Beweis. Seien P,Q ∈ Sper(A)mit P 6= Q.Dann gibt es o.B.d.A. ein a ∈ P \Q.
Dann ist Q ∈ O(−a) und P ∈ O(−a)c, und also lassen sich P und Q durch
zwei offene disjunkte Mengen der konstruierbaren Topologie trennen. Also ist
die konstruierbare Topologie hausdorffsch.
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Der Raum Sper(R[t]) mit der spektralen Topolgie ist nicht hausdorffsch. Dass
eine MengeO(p) die Anordnung Pa enthält bedeutet gerade p(a) > 0. Dann ist
aber p strikt positiv auf einem Intervall (a−ε, a+ε), und also ist p auch strikt po-
sitiv beiPa− undPa+ , d.h. auch diese beiden Anordnungen liegen inO(p).Damit
lassen sie sich nicht durch disjunkte offenenMengen von Pa trennen.
DieQuasi-Kompaktheit zeigenwir fürdiekonstruierbareTopologie. Fürdie spek-
trale Topologie folgt sie dannausder Tatsache, dass es dortweniger offenenMen-
gen gibt. Wir fassen nun Sper(A) als Teilmenge von

{0, 1}A = {g : A→ {0, 1}}

auf, indemwir die TeilmengeP ⊆ Amit ihrer charakteristischen Funktion iden-
tifizieren. DieMenge {0, 1}mit der feinstmöglichen Topologie ist kompakt, und
nach dem Satz von Tychonoff ist {0, 1}A ebenfalls kompakt. Die Produkttopo-
logie ist aber die gröbste Topologie, die alle Projektionen stetig macht, d.h. alle
Einsetzungen von Punkten aus a, wenn man {0, 1}A als Funktionen auf A auf-
fasst. Auf Sper(A) wird die induzierte Topologie also gerade durch die Mengen
O(a)undderenKomplementeerzeugt.Die induzierteTopolgie ist alsogeradedie
konstruierbare Topologie. Da abgeschlossene Mengen quasi-kompakter Räume
wieder quasi-kompakt sind, zeigen wir nur noch, dass Sper(A) eine abgeschlos-
sene Teilmenge von {0, 1}A ist. Sei dazuM ∈ {0, 1}A \ Sper(A), d.h.M ⊆ A ist
keine Anordnung. Wir konstruieren eine offene TeilmengeO von {0, 1}A dieM
enthält und disjunkt zu Sper(A) ist. DassM keine Anordnung ist kann verschie-
dene Gründe haben. Beispielsweise könnte es a, b ∈M gebenmit a+ b /∈M . In
diesem Fall wäre

O = {N ⊆ A | a, b ∈ N, a+ b /∈ N}

eine solche offene Teilmenge. Alle anderen Möglichkeiten lassen sich ebenso be-
handeln, wie man sich leicht überlegt (Übungsaufgabe 27).

Satz 1.1.16 aus Kapitel 1 kann in der eben eingeführten Sprache des reellen Spek-
trums als abstrakter Positivstellensatz für Körper aufgefasst werden: wenn für
ein a ∈ K die Funktion â an jedem Punkt von Sper(K) nichtnegativ ist, ist a
eine Quadratsumme inK. Anhand des Transferprinzips von Tarski-Seidenberg
haben wir diesen abstrakten Positivstellensatz dann in einen konkreten umge-
wandelt: wenn ein Element p ∈ R[x] an jedem Punkt desRn nichtnegativ ist, ist
es eine Quadratsumme inK = R(x). Dazu haben wir gezeigt, dass die Nicht-
negativität von p auf Rn die Nichtnegativität von p̂ auf dem Raum Sper(R(x))
induziert. Eine leichte Verallgemeinerung davon ist der folgende Satz:
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Satz 3.1.23. Ist p ∈ R[x] nichtnegativ auf demRn, so ist p̂ nichtnegativ aufSper(R[x])
(d.h. p liegt in allen Anordnungen vonR[x])

Beweis. Angenommen p̂(P ) < 0 für ein P = (p, Q) ∈ Sper(R[x]). Sei R̃ der
reelle Abschluss von (Kp, Q):

R̃

R[x]
ρp // (Kp, Q)

R

Es gilt inKp (und damit in R̃)

0 > ρp(p) = p(ρp(x1), . . . , ρp(xn)).

Nach dem Transferprinzip von Tarski-Seidenberg gibt es dann aber auch einen
Punkt a ∈ Rnmit p(a) < 0.

Eine leichte Variation des Arguments zeigt sogar:

Korollar 3.1.24. Rn liegt dicht inSper(R[x]),bezüglich der konstruierbaren (unddamit
auch der spektralen) Topologie.

Beweis. Übungsaufgabe 28.

Im nächsten Abschnitt beweisen wir zunächst abstrakte Positivstellensätze für
Ringe, also Sätzewie 1.1.15 und 1.1.16. Sie könnendannwiederummit demTrans-
ferprinzip in konkrete Positivstellensätze umgewandelt werden.

3.2 Positivstellensätze für Ringe
Für Körper haben wir in Satz 1.1.16 gezeigt, dass

ΣK2 =
⋂

P Anordnung
P

gilt. In Ringen stimmt das nicht. Aus Satz 3.1.23 folgt, dass dasMotzkinpolynom
in jeder Anordnung von A = R[x, y] liegt. Es ist aber keine Quadratsumme in
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A. Wir müssen Satz 1.1.16 (und Satz 1.1.15) also geeignet anpassen. Seien dazu T
eine Präordnung von A, I ein Ideal von A und G ⊆ A eine multiplikativ abge-
schlossene Menge mit 1 ∈ G.

Proposition 3.2.1. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) Es gibt keine AnordnungP ∈ Sper(A)mit

t̂(P ) ≥ 0 für alle t ∈ T (d.h.T ⊆ P )

î(P ) = 0 für alle i ∈ I (d.h. I ⊆ supp(P ))

ĝ(P ) 6= 0 für alle g ∈ G (d.h.G ∩ supp(P ) = ∅).

(ii) Es gibt i ∈ I, g ∈ G und t ∈ T mit g2 + t = i.

Beweis. (ii)⇒ (i) ist einfach: Für ein Gegenbeispiel P ∈ Sper(A) gälte

0 = î(P ) = ĝ2 + t(P ) = ĝ(P )2 + t̂(P ) > 0,

ein Widerspruch. (i)⇒ (ii): Wir setzenB := A/I, betrachten die Projektion auf
die Restklassen

π : A→ B

und setzenG := π(G), T = π(T ).DaG eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge vonB ist, können wir die Lokalisierung nachG betrachten, d.h.

C := G
−1
B =

{
b

g
| a ∈ B, b ∈ G

}
,

wobei wie üblich eine Äquivalenzrelation definiert ist durch

b

g
=
c

h
:⇔ f(bh− cg) = 0 für ein f ∈ G.

Es gibt wieder einen kanonischen Homomorphismus, und zwar

ι : B → C; b 7→ b

1
.

Sei nun
T ′ :=

{
t

g2
| t ∈ T , g ∈ G

}
⊆ C.
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1. Fall: −1 ∈ T ′, d.h. f(g2 + t) = 0 für gewisse t ∈ T , f, g ∈ G. Dann ist
auch (fg)2 + f 2t = 0 in B, und nach Zurückziehen mittels π erhalten wir die
gewünschte Gleichung inA.
2. Fall: −1 /∈ T ′, d.h. T ′ ist eine Präordnung in C. Nach Satz 3.1.8 gibt es eine
Anordnung P ′ von C mit T ′ ⊆ P ′. Dann ist das Urbild P := (ι ◦ π)−1(P ′) eine
Anordnung inA.Offensichtlich gilt T ⊆ P und auch I ⊆ supp(P ), denn bereits
π(i) = 0 gilt für alle i ∈ I. Da für g ∈ G das Element ι(π(g)) in C invertierbar
ist, kann es nicht zum Ideal supp(P ′) gehört haben. Also ist g /∈ supp(P ). Al-
so erfüllt P alle Bedingungen aus (i), ein Widerspruch, und also kann dieser Fall
nicht eintreten.

Für eine Teilmenge T ⊆ A schreiben wir

W (T ) :=
{
P ∈ Sper(A) | t̂(P ) ≥ 0 für alle t ∈ T

}
V (T ) =

{
P ∈ Sper(A) | t̂(P ) = 0 für alle t ∈ T

}
.

Satz 3.2.2 (Abstrakter Positivstellensatz). SeiT ⊆ A eine Präordnung. Dann gilt für
jedes a ∈ A

â > 0 aufW (T ) ⇔ t1a = 1 + t2 für gewisse t1, t2 ∈ T.

Beweis. "⇐": Für P ∈ W (T ) ist

t̂1(P )â(P ) = t̂1a(P ) = 1̂(P ) + t̂2(P ) = 1 + t̂2(P ) > 0 inKp.

Nach Teilung durch das positive Element t̂1(P ) erhält man also â(P ) > 0.
"⇒": Verwende Proposition 3.2.1 mit I = (0), G = {1} und der Präordnung T −
aT.

Satz 3.2.3 (Abstrakter Nichtnegativstellensatz). Sei T ⊆ A eine Präordnung. Dann
gilt für jedes a ∈ A

â ≥ 0 aufW (T ) ⇔ t1a = a2m + t2 für gewisse t1, t2 ∈ T,m ∈ N.

Beweis. Übungsaufgabe 29.

Satz3.2.4 (Abstrakter reellerNullstellensatz). SeiI ⊆ A ein Ideal.Danngilt für jedes
a ∈ A

â = 0 aufV (I) ⇔ a2m + σ ∈ I für einm ∈ N, σ ∈ ΣA2.
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Beweis. Übungsaufgabe 29.

Definition 3.2.5. SeiA ein Ring und I ⊆ A ein Ideal. Die Menge

rrad(I) =
{
a ∈ A | a2m + σ ∈ I für einm ∈ N, σ ∈ ΣA2

}
heißt das reelle Radikal von I. 4

Man beachte dass das gewöhnliche Radikal von I entsprechend, aber ohne die
Quadratsummenσ definiert ist. Das Radikal von I ist derDurchschnitt aller über
I liegenden Primideale. Hier gilt:

Satz 3.2.6. Für jedes Ideal I ⊆ A gilt

rrad(I) =
⋂

I⊆p reelles Primideal
p.

Beweis. "⊆” ist offensichtlich aus der Definition eines reellen Ideals. Für "⊇” sei a
aus jedemreellenPrimideal über I.Das impliziert aber, dass â(P ) = 0 ist für jede
AnordnungP mit I ⊆ supp(P ).Nach Satz 3.2.4 liegt a dann aber in rrad(I).

Man beachte, dass ein Ideal I genau dann reell ist, wenn I = rrad(I) gilt. Das
folgt aus der Tatsache, dass a2

1 + · · · + a2
m ∈ I schon ai ∈ I für alle i impliziert,

für reelle Ideale.

3.3 Positivität auf semialgebraischenMengen
Wirwollen, ganzwie imKörperfall, die abstraktenPositivstellensätze in konkrete
Sätze über Polynome umwandeln. Wie das geht wissen wir im Prinizip schon.
Wir verwenden das Transferprinzip.

Satz3.3.1. EsseiR ein reell abgeschlossenerKörperundp1, . . . , pr, q1, . . . , qs,f1, . . . , ft ∈
R[x1, . . . , xn].Dann sind äquivalent:

(i) Es gibt a ∈ Rnmit

p1(a) ≥ 0, . . . , pr(a) ≥ 0

q1(a) 6= 0, . . . , qs(a) 6= 0

f1(a) = 0, . . . , ft(a) = 0.
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(ii) Es gibtP ∈ Sper(R[x])mit

p̂1(P ) ≥ 0, . . . , p̂r(P ) ≥ 0

q̂1(P ) 6= 0, . . . , q̂s(P ) 6= 0

f̂1(P ) = 0, . . . , f̂t(P ) = 0.

Beweis. "(i)⇒ (ii)” ist wieder klar. Man nehme

P = Pa = {p ∈ R[x] | p(a) ≥ 0}.

Für "(ii)⇒(i)” sei P = (p, Q), ρp : R[x]→ Kp der Restklassenhomomorphismus
und R̃ der reelle Abschluss vonKp bezüglichQ:

R̃

R[x]
ρp // (Kp, Q)

R

Es gilt inKp und damit in R̃ für alle j:

0 ≤ p̂j(P ) = ρp(pj) = pj(ρp(x1), . . . , ρp(xn))

0 6= q̂j(P ) = ρp(qj) = qj(ρp(x1), . . . , ρp(xn))

0 = f̂j(P ) = ρp(fj) = fj(ρp(x1), . . . , ρp(xn))

Da es in R̃n einen Punkt gibt, der das R-polynomiale System löst, gibt es nach
dem Transferprinzip einen solchen Punkt auch inRn.

Für Polynome p1, . . . , pr ∈ R[x1, . . . , xn] betrachten wir die kleinste (potentielle)
Präordnung, die diese enthält:

T (p1, . . . , pr) =

 ∑
e∈{0,1}r

σep
e1
1 · · · perr | σe ∈ ΣR[x]2

 ,

sowie die sogenannte basisch abgeschlosseneMenge imRn:

WR(p1, . . . , pr) = {a ∈ Rn | p1(a) ≥ 0, . . . , pr(a) ≥ 0} .
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Für f1, . . . , ft erinnern wir an die Definition

VR(f1, . . . , ft) = {a ∈ Rn | f1(a) = 0, . . . , ft(a) = 0}

und

I(f1, . . . , ft) =

{∑
i

gifi | gi ∈ R[x]

}
,

das von den fi erzeugte Ideal.

Satz 3.3.2 (Konkreter Positivstellensatz). Seienp1, . . . , pr ∈ R[x]. Fürp ∈ R[x] gilt
dann

p > 0 aufWR(p1, . . . , pr) ⇔ t1p = 1 + t2 mit t1, t2 ∈ T (p1, . . . , pr).

Beweis. Unmittelbare Folgerung aus dem abstrakten Positivstellensatz 3.2.2, da
die Bedingung p > 0 aufWR(p1, . . . , pr) mit Satz 3.3.1 äquivalent zu p̂ > 0 auf
W (T (p1, . . . , pr)) ist.

Analog erhält man

Satz 3.3.3 (Konkreter Nichtnegativstellensatz). Seien p1, . . . , pr ∈ R[x]. Für p ∈
R[x] gilt dann

p ≥ 0 aufWR(p1, . . . , pr) ⇔ t1p = p2m + t2 mitm ∈ N, t1, t2 ∈ T (p1, . . . , pr).

Satz 3.3.4 (Konkreter reeller Nullstellensatz). Seien f1, . . . , ft ∈ R[x]. Für p ∈
R[x] gilt dann

p = 0 aufVR(f1, . . . , ft) ⇔ p ∈ rrad(I(f1, . . . , ft)).

Beispiel 3.3.5. (i) Sei q = 1− x2 − y2 ∈ R[x, y].Dann ist

WR(q) =
{

(a, b) ∈ R2 | a2 + b2 ≤ 1
}

die Einheitskreisscheibe:
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Es ist T (q) = {σ1 + σ2q | σ1, σ2 ∈ ΣR[x]2} .Wenn ein Polynom p ∈ R[x, y] also
strikt positiv aufWR(q) ist, gibt es eine Darstellung

(σ1 + σ2q)p = 1 + τ1 + τ2q

mitQuadratsummenσ1, σ2, τ1, τ2, unddie Positivität kannmandaranwiederum
ablesen. Fallspnurnichtnegativ aufWR(q) ist, siehtdieDarstellungwie folgt aus:

(σ1 + σ2q)p = p2m + τ1 + τ2q.

(ii) Sei f = 1− x2 − y2 ∈ R[x, y].Dann ist VR(q) der Einheitskreis

und I(f) = {gf | g ∈ R[x, y]} . Ein Polynom p verschwindet genau dann auf
dem Einheitskreis, wenn p ∈ rrad(I(f)), also p2m + σ ∈ I(f).Man kann zeigen
dass das Ideal I(f) reell ist (Übungsaufgabe 30), und somit ist sogar p ∈ I(f).
(iii) Sei f = x2 + y2 ∈ R[x, y]. Dann ist VR(f) = {(0, 0)}. Falls p(0, 0) = 0, so
ist p2m + σ = g(x2 + y2). Hier ist das Ideal nicht reell, zum Beispiel liegt x nicht
in I(f), sondern nur x2 + y2, alsom = 1 und σ = y2. 4

Bemerkung3.3.6. DerHilbertscheNullstellensatz klassifiziert die Polynome, die
auf der komplexen Varietät VC(I) verschwinden. Dabei istC = R[i] der algebrai-
sche Abschluss von R. Ein Polynom verschwindet auf VC(I) genau dann, wenn
eine Potenz in I liegt. In Beispiel 3.3.5 (3) sehen wir, dass das mit der kleineren
Varietät VR(I) nicht stimmt. Keine Potenz von x liegt in (x2 +y2).Allerdings ver-
schwindet x eben auch nicht auf VC(I), da zum Beispiel (1, i) ∈ VC(I). 4

Satz 3.3.7. Sei I ⊆ R[x1, . . . , xn] ein Ideal. Dann gilt

(i) I ist semireell genau dannwennVR(I) 6= ∅.

(ii) Ist I reduziert, so ist I reell genaudannwennVR(I)R-Zariski-dicht inVC(I) liegt.
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Beweis. (i) "⇒”: Schreibe I = (f1, . . . , ft) wähle P = (p, Q) ∈ Sper(R[x]) mit
I ⊆ p. Im reellen Abschluss R̃ von (Kp, Q) gibt es wieder ein Tupel a ∈ R̃n mit
fi(a) = 0 für alle i. Mit dem Transferprinzip gibt es das also auch inRn. "⇐” ist
klar, da Auswerten in einem Punkt a ∈ Rn einen Algebrahomomorphismus von
R[x]/I nachR liefert.
(ii) "⇒”: Sei p = 0 auf VR(I). Dann folgt p ∈ rrad(I) = I, und also p = 0 auf
VC(I). "⇐”: Sei p ∈ rrad(I). Dann ist p = 0 auf VR(I) und also p = 0 auf VC(I).
Mit dem Hilbertschen Nullstellensatz folgt p2m ∈ I, und aus der Reduziertheit
also p ∈ I. Somit ist I = rrad(I), und I ist also reell.

Bemerkung 3.3.8. Der Positivstellensatz liefert ein algebraisches Zertifikat für
die Unlösbarkeit eines polynomialen Ungleichungssystems

p1(x) ≥ 0, . . . , pr(x) ≥ 0.

Dies ist offensichtlich genau dann unlösbar, wenn −1 > 0 aufWR(p1, . . . , pr)
gilt. Das ist nun äquivalent zu −t1 = 1 + t2 für gewisse t1, t2 ∈ T (p1, . . . , pr),
bzw.

− 1 ∈ T (p1, . . . , pr). 4

Die bisherigen Positiv- und Nichtnegativstellensätze verwenden immer Nenner.
Anders gesagtmussman das positive Polynom erstmit etwasmultiplizieren, be-
vor es eine schöne Darstellung bekommt. Der erste nennerfreie Positivstellensatz
ist der Satz von Schmüdgen, mit demwir uns im nächsten Kapitel beschäftigen.



Kapitel 4

Der Satz von Schmüdgen

In diesem Kapitel wollen wir den Satz von Schmüdgen über positive Polynome
auf kompaktenMengenbeweisen.Wir gebendafürnicht Schmüdgensursprüng-
lichen Beweis von 1991 an, der einen funktionalanalytischen Ansatz verfolgt, son-
dern einenalgebraischenBeweis, der imwesentlichenaufWörmannzurückgeht.

4.1 Archimedische Präordnungen
Sei wiederA ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 4.1.1. Eine Präordnung T ⊆ A heißt archimedisch, falls für alle a ∈ A
ein r ∈ N existiert mit r − a ∈ T. 4

Beachte dass wir den Begriff für Körperanordnungen im ersten Kapitel bereits
kennengelernt haben. Unter Annahme der Archimedizität können wir den ab-
straktenPositivstellensatz 3.2.2nundeutlich verstärken.WirwerdendenNenner
fast vollständig los. Der folgende Satz stimmt auch ohne die Annahme Q ⊆ A,
der Beweis wird dann aber etwas technischer.

Satz 4.1.2 (Abstrakter archimedischer Positivstellensatz). SeiQ ⊆ A und T ⊆ A
eine archimedische Präordnung. Dann gilt für a ∈ A

â > 0 aufW (T ) ⇔ ka = 1 + t für gewisse k ∈ N, t ∈ T.

Beweis. "⇐” ist wieder klar. Für "⇒” verwendenwir zunächst den abstrakten Po-
sitivstellensatz 3.2.2 und erhalten eine Darstellung

t1a = 1 + t2

61
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mit t1, t2 ∈ T.Nun ist `−t1 ∈ T für gewisses ` ∈ N, aufgrundderArchimedizität
von T . Wir betrachten die Identität

`a+ (r`− 1) = (`− t1)(a+ r) + (t1a− 1) + rt1.

Wir sehen daraus, dass falls a + r ∈ T für ein r ≥ 0, auch a + (r − 1
`
) ∈ T

gilt (dabei teilen wir durch ` ∈ N). Aufgrund der Archimedizität von T gilt aber
a+r ∈ T für ein r ≥ 0.Durch iterierte Subtraktion von 1

`
erhaltenwir schließlich

sogar ein negatives solches ` und insbesondere

a− 1
k
∈ T

für ein k ∈ N.Das beweist die Aussage.

Erstaunlicherweise kann man einen analogen Nichtnegativstellensatz im archi-
medischen Fall nicht beweisen.Wir werden später noch Gegenbeispiele kennen-
lernen.

4.2 Der Satz von Schmüdgen
Wir bekommenwieder eine konkrete Version des abstrakten archimedischen Po-
sitivstellensatzes, mit dem Transferprinzip. Das besondere ist hier aber noch,
dass wir die Archimedizität von T aus der Beschränktheit der semialgebraischen
Menge automatisch erhalten, allerdings nur für archimedisch angeordnete reell
abgeschlossene Körper, d.h Teilkörper vonR.Das wollen wir zunächst beweisen.

Proposition 4.2.1. SeiR ein archimedischer reell abgeschlossener Körper. Dann ist eine
PräordnungT ⊆ R[x] genau dann archimedisch, wenn

r −
n∑
i=1

x2
i ∈ T

für ein r ∈ N.

Beweis. "⇒” ist klar. Für "⇐” gelte also r −
∑

i x
2
i ∈ T . Daraus folgt(

r +
1

4

)
± xj =

(
1

2
± xj

)2

+

(
r −

∑
i

x2
i

)
+
∑
j 6=i

x2
i ∈ T.
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Man kann also bezüglich T alle Variablen xj und alle Koeffizienten aus R durch
natürliche Zahlen überschreiten. Für beliebige Polynome zeigen wir es iterativ
über ihre Komplexität. Seien dazu p1, p2 ∈ R[x], r1, r2 ∈ N und r1±p1 ∈ T, r2±
p2 ∈ T.Dann gilt offensichtlich

(r1 + r2)± (p1 + p2) ∈ T

und

3r1r2 − p1p2 = (r1 + p1)(r2 − p2) + r1(r2 + p2) + r2(r1 − p1) ∈ T
3r1r2 + p1p2 = (r1 + p1)(r2 + p2) + r1(r2 − p2) + r2(r1 − p1) ∈ T.

Damit kannman jedes p ∈ R[x] geeignet überschreiten.

Wir nennen eine Menge S ⊆ Rn beschränkt, wenn es ein r ∈ R gibt mit ‖a‖2 :=∑
i a

2
i ≤ r für alle a ∈ S.

Satz4.2.2. SeiR einarchimedischer reell abgeschlossenerKörperundp1, . . . , pm ∈ R[x].
Dann sind äquivalent:

(i) WR(p1, . . . , pm) ist beschränkt inRn.

(ii) T (p1, . . . , pm) ist archimedisch.

Beweis. Setze T := T (p1, . . . , pm) undW := WR(p1, . . . , pm).
"(ii)⇒(i)” ist einfach. Aus der Archimedizität folgt r −

∑
x2
i ∈ T für ein r ∈ N,

unddaElemente vonT offensichtlichnichtnegativ aufW sind, istW beschränkt.
Für (i)⇒(ii)” wählen wir zunächst r ∈ N so, dass p := r −

∑
i x

2
i > 0 aufW gilt.

Nach dem Positivstellensatz 3.3.2 gibt es dann t1, t ∈ T mit t1p = 1 + t. Dann
gilt

(1 + t)p = t1p
2 ∈ T. (4.1)

Wir betrachten nun

T0 = T (p) = ΣR[x]2 + pΣR[x]2.

Diese Präordnung ist archimedisch, nach Proposition 4.2.1, und es gilt

(1 + t)T0 ⊆ T, (4.2)
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nach (4.1). Ausserdem gilt

p+ tr = p+ tp+ t
∑
i

x2
i ∈ T,

ebenfalls nach (4.1). Wir wählen nun s ∈ Nmit s− t ∈ T0.Dann gilt

(1 + s)(s− t) = (1 + t)(s− t) + (s− t)2 ∈ T,

nach (4.2). Nach Division durch die positive Zahl 1 + s folgt also s− t ∈ T.Nun
gilt schließlich

r(s+ 1)−
∑
i

x2
i = rs+ p = (p+ tr) + r(s− t) ∈ T,

und also ist T nach Proposition 4.2.1 archimedisch.

Satz 4.2.3 (Satz von Schmüdgen, konkreter archimedischer Positivstellensatz).
SeiR ein archimedischer reell abgeschlossener Körper, und seien p1, . . . , pm ∈ R[x] so,
dassWR(p1, . . . , pm) beschränkt ist. Dann gilt für alle p ∈ R[x]

p > 0 aufWR(p1, . . . , pm) ⇒ p ∈ T (p1, . . . , pm).

Beweis. Setze T = T (p1, . . . , pm). Wie üblich folgt aus der Bedingung p > 0 auf
WR(p1, . . . , pm) schon p̂ > 0 aufW (T ).Nach Satz 4.2.2 ist T aber archimedisch,
und wir können den abstrakten archimedischen Positivstellensatz 4.1.2 anwen-
den. Wir erhalten kp = 1 + t ∈ T, und da wir inR[x] durch die positive Zahl k
teilen können folgt daraus schon p ∈ T.

Beispiel 4.2.4. (i) Wir betrachten erneut die Kreisschreibe inR2, definiert durch
1 − x2 − y2 ≥ 0. Jedes Polynom p, das auf der Kreisscheibe strikt positiv ist, ist
von der Gestalt

p = σ0 + σ1(1− x2 − y2)

mit σ1, σ2 ∈ ΣR[x]2. Das ist eine deutliche Verstärkung von Beispiel 3.3.5 (i) im
positiven Fall.
(ii) Falls die Anzahlm der Polynome pi steigt, wächst die Anzahl der Summan-
den in der Darstellung von p exponentiell. In T (p1, . . . , pm) müssen wir ja alle
Produkte der pi berücksichtigen, also 2m viele. Im nächsten Kapitel werden wir
untersuchen, ob man nicht mit weniger auskommt.
(iii) Im Satz von Schmüdgen kann die Bedingung p > 0 im Allgemeinen nicht
durchp ≥ 0 ersetztwerden.Seip1 = (1−t2)3 ∈ R[t].Dann istWR(p1) = [−1, 1],
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und das Polynom p = 1 − t2 ist darauf nichtnegativ. Angenommen es gäbe eine
Darstellung

1− t2 = σ0 + σ1(1− t2)3.

Dann verschwände σ0 an den Punkten ±1. Da σ0 eine Quadratsumme ist, ver-
schwindet es mit gerader Vielfachheit, und also wäre (1 − t2)2 ein Teiler von σ0.
Nach Kürzen hätten wir eine Darstellung

1 = σ̃0(1− t2) + σ1(1− t2)2

mit einer neuen Quadratsumme σ̃0. Einsetzen von 1 für t liefert 1 = 0, ein Wi-
derspruch.
(iv) Der Satz von Schmüdgen stimmt nicht, wennR nicht archimedisch ist. IstR
eine nichtarchimedische Erweiterung von R, so gibt es dort ein infinitesimales
positives Element ε, d.h. es gilt 0 < ε < r für alle r ∈ R, r > 0. Für p1, pwie aus
(3) ist p + ε dann strikt positiv aufWR(p1). Man kann aber zeigen, dass p + ε in
R[t] nicht zu T (p1) gehört, siehe Beispiel 5.3.7.
(v) Über die Grade der Quadratsummen σi in der Darstellung von p aus dem Satz
vonSchmüdgenhatmankeineKontrolle. Insbesonderekönnensie sehr viel höher
als der Grad des Polynoms p selbst sein. Ansonsten könnteman nämlich die Aus-
sage als formale Aussage hinschreiben, und dann gälte sie laut Transferprinzip
in jedem reell abgeschlossenen Körper.
(vi) Die Beschränktheit derMengeWR(p1, . . . , pm) kann imSatz von Schmüdgen
nicht weggelassen werden. Sei zum Beispiel p1 = t3 ∈ R[t]. Dann istWR(p1) =
[0,∞). Es ist t+ 1 > 0 aufWR(p1).Wäre nun

t+ 1 = σ0 + σ1t
3

mit Quadratsummen σi, so ist der Grad von σ0 gerade, der von σ1t
3 ungerade.

Damit ist der Grad des Ausdrucks auf der rechten Seite entweder gerade, was
nicht sein kann, oder ungerade und≥ 3, was ebenfalls nicht sein kann. 4





Kapitel 5

QuadratischeModuln und
Semiordnungen

In diesem Abschnitt versuchen wir, die Darstellungen von positiven Polynomen
zuvereinfachen.ZugegebenenPolynomenp1, . . . , pm ∈ R[x]bezeichnet jaT (p1, . . . , pm)
die von den pi erzeugte Präordnung. Sie besteht genau aus den Elementen der
Form ∑

e∈{0,1}m
σep

e1
1 · · · pemm ,

wobei alleσeQuadratsummen inR[x] sind.DieAnzahl der Summanden ist dabei
2m, und daswächst exponentiell mitm. Eine schönereDarstellungwäre gegeben
durch einen Ausdruck der Form

σ0 + σ1p1 + · · ·+ σmpm.

Hier ist die Summenlänge m + 1, und eine solche Darstellung ist immer noch
ein Zertifikat für die Nichtnegativität aufWR(p1, . . . , pm).Wir haben bisher die
kompliziertere Darstellung bekommen, weil Präordnungen unter Multiplikati-
on abgeschlossen sein müssen. Im Folgenden werden wir diese Annahme ab-
schwächen.

5.1 Grundlagen

Sei wiederA ein kommutativer Ring mit 1.

67
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Definition 5.1.1. Eine TeilmengeM ⊆ A heißt quadratischerModul, wenn

1 ∈M, M +M ⊆M, A2 ·M ⊆M, −1 /∈M.

Ein quadratischer Modul heiß Semiordnung, wenn zusätzlich

M ∪ −M = A undM ∩ −M Primideal vonA

gilt. Die Menge
supp(M) = M ∩ −M

heiß Support vonM . 4

Definition 5.1.2. Ein quadratischer ModulM heiß archimedisch, wenn für jedes
a ∈ A ein r ∈ N existiert mit r − a ∈M. 4

Bemerkung5.1.3. (i)DieQuadratsummenΣA2 bildengenaudanneinenquadra-
tischen Modul, wenn−1 /∈ ΣA2. In diesem Fall ist es der kleinste quadratische
Modul, d.h. er ist in allen anderen enthalten.
(ii) Falls 1

2
∈ A, so zeigt die Gleichung

b =

(
b+ 1

2

)2

−
(
b− 1

2

)2

wieder, dass−1 /∈M äquivalent zuM 6= A ist.
(iii) Jede Präordnung ist ein quadratischer Modul, und jede Anordnung ist eine
Semiordnung.
(iv) Für a1, . . . , am ∈ A ist der kleinste quadratischeModulwelcher die ai enthält
gerade

M(a1, . . . , am) =
{
σ0 + σ1a1 + · · ·+ σmam | σi ∈ ΣA2

}
,

zumindest falls er−1 nicht enthält. 4

Beispiel 5.1.4. (i) Im Ring A = R[x, y] (R ein reell abgeschlossener Körper) ist
M(x, y) ein quadratischer Modul, der keine Präordnung ist. Man überlegt sich
nämlich, dass xy /∈M(x, y) gilt.
(ii) Wir ordnen die Menge Nn lexikographisch, d.h. die Anordnung von α und β
entscheidet sich durch den Vergleich der ersten ungleichen Einträge der beiden
Vektoren. Wir schreiben Polynome 0 6= p ∈ R[x] dann als p = pα1x

α1 + · · · +
pαrx

αr mit α1 < · · · < αr und pαi
6= 0. Der Multigrad mdeg(p) von p ist dann

αr ∈ Nn, und der Leitkoeffizient lc(p) ist pαr .
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Wir treffen nun eine Vorzeichenwahl

η : Zn/(2Z)n → {−1, 1}

mit η(0, . . . , 0) = 1.Dann setzen wir

Sη = {p ∈ R[x] \ {0} | lc(p) · η(mdeg(p)) > 0} ∪ {0}.

Dann ist Sη eine Semiordnung mit supp(Sη) = (0), und Sη ist genau dann eine
Anordnung wenn η ein Gruppenhomomorphismus ist. Insbesondere erhält man
so (ab n ≥ 2) Semiordnungen, die keine Anordnungen sind (Übungsaufgabe 38).

4

Lemma 5.1.5. Falls 1
2
∈ A, so ist der Support eines quadratischen Moduls ein Ideal von

A.

Beweis. SeiM ein quadratischer Modul und I = supp(M) = M ∩ −M. Die
Eigenschaft I + I ⊆ I ist klar, ebenso wie ΣA2 · I ⊆ I. Die Gleichung aus Be-
merkung 5.1.3 (ii) zeigt dannA · I ⊆ I.

Satz 5.1.6. Jeder quadratischeModul ist in einer Semiordnung enthalten.

Beweis. SeiM quadratischerModul undS einmaximaler überM liegender qua-
dratischerModul, den es nach demZorn’schen Lemma gibt.Wir zeigen zunächst
S ∪−S = A. Angenommen es gibt a ∈ A\ (S ∪−S). Aufgrund derMaximalität
ist dann

−1 = s1 + σ1a

−1 = s2 − σ2a

für gewisse s1, s2 ∈ S, σ1, σ2 ∈ ΣA2.Dann gilt

0 = σ1(σ2a) + σ2(−σ1a) = σ1 + σ2 + σ1s2 + σ2s1,

also−σ1 ∈ S. Damit folgt

−4 = 4(s1 + σ1a) = 4s1 + σ1

(
(a+ 1)2 − (a− 1)2

)
= 4s1 + σ1(a+ 1)2 + (−σ1)(a− 1)2 ∈ S,

und also−1 = −4 + 3 ∈ S, einWiderspruch.
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Als nächstes zeigen wir dass S ∩ −S ein Ideal in A ist. Wie man im Beweis von
Lemma5.1.5 sieht, genügt es zuzeigendassaus4a ∈ supp(S) schona ∈ supp(S)
folgt. Dafür reicht es zu zeigen dass aus 4a ∈ S schon a ∈ S folgt. Sei also
4a ∈ S und a /∈ S. Dann ist −a ∈ S, wie wir eben gezeigt haben, und also
a = 4a− 3a ∈ S, einWiderspruch.
Wirmüssen nun noch zeigen, dass supp(S) ein Primideal ist. Seien also a, b ∈ A
mit ab ∈ supp(S), b /∈ supp(S), und also o.B.d.A. b /∈ S. Wir müssen a ∈
supp(S) zeigen. Angenommen das stimmt nicht, d.h. o.B.d.A. a /∈ S. Es gilt
zunächst −1 ∈ S + b · ΣA2, aufgrund der Maximalität von S. Multiplizieren
mit a2 liefert

−a2 ∈ S + a(ab) · ΣA2 ⊆ S + supp(S) ⊆ S.

Da auch a2 ∈ S folgt also a2 ∈ supp(S).Wegen a /∈ S gilt weiter−1 = s + σa
für gewisse s ∈ S, σ ∈ ΣA2,wieder aufgrund der Maximalität. Jetzt gilt

1 + 2s+ s2 = (1 + s)2 = σ2a2 ∈ supp(S) ⊆ −S,

und deshalb−1 ∈ S, einWiderspruch.

Für ein Primideal p von A bezeichnen wir wieder mit ρp den Restklassenhomo-
morphismus:

ρp : A→ A/p→ Kp.

Man kann Satz 3.1.13 ganz analog beweisen: Die Semiordnungen vonA stehen in
Bijektion zu den Tupeln (p, Q), wobei p ein Primideal inA undQ eine Semiord-
nung auf dem RestklassenkörperKp ist. Die Menge aller Semiordnungen vonA
heiß das semireelle Spektrum und wird mit Semisper(A) bezeichnet. Wir definie-
ren für a ∈ A und S = (p, Q) ∈ Semisper(A)

â(S) > 0 :⇔ ρp(a) >Q 0 inKp ⇔ a ∈ S \ −S
â(S) ≥ 0 :⇔ ρp(a) ≥Q 0 inKp ⇔ a ∈ S
â(S) = 0 :⇔ ρp(a) = 0 inKp ⇔ a ∈ supp(S)

Auf dieseWeise fassen wir also Elemente vonA als Funktionen auf Semisper(A)
auf, dieWerte in denRestklassenkörpernKp annehmen. Ebenso könnenwir nun
wieder spezielle Teilmengen des semireellen Spektrums definieren. Wir setzen
fürM ⊆ A

W̃ (M) : = {S ∈ Semisper(A) | m̂(S) ≥ 0 für allem ∈M}
= {S ∈ Semisper(A) |M ⊆ S} .
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Ṽ (M) : = {S ∈ Semisper(A) | m̂(S) = 0 für allem ∈M}
= {S ∈ Semisper(A) |M ⊆ supp(S)} .

Beachte nochmals, dassW (M) bzw. V (M) die entsprechende Menge im rellen
SpektrumvonAbezeichnet, undWR(M)bzw.VR(M)dieMenge inRn, fallsA =
R[x]. Es gilt dann

WR(M) ⊆ W (M) ⊆ W̃ (M),

und analog für V .

5.2 AbstraktePositivstellensätzefürquadratischeMo-
duln

Wir wollen in diesem Abschnitt ein Analogon des abstrakten Positivstellensatzes
und des abstrakten archimedischen Positivstellensatzes beweisen, diesesMal für
quadratische Moduln anstatt für Präordnungen.

Satz 5.2.1 (Abstrakter Positivstellensatz für quadratischeModuln). SeiM ⊆ A ein
quadratischerModul. Dann gilt für alle a ∈ A

â > 0 auf W̃ (M) ⇔ σa = 1 +m für gewisse σ ∈ ΣA2,m ∈M.

Beweis. "⇐” ist wieder klar: wäre−a ∈ S für eine Semiordnung mitM ⊆ S, so
wäre auch−σa ∈ S, und also−1 ∈ S, einWiderspruch. "⇒” Falls es keine solche
Darstellung gibt, istM − aΣA2 erneut ein quadratischer Modul. Er ist also in
einer Semiordnung S enthalten. Dafür gilt dann S ∈ W̃ (M) und−a ∈ S, d.h.
â(S) ≤ 0, einWiderspruch.

Wir beweisen jetzt den abstrakten archimedischen Positivstellensatz für quadra-
tische Moduln. Um den Beweis zu vereinfachen, nehmen wir ab jetzt an, dass
Q ⊆ A gilt.

Satz5.2.2 (Abstrakter archimedischerPositivstellensatz fürquadratischeModuln).
Sei Q ⊆ A undM ⊆ A ein archimedischer quadratischer Modul. Dann gilt für alle
a ∈ A

â > 0 auf W̃ (M) ⇔ ka = 1 +m für gewisse k ∈ N,m ∈M.
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Beweis. "⇐” ist erneut klar. Für "⇒” betrachten wirM ′ := M − aΣA2. Die Vor-
aussetzung besagt, dass überM ′ keine Semiordnung existiert. Nach Satz 5.1.6
ist alsoM ′ kein quadratischer Modul, d.h.−1 ∈ M ′, d.h. es gibt eine Gleichung
σa − 1 = m ∈ M mit σ ∈ ΣA2.Wegen der Archimedizität vonM gibt es ein
k ∈ Nmit 2k − 1− σ2a ∈M.Dann gilt

2k − σ = (2k − 1− σ2a) + σ(σa− 1) + 1 ∈M.

Betrachte nun die folgende Identität für r ∈ Q:

k2a+ k2r− 1 = (k − σ)2(a+ r) + 2k(σa− 1) + rσ(2k − σ) + (2k − 1− σ2a).

Wir sehen nach Teilung durch k2, dass falls a+ r ∈M für ein r ∈ Q≥0 gilt, auch
a + (r − 1

k2
) ∈ M gilt. Aufgrund der Archimedizität ist aber a + r ∈ M für ein

r ∈ N, und also gibt es ein rationales s < 0mit a + s ∈ M.Nach Multiplizieren
mit demNenner von s ist das die gewünschte Aussage.

Auch hier wollen wir wieder einen konkreten archimedischen Positivstellensatz
im Fall A = R[x] erhalten. Dabei tauchen zwei Probleme auf. Zunächst erhal-
ten wir aus der geometrischen Positivität eines Polynoms aufWR(M) die Positi-
vität aufW (M) ⊆ Sper(A), wie üblich mit dem Transferprinzip. Wir benöti-
gen aber die Positivität auf der größeren Menge W̃ (M) ⊆ Semisper(A), um
den abstrakten Positivstellensatz anwenden zu können. Im archimedischen Fall
kannmandaserreichen,mussdafür aber erst etwasArbeit investieren.Fürnicht-
archimedischequadratischeModulnM stimmtdasübrigens imAllgemeinennicht
(Übungsaufgabe 39). Zweitens bekommt man im Unterschied zu Schmüdgens
Satz aus der Kompaktheit der Menge nicht automatisch die Archimedizität des
quadratischenModuls. Manmuss sie hier extra fordern, bzw. sicherstellen.

5.3 Semiordnungen auf Körpern
Wir wollen uns für einen Moment mit Semiordnungen auf Körpern beschäfti-
gen. Die Ergebnisse werden wir später für den konkreten archimedischen Posi-
tivstellensatz für quadratische Moduln benötigen. Sei also S eine Semiordnung
auf demKörperK. Dann könnenwir wieder eine zweistellige Relation≤S aufK
definieren, durch

a ≤S b :⇔ b− a ∈ S.
Den Subskript S lassen wir dabei häufig auch weg. Man sieht leicht dass≤ eine
vollständige lineare Ordnung der Menge F ist. Beachte dass supp(S) = {0} in
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Körpern immer gilt, also a ≤ b und b ≤ a immer a = b impliziert. Insbesondere
schreiben wir auch a < b für a ≤ b und a 6= b. Aus den weiteren Eigenschaften
von S kannman weitere Eigenschaften von≤ ableiten. Zum Beispiel gilt

a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c

a ≤ b⇒ c2a ≤ c2b.

Die Eigenschaft 0 ≤ a, b ⇒ 0 ≤ ab gilt im Allgemeinen allerdings nicht. Das
unterscheidet gerade Semiordnungen von Anordnungen.Weitere Eigenschaften
sind im folgenden Lemma zusammengefasst.

Lemma 5.3.1. Für a, b ∈ K undm ∈ N gilt:

(i) 0 < a⇒ 0 < 1
a

(ii) 0 < a < b⇒ ba2 < ab2

(iii) 0 < a < b⇒ 0 < 1
b
< 1

a

(iv) 0 < a < m⇒ a2 < m2 (und analog fürm < a).

Beweis. (i) gilt wegen 1
a

= a ·
(

1
a

)2
. Im Fall von (ii) gilt 0 < a, 0 < b− a.Daraus

folgt 0 < 1
a
, 0 < 1

b−a und also 0 < 1
a

+ 1
b−a . Erneutes Inversenbilden liefert

0 <
1

1
a

+ 1
b−a
· b2 = ab2 − ba2,

und das ist die Behauptung. Für (iii) folgt zunächst ba2 < ab2, undwennwir bei-
de Seiten mit

(
1
ab

)2 multiplizieren, folgt die Aussage. Im Falle von (iv) schließen
wir zuerstma2 < am2.Weil

1

m
=

m

m2
=

(
1

m

)2

+ · · ·+
(

1

m

)2

in K eine Quadratsumme ist gilt dann a2 < am. Aus a < m folgt aber auch
am < m2, und damit die Aussage.

Satz 5.3.2. Jede archimedische Semiordnung auf einemKörper ist eine Anordnung.
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Beweis. Sei≤die vonderSemiordnungdefinierte lineareOrdnungaufdemKörper
K. Wir zeigen zunächst, dassQ dicht inK liegt. Für a, b ∈ K gilt

a < b⇒ 0 < b− a
⇒ 0 < (b− a)−1 < m für einm ∈ N

⇒ 1

m
< b− a

⇒ 1 < m(b− a) (dam ∈ ΣK2)

⇒ ma < mb− 1.

DabeihabenwirdieArchimedizitätundmehrfachLemma5.3.1 benutzt.Wirwählen
nun n ∈ Zminimal mitmb ≤ n+ 1.Dann gilt

ma < mb− 1 ≤ n < mb,

und nachMultiplikation mit der Quadratsumme 1
m
gilt

a <
n

m
< b,

die gewünschte Dichtheitsaussage.
Wir zeigen nun die eigentliche Aussage. Seien dazu 0 ≤ a, b ∈ K. Wir müssen
0 ≤ ab zeigen. Sei o.B.d.A. 0 < a < b. Wir setzen c := b − a und d := b + a.
Dann gilt 0 < c < d, und wir finden aufgrund der eben bewiesenen Dichtheit
gewissem,n ∈ N, m 6= 0, mit

mc < n < md.

Mit Lemma 5.3.1 (iv) folgt

m2c2 < n2 < m2d2,

und nachMultiplikation mitm−2 gilt

(b− a)2 = c2 < d2 = (b+ a)2.

Also gilt−2ab < 2ab, und also 0 < ab.

Ist eine Semiordnung nicht archimedisch, können wir daraus immer eine archi-
medischeSemiordnungauf einemgewissenanderenKörper konstruieren.Dafür
benötigen wir den folgenden Begriff.
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Definition 5.3.3. SeiK ein Körper. Ein TeilringO ⊆ K heißt Bewertungsring von
K, falls für alle a ∈ K gilt

a ∈ O oder a−1 ∈ O. 4

Man beachte dass dann automatischK = Quot(O) gilt.

Lemma 5.3.4. Ein Bewertungsring hat genau ein maximales Ideal, und zwar die Menge
der Nichteinheiten

m = O \ O× =
{
a ∈ O | a−1 /∈ O

}
.

Beweis. Wir zeigen zuerst dassm ein echtes Ideal vonO ist. 1 /∈ m ist klar, da 1 ∈
O.Seiennuna, b ∈ m, d.h.a−1, b−1 /∈ O.Seio.B.d.A. b

a
∈ O.Wäre (a+b)−1 ∈ O,

so
a−1 =

a+ b

a(a+ b)
= (a+ b)−1 +

b

a
(a+ b)−1 ∈ O,

ein Widerspruch. Also ist auch a + b ∈ m. Sei schließlich a ∈ m, b ∈ O. Dann
ist (ab)−1 = b−1a−1 /∈ O, da sonst auch a−1 ∈ O wäre. Also ist ab ∈ m, und
m ist somit ein Ideal. Da jedes Element in O \ m invertierbar in O ist, enthält
m offensichtlich alle echten Ideale, und ist damit das einzigemaximale Ideal von
O.

Definition 5.3.5. Der KörperO/m heißt Restklassenkörper vonO. Die kanonische
Projektion π : O → O/m heiß Restklassenhomomorphismus. 4

Der folgende Satz zeigt nun, wie wir aus einer beliebigen Semiordnung eine ar-
chimedische konstruieren können.

Satz 5.3.6. SeiK ein Körper undS eine Semiordnung vonK. Dann ist

O(S) : = {a ∈ K | |a| ≤S m für einm ∈ N}
= {a ∈ K | m± a ∈ S für einm ∈ N}

ein Bewertungsring vonK , mit maximalem Ideal

m =

{
a ∈ K | |a| <S

1

m
∀m ∈ N \ {0}

}
.

Die Menge S ∩ O(S) ist eine archimedische Semiordnung aufO(S), und π(S) ist eine
archimedische SemiordnungdesRestklassenkörpersO(S)/m. Insbesondere ist es eineAn-
ordnung, und wir könnenO(S)/m als angeordneten Teilkörper vonR auffassen.
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Beweis. Setze O := O(S). Offensichtlich ist O abgeschlossen unter +, enthält
additiv inverse Elemente, sowieQ. Aufgrund der Gleichung

ab =

(
a+ b

2

)2

−
(
a− b

2

)2

erhalten wir die Abgeschlossenheit unter · also wenn wir zeigen, dass a ∈ O im-
mer a2 ∈ O impliziert. Das folgt aber aus Lemma 5.3.1 (iv).
Ist nun a /∈ O für ein a ∈ K, so bedeutet das o.B.d.A. N < a. Lemma 5.3.1
(iii) zeigt dann 0 < a−1 < 1

m
für allem ∈ N. Somit ist O ein Bewertungsring

mit dem angegebenen Idealm. Offensichtlich ist nun S ∩ O inO eine archime-
dische Semiordnung (mit dem Primideal {0} als Support). Wir zeigen nun dass
π(S) eine Semiordnung von O/m ist. Zu zeigen ist dafür nur −1 /∈ π(S) und
supp(π(S)) = (0). Falls s, t ∈ S sind mit π(s) = π(−t), so ist s + t ∈ m, d.h.
1
m
− s − t ∈ S für allem ∈ N. Nach Addition von s bzw. t folgt sofort s, t ∈ m,

d.h. π(s) = π(t) = 0. Daraus folgen die beiden Aussagen direkt.
Nach Satz 5.3.2 ist π(S) als archimedische Semiordnung auf einem Körper eine
Anordnung, und jeder archimedisch angeordnete Körper ist ein Teilkörper von
R, nach Satz 1.1.8.

Wir können nun auch zeigen, dass der Satz von Schmüdgen nicht für jeden reell
abgeschlossenen Körper gilt.

Beispiel 5.3.7. SeiR ein nichtarchimedisch reell abgeschlossener Erweiterungs-
körper von R. Dann gibt es ein positives infinitesimales Element ε in R, d.h. es
gilt

0 < ε < r für alle r ∈ R>0.

Das Polynom p = (1− t2) + ε ist dann strikt positiv auf

[−1, 1] = WR((1− t2)3) ⊆ R.

Angenommen es gäbe eine Darstellung

p = σ0 + σ1(1− t2)3 (5.1)

mit σi ∈ ΣR[t]2. Bezeichne mit O = O(R2) die Hülle von Z (bzw. R) in R
bezüglich der Anordnung von R. Wenn σi =

∑
j f

2
ij ist, und jeder Koeffizient

von jedem fij inO liegt, können wir den Restklassenhomomorphismus π : O →
O/m ⊆ R auf alle Koeffizienten von (5.1) anwenden. Links entsteht dabei 1− t2,



5.4. POSITIVITÄT AUF BESCHRÄNKTENMENGEN RELOADED 77

und rechts wieder eine Darstellung wie in (5.1), diesmal über R. Wir haben aber
schon in Beispiel 4.2.4 (iii) gezeigt, dass es die nicht geben kann.
Also kann einer der Koeffizienten eines der fij nicht in O liegen, er ist also un-
endlich groß bezüglich R. Wir teilen die Gleichung (5.1) nun durch das Quadrat
des betragsmäßig größten solchen Koeffizienten. Dann steht rechts wieder ein
solcher Ausdruck, aber diesmal liegen alle Koeffizienten aller fij inO, und min-
destens einer ist genau 1. Links sind alle Koeffizienten nun in m. Wir wenden
wieder den Restklassenhomomorphismus auf alle Koeffizienten an, und erhal-
ten eine neue Gleichung

0 = σ0 + σ1(1− t2)3, (5.2)

mitQuadratsummenσi ∈ R[t].Es sindnicht beideσi = 0,da derKoeffizient 1 in
einem fij vorkommt. Andererseits sind beide σi und auch (1− t2)3 nichtnegativ
auf [−1, 1], und aus (5.2) folgt also σ0 = σ1 = 0. Also haben wir auch hier einen
Widerspruch. 4

5.4 Positivität auf beschränktenMengen reloaded
Wir übersetzen nun den abstrakten archimedischen Positivstellensatz für qua-
dratische Moduln in einen konkreten. Zunächst benötigen wir das folgende Er-
gebnis für beliebige RingeA:

Satz 5.4.1. SeiM ⊆ A ein archimedischer quadratischer Modul. Dann ist jede überM
liegendemaximale Semiordnung eine Anordnung. Insbesondere gilt für alle a ∈ A

â > 0 aufW (M)⇒ â > 0 auf W̃ (M).

Beweis. Sei S = (p, Q) einemaximale überM liegende Semiordnung vonA. Of-
fensichtlich ist auch S archimedisch. Wir betrachten wieder die Restklassenab-
bildung

A→ A/p ↪→ Kp.

AufA/p ist die von S induzierte Semiordnung archimedisch, aber die Semiord-
nung Q aufKp muss nicht archimedisch sein. Deshalb betrachten wir O(Q) in
Kp:

A→ A/p ⊆ O(Q) ⊆ Kp,

und fügen den Restklassenhomomorphismus an

A→ A/p ⊆ O(Q)→ O(Q)/m =: K.
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K trägt nun die von Q induzierte archimedische Semiordnung (vgl. Satz 5.3.6),
und diese ist nach Satz 5.3.2 eine Anordnung. Ihr Urbild inA ist also ein Anord-
nung, die aber offensichtlich S enthält. Aus derMaximalität folgt die Gleichheit,
und also ist S eine Anordnung.
Aus â > 0aufW (M) folgt also â(S) > 0 für allemaximalenSemiordnungenüber
M . Daraus folgt aber â > 0 auf W̃ (M), denn ist−a ∈ S für eine Semiordnung,
so gilt das auch für jede darüberliegende.

Proposition5.4.2. SeiR einarchimedischer reell abgeschlossenerKörperundM ⊆ R[x]
ein quadratischerModul. Dann istM genau dann archimedisch, wenn

r −
n∑
i=1

x2
i ∈M

für ein r ∈ N gilt.

Beweis. "⇒” ist klar. Gelte umgekehrt r −
∑

i x
2
i ∈M . Betrachte

M ′ := ΣR[x]2 + (r −
∑
i

x2
i )ΣR[x]2 ⊆M.

DaM ′ von nur einem Element erzeugt wird, ist es sogar eine Präordnung. Nach
Satz 4.2.1 ist also bereitsM ′ archimedisch, und also auchM .

Satz5.4.3 (Satz vonPutinar,Konkreter archimedischer Positivstellensatz für qua-
dratischeModuln). SeiR einarchimedischer reell abgeschlossenerKörperundp1, . . . , pm ∈
R[x1, . . . , xn], so dass r −

∑n
i=1 x

2
i ∈ M(p1, . . . pm) für ein r ∈ N gilt. Dann gilt für

alle p ∈ R[x]

p > 0 aufWR(p1, . . . , pm) ⇒ p ∈M(p1, . . . , pm).

Beweis. Setze M := M(p1, . . . , pm). Die Bedingung r −
∑n

i=1 x
2
i ∈ M stellt

nach Proposition 5.4.2 die Archimedizität vonM sicher. Ist p > 0 auf der Menge
WR(p1, . . . , pm) ⊆ Rn, so ist p̂ > 0 auf W (M) ⊆ Sper(R[x]), wie gewöhn-
lich mit dem Transferprinzip. Nach Satz 5.4.1 ist dann auch p̂ > 0 auf W̃ (M) ⊆
Semisper(R[x]), und Satz 5.2.2 liefert die Aussage, nach Teilung durch k.

Bemerkung5.4.4. DieArchimedizität vonM(p1, . . . , pm) impliziertdieBeschränkt-
heit der MengeWR(p1, . . . , pm), ist aber im Allgemeinen nicht dazu äquivalent.
Wir werden gleich ein Beispiel sehen. Allerdings kann man bei Beschränktheit
der MengeWR(p1, . . . , pm) einfach eine weitere Ungleichung r −

∑
x2
i ≥ 0 da-

zunehmen, mit r so groß, dass die Menge sich nicht ändert. Der zusätzliche Er-
zeuger macht den quadratischenModul dann archimedisch. 4
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Beispiel 5.4.5. Betrachte den EinheitswürfelW = [−1, 1]n ⊆ Rn. Er ist defi-
niert durch die Ungleichungen 1 ± xi ≥ 0 für i = 1, . . . , n. Der dazugehörige
quadratische ModulM besteht aus allen Elementen der Form

σ0 + σ1(1− x1) + σ2(1 + x1) + σ3(1− x2) + · · ·+ σ2n−1(1− xn) + σ2n(1 + xn).

Wir überlegen uns zunächst, dass er archimedisch ist. Es gilt

(1− xi)2(1 + xi) + (1 + xi)
2(1− xi) = 2(1− x2

i ),

undalso ist 1−x2
i ∈M,undalson−

∑
i x

2
i ∈M . Also istM archimedisch. Somit

ist jedes Polynom p, das strikt positiv auf dem Einheitswürfel ist, von der obigen
Gestalt. Die Darstellung aus dem Satz von Schmüdgen hätte hier eine Darstel-
lungmit 4n Summanden geliefert. 4

Beispiel 5.4.6. Die Beschränktheit der Menge WR(p1, . . . , pm) impliziert nicht
die Archimedizität des quadratischen ModulsM = M(p1, . . . , pm). Wir wählen
p1 = x − 1

2
, p2 = y − 1

2
, p3 = 1 − xy ∈ R[x, y]. Die MengeWR(p1, . . . , pm) ist

beschränkt:

Angenommen es wäre

r − x = σ0 + σ1(x− 1

2
) + σ2(y − 1

2
) + σ3(1− xy)

mitQuadratsummenσi undeinemr ∈ N.DiehomogenenSummandenhöchsten
Grades auf der rechten Seite sind

σ̃0, σ̃1x, σ̃2y, −σ̃3xy,

wobei die σ̃i als TermehöchstenGrades derσwiederQuadratsummen sind.Min-
destens einer dieser vier Termemuss Grad≥ 1 haben.Wir betrachten nun einen
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TermmitmaximalemGrad. Ist es der erste oder der vierte,muss er sichmit dem
jeweils anderen wegheben, denn n− x hat ungeraden Grad. Aus σ̃0 − xyσ̃3 = 0
folgt aber σ̃0 = σ̃3 = 0, da alle Ausdrücke auf dem 2. Orthanten nichtnegativ
sind. Dies ist einWiderspruch zurMaximalität des Grades. Also muss der maxi-
male Grad im zweiten oder dritten Summanden angenommen werden. Da auch
σ̃1x+ σ̃2y nicht Null sein kann, diesmal wegen Positivität auf dem 1. Orthanten,
muss σ̃1x + σ̃2y = −x gelten. Setzt man x = 1 und y = 1 so ist die rechte Seite
negativ, die linke Seite nichtnegativ, einWiderspruch. Also istM nicht archime-
disch. 4

Wirwollen in den folgendenKapiteln verschiedeneAnwendungen der bisherigen
Ergebnisse kennenlernen. Dabei handelt es sich teilweise um echte Anwendun-
gen, zum Beispiel in der polynomialen Optimierung, und andererseits um An-
wendungen in anderen Bereichen der eher theoretischen Mathematik, wie zum
Beispiel der Funktionalanalysis.



Kapitel 6

Konvexität undOptimierung

DieErgebnisse der reellen algebraischenGeometrie diewir bisher kennengelernt
haben, lassen sich für die polynomiale Optimierung verwenden. Um diese An-
wendungen zu beschreiben, erklären wir zunächst die sogenannte semidefinite
Optimierung.

6.1 Semidefinite Optimierung
SeiSymd(R)der reelleVektorraumaller symmetrischend×d-Matrizen. Für zwei
symmetrische MatrizenA = (aij)i,j undB = (bij)i,j setzen wir

〈A,B〉 := tr(AB) =
∑
i,j

aijbij.

Dabei bezeichnet trdie Spur einerMatrix, d.h. die SummederDiagonaleinträge,
bzw. die Summe der Eigenwerte. 〈·, ·〉 definiert offensichtlich ein Skalarprodukt
auf Symd(R).
Wir bezeichnen mit Pd die Menge der positiv semidefiniten Matrizen in
Symd(R) (vergleiche Definition 2.2.4 und Lemma 2.2.3). DieMengePd ist offen-
sichtlich ein abgeschlossener konvexer Kegel in Symd(R). Nach Lemma 2.2.3 ist
Pd sogar basisch abgeschlossen, d.h. von der Gestalt

Pd = WR(p1, . . . , pr)

für gewissen Polynome pk ∈ R[xij | i, j = 1, . . . , d]. Eine Matrix ist ja genau
dann positiv semidefinit, wenn alle ihre Hauptminoren nichtnegativ sind. Wir

81
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schreiben A � 0 für A ∈ Pd und A � B für B − A � 0. Analog bezeichnet�
strikte positiveDefinitheit, d.h.A � 0 bedeutet dass alle Eigenwerte vonA strikt
positiv sind, oder dass vtAv > 0 für alle v ∈ Rd \ {0} gilt.

Proposition 6.1.1. (i) FürA ∈ Pd undP ∈ Md(R) giltPAP t ∈ Pd.
(ii) 〈·, ·〉 ist invariant unter Konjugationmit orthogonalenMatrizenP , d.h.

〈A,B〉 = 〈PAP t, PBP t〉.

(iii) Der KegelPd ist selbstdual bezüglich 〈·, ·〉, d.h.

A,B ∈ Pd ⇒ 〈A,B〉 ≥ 0

〈A,B〉 ≥ 0 für alleB ∈ Pd ⇒ A ∈ Pd.

(iv) FallsA � 0, B � 0 und 〈A,B〉 = 0, soA = 0.

Beweis. (i) Es ist PAP t wieder symmetrisch, und

vtPAP tv = (P tv)tA(P tv) ≥ 0.

(ii) Es gilt

〈PAP t, PBP t〉 = tr(PAP tPBP t) = tr(PABP t)

= tr(ABP tP ) = tr(AB) = 〈A,B〉.

Dabei verwenden wir, dass Produkte bei der Berechnung der Spur zyklisch ver-
tauscht werden dürfen, und dass P tP = I für orthogonale Matrizen gilt.
(iii) Seien A,B ∈ Pd.Wegen (i) und (ii) können wir annehmen dass A diago-
nal ist, mit nichtnegativen Diagonaleinträgen. Die Diagonaleinträge der positiv
semidefinitenMatrixB sind aber auch nichtnegativ. Damit ist

〈A,B〉 =
∑
i

aiibii ≥ 0.

Mit der gleichen Formel sieht man, dass für Diagonalmatrizen A alle Diagonal-
einträge nichtnegativ sein müssen, damit 〈A,B〉 ≥ 0 für alle B ∈ Pd gilt. Also
muss A dann selbst positiv semidefinit sein. Falls A nicht diagonal ist, sondern
nurD := PAP t, dann gilt fürB ∈ Pd

〈D,B〉 = 〈PAP t, B〉 = 〈A,P tBP 〉 ≥ 0.
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Also istD � 0, und also auchA � 0.
(iv) Wir können annehmen, dass B diagonal mit strikt positiven Diagonalein-
trägen ist. Dannmüssen alle Diagonaleinträge vonANull sein, und damit muss
A = 0gelten,daApositiv semidefinit ist (manbetrachtedie2×2-Hauptminoren).

Definition 6.1.2. SeienM,M1, . . . ,Mm ∈ Symd(R) und β1, . . . , βm ∈ R. Das
folgende Optimierungsproblem nennt man ein semidefinites Optimierungsproblem
(in primaler Form):

finde inf 〈M,A〉
s.t. 〈Mi, A〉 = βi für i = 1, . . . ,m

A � 0

Ein zulässiger Punkt ist eine Matrix A � 0 mit 〈Mi, A〉 = βi für alle i. Ein strikt
zulässiger Punkt ist ein zulässiger Punkt A, der zusätzlich positiv definit ist, also
A � 0.
Das dazugehörige Problem in dualer Form ist:

finde sup
m∑
i=1

λiβi

s.t.
∑
i

λiMi �M

Ein zulässiger Punkt ist hier ein λ ∈ Rm mit
∑
λiMi � M, und ein strikt zu-

lässiger Punkt ist ein Punkt mit
∑

i λiMi ≺M . 4

Bemerkung6.1.3. (i) Für festesM ∈ Symd(R) istA 7→ 〈M,A〉eine lineareAbbil-
dung auf Symd(R), und jede lineare Abbildung ist von dieser Gestalt (das gilt ja
allgemein für Skalarprodukte auf endlich-dimensionalen Räumen). Die Bedin-
gungen 〈Mi, A〉 = βi definieren also affin-lineare Hyperebenen von Symd(R).
Ein semidefinites Optimierungsproblem in primaler Form besteht also darin, ei-
ne lineare Funktion über einen affin-linearen Schnitt des Kegels Pd der positiv
semidefinitenMatrizen zuminimieren.
(ii) Imdualen Problemmaximiertman die auf demRm definierte lineare Funkti-
on λ 7→ βtλ. Dabei wird auf die Menge eingeschränkt, die durch die Bedingung
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∑
λiMi � M definiert ist. Das ist offensichtlich eine abgeschlossene konvexe

Menge.
(iii) Das duale Problem lässt sich in die Form eines primalen Problems bringen,
und umgekehrt. Im dualen Problem optimiert man ja eine lineare Funktion im
affinen Unterraum

M + spanR(M1, . . . ,Mm) ⊆ Symd(R)

über denSchnittmitPd. Genaudasmachtman in einemprimalenProblemauch.
Umgekehrt, wenn man im primalen Problem eine Basis für den affinen Raum
wählt, über den optimiert wird, erhält man ein Problem in dualer Gestalt.
(iv) Für semidefinite Optimierungsprobleme existieren numerische Innere-
Punkte-Methoden, die in vielen Fällen effizient den Optimalwert und die Optimal-
stelle berechnen können.
(v)WähltmandieMatrizenM,Mi allediagonal, sodefiniertdieBedingung

∑
i λiMi �

M imdualenProblemeinenPolyeder, d.h. einenendlichenDurchschnitt vonHalb-
räumen.Manoptimiert also eine lineareFunktionüber einenPolyeder.Dasnennt
man auch lineare Optimierung. Semidefinite Optimierung ist also eine Verallge-
meinerung von linearer Optimierung. 4

Satz 6.1.4 (Dualitätssatz der semidefiniten Optimierung). Sei p∗ der Optimalwert
des primalen Problems, und d∗ der Optimalwert des dualen Problems. Dann gilt

d∗ ≤ p∗.

FallsbeideProblemeeinenzulässigenPunktbesitzen,undeinesderbeidensogareinenstrikt
zulässigen Punkt, so gilt

d∗ = p∗.

Beweis. Falls das duale Problem überhaupt keinen zulässigen Punkt besitzt, gilt
d∗ = −∞, und die erste Aussage ist also trivial. Das entsprechende gilt, wenn
das primale Problem keinen zulässigen Punkt besitzt.
Seien also λ ∈ Rm undA ∈ Pd dual bzw. primal zulässige Punkte. WegenM −∑

i λiMi ∈ Pd gilt nach Proposition 6.1.1 (iii)

0 ≤ 〈M −
∑
i

λiMi, A〉 = 〈M,A〉 −
∑
i

λi〈Mi, A〉,

d.h. ∑
i

λiβi ≤ 〈M,A〉.
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Dad∗ dasSupremumüber alle Ausdrücke linksundp∗ das Infimumüber alle Aus-
drücke rechts ist, folgt d∗ ≤ p∗.
Sei nun λ ∈ Rm ein strikt zulässiger Punkt des dualen Problems, d.h. es giltM −∑
λiMi � 0. Wir zeigen zunächst dass die Menge

K := {(〈A,M〉, 〈A,M1〉, . . . , 〈A,Mm〉) | A ∈ Pd} ⊆ Rm+1

einabgeschlossenerkonvexerKegel ist.DieKegeleigenschaft ist klar. Seinun (Aj)j∈N
eine Folge inPd, so dass die Tupel

(〈Aj,M〉, 〈Aj,M1〉, . . . , 〈Aj,Mm〉)

für j → ∞ gegen r ∈ Rm+1 konvergieren. Wir können annehmen dass Aj 6=
0 für alle Aj gilt. Sei ‖ · ‖ irgendeine Norm auf Symd(R), z.B. die durch 〈·, ·〉
induzierte. Dann gibt es o.B.d.A. einA ∈ Pd \ {0}mit

Aj
‖Aj‖

j→∞→ A,

aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstraß und der Abgeschlossenheit vonPd.
Nach Proposition 6.1.1 (iv) gilt

0 < 〈A,M −
∑
i

λiMi〉 = lim
j

1

‖Aj‖
〈Aj,M −

∑
i

λiMi〉

= lim
j

1

‖Aj‖

(
〈Aj,M〉 −

∑
i

λi〈Aj,Mi〉

)
.

Der zweite Faktor konvergiert dabei gegen r0−λ1r1−· · ·−λmrm, bleibt also be-
schränkt.Damit darf der erste Faktor nicht gegenNull gehen, dieNormenderAj
sind also beschränkt. Damit können wir also o.B.d.A. annehmen dass die Folge
Aj selbst konvergiert, und damit ist r ∈ K.Damit haben wir die Abgeschlossen-
heit vonK gezeigt.
Da beide Probleme einen zulässigen Punkt besitzen, gilt

−∞ < d∗ ≤ p∗ <∞.

Sei nun p < p∗ beliebig. Dann gehört das Tupel (p, β1, . . . , βm) nicht zuK. Sonst
gäbe es ja einen primal zulässigen PunktAmit 〈A,M〉 = p < p∗.
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Nach dem bekannten Trennungssatz für abgeschlossene konvexe Kegel gibt es
also einen Vektor γ ∈ Rm+1 mit

0 ≤ γ0〈A,M〉+ γ1〈A,M1〉+ · · ·+ γm〈A,Mm〉 ∀A ∈ Pd (6.1)

γ0p+ γ1β1 + · · ·+ γmβm < 0. (6.2)

Durch Einsetzen eines primal zulässigen Punktes A in (6.1) und vergleichen mit
(6.2) sehenwirγ0 > 0.Wir teilendurchγ0 undsehenan (6.1) dass (−γ1/γ0, . . . ,−γm/γ0)
dual zulässig ist (wieder mit Proposition 6.1.1 (iii)), und wegen (6.2) dort einen
Wert> p liefert. Damit ist d∗ > p, und da p < p∗ beliebig war, folgt d∗ = p∗.
Den Fall dass das primale Problem strikt zulässig ist erledigt man ähnlich (oder
führt es auf den behandelten Fall zurück, indemmandas duale Problemgeeignet
als primales auffasst, und umgekehrt).

Bemerkung 6.1.5. Der Dualitätssatz zeigt, wieman semidefinite Optimierungs-
probleme numerisch mit Fehlerabschätzung lösen kann. Man löst numerisch das
primale und das duale Problem gleichzeitig. Dabei wird d∗ von unten und p∗ von
oben approximiert. Wegen d∗ ≤ p∗ weiß man, wie weit man höchstens von den
eigentlichenOptima entfernt ist. Falls d∗ = p∗ gilt, konvergierendie approximie-
renden Folgen sogar gegeneinander. 4

Im folgenden Abschnitt schauen wir uns an, wie man den Satz von Schmüdgen
oderdenarchimedischenPositivstellensatz fürquadratischeModulnzurBestim-
mungdesOptimums eines beliebigen polynomialenOptimierungsproblems ver-
wenden kann.

6.2 Die Optimierungsmethode von Lasserre
Gegeben seien Polynome p1, . . . , pr ∈ R[x1, . . . , xn]. Wieder sei

W := WR(p1, . . . , pr) = {a ∈ Rn | p1(a) ≥ 0, . . . , pr(a) ≥ 0}

die von den pi definierte basisch abgeschlossene Menge. Für ein weiteres Poly-
nom p ∈ R[x1, . . . , xn] interessieren wir uns nun für das Infimum aufW :

p∗ := inf{p(a) | a ∈ W}.
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Man beachte, dassW nicht als konvex vorausgesetzt wird, und p nicht als linear.
Das Problem ist also kein semidefinites Optimierungsproblem, und auch keins
der meisten anderen konvexen Optimierungsprobleme, für die effiziente Algo-
rithmen exisitieren.Die Berechnung von p∗ ist imAllgemeinen auch sehr schwer.
Bezeichne nun mit R[x]d den Raum der Polynome vom Grad ≤ d. Mit
Md(p1, . . . , pr)bezeichnenwirdieElementeausdemquadratischenModulM(p1, . . . , pr),
die offensichtlich inR[x]d liegen. Die genaue Definition ist

Md(p1, . . . , pr) := {σ0 + σ1p1 + · · ·+ σrpr | deg(σ0), deg(σipi) ≤ d} .

Wir nehmen also alle Elemente die deshalb Grad höchstens d haben, weil alle
Summanden Grad höchstens d haben. Das bedeutet auch, dass

deg(σi) ≤ d− deg(pi)

gilt. Man beachte, dass die Inklusion

Md(p1, . . . , pr) ⊆M(p1, . . . , pr) ∩ R[x]d

im Allgemeinen eine strikte ist (vergleiche Beispiel 4.2.4(v)). Es gilt

M(p1, . . . , pr) =
⋃
d∈N

Md(p1, . . . , pr).

Wir setzen nun für jedes d ∈ N

p∗,d := sup{s ∈ R | p− s ∈Md(p1, . . . , pr)}.

Der folgende Satz beschreibt die Optimierungsmethode von Lasserre:

Satz 6.2.1. Jedes p∗,d ist der Optimalwert eines semidefinitenOptimierungsproblems, das
man aus p, p1, . . . , pr explizit konstruieren kann. Es gilt p∗,d ≤ p∗ für alle d, und die
Folge (p∗,d)d∈N ist monotonwachsend. FallsM(p1, . . . , pr) archimedisch ist, konvergiert
sie gegen p∗.

Beweis. SetzeM = M(p1, . . . , pr),Md = Md(p1, . . . , pr),W = WR(p1, . . . , pr).
Falls p − s ∈ Md, so natürlich p − s ∈ M , und damit ist p − s ≥ 0 aufW . Also
gilt s ≤ p∗, und damit ist p∗,d ≤ p∗. Die Folge der p∗,d ist offensichtlich monton
wachsend, dennMd ⊆Md+1.
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Sei nunM archimedisch, und ε > 0 beliebig. Dann ist p− (p∗ − ε) strikt positiv
aufW , und nach Satz 5.4.3 gilt

p− (p∗ − ε) ∈M =
⋃
d∈N

Md.

Also gibt es ein d mit p − (p∗ − ε) ∈ Md, d.h. p∗,d ≥ p∗ − ε. Das beweist die
Konvergenz.
Wirmüssen nun noch zeigen, dass p∗,d der Optimalwert eines semidefinitenOp-
timierungsproblems ist. Wir verwenden dafür die in Abschnitt 2.2 eingeführten
Grammatrizen, und betrachten den endlich-dimensionalen Vektorraum

V := R× Symδ0(R)× · · · × Symδr(R).

Dabei ist δi so gewählt, dass G(Ni) höchstens Grad d − deg(pi) hat, für jedes
Ni ∈ Symδi

(R). In V betrachten wir nun den affin-linearen Unterraum

H := {(s,N0, . . . , Nr) | p− s = G(N0) +G(N1)p1 + · · ·+G(Nr)pr} .

Es ist p∗,d das Supremum der linearen Funktion (s,N0, . . . , Nr) 7→ s, über den
Schnitt vonH mit derMenge, die durch die BedingungNi � 0 für alle i definiert
wird (Satz 2.2.17). Das zeigt im Prinzip bereits, dass es sich um ein semidefinites
Optimierungsproblemhandelt.Wennmaneinenaffin-linearenSchnittmit einem
einzigenKegel vonpositiv semidefinitenMatrizenalsDefinitionsbereich erreichen
möchte, kannman V noch in Sym1+δ0+···+δr(R) einbetten, durch

(s,N0. . . . , Nr) 7→ diag(s,N0, . . . , Nr).

Bemerkung 6.2.2. (i) Man beachte nochmal, dass man die Bedingung

′′M(p1, . . . , pr) ist archimedisch′′

einfach erreichen kann, indemman ein Polynom pr+1 = N −
∑

i x
2
i zu den defi-

nierendenPolynomenhinzufügt. FallsWR(p1, . . . , pr)beschränkt ist, ändert sich
diese Menge dabei nicht, vorausgesetztN ist groß genug.
(ii) Für die Methode von Lasserre gibt es Implementierungen, zum Beispiel im
Matlab-Plugin Yalmip. Solange die Anzahl der Variablen und der Grad nicht zu
großwerden,kannmanpolynomialeOptimierungsproblemedamit explizit lösen.
Dabei kommen noch Verfeinerungen der hier beschriebenen Methode zum Ein-
satz, mit denen man die Komplexität zu verringern versucht, abhängig von der
Struktur von p. Teilweise basieren sie auf verfeinerten Positivstellensätzen. 4



6.3. SPEKTRAEDER 89

6.3 Spektraeder
Die Definitionsmengen der semidefiniten Optimierung nennt man Spektraeder.
Es ist für eine gegebene Menge oft gar nicht einfach zu entscheiden, ob sie ein
Spektraeder ist, und sie gegebenenfalls durch explizite positiv semidefinite Ma-
trizen zu beschreiben. Eine Vorstellung davon haben wir schon im Beweis von
Satz 6.2.1 bekommen. Andererseits ist es für die Anwendbarkeit der semidefi-
niten Optimierung wichtig, ihre Definitionsmengen möglichst gut zu kennen.
Wir wollen diese Fragen deshalb etwas genauer beschreiben. Die �eorie wird
übersichtlicher, wennwir uns auf spektraedrischeKegel beschränken. Außerdem
ist das keine wirkliche Einschränkung, der allgemeine Fall entsteht jeweils durch
Schnitt des Kegels mit einem affinen Unterraum.

Definition 6.3.1. Ein spektraedrischer Kegel ist eine Menge der Gestalt

S(M1, . . . ,Mn) = {a ∈ Rn | a1M1 + · · ·+ anMn � 0} ,

für gewisse MatrizenM1, . . . ,Mn ∈ Symd(R). 4

Bemerkung 6.3.2. (i) Ein spektraedrischer Kegel ist also gerade das Urbild ei-
nes KegelsPd von positiv semidefinitenMatrizen unter einer linearen Abbildung
Rn → Symd(R). Wenn die MatrizenMi linear unabhängig sind (was man mei-
stens annimmt), kann man es also als Schnitt vonPdmit einem Unterraum auf-
fassen.
(ii) Spektraedrische Kegel sind konvexe, basisch abgeschlossene (und damit ab-
geschlossene) Kegel. Das folgt sofort daraus, dassPd diese Eigenschaft hat.
(iii) Jeder polyedrische Kegel, also eine Menge der Gestalt

{a ∈ Rn | vt1a ≥ 0, . . . , vtra ≥ 0}

für gewisse vi ∈ Rn, ist spektraedrisch. Wenn man alleMi diagonal wählt, ent-
stehen gerade solche Bedingungen.
(iv)Durchschnitte von spektraedrischenKegeln sindwieder spektraedrisch.Man
kann ja zwei Tupel vonMatrizen als Blockmatrizen zusammenfügen. 4

Beispiel 6.3.3. (i) Wählt manM1 =

(
1 0
0 1

)
,M2 =

(
1 0
0 −1

)
undM2 =(

0 1
1 0

)
, so entsteht die Bedingungen

a2
1 − a2

2 − a2
3 ≥ 0, a1 ≥ 0
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wie man sich leicht überlegt. Es ist S(M1,M2,M3) ⊆ R3 also gerade ein einfa-
cher Kreiskegel, der offensichtlich nicht polyedrisch ist:

(ii) Der Kegel der durch die Bedingungen a4
1−a4

2−a4
3 ≥ 0, a1 ≥ 0 definiert wird,

sieht relativ ähnlich aus:

Er ist allerdings nicht spektraedrisch, wir wir noch sehen werden.
(iii) Der Kegel dessen Querschnitt die Menge

[−1, 0]× [−1, 1] ∪B ⊆ R2

ist, wobei B die Einheitskreisscheibe bezeichne, ist nicht spektraedrisch. Er ist
nämlich nicht basisch semialgebraisch (Übungsaufgabe 33).

4
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Beispiel6.3.4. SeiR[x]∗d deralgebraischeDualraumdesendlich-dimensionalenRaums
R[x]d = R[x1, . . . , xn]d. Ein Element ϕ ∈ R[x]∗d ist also eine lineare Abbildung
ϕ : R[x]d → R.Da lineareAbbildungen eindeutig durchdieWerte auf einerBasis
bestimmt sind, kann man ϕ identifizieren mit den Werten auf der kanonischen
monomialen Basis vonR[x]d, d.h.

ϕ = (ϕ(xα))α∈Nn;|α|≤d .

Auf dieseWeise identifiziert sich alsoR[x]∗dmitR∆d .
Seien nun p1, . . . , pr ∈ R[x] gegeben. Wir betrachten wieder den trunkierten
quadratischenModul

Md = Md(p1, . . . , pr) ⊆ R[x]d

aus dem letzten Abschnitt. Sei nun

M∨
d = {ϕ ∈ R[x]∗d | ϕ ≥ 0 aufMd}

der zuMd duale Kegel. Dann istM∨
d ein Spektraeder inR[x]∗d = R∆d . Die Bedin-

gung ϕ ≥ 0 aufMd zerlegt sich ja in die Einzelbedingungen

ϕ(q2pi) ≥ 0 ∀q ∈ R[x]ki

wobei ki so gewählt ist dass q2pi ∈ R[x]d. Schreibt man q =
∑

α qαx
α so ist

ϕ(q2p) = ϕ

(∑
α,β

qαqβx
α+βp

)
=
∑
α,β

qαqβ
(
ϕ(xα+βp)

)
.

Dass dieser Ausdruck für alle Wahlen der Koeffizienten qα nichtnegativ ist be-
deutet aber gerade, dass die Matrix

(
ϕ(xα+βp)

)
α,β

positiv semidefinit ist. Die
Einträge sind aber Linearkombinationen der Werte ϕ(xα), abhängig von p. Das
beweist die Aussage. 4

Es ist bekannt, dass konvexe Mengen in ihrer affinen Hülle immer nichtleeres
Inneres besitzen.Wennman den umgebenden Raum einer konvexenMenge also
durch ihre affine Hülle ersetzt, kann man so immer annehmen, dass die Menge
nichtleeres Inneres hat.

Proposition 6.3.5. Sei S ⊆ Rn ein spektraedrische Kegel der einen inneren Punkt e be-
sitzt. Dann gibt es symmetrische MatrizenM1, . . . ,Mn mit S = S(M1, . . . ,Mn) und
e1M1 + · · ·+ enMn = I.
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Beweis. Sei zunächst S = S(N1, . . . , Nn)mit symmetrischen MatrizenNi. Wir
setzen

a •N := a1N1 + · · ·+ anNn.

Da e im Innern von S liegt gilt

e •N ± εNi � 0

für alle i und ε > 0 klein genug. Für jeden Vektor v ∈ ker(e •N) gilt also

0 ≤ vt (e •N ± εNi) v = ±εvtNiv.

Also muss vtNiv = 0 und damit 0 = vt (e •N ± εNi) v gelten. Da e • N ± εNi

positiv semidefinit ist, folgt daraus bereits

(e •N ± εNi)v = 0,

wiemanzumBeispiel anhandderZerlegung inQuadrate vomRang 1wie in Lem-
ma2.2.3 (iv) sieht.Nun folgt darausNiv = 0,d.hwir habenker(e•N) ⊆ ker(Ni)
gezeigt. Nach einem Basiswechsel entsteht in allen Ni oben links ein Block aus
Nullen, den wir für die Definition vonS einfach weglassen können, und die neu-
enMatrizenMi erfüllen dann ker(e •M) = {0}, d.h. e •M � 0.Nach Konjuga-
tion mit einer weiterenMatrix können wir also e •M = I erreichen.

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen der Konvexgeometrie
von Spektraedern und der (reellen) algebraischen Geometrie her:

Satz6.3.6. SeienM1, . . . ,Mn ∈ Symd(R), und seie ∈ Rnmite1M1+· · ·+enMn =
I. Setze

h := det (x1M1 + · · ·+ xnMn) .

Dann isth ∈ R[x1, . . . , xn]homogen vomGradd, es gilth(e) = 1, und für jedesa ∈ Rn

hat das Polynom
ha(t) := h(a− te) ∈ R[t]

nur reelle Nullstellen. Es gilt

S(M1, . . . ,Mn) = {a ∈ Rn | alle Nullstellen vonha sind ≥ 0} .

Beweis. Die Homogenität von h ist klar. Es gilt für a ∈ Rn

ha(t) = det((a− te) •M) = det(a •M − tI),
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d.h. ha ist das charakteristische Polynom der symmetrischen Matrix a •M. Die
Nullstellen von ha sind also die Eigenwerte von a • M , und die sind alle reell.
Weiter ist a•M genau dann positiv semidefinit, wenn alle diese Eigenwerte bzw.
Nullstellen von ha nichtnegativ sind.

Definition6.3.7. (i) Ein homogenes Polynomh ∈ R[x1, . . . , xn]heißt hyperbolisch
in Richtung e ∈ Rn, falls h(e) 6= 0 und die Nullstellen von ha(t) := h(a− te) alle
reell sind, für alle a ∈ Rn.
(ii) Ist h hyperbolisch in Richtung e, so nennt man

Λe(h) = {a ∈ Rn | alle Nullstellen von ha sind ≥ 0}

denHyperbolizitätskegel von h (in Richtung e). 4

Beispiel 6.3.8. (i) Das Polynom h = x2
1 − x2

2 − x2
3 ist hyperbolisch in Richtung

e = (1, 0, 0),wie man zum Beispiel am folgenden Bild sieht:

Auf jeder senkrechten Gerade gibt es 2 reelle Schnittpunkte, und da hGrad 2 hat,
kann es keine echt komplexen Nullstellen geben. Das gleiche stimmt für das Po-
lynom h = x3

1 − x2
1x3 − x1x

2
3 + x1x

2
2 + x3

3, das Grad 3 hat:
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Die Hyperbolizitätskegel sind jeweils die ausgefüllten Kegel, die nach oben zei-
gen.
(ii) Das Polynomh = x4

1−x4
2−x4

3 ist nicht hyperbolisch inRichtung e = (1, 0, 0).
Auf jeder senkrechten Geraden gibt es nur 2 reelle Nullstellen. Da h Grad 4 hat,
musses immerzwei echtkomplexeNullstellengeben,dieman imBildnicht sieht.
h ist auch in keine andere Richtung hyperbolisch.

(iii) Die elementar-symmetrischen Polynome

sr,n =
∑

1≤i1<···<ir≤n

xi1 · · ·xir ∈ R[x1, . . . , xn],

die wir in Abschnitt 1.3 schon kennengelernt haben, sind hyperbolisch in Rich-
tung e = (1, . . . , 1). Am besten sieht man das folgendermaßen. Es ist sn,n =
x1 · · ·xn, und also hat

sn,n(a− te) = sn,n(a1 − t, . . . , an − t) = (a1 − t) · · · (an − t)

die reellenNullstellen a1, . . . , an.Man sieht nun, dass sr,n(a− te) gerade die r-te
Ableitung von sn,n(a−te)nach t ist (bis auf Vorzeichen).NachdemSatz vonRolle
entsteht zwischen zwei reellen Nullstellen eines Polynoms immer eine Nullstelle
der Ableitung, also haben alle diese Ableitungen auch nur reelle Nullstellen. Die
folgenden Bilder zeigen die reellen Varietäten von s3,3, s2,3 und s1,3:
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4

Bemerkung 6.3.9. (i) Hyperbolizitätskegel sind in der Tat immer konvexe Kegel.
Das ist allerdings nicht offensichtlich. Man kann es entweder elementar bewei-
sen, allerdings recht technisch, oder man verwendet den Satz von Helton und
Vinnikov (Satz 6.3.12) weiter unten, siehe Übungsaufgabe 49.
(ii) Ist h hyperbolisch in Richtung e, so ist für jedes e′ im Inneren von Λe(h) das
Polynom h auch hyperbolisch in Richtung e′, undΛe(h) = Λe′(h). Auch das kann
manwieder elementar und recht technisch beweisen, odermit demSatz vonHel-
ton und Vinnikov (siehe Übungsaufgabe 49). Anschaulich ist es sehr plausibel.
(iii) Jeder spektraedrische Kegel ist ein Hyperbolizitätskegel. Das ist die Aussage
von Satz 6.3.6 (zusammenmit Proposition 6.3.5). 4

Beispiel 6.3.10. DerKegelK aus Beispiel 6.3.3 (ii), definiert durch die Bedingung
a4

1 − a4
2 − a4

3 ≥ 0, a1 ≥ 0 ist nicht hyperbolisch, und damit auch nicht spektra-
edrisch. Wäre er nämlich hyperbolisch, so gäbe es ein hyperbolisches Polynom h
mit h = 0 auf ∂K. Aufgrund der Homogenität wäre h = 0 auf der ganzen Va-
rietät VR(x4

1 − x4
2 − x4

3) ⊆ R3. Nach dem reellen Nullstellensatz läge also h in
rrad(I(x4

1 − x4
2 − x4

3)). Dieses Ideal ist aber reell, wie man sich analog zum Fall
1 − x2

1 − x2
2 überlegt (das war Übungsaufgabe 30). Also enthält h das Polynom

x4
1−x4

2−x4
3 als Faktor. Da dieses Polynomnicht hyperbolisch ist, kann es h auch

nicht sein, einWiderspruch. 4
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Jeder spektraedrische Kegel ist hyperbolisch. Die Hyperbolizität eines Kegels ist
prinzipiell einfacher zu überprüfen als die Spektraedereigenschaft, wie wir in
Beispiel 6.3.10 gerade gesehen haben. Das motiviert die folgende Vermutung:

Vermutung 6.3.11 (Allgemeine Lax-Vermutung). Jeder Hyperbolizitätskegel ist spek-
traedrisch.

Die Vermutung ist bisher offen, und es gibt nur Teilresultate. Eines ist der Satz
von Helton & Vinnikov, den wir nur zitieren. Der zweite Teil der Aussage folgt
dabei direkt aus Satz 6.3.6.

Satz 6.3.12 (Helton & Vinnikov). Sei h ∈ R[x1, x2, x3] hyperbolisch in Richtung e ∈
R3mith(e) = 1.Danngibt esMatrizenM1,M2,M3 ∈ Symd(R)mite1M1 +e2M2 +
e3M3 = I und

h = det (x1M1 + x2M2 + x3M3) .

Insbesondere ist jeder Hyperbolizitätskegel inR3 spektraedrisch.

Die genaueAussagedes Satzes vonHelton&Vinnikov stimmt inhöherenDimen-
sionen nicht mehr.

Beispiel 6.3.13. Das Polynom h = x2
1−x2

2−x2
3−x2

4 ∈ R[x1, x2, x3, x4] ist hyper-
bolisch in Richtung e = (1, 0, 0, 0). Es ist nämlich

ha(t) = h(a1 − t, a2, a3, a4) = (a1 − t)2 − a2
2 − a2

3 − a2
4,

und beide Nullstellen sind reell. Angenommen es gilt

h = det (x1M1 + x2M2 + x3M3 + x4M4)

mit symmetrischen MatrizenMi, die aus Gründen der Homogenität der Größe
2 sein müssen. DieMi sind im Raum Sym2(R) aber linear unabhängig. Könnte
man eine nämlich durch eine Linearkombination der anderen ersetzen, so wäre
h = q(Ax) für ein Polynom q in drei Variablen und eine Matrix A ∈ M3×4(R).
Für 0 6= v ∈ kerA und λ ∈ R gilt dann aber

1 = h(e) = h(e+ λv) = λ2h(v) + 2λv1 + 1.

Daraus folgt 0 = v1 = h(v) = −v2
2 − v2

3 − v2
4, also v = 0, einWiderspruch.

InSym2(R)gibt es aberhöchstensdrei linearunabhängigeMatrizen.Also besitzt
h keine Determinantendarstellung. 4
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Bemerkung 6.3.14. Wäre hr = det(x1M1 + · · · + xnMn) mit symmetrischen
Matrizen und e •M = I für ein r ∈ N, so wäre

Λe(h) = Λe(h
r) = S(M1, . . . ,Mn)

immernoch spektraedrisch. ImBeispiel 6.3.13, und allgemeiner für quadratische
hyperbolische Polynome, stimmt das auch wirklich immer.
Es gibt allerdings ein Beispielpolynom h von Brändén, vom Grad 4 und in 4 Va-
riablen, von dem keine Potenz eine Determinantendarstellung besitzt. 4

Bemerkung 6.3.15. Sehr viel mehr ist über die allgemeine Lax-Vermutung bis-
her nicht bekannt. Brändén hat noch gezeigt, dass die Hyperbolizitätskegel der
elementar-symmetrischen Polynome sr,n alle spektraedrisch sind. Dafür produ-
zierte er keine Determinantendarstellung von Potenzen der Polynome, sondern
von anderen Vielfachen h · sr,n, mit einem Zusatzfaktor h, der den Hyperbolizi-
tätskegel nicht ändert. 4

6.4 Spektraedrische Schatten
Definition 6.4.1. Ein spektraedrischer Schatten ist das Bild eines spektraedrischen
Kegels unter einer linearen Abbildung. 4

Bemerkung 6.4.2. (i) Das lineare Bild eines Polyeders ist wieder ein Polyeder.
Dasselbe stimmt für Spektraeder nicht. Man betrachte beispielsweise den Kegel

K =
{

(a, b, c, d, e) ∈ R5 | b2 ≤ da, c2 ≤ ea, d2 + e2 ≤ a2, 0 ≤ a, d, e
}
.

Die Bedingungen b2 ≤ da, 0 ≤ a, d übersetzen sich zum Beispiel in(
a b
b d

)
� 0.

Man sieht so dassK spektraedrisch ist. Projizieren wirK anhand der Abbildung
(a, b, c, d, e) 7→ (a, b, c) in denR3, erhalten wir den Kegel

K ′ =
{

(a, b, c) | a4 ≥ b4 + c4, a ≥ 0
}
.

In Beispiel 6.3.10 haben wir gesehen, dassK ′ nicht spektraedrisch ist.
(ii) Die Klasse der spektraedrischen Schatten ist abgeschlossen unter den mei-
sten bekannten Operationen konvexer Mengen, zum Beispiel unter Bilden von
Dualen, Polaren, Minkowskisummen, Abschlüssen und Innerem. 4
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Es gibt bisher im wesentlichen nur eine Methode, um spektraedrische Schatten
systematisch zu konstruieren.DieseMethode geht ebenfalls auf Lasserre zurück,
und sie funktioniert folgendermaßen. Seien wieder p1, . . . , pr ∈ R[x] gegeben.
Wir betrachten die Menge

WR(p1, . . . , pr) = {a ∈ Rn | p1(a) ≥ 0, . . . , pr(a) ≥ 0}

und den trunkierten quadratischenModul

Md = Md(p1, . . . , pr) ⊆ R[x]d.

Wir haben in Beispiel 6.3.4 gesehen, dass

M∨
d = {ϕ : R[x]d → R linear | ϕ ≥ 0 aufMd} ⊆ R[x]∗d = R∆d

ein Spektraeder ist.Wir projizieren diesen Spektraeder nun anhand der linearen
Abbildung

π : R[x]∗d → Rn

ϕ 7→ (ϕ(x1), . . . , ϕ(xn))

in denRn. In Koordinaten formuliert projiziert man das Tupel ϕ = (ϕ(xα))|α|≤d
auf die Koordinaten, die mit x1, . . . , xn indiziert sind.
Für eine MengeW ⊆ Rn bezeichne cc(W ) deren Kegelhülle, also den kleinsten
konvexen Kegel inRn, derW enthält. Weiter sei cc(W ) der Abschluss der Kegel-
hülle.

Satz 6.4.3. Seien p1, . . . , pr ∈ R[x] undW := WR(p1, . . . , pr).Dann gilt:
(i) DieMengeLd := π(M∨

d ) ist ein spektraedrischer Schattenmit

cc (W ) ⊆ Ld+1 ⊆ Ld
für alle d ∈ N
(ii) Falls für ein d ∈ N jedes homogene lineare Polynom ` ∈ R[x]1, welches nichtnegativ
aufW ist, zuMd gehört, so ist

cc (W ) ⊆ Ld ⊆ cc (W ) .

Beweis. (i): Ld ist ein spektraedrischer Schatten, da M∨
d laut Beispiel 6.3.4 ein

spektraedrischer Kegel ist. Die Inklusion Ld+1 ⊆ Ld ist klar, da jedes ϕ ∈ M∨
d+1

durch Einschränkung aufR[x]d ein Element vonM∨
d definiert. Sein nun a ∈ W .
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Dann definiert a ein lineares Funktional δa : R[x] → R auf dem gesamten Po-
lynomring (sogar einen Ringhomomorphismus), das auf dem ganzen quadrati-
schen ModulM(p1, . . . , pr) nichtnegativ ist. Durch einschränken auf R[x]d er-
halten wir δa ∈M∨

d , für alle d ∈ N. Es ist also

a = (δa(x1), . . . , δa(xn)) ∈ Ld, für alle d.

DamitM∨
d auchLd ein konvexer Kegel ist, ist also cc(W ) ⊆ Ld für alle d.

Sei für (ii) also d ∈ N wie gefordert. Für a /∈ cc(W ) gibt es nach dem Tren-
nungssatz für abgeschlossene konvexe Kegel ein homogenes lineares ` ∈ R[x]1
mit ` ≥ 0 auf cc(W ) und `(a) < 0. Nach Voraussetzung ist ` ∈ Md, und somit
für jedes ϕ ∈M∨

d

0 ≤ ϕ(`) = `(ϕ(x1), . . . , ϕ(xn)).

Das bedeutet ` ≥ 0 aufLd, und also a /∈ Ld.Wir haben alsoLd ⊆ cc(W ) gezeigt.

Bemerkung 6.4.4. (i) Der letzte Satz zeigt, dass die Darstellbarkeit aller aufW
nichtnegativen lineare Polynome imquadratischenModulM mit simultanerGrad-
schranke dazu führt, dass die Kegelhülle vonW (bis auf Abschluss) ein spektra-
edrischer Schatten ist.
(ii)Man überzeugt sich, dass es reicht, die strikt positiven linearen Polynomemit
Gradschranke inM darzustellen. Der konkrete archimedische Positivstellensatz
für quadratische Moduln liefert die Existenz der Darstellungen, im archimedi-
schen Fall. Die Frage nach einer Gradschranke muss extra betrachtet werden.
(iii) Esgibt sowohl Fälle beidenenes eine solcheGradschrankegibt, als auchFälle,
wo es sie nicht gibt, vergleiche Beispiele 6.4.5, 6.4.6 und 6.4.7.
(iv) Es gibt weitere Arbeiten (von Helton & Nie), in denen die Methode von Las-
serre lokal angewandt wird. Damit kann für sehr viele Mengen gezeigt werden,
dass sie spektraedrische Schatten sind.
(v) Scheiderer hat kürzlich gezeigt, dass jeder konvexe semialgebraische Kegel in
R3 ein spektraedrischer Schatten ist. Dabei wird im wesentlichen die hier de-
monstrierteMethode verwendet, und tiefliegendeErgebnisse überQuadratsum-
men auf Kurven.
(vi) EbensoScheidererhatgezeigt, dassnicht jedekonvexe semialgebraischeMen-
ge ein spektraedrischer Schatten ist. Damit wurde die sogenannte Helton-Nie-
Vermutungwiderlegt. 4
Wir wollen die Frage nach der Darstellbarkeit aller nichtnegativen linearen Po-
lynome in einemMd an zwei Beispielen beleuchten. Um die Rechnungen über-
sichtlich zu halten, betrachten wir dabei konvexe Mengen, die keine Kegel sind.
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Man kann die Ergebnisse dann aber auf Kegel übertragen, die die entsprechen-
denMengen als Durchschnitte haben.

Beispiel 6.4.5 (Farkas Lemma). Seien `1, . . . , `r ∈ R[x]1 vom Grad 1. Dann ist

W = WR(`1, . . . , `r) ⊆ Rn

einPolyeder. Falls einweiteres ` ∈ R[x]1 aufW nichtnegativ ist, gibt esλ0, . . . , λr ≥
0mit

` = λ0 + λ1`1 + · · ·+ λr`r,

zumindest wennW 6= ∅. Mit anderen Worten, es gilt ` ∈ M1(`1, . . . , `r). Das
kann man beispielsweise mit dem Dualitätssatz der semidefiniten Optimierung
beweisen (Übungsaufgabe 43). 4

Beispiel 6.4.6. Wir geben ein weiteres Beispiel an, in dem es die gewünschten
Gradschranken gibt. SeiW = WR(1 − x4

1 − x4
2) ⊆ R2 die Menge, die sich als

Durchschnitt des Kegels aus Beispiel 6.3.3 (ii) mit der Ebene {x = 1} ergibt. Sei
` ∈ R[x]1 nichtnegativ aufW , und o.B.d.A. `(a) = 0 für ein a ∈ ∂W. Bis auf
Skalierung ist ` dann eindeutig bestimmt; mit a = (r, s) gilt

` = 1− r3x1 − s3x2.

Das Polynom
`− λ(1− x4

1 − x4
2)

ist dann global nichtnegativ, für ein geeignetes λ > 0. Das sieht man beispiels-
weise durchBerechnungder kritischenPunkte.Da esGrad 4und 2Variablen hat,
ist es nach Hilberts Satz eine Quadratsumme von Polynomen vom Grad 2 (siehe
Bemerkung 2.2.6). Das zeigt ` ∈M4(1− x4

1 − x4
2). 4

Beispiel 6.4.7. Schließlich geben wir noch ein Beispiel an, in dem es die Grad-
schrankennicht gibt.BetrachtedieMengeW = WR(y−x3, y, 1−y, x+1) ⊆ R2 :

Für 0 < r < 1 liegt der Punkt a = (r, r3) im Rand von W , und das (bis auf
Skalierung eindeutige) lineare Polynom `a, welches aufW nichtnegativ und bei
aNull ist, ist

`a = 2r3 − 3r2x+ y.
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Angenommen es wäre `a ∈ Md für alle a = (r, r3)mit r > 0, und einem festen d.
Wir hätten also Darstellungen

`a = σ
(a)
0 + σ

(a)
1 (y − x3) + σ

(a)
2 y + σ

(a)
3 (1− y) + σ

(a)
4 (x+ 1) (6.3)

mit Quadratsummen σ(a)
i , alle simultan beschränkt im Grad. Durch Einsetzen

von a sieht man, dass σ(a)
i (a) = 0 gelten muss für alle i 6= 1.Wir bilden nun den

Grenzübergang für a → (0, 0). Formal macht man das entweder, indemman so
skaliert, dass alle Koeffizienten der Quadratsummen simultan beschränkt blei-
ben, undmandanndenSatz vonBolzano-Weierstraß anwenden kann. Alternativ
kann man die Existenz einer Darstellung (6.3) für alle r > 0 als Formel schrei-
ben, und in einem nichtarchimedischen Körpermit einem infinitesimalen r > 0
anwenden. Ähnlich wie in Beispiel 5.3.7 bekommt man dann wieder eine Dar-
stellung überR. In beiden Fällen muss man überprüfen, dass das Ergebnis links
nicht das Nullpolynom ergibt.
Man bekommt dann eine Darstellung

y = σ0 + σ1(y − x3) + σ2y + σ3(1− y) + σ4(x+ 1) (6.4)

mit σi(0, 0) = 0 für alle i 6= 1. Nun setzt man hier y = 0 und erhält

0 = σ0(x, 0) + σ1(x, 0)(−x3) + σ3(x, 0) + σ4(x, 0)(x+ 1).

Da−x3 und x + 1 auf dem ganzen Intervall [−1, 0] nichtnegativ sind, folgt ins-
besondere σ1(x, 0) = 0, d.h. y2 teilt σ1. Setzt man nun in (6.4) x = 0, erhält man

y = σ0(0, y) + σ1(0, y)y + σ2(0, y)y + σ3(0, y)(1− y) + σ4(0, y).

Da σi(0, 0) = 0 für alle i 6= 1 gilt, ist y2 ein Teiler aller σi(0, y) für i 6= 1. Es ist
aber y2 ein Teiler vonσ1, und also vonσ1(0, y). Also teilt y2 die ganze rechte Seite,
also auch y, einWiderspruch.
Der Widerspruch entsteht wirklich durch die Annahme einer simultanen Grad-
schranke, die es uns erst erlaubt, denGrenzüberganga→ (0, 0) zumachen.Man
kannzeigen,dassalle `awirklichzumquadratischenModulM(y−x3, y, 1−y, 1+
x) gehören. Nur gehen die Grade der Quadratsummen gegen unendlich, wenn a
gegen den Ursprung läuft.
Man kann dieses Beispiel zu einem allgemeineren Satz ausbauen. Sobald eine
konvexe und basisch abgeschlosseneMengeW eine nichtexponierte Seite hat, kann
esGradschranken für dieDarstellung linearer Polynomenicht geben. Inunserem
Beispiel ist derUrsprungeinenichtexponierte Seite (sogar einExtrempunkt). Für
solcheMengenkannmanmitderMethode vonLasserre alsonicht (direkt) zeigen,
dass sie spektraedrische Schatten sind. 4
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Kapitel 7

DasMomentenproblem

DasMomentenproblem ist eineklassischeFragederFunktionalanalysis.Manmöchte
wissen, welche linearen Funktionale auf einem Raum von Funktionen durch In-
tegrationanhandeinesMaßesgegeben sind. FürPolynomringe stellt derSatz von
Havilanddabei einenBezugzupositivenPolynomenher.Kannmandannpositive
Polynome durch Elemente einer endlich erzeugten Präordnung ersetzen, erhält
man eine Charakterisierung von Funktionalen mit Maßdarstellung, die relativ
einfach, und zumBeispiel mit semidefiniter Optimierung testbar ist.Wir wollen
dazu die Grundbegriffe im nächsten Abschnitt einführen.

7.1 DasMomentenproblemundderSatzvonHaviland
Sei ϕ : R[x] → R eine lineare Abbildung (auch Funktional genannt). Wir interes-
sieren uns für die Frage, ob es ein (Borel)-Maß µ auf demRn gibt, so dass

ϕ(p) =

∫
Rn

p dµ

für alle p ∈ R[x] gilt. Man beachte, dass dabei nur spezielle Maße überhaupt in
Frage kommen, die Integrale auf der rechtenSeitemüssen ja immer endlich sein.
Insbesondere muss zum Beispiel µ(Rn) =

∫
1dµ = ϕ(1) <∞ gelten.

DieFragenacheinerKlassifizierungsolcherFunktionalemitMaßdarstellungnennt
man das Momentenproblem. Klassische Ergebnisse sind dazu beispielsweise die
folgenden Aussagen, die wir noch genauer herleiten werden.

Satz 7.1.1 (Hamburgers Momentenproblem). Für ein Funktionalϕ : R[t] → R gibt
es genau dann ein darstellendesMaßµ aufR, wennϕ(p2) ≥ 0 für alle p ∈ R[t].

103
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Man beachte, dass die Bedingung ϕ(p2) ≥ 0 für alle p ∈ R[t] offensichtlich not-
wendig für die Existenz einer Maßdarstellung ist. Integriert man Quadrate, so-
gar allgemeiner nichtnegative Polynome, ist das Ergebnis immer nichtnegativ.
Man beachte weiter, dass die Bedingung ϕ(p2) für alle p ∈ R[t] auch formuliert
werden kann als

ϕ ∈Md(1)∨

für alle d, mit der Notation aus Beispiel 6.3.4. Die Bedingung lässt sich also als
Folge von Zugehörigkeitsproblemen zu einem Spektraeder formulieren, und ist
damit der semidefinitenOptimierung zugänglich.Weitere klassischeErgebnisse
sind:

Satz 7.1.2 (Stieltjes Momentenproblem). Für ein Funktional ϕ : R[t] → R gibt es
genau dann ein darstellendesMaßµ auf [0,∞) (d.h.µ((−∞, 0)) = 0), wenn

ϕ(p2) ≥ 0 und ϕ(p2 · t) ≥ 0

für alle p ∈ R[t] (d.h.ϕ ∈Md(t)
∨ für alle d).

Satz 7.1.3 (HausdorffsMomentenproblem). Für ein Funktionalϕ : R[t]→ R gibt es
genau dann ein darstellendesMaßµ auf [0, 1], wenn

ϕ(p2) ≥ 0 und ϕ(p2 · t) ≥ 0 und ϕ(p2(1− t)) ≥ 0

für alle p ∈ R[t] (d.h.ϕ ∈Md(t, 1− t)∨ für alle d).

Eine ganz allgemeine Klassifikation der Funktionale mit Maßdarstellung liefert
der Satz von Haviland:

Satz 7.1.4 (Satz von Haviland). SeiW ⊆ Rn eine (beliebige!) abgeschlossene Menge,
undϕ : R[x]→ R ein lineares Funktional. Dann sind äquivalent:

(i) Es gibt einMaßµ aufW mitϕ(p) =
∫
W
p dµ für alle p ∈ R[x].

(ii) Es giltϕ(p) ≥ 0 für alle p ∈ R[x]mit p ≥ 0 aufW.

Bemerkung 7.1.5. (i) Die Richtung (i) ⇒ (ii) im Satz von Haviland ist offen-
sichtlich: das Integral einer nichtnegativen Funktion ist nichtnegativ. Die andere
Richtung ist alsodie interessante.MankanndenSatz vonHavilandzurückführen
auf den Satz von Riesz, der dieselbe Aussage im Fall des Rings der stetigen Funk-
tionenmit kompakten Träger auf einem lokalkompaktenHausdorffraum liefert.
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Da wir den Satz von Riesz hier nicht beweisen wollen, verzichten wir auch auf
diese Reduktion (man kann sie aber im Buch [4] vonMarshall nachlesen).
(ii) Die Bedingung ϕ(p) ≥ 0 für alle nichtnegativen Polynome p ist im Allgemei-
nen nicht einfacher zu überprüfen als die ursprüngliche Frage nach einer Maß-
darstellung. Genau hier kommen nun die Ergebnisse der reellen algebraischen
Geometrie ins Spiel. Wir fragen uns, wann man die Menge der aufW nichtne-
gativen Polynome durch eine geeignete endlich erzeugte Präordnung oder einen
quadratischen Modul ersetzen kann. Dann wird die Bedingung nämlich einfa-
cherundzumBeispiel der semidefinitenOptimierungzugänglich.Daskann funk-
tionieren, selbst wenn nicht jedes auf W nichtnegative Polynome zur so einer
Präordnung gehört.
(iii) Jedes global nichtnegative Polynom p ∈ R[t] in einer Variablen ist eine Qua-
dratsumme (Satz 2.2.1). Der Satz von Hamburger folgt damit unmittelbar aus
Havilands Satz.
(iv) Jedes auf [0,∞) nichtnegative Polynom liegt im quadratischen ModulM(t)
(Übungsaufgabe 31). Der Satz von Stieltjes folgt also ebenfalls unmittelbar aus
dem Satz von Haviland.
(v) Jedes auf [0, 1] nichtnegative Polynom liegt im quadratischen Modul
M(t, 1 − t) (vergleiche Übungsaufgabe 31). Der Satz von Hausdorff folgt also
ebenso aus dem Satz von Haviland. 4

Die bisherigen Betrachtungen rechtfertigen die folgenden Definitionen. Seien
dazu immer p1, . . . , pr ∈ R[x] = R[x1, . . . , xn]. Den endlich erzeugten quadra-
tischenModul

M = M(p1, . . . , pr) =
{
σ0 + σ1p1 + · · ·+ σrpr | σi ∈ ΣR[x]2

}
kennenwir schon.Man beachte nochmals, dass der Fall einer endliche erzeugten
Präordnung damit ebenfalls abgedeckt ist; die Präordnung ist der quadratische
Modul, der von den Produkten der pi erzeugt wird.
Wir betrachten nun den dualen Kegel im algebraischen DualraumR[x]∗

M∨ = M(p1, . . . , pr)
∨ = {ϕ : R[x]→ R linear | ϕ ≥ 0 aufM}

und schließlich dasDoppel-Dual

M∨∨ = M(p1, . . . , pr)
∨∨ = {p ∈ R[x] | ϕ(p) ≥ 0 ∀ϕ ∈M∨} ,

das wir allerdings nicht in (R[x]∗)∗ sondern nur in R[x] betrachten. Die basisch
abgeschlossene Menge

W = WR(p1, . . . , pr) = {a ∈ Rn | p1(a) ≥ 0, . . . , pr(a) ≥ 0}
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kennen wir auch bereits. Mit derMenge der aufW nichtnegativen Polynome ha-
ben wir auch schon gearbeitet. Wir nennen sie ab jetzt die Saturierung vonM :

M sat = M(p1, . . . , pr)
sat = {p ∈ R[x] | p ≥ 0 aufW (p1, . . . , pr)} .

Ab jetzt lassen wir die Bedingung−1 /∈ M für quadratische Moduln weg. Dann
müssen wir nicht immer eine zusätzliche Fallunterscheidung machen. Im Fall
−1 ∈M , d.h.M = R[x], ist ohnehin alles trivial.

Satz 7.1.6. M∨∨ ist ein quadratischer Modul, und sogar eine Präordnung, wennM eine
war. Es istM sat immer eine Präordnung. Es gilt die Inklusionskette

M ⊆M∨∨ ⊆M sat.

Beweis. M ⊆ M∨∨ ist klar. Wir zeigen nun, dassM∨∨ ein quadratischer Modul
ist. Für p, q ∈ M∨∨ und ϕ ∈ M∨ ist ϕ(p + q) = ϕ(p) + ϕ(q) ≥ 0. Also istM∨∨

abgeschlossen unter+. Sei nun f ∈ R[x] beliebig.Wir müssen zeigen dass auch
ϕ(f 2p) ≥ 0 gilt. Dazu definieren wir ein neues Funktional

ψ : R[x]→ R; g 7→ ϕ(f 2g).

Fürm ∈M ist ψ(m) = ϕ(f 2m) ≥ 0, da f 2m ∈M . Also ist ψ ∈M∨, und somit

0 ≤ ψ(p) = ϕ(f 2p).

Damit ist alsoM∨∨ ein quadratischerModul. Ganz analog zeigtman die Präord-
nungseigenschaft vonM∨∨, vorausgesetztM hat sie. Die MengeM sat aller auf
W nichtnegativen Polynom ist offensichtlich eine Präordnung, siehe Bemerkung
3.1.2 (iii) (dort nannten wir sie TW ). Es bleibt nochM∨∨ ⊆ M sat zu zeigen. Für
jeden Punkt a ∈ W ist der Auswerungshomomorphismus

δa : R[x]→ R; g 7→ g(a)

aber ein lineares Funktional, das offensichtlich inM∨ liegt (PolynomeausM sind
nichtnegativ aufW !). Damit ist für p ∈M∨∨

0 ≤ δa(p) = p(a),

d.h. p ∈M sat.
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Bemerkung 7.1.7. Man kann zeigen, dassM∨∨ ein topologischer Abschluss von
M ist, und zwar in der feinsten lokalkonvexen Topologie auf dem Vektorraum
R[x]. In dieser Topologie ist eine Menge genau dann abgeschlossen, wenn ihr
Schnitt mit jedem endlich-dimensionalen Teilraum von R[x] abgeschlossen ist
(in der kanonischen Topologie, die man auf solchen endlich-dimensionalen Teil-
räumen hat). Deshalb nennen wirM∨∨ auch den Abschluss vonM . 4

Definition 7.1.8. (i) Wir nennenM abgeschlossen, wennM = M∨∨ gilt.
(ii) Wir sagen dassM die starkeMomenteneigenschaft (SMP, strongmoment property)
hat, fallsM∨∨ = M sat gilt.
(iii) Wir nennenM saturiert, wennM = M sat gilt. 4

Der folgende Satz fasst nochmal zusammen, warumdie starkeMomenteneigen-
schaft wichtig ist:

Satz 7.1.9. Für einen endlich erzeugen quadratischen ModulM = M(p1, . . . , pr) und
W = WR(p1, . . . , pr) sind äquivalent:

(i) M hat (SMP).

(ii) Die linearen Funktionale aufR[x]mit Maßdarstellung aufW sind genau die Ele-
mente vonM∨.

Beweis. (i)⇒ (ii): Jedes FunktionalmitMaßdarstellung aufW ist immer inM∨.
Sei umgekehrt ϕ ∈ M∨. Dann ist ϕ nichtnegativ aufM∨∨ = M sat, und also hat
ϕ nach dem Satz von Haviland eine Maßdarstellung aufW .
(ii) ⇒ (i): Sei p ∈ M sat und ϕ ∈ M∨. Sei µ ein darstellendes Maß für ϕ aufW .
Es ist also

ϕ(p) =

∫
W

p dµ ≥ 0,

und also p ∈M∨∨. Wir haben damitM∨∨ = M sat gezeigt.

Beispiel 7.1.10. IndenMomentenproblemenvonHamburger, Stieltjes undHaus-
dorff sind die quadratischenModulnM(1),M(t)undM(t, 1−t) saturiert (siehe
Bemerkung 7.1.5 (iii)-(v)). Insbesondere haben sie (SMP), und bereits daraus fol-
gen die Sätze von Hamburger, Stieltjes und Hausdorff. 4

WirerhaltenausdenarchimedischenPositivstellensätzensofortdas folgendestar-
ke Ergebnis.Man beachte nochmal, dass die Archimedizität eines quadratischen
ModulsM die Kompaktheit derMengeWR impliziert, und imFalle einer Präord-
nung sogar äquivalent dazu ist. Es handelt sich also bei folgendem Satz um eine
Lösung des Momentenproblems im kompakten Fall.
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Satz 7.1.11. Seien p1, . . . , pr ∈ R[x] so, dassM = M(p1, . . . , pr) archimedisch ist.
Dann hatM die starkeMomenteneigenschaft.

Beweis. Sei p ∈M sat. Dann ist p+ ε > 0 aufWR, für alle ε > 0, und also p+ ε ∈
M , nach Satz 5.4.3. Für jedes ϕ ∈M∨ ist also

0 ≤ ϕ(p+ ε) = ϕ(p) + εϕ(1),

und also ϕ(p) ≥ 0. Das zeigt p ∈M∨∨.

Beispiel 7.1.12. Wennwirwissenwollen, obϕ : R[x]→ R von einemMaßauf der
Einheitskugel imRn kommt, müssen wir

ϕ(p2) ≥ 0, ϕ(p2 · (1− x2
1 − · · · − x2

n)) ≥ 0

für alle p ∈ R[x] überprüfen. Der quadratische ModulM(1− x2
1 − · · · − x2

n) ist
ja archimedisch. 4

ImFall einernichtkompaktenMengegibt es einenweiterenSatz vonSchmüdgen,
der es erlaubt, bei der Frage nach (SMP) die Dimension zu veringern. Wir illu-
strieren die Methode nur an einem Beispiel:

Beispiel 7.1.13. Sei p1 = 1 − x2 ∈ R[x, y]. Dann istW = WR(p1) der vertikale
Streifen über dem Intervall [−1, 1]. Bisher wissen wir nicht, obM = M(p1) die
Eigenschaft (SMP) hat oder nicht. Der Nichtnegativstellensatz liefert zwar einen
Zusammenhang zwischenM sat undM ; dabei tauchen aber Nenner auf.
Es gibt nun ein nichtkonstantes Polynom q, das aufW beschränkt bleibt. Man
kann zum Beispiel q = x nehmen. Der Fasersatz von Schmüdgen besagt nun,
dass wir auf die Fasern eines beschränkten Polynoms einschränken können, um
(SMP) zu testen. Eine Faser ist dabei dasUrbild einer Zahl unter q. DasUrbild von
r ∈ [−1, 1] unter q = x ist die vertikale Gerade {x = r}. Darauf einzuschränken
bedeutet, für x überall r einzusetzen. Das liefert also den quadratischen Modul
M(1 − r2) = ΣR[y]2 ⊆ R[y]. Dieser quadratische Modul hat aber (SMP), wie
wir durch Hamburgers Momentenproblem wissen. Da das für alle r, und damit
für alle Fasern des beschränkten Polynoms x stimmt, hat auchM selbst die Mo-
menteneigenschaft. Ein Funktionalϕ : R[x, y]→ R besitzt also genau dann eine
Maßdarstellung imsenkrechtenStreifen,wennϕ(p2) ≥ 0undϕ(p2·(1−x2)) ≥ 0
für alle p ∈ R[x, y] gilt. 4

Nachdemwir nun einige positive Resultate zumMomentenproblem erhalten ha-
ben, beschäftigen wir uns im nächsten Abschnitt mit negativen Resultaten.
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7.2 Stabilität
Definition 7.2.1. Für p1, . . . , pr ∈ R[x] heißt der quadratische Modul
M(p1, . . . , pr) stabil, falls für jedes d ∈ N ein d′ ∈ N existiert mit

M(p1, . . . , pr) ∩ R[x]d ⊆Md′(p1, . . . , pr). 4

Bemerkung 7.2.2. (i) Die Stabilität besagt also gerade, dass jedes Polynom p ∈
M(p1, . . . , pr) eineDarstellungbesitzt, in der dieGradederQuadratsummenbe-
schränkt werden können, und zwar nur in Abhängigkeit vom Grad von p.
(ii) Im Satz von Schmüdgen kann es solche Gradschranken nicht geben, wie wir
uns in Beispiel 4.2.4 (v) schon überlegt haben. Quadratische Moduln sind also
nicht immer stabil.
(iii) Stabilität hängt strenggenommen per Definition nicht vom quadratischen
Modul ab, sondern von seinen Erzeugern p1, . . . , pr. Man kann aber relativ leicht
zeigen, dass sie eben doch unabhängig von den Erzeugern ist (Übungsaufgabe
52).
(iv) Der nächste Satz illustriert, dass Stabilität häufig gerade dann auftritt, wenn
die semialgebraische MengeWR(p1, . . . , pr) sehr unkompakt ist. 4

Satz 7.2.3. WennWR(p1, . . . , pr) einen voll-dimensionalen konvexen Kegel enthält, ist
M(p1, . . . , pr) stabil.

Beweis. SeiB ⊆ Rn eine Kugel mit nichtleerem Inneren, und

cc(B) = {λa | a ∈ B, λ ≥ 0} ⊆ WR(p1, . . . , pr) =: W.

Falls ein Polynom q aufW nichtnegativ ist, gilt also 0 ≤ q(λa) für alle a ∈ B
und λ ≥ 0. Der homogene Summand höchsten Grades von q muss dann auf B
nichtnegativ sein. Schreibtmannämlich q = q0 + · · ·+qd als Summehomogener
Summanden, ist

0 ≤ q(λa) = q0 + λq1(a) + · · ·+ λdqd(a),

und ein Polynommit negativemLeitkoeffizient wäre für großeλ irgendwann ne-
gativ.
Sind zwei Polynome auf einer Menge B mit nichtleeren Inneren nichtnegativ,
kann ihre Summe nicht Null sein. Es gibt ja einen Punkt, an dem beide positiv
sind.
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Also kann beim Addieren von zwei auf W nichtnegativen Polynomen der Grad
nicht sinken,weil sich ihre TermehöchstenGrades nicht aufheben können.Wen-
det man das auf die Terme in einem Ausdruck

σ0 + σ1p1 + · · ·+ σrpr

an, erhält man die Stabilität sogar mit d′ = d.

Bemerkung 7.2.4. In Satz 7.2.3 erhält man nicht nur die starke Aussage d′ = d,
sondern sogar, dass in jeder Darstellung eines Elements ausM(p1, . . . , pr) diese
Gradschrankengelten. Fürdie Stabilitätwäredas garnicht unbedingt nötig,man
bräucht nur eine solche Darstellungmit Gradschranken für jedes Element. 4

Beispiel 7.2.5. (i) Der quadratische Modul M(1) = ΣR[x]2 ist stabil. Das ist
per Definition allerdings trivial. DaWR(1) = Rn einen volldimensionalen Kegel
enthält, bekommen wir mit dem Argument aus dem letzen Satz allerdings sogar
mehr, nämlich genau die Aussage von Lemma 2.2.14.
(ii) Der quadratische ModulM(t) ⊆ R[t] ist stabil, dennWR(t) = [0,∞) ⊆ R
enthält einen volldimensionalen Kegel. Wenn

p = σ0 + σ1t

mit Quadratsummen σi gilt, folgt deg(σ0), deg(σ1t) ≤ deg(p).
(iii) Der quadratische ModulM(x, y) ⊆ R[x, y] ist stabil, dennWR(x, y) ist der
erste Orthant inR2, und der enthält auch einen volldimensionalen Kegel. 4

Die Stabilität erlaubt es uns, in der Kette

M ⊆M∨∨ ⊆M sat

eine Gleichheit zu zeigen:

Satz 7.2.6. FallsM = M(p1, . . . , pr) stabil ist undWR(p1, . . . , pr)nichtleeres Inneres
inRn hat, istM abgeschlossen, d.h. es gilt

M = M∨∨.

Beweis. Wirzeigen,dassM∩U inU abgeschlossen ist, für jedenendlich-dimensionalen
Teilraum U vonR[x].Das ist gerade die Abgeschlossenheit in der feinsten lokal-
konvexen Topologie, und das ist gleichbedeutendmitM = M∨∨.
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Da jeder endlich-dimensionale TeilraumU in einemR[x]d enthalten ist, reicht es
zu zeigen, dassM ∩R[x]d abgeschlossen inR[x]d ist. Aufgrund der Stabilität gilt

M ∩ R[x]d = Md′ ∩ R[x]d,

und also genügt es, die Abgeschlossenheit jedesMd′ zu zeigen.
Dasgehtaberwie inBeispiel 6.4.7.Da ineinerFolgevonElementenausM(p1, . . . , pr)d′
die Grade der Quadratsummen beschränkt bleiben, kannman einen Grenzüber-
gangmachen.Manverwendet zumBeispiel nachSkalierungdenSatzvonBolzano-
Weierstraß koeffizientenweise. Man benötigt dass
WR(p1, . . . , pr) nichtleeres Inneres hat, um zu sehen dass die Skalierung eigent-
lich nicht nötig ist (Übungsaufgabe 53).

Beispiel 7.2.7. (i) Die QuadratsummenΣR[x]2 sind stabil, und damit stets abge-
schlossen.
(ii) Der quadratische ModulM(x, y) ⊆ R[x, y] ist abgeschlossen, d.h. es gilt

M(x, y) = M(x, y)∨∨ ⊆M(x, y)sat. 4

Ursprünglich interessieren wir uns in diesem Kapitel ja für die starke Momen-
teneigenschaft (SMP). Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zur Stabilität
her:

Satz 7.2.8. Sein ≥ 2 undWR(p1, . . . , pr) habe nichtleeres Inneres inRn. Dann schlie-
ßen sich Stabilität und (SMP) fürM(p1, . . . , pr) gegenseitig aus.

Beweis. Wir nehmen o.B.d.A. pi 6= 0 für alle i an. Es muss nun einen Punkt
in W = WR(p1, . . . , pr) geben, an dem alle pi strikt positiv sind. Sonst wäre
p1 · · · pr = 0 aufW , und damit p1 · · · pr = 0 in R[x], daW nichtleeres Inne-
res hat.Wir nehmen nun o.B.d.A an, dass der Ursprung so ein Punkt ist, d.h. alle
pi haben einen strikt positiven konstanten Term.
AngenommenM = M(p1, . . . , pr) ist stabil und hat (SMP). Nach Satz 7.2.6 gilt
dann sogarM = M sat, d.h.M ist saturiert.
Sei nun p ∈ R[x] ein global nichtnegatives Polynom, das keine Quadratsumme
ist. Für n ≥ 2 gibt es das immer, man kann zum Beispiel das Motzkinpolynom
nehmen. Für λ > 0 setzen wir

pλ := p(λx) = p(λx1, . . . , λxn) ∈ R[x].

Dann ist jedespλ global nichtnegativ, liegt also insbesondere inM sat unddamit in
M . Da der Grad von pλ sichmitλ nicht ändert, liegen aufgrund der Stabilität alle
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pλ aber in einem festenMd.Wir ersetzen in allen diesen Darstellungen wieder x
durch 1

λ
x und erhalten so Darstellungen

p = σ
(λ)
0 + σ

(λ)
1 p1(λ−1x) + · · ·+ σ(λ)

r pr(λ
−1x)

mitQuadratsummenσ(λ)
i von beschränktemGrad.Wie in Beispiel 6.4.7 und Satz

7.2.6 bildenwir denGrenzwert fürλ→∞,nachSkalierungumalle auftretenden
Koeffizienten beschränkt zu halten, und mit dem Satz von Bolzano-Weierstraß.
Die pi(λ−1x) konvergierendabei gegen pi(0) > 0.Falls eine Skalierung alsowirk-
lichnotwendigwar, entsteht links0und rechts einenichttrivialeQuadratsumme.
Das ist ein Widerspruch. Falls keine Skalierung nötig war, entsteht rechts eine
Quadratsumme, und links steht immer noch p. Auch das ist ein Widerspruch.

Beispiel 7.2.9. (i) Die Quadratsummen ΣR[x]2 sind stabil, abgeschlossen, und
haben ab n ≥ 2 nicht die Momenteneigenschaft. Es gibt ab n ≥ 2 also Funktio-
nale ϕ : R[x] → R, die auf den Quadratsummen nichtnegativ sind, aber keine
Maßdarstellung haben.
(ii) Im Fall n = 1 ist ΣR[t]2 stabil, und hat (SMP). Wir haben ja schon gesehen,
dass jedes global nichtnegative Polynom in einer Variablen eine Quadratsumme
ist. ΣR[t]2 ist also sogar saturiert. Die Bedingung n ≥ 2 kann also in Satz 7.2.8
nicht weggelassen werden.
(iii)M(x, y) ⊆ R[x, y] ist stabil, also abgeschlossen und hat nicht (SMP).
(iv) Wir sehen hier nochmal, dass archimedische quadratische Moduln ab Di-
mension 2 niemals stabil sind (vergleiche Bemerkung 7.2.2 (ii)). Sie haben nach
Satz 7.1.11 ja die starke Momenteneigenschaft. 4

Wir haben das folgende Phänomen beobachtet, zumindest ab Dimension 2: ist
die Menge W relativ klein (z.B. kompakt), so hat M tendenziell (SMP) und ist
nicht stabil. IstW dagegen groß (z.B. wenn es einen voll-dimensionalen Kegel
enthält), so ist M tendenziell stabil und hat nicht (SMP). Eine gute und exak-
te Definition von groß ist beispielsweise, dass es auf W keine nichtkonstanten
Polynome gibt, die als Funktion beschränkt bleiben. FallsW zum Beispiel einen
voll-dimensionalenKegel enthält, ist das erfüllt. FallsW kompakt ist, ist es offen-
sichtlich nicht erfüllt. Allerdings kannman die Aussage über Stabilität für solche
großenMengen bisher nicht in voller Allgemeinheit beweisen.

Beispiel 7.2.10. (i) EnthalteW ⊆ R2 zum Beispiel voll-dimensionale Streifen in
Richtung beider Koordinatenachsen:



7.2. STABILITÄT 113

Auch dann gibt es aufW keine nichttrivialen beschränkten Polynome. Aufgrund
des senkrechtenStreifenskanneinbeschränktesPolynomnämlichdie eineVaria-
ble nicht enthalten, und aufgrund des waagerechten Streifens nicht die andere.
Nun kannman sich überlegen, dass beim Addieren zweier aufW nichtnegativer
Polynome der Grad zwar sinken kann (anders als in Satz 7.2.3), allerdings nur um
maximal die Hälfte (Übungsaufgabe 54). Wendet man das auf die Summanden
von Elementen ausM(p1, . . . , pr) an, erhält man

M ∩ R[x]d ⊆M2d,

und damit istM stabil.
(ii)Manbetrachte denquadratischenModulM((1−x2)y2) ⊆ R[x, y].DieMenge
WR((1− x2)y2) ist ein vertikaler Streifen, zusammenmit der x-Achse:

Wiedergibt eskeinenichttrivialenbeschränktenPolynome.Der senkrechteStrei-
fen impliziert nämlich, dass y in einembeschränkten Polynomnicht auftritt. Ein
Polynom in x bleibt aber auf der x-Achse nicht beschränkt, es sei denn es ist kon-
stant.
Wäre nunM((1 − x2)y2) stabil, so auchM(1 − x2) (Übungsaufgabe 55). Die-
ser quadratischeModul hat aber (SMP), wie wir in Beispiel 7.1.13 gesehen haben,
und kann damit nicht stabil sein. Hier haben wir also ein Beispiel, das etwas aus
der Reihe fällt. Allerdings ist dieMenge nicht überall voll-dimensional, was oft zu
seltsamem Verhalten führt. 4
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7.3 Saturiertheit

IndiesemAbschnittwollenwir unsnochgenauermit der Saturiertheit eines qua-
dratischenModuls befassen. EinModulM = M(p1, . . . , pr) ⊆ R[x] ist saturiert,
wennM = M sat gilt, also jedes aufW = WR(p1, . . . , pr) nichtnegative Polynom
zuM gehört. Saturiertheit bedeutet also, dassM abgeschlossen ist und gleich-
zeitig (SMP) hat, also die betrachtete Inklusionskette eine Identitätskette ist:

M = M∨∨ = M sat.

Diese Frage habenwir außer für Beispiele inDimension 1 bisher noch überhaupt
nichtbehandelt.DiearchimedischenPositivstellensätze liefern ja immernurAus-
sage über strikt positive Polynome.
Wir beschäftigen uns zunächst nochmal mit Dimension 1. Hier klappt alles sehr
schön, siehe Satz 7.3.2. Dann zeigen wir, dass ab Dimension 3 keine saturierten
quadratischen Moduln mehr exisitieren (Satz 7.3.4). Mit Dimension 2 beschäfti-
genwir uns dann erst imnächstenKapitel.Man beachte dasswir die Abgeschlos-
senheitM = M∨∨ bisher nur über die Stabilität zeigen können, mit Satz 7.2.6.
AbDimension 2 schließt sich dasmit (SMP) aus, undwir können nicht erwarten,
so die Saturiertheit zeigen zu können.
Sei zunächst n = 1, d.h. wir betrachten Polynome in einer Variablen t und semi-
algebraische Teilmengen von R. Die basisch-abgeschlossenen Teilmengen sind
dabei nach Satz 1.5.5 gerade endliche Vereinigungen von abgeschlossenen Inter-
vallen (−∞, a], [a, b], [b,∞). Jede solche basisch-abgeschlossene Menge W hat
sogenannte natürliche Erzeuger. Das sind die Polynome, die einem offensichtlich
als erstes einfallen, um die Menge zu definieren. Definert sind sie folgenderma-
ßen. FallsW ein kleinstes Element a besitzt, sei t − a einer der natürlichen Er-
zeuger. FallsW ein größtes Element b besitzt, gehöre b − t zu den natürlichen
Erzeugern. Fallsa, b ∈ W,a < bundW∩(a, b) = ∅, so seiweiter (t−a)(t−b) ein
natürlicher Erzeuger. Auf diese Weise erhalten wir Polynome p1, . . . , pr ∈ R[t],
mitW = WR(p1, . . . , pr).

Beispiel 7.3.1. DieMengeW = [−1, 0]∪[1,∞)hat die natürlichenErzeuger t+1
und t(t− 1) :

4
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Satz 7.3.2. Seien p1, . . . , pr ∈ R[t] die natürlichen Erzeuger fürW ⊆ R.Dann ist die
PräordnungT = T (p1, . . . , pr) saturiert und stabil.

Beweis. Sei p ≥ 0 aufW . Wir faktorisieren p in irreduzible Faktoren wie in Satz
1.2.11.Wir zeigen, dass jeweils die einzelnenFaktorenoderProdukte aus zwei von
ihnen zu T gehören. Da T als Präordnung multiplikativ abgeschlossen ist, zeigt
das die Saturiertheit.
Faktoren vom Grad 2 sind global strikt positive Quadratsummen und gehören
also zu T . Ohne diese Faktoren ist das Polynom immer noch nichtnegativ aufW .
Falls in der Faktorisierung ein Linearfaktor t−cmit einem c ∈ int(W ) auftaucht,
muss er in gerade Vielfachheit auftreten. Sonst wäre p aufW irgendwo negativ.
Auch diese Faktoren können wir also vernachlässigen.
FallsW ein kleinstes Element a besitzt, und in p ein Faktor t − a′ für ein a′ ≤ a
auftritt, liegt dieser in T , da t− a′ = (t− a) + (a− a′) und t− a als natürlicher
Erzeuger in T liegt. Auch solche Faktoren können wir also vernachlässigen. Den
Fall von einem größten Element erledigt man genauso.
Es kann nun noch passieren, dass p eine Nullstelle c in einem Intervall [a, b] hat,
mit a, b ∈ W,a < b undW ∩ (a, b) = ∅. Dann muss es aber im selben Intervall
noch eine Nullstelle d geben, sonst wäre p nicht nichtnegativ aufW . Also enthält
p einen Faktor (t− c)(t− d)mit a ≤ c ≤ d ≤ b.Wir zeigen

(t− c)(t− d) ∈ T ((t− a)(t− b))

und sind dann fertig, da (t− a)(t− b) ∈ T . Man überlegt sich nun, dassman ein
λ ∈ (0, 1] finden kann, so dass

(t− c)(t− d)− λ(t− a)(t− b)

global nichtnegativ ist (Übungsaufgabe 57). Damit ist es eine Quadratsumme,
und das zeigt die Behauptung.
Die Stabilität haben wir gleich mitbewiesen. In jedem Schritt hatten die jeweili-
gen Faktoren Darstellungen mit den bestmöglichen Gradschranken an die Qua-
dratsummen. Somit gilt das auch für das Produkt und daraus folgt

T ∩ R[t]d ⊆ Td.

Bemerkung 7.3.3. Ohne die natürlichen Erzeuger ist die Saturiertheit im Allge-
meinen nicht gegeben. Es ist zum Beispiel t /∈ T (t3). 4

Wir kommen nun wie angekündigt zur Dimension≥ 3.Der folgende Satz zeigt,
dassM(p1, . . . , pr) dort niemals saturiert ist, bzw. dassM sat niemals endlich er-
zeugt als quadratischer Modul sein kann.
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Satz 7.3.4. Sein ≥ 3 und p1, . . . , pr ∈ R[x] so, dassWR(p1, . . . , pr) inRn nichtleeres
Inneres hat. Dann istM(p1, . . . , pr) nicht saturiert.

Beweis. Esmusswieder einenPunkt inWR(p1, . . . , pr)geben, andemallepi strikt
positiv sind; o.B.d.A. sei das der Ursprung, d.h. alle pi haben einen strikt positi-
ven konstanten Term.
Sei nun h ∈ R[x] in homogenes und global nichtnegatives Polynom, das keine
Quadratsumme ist. Für n ≥ 3 gibt es das immer, man kann zum Beispiel das
homogenisierte Motzkinpolynom nehmen. Offensichtlich gilt h ∈ M sat. Ange-
nommen h ∈M(p1, . . . , pr), d.h. es gibt eine Darstellung

h = σ0 + σ1p1 + · · ·+ σrpr (7.1)

mit Quadratsummen σi. In jedem der Terme σipi ist der homogene Summand
von niedrigstem Grad eine Quadratsumme. Dabei verwenden wir, dass alle pi
strikt positiven konstanten Term haben. Der homogene Summand von niedrig-
stemGrad auf der rechten Seite in (7.1) ist also eine nichttriviale Quadratsumme.
Da h homogen ist, muss er mit h übereinstimmen, und das kann nicht sein.

Bemerkung7.3.5. ImBeweis vonSatz 7.3.4 sieht es so aus, alswäre immerdassel-
be Polynom h nicht inM(p1, . . . , pr). Dabei könnte man es ja einfach zu den Er-
zeugerndazunehmen.Wirhabenh aberhomogen inBezugaufdenUrsprungge-
wählt, und angenommen, dass alle pi dort positiv sind.Man sieht aber: es gibt ein
festes Polynom h (zum Beispiel das homogenisiert Motzkinpolynom), von dem
immer eine geeignete Verschiebung nicht inM liegt. 4

Nur inDimension 2 können also noch interessante Fälle von Saturiertheit auftre-
ten. Allzu einfach kann es dort aber nicht sein sie zu zeigen, da wir nicht gleich-
zeitig (SMP)undStabilität erwartenkönnen.DasLokal-Global-PrinzipvonSchei-
derer erlaubt es uns, trotzdempositive Ergebnisse zu bekommen.Wirwollen uns
im nächsten Kapitel ausführlicher damit beschäftigen.



Kapitel 8

Ein Lokal-Global-Prinzip von
Scheiderer

In diesem Kapitel wollen wir einen Satz beweisen, der uns für gewisse semial-
gebraische Mengen in der Ebene erlaubt, die Saturiertheit einer dazugehörigen
Präordnung zu zeigen. Dabei zeigt man die Saturiertheit zunächst lokal, und er-
hält sie dann für die ursprüngliche Präordnung.

8.1 Zwei Lemmas
Wie immer seiA ein kommutativer Ring mitQ ⊆ A.

Lemma 8.1.1. SeiX ein kompakter Hausdorffraum und

Φ: A→ C(X,R)

ein Ringhomomorphismus, für denΦ(A) die Punkte vonX trennt (d.h. für x 6= y ausX
gibt es ein a ∈ AmitΦ(a)(x) 6= Φ(a)(y)). Seien a, b ∈ AmitΦ(a),Φ(b) ≥ 0 aufX.
Falls es eine Gleichung

1 = ra+ sb

inA gibt, gibt es auch eine solche GleichungmitΦ(r),Φ(s) > 0 aufX.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation lassen wir Φ im Beweis einfach weg,
schreiben also a ≥ 0 auf X statt Φ(a) ≥ 0 etc... Nach dem Satz von Stone-
Weierstrass liegtAdicht inC(X,R)bezüglichderSupremumsnorm (hierfür ver-
wenden wir dass A die Punkte von X trennt). Sei nun zunächst eine Gleichung
1 = fa+ gbmit f, g ∈ A beliebig gegeben.

117
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1. Behauptung: Es gibtN1, N2 ≥ 1mitN1b > −f undN2a > −g aufX.
Sei Y := {x ∈ X | f(x) ≤ 0}. Dann ist Y eine abgeschlossene und damit
kompakte Teilmenge von X. Auf Y gilt gb = 1 − fa ≥ 1, und also muss b auf
Y strikt positiv sein. Wähle ein n ∈ Nmit b > 1

n
und−f < n auf Y. Dann gilt

n2b > −f auf Y und n2b ≥ 0 > −f aufX \ Y. Da also n2b > −f überall gilt,
kannmanN1 = n2 nehmen. Die Existenz vonN2 folgt aus Symmetriegründen.
Wir definieren nun zwei Funktionen ϕ, ψ : X → R durch die Vorschrift

ϕ := max
{
−N1,−

g

a

}
, ψ := min

{
N2,

f

b

}
.

Dabei treffen wir die Konvention r
0

=∞ für alle r ∈ R.
2. Behauptung:Die Funktionen ϕ und ψ sind stetig aufX.
Wir müssen die Behauptung nur für ϕ zeigen, für ψ folgt sie aus Symmetrie-
gründen. Falls a(x) 6= 0 an einem Punkt gilt, ist ϕ in einer Umgebung von x
das Maximum zweier stetiger Funktionen, und also selbst stetig an x. Sei also
a(x) = 0. Wir zeigen, dass dann ϕ = −N1 in einer Umgebung von x gilt, und
damit ist ϕ dann auch stetig an x. Sei dazu k ∈ N mit k > b und k > f auf
X. Wähle dann y so nah bei x, dass a(y) < 1

k(N1+1)
gilt. Wir können zusätzlich

annehmen, dass a(y) 6= 0 ist, sonst wären wir ja schon fertig. Also ist a(y) > 0.
Wir erhalten

g(y)b(y) = 1− f(y)a(y) > 1− k

k(N1 + 1)
> 0,

also ist g(y), b(y) > 0. Es ist nun

g(y)

a(y)
>
g(y)b(y)

ka(y)
=

1− f(y)a(y)

ka(y)
>

1− ka(y)

ka(y)
=

1

ka(y)
− 1 > N1.

Somit gilt in einer Umgebung von x schon ϕ = −N1.
3. Behauptung: Es gilt ϕ < ψ aufX.
Auf ganzX gelten die folgenden Ungleichungen:

−N1 < N2, −N1 <
f

b
, −g

a
< N2.

Die erste Ungleichung ist klar, die zweite und die dritte folgen aus der ersten Be-
hauptung. Es bleibt noch zu zeigen, dass − g

a
< f

b
gilt an jedem Punkt x mit

a(x), b(x) 6= 0 gilt. Aufgrund der Positivität von a und b folgt das aus

f(x)a(x) + g(x)b(x) = 1 > 0.
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Wir verwenden nun den Satz von Stone-Weierstrass und wählen ein c ∈ Amit

ϕ < c < ψ

aufX. Damit definieren wir

r = f − cb, s = g + ca.

Damit gilt ra + sb = (f − cb)a + (g + ca)b = fa + gb = 1wie gewünscht. Die
Aussage folgt also aus der
4. Behauptung: r, s > 0 aufX.
Ist b(x) = 0, so gilt 1 = f(x)a(x), also r(x) = f(x) > 0. Andernfalls ist

r(x) = f(x)− c(x)b(x) > f(x)− ψ(x)b(x) ≥ f(x)− f(x)

b(x)
b(x) = 0.

Der Beweis für s geht analog.

Lemma 8.1.2. Seien p1, . . . pr ∈ R[x] mitM = M(p1, . . . , pr) archimedisch. Sei
p ∈ R[x] und p ≥ 0 aufW = WR(p1, . . . , pr). Dann gilt

p ∈M ⇔ p ∈M + (p2).

Beweis. Man beachte dassM + (p2) selbst wieder ein endlich erzeuger quadra-
tischer Modul ist. Mit dem üblichen Trick aus Bemerkung 1.1.11 (ii) sieht man
nämlichM + (p2) = M(p1, . . . , pr,−p2). Die dazugehörige semialgebraische
Menge ist also geradeW ∩ VR(p).
”⇒” ist trivial. Für ”⇐” habe p eine Darstellung p = m − σp2 mitm ∈ M,σ ∈
ΣR[x]2. Also gilt p(1 + σp) ∈ M . Wegen p, 1 + σp ≥ 0 aufW und 1 = −σ · p+
1 · (1 + σp) können wir Lemma 8.1.1 an wenden. Dabei fassen wir Polynome als
stetige Funktionen aufX = W auf. Wir erhalten r, s ∈ R[x]mit r, s > 0 aufW
und

1 = rp+ s(1 + σp). (8.1)

Nach Satz 5.4.3 gilt r, s, rs ∈M . Multiplizieren wir (8.1) mit sp ergibt sich

sp = rsp2 + s2p(1 + σp) ∈M,

und bei Multiplikation mit p damit

p = rp2 + sp(1 + σp) = rp2 + sp+ sσp2 ∈M.
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8.2 Komplettierungen vonRingen
Wir wiederholen einige Fakten aus der kommutativen Algebra. Die Beweise der
Aussagen sind dabeiÜbungsaufgabe 58. SeiwiederA ein kommutativer Ringmit
1 und I ( A ein echtes Ideal. Die Komplettierung vonA bezüglich I ist wieder ein
Ring, der wie folgt definiert ist. Sei

Ik =

{∑
endl.

i1 · · · ik | ij ∈ I

}

die k-te Potenz von I. Die Ik bilden eine absteigende Kette von Idealen, und des-
halb gibt es kanonische surjektive Homomorphismen

· · · → A/Ik+1 → A/Ik → A/Ik−1 → · · · → A/I.

Die Komplettierung Â ist nun der sogenannte inverse Limes dieser Kette. Mithilfe
einer universellen Eigenschaft formuliert man das so. Es ist Â ein Ring, zusam-
menmit Homomorphismen Â→ A/Ik für alle k, so dass die Dreiecke

Â

zz �� $$
· · · // A/Ik+1 // A/Ik // A/Ik−1 // · · ·

alle kommutieren, und der universell bezüglich dieser Eigenschaft ist. Das heißt,
falls für einen RingB ebenfalls solche HomomorphismenB → A/Ik existieren,
gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus B → Â, so dass wieder
alles kommutiert, was kommutieren kann:

B

��

�� ��

Â

zz �� $$
· · · // A/Ik+1 // A/Ik // A/Ik−1 // · · ·

Durch diese Eigenschaft ist der inverse Limes bis auf eindeutigen Isomorphis-
mus eindeutig bestimmt. Da für A selbst die kanonischen Homomorphismen



8.3. DAS LOKAL-GLOBAL-PRINZIP 121

A → A/Ik existieren, gibt es also auch einen eindeutigen Homomorphismus
A → Â wie oben. Um zu sehen ob solch ein inverser Limes überhaupt existiert,
kann man ihn explizit konstruieren. Dazu betrachtet man zunächst das direkte
Produkt von Ringen ∏

k≥1

A/Ik

und darin den Unterring

Â =
{

(ak + Ik)k | ak+1 ≡ ak mod Ik ∀k ≥ 1
}
.

Die Abbildungen Â → A/Ik sind dann einfach die Projektionen auf die k-ten
Einträge der Tupel. Diese Konstruktion erfüllt die universelle Eigenschaft des in-
versen Limes. Der HomomorphismusA→ Â ist gegeben durch

a 7→ (a+ I, a+ I2, a+ I3, . . .).

Falls∩Ik = (0) gilt, ist es eine Einbettung.
Wir verwendennundieseKonstruktion fürdenRingA = R[x]unddasmaximale
Ideal

I = ma = (x1 − a1, . . . , xn − an) = {p ∈ R[x] | p(a) = 0}

für a ∈ Rn.Wir bezeichnen die Komplettierung dann auchmit R̂[x]a.Es gibt da-
bei eine kanonische Identifikation von R̂[x]a mit dem PotenzreihenringR[[x1 −
a1, . . . , xn − an]].

8.3 Das Lokal-Global-Prinzip
Der folgende Satz kann als Verallgemeinerung des Satzes von Schmüdgen auf-
gefasst werden, denn er erlaubt Nullstellen von Polynomen. Wenn ein Polynom
an allen seinen Nullstellen ”lokal” zur Präordnung gehört, gehört es auch glo-
bal dazu. Lokal ist die Bedingung oft einfacher zu überprüfen, wie wir dann im
nächsten Abschnitt sehen werden.

Satz8.3.1 (Lokal-Global-Prinzip vonScheiderer). Seienp1, . . . , pr ∈ R[x]mitW =
WR(p1, . . . , pr) beschränkt. Sei p ∈ R[x]mit p ≥ 0 aufW , und p habe nur endlich viele
Nullstellen inW . Dann sind äquivalent:

(i) p ∈ T = T (p1, . . . , pr)
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(ii) Für jede Nullstelle a von p inW liegt p in der von p1, . . . , pr erzeugten Präordnung
in R̂[x]a.

Beweis. ”(i)⇒ (ii)” ist klar. Für ”(ii)⇒ (i)” betrachtenwir zusätzlichdiePräord-
nungT ′ := T +(p2) und das Ideal J = supp(T ′) = T ′∩−T ′.Die zuT ′ gehörige
semialgebraische Menge ist die endliche MengeW ′ = W ∩ VR(p).
1. Behauptung: Jedes Primideal vonR[x], welches J enthält, ist von der Gestaltma

für ein a ∈ W ′.
Sei dazu p ein solches Primideal. DaW ′ endlich ist, können wir das Ideal q :=∏

a∈W ′ ma betrachten. Für jedes q ∈ q gilt dann q = 0 aufW ′, und aus dem kon-
kreten Nichtnegativstellensatz 3.3.3 folgt q2m ∈ −T ′ für einm ≥ 0 (Übungsauf-
gabe 60). Somit ist q2m ∈ T ′ ∩ −T ′ = J ⊆ p, und aus der Primidealeigenschaft
folgt q ∈ p.Wir haben also q ⊆ p gezeigt, und aus der Primidealeigenschaft folgt
dannma ⊆ p für ein a ∈ W ′. Aus der Maximalität vonma folgt Gleichheit.
Aus der Behauptung folgt, dass R[x]/J ein 0-dimensionaler (und noetherscher)
Ring ist, und damit artinsch. Daraus wiederum folgt, dass der Schnitt über eine
Potenz seiner maximalen Ideale das Nullideal ergibt. FürR[x] folgt daraus⋂

a∈W ′
mk
a ⊆ J

für ein festes k.
Wir setzen nun voraus, dass p für jedes a ∈ W ′ in der von den pi in R̂[x]a erzeug-
ten Präordnung liegt. Wenn wir den kanonischen Homomorphismus R̂[x]a →
R[x]/ma

k anwenden, erhalten wir eine Darstellung

p ≡
∑

e∈{0,1}r
σ(a)
e pe11 · · · perr mod mk

a

mit Quadratsummen σ(a)
e , für alle a ∈ W ′. Da mit den maximalen Idealen ma

auch ihre Potenzen mk
a paarweise teilferfremd sind, gibt es nach dem Chinesi-

schen Restsatz Elemente ωa in R[x]mit ωa ≡ 1 mod mk
a und ωa ≡ 0 mod mk

b

für b 6= a.Wir setzen

t :=
∑
b∈W ′

∑
e

ω2
bσ

(b)
e pe11 · · · perr ∈ T.

Modulo jedemmk
a gilt nun

t ≡
∑
e

σ(a)
e pe11 · · · perr ≡ p,
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also
p− t ∈

⋂
a∈W ′

mk
a ⊆ J,

also
p ∈ T + J ⊆ T ′ = T + (p2).

Nach Satz 4.2.2 folgt aus der Beschränktheit vonW die Archimedizität von T .
Also können wir Lemma 8.1.2 verwenden, und erhalten p ∈ T.

8.4 Anwendungen inDimension 2
Wir wollen das Lokal-Global-Prinzip nun in Dimension 2 anwenden. Dafür zei-
gen wir zunächst, dass die Annahme nur endlich vieler Nullstellen von p keine wirk-
liche Einschränkung darstellt.
Sei dazu p ∈ R[x, y] und VR(p) ⊆ R2 die von p definierte Varietät (auch Kurve
genannt). Ein Punkt a ∈ VR(p) heißt singuläre Nullstelle von p, falls für beide
partielle Ableitungen gilt

(∂xp) (a) = 0 und (∂yp) (a) = 0.

Ansonsten heißt a reguläre oder glatte Nullstelle. Der Gradientenvektor
((∂xp) (a), (∂yp) (a)) definiert dann dieNormalenrichtung von VR(p) am Punkt a,
und ein dazu orthogonaler Vektor definiert die Tangentenrichtung.

Beispiel 8.4.1. (i) Sei p = 1 − x2 − y2. Dann ist VR(p) der Einheitskreis. Für
a ∈ VR(p) ist a2

1 + a2
2 = 1, und also entweder a1 6= 0 oder a2 6= 0. Wegen

∂xp = −2x und ∂yp = −2y ist jede Nullstelle glatt. Die Normalenrichtung am
Punkt a = (1, 0) ist (−2, 0) und die Tangentenrichtung (0, 1).
(ii) Sei p = y2 − x2(x+ 1). Dann ist VR(p) eine Schleifenkurve:

Es ist ∂xp = −3x2−2xund ∂yp = 2y.Der Punkt a = (0, 0) ist also eine singuläre
Nullstelle. 4
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Lemma8.4.2. (i) Seien p, q ∈ R[x, y], p irreduzibel und p - q.Dann haben p und q nur
endlich viele gemeinsameNullstellen.
(ii) Jedes irreduzible p ∈ R[x, y] hat nur endlich viele singuläre Nullstellen.
(iii) Ist a ∈ R2 eine reguläre Nullstelle von p ∈ R[x, y], so nimmt p in jeder Umgebung
von a sowohl positive als auch negativeWerte an.

Beweis. (i) Wir betrachten p ∈ R(x)[y] als Polynom in y über dem Körper R(x).
Dann ist p entweder invertierbar (wenn es Grad 0 in y hat), oder es ist nach dem
Lemma von Gauß auch irreduzibel inR(x)[y], und teilt q auch dort nicht. In bei-
den Fällen ist (p, q) = 1 in R(x)[y], denn nichttriviale Primideale sind maximal
in Polynomringen über Körpern. Es gibt also eine Gleichung

1 = fp+ gq

mit f, g ∈ R(x)[y]. NachMultiplikation mit demHauptnenner ergibt sich

b = cp+ dq

mit 0 6= b ∈ R[x], c, d ∈ R[x, y]. Für jede gemeinsame Nullstelle a = (a1, a2)
von p und q ist also a1 eine Nullstelle von b, und dafür gibt es nur endlich viele
Möglichkeiten. Aus Symmetriegründen gilt dasselbe für a2.
(ii) Es ist o.B.d.A. ∂xp 6= 0, also p - ∂xp aus Gradgründen. Eine singuläre Null-
stelle ist eine gemeinsame Nullstelle von p, ∂xp.Die Aussage folgt also aus (i).
(iii) Ist o.B.d.A. a = (0, 0) eine reguläreNullstelle von p, so hat p keinen konstan-
ten Term, und der lineare Term von p ist p1 = (∂xp)(a) ·x+ (∂yp)(a) · y. In einer
kleinen Umgebung der Null bestimmt aber der lineare Teil von p das Verhalten,
und es ist

p(λ · (∂xp(a), ∂yp(a)) = λ · (∂xp(a)2 + ∂yp(a)2︸ ︷︷ ︸
>0

) + Terme höherer Ordnung.

In Normalenrichtung ist p also nahe a positiv, in Gegenrichtung negativ.

Ab jetzt stellenwir an unsere semialgebraischenMengen eine gewisse (nicht sehr
starke) Regularitätsbedingung. Wir betrachten nur noch irreduzible Polynome
p1, . . . , pr ∈ R[x, y] für dieW = WR(p1, . . . , pr) die Bedingung

W = int(W)

erfüllt.W muss der Abschluss seines Inneren sein, darf also keine eindimensio-
nalen Stücke enthalten. Imnächsten Lemma verwendenwir, dassR[x, y] ein fak-
torieller Ring ist, also eindeutige Primfaktorzerlegungen erlaubt.
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Lemma 8.4.3. Schreibe 0 6= p ∈ R[x, y] also Produkt

p = q · p̄ · h2,

wobei p̄ ein Produkt der pi und q quadratfrei ist, mit pi - q für alle i. Dann gilt

p ≥ 0 aufW ⇔ q ≥ 0 aufW.

Beweis. ”⇐” ist klar. Für ”⇒” sei angenommen q nicht nichtnegativ aufW . Dann
gibt es eine offene Kreisscheibe U ⊆ W mit q < 0 auf U . Hier verwenden wir
W = int(W).Es gibt nun einen Punkt a ∈ U mit (p̄h2)(a) 6= 0.An diesemPunkt
ist p dann negativ, einWiderspruch.

Offensichtlich folgt aus q ∈ T (p1, . . . , pr) schon p ∈ T (p1, . . . , pr). Im folgenden
könnenwir uns also auf quadratfreie Polynome beschränken, die von keinemder
pi geteilt werden.

Lemma 8.4.4. Sei 0 6= p ∈ R[x, y] quadratfrei, und pi - p für alle i. Falls p ≥ 0 aufW
ist, hat p inW nur endlich viele Nullstellen.

Beweis. Angenommen p hat unendlich viele Nullstellen inW . Dann gibt es einen
irreduziblen Faktor q von p, der auch unendlich viele Nullstellen inW hat (und q
taucht aufgrund der Quadratfreiheit nur einfach in p auf). Insbesondere muss q
eine reguläre Nullstelle a ∈ W haben, die gleichzeitig keine Nullstelle eines der
pi und eines anderen irreduziblen Faktors von p ist. Das folgt aus Lemma 8.4.2 (i)
und (ii). Inbesondere gilt pi(a) > 0 für alle i, und a liegt also im Inneren vonW .
Da q nach Lemma 8.4.2 (iii) in jeder Umgebung von a das Vorzeichen wechselt,
die anderen irreduziblen Faktoren von p das aber nicht tun, wechselt auch p sein
Vorzeichen inW . Das ist einWiderspruch.

Wir beschäftigen uns als nächstes mit Potenzreihen in zwei Variablen.

Satz 8.4.5. Seien p, p1, p2 ∈ R[x, y] so dass p1 und p2 am Ursprung mit linear unab-
hängigen Tangentenrichtungen verschwinden. Sei weiterU ⊆ R2 eine offene Umgebung
des Ursprungs.
(i) Ist p ≥ 0 aufU , so ist p eine Quadratsumme inR[[x, y]].
(ii) Istp ≥ 0aufU∩{p1 ≥ 0}, so liegtp in der vonp1 erzeugtenPräordnung inR[[x, y]].
(iii) Ist p ≥ 0 auf U ∩ {p1 ≥ 0, p2 ≥ 0}, so liegt p in der von p1 und p2 erzeugten
Präordnung vonR[[x, y]].
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Beweis. In allen drei Fällen impliziert die geometrische Nichtnegativität, dass p
in jeder Anordnung vonR[[x, y]] liegt, die die entsprechenden Gleichungen ent-
hält; also in Fall (i) in jeder Anordnung, in Fall (ii) in jeder Anordnung die p1 ent-
hält, und in Fall (iii) in jeder Anordnung, die p1 und p2 enthält. Das folgt aus dem
Transferprinzip (Übungsaufgabe 61).
Ist beispielsweise (∂xp1) (0, 0) 6= 0, so istR[[x, y]] = R[[p1, y]].Ebenso istR[[x, y]] =
R[[p1, p2]] (Übungsaufgabe 62). Wir können also p1 = x und p2 = y annehmen.
Man kann nun zeigen, dass der Durchschnitt aller Anordnungen von R[[x, y]]
die Quadratsummen ergibt. Genauer reicht es für ein Element in R[[x, y]] be-
reits aus, in jederAnordnungdesQuotientenkörpersQuot(R[[x, y]]) = R((x, y))
zu liegen, um inR[[x, y]] eine Quadratsumme zu sein. Wir führen diesen relativ
komplizierten Beweis hier nicht, man kann ihn aber in [4] nachlesen.
Aussage (i) ist damit bewiesen. Die anderen beiden Aussagen kann man darauf
reduzieren. Dazu betrachten wir den Körper K := R((x, y))[

√
x]. Jede Anord-

nungaufK induziert eineAnordnungaufR((x, y)), diex enthält. Somit ist in (ii)
das Polynom p in jeder Anordnung vonK enthalten.K kann abermitR((

√
x, y))

identifiziertwerden,undalso istpeineQuadratsumme inR[[
√
x, y]] = R[[x, y]][

√
x].

Schreibt man p =
∑

i q
2
i mit qi = qi1 + qi2

√
xmit qi1, qi2 ∈ R[[x, y]], sieht man,

dass
p =

∑
i

q2
i1 + q2

i2x

gelten muss, und also liegt p in der von x erzeugten Präordnung. Der Fall (iii)
geht analog.

Nun können wir den Hauptsatz dieses Kapitels formulieren:

Satz8.4.6. Seienp1, . . . , pr ∈ R[x, y] irreduzibelmitW = WR(p1, . . . , pr)beschränkt.
Für jeden Randpunkt a vonW gelte eine der beiden Aussagen:

(i) a ist reguläre Nullstelle eines pi, undW ist in einer Umgebung von a schon allein
durch die Gleichung pi ≥ 0 definiert.

(ii) a ist reguläre Nullstelle von pi und pj , die an a linear unabhängige Tangentenrich-
tungen haben, undW ist in einer Umgebung vona schon allein durch die Gleichun-
gen pi ≥ 0, pj ≥ 0 definiert.

Dann ist die PräordnungT = T (p1, . . . , pr) saturiert.

Beweis. Die Bedingungen implizieren W = int(W). Wenn wir zeigen wollen,
dass T jedes aufW nichtnegative Polynom p enthält, können wir also nach Lem-
ma 8.4.3 und Lemma 8.4.4 annehmen, dass p nur endlich viele Nullstellen inW
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hat.Wir könnenalsoSatz 8.3.1 anwenden, undmüssennur zeigen, dassp für jede
Nullstelle a in der von den pi in R̂[x, y]a erzeugten Präordnung liegt.Wir nehmen
dabei o.B.d.Aa = (0, 0) an.Dann ist R̂[x, y]a = R[[x, y]].DieAussage folgt damit
unmittelbar aus Satz 8.4.5.

Beispiel 8.4.7. (i) Sei p1 = 1−x2−y2.Dann istWR(p1) die Einheitskreisscheibe,
und jeder Randpunkt erfüllt Bedingung (i) aus Satz 8.4.6. Also ist die Präordnung
T (p1) saturiert, d.h. jedes auf der Kreisscheibe nichtnegative Polynom p ist von
der Gestalt

p = σ0 + σ1(1− x2 − y2)

(vergleiche Beispiel 4.2.4(i)). Die gleiche Aussage stimmt offensichtlich, wennW
beschränkt und durch irgendeine irreduzible Gleichung p1 ≥ 0 definiert ist, und
jeder Randpunkt vonW eine reguläre Nullstelle von p1 ist.
(ii) Sei das Quadrat [0, 1]2 ⊆ R2 definiert durch die Polynome x, 1 − x, y, 1 − y.
An jeder Ecke gilt dann (2) aus Satz 8.4.6, an den Seiten gilt (1). Also ist T (x, 1 −
x, y, 1− y) saturiert. Das gleiche stimmt offensichtlich für beliebige Polytope in
der Ebene.
(iii) Die Bedingungen (i) und (ii) können im Allgemeinen nicht abgeschwächt
werden. Man betrachte etwa p1 = x3 − y2 und p2 = 1− x.

Es gilt x ≥ 0 auf WR(p1, p2), aber x /∈ T (p1, p2). Der Ursprung ist hier kein
glatter Punkt von p1. 4
Satz 8.4.6 setzt die Beschränktheit derMengeW voraus. Es gibt in der Ebene im
Prinzip nur ein einziges bekanntes Beispiel mit nicht-beschränkter Menge und
saturierter Präordnung.

Beispiel 8.4.8. Sei p1 = 1 − x2 ∈ R[x, y] wie in Beispiel 7.1.13. Die MengeW
ist ein senkrechter Streifen. Bisher wissen wir nur, dass T (p1) die Momentenei-
genschaft (SMP) hat. Marshall hat aber gezeigt, dass T (p1) sogar saturiert ist.
Der Beweis ist sehr technisch und völlig an dieses eine Beispiel angepasst. Es ist
unklar, ob es noch signifikant mehr nicht-kompakte saturierte Beispiele in der
Ebene gibt. 4
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Kapitel 9

Nicht-kommutative reelle
algebraische Geometrie

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit einem Teilgebiet der reellen alge-
braischen Geometrie, das noch ziemlich neu und erst relativ wenig entwickelt
ist: der nicht-kommutativen reellen algebraischen Geometrie. Dabei betrachtet
man nicht-kommutative Ringe und Algebren und versucht dort Positivstellen-
sätze zu beweisen. Man lässt sich dabei von den wichtigsten Beispielen solcher
Algebren leiten: Matrixalgebren oder allgemeiner Algebren von Operatoren auf
Hilberträumen.
Dabei treten neue Schwierigkeiten auf. Zum Beispiel muss man sich überlegen,
was man unter Positivität überhaupt verstehen will. Nicht-kommutative Alge-
brenbestehenebennicht ausPolynomenoder reellwertigenFunktionen.Einwei-
teres Problem ist, dass Produkte von positiven Elementen nicht unbedingt wie-
der positiv sind, man also über Präordnungen gar nicht sprechen kann. Einige
solcher Fragen und Ergebnisse wollen wir hier besprechen.

9.1 Beispiele:MatrizenundOperatorenaufHilberträum-
en

Zunächst betrachtenwir zwei Klassen von Beispielen, von denenwir uns imwei-
teren leiten lassen.

129
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Matrixalgebren

Sei d ∈ N undMd(C) die Menge der d × d-Matrizen über C. Die MengeMd(C)
trägt die Struktur einer C-Algebra mit multiplikativ neutralem Element Id, die
fürd ≥ 2nichtmehr kommutativ ist. ImKontext vonPositivität habenwir bisher
meistens R als Konstantenkörper gewählt. Da wir im nicht-kommutativen im-
mer eine Involution verwenden, können wir hier aber zuC übergehen, was man-
che Schritte einfachermacht. Die Involution ist hier das Konjugieren und Trans-
ponieren einer Matrix, d.h. fürM = (mij)i,j=1,...,d setzen wir

M∗ = (mji)i,j=1,...,d .

Die Involution ist einkonjugiert-linearer selbstinverserAntiautomorphismus,d.h.
sie erfüllt

(λM + γN)∗ = λM∗ + γN∗, (M∗)∗ = M und (MN)∗ = N∗M∗

für alle MatrizenM,N ∈ Md(C) und λ, γ ∈ C. Einen Fixpunkt der Involution,
also eine Matrix mit M∗ = M, nennt man hermitesche Matrix, und die Menge
dieser Elemente bildet einenR-Untervektorraum vonMd(C), nicht jedoch einen
C-Unterraum:

Herd(C) = Md(C)h = {M ∈ Md(C) |M∗ = M} .

Es istHerd(C) für d ≥ 2 auch keineUnteralgebra, also nicht abgeschlossen unter
Multiplikation.
Wirkennenbereits einenBegriff vonPositivität (sieheDefinition2.2.4undLemma
2.2.3), der auch für komplexe Matrizen sinnvoll ist. Eine MatrixM ∈ Herd(C)
heißt positiv semidefinit, falls

v∗Mv ≥ 0 für alle v ∈ Cd

gilt. Dabei ist v∗ der konjugiert-transponierte Vektor zu v ∈ Cd.Man beachte,
dass wir Positivität nur für hermitescheMatrizen definieren (sowie wir es früher
auch nur für symmetrischen reelle Matrizen getan haben). Das ist auch sinnvoll,
da die Zahl v∗Mv sonst im Allgemeinen gar nicht reell ist, und von Positivität
dann gar nicht gesprochen werden kann. Positivität spielt sich also im Raum der her-
miteschenElemente derAlgebraab. Es kannhier nunpassieren, dass einProdukt von
positiven Elementen gar nicht wieder hermitesch und nicht wieder positiv ist:(

1 0
0 2

)
·
(

1 1
1 1

)
=

(
1 1
2 2

)
.
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Abgesehen davon, dass das Produkt nicht hermitesch ist, ist beispielsweise

(
−3

2
1
)( 1 1

2 2

)(
−3

2

1

)
< 0.

DerBegriff einerPräordnung ist deshalb imnicht-kommutativennicht ohnewei-
teres definierbar.
Die Aussage von Lemma 2.2.3, angepasst an das hermitesche Setup, stimmt aber
genauso. Die wichtigste Aussage ist, dassM genau dann positiv semidefinit ist,
wenn es eine Darstellung

M = S∗S

für eine (sogar hermitesche und positiv semidefinite) Matrix S ∈ Md(C) gibt.
Man diagonalisiert dafür einfach U∗MU = Dmit einer unitären Matrix U und
setzt S = U

√
DU∗.Dieses S wird auch mit

√
M bezeichnet. Man erhält S auch

als Limes pn(M) fürn→∞ von polynomialenAusdrücken inM . Dabeimüssen die
pn(t) ∈ R[t] so gewählt sein, dass sie dieWurzelfunktion auf dem Spektrum von
M approximieren. Wählt man die pn so, dass sie die Wurzelfunktion auf immer
größeren Intervallen immer besser approximieren, funktioniert diese Folge also
für alleM simultan.
Insgesamthabenwirhier einensehr schönenPositivstellensatz:M ist genaudann
positiv semidefinit, wennM inMd(C) einQuadrat ist, genauer ein hermitesches
Quadrat. Im nicht-kommutativen Setup werden Quadrate und Quadratsummen immer
mithilfe der Involutiongebildet,wirbetrachtenalso immerhermitescheQuadrateundQua-
dratsummen. Normale Quadrate der GestaltQ ·Q liefern imAllgemeinen nämlich
keine positivenMatrizen, wie man bereits im 1× 1-Fall sieht: i · i = −1.

Wir beenden dieses Beispiel mit zwei interessanten Sätzen überMatrixalgebren:

Satz 9.1.1. Md(C) ist eine zentral-einfache Algebra, d.h. sie besitzt keine nichttrivialen
beidseitigen Ideale, und das Zentrum besteht nur ausC · Id.

Beweis. Sei 0 6= M ∈ Md(C).Wir zeigendass für das vonM erzeugte beidseitige
Ideal gilt

〈M〉 = Md(C).

SeiEij dieMatrixmit einer 1 an der (i, j)-Position, undNullen überall sonst. Die
Eij spannenMd(C) alsC-Vektorraum auf, also genügt es

Eij ∈ 〈M〉
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für alle i, j zu zeigen. Aufgrund der Gleichung

EkiEijEjl = Ekl

genügt es aber, das für eineMatrixEij zu zeigen. Falls der Eintrag vonM an einer
Stelle (i, j) geradem 6= 0 ist, so gilt

Eij = m−1 · EiiMEjj ∈ 〈M〉.

Falls nunM im Zentrum von Md(C) liegt, also mit allen Matrizen kommutiert,
sieht man an den Gleichungen

EijM = MEij

bereits leicht, dassM diagonal mit identischen Diagonaleinträgen ist.

Im nächsten Satz untersuchen wir Unteralgebren von Matrixalgebren. Sei dazu
A ⊆ Md(C) eine ∗-Unteralgebra, d.h.mitM gehöre auchM∗ zuA. FallsA einen
echten invarianten Unterraum besitzt, d.h. ein

{0} ( V ( Cd

mitMV ⊆ V für alleM ∈ A, so ist auch V ⊥ ein solcher invarianter Unterraum.
Dafür verwendet man, dass A abgeschlossen unter ∗ ist. Nach einem unitären
Basiswechsel haben alle Matrizen inA Blockgestalt, d.h.A ist eine Unteralgebra
von einer Algebra Md1(C) ⊕ Md2(C) mit 1 ≤ d1, d2 und d1 + d2 = d, und wir
sind in einer einfacheren Situation. Falls es keinen invarianten Unterraum gibt,
giltA = Md(C):

Satz 9.1.2 (Satz von Burnside). Falls dieUnteralgebraA ⊆ Md(C) keinen nichttrivia-
len invarianten Unterraum besitzt, giltA = Md(C).

Beweis. A operiert transitiv aufCd: für jedes 0 6= v ∈ Cd ist ja

{0} ( {Mv |M ∈ A}

ein invarianter Unterraum, stimmt also mit Cd überein. Wir zeigen zunächst,
dassA eine Matrix von Rang 1 enthält. Sei dazu 0 6= P ∈ A. Falls rang(P ) ≥ 2
ist, wähle v1, v2 ∈ Cd mit Pv1, Pv2 linear unabhängig. Wähle dannM ∈ Amit
MPv1 = v2. Dann sind also PMPv1 und Pv1 linear unabhängig und PMP −
λP 6= 0 gilt also für alle λ ∈ C. Es gibt aber ein λ0 für welches PM − λ0Id auf
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demRaumPCd nicht invertierbar ist, dennC ist algebraisch abgeschlossen, und
jede lineare Abbildung besitzt also einen Eigenwert (hier sehen wir warum wir
lieber überC als überR arbeiten). Also hat

(PM − λ0Id)P

einen echt kleinerenRang alsP , ist aber nichtNull. Iterativ erhaltenwir also eine
MatrixQ vom Rang 1 inA.
Jede andereMatrix vomRang1 liegt dannebenso inA.Dafür benötigtmannoch-
mal die Transitivität vonA aufCd (Übungsaufgabe 63). Da jedeMatrix eine Sum-
me vonMatrizen von Rang 1 ist, folgtA = Md(C).

Beispiel 9.1.3. Sei A ⊆ Md(C) eine kommutative ∗-Unteralgebra. Durch iterati-
ves Anwenden von Satz 9.1.2 und der davor beschriebenen Reduktionsmethode
erreichen wir

A ⊆ Md1(C)⊕ · · · ⊕Mdr(C)

mit d1 + · · · + dr = d, und die Projektion auf jeden di-Block ist auf A bereits
surjektiv. Andererseits kommutieren die Elemente vonAmiteinander, und mit
Satz 9.1.1 folgt daraus di = 1 für alle i. Die AlgebraA besteht also nur aus Diagonal-
matrizen (nach unitärer Konjugation). 4

Operatoren aufHilberträumen

Das zweite wichtige Beispiel sind Algebren von Operatoren auf Hilberträumen,
also eine Verallgemeinerung vonMatrixalgebren. SeiH ein Hilbertraum überC.
Eine lineare Abbildung

T : H → H

(auchOperator genannt) ist genau dann stetig wenn sie beschränkt ist, d.h. wenn

‖Tv‖ ≤ C‖v‖

für ein C ≥ 0 und alle v ∈ H gilt. Das kleinste solche C heißt Operatornorm von
T , und wird mit ‖T‖op bezeichnet. Die Menge aller stetigen Operatoren auf H
wird mit

B(H)

bezeichnet. Die Menge B(H) trägt einerseits die Struktur eines Banachraums
(bezüglich der Operatornorm), ist andererseits aber auch eine Algebra mit In-
volution. Die Multiplikation ist die Hintereinanderausführung von Operatoren,
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die Involution besteht aus dem Bilden des adjungierten Operators, der eindeutig
definiert ist durch die Bedingung

〈Tv, w〉 = 〈v, T ∗w〉

für alle v, w ∈ H, und der für jedes T in B(H) existiert. Ein Fixpunkt unter der
Involution heißt selbstadjungierterOperator, und wieder ist die Menge

B(H)h := {T ∈ B(H) | T ∗ = T}

aller selbstadjungierten Operatoren einR-Unterraum von B(H).

Beispiel 9.1.4. Es sei

H = `2(Z) =

{
(ai)i∈Z | ai ∈ C,

∑
i

|ai|2 <∞

}

der Hilbertraum der quadratsummierbaren Folgen inC, mit dem Skalarprodukt

〈(ai)i, (bi)i〉 =
∑
i

aibi.

(i) Seim = (mi)i∈Z ∈ `∞(Z) eine beschränkte Folge, d.h. |mi| ≤ C für einC ≥ 0
und alle i. Dann definiert die folgende Vorschrift einen stetigen Multiplikations-
operatorMm aufH, mit ‖Mm‖op ≤ C :

Mm : (ai)i 7→ (miai)i.

Der adjungierteOperatorM∗
m ist gerade dieMultiplikationmit der komplex kon-

jugierten Folgem = (mi)i, und somit istMm genau dann selbstadjungiert, wenn
allemi reell sind.
(ii) Der Shiftoperator S ist definiert durch

S : (ai)i 7→ (ai−1)i.

Er ist normerhaltend, d.h. ‖Sv‖ = ‖v‖ für alle v ∈ H, insbesondere ‖S‖op = 1
und S ∈ B(H). Sein adjungierter Operator ist gerade der Shift in die andere
Richtung

S∗ : (ai)i 7→ (ai+1)i.

Also ist S unitär, aber nicht selbstadjungiert. 4
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Ein selbstadjungierter Operator T ∈ B(H)h heißt positiv semidefinit, wenn

〈Tv, v〉 ≥ 0 ∀v ∈ H

gilt. Der Begriff ist also eine direkte Verallgemeinerung des Positivitätsbegriffs
für Matrizen. Auch hier benötigen wir die Selbstadjungiertheit, damit der Wert
〈Tv, v〉 überhaupt reell ist:

〈Tv, v〉 = 〈v, Tv〉 = 〈T ∗v, v〉 = 〈Tv, v〉.

Die Spektraltheorie und das Funktionalkalkül für selbstadjungierte Operatoren
in Hilberträumen liefert nun ein genaues Analog zum Positivstellensatz für Ma-
trizen: Ein selbstadjungierter Operator T ∈ B(H)h ist genau dann positiv semi-
definit, wenn

T = S∗S für ein S ∈ B(H)

gilt.

Beispiel 9.1.5. DerMultiplikationsoperatorMm aus Beispiel 9.1.4 (i)mit einer re-
ellen Folgem = (mi)i ist selbstadjungiert, und genau dann positiv semidefinit,
wenn allemi ≥ 0 sind. In diesem Fall liefert der MultiplikationsoperatorM√m
mit
√
m = (

√
mi)i eine Quadratzerlegung vonMm. 4

Vereinzelt ist es auch nötig, unbeschränkte, d.h. nicht-stetige Operatoren zu be-
trachten. Dazumuss der zugrundeliegende Raum auch nicht unbedingt ein Hil-
bertraum sein. Sei alsoD einC-Vektorraummit Skalarprodukt (nicht unbedingt
vollständig). Dann bezeichnen wir mit

L(D)

dieMenge der linearen AbbildungenT : D → D, diesmal ohne Stetigkeitsbedin-
gung. Sie bilden wieder eine Algebra. Ist T ∈ L(D) stetig aufD, so kannman T
eindeutig linear auf die VervollständigungH vonD fortsetzen, d.h. man kann T
als Element von B(H) auffassen (siehe Aufgabe 68 für eine allgemeinere Aussa-
ge).
DadieDefinitiondesadjungiertenOperators inL(D)nichtohneweiteresmöglich
ist, halten wir nur folgendes fest: Ein Operator T ∈ L(D) heißt selbstadjungiert
falls

〈Tv, w〉 = 〈v, Tw〉
für alle v, w ∈ D gilt, undein selbstadjungierterOperator heißt positiv semidefinit,
falls

〈Tv, v〉 ≥ 0

für alle v ∈ D gilt.
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9.2 ∗-Algebren undDarstellungen
Wir betrachten nun allgemeine ∗-Algebren und deren Darstellungen. Nach wie
vor besitze jede Algebra ein multiplikativ neutrales Element 1, und Algebraho-
momorphismen bilden 1 auf 1 ab.

Definition 9.2.1. (i) Eine ∗-Algebra ist eine (nicht notwendigerweise kommutati-
ve)C-AlgebraA, auf der eine Involution ∗ existiert, d.h. es gelte

(λa+ γb)∗ = λa∗ + γb∗, (a∗)∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗

für alle a, b ∈ A, λ, γ ∈ C.
(ii) Für eine ∗-AlgebraA heißt derR-Unterraum

Ah := {a ∈ A | a∗ = a}

Unterraum der hermiteschen Elemente.
(iii) Mit ∑

A2 =

{
m∑
i=1

a∗i ai | m ∈ N, ai ∈ A

}
wird dieMenge der hermiteschenQuadratsummen bezeichnet. Es ist

∑
A2 ein kon-

vexer Kegel inAh,mit
a∗ ·

∑
A2 · a ⊆

∑
A2

für alle a ∈ A.
(iv) Ein ∗-Algebrahomomorphismus ist ein Algebrahomomorphismus

π : A → B

zwischen ∗-Algebren, der π(a∗) = π(a)∗ für alle a ∈ A erfüllt.
(v) Eine (beschränkte) ∗-Darstellung vonA ist ein ∗-Algebrahomomorphismus

π : A → B(H)

für einenHilbertraumH.EineDarstellungheißt endlich-dimensional, fallsH endlich-
dimensional ist. NachWahl einer Basis erhält man dabei also

π : A → Md(C).

(vi) Eine unbeschränkte ∗-Darstellung ist ein Algebrahomomorphismus

π : A → L(D)
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für einen VektorraumDmit Skalarprodukt, der zusätzlich

〈π(a)v, w〉 = 〈v, π(a∗)w〉

für alle v, w ∈ D und alle a ∈ A erfüllt.
(vii) Ein Zustand aufA ist einC-lineares Funktional ϕ : A → C, das

ϕ(1) = 1 und ϕ(a∗a) ≥ 0

für alle a ∈ A erfüllt. Oft wird noch zusätzlich ϕ(a∗) = ϕ(a) gefordert, das folgt
aber bereits aus der Positivität auf den Quadraten. (Übungsaufgabe 64). Insbe-
sondere ist ϕ : Ah → R einR-lineares Funktional. 4

Beispiel 9.2.2. (i) Sei A eine kommutative ∗-Algebra und π : A → Md(C) ei-
ne endlich-dimensionale ∗-Darstellung. Laut Beispiel 9.1.3 könnenwir nach uni-
tärer Konjugation annehmen, dass π : A → M1(C) ⊕ · · · ⊕ M1(C) gilt, d.h. π
besteht aus einem d-Tupel von ∗-Algebrahomomorphismen ϕi : A → C.
(ii) SeiA = C[x1, . . . , xn]mit der Involution, die die Koeffizienten komplex kon-
jugiert und die Variablen invariant lässt. Es gilt

C[x1, . . . , xn]h = R[x1, . . . , xn] und
∑

C[x1, . . . , xn]2 =
∑

R[x1, . . . , xn]2.

Die endlich-dimensionalen ∗-Darstellungen vonC[x1, . . . , xn] sind (nach Basis-
wechsel) direkte Summen von Einsetzungen von Punkten ausRn. 4

Bemerkung9.2.3. (i) Seia ∈
∑
A2 undseiπ eine (beschränkteoderunbeschränk-

te) ∗-Darstellung von A. Dann ist π(a) positiv semidefinit. Falls nämlich a =∑
i a
∗
i ai ist, gilt

〈π(a)v, v〉 =
∑
i

〈π(a∗i )π(ai)v, v〉 =
∑
i

〈π(ai)v, π(ai)v〉 =
∑
i

‖π(ai)v‖2 ≥ 0.

(ii) Jede (beschränkte oder unbeschränkte) ∗-Darstellungπ vonA liefert viele Zu-
stände ϕ aufA. Für v ∈ H (bzw. v ∈ D) mit ‖v‖ = 1 setzt man

ϕ(a) := 〈π(a)v, v〉

und rechnet die Eigenschaften direkt nach. 4
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DiewichtigeKonstruktionvonGelfand,NeumarkundSegal, auchGNS-Konstruktion
genannt, liefert eine Umkehrung zur letzten Bemerkung. Man startet mit einem
Zustand ϕ : A → C und konstruiert dazu eine Darstellung

πϕ : A → L(D)

und einen Vektor v ∈ D, mit ϕ(a) = 〈πϕ(a)v, v〉 für alle a ∈ A.Wir beweisen
dafür zunächst zwei Lemmas.

Lemma 9.2.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Sei ϕ : A → C ein Zustand. Dann
gilt für alle a, b ∈ A:

|ϕ(b∗a)|2 ≤ ϕ(b∗b)ϕ(a∗a).

Beweis. Die hermitesche Matrix

M :=

(
ϕ(a∗a) ϕ(a∗b)
ϕ(b∗a) ϕ(b∗b)

)
∈ Her2(C)

ist positiv semidefinit. Mit v = (v1, v2)t ∈ C2 gilt nämlich

v∗Mv = ϕ ((v1a+ v2b)
∗(v1a+ v2b)) ≥ 0.

Damit hatM eine nichtnegative Determinante, und die ist gerade

det(M) = ϕ(a∗a)ϕ(b∗b)− ϕ(a∗b)ϕ(b∗a) = ϕ(a∗a)ϕ(b∗b)− |ϕ(b∗a)|2.

Daraus folgt die Behauptung.

Lemma 9.2.5. Seiϕ : A → C ein Zustand. Dann ist

Nϕ := {a ∈ A | ϕ(a∗a) = 0}

ein (echtes) Linksideal inA.

Beweis. Übungsaufgabe 65.

Die GNS-Konstruktion funktioniert nun wie folgt. Dabei sind alle nicht bewie-
senen Aussagen Übungsaufgabe 66. Sei ϕ ein Zustand aufA. Zunächst versieht
man denC-VektorraumAmit einer Sesquilinearform

〈a, b〉ϕ := ϕ(b∗a),
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die offensichtlich positiv semidefinit ist, i.e. 〈a, a〉ϕ ≥ 0 erfüllt. Um 〈·, ·〉ϕ positiv
definit, d.h. zu einem Skalarprodukt zumachen,mussman nochNϕ ausdividie-
ren: auf demC-Vektorraum

D := A/Nϕ

ist 〈·, ·〉ϕ einwohldefiniertesSkalarprodukt.DaNϕ einLinksideal ist, ist aufDdie
Multiplikation von links mit Elementen von A wohldefiniert., d.h. jedes a ∈ A
definiert einen linearen Operator

ma : D → D; d 7→ ad.

Auf dieseWeise erhält man eine ∗-Darstellung

πϕ : A → L(D)

a 7→ ma

vonA.Wählt man als v ∈ D gerade die Restklasse der 1, so gilt ‖v‖ϕ = 1 und

〈πϕ(a)v, v〉ϕ = ϕ(1∗ · a · 1) = ϕ(a)

für alle a ∈ A. Das ist genau die oben aufgestellte Behauptung.

UmPositivstellensätze für ∗-Algebren beweisen zu können,müssenwir noch Po-
sitivität definieren. Das macht man gewöhnlich über Darstellungen:

Definition9.2.6. SeiA eine∗-AlgebraundF eineKlasse von∗-Darstellungenvon
A. Ein Element a ∈ Ah heißt F -nichtnegativ, falls π(a) ein positiv semidefiniter
Operator für jedes π ∈ F ist. 4

Bemerkung 9.2.7. Eine hermitesche Quadratsumme ausA ist nach Bemerkung
9.2.3 (i)F-nichtnegativ für jede KlasseF von Darstellungen. 4

Beispiel 9.2.8. Sei A = C[x1, . . . , xn] mit der bekannten Involution. Sei F die
Menge der endlich-dimensionalen ∗-Darstellungen von A. Nach Beispiel 9.2.2
(ii) ist ein Polynom p ∈ R[x1, . . . , xn] genau dann F-nichtnegativ, wenn es als
Polynom global nichtnegativ auf Rn ist. Dafür genügt es bereits, die eindimen-
sionalen ∗-Darstellungen zu betrachten. 4

Wir definieren schließlich(∑
A2
)∨∨

= {a ∈ Ah | ϕ(a) ≥ 0 für alle Zustände ϕ aufA}
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genauso wie früher für Quadratsummen inR[x] (die Zusatzbedingungϕ(1) = 1
fürZustände ändert dieDefinitionnicht, sieheÜbungsaufgabe 67).Wiederum ist
das gerade der Abschluss von

∑
A2 in der feinsten lokalkonvexen Topologie auf

dem R-Vektorraum Ah. Der folgende Satz ist ein allgemeiner Positivstellensatz
für ∗-Algebren.

Satz 9.2.9. SeiA eine∗-AlgebraundF dieKlasse aller∗-Darstellungen (beschränkte und
unbeschränkte) vonA. Dann gilt für a ∈ Ah

a istF -nichtnegativ ⇔ a ∈
(∑

A2
)∨∨

Beweis. ”⇐”: Sei π : A → L(D) eine ∗-Darstellung und v ∈ D mit ‖v‖ = 1.
Dann ist

b 7→ 〈π(b)v, v〉

ein Zustand auf A. Nach Voraussetzung gilt also 〈π(a)v, v〉 ≥ 0, und also ist a
F-nichtnegativ.
Für ”⇒” seiϕ : A → C ein Zustand.Mit der GNS-Konstruktion erhaltenwir eine
∗-Darstellung

πϕ : A → L(D)

und ein v ∈ Dmit ϕ(a) = 〈πϕ(a)v, v〉ϕ.Wegen πϕ ∈ F gilt also ϕ(a) ≥ 0.

Bemerkung9.2.10. ImBeweis von Satz 9.2.9 siehtman, dassmanF als dieMen-
ge aller ∗-Darstellungen wählen kann, in denen

dim(D) ≤ dim(A)

gilt. Die Darstellung πϕ liefert ja alsD gerade einen Quotienten vonA. 4

Beispiel 9.2.11. FürC[x] haben wir in Beispiel 7.2.7 (i) schon(∑
C[x]2

)∨∨
=
(∑

R[x]2
)∨∨

=
∑

R[x]2

gesehen. Also ist p ∈ R[x] genau dann eineQuadratsumme,wenn p bei jeder (be-
schränkten und unbeschränkten) ∗-Darstellung vonC[x] positiv semidefinit ist.
Die Positivität in allen endlich-dimensionalen Darstellungen reicht dabei im All-
gemeinen nicht aus, denn sie ist nachBeispiel 9.2.8 nur äquivalent zur Positivität
von p auf demRn. 4
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Definition 9.2.12. Wir nennen
∑
A2 archimedisch, wenn für jedes a ∈ Ah ein

r > 0 existiert mit
r − a ∈

∑
A2.

Nach Teilung durch r ist das offensichtlich äquivalent zu

1− εa ∈
∑
A2,

d.h. dazu dass 1 ein algebraisch innerer Punkt von
∑
A2 imR-VektorraumAh ist,

man also von 1 ein Stück in jedeRichtung laufen kann, ohne dieQuadratsummen
zu verlassen. 4

Der folgende Satz ist ein archimedischer Positivstellensatz für ∗-Algebren. Man
kann dabei die Voraussetzungen von Satz 9.2.9 abschwächen und erhält zusätz-
lich ein stärkeres Ergebnis:

Satz 9.2.13. SeiA eine ∗-Algebra in der
∑
A2 archimedisch ist, und seiF die Klasse der

beschränkten ∗-Darstellungen vonA. Dann gilt für a ∈ Ah

a istF -nichtnegativ ⇔ a+ ε ∈
∑
A2 ∀ε > 0.

Beweis. ”⇐” folgt aus Satz 9.2.9, bzw. wird genauso bewiesen. Für ”⇒” reicht es
zu zeigen, dass a ∈ (

∑
A2)

∨∨ gilt. Da 1 ein innerer Punkt von
∑
A2 ist folgt

daraus dann nämlich a+ ε ∈
∑
A2 für alle ε > 0, nach einer bekannten Version

des Satzes von Hahn-Banach.
Daswiederumgeht wie imBeweis von Satz 9.2.9.Wirmüssen uns nur überlegen
dass Zustände aufA in der GNS-Konstruktion hier beschränkteDarstellungen lie-
fern. Sei alsoϕ ein Zustand aufA undπϕ die dazu konstruierte GNS-Darstellung
aufD = A/Nϕ. Für a ∈ A gibt es ein r > 0mit r − a∗a ∈

∑
A2, aufgrund der

Archimedizität. Jeder Vektor v ∈ D ist nun die Restklasse eines b ∈ A, und es
gilt

b∗(r − a∗a)b = rb∗b− b∗a∗ab ∈
∑
A2.

Damit erhält man

‖πϕ(a)v‖2
ϕ = 〈πϕ(a)v, πϕ(a)v〉ϕ = ϕ(b∗a∗ab) ≤ ϕ(rb∗b) = r〈b, b〉ϕ = r‖v‖2

ϕ,

wobei die Ungleichung daraus folgt, dass ϕ auf
∑
A2 nichtnegativ ist. Also ist

πϕ(a) ein beschränkter Operator aufD (mit Operatornorm≤
√
r, die nicht mal
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von ϕ abhängt), und setzt sich eindeutig linear und stetig fort auf die Vervoll-
ständigungH. Es kann also

πϕ : A → B(H)

als beschränkte ∗-Darstellung aufgefasst werden (siehe Aufgabe 68).

Bemerkung 9.2.14. Auch in Satz 9.2.13 kannman sich auf die Klasse der stetigen
Darstellungen auf HilberträumenH beschränken, die einen dichten Unterraum
D ⊆ Hmit dim(D) ≤ dim(A) enthalten. Im abzählbar-dimensionalen Fall sind
das gerade die separablenHilberträume. 4

Inden folgendenAbschnittenbetrachtenwir spezielle Beispiele vonAlgebren, für
die wir teilweise noch deutlich stärkere Positivstellensätze beweisen können.

9.3 Nicht-kommutative Polynome
In diesem Abschnitt betrachten wir die AlgebraA = C〈z〉 = C〈z1, . . . , zn〉 der
Polynome in nicht-kommutierenden Variablen. A wird auch freie Algebra genannt.
Ein Wort (oder Monom) ω in den Variablen z1, . . . , zn ist ein endliches formales
Produkt

ω = zi1zi2 · · · zik
derVariablen.Die Zahlk nenntmandabeiWortlänge (oderGrad) vonω.DadieVa-
riablen hier nicht kommutieren, sind beispielsweise z1z2 und z2z1 unterschied-
licheWörter. ZweiWörter werden durch das formale Aneinanderhängenmitein-
ander multipliziert, z.B. ist

z1z3 · z2z1 = z1z3z2z1.

BeimMultiplizieren addieren sich dieWortlängen.
Als Vektorraum besitztC〈z〉 = C〈z1, . . . , zn〉 die Menge aller Wörter als Basis:

C〈z〉 =

{∑
ω

cω · ω | cω ∈ C

}
,

wobei die Summen immer endlich sind. Mit C〈z〉d bezeichnen wir den endlich-
dimensionalen Unterraum der von allen Wörtern mit Länge ≤ d aufgespannt
wird.
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Die Multiplikation von Wörtern setzt sich eindeutig zu einer distributiven und
assoziativen Multiplikation auf C〈z〉 fort, und macht es so zu einer Algebra, die
für n ≥ 2 nicht kommutativ ist. Schließlich betrachten wir noch eine Involution,
die aufC〈z〉 eindeutig festgelegt ist durch die Bedingungen

z∗i = zi und λ∗ = λ

für λ ∈ C.Man beachte, dass Involutionen immer die Produktreihenfolge ver-
tauschen, also hier nicht einfach nur auf die Koeffizienten eines Polynoms ange-
wandt werden. Es ist zum Beispiel

(iz1z2)∗ = −iz2z1.

Daraus folgt auch, dass C〈z〉h im Gegensatz zum kommutativen Fall hier nicht
mitR〈z〉übereinstimmt. Beispielsweise z1z2 nicht hermitesch, iz1z2−iz2z1 hin-
gegen schon. Man beachte allerdings dass∑

C〈z〉2 ∩ R〈z〉 =
∑

R〈z〉2

trotzdem gilt.

Proposition 9.3.1. Im reellen VektorraumC〈z〉h gilt∑
C〈z〉2 =

(∑
C〈z〉2

)∨∨
.

Beweis. Das beweist man im wesentlich gleich wie im kommutativen Fall in Ab-
schnitt 7.2 (Übungsaufgabe 69).

Bemerkung 9.3.2. Da die Variablen zi keine Relationen erfüllen (außer z∗i = zi),
sind die ∗-Darstellungen vonC〈z〉 einfach zu beschreiben. Für jedesn-Tupel von
selbstadjungierten Operatoren T1, . . . , Tn ∈ L(D) (bzw. B(H)) erhält man eine
∗-Darstellung

π : C〈z1, . . . , zn〉 → L(D) (bzw. B(H))

p 7→ p(T1, . . . , Tn),

und jede ∗-Darstellung ist von dieser Gestalt. 4

Obwohl die Quadratsummen in C〈z〉 nicht archimedisch sind, gibt es überra-
schenderweise den folgenden starken Positivstellensatz, der im kommutativen
Fall gerade nicht stimmt (vergleiche Beispiel 9.2.11):
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Satz9.3.3 (Satz vonHelton). SeiF dieMengeder endlich-dimensionalen∗-Darstellungen
vonC〈z1, . . . , zn〉.Dann gilt für p ∈ C〈z1, . . . , zn〉h

p istF -nichtnegativ ⇔ p ∈
∑

C〈z1, . . . , zn〉2.

Beweis. Nach Satz 9.2.9 und Proposition 9.3.1 reicht es zu zeigen, dass aus der
Nichtnegativität von p in den endlich-dimensionalen ∗-Darstellungen bereits die
Nichtnegativität in allen ∗-Darstellungen folgt.
Sei alsoD einVektorraummitSkalarproduktundseienT1, . . . , Tn ∈ L(D) selbst-
adjungierte Operatoren.Wir müssen für jeden Vektor v ∈ D zeigen

〈p(T1, . . . , Tn)v, v〉 ≥ 0.

Wähle d ∈ Nmit p ∈ C〈z〉d, d.h. in p kommenhöchstensWörter der Länge d vor.
Nun betrachten wir

H := {q(T1, . . . , Tn)v | q ∈ C〈z〉d} .

Offensichtlich istH ein endlich-dimensionaler Untervektorraum vonDmit v ∈
H. Sei P ∈ L(D) die orthogononale Projektion aufH, d.h. wenn u1, . . . , ur eine
Orthonormalbasis vonH ist, ist

P (w) =
r∑
j=1

〈w, uj〉 · uj

für allew ∈ D. Setze nun

Mi := P ◦ Ti ∈ L(H) = B(H) für i = 1, . . . , n.

Als endlich-dimensionalerRaumistHnämlichautomatischeinHilbertraumund
jede lineare Abbildung ist stetig.
Manüberlegt sichnun leicht dass dieMi aufHwieder selbstadjungiert sind (man
verwendet dabei dass auch P selbstadjungiert ist). Auf diese Weise erhalten wir
eine neue, und diesmal endlich-dimensionale ∗-Darstellung

π : C〈z〉 → B(H)

q 7→ q(M1, . . . ,Mn).

Aufgrund der Definition vonH gilt für ein ProduktMi1 · · ·Mik mit k ≤ d nun

(Mi1 ◦ · · · ◦Mik)v = (Ti1 ◦ · · · ◦ Tik)v.
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SolangemannämlichhöchstensdvielederTi nacheinanderaufv anwendetbleibt
man inH, undmuss deshalb P gar nicht anwenden. Insbesondere gilt

p(M1, . . . ,Mn)v = p(T1, . . . , Tn)v

und damit
〈p(T1, . . . , Tn)v, v〉 = 〈p(M1, . . . ,Mn)v, v〉 ≥ 0,

wobeiwirdieNichtnegativität vonp inallenendlich-dimensionalen∗-Dar-stellungen
verwendet haben.

Bemerkung 9.3.4. (i) In Satz 9.3.3 bedeutet die Bedingung F-nichtnegativ zu
sein gerade

p(M1, . . . ,Mn) � 0

für alle n-Tupel von hermiteschen Matrizen M1, . . . ,Mn ∈ Herd(C) (und alle
d ≥ 1).

(ii) InSatz9.3.3kannmanauchdieDimensionenderDarstellungenbeschränken.
Im Beweis hat der RaumHDimension höchstens

dimC〈z〉d =
nd+1 − 1

n− 1

falls p ∈ C〈z〉d.Manmuss dieNichtnegativität von p also nur aufMatrizendieser
Größe testen.
(iii) Seim ∈ C〈z1, z2〉h eine nicht-kommutative Variante des Motzkinpolynoms
(d.h. macht man die Variablen kommutativ entsteht das bekannte Motzkinpoly-
nom). Man kann zum Beispiel

m =
1

2
z4

1z
2
2 +

1

2
z2

2z
4
1 +

1

2
z2

1z
4
2 +

1

2
z4

2z
2
1 −

3

2
z2

1z
2
2 −

3

2
z2

2z
2
1 + 1

nehmen. Dann gibt es ein 2 ≤ d ≤ 127 undM1,M2 ∈ Herd(C) so dass

m(M1,M2) ∈ Herd(C)

nichtpositiv semidefinit ist.AndernfallswäremnachSatz 9.3.3nämlicheineher-
mitesche Quadratsumme, und nach Kommutativmachung der Variablen wäre
das kommutative Motzkinpolynom ebenfalls eine Quadratsumme. 4
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9.4 Gruppenalgebren
SeiΓeine (multiplikativgeschriebene)GruppemitneutralemElemente.Die (kom-
plexe) GruppenalgebraCΓ besitzt als Vektorraum gerade die Elemente von Γ als
Basis:

CΓ =

{∑
g∈Γ

cg · g | cg ∈ C, nur endlich viele cg 6= 0

}
.

DieMultiplikationaufΓ liefert eineMultiplikationaufdenBasisvektorenvonCΓ,
und damit eine distributive und assoziative Multiplikation aufCΓ :(∑

g

cg · g

)
·

(∑
g

c′g · g

)
=
∑
g

(∑
f ·h=g

cfc
′
h

)
· g.

Auf dieseWeise wirdCΓ zu einer Algebra, die genau dann kommutativ ist, wenn
Γ kommutativ war. Das neutrale Element bezüglich der Multiplikation ist 1 · e.
Wir versehenCΓmit der folgenden Involution:(∑

g

cg · g

)∗
=
∑
g

cg · g−1 =
∑
g

cg−1 · g.

Ein Element
∑

g cg · g ist also genau dann hermitesch, wenn

cg = cg−1

für alle g ∈ Γ gilt.

Beispiel 9.4.1. (i) Sei Γ = Zmit der Addition als Gruppenverknüpfung. Dann ist
CZ kommutativ und es gibt einen Algebrenisomorphismus

CZ ∼= C[t, t−1]

mit der Algebra der Laurentpolynome in einer Variablen. Dabei entspricht dem
Basisvektor i ∈ Z von CZ auf der rechten Seite gerade ti. Die Involution erfüllt
dann (ti)∗ = t−i.Man kannC[t, t−1] auch weiter mit

C[x, y]/(xy − 1)

identifizieren, der Algebra der polynomialen Funktionen auf der Varietät {xy =
1}. Dabei entsprich t geradex und t−1 entspricht y.Damit die hermiteschen Ele-
mente gerade die Polynomemit reellen Koeffizienten sind, würdeman hier aller-
dings die Involution x∗ = x und y∗ = y wählen wollen, die dann nicht mit der
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ursprünglichen Involution aufCZ übereinstimmt. Man kann aberC[t, t−1] auch
mit den hermiteschen Elementen

a =
t+ t−1

2
und b =

t− t−1

2i

erzeugen. Sie erfüllen die Relationen

a2 + b2 = 1,

und also gibt es einen ∗-Algebrenisomorphismus

CZ ∼= C[x, y]/(x2 + y2 − 1) = C[S1]

mitderAlgebraderpolynomialenFunktionenaufdemEinheitskreis, diesmalmit
der üblichen Involution x∗ = x, y∗ = y. Ein hermitesches Element ist hier dann
einPolynommit reellenKoeffizienten.Allgemeiner istCZn isomorphzurAlgebra

C[S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
n

]

der polynomialen Funktionen auf dem n-dimensionalen Torus, mit der kanoni-
schen Involution.
(ii) Ist Γ = S3 die Permutationsgruppe von 3 Elementen, erhält man eine 6-
dimensionale AlgebraCS3 die nicht kommutativ ist.
(iii) Mit Γ = Fn bezeichnen wir die freie Gruppe mit n Erzeugern (gewöhnlich
z1, . . . , zn). Ein Element in Fn ist also gerade einWort in den Buchstaben

z1, . . . , zn und z−1
1 , . . . , z−1

n .

Die einzigen Relationen dabei sind

z−1
i zi = ziz

−1
i = e

für alle i, wobei e das leereWort bezeichne. Die Gruppenverknüpfung ist das An-
einanderhängen vonWorten. Die GruppenalgebraCFn enthält die freie Algebra
C〈z1, . . . , zn〉 als Unteralgebra, nicht jedoch als ∗-Unteralgebra. In C〈z〉 gilt ja
z∗i = zi, in der GruppenalgebraCFn gilt z∗i = z−1

i . 4

Bemerkung 9.4.2. Wir beschreiben wieder die ∗-Darstellungen von CΓ. Jede ∗-
Darstellung

π : CΓ→ L(D)
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liefert einen Gruppenhomomorphismus

π : Γ→ U(D)

g 7→ π(g).

in die Gruppe der unitären Operatoren aufD. Dabei heißt T ∈ L(D) unitär, falls
ein S ∈ L(D) existiert mit

〈Tv, w〉 = 〈v, Sw〉 ∀v, w ∈ D und TS = ST = idD.

Dafür verwenden wir dass g∗ = g−1 inCΓ gilt. Daraus folgt auch, dass jede Dar-
stellung von CΓ eigentlich eine beschränkte Darstellung ist, denn unitäre Ope-
ratoren sind beschränkt von Norm 1. Umgekehrt definiert jeder Gruppenhomo-
morphismus

π : Γ→ U(D)

eine ∗-Darstellung vonCΓ durch die Vorschrift∑
g

cg · g 7→
∑
g

cg · π(g). 4

Beispiel 9.4.3. Die Gruppenhomomorphismen der freie Gruppe Fn in eine be-
liebige Gruppe G erhält man gerade durch die Vorgabe eines beliebigen Bildes
gi ∈ G für jeden der Erzeuger zi von Fn. EinWort wie etwa z1z

−1
2 z1z3 wird dann

auf g1g
−1
2 g1g3 abgebildet.

Die ∗-Darstellungen vonCFn entstehen also gerade durch die Vorgabe vonnuni-
tären OperatorenUi ∈ U(H) auf einemHilbertraum. 4

Proposition 9.4.4. Für jede GruppeΓ ist
∑

CΓ2 archimedisch.

Beweis. Für a =
∑

g cg · g ∈ CΓ setzen wir

‖a‖1 =
∑
g

|cg|.

Dann rechnet man die folgende Formel direkt nach:

‖a‖2
1 − a∗a =

1

2

∑
g,h∈Γ

|cgch|(1−
cgch
|cgch|

h−1g)∗(1− cgch
|cgch|

h−1g).

Also ist ‖a‖2
1 − a∗a ∈

∑
CΓ2. Für ein hermitesches Element a ∈ CΓh und r =

‖a‖1 gilt damit

r − a =
1

2r

(
(r − a)∗(r − a) + (r2 − a∗a)

)
∈
∑

CΓ2.
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Der nächste Satz folgt aus dem Satz von Schmüdgen (Satz 4.2.3):

Satz 9.4.5. SeiΓ eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und seiF die Menge der endlich-
dimensionalen ∗-Darstellungen vonCΓ.Dann gilt für a ∈ CΓh

a istF -nichtnegativ ⇔ a+ ε ∈
∑

CΓ2 ∀ε > 0.

Beweis. Übungsaufgabe 70, man lasse sich von Beispiel 9.4.1 (i) anleiten.

Für die Gruppenalgebra der freien Gruppe können wir den gleichen Positivstel-
lensatz beweisen:

Satz 9.4.6. Sei Γ = Fn die freie Gruppe und F die Menge der endlich-dimensionalen
∗-Darstellungen vonCΓ.Dann gilt für a ∈ CΓh

a istF -nichtnegativ ⇔ a+ ε ∈
∑

CΓ2 ∀ε > 0.

Beweis. Nach Satz 9.2.13 und Proposition 9.4.4 reicht es zu zeigen, dass die F-
Nichtnegativität von adieNichtnegativität in jeder (beschränkten) ∗-Darstellung
impliziert. Sei also

π : CΓ→ B(H)

eine ∗-Darstellung und v ∈ H fest gewählt. Wir müssen

〈π(a)v, v〉 ≥ 0

zeigen. Sei d ∈ N so, dass a ∈ CΓd, d.h. eine Linearkombination von Wor-
ten in den zi und z−1

i der Länge höchstens d ist. Wir betrachten den endlich-
dimensionalen Untervektorraum

H′ = {π(b)v | b ∈ CΓd}

vonH und die orthogonale Projektion P : H → H aufH′. Mit

Ti := π(zi) ∈ U(H)

setzen wir
Mi := P ◦ Ti ∈ B(H′).

Dann giltM∗
i = P ◦ T ∗i = P ◦ T−1

i aufH′. Für ein ProduktM δ1
i1
◦ · · · ◦M δk

ik
mit

δi ∈ {1, ∗} und k ≤ d gilt also wie im Beweis von Satz 9.3.3

(M δ1
i1
◦ · · · ◦M δk

ik )v = (T δ1i1 ◦ . . . ◦ T
δk
ik

)v.
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Nun sind dieMi im Allgemeinen nicht unitär und definieren deshalb keine neue
und endlich-dimensionale ∗-Darstellung vonCΓ. Allerdings sind dieMi Kontrak-
tionen, d.h.

idH′ −M∗
iMi und idH′ −MiM

∗
i

sind positiv semidefinit aufH′. Das rechnetman direkt nach, unter Verwendung
dass die Ti unitär und also normerhaltend sind. Die folgende Konstruktion ist
bekannt als Choi’s Matrixtrick. Man setzt

M̃i :=

(
Mi

√
idH′ −MiM∗

i√
idH′ −M∗

iMi −M∗
i

)
∈ B(H′ ⊕H′).

Die M̃i sind nun unitär (Übungsaufgabe 71), und für ein Produkt M̃ δ1
i1
◦ · · · ◦ M̃ δk

ik

wie oben und ṽ := (v, 0) ∈ H′ ⊕H′ gilt

〈(M̃ δ1
i1
◦ · · · ◦ M̃ δk

ik
)ṽ, ṽ〉 = 〈(M δ1

i1
◦ · · · ◦M δk

ik
)v, v〉 = 〈(T δ1i1 ◦ · · · ◦ T

δk
ik

)v, v〉

(Übungsaufgabe 71). Da die M̃i als unitäre Operatoren eine endlich-
dimensionale ∗-Darstellung π̃ vonCΓ liefern, und a ∈ CΓd gilt, folgt

0 ≤ 〈π̃(a)ṽ, ṽ〉 = 〈π(a)v, v〉.

Bemerkung 9.4.7. (i) Man kann in Satz 9.4.6 sogar noch die Aussage

a+ ε ∈
∑

CΓ2 ∀ε > 0

verstärken zu
a ∈

∑
CΓ2.

Dann wird der Beweis aber nochmal deutlich technischer.
(ii) Für Γ = Znmit n ≥ 3 erhält man in Satz 9.4.5 diese stärkere Bedingung a ∈∑

CΓ2 nicht! ImKommutativengibt es abDimensiondrei nachSatz 7.3.4 ja keine
saturierten endlich erzeugten Präordnungenmehr (wir haben das allerdings nur
für Mengen mit nichtleerem Inneren im affinen Raum Rn bewiesen; es stimmt
aber auch für Varietäten). 4

9.5 Matrixpolynome
SeiA = Md(C[x1, . . . , xn]) die Algebra der d× d-Matrizenmit polynomialen Ein-
trägen (allerdings kommutative Polynome). Addition und Multiplikation sind ka-
nonisch definiert, und die Involution wie folgt:

(pij)
∗ :=

(
p∗ji
)
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wobei (
∑

α cαx
α)∗ =

∑
α cαx

α die kanonische Involution auf dem Polynomring
C[x] = C[x1, . . . , xn] ist. Elemente vonA heißen auchMatrixpolynome (oder poly-
nomialeMatrizen). JederPunkta ∈ Rn liefert eineendlich-dimensionale∗-Darstellung

πa : Md(C[x])→ Md(C)

M = (pij) 7→M(a) = (pij(a)).

Sei F = {πa | a ∈ Rn}. Ein hermitesches Matrixpolynom ist genau dann F-
nichtnegativ, wenn es punktweise auf demRn positiv semidefinit ist.
Der folgende Satz sieht zwar auswie ein Satz der nicht-kommutativen reellen al-
gebraischen Geometrie, ist allerding doch eher ein Satz der kommutativen�eo-
rie, wie man am Beweis sieht. Hilberts 17. Problem entspricht dem Fall d = 1.

Satz 9.5.1 (Gondard & Ribenboim). Es sei A = Md(C[x1, . . . , xn]) und
F = {πa | a ∈ Rn}.Dann gilt fürM ∈ Ah

M istF -nichtnegativ ⇔ p∗p ·M ∈
∑
A2 für ein 0 6= p ∈ C[x1, . . . , xn].

Beweis. ”⇐”: Für a ∈ Rn ist

0 � πa(p
∗p ·M) = |p(a)|2 ·M(a).

Für p(a) 6= 0 folgt daraus schonM(a) � 0, und aus Dichtheitsgründen gilt das-
selbe für alle a ∈ Rn.
”⇒”WirnehmenzunächstM ∈ Md(R[x]) an, d.h.M ist symmetrisch.Überdem
KörperR(x) lässt sichM dann wie folgt diagonalisieren:

M = P t · diag(f1, . . . , fd) · P (9.1)

für ein P ∈ Gld(R(x)). Aus der F-Nichtnegativität vonM folgt dass die fi ∈
R(x) überall dort nichtnegativ sind, wo sie definiert sind. Aus Satz 2.1.1 folgt
fi ∈

∑
R(x)2, wieman sich leicht überlegt. DurchMultiplizieren von Gleichung

(9.1)mit einemgeeigneten p2 kannman alle auftretendenNenner auf der rechten
Seite aufheben, und das liefert die Behauptung.
Der allgemeine Fall M ∈ Md(C[x])h wird auf den reellen Fall zurückgeführt.
SchreibeM = M1 + iM2 mitM1,M2 ∈ Md(R[x]).Dann ist

M̃ =

(
M1 M2

−M2 M1

)
∈ M2d(R[x])h

symmetrisch undwieder punktweise positiv semidefinit, undman erhält das Er-
gebnis fürM aus der Aussage für M̃ (Übungsaufgabe 72).
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9.6 Connes’ Einbettungsvermutung
Im letzten Abschnitt beschreiben wir noch eine bekannte offene Vermutung, die
sich inderSprachedernicht-kommutativen reellenalgebraischenGeometrie for-
mulieren lässt. Die sogenannte Einbettungsvermutung von Alain Connes aus dem
Jahr 1976 ist eine Frage aus der�eorie der Operatoralgebren. In ihrer ursprüng-
lichen Formulierung ist sie nicht leicht zu verstehen, aber es gibt eine äquivalente
Formulieren von Klep und Schweighofer, die wir hier erklären können.
Sei dazuA = R〈z〉 = R〈z1, . . . , zn〉 der nicht-kommutative Polynomring über
R,mit der Involution z∗i = zi. Anstelle der Quadratsummen betrachten wir nun
einen endlich erzeugten quadratischenModul:

M = M(1−z∗1z1, . . . , 1−z∗nzn) =

{
n∑
i=0

m∑
j=1

a∗ij(1− z∗i zi)aij | m ∈ N, ai ∈ A

}
.

Dabei setzen wir z0 := 0, um
∑
A2 ⊆ M zu ereichen.M ist gerade die kleinste

Menge die 1 und alle 1 − z∗i zi enthält, undM + M ⊆ M sowie a∗Ma ⊆ M für
alle a ∈ A erfüllt. Analog wie in Proposition 4.2.1 kannman sich überlegen, dass
M archimedisch ist, bzw. 1 als algebraisch inneren Punkt enthält.
Sei weiterC der von den Kommutatoren inA aufgespannte Unterraum, d.h.

C =

{
m∑
i=1

(aibi − biai) | m ∈ N, ai, bi ∈ A

}
.

C ist ein unter ∗ abgeschlossener Untervektorraum vonA.
Eine selbstadjungierte Kontraktion ist eine symmetrischeMatrixQ ∈ Symd(R)mit
Id − Q∗Q � 0.Mit tr bezeichen wir die Spur einer quadratischen Matrix, d.h.
die Summe ihrer Diagonaleinträge bzw. ihrer Eigenwerte.

Vermutung9.6.1 (Connes’Einbettungsvermutung,VersionvonKlepundSchweig-
hofer). Sei p ∈ R〈z〉hmit

tr(p(Q1, . . . , Qn)) ≥ 0

für allen-Tupel selbstadjungierter KontraktionenQi (von jeder Größe d). Dann gilt

p+ ε ∈M + C

für alle ε > 0.
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Bemerkung 9.6.2. (i) Elemente ausM + C liefern bei Einsetzung von selbstad-
jungierten Kontraktionen immer eine nichtnegative Spur. Dafür verwendetman
dass Kommutatoren immer SpurNull haben (da tr(AB) = tr(BA) gilt), und po-
sitiv semidefinite Matrizen nichtnegative Spur haben. Aus p + ε ∈ M + C für
alle ε > 0 folgt also offensichtlich tr(p(Q1, . . . , Qn)) ≥ 0. Die Einbettungsver-
mutung fragt gerade nach der Umkehrung.
(ii) Die Einbettungsvermutung ist eine nicht-kommutative Spurversion des ar-
chimedischenPositivstellensatzes 5.4.3, undeine archimedischeSpurversiondes
Satzes von Helton (Satz 9.3.3).
(iii) Die entsprechende Version der Vermutung ohne Spur und deshalb ohne Kom-
mutatoren stimmt: ist

p(Q1, . . . , Qn) � 0

für alle Tupel von selbstadjungierten Kontraktionen, ist p+ ε ∈M für alle ε > 0.
Das ist eineVariante vonSatz 9.3.3, diemanganzanalogbeweist (Übungsaufgabe
73). 4

�eEnd
(man bearbeite nun Übungsaufgabe 74)
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Übungsaufgaben

Aufgabe 1. (i) Zeigen Sie, dass sich für a ∈ R die Anordnungen≤a− und≤a+ auf
Q(t) aus Beispiel 1.1.4 genau dann unterscheiden, wenn a algebraisch überQ ist.
(ii) Zeigen Sie, dass die Anordnungen≤a− bzw.≤a+ aufQ(t) genau dann archi-
medisch sind, wenn a transzendent überQ ist.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die in Satz 1.1.8 definierte Abbildung wirklich ein
ordnungstreuer Ringhomomorphismus ist.

Aufgabe 3. Führen Sie den Beweis von Satz 1.1.12 aus.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die beidenMengen

P1 =

{
f/g | fg =

d∑
i=k

ait
i, ad > 0

}
∪ {0}

P2 =

{
f/g | fg =

d∑
i=k

ait
i, ak > 0

}
∪ {0}

aus Beispiel 1.1.13 auf R(t) Anordnungen sind. Welchen der bereits bestimmten
Anordnungen entsprechen sie?

Aufgabe 5. Bestimmen Sie alle Anordnungen vonQ(
√

2).

Aufgabe 6. Beweisen Sie Korollar 1.2.10.

Aufgabe 7. Beweisen Sie den Satz von Rolle für Polynome über reell abgeschlos-
senen Körpern (Satz 1.2.12).
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Aufgabe8. SeiK einKörperundv1, . . . , vd linearunabhängige (Spalten)-Vektoren
ausKn. Zeigen Sie:
(i) Die MatrixM =

∑d
i=1 viv

t
i hat Rang d.

(ii] DieMatrixN =
∑s

i=1 viv
t
i −
∑d

i=s+1 viv
t
i hat Signatur s− (d− s), bezüglich

jeder Anordnung vonK.

Aufgabe9. Sei (K,≤) ⊆ (L,≤)eineErweiterungangeordneterKörper. Sieheißt
archimedisch, falls für alle b ∈ L ein a ∈ K existiert mit b ≤ a. Zeigen Sie dass die
Erweiterung immer archimedisch ist, wennL/K algebraisch ist.

Aufgabe 10. Sei (K,≤) ein angeordneter Körper undA ⊆ K ein Teilring. Zeigen
Sie: Die Menge

O := {b ∈ K | ±b ≤ a für ein a ∈ A}
ist ebenfalls ein Teilring vonK, mit den folgenden Eigenschaften:

• A ⊆ O

• b1 ≤ c ≤ b2 mit b1, b2 ∈ O ⇒ c ∈ O (Ordnungskonvexität)

• c ∈ K \ O ⇒ c−1 ∈ O (O ist ein Bewertungsring vonK).

Aufgabe 11. SeiO ⊆ K ein Bewertungsring des KörpersK (d.h. a ∈ K \ O ⇒
a−1 ∈ O). Zeigen Sie dassO genau ein maximales Ideal besitzt, und zwar

m =
{
a ∈ O | a−1 /∈ O

}
= O \ O×.

Aufgabe 12. Sei (K,≤) = (K,P ) ein angeordneter Körper und A ein Teilring.
SeiO der konvexe Bewertungsring aus Aufgabe 10,m sein maximales Ideal und
π : O → O/m der Restklassenhomomorphismus. Zeigen Sie, dass

π(P ∩ O)

eine Anordnung des RestklassenkörpersO/m ist. FallsA = Z, so ist sie archime-
disch.

Aufgabe 13. Bestimmen Sie die HermiteMatrix (siehe Definition 1.3.3) des allge-
meinen Polynoms p = t3 + at2 + bt+ c ∈ R[t]. Geben Sie eine Bedingung an die
Koeffizienten a, b, c an, die besagt, dass pmindestens zwei reelle Nullstellen hat.

Aufgabe 14. Sei (K,≤) ein angeordneter Körper und 0 6= p ∈ K[t] ein Polynom,
dessen Nullstellen alle in K liegen. Dann sind diese Nullstellen genau dann al-
le ≥ 0, wenn die Koeffizienten von p alternierend sind, d.h. p =

∑d
i=0 ait

i mit
(−1)iai ≥ 0.
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Aufgabe 15. Geben Sie explizit eine Anordnung≤ aufR(x, y) an, so dass für Po-
lynome p ∈ R[x, y] gilt

0 < p(0, 0)⇒ 0 ≤ p.

Aufgabe 16. Zeigen Sie, dass die in Beispiel 1.5.4 angegebenen Mengen nicht se-
mialgebraisch sind.

Aufgabe 17. (i) Formulieren Sie den Zwischenwertsatz für Polynome vom festen
Grad d alsZ-Aussage.
(ii) Formulieren sie die Aussage, dass jedes Polynom (von festem Grad d) auf je-
dem Intervall [a, b] ein Maximum annimmt, alsZ-Aussage.
(iii) Kannman die Archimedizität der Anordnung≤ aufR alsR-Aussage formu-
lieren?

Aufgabe 18. (i) Zeigen Sie Korollar 1.5.11, d.h. das A-polynomiale Bild einer A-
semialgebraischenMenge ist wiederA-semialgebraisch.
(ii) Zeigen Sie dass der Abschluss und das Innere einer semialgebraischen Teil-
menge vonRn wieder semialgebraisch ist.

Aufgabe 19. SeiR reell abgeschlossen. Eine Funktion f : R→ R heiß definierbar,
wenn ihr Graph

Γ(f) = {(α, f(α)) | α ∈ R} ⊆ R2

semialgebraisch ist.
(i) Zeigen Sie dass es ein nichttriviales Polynom p ∈ R[x, y] gibt mit p = 0 auf
Γ(f).
(ii) Zeigen Sie dass es ein q ∈ R[t] gibt mit |f(α)| ≤ q(α) für alle α ∈ R groß
genug.
(iii) Gilt (ii) auch auf ganzR?

Aufgabe 20. Sei S = δ(R) = δ′(R) ⊆ Rn eine semialgebraische Menge, defi-
niert durch die Formeln δ und δ′ in den freien Variablen x1, . . . , xn.
(i) Zeigen Sie, dass für jeden reell abgeschlossenen OberkörperR1 vonR gilt

δ(R1) = δ′(R1).

Man bezeichnet diese Menge mit SR1 .
(ii) Ist S ⊆ R2 der Graph einer Funktion, so ist auch SR1 ⊆ R2

1 der Graph einer
Funktion.
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Aufgabe 21. Sei f : R → R eine definierbare Abbildung. Nach Aufgabe 20 (ii)
gibt es für jeden reell abgeschlossenenOberkörperS vonR eine kanonische Fort-
setzung fS : S → S. Zeigen Sie dass sich Injektivität/Surjektivität von f auf fS
überträgt.

Aufgabe 22. Zeigen Sie, dass für Polynome p, q ∈ K[x1, . . . , xn] (über einem be-
liebigen KörperK) stets gilt

N (pq) = N (p) +N (q).

Aufgabe 23. Sei A = R[[t]] der Ring der formalen Potenzreihen in einer Varia-
blen.
(i) Zeigen Sie dassA ein Integritätsring ist.
(ii) Zeigen Sie dass p ∈ A genau dann invertierbar ist, wenn p =

∑∞
i=0 pit

i mit
p0 6= 0. Schließen Sie daraus, dass A genau ein maximales Ideal besitzt (d.h. A
ist ein lokaler Ring).
(iii) Zeigen Sie dass p ∈ A genau dann ein Quadrat inA ist, wenn p =

∑∞
i=k pit

i

mit k gerade und pk > 0.
(iv) Bestimmen Sie alle Ringanordnungen vonA.

Aufgabe 24. Beweisen Sie die Aussage aus Beispiel 3.1.5 (iv).

Aufgabe 25. Beweisen Sie Proposition 3.1.12.

Aufgabe 26. SeiX ein kompakter Hausdorffraum. Bestimmen Sie die maxima-
len Anordnungen des RingsC(X,R) aller stetigen reellwertigen Funktionen auf
X.

Aufgabe 27. Vervollständigen Sie den Beweis von Satz 3.1.22.

Aufgabe 28. Beweisen Sie Korollar 3.1.24.

Aufgabe29. BeweisenSiedenabstraktenNichtnegativstellensatz (Satz 3.2.3) und
den abstrakten reellen Nullstellensatz (Satz 3.2.4).

Aufgabe 30. Zeigen Sie dass das Ideal (1− x2 − y2) ⊆ R[x, y] reell ist.

Aufgabe31. SeiT (p1, . . . , pm) ⊆ R[t]die vondenPolynomenp1, . . . , pm erzeugte
Präordnung. Zeigen Sie:
(i) t /∈ T (t3).
(ii) Falls p ≥ 0 auf [0,∞), so p ∈ T (t).
(iii) Falls p ≥ 0 auf [−1, 1], so p ∈ T (1− t, 1 + t).
(iv) T (1− t, 1 + t) = T (1− t2).
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Aufgabe 32. SeiR[[x1, . . . , xn]] der Potenzreihenring in n Variablen. Zeigen Sie,
dass für Polynome p ∈ R[x1, . . . , xn] gilt

p ≥ 0 in einer Umgebung des Ursprungs⇒ p̂ ≥ 0 auf Sper(R[[x1, . . . , xn]]).

Aufgabe 33. Bezeichne B die Einheitskreisscheibe in R2. Zeigen Sie, dass die
Menge

([−1, 0]× [−1, 1]) ∪B ⊆ R2

nicht basisch abgeschlossen semialgebraisch ist, also nicht von der Gestalt
WR(p1, . . . , pr) für gewisse pi ∈ R[x, y].

Aufgabe 34. Sei I eine nichtleere Menge. Ein Filter auf I ist eine TeilmengeF ⊆
P(I) der Potenzmenge von I, mit den folgenden drei Eigenschaften:

∅ /∈ F A,B ∈ F ⇒ A ∩B ∈ F A ∈ F , A ⊆ B ⇒ B ∈ F

Ein Ultrafilter ist ein FilterF mit der zusätzlichen Eigenschaft

A /∈ F ⇒ I \ A ∈ F .

Zeigen Sie:
(i) Für i ∈ I ist Fi := {A ⊆ I | i ∈ A} ein Ultrafilter (solche Ultrafilter heißen
Haupt-Ultrafilter).
(ii) Falls I unendlich ist, ist {A ⊆ I | I \ A ist endlich} ein Filter (genannt der
Filter der koendlichenMengen).
(iii) Jeder Filter ist ein einemUltrafilter enthalten.
(iv) Ein Ultrafilter ist genau dann kein Haupt-Ultrafilter, wenn er den Filter der
koendlichenMengen enthält.

Aufgabe35. Sei I eine unendlicheMenge, undF einUltrafilter auf I. Sei (Ki,≤i)
ein angeordneterKörper, für jedes i ∈ I.Wir betrachtenden kommutativenRing

R =
∏
i∈I

Ki = {(ai)i∈I | ai ∈ Ki für alle i ∈ I} .
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Zeigen Sie:
(i) Die Menge

m = {(ai)i | {i | ai = 0} ∈ F}
ist ein maximales Ideal inR.
(ii) Die Relation

(ai)i ≤ (bi)i :⇔ {i | ai ≤i bi} ∈ F
induziert eine wohldefinierte Körperanordnung aufR/m.
(iii) FallsF keinHaupt-Ultrafilter und I abzählbar ist, ist der angeordneteKörper
aus (2) nicht archimedisch.

Aufgabe 36. Sei I eine Indexmenge und F ein Ultrafilter auf I. Sei (Ki,≤i) ein
angeordneter Körper für jedes i ∈ I, und (K,≤) der angeordnete Körper, den
wir in Aufgabe 35 (ii) konstruiert haben. Sei ϕ eine Z-Formel in den freien Va-
riablen x1, . . . , xn, und seien a1 = (a1i)i∈I , . . . , an = (ani)i∈I Elemente aus
K =

(∏
i∈I Ki

)
/m. Beweisen Sie den Satz von Łos:

In (K,≤) gilt ϕ(a1, . . . , an) ⇔ {i ∈ I | ϕ(a1i, . . . , ani) gilt in (Ki,≤i)} ∈ F .
(Hinweis: Gehen Sie induktiv über den Aufbau der Formel vor; verwenden Sie
statt ∀ lieber ∃.)

Aufgabe 37. Zeigen Sie, dass sich die Eigenschaft archimedisch eines angeordne-
ten Körpers nicht als Z-Aussage formulieren lässt (d.h. es gibt keine Z-Aussage,
die in einem angeordneten Körper genau dann gilt, wenn er archimedisch ist).

(Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 35 und 36.)

Aufgabe 38. Beweisen Sie die Behauptungen aus Beispiel 5.1.4.

Aufgabe 39. Finden Sie Polynome p, p1, . . . , pm ∈ R[x, y], so dass

p > 0 aufWR(p1, . . . , pm)

gilt, aber nicht

p̂ > 0 auf W̃ (p1, . . . , pm) ⊆ Semisper R[x, y].

Aufgabe 40. Sei F ein Nicht-Hauptultrafilter auf N, sei für alle i ∈ N jeweils
Ri = R derselbe reell abgeschlossene Körper, und sei schließlich

R̃ :=

(∏
i

R

)
/m
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der reell abgeschlossene Erweiterungskörper von R, den wir in den Aufgaben
35 und 36 konstruiert und betrachtet haben (warum ist R̃ reell abgeschlossen?
warum enthält erR?). Zeigen Sie die sogenannte ℵ1-Saturiertheit von R̃, d.h.:

Wenn eine semialgebraische Menge in R̃n durch abzählbar viele
semialgebraische Mengen überdeckt wird, so reichen schon endlich viele davon

aus.

(Hinweis: Falls keine endliche Überdeckung existiert, gibt es eine Folge von Ele-
menten ai, so dass ai in der ursprünglichen Menge, aber nicht in den ersten i
der Überdeckungsmengen liegt. Konstruieren Sie mit einemDiagonalargument
ein neues Element a, das in der ursprünglichen Menge, aber in keiner der Über-
deckungsmengen liegt.)

Aufgabe 41. Finden Sie p1, . . . , pm ∈ R[x1, . . . , xn], so dassWR(p1, . . . , pm) = ∅
gilt, aber

−1 /∈M(p1, . . . , pm).

Aufgabe 42. Zeigen Sie, dassman bei DiagonalmatrizenM,M1, . . . ,Mm die Be-
dingung der strikten Zulässigkeit imDualitätssatz 6.1.4 weglassen kann (es han-
delt sich dabei dann um den Dualitätssatz der linearen Optimierung).
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Aufgabe 43. Beweisen Sie das Lemma von Farkas (siehe auch Beispiel 6.4.5):

Seien `1, . . . , `m ∈ R[x] = R[x1, . . . , xn] Polynome vomGrad≤ 1, und

P = {a ∈ Rn | `1(a) ≥ 0, . . . , `m(a) ≥ 0} ,

der davon definierte Polyeder, sei nicht leer. Sei ` ∈ R[x] ein weiteres Polynom
vomGrad≤ 1. Dann gilt

` ≥ 0 auf P ⇔ ` = r0 + r1`1 + · · ·+ rm`m mit gewissen ri ∈ R≥0.

(Hinweis: Sie können zumBeispiel denDualitätssatz der semidefinitenOptimie-
rungmit geeigneten Diagonalmatrizen verwenden.)

Aufgabe44. BeweisenSie dieExistenz vonGradschranken inHilberts 17.Problem: Für
n, d ∈ N gibt es eine Zahl d′ ∈ N, so dass für jeden reell abgeschlossenen Kör-
perR und jedes global nichtnegative Polynom p ∈ R[x1, . . . , xn] vom Grad d ein
Darstellung

q2p = p2
1 + · · ·+ p2

m

existiert, mit Polynomen q, p1, . . . , pm ∈ R[x1, . . . , xn] vom Grad höchstens d′.
(Hinweis: Verwenden Sie die Lösung vonHilberts 17. Problem zunächst für einen
ℵ1-saturierten KörperR; vergleiche Aufgabe 40.)

Aufgabe 45. Finden Sie ein Beispiel für ein semidefinites Optimierungsproblem,
in dem die starke Dualität d∗ = p∗ nicht gilt.

Aufgabe 46. Finden Sie ein Beispiel für ein semidefinites Optimierungsproblem,
in demsowohl das primale als auch das duale Problemzulässige Punkte besitzen,
aber in einem der beiden Probleme der Optimalwert nicht angenommen wird.

Aufgabe 47. Bestimmen Sie mit einer Methode Ihrer Wahl (z.B. der Lagrange-
Methode) das Minimum und das Maximum des Polynoms x2 + y + 1 auf der
EinheitskreisscheibeW (1− x2 − y2) in der Ebene.

Aufgabe 48. Sei S ⊆ Rn ein spektraedrischer Kegel mit nichtleerem Inneren.
ZeigenSiedass es symmetrischeMatrizenM1, . . . ,Mn gibtmitS = S(M1, . . . ,Mn),
so dass für das Innere von S gilt

int(S) = {a ∈ Rn | a1M1 + · · ·+ anMn � 0} .
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Aufgabe 49. Sei h ∈ R[x1, . . . , xn] hyperbolisch in Richtung e ∈ Rn. Zeigen Sie
(i) Der HyperbolizitätskegelΛe(h) ist ein abgeschlossener konvexer Kegel.
(ii) Für e′ ∈ int(Λe(h)) ist h auch hyperbolisch in Richtung e′.
(iii) Für e′ wie in (ii) giltΛe(h) = Λe′(h).

(Hinweis: Sie dürfen den Satz von Helton & Vinnikov 6.3.12 verwenden.Warum?)

Aufgabe 50. Zeigen Sie:
(i) Das Innere eines spektraedrischen Kegels ist ein spektraedrischer Schatten.
(ii) Das Innere eines spektraedrischen Schattens ist ein spektraedrischer Schat-
ten.

Aufgabe 51. Zeigen Sie:
(i)DerdualeKegel eines spektraedrischenKegelsS ist ein spektraedrischerSchat-
ten.
(Hinweis: o.B.d.A. hat S nichtleeres Inneres. Schauen Sie sich nun den Beweis
des Dualitätssatzes 6.1.4 noch einmal an).
(ii)DerdualeKegel eines spektraedrischenSchattens ist ein spektradrischerSchat-
ten.

Aufgabe52. ZeigenSie, dass Stabilität eines quadratischenModuls nicht vonden
Erzeugern abhängt, d.h. fallsM(p1, . . . , pr) = M(q1, . . . , qs) gilt, und für alle
d ∈ N ein d′ ∈ N existiert mit

M(p1, . . . , pr) ∩ R[x]d ⊆Md′(p1, . . . , pr),

so gilt dasselbe auf fürM(q1, . . . , qs), eventuell mit einem anderen d′.

Aufgabe 53. Führen Sie den Grenzübergang aus Satz 7.2.6 exakt durch.

Aufgabe 54. Beweisen Sie die Aussage aus Beispiel 7.2.10 (i): Enthält die Menge
WR(p1, . . . , pr)einensenkrechtenundeinenwaagerechtenStreifen, so istM(p1, . . . , pr)
stabil.

Aufgabe 55. Beweisen Sie die Aussage aus Beispiel 7.2.10 (ii):M((1 − x2)y2) ist
nicht stabil.

Aufgabe 56. Ein endlich erzeugter quadratischer ModulM = M(q1, . . . , qr) in
R[x] heißt entscheidbar, falls die MengeM ∩ R[x]d für alle d ∈ N eine semialge-
braische Teilmenge des endlich-dimensionalen RaumsR[x]d ist. Zeigen Sie:
(i) FallsM stabil ist, so istM entscheidbar.
(ii) FallsM saturiert ist, so istM entscheidbar.
(iii) Finden Sie ein Beispiel für einen unentscheidbaren quadratischenModul?
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Aufgabe 57. Seien a, b, c, d ∈ R mit a ≤ c ≤ d ≤ b. Zeigen Sie dass es ein
λ ∈ [0, 1] gibt, so dass das Polynom

(t− c)(t− d)− λ(t− a)(t− b)

global nichtnegativ ist.

Aufgabe 58. Beweisen Sie alle Aussagen aus Abschnitt 8.2, die Ihnen nicht völlig
klar sind.

Aufgabe 59. Finden Sie eine möglichst explizite Beschreibung der Komplettie-
rungen der folgenden RingeA bezüglich der jeweiligen Ideale I :
(i)A = R[x, y], I = (x)
(ii)A = Z, I = (p)mit p ∈ Z prim.

Aufgabe60. Seien p, p1, . . . , pr ∈ R[x]und p = 0 aufWR(p1, . . . , pr). Zeigen Sie,
dass

−p2m ∈ T (p1, . . . , pr)

für einm ≥ 1 gilt.

Aufgabe 61. Zeigen Sie die Aussage vomAnfang des Beweises von Satz 8.4.5, also
dass die geometrische Nichtnegativität von Polynomen die entsprechende Zuge-
hörigkeit zu den Anordnungen inR[[x, y]] impliziert.

Aufgabe 62. Seien p1, p2 ∈ R[x, y] Polynome, die am Ursprung mit linear unab-
hängigen Tangentenrichtungen verschwinden. Zeigen Sie

R[[x, y]] = R[[p1, p2]]

(und überlegen Sie sich, inwiefern diese Aussage überhaupt sinnvoll ist).

Aufgabe63. VervollständigenSiedenBeweisdesSatzes vonBurnside (Satz 9.1.2):
Falls A ⊆ Md(C) eine Unteralgebra ist, die transitiv auf Cd operiert und eine
Matrix von Rang 1 enthält, giltA = Md(C).

Aufgabe 64. Sei ϕ : A → C ein Zustand. Zeigen Sie dass ϕ(a∗) = ϕ(a) für alle
a ∈ A gilt.

Aufgabe 65. Beweisen Sie Lemma 9.2.5.

Aufgabe 66. Rechnen Sie alle Details der GNS-Konstruktion aus Abschnitt 9.2
nach.
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Aufgabe 67. Sei ϕ : A → C ein Zustandmit ϕ(1) = 0. Zeigen Sie ϕ ≡ 0.

Aufgabe 68. Sei D ein Vektorraum mit Skalarprodukt und π : A → L(D) eine
∗-Darstellung, so dass π(a) ein beschränkter Operator aufD ist, für alle a ∈ A.
Zeigen Sie, dass man

π : A → B(H)

alsbeschränkte∗-DarstellungaufderVervollständigungH vonD auffassenkann.

Aufgabe 69. Beweisen Sie Proposition 9.3.1.

Aufgabe 70. Beweisen Sie Satz 9.4.5.

Aufgabe 71. Überprüfen Sie Aussagen von Choi’s Matrixtrick im Beweis von Satz
9.4.6.

Aufgabe 72. Führen Sie die Reduktion vomkomplexen auf den reellen Fall imBe-
weis von Satz 9.5.1 durch.

Aufgabe 73. Beweisen Sie die Aussage aus Bemerkung 9.6.2 (iii).

Aufgabe 74. Lehnen Sie sich zufrieden zurück.
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