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Kapitel 1

Einleitung undGrundlagen

1.1 Was ist lineare Algebra?

In vielen Bereichen der Mathematik beschäftigt man sich mit dem Lösen von
Gleichungssystemen.Manwill entweder Lösungen explizit finden (ambesten so-
gar alle existierenden Lösungen), oder zumindest dieMenge aller Lösungen geo-
metrisch gut verstehen.
Die lineare Algebra befasst sich mit den denkbar einfachsten Gleichungssyste-
men, nämlich mit linearen Gleichungssystemen (über geeigneten Zahlbereichen).
Hier hat man im Lauf der Zeit auf fast alle Fragen befriedigende Antworten ge-
funden. Da lineare Gleichungssysteme sowohl in derMathematik als auch in an-
derenWissenschaften sehrhäufigauftreten, zähltdie lineareAlgebrazudenwich-
tigsten theoretischenGrundlagen in vielenGebieten vonWissenschaft und Tech-
nik.
Die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems hat eine einfache geome-
trischeStruktur,die eines (affinen)Vektorraums.DarumkönnensolcheLösungs-
mengendurch endlich vieleDatenkomplett angegebenwerden, selbst imFall un-
endlich vieler Lösungen. Zusätzlich existiert mit dem (vielleicht schon aus der
Schule bekannten) Algorithmus von Gauß eine effiziente algorithmische Metho-
de, um lineare Gleichungssysteme zu lösen. Alle diese Tatsachen lernen Sie im
Verlauf dieser Vorlesung kennen. Damit sind dann viele praktische Fragen zu li-
nearen Gleichungssystemen eigentlich bereits beantwortet. Die Mathematik
fragt aber immer auchnach einem tieferenVerständnis undnachVerallgemeine-
rungenundErweiterungender bekanntenErgebnisse. Um lineareGleichungssy-
steme in allen Aspekten gründlich zu verstehen, entwickeln wir die �eorie von
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNGUNDGRUNDLAGEN

Vektorräumen und linearen Abbildungen. Das ist aber nicht nur Selbstzweck,
denn aus dem tieferen Verständnis ergeben sich neue Sichtweisen und Erkennt-
nisse auch über die ursprünglichen konkreten Fragen. Auch aus Sicht der Geo-
metrie sind Vektorraumtheorie und ihre Erweiterungen unerlässlich.
DieVorlesung LineareAlgebra richtet sich anStudierende unterschiedlicher Fach-
richtungen. Sie geht deshalb nicht an jeder Stelle so weit in die Tiefe, wie ein rein
mathematischerAnsatz vielleichtnahelegenwürde. Insbesondereäußert sichdas
dadurch, dassmitFgekennzeichneteAbschnitte erst imVertiefungsteil derVor-
lesung behandelt werden. Mit Vertiefung umfasst die lineare Algebra 1 den Stoff
bis etwa zurMitte vonKapitel 5. Der Rest des Skripts ist dann Stoff der Vorlesung
Lineare Algebra 2.
Zur linearen Algebra gibt es unzählige Bücher und Skripten. Grundsätzlich ste-
hen alle wichtigen Resultate in fast jedem dieser Texte.Wer zusätzliche Literatur
konsultierenmöchte, kann sich also ganznachden eigenenVorlieben richten. Als
erste Anregungen empfehlen wir die Bücher von Bosch [1], Fischer [2] und Lang
[3].

1.2 Notation

ImSkript undder Vorlesungwerdendurchgehenddie folgende Symbole undNo-
tationen verwendet:

∧ und
∨ oder
⇒ wenn, dann
¬ nicht
∀ für alle
∃ es existiert
∃! es existiert genau ein
N natürliche Zahlen (mit Null)
Z ganze Zahlen
Q rationale Zahlen
R reelle Zahlen
∈ ist Element von
/∈ ist kein Element von.
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1.3 Logische Grundlagen

1.3.1 Aussagenlogik
In der Aussagenlogik weisen wir jeder Aussage einen sogenanntenWahrheits-
wert zu, der entwederW für wahr oder F für falsch lautet. Wenn wir dann Aus-
sagen mit sogenannten Junktoren verknüpfen erhalten wir neue Aussage, deren
Wahrheitswert sich aus denWahrheitswerten der einzelnen Teilaussagen ergibt.
Junktoren sind Verknüpfungen wie und, oder, nicht....
Sehr übersichtlich stellt man so etwas in einer Wahrheitstafel dar. Dabei ste-
hen in der ersten Zeile zunächst die einzelnen Aussagen (oftA,B...) und danach
die daraus konstruierten Aussagen. In den darunterliegenden Zeilen stehen alle
möglichen Wahrheitswerte der ursprünglichen Aussagen und die sich ergeben-
denWerte für die konstruierten Aussagen:

A B ¬A (nicht) A ∧B (und) A ∨B (oder) A⇒ B (Implikation) (¬A) ∨B
W W F W W W W
W F F F W F F
F W W F W W W
F F W F F W W

In einer solchen Tafel kann man auch ablesen, ob zwei Aussagen logisch äqui-
valent sind. Sie sind es genau dann, wenn für alle Wahrheitsbelegungen der ur-
sprünglichen Aussagen jeweils beide dieselben Wahrheitswerte haben. So sieht
man an der oberen Tabelle zum Beispiel, dass die Aussage “A⇒ B” (A impliziert
B) äquivalent ist zur Aussage “(¬A) ∨B” ((nichtA) oderB).

1.3.2 Prädikatenlogik
Häufig hat man es mit logischen Aussagen zu tun, die nicht einfach wahr oder
falsch sind, sondern die gewissen Leerstellen/Variablen enthalten. Eine solche
Aussage kann nur dann als wahr oder falsch beurteilt werden, wenn etwas für die
Leerstelle eingesetzt wird. Ein Beispiel ist die Aussage

x ist größer gleich Null (in Formeln: x > 0).

Die Wahrheit dieser Aussage kann nur entscheiden werden, wenn für x etwas
eingesetztwird.Die obereAussage ist indenganzenZahlen etwawahrwennman
für x die Zahl 1 einsetzt, und falsch wennman die Zahl−1 einsetzt.
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Durch Hinzufügen vonQuantoren kann eine solche Aussage jedoch in eine Aus-
sage umformuliert werden, die dann für sich selbst wahr oder falsch ist (natür-
lich abhängig davon, in welchem mathematischen Modell sie betrachtet wird).
Quantoren sind für uns der All-Quantor ∀ (mit der Bedeutung für alle) und der
Existenz-Quantor ∃ (mit der Bedeutung es existiert). So ergibt sich beispielsweise
die Aussage

∀x : x > 0

welche in den ganzen Zahlen falsch ist, und die Aussage

∃x : x > 0

welche in den ganzen Zahlen wahr ist. Solche Aussagen können dann natürlich
wie imerstenAbschnitt durch Junktorenweiter zu komplizierterenAussagen zu-
sammengesetzt werden.

1.3.3 Einige Beweismethoden
UmeinemathematischeAussagezubeweisengibt es verschiedeneMethoden (die
jedoch für sich allein meistens nicht ausreichen, sondern zusätzliche mathema-
tische Kreativität benötigen). Eine Auswahl stellen wir hier kurz vor.

(Gegen-)Beweis durch (Gegen-)Beispiel

Eine Existenzaussage kann man manchmal sehr leicht durch die Angabe eines
Beispiels beweisen. So wird die Aussage

∃x : x > 0

für die ganzen Zahlen dadurch bewiesen, dass man die Zahl 1 als Beispiel an-
gibt. Genauso kann eine All-Aussage manchmal durch Angabe eines Gegenbei-
spiels widerlegt werden. Soll zum Beispiel die Aussage

∀x : x > 0

für die ganzen Zahlenwiderlegt werden, kannman einfach die Zahl−1 angeben.
AberVorsicht: eineuniverselleAussagewie∀x : x > 0 ist jedochdurchdieAngabe
einespositivenBeispiels nochnichtbewiesen.DieAussagebesagt ja geradeetwas
über alleZahlen, nicht nurüber eine. In einemendlichenZahlbereich könnteman
sie eventuell durch gezielte Betrachtung aller in Frage kommenden Belegungen
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für x beweisen. Kommen unendlich viele Belegungen in Fragen, muss man sich
etwas anderes einfallen lassen.
Ebenso lässt sich eine Existenzaussage im Allgemeinen nicht dadurch widerle-
gen, dass man ein Gegenbeispiel angibt. Man müsste dazu zeigen, dass alle in
Frage kommenden Belegungen für x die Aussage nicht erfüllen.

Beweis durchWiderspruch

Wennman eine Aussage beweisen möchte, kann man ihre Falschheit annehmen
unddarauseinenWiderspruchabzuleitenversuchen.DasnenntmanBeweisdurch
Widerspruch.
Angenommen man möchte beweisen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
Man könnte das direkt dadurch tun, dass man eine Vorschrift angibt, anhand
dererwirklich unendliche viele Primzahlen produziert werden. Für einenWider-
spruchsbeweis würde man hingegen annehmen dass die Aussage falsch ist, dass
also nur endlich viele Primzahlen existieren. Aus dieser Aussage leitet man dann
mit logischen Schlüssen einen offensichtlichenWiderspruch her. Dadurch ist die
ursprüngliche Aussage ebenso bewiesen.
Je nach Aussage ist ein Widerspruchsbeweis manchmal etwas leichter durchzu-
führen. Sehr häufig (nicht immer!) lässt sich ein Widerspruchsbeweis aber auch
in einen direkten Beweis umformen und umgekehrt. Die meistenMathematiker
bevorzugen aus ästhetischen Gründen einen direkten Beweis gegenüber einem
Widerspruchsbeweis.

Beweis durch Kontraposition

Möchte man die Aussage
A⇒ B

beweisen (also “A impliziertB”), kannman stattdessen auch die Aussage

(¬B)⇒ (¬A)

(also “(nichtB) impliziert (nichtA)”) zeigen.BeideAussagen sindnämlich logisch
äquivalent, wie man durch die Angabe einer Wahrheitstafel leicht zeigen kann.
Dieses Vorgehen nennt man Beweis durch Kontraposition.
Will man beispielsweise zeigen, dass jede durch 4 teilbare Zahl auch durch 2 teil-
bar ist, könnteman stattdessen zeigen, dass eine nicht durch 2 teilbare Zahl auch
nicht durch 4 teilbar sein kann.
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Vollständige Fallunterscheidung

Manchmal muss man eine allgemeine Aussage in mehrere Teile aufteilen, die je-
weils verschiedeneBeweise erfordern.MöchtemaneineAussage etwa für alle na-
türlichen Zahlen beweisen, kannman sie zunächst für die geraden und dann für
die ungeraden Zahlen zeigen. Das nennt man Fallunterscheidung. Wichtig ist
dabei, dass jede der möglichen Situationen in mindestens einem der Fälle abge-
deckt ist.

Schubfachprinzip

Wennmanmindestensn+1Objekte auf höchstensn Schubfächer aufteilt,müs-
sen sich in mindestens einem der Fächer mindestens 2 Objekte befinden. Diese
einfacheBeobachtungnenntmanSchubfachprinzip.Manchmal kann so ein sehr
eleganter Beweis geführt werden, zum Beispiel dass unter 366 Personen minde-
stens zwei am gleichen Tag Geburtstag habenmüssen.

Beweis durch vollständige Induktion

Wenn man eine Aussage für alle natürlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, ... zeigen möchte,
kannman das zum Beispiel durch vollständige Induktion tun.
Der ersteSchritt dabei ist der Induktionsanfang (IA).Dabei zeigtmandieGültig-
keit der Aussage für die kleinstmögliche Zahl, etwa die 0 (manchmal soll die Aus-
sage auch erst ab einer bestimmtenZahl gelten, dann startetmandort).Meistens
ist das offensichtlich wahr, oder durch eine sehr einfache Rechnung einsichtig.
Dannnimmtman andass die Aussage bereits für eine allgemeine natürliche Zahl
n gilt (oder für alle Zahlen bis n), das nennt man die Induktionsvoraussetzung
(IV). Ausgehend davon beweistman die Aussage dann für die nächste Zahln+ 1.
Das ist der sogenannte Induktionsschritt (IS).
Hatman das getan, ist die Aussage bewiesen. Das Prinzip kann durch denDomi-
noeffekt veranschaulicht werden. Wenn der erste Stein umgestoßen wird, und
sichergestellt ist dass jeder Stein den nächsten umstößt, dann fällt irgendwann
jeder Stein.
Als Beispiel wollen wir die Gleichung

0 + 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2

für jede natürliche Zahl n beweisen. Im Induktionsanfang rechnen wir die Gül-
tigkeit für n = 0 nach. Links steht dann 0 und rechts offensichtlich auch. Die
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Induktionsvoraussetzung ist nun, dass die Aussage für ein festes (aber allgemei-
nes) n bereits stimmt. Im Induktionssschritt müssen wir die Aussage jetzt für
n+ 1 zeigen, also die folgende Aussage beweisen:

0 + 1 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Dazu gehen wir folgendermaßen vor:

0 + 1 + · · ·+ n+ (n+ 1)
IV
=
n(n+ 1)

2
+ (n+ 1)

=
n(n+ 1)

2
+

2(n+ 1)

2

=
n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2

=
(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Fürdie ersteGleichheithabenwirdie Induktionsvoraussetzungbenutzt, alsodass
die Summe aller Zahlen bis n gerade n(n+1)

2
ergibt. Damit ist die Aussage allge-

mein bewiesen.

1.4 Mengen, Relationen undAbbildungen
DerBegriff derMengegehört zudenwichtigstenBegriffenderMathematiküber-
haupt. Lange Zeit wurdenMengen einfach definiert als

ZusammenfassungbestimmterwohlunterschiedenerObjektederAnschauung
oder des Denkens zu einem Ganzen. Die einzelnen Objekte heißen Elemente
derMenge.

Bemerkung 1.4.1 (F). Diese Definition ist eher philosophischer Natur und ma-
thematisch nicht exakt. So könnte man etwa die Menge betrachten, deren Ele-
ment alle Mengen sind:

A := {M |M Menge} .

Es handelt sich hier offenbar um eine Zusammenfassung vonwohlunterschiede-
nen Objekten zu einemGanzen. SomitmüssteA also laut Definition eineMenge
sein, und damit ein Element von sich selbst:

A ∈ A.
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Wem es nicht seltsam genug vorkommt, dass Mengen Elemente ihrer selbst sein
können, der betrachte nun folgendeMenge:

B := {M |M Menge,M /∈M} .

Auch hier handelt es sich um eine Zusammenfassung wohlunterschiedener Ob-
jekte, also umeineMenge. Es gibt nun zweiMöglichkeiten. Entweder giltB ∈ B.
Aufgrund der Definition vonBmuss dann aberB /∈ B gelten, einWiderspruch.
Also muss die zweite Möglichkeiten eintreten, nämlich B /∈ B. Damit erfüllt B
aber die Bedingung in der Definition vonB und es folgtB ∈ B, wieder ein Wi-
derspruch.
Der einzigeWeg aus diesemDilemma besteht darin,B nicht als Menge zuzulas-
sen. Damit entpuppt sich die angegebeneMengendefinition als nicht zufrieden-
stellend. Es gibt nun inder Tatmathematisch saubereMöglichkeiten,mit diesem
Problem umzugehen und solche Widersprüche zu vermeiden. Allerdings ist die
lineare Algebra nicht der richtige Ort, das zu besprechen.Wir bleiben deshalb im
folgenden bei der nicht-exakten Mengendefinition und behalten nur im Hinter-
kopf, dass es theoretisch hier etwas zu bedenken gibt. 4

Mengen können auf verschiedeneWeise angegeben werden. Eine endlicheMen-
gekannmanbeispielsweise einfachdadurchangeben,dassmanalle ihreElemen-
te aufzählt (gewöhnlich verwendetman geschwungenenKlammern fürMengen-
definitionen):

{a, b, c, d}, {Klaus,Bello, Patscherkofel}, {1, π}.

Bei unendlichen Mengen geht das nicht. Man kann diese Mengen beispielswei-
se angeben, indemman ihre Elemente andeutet und auf den Verstand der Leser
hofft:

N := {0, 1, 2, 3, . . .}, Z := {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.
Oft werdenMengen auch dadurch angegeben, dassman in derMengenklammer
nach einem senkrechten Strich Bedingungen auflistet, die die Zugehörigkeit von
Elementen definiert. Dabei kann auch auf bereits bekannte Mengen zurückge-
griffen werden. Beispiele dafür sind

Q :=
{a
b
| a, b ∈ Z, b 6= 0

}
, P := {a | a ∈ N, a Primzahl} .

Man beachte, dass in einer Menge keine Reihenfolge der Elemente vorgegeben
oder relevant ist. So gilt etwa

{a, b, c} = {c, b, a}.



1.4. MENGEN, RELATIONENUND ABBILDUNGEN 9

Außerdem kann jedes Element in einer Menge nur einmal enthalten sein, selbst
wennman es (überflüssigerweise) mehrfach aufzählt. Es gilt also

{a, a, b, c} = {a, b, c}.

VomMengenbegriff ausgehend definiert man nun weitere wichtige Konzepte.

Definition 1.4.2. (i) Eine MengeN heißt Teilmenge einer MengeM , wenn jedes
Element vonN auch ein Element vonM ist. Wir verwenden dafür die Notation

N ⊆M.

Als Formel geschrieben liest sich das so:

N ⊆M :⇔ ∀a : a ∈ N ⇒ a ∈M.

N M

(ii) Für zwei MengenM,N bezeichnetM ∪ N die Vereinigungs-,M ∩ N die
Schnittmenge sowieM \N dieMengendifferenz:

M ∪N := {a | a ∈M ∨ a ∈ N}

M ∩N := {a | a ∈M ∧ a ∈ N}
M \N := {a | a ∈M ∧ a /∈ N}.

M ∪N M ∩N M \N

(iii) Für zweiMengenM,N ist das kartesischeProdukt vonM undN dieMenge
aller geordneten Paare von Elementen ausM undN :

M ×N := {(a, b) | a ∈M, b ∈ N} .
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M

N

M ×N
a

b

(a, b)

4

Bemerkung/Beispiel 1.4.3. (i) Es gibt genau eineMenge ohneElemente, die leere
Menge. Wir verwenden dafür die Notation ∅:

∅ := {}.

(ii) Es gilt
{a, b, c} ∪ {a, 7, π} = {a, b, c, 7, π}
{a, b, c} ∩ {a, 7, π} = {a}
{a, b, c} \ {a, 7, π} = {b, c}.

(iii) FürM = {a, b, c} undN = {1, 7, π} ergibt sich

M ×N = {(a, 1), (a, 7), (a, π), (b, 1), (b, 7), (b, π), (c, 1), (c, 7), (c, π)} .

(iv) Die Elemente vonM×N sind geordnetePaare, es ist also beispielsweise (π, a)
kein Element vonM ×N in (iii). Insbesondere sindM ×N undN ×M unter-
schiedliche Mengen.
(v)HatM genaumundN genaunElemente, so hatM×N genaum·nElemente.
(vi) Das kartesische Produkt kann analog auch fürmehr als zweiMengen gebildet
werden. Für MengenM1, . . . ,Mn setzt man dabei

M1 ×M2 × · · · ×Mn := {(a1, . . . , an) | a1 ∈M1, . . . , an ∈Mn} .

Für eine MengeM schreibt man auch

Mn := M × · · · ×M︸ ︷︷ ︸
n

.

Ein Beispiel dafür ist der aus der Schule bekannteR3. 4

Definition 1.4.4. SeienM,N Mengen. EineRelation zwischenM undN ist eine
Teilmenge

R ⊆M ×N.
Statt (a, b) ∈ R schreibt man manchmal auch aRb und sagt a steht zu b in der
RelationR. FürM = N sagt man auch, dassR eine Relation aufM ist.
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R ⊆M ×N

b

a
(a, b)

c

d

(c, d)

aRb

¬cRd

4

Bemerkung/Beispiel 1.4.5. (i) Eine Relation gibt eine Beziehung zwischen Ele-
menten an. Für jedes a ∈ M und b ∈ N kann diese Beziehung entweder gelten,
oder auch nicht. Die RelationR als Menge enthält genau die Paare (a, b), für die
a zu b in Relation steht.
(ii) FürM = {Gabi,Monika,Erika} und N = {Klaus,Martin,Horst} ist etwa
eine Relation gegeben durch

R1 := {(Gabi,Martin), (Monika,Horst), (Erika,Klaus)} .

Eine andere Möglichkeit wäre aber zum Beispiel

R2 = {(Gabi,Martin), (Monika,Martin), (Erika,Klaus), (Erika,Horst)} .

Ohne das als gesellschaftspolitisches Statement zu verstehen, könnte in diesem
SetupMonikabeispielsweisenicht zuErika inRelation stehen, dennErika ist kein
Element vonN .
(iii) Mathematisch etwas relevanter ist die folgende Relation aufR:

≤:=
{

(a, b) ∈ R× R | ∃c ∈ R : a+ c2 = b
}
.

Hier steht also a in Relation zu b genau dann wenn a kleiner gleich b ist. Hier
kennen wir die alternative Notation a ≤ b statt (a, b) ∈≤ schon lange. 4
Relationen können gewisse zusätzliche Eigenschaften haben, die von Bedeutung
sind.

Definition 1.4.6. (i) SeiM eine Menge. Eine RelationR ⊆M ×M aufM heißt
reflexiv, falls ∀a ∈M : (a, a) ∈ R,
symmetrisch, falls ∀a, b ∈M : (a, b) ∈ R⇒ (b, a) ∈ R,
antisymmetrisch, falls ∀a, b ∈M : (a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R⇒ a = b,
transitiv, falls ∀a, b, c ∈M : (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R⇒ (a, c) ∈ R
vollständig, falls ∀a, b ∈M : (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R.
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(ii) EineÄquivalenzrelationaufM ist eine reflexive, symmetrischeund transitive
Relation aufM .
(iii) Eine partielleOrdnung aufM ist eine reflexive, antisymmetrische und tran-
sitive Relation aufM . Die partielle Ordnung heißt vollständige/totaleOrdnung,
falls sie vollständig ist. 4

Bemerkung/Beispiel 1.4.7. (i) Die in Beispiel 1.4.5 (iii) angegebene Relation≤ ist
eine vollständige Ordnung aufR.
(ii) AufN definieren wir folgende Relation (Teilbarkeit):

T = {(a, b) ∈ N× N | ∃c ∈ N : a · c = b}.

Für (a, b) ∈ T schreibtman oft auch a | bund sagt a teilt b. Dann siehtman leicht,
dass T eine partielle, aber keine total Ordnung aufN ist.
(iii) Auf jeder MengeM ist

{(a, a) | a ∈M}

eine Äquivalenzrelation. Jedes Element steht nur zu sich selbst in Relation. Die
Relation gibt also gerade die Gleichheit wieder.
(iv) Auf der Menge aller Personen im Raum definiert man folgende Relation:

H = {(a, b) | a und b haben dieselbe Haarfarbe}.

Dann istH eine Äquivalenzrelation.
(v) Äquivalenzrelationen erlauben es also, einen verallgemeinerten Gleichheits-
begriff zu definieren. Es ist dabei nicht nur jedes Element zu sich selbst gleich,
sondernkann imverallgemeinertenSinneauchzuanderenElementengleich (äqui-
valent) sein. Die Eigenschaften reflexiv/symmetrisch/transitiv sind natürlich Ei-
genschaften, die man von einer verallgemeinerten Gleichheit erwarten würde.
(vi) Für Äquivalenzrelationen verwendet man häufig auch die Bezeichnung ∼.
Statt (a, b) ∈ R oder aRb schreibt man also a ∼ b (oder etwas genauer a ∼R
b). 4

Definition 1.4.8. Sei R eine Äquivalenzrelation auf der MengeM . Für a ∈ M
definieren wir

[a] := {b ∈M | (a, b) ∈ R} ,

und nennen es die Äquivalenzklasse von a bezüglichR. Es gilt also stets

a ∈ [a] ⊆M. 4
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Lemma1.4.9 (F). (i) SeiR eine Äquivalenzrelation aufM . Füra, b ∈M gilt dann stets

[a] = [b] oder [a] ∩ [b] = ∅.

Die Äquivalenzklassen liefern also eine Zerlegung vonM in paarweise disjunkte Teilmen-
gen.
(ii) Sei I eine beliebige Indexmenge und für jedes i ∈ I seiMi ⊆ M eine Teilmenge. Es
gelte

Mi ∩Mj = ∅ für i 6= j sowie M =
⋃
i∈I

Mi.

Dann liefert folgende Setzung eine Äquivalenzrelation aufM , derenÄquivalenzklassen ge-
rade dieMengenMi sind:

R := {(a, b) ∈M ×M | ∃i ∈ I : a, b ∈Mi} .

Beweis. (i) Angenommen es gilt [a] ∩ [b] 6= ∅.Wir zeigen, dass dann [a] = [b]
gelten muss.
Es gibt nun also c ∈ M mit c ∈ [a] und c ∈ [b]. Aus der Definition von Äqui-
valenzklassen folgt (a, c) ∈ R und (b, c) ∈ R. Die Symmetrie von R impliziert
(c, b) ∈ R und aus der Transitivität folgt damit (a, b) ∈ R.
Sei nun d ∈ [a] beliebig. Aus (a, d) ∈ R folgt (d, a) ∈ R undmit (a, b) ∈ R dann
wieder aus der Transitivität (d, b) ∈ R. Die Symmetrie impliziert (b, d) ∈ R,
also d ∈ [b]. Wir haben gezeigt dass jedes Element aus [a] auch zu [b] gehört,
also [a] ⊆ [b]. Die Inklusion [b] ⊆ [a] zeigt man genauso (da die Voraussetzung
[a]∩ [b] = ∅ aber völlig symmetrisch bezüglich a und b ist,muss eigentlich nichts
mehr gezeigt werden). Damit gilt [a] = [b].
Wegen a ∈ [a] für jedes a ∈ M liefern die Äquivalenzklassen also eine disjunkte
Zerlegung von ganzM .
(ii)DieRelationR ist nachKonstruktionoffensichtlich reflexiv und symmetrisch.
Für die Transitivität gelte (a, b) ∈ R und (b, c) ∈ R. Es gibt also i, j ∈ I mit
a, b ∈ Mi und b, c ∈ Mj. Aus i 6= j würdeMi ∩ Mj = ∅ folgen, was wegen
b ∈Mi∩Mj nicht sein kann. Also gilt i = j, und somit a, c ∈Mi, also (a, c) ∈ R.
Damit ist gezeigt, dassR eine Äquivalenzrelation ist. Wegen

b ∈ [a] ⇔ (a, b) ∈ R ⇔ ∃i ∈ I : a, b ∈Mi

folgt für a ∈ Mi schon [a] = Mi. Die MengenMi sind also gerade die Äquiva-
lenzklassen vonR.
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Definition 1.4.10. Für eine Äquivalenzrelation R aufM nennen wir die Menge
der Äquivalenzklassen auch Faktormenge:

M/R := {[a] | a ∈M} . 4

Bemerkung/Beispiel 1.4.11. (i) Die Äquivalenzklasse [a] enthält alle zu a äquiva-
lenten Elemente. Es ist also die Zusammenfassung aller Elemente, die im verall-
gemeinerten Sinn als gleich wie a anzusehen sind. Für jedes b ∈ [a] gilt [a] = [b].
Sowohl a als auch b sind also Vertreter der gleichen Äquivalenzklasse.
(ii) In Beispiel 1.4.7 (iv) enthält eine Äquivalenzklasse gerade alle Personen mit
gleicher Haarfarbe.
(iii) Die MengeM/R hat Teilmengen vonM als Elemente, nämlich die Äquiva-
lenzklassen.Da verschiedeneElemente vonM in der selbenÄquivalenzklasse lie-
gen können, enthältM/R potenziell weniger Elemente alsM . Wenn in Beispiel
1.4.7 der Raum 100 Personen enthält, die insgesamt 5 verschiedene Haarfarben
haben, istM eine Menge mit 100 undM/R eine Menge mit 5 Elementen.

blond

braun

schwarz
kahl

rot

Heidi

Erika

Horst
Tim Harry

MengeM mit Äquivalenzrelation

{[Heidi], [Erika], [Horst], [Harry], [Tim]} FaktormengeM/R 4

Konstruktion 1.4.12 (F). Wenn wir Zmit den Rechenregeln als bekannt voraus-
setzen, könnenwir nun eine exakte Definition vonQ geben. Dazu definieren wir
zunächst eine Äquivalenzrelation auf der MengeZ× (Z \ {0}):

(a, b) ∼ (c, d) :⇔ ad = bc.

Manmuss nun zunächst nachrechnen, dass es sich hierwirklich umeine Äquiva-
lenzrelation handelt. Ist dies erledigt, definieren wirQ einfach als Faktormenge
dieser Äquivalenzrelation:

Q := (Z× (Z \ {0})) / ∼ .
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Für die Äquivalenzklasse von (a, b) schreibt man statt [(a, b)] hier gewöhnlich a
b
,

was zur bekannte Notation

Q =
{a
b
| a, b ∈ Z, b 6= 0

}
führt. Es gilt beispielsweise

(1, 2) ∼ (2, 4), denn 1 · 4 = 2 · 2.

Daraus folgt [(1, 2)] = [(2, 4)], oder in anderer Schreibweise gerade

1

2
=

2

4
.

Nun versieht man Q gewöhnlich mit Addition und Multiplikation, die folgender-
maßen definiert wird:

a

b
+
c

d
:=

ad+ bc

bd
a

b
· c
d

:=
ac

bd
.

Hier taucht ein wichtiges Phänomen auf, nämlich das derWohldefiniertheit. Wir
definieren hier Addition und Multiplikation von Äquivalenzklassen, also streng
genommen von Teilmengen vonZ× (Z \ {0}) . Auf der rechten Seite der Defini-
tion wird aber Bezug auf einen Vertreter der Äquivalenzklasse Bezug genommen,
also auf ein Element der jeweiligen Menge. Dieser Vertreter ist aber keineswegs
eindeutig.�eoretisch könnte das zu Problem führen. ZumBeispiel erhalten wir
mit der oberen Formel

1

2
· 3

5
=

3

10
.

Wir hätten aber statt 1
2
auch 2

4
schreiben können, und erhielten dann

2

4
· 3

5
=

6

20
.

Formal betrachtet haben wir im ersten Fall für die Äquivalenzklasse 1
2
den Ver-

treter (1, 2) in der Formel verwendet und im zweiten Fall den Vertreter (2, 4). Er-
freulicherweise gilt nun aber

3

10
=

6

20
,

wie man direkt sieht, d.h. die Elemente (3, 10) und (6, 20) liegen in der selben
Äquivalenzklasse. Das kann (undmuss)man nun noch ganz Allgemein für+ und
· aufQ beweisen. 4
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Definition 1.4.13. SeienM,N Mengen. Eine Funktion/Abbildung f vonM nach
N ist eine linkstotale und rechtseindeutige Relation zwischenM und N , d.h. eine
Teilmenge f ⊆M ×N mit folgender zusätzlicher Eigenschaft:

∀a ∈M ∃!b ∈ N : (a, b) ∈ f.

Dabei heißtM Definitionsbereich undN Zielbereich der Funktion. 4

Bemerkung 1.4.14. (i) Die definierende Eigenschaft einer Funktion besagt gera-
de, dass für jedes Element a aus dem DefinitionsbereichM genau ein Element b
aus dem ZielbereichN existiert, welches zu a in Relation steht (also immermin-
destens eins, aber auchniemehr als eins). Aufgrundder Eindeutigkeit von b kann
man eine Funktion also auch als Zuordnungsvorschrift verstehen, die jedem a ∈M
ein b ∈ N zuordnet.
(ii) Statt f ⊆ M × N schreibt man für Funktionen meistens f : M → N , und
statt (a, b) ∈ f auch

b = f(a).

Man nennt dann b auch das Bild von a unter f .

a
f(a)

f : M → N

(iii) Wenn man die Notation f : M → N wählt, nennt man die Darstellung f ⊆
M × N manchmal auch Graph von f . In strengen Sinn der Definition ist eine
Funktion aber nichts anderes als ihr Graph.
(iv) Für T ⊆M nennt man die Menge

f(T ) := {f(a) | a ∈ T}

das Bild von T unter f , und die Menge

Bild(f) := f(M)

das Bild von f .
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(v) Für S ⊆ N nennt man

f−1(S) := {a ∈M | f(a) ∈ S}

das Urbild vonS unter f und für b ∈ N

f−1(b) := f−1({b}) = {a ∈M | f(a) = b}

das Urbild von b. Man beachte aber, dass dabei f−1 im Allgemeinen nicht als
Funktion vonN nachM aufgefasst werden kann, denn das Urbild eines Punktes
kannmehrere Punkte enthalten.Daswiderspräche derRechtseindeutigkeit. 4

Beispiel 1.4.15. (i) Wir betrachten die Funktion f : {a, b, c, d} → {1, 2, 3} defi-
niert durch

f(a) = 1, f(b) = 1, f(c) = 2, f(d) = 3.

In der formalen Darstellung als Graph erhalten wir

f = {(a, 1), (b, 1), (c, 2), (d, 3)}

und schematisch können wir f so darstellen:

a

b

c
d

1

2

3

Es gilt beispielsweise

f({a, c}) = {1, 2}, f−1({1, 3}) = {a, b, d}, f−1(3) = {d}, f−1(1) = {a, b}.

(ii) Auf jeder MengeM gibt es die Identitätsfunktion:

idM : M →M

a 7→ a.

(iii) Die Funktion f = {(a, a2) ∈ R× R | a ∈ R}würde man gewöhnlich so an-
geben:

f : R→ R
a 7→ a2.

Ihr Graph hat dann folgende Gestalt:
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R

R

f

Es giltBild(f) = R≥0 = f(R≥0) und f−1(4) = {−2, 2}. 4
Definition 1.4.16. Sei f : M → N eine Abbildung. Dann heißt f

(i) injektiv, falls jedes Element im Zielbereich höchstens ein Urbild hat:

∀b ∈ N : #f−1(b) ≤ 1.

(ii) surjektiv, falls jedes Element im Zielbereich mindestens ein Urbild hat:

∀b ∈ N : #f−1(b) ≥ 1.

(iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist:

∀b ∈ N : #f−1(b) = 1. 4

Bemerkung/Beispiel 1.4.17. (i) Die Injektivität von f kann man auch folgender-
maßen ausdrücken:

∀a, b ∈M : a 6= b⇒ f(a) 6= f(b).

Zwei verschiedene Elemente des Definitionsbereichs werden also stets auf ver-
schiedeneElemente imZielbereich abgebildet. Inder schematischenDarstellung
von oben bedeutet das, dass niemals zwei verschiedene Pfeile am selben Punkt
enden. Man beachte, dass sich diese Eigenschaft von der Rechtseindeutigkeit (in
der Funktionsdefinition) unterscheidet; diese besagt gerade, dass von jedemEle-
ment im Definitionsbereich genau ein Pfeil ausgeht.

injektiv
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nicht injektiv

Wenn man die Injektivität einer Abbildung andeuten möchte, verwendet man
manchmal folgende Notation:

f : M ↪→ N.

(ii) Die Surjektivität besagt, dass jedes Element im Zielbereich von einem Pfeil
getroffen wird, oder auchBild(f) = N :

surjektiv

nicht surjektiv

Um die Surjektivität anzudeuten, schreibt manmanchmal

f : M � N.

Die Surjektivität einer Abbildung kann man notfalls dadurch erzwingen, dass
man den ZielbereichN durch das BildBild(f) der Abbildung ersetzt:

f : M � Bild(f).
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(iii) Injektivität und Surjektivität sind voneinander unabhängig Bedingungen.
Keine der beiden impliziert die andere oder schließt sie aus.
(iv) Die Bijektivität besagt, dass jedes Element im Zielbereich genau ein Urbild
besitzt.Damit stellt f eine eins-zu-eins Zuordnung zwischendenElementen von
M undN her:

bijektiv

Indieser Situationkannmanoffensichtlichf−1 alsAbbildung vonN nachM auf-
fassen:

f−1 := {(b, a) ∈ N ×M | f(a) = b}

undman nennt f−1 dann Umkehrabbildung von f .
(v) Eine injektive Abbildung f : M → N wird bijektiv, wenn N durch Bild(f)
ersetzt wird. In diesem Sinne existiert also für jede injektive Abbildung die Um-
kehrabbildung

f−1 : Bild(f)→M.

(vi) Die Identitätsfunktion idM : M → M ist stets bijektiv. Es gibt aber im All-
gemeinen noch weitere bijektive Funktionen vonM nachM . Beispiele sind Dre-
hungen und Spiegelungen desR2. 4

Beispiel 1.4.18. Wir betrachten die Funktion

f : R→ R
a 7→ a2.

R

R
f
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Es gilt f(−1) = 1 = f(1), also ist f nicht injektiv. Es gilt−1 /∈ R≥0 = Bild(f),
also ist f auch nicht surjektiv. Wir ersetzen nun den Zielbereich durchR≥0:

g : R→ R≥0

a 7→ a2.

R

R≥0
g

Die Abbildung g ist nun surjektiv, aber wegen g(−1) = 1 = g(1) immer noch
nicht injektiv. Wenn wir nun auch noch den Definitionsbereich zu R≥0 verklei-
nern, erhalten wir eine injektive und surjektive Abbildung, also eine Bijektion:

h : R≥0 → R≥0

a 7→ a2.

R≥0

R≥0

h

Die Umkehrfunktion von h nennt manWurzelfunktion:

h−1 : R≥0 → R≥0

a 7→
√
a.

R≥0

R≥0

h−1

4
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Definition 1.4.19. Seien f : M → N und g : N → O Funktionen. Dann ist die
Hintereinanderausführung von f und g definiert als

g ◦ f : M → O

a 7→ g (f(a)) .

Dabei liest man das Symbol ◦ als nach, was auch die Reihenfolge g ◦ f erklärt.

M
f //

g◦f

88N
g // O

f g

g ◦ f
4

Bemerkung/Beispiel 1.4.20. (i) Sei f : {a, b, c} → {1, 2} definiert durch

f(a) = 1, f(b) = 2, f(c) = 1

und g : {1, 2} → {Klaus,Bello, Patscherkofel} definiert durch

g(1) = Patscherkofel, g(2) = Bello,

so erhalten wir für g ◦ f : {a, b, c} → {Klaus,Bello, Patscherkofel}

(g ◦ f)(a) = Patscherkofel, (g ◦ f)(b) = Bello, (g ◦ f)(c) = Patscherkofel.

(ii) Für f : M → N gilt stets

f ◦ idM = f, idN ◦f = f.

(iii) Ist f : M → N bijektiv und f−1 : N →M die Umkehrabbildung, so gilt

f−1 ◦ f = idM , f ◦ f−1 = idN .
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(iv) Die Hintereinanderausführung von Abbildungen erfüllt das Assoziativgesetz,
d.h. es gilt

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

für Abbildungen f : M → N, g : N → O, h : O → P.
(v)DieHintereinanderausführungvonAbbildungen ist imAllgemeinennichtkom-
mutativ! Es gibt also Abbildungen f : M →M, g : M →M mit

g ◦ f 6= f ◦ g.

Beispielsweise kannmandasmit einerDrehung und einer Achsenspiegelung des
R2 anschaulich leicht sehen. 4
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Kapitel 2

Gauß-Algorithmus und
Matrixrechnung

In diesem Abschnitt lernen wir zunächst den Gauß-Algorithmus überR kennen.
Mit ihm kann man lineare Gleichungssysteme algorithmisch vollständig lösen.
Wir sehen dann, dass man statt R beispielsweise auch Q verwenden kann und
das führt uns zur allgemeinenDefinition einesKörpers. Das sind gerade die Zahl-
bereiche, über denen der Gauß-Algorithmuswie überR funktioniert.Wir lernen
einige Beispiele dazu kennen, allen voran die komplexen Zahlen. Danach beschäf-
tigen wir uns mit Matrixrechnung, die viel notationelle Vereinfachung und ein
tieferes Verständnis des Gauß-Algorithmus liefert.

2.1 Der Gauß-Algorithmus

In diesem Abschnitt arbeiten wir ausschließlich mitR, alle auftretenden Zahlen
sollen also reell sein. In den meisten Anwendungen in Physik, Technik etc. wird
auchmit den reellenZahlen gearbeitet.Man sollte dabei nicht vergessen, dass die
reellen Zahlen bei weitem kein einfaches oder offensichtliches Konstrukt sind.
Mathematisch exakt wurden sie sogar erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts ge-
fasst. Für eine saubere Einführung in die reellen Zahlen verweisen wir auf die
Analysis-Vorlesungen.

Beispiel 2.1.1. Aus der Schule bekannt sind meistens Systeme von linearen Glei-

25
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chungen in zwei oder drei Variablen. Ein solches System ist beispielsweise

2x+ y = 10

x+ y = 6

Um das System zu lösen, möchte man alle (reellen) Werte für x und y bestim-
men, die bei gemeinsamer Einsetzung in beide Gleichungen wahre Aussagen er-
geben. Dies erreichtman gewöhnlich durch Äquivalenzumformungen, also Umfor-
mungen des Gleichungssystems, welche die Lösungsmenge nicht verändern. Am
Ende sollte dabei die Lösungsmenge einfach abzulesen sein. Bei einfachen Sy-
stem kann man beispielsweise die Strategie des Auflösens und Einsetzens ver-
wenden. Die zweite Gleichung ist offensichtlich äquivalent zu

y = 6− x.

Setzt man das ins erste System ein, erhält man

2x+ (6− x) = 10,

also
x+ 6 = 10.

Hier liest man die einzige Lösung x = 4 direkt ab, und erhält y = 6− 4 = 2.Das
System hat also die einelementige LösungsmengeL = {(4, 2)}. 4

Die Strategie des Auflösens und Einsetzenswird schnell unpraktikabel, wenn die
Anzahl der Variablen und Gleichungen wächst. Bei 10 Gleichungen in 15 Varia-
blen möchte eigentlich niemand mehr diese Rechnung durchführen. Wir gehen
nun also etwas systematischer vor.

Definition 2.1.2. (i) Ein lineares Gleichungssystem ist ein Ausdruck der folgen-
den Form:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 (2.1)
...

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

Dabei sind aij und bi vorgegebene Koeffizienten (hier aus R) des Gleichungssy-
stems. Die x1, . . . , xn sind Variablen.
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(ii) Das lineare Gleichungssystem (2.1) heißt homogen, falls

b1 = b2 = · · · = bm = 0

gilt. Ansonsten heißt es inhomogen.
(iii)DieKoeffizientenmatrixdesGleichungssystems (2.1) ist folgendes rechtecki-
ges Schema:

A =

 a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 ,

die erweiterte Koeffizientenmatrix ist

(A, b) =

 a11 · · · a1n b1
...

...
...

am1 · · · amn bm

 .

(iv) Die Lösungsmenge des Systems (2.1) ist

L(A, b) := {(c1, . . . , cn) ∈ Rn | rechts und links in (2.1) steht in jeder
Gleichung dieselbe Zahl, wenn jedes
xi durch ci ersetzt wird}. 4

Die Strategie des Algorithmus von Gauß ist nun, das Gleichungssystem (bzw. ei-
gentlich nur seine erweiterte Koeffizientenmatrix) so umzuformen, dass sich ei-
nerseits die Lösungsmenge nicht ändert und andererseits die Lösungsmenge des
neuen Systems leicht abzulesen ist. Leicht abzulesen ist die Lösungsmenge bei
Koeffizientenmatrizen in Zeilenstufenform:

Definition 2.1.3. Einem×n-MatrixA ist in Zeilenstufenform, falls sie folgende
Gestalt hat:

A =



~
~

~
. . .

0 ~


.

Dabei müssen alle Einträge~ ungleich Null sein und unterhalb der Stufenlinien
darf überall nurNull stehen.Die Einträge~nenntmanPivots. In exakterer (aber
unverständlicherer) Ausdrucksweise besagt das:
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(i) Es gibt ein 0 ≤ r ≤ m, so dass alle Zeilenmit Index r+ 1 bism nur Nullen
enthalten.

(ii) In jeder Zeile mit Index 1 ≤ i ≤ r gibt es einen Eintrag 6= 0. Wenn ji der
kleinste Spaltenindex ist, für den der Eintrag in der i-ten Zeile 6= 0 ist, so
gilt

j1 < j2 < · · · < jr. 4

Bemerkung 2.1.4. Hat die Koeffizientenmatrix A eines linearen Gleichungssy-
stems Zeilenstufenform, kann man die Lösungsmenge des Systems direkt able-
sen. Die erweiterte Koeffizientenmatrix sieht dann so aus:

~ b1

~ b2

~ b3

. . . ...
~ br

0 br+1
...
bm


.

Indem man das in Gedanken wieder in ein klassisches Gleichungssystem über-
setzt, sieht man direkt:

(i) Das System hat genau dann eine Lösung, wenn br+1 = · · · = bm = 0 gilt.

(ii) Ist das System lösbar, erhält man alle Lösungen auf folgendeWeise:

Falls in der i-ten Spalte von A kein Pivot steht, kann für xi eine beliebige
Zahl eingesetzt werden. Solche Variablen nennt man freie Variablen.

Die Werte für alle anderen Variablen sind dann eindeutig bestimmt (diese
Variablen nennt man gebunden). Man erhält sie, indem man von unten,
beginnend mit der r-ten Zeile, die entsprechenden Gleichungen nach der
Variable am Pivot auflöst.

Durch diese Prozedur erhält man eine Parametrisierung der gesamten Lösungs-
menge durchRn−r, d.h. eine bijektive Abbildung

ϕ : Rn−r → L(A, b).
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Dabei entspricht ein Tupel d ∈ Rn−r einerWahl vonWerten für die freien Varia-
blen (davon gibt es n− r viele). Das Tupelϕ(d) ist dann die eindeutig bestimmte
Fortsetzung zu einer Lösung des Systems. 4

Beispiel 2.1.5. Wir betrachten folgende erweiterte Koeffizientenmatrix, in derA
Zeilenstufenform hat:

(A, b) =


1
2

2 −3
4

0 9
0 0 2 1 −4/3
0 0 0 −1 2
0 0 0 0 0

 .

Hier istm = n = 4 und r = 3. Wegen b4 = 0 ist das System lösbar. Die einzige
freie Variable ist x2.Wennwir für x2 also denWert d ∈ Rwählen, ergibt sich aus
der dritten Zeile der einzigmöglicheWert−2 für x4, damit aus der zweiten Zeile
1
3
für x3 und schließlich aus der erste Zeile 37

2
− 4d für x1. Dadurch ergibt sich

folgende Parametrisierung der Lösungsmenge:

ϕ : R→ L(A, b)

d 7→
(

37
2
− 4d, d, 1

3
,−2

)
.

Die Lösungsmenge kann auch einfach als

L(A, b) =
{(

37
2
− 4d, d, 1

3
,−2

)
| d ∈ R

}
angegeben werden. 4

ImGauß-Algorithmus formenwir ein Gleichungssystem so lange um, bis es Zei-
lenstufenform hat. Wir geben die nötigen Definitionen nun in der Sprache der
(erweiterte) Koeffizientenmatrix an.

Definition 2.1.6. Eine elementare Zeilenumformung einer Matrix ist eine der
drei folgenden Operationen:

(I) Vertauschung von zwei Zeilen.

(II) Multiplikation (jedes Eintrags) einer Zeile mit einer Zahl 6= 0.

(III) Addition eines Vielfachen ( 6= 0) einer Zeile zu einer (echt) anderen (ein-
tragsweise). 4
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Der folgende Satz beinhaltet die wichtigsten Aussagen zum Gauß-Algorithmus.
Der eigentliche Algorithmus wird im Beweis von Teil (ii) beschrieben.

Satz 2.1.7 (Algorithmus von Gauß). Sei (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines
linearen Gleichungssystems.

(i) Entsteht (A′, b′) durch eine endliche Abfolge von elementaren Zeilenumformungen
aus (A, b), so gilt

L(A′, b′) = L(A, b).

(ii) (A, b) lässt sich durch eine endliche Abfolge von elementaren Zeilenumformungen
auf eine Gestalt (A′, b′) bringen, in derA′ Zeilenstufenform hat.

Beweis. (i): Das Vertauschen zweier Zeilen entspricht dem Vertauschen zweier
Gleichungen, was die Lösungsmenge offensichtlich nicht ändert.
Das Multiplizieren der i-ten Zeile mit λ 6= 0 entspricht demMultiplizieren aller
Koeffizientender i-tenGleichung (einschließlichdem bi)mitλ. Ist c = (c1, . . . , cn)
eine Lösung der ursprünglichen Gleichung, so gilt

ai1c1 + · · ·+ aincn = bi.

Daraus folgt

(λai1)c1 + · · ·+ (λain)cn = λ(ai1c1 + · · ·+ aincn) = λbi,

als ist c auch eine Lösung des neuen Systems, die Lösungsmenge wird also höch-
stens größer.Da dieseUmformungdurch eineUmformungdesselben Typs (Mul-
tiplikationmitλ−1)wieder rückgängig gemachtwerdenkannunddasSystemda-
bei abermals höchstens größer wird, ist es stets gleich geblieben.
Wir addieren nun das λ-fache der i-ten Zeile zur j-ten. Sei c = (c1, . . . , cn) eine
Lösung des ursprünglichen Systems, insbesondere gelte also

ai1c1 + · · ·+ aincn = bi

aj1c1 + · · ·+ ajncn = bj.

Daraus folgt

λbi + bj = λ (ai1c1 + · · ·+ aincn) + (aj1c1 + · · ·+ ajncn)

= (λai1 + aj1)c1 + · · ·+ (λain + ajn)cn.
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Also löst c auch die neu entstandene Gleichung im neuen System. Also ist die Lö-
sungsmenge auch indiesemSchritt höchstens größer geworden.AuchdieseUm-
formung lässt sich durch eine vom selben Typ invertieren, nämlich durch Addi-
tion des (−λ)-fachen der i-ten Zeile zur j-ten. Also bleiben die Lösungsmengen
stets gleich und wir haben (i) bewiesen.
(ii): Die Nullmatrix hat bereits Zeilenstufenform, also können wir annehmen,
dassAmindestens einen Eintrag 6= 0 hat. Wir wählen nun eine Zeile, in der ein
Eintrag 6= 0 inAmitkleinstemSpaltenindex j1 auftritt.Wir vertauschendie erste
Zeile von (A, b) dannmit dieser Zeile (Umformung vom Typ (I)). In allen Spalten
von kleinerem Index als j1 steht nun also nur Null und an der Stelle (1, j1) steht
ein Eintrag 6= 0. Damit könnenwirmit Umformungen vomTyp (III) alle Einträge
unterhalb des (1, j1)-Eintrags ebenfalls eliminieren.
Nun ignorierenwir die erste Zeile unddie ersten j1 SpaltenderMatrix und iterie-
ren den Prozess mit der übrigen (kleineren) Matrix. Man beachte, dass die erste
Zeile und die ersten j1 Spalten der Matrix durch die folgenden Umformungen
nicht mehr verändert werden. Nach endlich vielen Schritten erreichen wir also
Zeilenstufenform.

Bemerkung 2.1.8. (i) Der Gauß-Algorithmus und Bemerkung 2.1.4 ermöglichen
es nun, für lineare Gleichungssysteme sämliche Lösungen zu bestimmen. Wir
bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix mit elementaren Zeilenumformun-
gen auf Zeilenstufenform und lesen die Lösungen danach ab.
(ii) Am Beweis von (ii) in Satz 2.1.7 sehen wir, dass Umformungen von Typ (I)
und (III) schon ausreichen, umZeilenstufenformzubekommen. Typ (II) benötigt
man nur, wennman alle Pivots auf 1 setzenmöchte.
(iii) Man kann offensichtlich auch noch erreichen, dass alle Einträge oberhalb
der Pivots 0 sind. Sie können einfach mit Umformungen vom Typ (III), von links
mit den Pivots beginnend, eliminiert werden. Diese Formmacht das Ablesen der
Lösungen (wie im Bemerkung 2.1.4 beschrieben) nochmal einfacher. Man kann
in jeder Gleichung direkt denWert für (die einzige) gebundene Variable aus den
Werten für die freien Variablen bestimmen, ohne iterativ von unten diese Werte
auszurechnen. Sind zusätzlich die Pivots alle 1, muss dabei nicht einmal eineDi-
vision durchgeführt werden. Eine Zeilenstufenform mit Pivots = 1 und Nullen
oberhalb der Pivots heißt reduzierte Zeilenstufenform.
(iv) Wichtig beim Gauß-Algorithmus ist es, immer die erweiterte Koeffizienten-
matrix umzuformen. Ansonsten ändert sich die Lösungsmenge natürlich offen-
sichtlich.Nur bei homogenen Systemen ist das nicht nötig, da sich dieNullspalte
ganz hinten sowieso niemals ändert, wenn Zeilenumformungen vorgenommen



32 KAPITEL 2. GAUSS-ALGORITHMUS UNDMATRIXRECHNUNG

werden.
(v) Spaltenumformungen sind im Gauß-Algorithmus nicht ohne Probleme er-
laubt.VertauschtmanetwazweiSpalten, soändert sichdieLösungsmenge,wenn
auch nicht besonders dramatisch. Es müssen in der Lösung des neuen Systems
zwei entsprechende Koordinaten vertauscht werden, um die Lösungsmenge des
alten Systems zu erhalten. Um solche Komplikationen zu vermeiden, beschränkt
man sich am besten ausschließlich auf Zeilentransformationen. 4

Beispiel 2.1.9. Wir berechnen eine Zeilenstufenform:

(A, b) =

 1 2 3 4 −1
5 6 7 8 −2
9 10 11 12 −3

 Z2−5Z1 

 1 2 3 4 −1
0 −4 −8 −12 3
9 10 11 12 −3


Z3−9Z1 

 1 2 3 4 −1
0 −4 −8 −12 3
0 −8 −16 −24 6


Z3−2Z2 

 1 2 3 4 −1
0 −4 −8 −12 3
0 0 0 0 0

 .

Hier sehen wir, dass das zugehörige Gleichungssystem eine Lösung besitzt. Die
freien Variablen sind x3 und x4. Setzt man a ∈ R für x3 und b ∈ R für x4 ein,
erhalten wir aus der zweiten Gleichung den einzigmöglichenWert−3

4
− 2a− 3b

für x2. Damit ergibt sich mit der ersten Gleichung für x1 der Wert 1
2

+ a + 2b.
Insgesamt erhalten wir

L(A, b) =
{(

1
2

+ a+ 2b,−3
4
− 2a− 3b, a, b

)
| a, b ∈ R

}
.

Wir berechnen auch noch die reduzierte Zeilenstufenform: 1 2 3 4 −1
0 −4 −8 −12 3
0 0 0 0 0

 −1
4
·Z2

 

 1 2 3 4 −1
0 1 2 3 −3

4

0 0 0 0 0


Z1−2Z2 

 1 0 −1 −2 1
2

0 1 2 3 −3
4

0 0 0 0 0


Hierfindetmandie obenangegebeneBeschreibungder Lösungsmengenochein-
facher. 4
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2.2 Gruppen, Ringe undKörper
Wir schauen uns nun genau an, welche Eigenschaften von R wir im letzten Ab-
schnitt eigentlich verwendet haben.
Zunächst rechnen wir inR stets mit den beiden Rechenoperationen+ und ·. Dabei
habenwir, vermutlichohneeszubemerken, immerwiederAssoziativ-,Kommutativ-
und Distributivgesetz für Addition und Multiplikation verwendet. Im Beweis von
Satz 2.1.7 (i) sieht man das beispielsweise sehr schön. Auch bereits in der Defini-
tion der elementaren Umformungsschritte war das Kommutativgesetz implizit
vorausgesetzt. Ansonsten hätten wir ja z.B. die Reihenfolge bei der Addition an-
gebenmüssen.
Aber wir haben noch mehr verwendet. Um die Einträge unterhalb der Pivots zu
eliminierenmussten wir verwenden, dass man zu jeder Zahl eine geeignete Zahl
addieren kann, um Null zu erhalten. Das folgt aus der Existenz der Subtraktion
von Zahlen. Umwirklich mit jedem Pivot jede andere Zahl elimieren zu können,
muss man aber auch noch dividieren können. Das sieht man in Beispiel 2.1.9 gut.
Weitere Eigenschaften wurden für die Existenz der Zeilenstufenform aber nicht
verwendet. Auch die Extraktion der Lösungen (siehe Bemerkung 2.1.4) benötigt
diese, aber keine weiteren Eigenschaften. Die rationalen Zahlen Q haben aber
diese Eigenschaften ebenfalls. Wir können den Gauß-Algorithmus also genau-
so überQ durchführen, vorausgesetzt alle Koeffizienten des Gleichungssystems
sind rationale Zahlen.Dannfindetmandie rationale Lösungsmenge des Systems.
AlsMathematiker nimmtman das zumAnlass, gleich alles axiomatisch zu formu-
lieren. Das führt zum Begriff des Körpers.

2.2.1 Grundbegriffe
Definition2.2.1. (i) EineGruppe ist eineMengeG zusammenmit einer zweistel-
ligen Verknüpfung

∗ : G×G→ G

die folgende Bedingungen erfüllt:

(Assoziativgesetz) ∀a, b, c (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

(neutrales Element) ∃e ∀a e ∗ a = a ∗ e = a

(inverse Elemente) ∀a ∃b a ∗ b = b ∗ a = e.

(ii) Gilt zusätzlich
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(Kommutativgesetz) ∀a, b a ∗ b = b ∗ a

so nennt manG eine kommutative oder abelscheGruppe. 4

Beispiel 2.2.2. (i) Beispiele für abelscheGruppen sindZ,Q,Rmit der bekannten
Addition + und e = 0. N ist keine Gruppe bezüglich +, da nicht jedes Element
ein inverses Element besitzt.
(ii)Q\{0}undR\{0} sind abelscheGruppen bezüglich der bekanntenMultipli-
kation ·mit e = 1. FürZ \ {0} gilt das nicht, da nicht jedes Element ein inverses
Element besitzt.
(iii) Für n ∈ N sei

Z/nZ := {0, 1, . . . , n− 1}
versehen mit der Addition wie auf einer Uhr. Wir addieren also wie gewöhnlich,
identifizieren aber nmit 0, n + 1mit 1 usw... Auf diese Weise erhalten wir eine
abelsche Gruppe mit n Elementen.
(iv) Für jede nichtleere MengeM bilden die bijektiven Abbildungen vonM nach
M eine Gruppe S(M) bezüglich der Hintereinanderausführung ◦ von Funktio-
nen. Das neutrale Element ist dabei die identische Abbildung idM . FallsM min-
destens 3 Elemente hat, ist S(M) nicht abelsch. S(M) wird als Permutations-
gruppe oder Symmetriegruppe vonM bezeichnet. 4

Bemerkung 2.2.3. (i) Das Assoziativgesetz erlaubt uns, Klammern bei kompli-
zierteren Ausdrückenmeistens ganz wegzulassen.
(ii) Die Definition der inversen Elemente nimmt Bezug auf das neutrale Element
e. Dasmuss also zunächst bekannt sein, es ist eindeutig bestimmt. Falls nämlich
e, e′ ∈ G beides neutrale Elemente sind, so gilt

e = e ∗ e′ = e′

wobei wir für die erste Gleichung die Neutralität von e′ und für die zweite die
Neutralität von e verwendet haben. Auch das inverse Element zu einem festen
Element ist eindeutig bestimmt. Seien etwa b, b′ beide invers zu a.Multiplizieren
wir nun die Gleichung a ∗ b = e von links mit b′ erhalten wir

b′ ∗ a︸ ︷︷ ︸
e

∗b = b′ ∗ e = b′,

also b = b′.
(iv) In abelschen Gruppen wird die Verknüpfung oft mit + bezeichnet und das
neutrale Element mit 0. Das zu a inverse Element wird dannmit−a bezeichnet.
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In nicht-abelschen Gruppen verwenden wir oft · und 1 oder ◦ und id für die Ver-
knüpfungunddasneutrale Element.Das zua inverseElementwirddannmita−1

bezeichnet. Oft lassen wir · auch einfach weg, schreiben also ab statt a · b. 4

Definition 2.2.4. (i) EinRing ist eineMengeR zusammenmit zwei Verknüpfun-
gen

+: R×R→ R

· : R×R→ R,

genannt Addition undMultiplikation, sodass gilt:

• R ist bezüglich Addition eine abelsche Gruppe (das neutrale Element be-
zeichnen wir mit 0).

• DieMultiplikation ist assoziativundbesitzt einneutralesElement (genannt
1). Es gelte stets 1 6= 0.

• AdditionundMultiplikationerfüllendasDistributivgesetz,d.h. fürallea, b, c ∈
R gilt

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) und (b+ c) · a = (b · a) + (c · a).

(ii) Der RingR heißt kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist.
(iii) Die Menge

R× := {a ∈ R | ∃b ∈ R : ab = ba = 1}

heißt Menge der Einheiten vonR. 4

Beispiel2.2.5. (i)Die einfachstenBeispiele vonkommutativenRingensindZ,Q,R,
jeweils mit der bekannten Addition undMultiplikation. Es gilt

Z× = {−1, 1}, Q× = Q \ {0}, R× = R \ {0}.

(ii) SeiM eine nichtleere Menge. Dann bildet die MengeF(M,R) aller reellwer-
tigen Abbildungen aufM einen kommutativen Ring bezüglich punktweise defi-
nierter Addition undMultiplikation:

(f + g)(m) := f(m) + g(m)

(f · g)(m) := f(m) · g(m).

HierkannstattRaucheinbeliebiger andererRingRgewähltwerden (wobeiF(M,R)
dann nicht mehr unbedingt kommutativ ist). 4
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Bemerkung 2.2.6. (i) Wie in Gruppen sind auch in Ringen die beiden neutralen
Elemente0, 1 eindeutig bestimmt.Die inversenElementebezüglich+ sind eben-
falls eindeutig bestimmt. Für a ∈ R× ist auch das multiplikativ inverse Element
eindeutig bestimmt, wir bezeichnen es mit a−1.
(ii) In Ringen gelten einige einfache Rechenregeln, wie zum Beispiel

0 · a = 0

oder
−(a · b) = (−a) · b = a · (−b)

für alle a, b ∈ R. Obwohl sie nicht zu den Axiomen gehören, kannman sie relativ
leicht beweisen.
(iii) Umdie Anzahl von Klammern zu verringern, vereinbarenwir, dassMultipli-
kation stärker bindet als Addition. So schreiben wir etwa

a · b+ c · d

anstelle von
(a · b) + (c · d).

Wiederum lassen wir · oft einfach weg, schreiben also ab anstelle von a · b. 4

Lemma 2.2.7. SeiR ein Ring. Dann istR× eine Gruppe bezüglich ·.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dassR× überhaupt abgeschlossen unter · ist. Seien
dazu also a, b ∈ R×. Es existieren also a−1, b−1 ∈ R und es gilt

(ab)(b−1a−1) = a(bb−1)a−1 = a1a−1 = aa−1 = 1.

Genauso zeigt man (b−1a−1)(ab) = 1. Also ist ab ebenfalls invertierbar inR, d.h.
ab ∈ R×.
Die Multiplikation ist nun bereits aufgrund der Ringaxiome assoziativ. Offen-
sichtlich gilt außerdem 1 ∈ R×, also besitztR× ein neutrales Element bezüglich
der Multiplikation.Wegen

aa−1 = a−1a = 1

besitztmit a auch a−1 ein inverses Element, nämlich a. Damit gilt a−1 ∈ R× und
a hat also inR× ein inverses Element bezüglich ·.
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Bemerkung 2.2.8. Der letzte Beweis zeigt, dass für a, b ∈ R× stets gilt

(a−1)−1 = a sowie (ab)−1 = b−1a−1. 4

Definition 2.2.9. Ein Körper ist ein kommutativer RingK mit

K× = K \ {0}. 4

Beispiel 2.2.10. Q undR sind Körper. 4

Bemerkung 2.2.11. Wie bereits erwähnt, kann man den Algorithmus von Gauß
für lineareGleichungssystememitKoeffizientenauseinembeliebigenKörperdurch-
führen, genau wie im letzten Abschnitt beschrieben, ohne die Lösungsmenge zu
verändern. Man beachte, dass hier (per Definition)

L(A, b) ⊆ Kn

gilt. Es gelten Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz für + und ·. Die
BedingungungK× = K \ {0} und die Existenz von additiv inversen Elementen
erlaubt es uns, jeden Pivot so zu skalieren, dass man damit Einträge unterhalb
eliminieren kann. Ist der Pivot etwa a 6= 0 und ein Eintrag unterhalb lautet b, so
muss man die Pivotzeile mit−ba−1 multiplizieren und nach unten addieren. An
der Stelle von b steht dann

(−ba−1) · a+ b = −b · 1 + b = −b+ b = 0.

Auchdas Ablesen der Lösungsmenge funktioniert genauwie inBemerkung 2.1.4.
Man erhält eine Parametrisierung

ϕ : Kn−r → L(A, b).

Über einem Ring lässt sich der Algorithmus jedoch im Allgemeinen nicht durch-
führen. Ist ein Pivot überZ beispielsweise 2, so kannman eine etwaige darunter-
stehende 1 damit nicht eliminieren (ohne den ZahlbereichZ zu verlassen).

2.2.2 Die komplexen ZahlenF

Die komplexen Zahlen C bilden einen Körper, der eine Erweiterung von R ist.
Wem das seltsam vorkommt, der rufe sich nochmal in Erinnerung, dass bereits
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die reellen Zahlen ein komplexes theoretisches Gebilde sind, das keineswegs na-
türlich gegeben ist. Es entstand aus Q in dem Versuch, gewisse Defizite beim
Lösen vonGleichungen zu beheben. Es gibt nun keinenGrund, beiRmit solchen
Konstruktionenaufzuhören.Eshat ja auchRnochgewisseDefizite, zumBeispiel
besitzt die Gleichung x2 + 1 = 0 dort keine Lösung.

Konstruktion2.2.12. AlsMengesinddiekomplexenZahleneinfachdie reelleEbe-
neR2 :

C = R× R = {(a, b) | a, b ∈ R}.

Wir definieren nun Addition undMultiplikation folgendermaßen:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

Es ist also beispielsweise

(3,−2) + (2, 1) = (5,−1), (3,−2) · (2, 1) = (8,−1).

Die Addition entspricht einfach dem Aneinanderhängen von Pfeilen imR2 :

(0, 0)

(a, b)

(c, d)

(a, b) + (c, d)

Wir werden später sehen, dass auch die Multiplikation eine geometrische Inter-
pretation besitzt. 4

Satz 2.2.13. C bildet mit+ und · einen Körper. Dabei ist (0, 0) das additiv neutrale und
(1, 0)dasmultiplikativneutraleElement.Dasadditiv inverseElementzu(a, b) ist(−a,−b).
Dasmultiplikativ inverse Element zu z = (a, b) 6= (0, 0) ist

z−1 =

(
a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
.



2.2. GRUPPEN, RINGE UNDKÖRPER 39

Beweis. Wir rechnennur einigeAussagennach, derRest istÜbungsaufgabe. Zum
Beispiel ist

(a, b) + (0, 0) = (a+ 0, b+ 0) = (a, b)

und
(a, b) · (1, 0) = (a · 1− b · 0, a · 0 + b · 1) = (a, b).

Weiter gilt

(a, b) ·
(

a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
=

(
a2

a2 + b2
− −b2

a2 + b2
,
−ab
a2 + b2

+
ab

a2 + b2

)
=

(
a2 + b2

a2 + b2
, 0

)
= (1, 0).

Bemerkung2.2.14. (i)WirkönnenR inCeinbetten, indemwira ∈ Rmit (a, 0) ∈
C identifizieren.Wir identifizierenR alsomit der x-Achse inR2. Die neuen Ver-
knüpfungen stimmen dann gerade mit den alten überein:

(a, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0), (a, 0) · (b, 0) = (ab− 0 · 0, a · 0 + b · 0) = (ab, 0).

Das additiv neutrale Element ist also gerade die alte 0, dasmultiplikativ neutrale
ist die alte 1. In diesem Sinne können wir ab sofort

R ⊆ C

schreiben. Besonders interessant ist nun das Element (0, 1), das nicht zu den re-
ellen Zahlen gehört. Wir rechnen

(0, 1) · (0, 1) = (0 · 0− 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0)=̂− 1 ∈ R.

Wir haben also eine Quadratwurzel aus−1 gefunden, die selbst allerdings keine
reelle Zahl ist.
(ii) Gewöhnlich werden komplexe Zahlen z = (a, b) nicht als Tupel geschrieben,
sondern in der Form

z = a+ bi.

Dabei ist
i = 0 + 1 · i = (0, 1)

und es gilt
i2 = −1.

Die Zahl a heißt Realteil, und b Imaginärteil von z. Wir schreiben auch

Re(z) = a, Im(z) = b.
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Re

Im

z = a+ bi

a

b

Die Schreibweise a + bi hat den Vorteil, dass wir Produkte leichter ausrechnen
können.Wirmüssen uns nicht die Formelmerken, sondern dürfen dasDistribu-
tivgesetz verwenden, undmüssen nur i2 = −1 im Kopf behalten:

(a, b) · (c, d) = (a+ bi) · (c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2

= ac− bd+ (ad+ bc)i = (ac− bd, ad+ bc).

In dieser Schreibweise haben wir also

(a+ bi)−1 =
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i. 4

Beispiel 2.2.15. (i) Wir führen einige Beispielrechnungenmit komplexen Zahlen
durch:

(3 + 2i) + (−5 + i) = −2 + 3i

−(5− 2i) = −5 + 2i

(5− 2i) + (−5 + 2i) = 5− 5 + (−2 + 2)i = 0 + 0i = 0

(1 + i) · (1− i) = 1− i+ i− i2 = 1 + 1 = 2

(1 + i)−1 =
1

2
− 1

2
i

(1 + i) ·
(

1

2
− 1

2
i

)
=

1

2
− 1

2
i+

1

2
i− 1

2
i2 =

1

2
+

1

2
= 1.

(ii) Wir lösen nun die Gleichung

(1 + i) · z = i
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inC. Dazumultiplizieren wir mit dem Inversen von 1 + i auf beiden Seiten. Das
Inverse ist 1

2
− 1

2
i, wie wir im letzten Beispiel gesehen haben. Es ergibt sich

z =

(
1

2
− 1

2
i

)
· i =

1

2
i− 1

2
i2 =

1

2
+

1

2
i

als Lösung.
(iii) Wir wollen die Gleichung

z2 = −5

lösen.Wir wissen schon, dass i2 = −1 gilt. Damit folgt mit z =
√

5i

z2 =
√

5
2
i2 = −5. 4

Auf den komplexen Zahlen gibt es weitere nützliche Operationen:

Definition 2.2.16. (i) Für eine komplexe Zahl z = a+ bi = (a, b) heißt

z = a− bi = (a,−b)

diekomplexkonjugierteZahl. Sie entsteht gerade durchMultiplikation des Ima-
ginärteils mit −1. Geometrisch handelt es sich dabei um Spiegelung an der x-
Achse.
(ii) Für z = a+ bi ∈ C definieren wir den Betrag als

|z| =
√
a2 + b2.

Man beachte, dass a2 + b2 eine positive reelle Zahl ist, aus der wir eine positive
reelle Quadratwurzel ziehen können. Der Betrag |z| ist gerade die Länge von z
als Vektor in R2, wie man mit dem Satz des Pythagoras sieht. Auch stimmt der
Betrag |a| für reelle Zahlen genaumit dem alten Betrag überein, d.h. |a| = a falls
a ≥ 0 und |a| = −a falls a < 0.

Re

Im

z = a+ bi

z = a− bi

√ a2 + b2

4
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Satz 2.2.17. Für komplexe Zahlen z, z1, z2 gilt:

(i) z1 + z2 = z1 + z2 und z1 · z2 = z1 · z2

(ii) z−1 = (z)−1

(iii) Re(z) = 1
2

(z + z) und Im(z) = −1
2
i (z − z) .

(iv) |Re(z)| ≤ |z| und |Im(z)| ≤ |z|

(v) |z| = |z|.

(vi) z · z = |z|2, also
z−1 =

1

|z|2
z

für z 6= 0.

(vii) |z1 · z2| = |z1| · |z2|

(viii) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| (Dreiecksungleichung)

Beweis. Die erste Aussage in (i) ist offensichtlich. Für die zweite setze z1 = a +
bi, z2 = c+ di.Dann ist z1 · z2 = ac− bd+ (ad+ bc)i und

z1 · z2 = (a− bi) · (c− di) = ac− bd+ (−ad− bc)i = z1 · z2.

(ii) rechnet man entweder von Hand mit der Formel für das Inverse nach, oder
man verwendet die folgende elegantere Methode: Es gilt z · z−1 = 1.Wir konju-
gieren alles und erhalten mit (i)

zz−1 = z · z−1 = 1 = 1.

Also istz−1 das (eindeutige)multiplikativ Inverse zuz.Das ist geradedieAussage.
Für (iii) setzen wir z = a+ bi und rechnen

z + z = a+ bi+ a− bi = 2a = 2Re(z),

und das ist gerade die erste Aussage. Weiter ist

z − z = a+ bi− (a− bi) = 2bi = 2Im(z)i.

Wenn wir mit−1
2
imultiplizieren, erhalten wir rechts genau Im(z), da i2 = −1.



2.2. GRUPPEN, RINGE UNDKÖRPER 43

Für (iv) berechnen wir

|Re(z)| = |a| =
√
a2 ≤

√
a2 + b2 = |z|,

und analog für Im(z) = b. (v) ist offensichtlich.
Für (vi) rechnen wir

z · z = (a+ bi) · (a− bi) = a2 − b2i2 = a2 + b2 = |z|2.

Für (vii) verwenden wir (vi) und (i):

|z1z2|2 = z1z2z1z2 = z1z1z2z2 = |z1|2|z2|2.

Wennwir aufbeidenSeitendieQuadratwurzel ziehen, erhaltenwirdasErgebnis.
Für (viii) schließlich rechnen wir:

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = z1z1 + z1z2 + z2z1 + z2z2

= |z1|2 + |z2|2 + z1z2 + z1z2

= |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z2).

Dabei haben wir wieder (vi), (i) und (iii) verwendet. Weiter ist

(|z1|+ |z2|)2 = |z1|2 + 2|z1||z2|+ |z2|2

= |z1|2 + 2|z1z2|+ |z2|2,

wobei wir (vii) verwenden. Als Differenz erhalten wir

(|z1|+ |z2|)2 − |z1 + z2|2 = 2 (|z1z2| − Re(z1z2)) . (2.2)

Da aber
|Re(z1z2)| ≤ |z1z2| = |z1||z2| = |z1||z2| = |z1z2|

nach (iv), (vii) und (v) gilt, ist (2.2) offensichtlich nichtnegativ. Damit gilt

|z1 + z2|2 ≤ (|z1|+ |z2|)2

und nach Ziehen der Quadratwurzel ist das die Dreiecksungleichung.

Nun wollen wir die Darstellung komplexer Zahlen in sogenannten Polarkoordina-
ten untersuchen. Wir erhalten damit eine geometrische Interpretation der Mul-
tiplikation. Bisher habenwir komplexe Zahlen z in kartesischen Koordinaten an-
gegeben, d.h. in der Form

z = a+ bi = (a, b).

Man kann die Punkte der EbeneR2 aber auch in Polarkoordinaten angeben.
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Definition2.2.18. JederPunkt z ∈ C ist eindeutig bestimmtdurch seinenWinkel
θ (gegen den Urzeigersinn von der positiven x-Achse aus gemessen), und seinen
Abstand r zumUrsprung.

r

z = a+ bi

θ

a

b

Dabei ist θ ∈ [0, 2π) und r ≥ 0.Die Darstellung

z = (r, θ)

nennt man Polarkoordinatendarstellung von z. 4

Bemerkung 2.2.19. (i) Um Missverständisse zu vermeiden werden wir ab jetzt
die kartesischen Koordinaten immer in der Form z = a + bi angeben, und die
Tupelschreibweise z = (r, θ) bleibt den Polarkoordinaten vorbehalten.
(ii) Für z = a+ bi = (r, θ) gilt

r · sin(θ) = b, r · cos(θ) = a, r2 = a2 + b2 = |z|2.

Damit kannmandiebeidenDarstellungstypen ineinanderumrechnen.Sindzum
Beispiel die kartesischen Koordinaten a und b gegeben, erhält man

r = |z| =
√
a2 + b2, θ ∈ sin−1

(
b

r

)
∩ cos−1

(a
r

)
∩ [0, 2π).

Sind hingegen die Polarkoordinaten r und θ gegeben, bekommtman direkt

a = r · cos(θ), b = r · sin(θ). 4

Beispiel 2.2.20. (i) Sei z = 1 + i in kartesischen Koordinaten gegeben. Wir be-
rechnen r = |z| =

√
1 + 1 =

√
2 sowie

θ = arcsin

(
1√
2

)
= π/4.
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Also ist
z = (

√
2, π/4)

die Darstellung in Polarkoordinaten.
(ii) Für z1 = 1, z2 = i, z3 = −1, z4 = −i erhält man analog die Polarkoordinaten

z1 = (1, 0), z2 = (1, π/2), z3 = (1, π), z4 = (1, 3π/2).

π/2π

3π/2

z1 = 1

z3 = −1

z4 = −i

z2 = i

(iii) Sei z = (1, 3π/4) in Polarkoordinaten gegeben. Wir berechnen die kartesi-
schen Koordinaten:

a = 1 · cos(3π/4) = − 1√
2
, b = 1 · sin(3π/4) =

1√
2
. 4

Wie schon erwähnt liegt einer der Hauptvorteile der Polarkoordinaten in der be-
sonders schönenFormel fürdieMultiplikation.Sie erlaubt einunmittelbaresgeo-
metrisches Verständnis:

Satz 2.2.21. Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen erfüllt in Polarkoordinaten die
folgende Gleichung:

(r, θ) · (s, η) = (r · s, θ + η).

Beweis. Sei z1 = (r, θ) und z2 = (s, η). Wir rechnen zunächst in kartesische
Koordinaten um:

z1 = r cos(θ) + r sin(θ)i, z2 = s cos(η) + s sin(η)i.
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Nun können wir die Multiplikation durchführen:

z1z2 = rs cos(θ) cos(η)− rs sin(θ) sin(η)

+ (rs cos(θ) sin(η) + rs sin(θ) cos(η)) i.

Es gilt also

Re(z1z2) = rs(cos(θ) cos(η)− sin(θ) sin(η)) = rs cos(θ + η)

und
Im(z1z2) = rs(cos(θ) sin(η) + sin(θ) cos(η)) = rs sin(θ + η).

Dabei verwendenwirdie ausderAnalysis als bekannt vorausgesetztenAdditions-
theoreme für Sinus und Cosinus. Diese Koordinaten rechnen wir nun wieder in
Polarkoordinaten um.Wir erhalten als Betrag von z1z2

|z1z2| =
√

(rs cos(θ + η))2 + (rs sin(θ + η)2 =
√

(rs)2 = rs,

wobei wir sin(ϕ)2 + cos(ϕ)2 = 1 für alle ϕ und r, s ≥ 0 verwenden. Für den
Winkel von z1z1 bekommen wir

arcsin

(
rs sin(θ + η)

rs

)
= arcsin(sin(θ + η)) = θ + η.

Genau das war zu zeigen.

Bemerkung 2.2.22. Die geometrische Interpretation der Multiplikation ist also
einfach:

Man addiert dieWinkel der Elemente, undmultipliziert ihre Längen.

z1

z2

z1 · z2
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Auf dieseWeise sehen wir auch sofort, warum i2 = −1 gilt:

i

−1

4
In den reellen Zahlen kannman imAllgemeinen nicht beliebigeWurzeln aus Ele-
menten ziehen. Wir wissen ja, dass −1 keine reelle Quadratwurzel besitzt und
das war gerade die Motivation zur Konstruktion vonC. Aber auch wenn esWur-
zeln gibt, gibt es eventuell nicht so viele, wie man vielleicht erwarten könnte.
Wennwir uns beispielsweise für die viertenWurzeln von 1 interessieren, also für
die Lösungen der Gleichung

x4 − 1 = 0,

so finden wir in R gerade 1 und −1. Die Gleichung ist aber gerade vom Grad 4,
und wir könnten deshalb sogar bis zu 4 verschiedene Lösungen erwarten. In der
Tat sind ja i und−iweitere Lösungen der Gleichung, die aber echt komplex sind.

Satz2.2.23 (Existenz vonEinheitswurzeln). Sein ≥ 1 einepositive ganzeZahl.Dann
gibt es genaun verschiedene Zahlen 1 = ζ0, ζ1, . . . , ζn−1 ∈ Cmit

ζnj = 1

für alle j = 0, . . . , n− 1.

Beweis. Wir geben die ζj in Polarkoordinaten an:

ζj := (1, 2πj/n).

Die ζj sind offensichtlich paarweise verschieden, da sie die paarweise verschie-
denenWinkel

0, 2π/n, 4π/n, 6π/n, . . . , 2π(n− 1)/n

besitzen. Auch ζ0 = 1 ist klar. Mit Satz 2.2.21 gilt

ζnj = (1n, n · 2πj/n) = (1, 2πj) = 1,
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da Vielfache von 2π ja gerade demWinkel 0 entsprechen.
Es bleibt noch zu zeigen, dass es keine weiteren n-ten Wurzeln aus 1 gibt. Falls
ζ = (r, ϕ)mit r ≥ 0 und ϕ ∈ [0, 2π) aber

1 = ζn = (rn, nϕ)

erfüllt, so muss rn = 1 und nϕ = 2πj für ein 0 ≤ j ≤ n− 1 gelten. Daraus folgt
r = 1 und ϕ = 2πj/n, also ζ = ζj.

Definition 2.2.24. Die ζj aus dem letzten Satz werden n-te Einheitswurzeln ge-
nannt. 4

Bemerkung2.2.25. Wirerhaltendien-tenEinheitswurzelnalsogeradedurchdie
Einteilung des Einheitskreises inC in n gleiche Stücke:

ζ2 = (1, 4π/n)
ζ1 = (1, 2π/n)

1 = ζ0

ζn−1 = (1, 2π(n− 1)/n)

ζ3 = (1, 6π/n)

ζ4

Wennman ζ1 mit sich selbst mutlipliziert, wandert es einen Schritt weiter zu ζ2.
Die dritte Potenz ist ζ3, usw. In der n-ten Potenz ist man gerade einmal durch
den Kreis gelaufen, und bei 1 gelandet.
Wenn man ζ2 quadriert erhält man ζ4. Aus der Formel ζn2 = (1, 4π) sieht man,
dassmannach dern-ten Potenz gerade zweimaldurch denKreis gelaufen ist, und
bei der 1 landet.
Allgemein wandert ζj beim potenzieren j-mal durch den Kreis und landet nach
dern-tenPotenzbei1. Allerdingskann ζj auch schonvorher einmal bei1gelandet
sein. 4

Definition 2.2.26. Eine n-te Einheitswurzel, die das ersteMal in der n-ten Potenz
1 ergibt, heißt primitiven-te Einheitswurzel. 4
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Beispiel 2.2.27. (i) Sei n = 4.Wir finden die 4-ten Einheitswurzeln 1, i,−1 und
−i:

1

i

−1

−i

Es gilt
11 = 12 = 13 = 14 = 1

i1 = i, i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1

(−1)1 = −1, (−1)2 = 1, (−1)3 = −1, (−1)4 = 1

(−i)1 = −i, (−i)2 = −1, (−i)3 = i, (−i)4 = 1.

Die Zahlen 1 und −1 ergeben also schon in kleinerer Potenz als 4 einmal 1. Sie
sind ja auch 2-te Einheitswurzeln. Die Zahlen i und −i werden erst nach dem
vierten Potenzieren das erste Mal 1.
(ii) Es sind i und −i primitive 4-te Einheitswurzeln. Die −1 ist keine primitive
4-te Einheitswurzel, aber eine primitive 2-te Einheitswurzel. Die 1 ist eine (die!)
primitive erste Einheitswurzel. 4

Man kann nun sehr einfach auchWurzeln aus anderen Elementen ziehen:

Satz 2.2.28. Sei n ≥ 1 eine positive ganze Zahl und 0 6= z ∈ C.Dann gibt es genau n
verschiedene Zahlenω1, . . . , ωn ∈ Cmit

ωnj = z

für j = 1, . . . , n.
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Beweis. Schreibe z = (r, ϕ) in Polarkoordinaten, mit r > 0 und ϕ ∈ [0, 2π).Die
offensichtlichsten-teWurzel aus z entsteht, indemmandenWinkel durchn teilt
und die n-teWurzel aus dem (positiven) Radius zieht:

ω1 = ( n
√
r, ϕ/n).

Seien nun 1 = ζ0, ζ1, . . . , ζn−1 die n-ten Einheitswurzeln. Setze

ωj = ζj−1 · ω1

für j = 2, . . . , n.Wir multiplizieren ω1 also gerade mit den n-ten Einheitswur-
zeln. Es entstehen dabei weitere n-teWurzeln aus z:

ωnj = ζnj−1ω
n
1 = 1 · z = z.

Die ωj sind außerdem paarweise verschieden, aufgrund der Kürzungsregel (die
sich aus der Existenz vonmultiplikativ inversen Elementen ergibt).
Sei nun ω = (s, ψ) eine weitere n-teWurzel aus z, mit s ≥ 0 und ψ ∈ [0, 2π). Es
gilt also

(r, ϕ) = z = ωn = (sn, n · ψ),

und damit s = n
√
r, ψ = 1

n
(ϕ+ 2πj) für ein 0 ≤ j ≤ n− 1.Damit ist

ω = ( n
√
r, ϕ/n+ 2πj/n) = (1, 2πj/n) · ( n

√
r, ϕ/n) = ζj · ω1 = ωj+1.

Also gibt es keine weiteren n-tenWurzeln außer den ωj.

Bemerkung 2.2.29. Wir sehen, wie man die Wurzeln geometrisch zu verstehen
hat. Die offensichtlichste n-te Wurzel ω1 aus z entsteht durch Teilung des Win-
kels durch n und Ziehen der n-ten Wurzel aus dem Radius (hier zum Beispiel
n = 4):

ω1

z
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Dieweiterenn-tenWurzeln aus z entstehen durchMultiplikation vonω1mit den
ζj, also durch Addition der Vielfachen von 2π/n zumWinkel:

ω1

ω2

ω3

ω4

4
Wir haben gesehen, dass sich inC sehr viele polynomiale Gleichungen lösen las-
sen, wie etwa

xn − a = 0,

mit a ∈ C. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass sich alle polynomialen
Gleichungen lösen lassen.

Satz 2.2.30 (Fundamentalsatz der Algebra). Seien c0, c1, . . . , cn ∈ C, wobei n ≥ 1
und cn 6= 0.Dann gibt es ein z ∈ Cmit

c0 + c1z + c2z
2 + · · ·+ cnz

n = 0.

Jede polynomiale Gleichung vomGradn ≥ 1 besitzt also eine Lösung.

Beweis. Sei p = c0 + c1t + c2t
2 + · · · + cnt

n das gegebene Polynom, mit n ≥ 1
und cn 6= 0. Auf jeder abgeschlossenen Kreisschreibe

Br = {z ∈ C | |z| ≤ r}

nimmt die stetige Funktion
|p| : z 7→ |p(z)|

ein Minimum an.Wegen

p(z) = cnz
n

(
c0

cnzn
+ · · ·+ cn−1

cnz
+ 1

)
für alle z 6= 0 sieht man aber auch

|p(z)| → ∞ für |z| → ∞.
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Deshalb gibt es ein globales Minimum z0 ∈ C von |p|, es gilt also

|p(z0)| ≤ |p(z)| für alle z ∈ C.

Nach einer Translation können wir o.B.d.A. z0 = 0 annehmen, also p(z0) = c0.
Angenommen es gilt 0 6= p(z0) = c0. Seim die kleinste Zahl> 0mit cm 6= 0, es
gelte also

p = c0 + cmt
m + tm+1q

für ein Polynom q. Wir wählen mit Satz 2.2.28 ein z1 ∈ Cmit

zm1 = − c0

cm
.

Für λ ∈ R gilt dann

p(λz1) = c0

(
1− λm + c−1

0 λm+1zm+1
1 q(λz1)

)
und für λ ∈ [0, 1] also

|p(λz1)| ≤ |c0|
(
1− λm + |c−1

0 zm+1
1 q(λz1)|λm+1

)
≤ |c0|

(
1− λm + Cλm+1

)
für ein genügend großesC ∈ R. Es ist aber

0 < 1− λm + Cλm+1 = 1 + λm (Cλ− 1) < 1

für genügend kleines λ > 0. Also gilt

|p(λz1)| < |c0| = |p(z0)|

für solcheλ, einWiderspruch zurWahl von z0. Also gilt p(z0) = 0, die gewünsch-
te Aussage.

2.2.3 Endliche Körper

Bisher kennen wir die KörperQ,R und C. Es gibt aber noch viele mehr. Beson-
ders inAnwendungen inder Informatik spielen endlicheKörper einewichtigeRolle
(die Kodierungstheorie ist beispielsweise größtenteils lineare Algebra über endli-
chen Körpern). Wir lernen einige wichtige endliche Körper jetzt kennen.
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Konstruktion 2.2.31. Sein ≥ 2 eine natürliche Zahl.Wir definieren eine Äquiva-
lenzrelation aufZ durch folgende Setzung:

a ∼ b :⇔ n | (b− a).

Zwei Zahlen sind also äquivalent, wenn sie sich um ein Vielfaches von n unter-
scheiden. Ordnen wir die Zahlen auf einer Uhr mit n Stunden an, so endet jeder
volle Umlauf um die Uhr also in derselben Äquivalenzklasse. Wir setzen nun

Z/nZ := Z/ ∼= {[a] | a ∈ Z} = {[0], [1], . . . , [n− 1]} .

Man beachte, dass wir Z/nZ in Beispiel 2.2.2 bereits etwas salopp (als Gruppe
mit+) eingeführt haben.Hier folgt alsonundie exakteDefinition.Wirdefinieren
Addition undMultiplikation aufZ/nZ:

[a] + [b] := [a+ b]

[a] · [b] := [a · b].

Da die Definition auf die Vertreter der Äquivalenzklassen bezug nimmt, diese je-
doch nicht eindeutig bestimmt sind, ist eineWohldefiniertheit zu zeigen.
Für+ geht das so: Sei [a] = [a′] und [b] = [b′]. Es gibt also c, d ∈ Zmit

a− a′ = cn und b− b′ = dn.

Daraus folgt

(a+ b)− (a′ + b′) = (a− a′) + (b− b′) = cn+ dn = (c+ d)n,

also n | (a + b) − (a′ + b′), also [a + b] = [a′ + b′]. Die Wohldefiniertheit der
Multiplikation zeigt man ähnlich. 4

Satz 2.2.32. Sein ≥ 2.
(i) Es istZ/nZ ein kommutativer Ringmit genaunElementen.
(ii) Es istZ/nZ ist genau dann ein Körper, wennn eine Primzahl ist.

Beweis. (i) überträgt sich direkt von den entsprechenden Eigenschaften von Z.
Zum Beispiel gilt

[a] + [0] = [a+ 0] = [a],

also ist [0] das neutrale Element bezüglich+. Weiter gilt

[−a] + [a] = [−a+ a] = [0],
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also besitzt [a] das additiv inverse Element [−a].
Für (ii) nehmen wir zunächst an, dass n eine Primzahl ist. Wir müssen die Exi-
stenz vonmultiplikativ inversenElementen zeigen. Für 1 ≤ a ≤ n−1betrachten
wir dann die (wohldefinierte) Abbildung

ma : Z/nZ→ Z/nZ
[b] 7→ [ab].

Wir zeigen dassma injektiv ist. Es bedeutet nämlichma ([b]) = ma([b
′]) gerade

n | (ab− ab′) = a(b− b′).

Der Primfaktor n kommt also in der (eindeutigen) Primfaktorzerlegung von a(b−
b′) in Z vor. Wegen 1 ≤ a ≤ n − 1 kann der Primfaktor n in der Primfaktorzer-
legung von a nicht auftreten, also muss er in der Primfaktorzerlegung von b− b′
auftreten. Das bedeutet n | (b− b′), also [b] = [b′].

Eine injektive Abbildung von einer endlichen Menge in sich selbst muss aber of-
fensichtlich surjektiv sein. Damit existiert ein [b] ∈ Z/nZmit

[1] = ma ([b]) = [ab] = [a] · [b].

Da [1] dasmultiplikativ neutrale Element ist, besitzt [a] also einmultiplikativ In-
verses. Es ist aber jedes Element 6= 0 aus Z/nZ von der Gestalt [a]mit 1 ≤ a ≤
n− 1. Also istZ/nZ ein Körper.
Sei nun schließlich n keine Primzahl, wir können also n schreiben als n = abmit
1 ≤ a, b ≤ n − 1. Wir nehmen an dass Z/nZ trotzdem ein Körper ist. In Z/nZ
gilt nun

[a] · [b] = [a · b] = [n] = [0].

Esmuss inZ/nZ nun [a]−1 existieren, denn 0 6= [a]. Daraus folgt

[b] = [1] · [b] =
(
[a]−1 · [a]

)
· [b] = [a]−1 · ([a] · [b]) = [a]−1 · [0] = [0],

was einWiderspruch zu 1 ≤ b ≤ n− 1 ist. Also istZ/nZ kein Körper.

Bemerkung/Beispiel2.2.33. (i) InZunkunft schreibenwir fürElementeausZ/nZ
oft a statt [a]. Man muss sich aber im Klaren sein, dass die Elemente a ∈ Z und
a ∈ Z/nZ grundlegend unterschiedlich sind.
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(ii) Addition und Multiplikation in Z/nZ kann man für kleine n gut durch eine
Verknüpfungstabelle angeben:

Z/2Z
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

· 0 1
0 0 0
1 0 1

Z/3Z

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

· 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Z/4Z

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

· 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

(iii) Zum Schluss lösen wir noch ein lineares Gleichungssystem über Z/2Z. Das
klingt vielleicht erst kompliziert, ist aber in Wirklichkeit sogar deutlich leichter
als überQ,R oder C. Es gibt nämlich nur die beiden möglichen Koeffizienten 0
und 1. Wegen 1 + 1 = 0 ist auch die Elimination extrem einfach.Wir betrachten
das folgende System linearer Gleichungen überZ/2Z:

x1 + x3 + x4 = 1

x3 = 0

x1 + x2 + x4 = 1

Wir bringen zunächst die Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform:

(A, b) =

 1 0 1 1 1
0 0 1 0 0
1 1 0 1 1

 Z1+Z3 

 1 0 1 1 1
0 0 1 0 0
0 1 1 0 0


Z2!Z3 

 1 0 1 1 1
0 1 1 0 0
0 0 1 0 0

 .
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Wir können also für x4 einen belieben Wert aus Z/2Z wählen und die Werte für
die anderen Variablen damit eindeutig bestimmen. Es ergibt sich folgende Lö-
sungsmenge

L(A, b) = {(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)} ⊆ (Z/2Z)4 . 4

2.3 Matrixrechnung
RechnenmitMatrizen erlaubt uns eine konzeptuell deutlich einfachere Definiti-
on und Behandlung von linearen Gleichungssystemen.

Definition 2.3.1. SeiR eine Menge undm,n ∈ N.
(i) Einem× n-Matrix überR ist eine Abbildung

M : {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → R.

Gewöhnlich schreibt man für den WertM(i, j) einfach mij und alle Werte ge-
meinsam in Form eines rechteckigen Schemas (wie früher bereits verwendet):

M = (mij)i=1,...,m;j=1,...,n =

 m11 m12 · · · m1n
...

...
mm1 mm2 · · · mmn

 .

Laut unserer Konvention bezeichnet der erste Index also immer die Zeile, der
zweite die Spalte der Matrix.
(ii) Einem × 1-Matrix wird auch Spaltenvektor, eine 1 × n-Matrix Zeilenvek-
tor genannt. In Zeilen- oder Spaltenvektoren verwendenwir oft nur einen Index,
schreiben einen Spaltenvektor also zum Beispiel als

v =

 v1
...
vm

 .

(iii) Die Menge allerm× n-Matrizen überR bezeichnen wir mit

Matm,n(R).

Im Fallm = n schreiben wir statt Matm,m(R) auch Matm(R). Statt Matm,1(R)
schreibenwir auchRm.ElementedesRm sindbei uns also ab sofort stets als Spal-
tenvektoren zu verstehen.
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(iv) FürM = (mij)i=1,...,m;j=1,...,n ∈ Matm,n(R) bezeichnen wir mit

M t := (mji)i=1,...n,j=1...m ∈ Matn,m(R)

die sogenannte transponierte Matrix. Sie entsteht ausM durch Vertauschung
der Indizes, bzw. durch Spiegelung an derDiagonalen. Die Zeilen vonM werden
also zu den Spalten vonM t. 4
Beispiel 2.3.2. Wir geben einige Matrizen und ihre Transponierten an:

M =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ∈ Mat3(N), M t =

 1 4 7
2 5 8
3 6 9

 ∈ Mat3(N)

N =

(
1 2 3
4 5 6

)
∈ Mat2,3(N), N t =

 1 4
2 5
3 6

 ∈ Mat3,2(N)

O =

 −1
i
π

 ∈ C3, Ot =
(
−1 i π

)
∈ Mat1,3(C). 4

Wir wollen nun Matrizen miteinander addieren und multiplizieren. Dazu wer-
den die Einträge auf gewisseWeise miteinander verknüpft. Deshalb seiR ab so-
fort ein Ring.

Definition 2.3.3. SeiR ein Ring undm,n, k ∈ N.
(i) FürM = (mij)i,j , N = (nij)i,j ∈ Matm,n(R) definieren wir

M +N := (mij + nij)i,j ∈ Matm,n(R)

und erhalten so eine Abbildung

+: Matm,n(R)×Matm,n(R)→ Matm,n(R),

genannt die Addition vonMatrizen.
(ii) FürM = (mij)i,j ∈ Matm,k(R) und N = (nij)i,j ∈ Matk,n(R) definieren
wir

M ·N :=

(
k∑
r=1

mirnrj

)
i,j

∈ Matm,n(R)

und erhalten so eine Abbildung

· : Matm,k(R)×Matk,n(R)→ Matm,n(R),

gennant dieMatrixmultiplikation. 4
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Bemerkung/Beispiel 2.3.4. (i) Addieren kann man Matrizen nur, wenn sie die
gleichen Dimensionen haben. Dann ist die Addition einfach eintragsweise defi-
niert, also zum Beispiel 1 2

3 4
5 6

+

 6 3
5 2
4 1

 =

 7 5
8 6
9 7

 .

(ii) Multiplizieren kannman zwei Matrizen nur, wenn die Spaltenanzahl der lin-
kenMatrixmit der Zeilenanzahl der rechtenMatrix übereinstimmt. Anschaulich
funktioniert die Multiplikation dann so: Man nimmt die erste Spalte der rechten
MatrixN und legt sie auf die erste Zeile der linkenMatrixM . Dannmultipliziert
man eintragsweise und summiert auf.DasErgebnis steht an Stelle (1, 1)des Pro-
dukts. Man legt nun die erste Spalte vonN auf die zweite Zeile vonM und ver-
fährt analog. Das ergibt die Stelle (2, 1) usw... Für die zweite Spalte des Produkts
wählt man die zweite Spalte vonN ...

i→

 �

 = i→

 · · ·

 ·
 ...


↑
j

↑
j

Es gilt also zum Beispiel 1 2
3 4
5 6

 · ( 1 2 3
4 5 6

)
=

 9 12 15
19 26 33
29 40 51

 .

(iii) Die Matrix

Im :=


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 1

 ∈ Matm(R)

heißtEinheitsmatrix (derGrößem). FürbeliebigeM ∈ Matm,n(R), N ∈ Matn,m(R)
gilt offensichtlich

Im ·M = M, N · Im = N.
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(iv) SeienK ein Körper,m,n ∈ N sowieA ∈ Matm,n(K) und b ∈ Km. Mit Hilfe
der Matrixmultplikation lässt sich die Lösungsmenge L(A, b) des entsprechen-
den linearen Gleichungssystems ganz leicht definieren:

L(A, b) = {c ∈ Kn | A · c = b} . 4

Satz 2.3.5. SeiR ein Ring undm,n ∈ N. Dann gilt:

(i) Matm,n(R) ist eine abelsche Gruppe bezüglich+.

(ii) DieMultiplikation vonMatrizen ist assoziativ, d.h. es gilt

(A ·B) · C = A · (B · C)

wann immer die Größen derMatrizen dieseMultiplikation erlauben.

(iii) Zwischen Addition undMultiplikation gilt das Distributivgesetz, d.h.

A · (B + C) = (A ·B) + (A · C), (B + C) · A = (B · A) + (C · A)

für alleMatrizen der geeigneten Größen.

(iv) Matm(R) ist einRingbezüglich+und ·.SelbstwennRkommutativ ist, ist esMatm(R)
niemals, solangem ≥ 2.

Beweis. (i) ergibt sichdirekt ausdenentsprechendenEigenschaftenderadditiven
Gruppe von R, da die Addition von Matrizen ja einfach eintragsweise definiert
ist. Es ist beispielsweise dieNullmatrix

0m,n :=

 0 · · · 0
...

...
0 · · · 0

 ∈ Matm,n(R)

das neutrale Element. ZuM = (mij)i,j ∈ Matm,n(R) ist

−M = (−mij)i,j

die additiv inverse Matrix. (ii) und (iii) ist Übungsaufgabe. Für (iv) bleibt nach
(i),(ii), (iii) undBemerkung 2.3.4 (iii) nur noch zu zeigen, dassMatm(R) fürm ≥
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2 niemals kommutativ ist. Für m = 2 folgt das mit 0 6= 1 aus der folgenden
Rechnung: (

0 1
0 0

)
·
(

1 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)
(

1 0
0 0

)
·
(

0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
.

Für größerem kann man alle hier auftretenden Matrizen nach unten rechts mit
Nullen auffüllen und erhält dasselbe Ergebnis.

Jetzt können wir sehr elegant beweisen, wie die Lösungsmenge eines inhomoge-
nen linearenGleichungssystemsmit der LösungsmengedeshomogenenSystems
zusammenhängt:

Satz 2.3.6. SeiK ein Körper,m,n ∈ N sowie A ∈ Matm,n(K) und b ∈ Km. Sei
c̄ ∈ L(A, b) ein beliebiges Element. Dann gilt

L(A, b) = {c̄+ c | c ∈ L(A, 0)} .

Beweis. Für "⊆" sei d ∈ L(A, b) beliebig gewählt. Wir setzen c := d − c̄ und
berechnen

Ac = A(d− c̄) = Ad− Ac̄ = b− b = 0.

Also gilt c ∈ L(A, 0) und d = c̄+ c. Für "⊇" berechnen wir für c ∈ L(A, 0) direkt

A(c̄+ c) = Ac̄+ Ac = b+ 0 = b,

also c̄+ c ∈ L(A, b).

Definition 2.3.7. SeiR ein Ring undm ≥ 1. Dann heißen die Elemente von

GLm(R) := Matm(R)×

(überR) invertierbareMatrizen. EineMatrixA ∈ Matm(R) ist also invertierbar
überR, falls eine MatrixB ∈ Matm(R) existiert mit

A ·B = B · A = Im.

Man nenntB dann die inverseMatrix zuA (sie ist eindeutig bestimmt) und ver-
wenden die BezeichnungB = A−1. 4
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Bemerkung/Beispiel 2.3.8. (i) Die Matrix

A =

(
1 2
3 4

)
∈ Mat2(Q)

ist invertierbar überQ. Es gilt

A−1 =

(
−2 1

3
2
−1

2

)
∈ Mat2(Q).

Über Z wäre A nicht invertierbar. Das sieht man daran, dass in Mat2(Q) die in-
verse Matrix eindeutig ist, sie in unserem Fall aber echt rationale Einträge hat.
(ii) Hat eine MatrixA eine Nullzeile oder -spalte, so ist sie nicht invertierbar. Im
Fall einer Nullzeile hat nämlich auchAB eineNullzeile, für jedeMatrixB (geeig-
neter Größe), im Fall einer Nullspalte stimmt dasselbe fürBA. Die Einheitsma-
trix hat jedoch keine Nullzeilen oder -spalten.
(iii) Ist die KoeffizientenmatrixA eines linearen Gleichungssystems quadratisch
und invertierbar, so besitzt das System genau eine Lösung. Es ist Ac = b nämlich
äquivalent (durchMultiplikation von links mitA−1) zu c = A−1b.

(iv) IstB eine invertierbare Matrix so gilt

L(A, b) = L(BA,Bb)

für alle linearen Gleichungssysteme (mit geeigneter Größe der Koeffizientenma-
trix). Es bedeutet c ∈ L(A, b) ja gerade

Ac = b

und daraus folgt nachMultiplikation von links mitB

BAc = Bb,

also c ∈ L(BA,Bb). Die andere Inklusion folgt aus der Invertierbarkeit von B
mit demselben Argument. Mit dieser Beobachtung können wir auch den Algo-
rithmus von Gauß besser verstehen, wie wir gleich sehen werden. 4

Definition 2.3.9. SeiK ein Körper undm ∈ N. Eine Elementarmatrix (überK)
ist eine Matrix ausMatm(K) von einem der folgenden drei Typen:
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(I) Für 1 ≤ i < j ≤ m

Pij =



1
. . .

1
0 1

1
. . .

1
1 0

1
. . .

1


↑
i

↑
j

(II) Für 1 ≤ i ≤ m und 0 6= λ ∈ K

Si(λ) =



1
. . .

1
λ

1
. . .

1


↑
i
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(III) Für 1 ≤ i, j ≤ m, i 6= j, 0 6= λ ∈ K

M i
j(λ) =



1
. . .

1
. . .

λ 1
. . .

1


↑
i

↑
j 4

Satz 2.3.10. SeienK ein Körper,m,n ∈ N undA ∈ Matm,n(K). Dann gilt:

(i) • PijA entsteht ausA durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile.

• Si(λ)A entsteht ausA durchMultiplikation der i-ten Zeile mitλ.

• M i
j(λ)A entsteht ausA durch Addition desλ-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile.

(ii) Jede Elementarmatrix überK ist invertierbar überK. Es gilt

P−1
ij = Pij, Si(λ)−1 = Si(λ

−1), M i
j(λ)−1 = M i

j(−λ).

Beweis. (i) ist eine leichte Übung inMatrixmultiplikation. Aus (i) folgt direkt

Im = PijPij = Si(λ
−1)Si(λ) = M i

j(−λ)M i
j(λ).

Daraus folgt unmittelbar die Aussage (ii).

Bemerkung 2.3.11. Wir können nun den Algorithmus von Gauß auch folgender-
maßen beschreiben. Jede elementare Zeilenumformung der erweiterten Koeffi-
zientenmatrix entstehtdurchMultiplikationmit einerElementarmatrix von links.
Jede dieser Elementarmatrizen ist invertierbar, also auch deren Produkt (verglei-
che Lemma 2.2.7). Insgesamt erhalten wir also eine invertierbare Matrix B (das
Produkt aller verwendeten Elementarmatrizen) und gehen von der erweiterten
Koeffizientenmatrix (A, b) über zur Koeffizientenmatrix

B · (A, b) = (BA,Bb).

Nach Bemerkung 2.3.8 (iv) ändert sich dabei aber die Lösungsmenge des Glei-
chungssystems nicht. 4
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Satz 2.3.12. SeiK ein Körper,m ∈ N undA ∈ Matm(K). Dann sind äquivalent:

(i) A ∈ GLm(K).

(ii) A ist ein Produkt von endlich vielen Elementarmatrizen.

(iii) A lässt sich durch elementare Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix transformie-
ren.

Beweis. Für (i)⇒(ii) bringen wir A mit dem Gauß-Algorithmus auf reduzierte
Zeilenstufenform A′. Nach Bemerkung 2.3.11 existiert also ein Produkt B von
endlich vielen Elementarmatrizen mit BA = A′. Da sowohl B als auch A in-
vertierbar sind, ist es auch A′. Damit kann A′ keine Nullzeile haben (vergleiche
Bemerkung 2.3.8 (ii)). Eine quadratischeMatrix in reduzierter Zeilenstufenform
ohne Nullzeilen muss aber die Einheitsmatrix sein. Es gilt also BA = Im bzw.
A = B−1. IstB = E1 · · ·En eineDarstellungalsProdukt vonElementar-matrizen,
so gilt

A = B−1 = E−1
n · · ·E−1

1 .

Nach Satz 2.3.10 (ii) sind Inverse von Elementarmatrizen selbst wieder Element-
armatrizen und das beweist die Aussage.
Für (ii)⇒(iii) seiA = E1 · · ·En ein Produkt von Elementarmatrizen. Dann gilt

E−1
n · · ·E−1

1 A = Im

und alle dieseMultiplikationen von links entsprechen elementaren Zeilenumfor-
mungen.
Für (iii)⇒(i) finden wirB ∈ GLm(K)mitBA = Im. Durch Multiplikation von
links mitB−1 erhalten wirA = B−1 und als Inverse einer invertierbaren Matrix
istA selbst invertierbar.

Algorithmus 2.3.13 (Berechnung der inversen Matrix). SeiK ein Körper,m ∈ N
und A ∈ GLm(K). Mit der folgenden Methode können wir die inverse Matrix
A−1 berechnen:
Wir betrachten die Matrix (A | Im) ∈ Matm,2m(K) und erzeugenmit elementa-
ren Zeilenumformungen im linken Block die Einheitsmatrix:

(A | Im) (Im | B).

Nach Satz 2.3.12 ist das möglich. Die Matrix B ist dann gerade die inverse Ma-
trix von A. Es ist ja B gerade das Produkt der Elementarmatrizen, die A zu Im
transformieren:BA = Im. Das bedeutetB = A−1. 4
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Beispiel 2.3.14. Für

A =

(
1 2
3 4

)
∈ Mat2(Q)

berechnen wir: (
1 2 1 0
3 4 0 1

)
Z2−3Z1 

(
1 2 1 0
0 −2 −3 1

)
−1

2
Z2

 

(
1 2 1 0
0 1 3

2
−1

2

)
Z1−2Z2 

(
1 0 −2 1
0 1 3

2
−1

2

)
.

Also gilt (
1 2
3 4

)−1

=

(
−2 1

3
2
−1

2

)
. 4
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Kapitel 3

Vektorräume und lineare
Abbildungen

Der Begriff eines Vektorraums kommt in fast allen Bereichen der Mathematik
vor. Vektorräume bilden beispielsweise den Hintergrund für fast alle Erschei-
nungsformen der Geometrie, sie werden in der theoretischen Physik und Infor-
matik benutzt und erlauben uns auch viele Begriffe zu entwickeln, die beim Ver-
ständnis von linearen Gleichungssystemen helfen. Man kann eine Beobachtung
über die Lösungsmengen von homogenen linearen Gleichungssystemen als er-
ste Rechtfertigung des Begriffs heranziehen: Hat man zwei Lösungen eines ho-
mogenen linearenGleichungssystems, so bildet die Summeder beiden Lösungen
wieder eine Lösung: ausAc = 0 = Ad folgt nämlich

A(c+ d) = Ac+ Ad = 0 + 0 = 0.

Ebenso kannman eine Lösungmit einer Zahl skalieren und das Ergebnis ist wie-
der eine Lösung:

A(λc) = λ(Ac) = λ0 = 0.

Diese beiden Eigenschaften bilden den Kern der Definition eines Vektorraums,
die wir jetzt mathematisch exakt einführen. Ab jetzt seiK stets ein beliebiger Körper.

67
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3.1 Vektorräume

3.1.1 Grundbegriffe
Definition 3.1.1. (i) Ein K-Vektorraum ist eine abelsche Gruppe (V,+) zusam-
menmit einer Verknüpfung

· : K × V → V

genannt die Skalarmultiplikation, so dass für alle λ, γ ∈ K und v, w ∈ V gilt:

λ · (v + w) = (λ · v) + (λ · w)

(λ+ γ) · v = (λ · v) + (γ · v)

(λγ) · v = λ · (γ · v)

1 · v = v.

(ii) Die Elemente von V heißenVektoren, die Elemente vonK Skalare. Das neu-
trale Element der abelschen Gruppe V heißtNullvektor/Ursprung. 4

Bemerkung3.1.2. DieSkalarmultiplikation ist eineweitereVerknüpfung, zusätz-
lich zu den schon vorhandenenVerknüpfungen desKörpersK undder abelschen
Gruppe V . Die mehrfache Bedeutung der Symbole + und · ist aber unproble-
matisch, da sich deren Bedeutung eindeutig daraus ergibt, woher die Elemente
stammen, die miteinander verknüpft werden. Wie üblich lassen wir das Symbol
· oft weg und vereinbaren, dass · stärker bindet als+. 4

Bemerkung/Beispiel 3.1.3. (i) Fürm ≥ 1 istKm einK-Vektorraum.DieAddition
von Vektoren ist komponentenweise definiert, ebenso die Skalarmultiplikation:

λ ·

 v1
...
vm

 :=

 λv1
...

λvm

 .

Die Vektorraumaxiome ergeben sich dabei unmittelbar aus den Körperaxiomen.
DieausderSchulebekanntenRäumeR2 undR3 sindalsoBeispiele fürR-Vektorräume.
Man sieht hier, dass man sich die Addition von Vektoren als Hintereinanderhän-
gung von Pfeilen und die Skalarmultiplikation als Streckung vorstellen kann.
(ii) Etwas allgemeiner ist fürm,n ≥ 0 stetsMatm,n(K) einK-Vektorraum. Die
skalare Multiplikation ist ebenfalls eintragsweise definiert.
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(iii) SeiM eine beliebige Menge. Die Menge

F(M,K) = {f : M → K}

allerK-wertigen Abbildungen aufM ist nicht nur ein Ring (wie in Beispiel 2.2.5
(ii)), sondernkannauchalsK-Vektorraumaufgefasstwerden.Dafür vergisstman
die Multiplikation von Funktionen (die in einem Vektorraum ja nicht benötigt
wird) und definiert stattdessen die Skalarmultiplikation punktweise durch die
Vorschrift

(λ · f)(m) := λf(m)

für alleλ ∈ K, f ∈ F(M,K)undm ∈M . Strenggenommen ist das eine erneute
Verallgemeinerung von (ii), daMatrizen ja eigentlich alsK-wertige Abbildungen
auf {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} definiert sind.
(iv) Die Menge C([0, 1],R) aller stetigen reellwertigen Abbildungen auf dem re-
ellen Intervall [0, 1] ist ein R-Vektorraum, mit den Verknüpfungen wie in (iii).
Dafür muss man aber zunächst zeigen, dass Summen und skalare Vielfache von
stetigen Funktionen wieder stetig sind.
(v) Die Menge

K[t] :=
{
c0 + c1t+ · · ·+ cdt

d | d ∈ N, ci ∈ K
}

allerPolynomemitKoeffizientenausK ist einK-Vektorraum.Dabei addiertman
Polynome einfach koeffizientenweise. Auch die Skalarmultiplikation ist koeffizi-
entenweise definiert.
(vi) Für jedenKörperK existiertderNullvektorraum, i.e.V = {0}.DieVerknüp-
fungen sind dabei eindeutig bestimmt.Man nennt ihn auch den trivialen Vektor-
raum.
(vii) Sind V,W zweiK-Vektorräume, so kannman das kartesische Produkt V ×
W wieder alsK-Vektorraum auffassen. Addition und Skalarmultiplikation sind
komponentenweise definiert:

(v1, w1) + (v2, w2) := (v1 + v2, w1 + w2), λ · (v, w) := (λv, λw).

(viii) InVektorräumengeltengewisse einleuchtendeRechenregeln,dieman leicht
aus den Axiomen ableiten kann, wie etwa

0 · v = 0 oder (−λ) · v = −(λ · v).

(ix) Für 0 6= v ∈ V und λ, γ ∈ K mit λ 6= γ gilt stets

λv 6= γv.
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Auch das kann man leicht anhand der Vektorraumaxiome zeigen. Insbesondere
besitzt für jedenunendlichenKörperK jedernichttrivialeK-Vektorraumunend-
lich viele Elemente.
(x) FürK = Z/2Z gilt

K2 =
{

(0, 0)t, (0, 1)t, (1, 0)t, (1, 1)t
}

und dieser Vektorraum ist offensichtlich endlich. 4

Definition 3.1.4. Sei V einK-Vektorraum undU ⊆ V eine nichtleere Teilmenge.
(i)U heißtK-Untervektorraum von V , falls gilt:

v, w ∈ U ⇒ v + w ∈ U
λ ∈ K, v ∈ U ⇒ λv ∈ U.

(ii)U heißt affinerK-Unterraum von V , falls ein v ∈ V existiert, so dass

v + U := {v + u | u ∈ U}

ein K-Untervektorraum von V ist. Dabei heißt dann v + U der zu U parallele
Untervektorraum. 4

Bemerkung3.1.5. (i) JederUntervektorraumU enthältdenNullvektor.Dazuwählt
man zunächst ein beliebigesu ∈ U (dennU ist nicht leer!). Aufgrundder zweiten
Eigenschaft eines Untervektorraums gilt 0 = 0 · u ∈ U .
(ii) JederK-UntervektorraumvonV istmit den eingeschränktenVerknüpfungen
selbst wieder einK-Vektorraum. Sowohl Summen als auch Vielfache von Vekto-
ren ausU liegen wieder inU und die Vektorraum-Axiome gelten dabei natürlich
immer noch.
(iii) Der Durchschnitt einer beliebigen Familie vonUntervektorräumen von V ist
wieder ein Untervektorraum.Wegen (i) ist solch einDurchschnitt stets nicht leer
und die beiden Unterraum-Axiome gelten für den Durchschnitt offensichtlich.
(iv) JederUntervektorraum ist ein affinerUnterraum.DieUmkehrunggilt imAll-
gemeinen nicht. Genauer ist ein affiner Unterraum U genau dann auch ein Un-
tervektorraum, wenn 0 ∈ U (Übungsaufgabe).
(v) Untervektorräume können wir uns als Geraden, Ebenen etc. durch den Ur-
sprung vorstellen. Affine Unterräume entstehen aus Untervektorräumen durch
Verschiebung. 4
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Beispiel 3.1.6. (i) FürA ∈ Matm,n(K) ist die Lösungsmenge

L(A, 0) ⊆ Kn

desvonAdefiniertenhomogenenGleichungssystemseinK-Untervektorraum.Das
ist genau die Bemerkung vom Anfang dieses Kapitels.
(ii) FürA ∈ Matm,n(K) und b ∈ Km ist die Lösungsmenge

L(A, b) ⊆ Kn

des inhomogenen Systems ein affinerK-Unterraum. Das folgt direkt aus (i) und
Satz 2.3.6. Für jedes beliebige c̄ ∈ L(A, b) gilt ja

(−c̄) + L(A, b) = L(A, 0).

(iii) Für d ∈ N ist

K[t]≤d :=
{
c0 + c1t+ · · ·+ cdt

d | ci ∈ K
}

allerPolynomevomGradhöchstensdeinUntervektorraumdesVektorraumsK[t].
4

Jede Teilmenge eines Vektorraums kann zu einem Untervektorraum erweitert
werden. Dabei müssen einfach alle möglichen Vielfachen und Summen von Ele-
menten hinzugenommen werden. Das führt zum Begriff der Linearkombination.

Definition3.1.7. SeienV einK-Vektorraum,v1, . . . , vr ∈ V undλ1, . . . , λr ∈ K.
Dann heißt das Element

λ1v1 + · · ·+ λrvr ∈ V

eine Linearkombination der Vektoren v1, . . . , vr. Die leere Linearkombination
(also den Fall r = 0) definieren wir als den Nullvektor. 4

Lemma3.1.8. SeiV einK-VektorraumundM ⊆ V eine beliebige Teilmenge.Dann gilt

⋂
M ⊆ U ⊆ V

U Untervektorraum

U =

{
r∑
i=1

λivi | r ∈ N, λi ∈ K, vi ∈M

}

und dies ist der kleinste Untervektorraum, derM enthält.
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Beweis. DieMengeU ′ := {
∑r

i=1 λivi | r ∈ N, λi ∈ K, vi ∈M} aller Linearkom-
binationen von Elementen ausM ist offensichtlich ein Untervektorraum derM
enthält. Also taucht U ′ im linken Schnitt auf, was "⊆" beweist. Die Inklusion "⊇"
folgt aus der Tatsache, dass jeder überM liegende Untervektorraum aufgrund
derAxiomeauchalleLinearkombinationenvonElementenausM enthaltenmuss.
Der Schnitt links ist in jedemüberM liegendenUntervektorraumenthalten, d.h.
es ist der kleinste solche.

Definition 3.1.9. (i) FürM ⊆ V bezeichnen wir die Menge aus Lemma 3.1.8 als
K-lineare Hülle oder Spann überK vonM und verwenden dafür auch die Be-
zeichnung

SpanK(M).

Es ist der kleinsteK-Unterraum von V , derM enthält.
(ii) EinK-Vektorraum heißt endlich erzeugt oder endlich dimensional wenn es
eine endliche TeilmengeM ⊆ V gibt mit

SpanK(M) = V. 4

Beispiel 3.1.10. (i) Hat dieMengeM nur ein Element, so ist jede Linearkombina-
tion von Elementen ausM nur ein Vielfaches dieses einen Vektors. Wir müssen
uns SpanK(M) also als Ursprungsgerade vorstellen (außer im Fall, dass dieser
eine Vektor der Nullvektor ist).
WirbetrachtenbeispielsweisedenR-VektorraumR2 unddarindie einelementige
MengeM = {(1, 1)t}. Dann ist SpanR(M) gerade die Ursprungsgerade durch
den Punkt (1, 1)t:

(1, 1)t

(ii) Betrachtet man etwaM = {(1, 1), (0, 1)} ⊆ R2 so ergibt sich SpanR(M) =
R2. Es reicht für die lineare Hülle ja nicht, nur Vielfache der beiden Vektoren zu
betrachten, manmuss auch Summen zulassen:
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(1, 1)t(0, 1)t

Will man das rechnerisch beweisen, so wählt man (a, b)t ∈ R2 beliebig und setzt
λ = a, γ = b− a. Dann rechnet man

λ

(
1
1

)
+ γ

(
0
1

)
=

(
λ

λ+ γ

)
=

(
a
b

)
und hat so den Vektor (a, b)t alsR-Linearkombination der Elemente vonM dar-
gestellt.
(iii) Für jedesm ∈ Nund jedenKörperK istKm einendlicherzeugterK-Vektorraum.
Dazu betrachten wir die Vektoren

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , em =


0
0
...
1


und sehen, dass offensichtlich

SpanK ({e1, . . . , em}) = Km

gilt.
(iv)DerK-VektorraumK[t] aller Polynome ist nicht endlich erzeugt. Endlich vie-
le Polynome sind immer vom Grad beschränkt. Beim Übergang zum Spann ent-
stehen niemals Polynome von höherem Grad. 4

Beispiel 3.1.11. SeiA ∈ Matm,n(K) gegeben. Die n Spalten vonA sind Elemente
vonKm, wir bezeichnen siemit a·1, . . . , a·n. Für c = (c1, . . . , cn)t ∈ Kn gilt dann

Ac = c1a·1 + · · ·+ cna·n

und somit gilt
SpanK ({a·1, . . . , a·n}) = {Ac | c ∈ Kn} .
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Diese Menge bezeichnet man als den Spaltenraum von A. Wir sehen hier, dass
das durch (A | b) definierte lineare Gleichungssystems genau dann eine Lösung
besitzt, wenn b zum Spaltenraum vonA gehört. 4

ImGegensatz zumSchnitt ist die Vereinigung zweier Untervektorräume norma-
lerweise kein Untervektorraummehr. Das habenwir in Beispiel 3.1.10 (ii) prinzi-
pell schon gesehen. Manmuss also den Spann der Vereinigung betrachten:

Lemma 3.1.12. SeiV einK-Vektorraum undU1, U2 Untervektorräume. Dann gilt

SpanK (U1 ∪ U2) = {u1 + u2 | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}

unddies ist der kleinsteK-UntervektorraumvonV , derU1 undU2 enthält.Wir bezeichnen
ihn auchmitU1 + U2.

Beweis. DieMenge {u1 + u2 | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2} auf der rechten Seite ist einUn-
tervektorraum von V , wie man direkt sieht (dabei verwendet man aber, dass U1

und U2 jeweils Untervektorräume sind). Gleichzeitig enthält sie aber sowohl U1

als auchU2 (daman immerentwederu1 = 0oderu2 = 0wählenkann).AlsUnter-
vektorraum derU1 ∪U2 enthält sie also auch SpanK (U1 ∪ U2) .Das beweist "⊆".
Als Untervektorraum der U1 und U2 enthält, muss
SpanK (U1 ∪ U2) aber auch alle Summen vom Typ u1 + u2 mit u1 ∈ U1, u2 ∈ U2

enthalten. Das beweist "⊇".

3.1.2 Lineare Unabhängigkeit, Basen undDimension
Wir wollen in diesem Kapitel den Begriff der Dimension eines Vektorraums ent-
wickeln. Der dafür grundlegende Begriff ist jener der linearenUnabhängigkeit von
Vektoren:

Definition 3.1.13. Sei V einK-Vektorraum und v1, . . . , vm ∈ V.
(i) Das Tupel (v1, . . . , vm) heißt K-linear unabhängig, falls für alle λ1, . . . , λm
ausK gilt

λ1v1 + · · ·+ λmvm = 0 ⇒ λ1 = · · · = λm = 0.

Ansonsten heißt esK-linear abhängig.
(ii) (v1, . . . , vm) heißtK-Erzeugendendsystem von V, falls

SpanK ({v1, . . . , vm}) = V.

(iii) Das Tupel (v1, . . . , vm) heißtK-Basis von V , falls es linear unabhängig und
ein Erzeugendensystem von V ist. 4
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Bemerkung/Beispiel 3.1.14. (i)Wirhaben lineareUnabhängigkeit/Erzeugenden-
system/Basis für Tupel vonVektoren definiert. Dabei kommt es allerdings nicht auf
die Reihenfolge der Vektoren an, wieman leicht sieht. Später wird die Reihenfol-
ge aber manchmal wichtig sein. Auch passiert es manchmal, dass ein Vektor in
solch einem Tupel mehrfach auftritt (dann ist das Tupel aber nicht linear unab-
hängig). Deshalb sprechen wir von Tupel und nicht von einerMenge von Vektoren.
In vielen Fällen ist es allerdings nicht nötig, diese Unterscheidung zu treffen und
wir sind im folgenden nicht immer sehr streng.
(ii) Linear unabhängig sind Vektoren v1, . . . , vm also genau dann, wenn derNull-
vektor nur als Linearkombination aus ihnen entsteht, wenn alle Koeffizienten dabei
Null sind (und niemals auf andereWeise).
(iii) ImR2 sind die beiden Vektoren v1 = (1, 1)t, v2 = (2, 1)t linear unabhängig.
Man kann sie also nicht skalieren und addieren und damit den Nullpunkt errei-
chen (außer man skaliert beide auf Null).

(1, 1)t (2, 1)t

Rechnerisch sieht man das folgendermaßen: Aus

0 = λ1v1 + λ2v2 = (λ1 + 2λ2, λ1 + λ2)

folgt λ1 + 2λ2 = 0 und λ1 + λ2 = 0.Dieses System linearer Gleichungen überR
besitzt nur die triviale Lösung.
Zwei Vektoren sind allgemein genau dann linear abhängig, wenn einer ein Viel-
faches des anderen ist. Aus 0 = λ1v1 + λ2v2 mit etwa λ1 6= 0 folgt nämlich

v1 = −λ2

λ1

v2

und umgekehrt folgt aus v1 = γv2 direkt 0 = 1 · v1 − γv2. Für zwei Vekto-
ren bedeutet lineare Unabhängigkeit also anschaulich, dass sie in verschiedene
Richtungen zeigen.
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(iv) Ein einzelner Vektor 0 6= v ∈ V ist stets linear unabhängig. Aus λv = 0 und
λ 6= 0 folgt nach Multiplikation mit λ−1 ja v = 0. Der Nullvektor ist der einzige
Vektor, der für sich allein linear abhängig ist.
(v) LineareUnabhängigkeit ist eineBedingung,dienur füralleVektorenv1, . . . , vm
gemeinsam entschiedenwerden kann. So könnte durchaus jedem−1-elementige
Teilmenge der Vektoren linear unabhängig sein, ohne dass es für alle gemeinsam
zutrifft. Das sieht man beispielsweise, wennman in (iii) noch einen dritten Vek-
tor, etwa v3 = (0, 1)t, hinzunimmt. Es gilt dann beispielsweise

2v1 − v2 − v3 = 0.

(1, 1)t (2, 1)t(0, 1)t

(vi) Sei V = F ([0, 1],R) der R-Vektorraum der reellwertigen Funktionen. Die
beiden Funktionen

f1 : x 7→ x, f2 : x 7→ x2

gehören zu V und sindR-linear unabhängig. Dazu nehmen wir

λ1f1 + λ2f2 = 0

an und setzen in diese Gleichung auf beiden Seiten x = 1 ein. Das liefert λ1 +
λ2 = 0. Setzen wir stattdessen x = 1

2
ein, erhalten wir 1

2
λ1 + 1

4
λ2 = 0. Beide

Gleichungen zusammen besitzen nur die triviale Lösung.
(vii) Der Begriff von linearer Unabhängigkeit kann auch für unendlich vieleVekto-
ren definiert werden. Dafür betrachtet man aber keine unendlich langen Linear-
kombinationen,die ja inV überhauptnichtdefiniert sind.Esmüssen stattdessen
je endlich viele der Vektoren linear unabhängig imSinne unsererDefinition sein.
Wirbeschränkenuns indieserVorlesungaberauf endlicheMengenvonVektoren.
(viii) Ein Vektorraum besitzt im Allgemeinen viele verschiedene Basen. Im R2

können wir beispielsweise e1 = (1, 0)t, e2 = (0, 1)t oder auch v1 = (1, 1)t, v2 =
(2, 1)t wählen.
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4
Satz 3.1.15. SeiV einK-Vektorraum und v1, . . . , vm ∈ V.Dann sind äquivalent:

(i) (v1, . . . , vm) bildet eine Basis vonV .

(ii) Zu jedem v ∈ V existieren eindeutig bestimmte Skalare λ1, . . . , λm ∈ K mit
v = λ1v1 + · · ·+ λmvm.

(iii) (v1, . . . , vm) istmaximal linear unabhängig, d.h. dasHinzufügen eines beliebigen
weiteren Vektors führt stets zur linearen Abhängigkeit.

(iv) (v1, . . . , vm) ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. die Vektoren spannen V
auf, aber nachWegnahme eines beliebigen der vi stimmt das nicht mehr.

Beweis. "(i) ⇒ (ii)": Da (v1, . . . , vm) als Basis insbesondere ein Erzeugendensy-
stem von V bildet, existieren für jeden Vektor v ∈ V Skalare λ1, . . . , λm ∈ Kmit
v = λ1v1 + · · · + λmvm. Für die Eindeutigkeit nehmen wir eine zweite solche
Darstellung an:

v = λ1v1 + · · ·+ λmvm = γ1v1 + · · ·+ γmvm

mit allen γi ∈ K.Durch Subtraktion ergibt sich

0 = λ1v1+· · ·+λmvm−(γ1v1 + · · ·+ γmvm) = (λ1−γ1)v1+· · ·+(λm−γm)vm.

Da (v1, . . . , vm) als Basis linear unabhängig ist folgt hieraus

λ1 − γ1 = · · · = λm − γm = 0,

also λ1 = γ1, . . . , λm = γm.
"(ii)⇒ (iii)":Die lineareUnabhängigkeit von (v1, . . . , vm) folgt ausderTatsache,
dass der Nullvektor natürlich immer die Darstellung 0 = 0v1 + · · ·+ 0vm besitzt
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undaufgrundderEindeutigkeit alsonurdiese. Sei nunv ∈ V einweitererVektor.
Dann gibt es eine Darstellung

v = λ1v1 + · · ·+ λmvm

mit allen λi ∈ K. Damit erhalten wir

λ1v1 + · · ·+ λmvm + (−1) · v = 0

und das ist eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors. Also ist (v1, . . . , vm, v)
linear abhängig.
"(iii)⇒ (iv)": Fürv ∈ V ist (v1, . . . , vm, v) linearabhängig, esgibt alsoλ1, . . . , λm, λ ∈
K, nicht alle Null, mit

λ1v1 + · · ·+ λmvm + λv = 0.

Da (v1, . . . , vm) jedoch linear unabhängig ist, muss λ 6= 0 gelten. Wir erhalten
also

v = −λ1
λ
v1 + · · ·+ −λm

λ
vm.

Damit gezeigt, dass (v1, . . . , vm) ein Erzeugendensystem von V bildet. Es gilt
nun

v1 /∈ SpanK ({v2, . . . , vm}) ,

denn eine Darstellung
v1 = λ2v2 + · · ·+ λmvm

würde
1v1 − λ2v2 − · · · − λmvm = 0

implizieren, einWiderspruchzur linearenUnabhängigkeit von (v1, . . . , vm).Eben-
so kann kein anderes vi durch die restlichen erzeugt werden kann. Damit ist die
Minimalität bewiesen.
"(iv)⇒ (i)": Nach Voraussetzung bildet (v1, . . . , vm) bereits ein Erzeugendensy-
stem von V . Angenommen es gibt nun eine Darstellung

λ1v1 + · · ·+ λmvm = 0

mit gewissen λi ∈ K, nicht alle Null.Wir nehmen ohne Beschränkung der Allge-
meinheit λ1 6= 0 an. Dann gilt

v1 = −λ2
λ1
v2 + · · ·+ −λm

λ1
vm.
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Jede Linearkombination von v1, . . . , vm ist damit aber schon eine Linearkombi-
nation von v2, . . . , vm:

γ1v1 + γ2v2 + · · ·+ γmvm =
(
γ2 − γ1λ2

λ1

)
v2 + · · ·+

(
γm − γ1λm

λ1

)
vm.

Mit (v1, . . . , vm) bildet damit aber auch (v2, . . . , vm) ein Erzeugendensystem von
V , ein Widerspruch zur Minimalität. Also sind alle λi = 0 und (v1, . . . , vm) ist
damit linear unabhängig.

Beispiel 3.1.16. (i) Die Vektoren e1, . . . , em aus Beispiel 3.1.10 (iii) sind eine K-
BasisdesKm. Jededer vierBedingungendes letztenSatzeskannman leichtüber-
prüfen. Man nennt (e1, . . . , em) die Standardbasis vonKm.
(ii) Für d ∈ N sei

K[t]≤d =
{
c0 + c1t+ · · ·+ cdt

d | ci ∈ K
}

derK-VektorraumderPolynomevomGradhöchstensd. Er besitzt beispielsweise
die Basis (1, t, t2, . . . , td). 4

Korollar 3.1.17. Jeder endlich erzeugteK-Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, gibt es eine endliche TeilmengeM ⊆ V mit
SpanK(M) = V .Wirwählendabei ein solchesM mit kleinstmöglicherMächtig-
keit. Dann kann man offensichtlich kein Element vonM mehr weglassen, ohne
die Bedingung Erzeugendensystem zu zerstören. Also erfülltM Bedingung (iv) aus
Satz 3.1.15 und ist also eine Basis von V .

Satz 3.1.18 (Basisergänzungssatz). Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, sei
(v1, . . . , vm) ein Erzeugendensystem vonV und (w1, . . . , wn) linear unabhängig.Dann
gilt:

(i) n ≤ m.

(ii) Je zwei Basen vonV haben dieselbe Länge.

(iii) Es gibt unter v1, . . . , vm Vektoren vi1 , . . . , vir so, dass

(w1, . . . , wn, vi1 , . . . , vir)

eine Basis vonV bildet.
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Beweis. Für (i) nehmen wir m < n an. Da v1, . . . , vm ganz V erzeugen, finden
wir für jedes j = 1, . . . , nDarstellungen

wj =
m∑
i=1

λijvi

mit λij ∈ K. Die Matrix

M = (λij)i,j ∈ Matm,n(K)

hatmehrSpaltenalsZeilen, alsobesitztdasdazugehörigehomogene lineareGlei-
chungssystemeinenichttriviale Lösungγ = (γ1, . . . , γn)t ∈ Kn\{0}.Esgilt nun

n∑
j=1

γjwj =
n∑
j=1

m∑
i=1

γjλijvi =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

λijγj

)
vi.

Die Koeffizienten in der Summe rechts sind genau die Einträge des VektorsMγ,
also alle Null. Wir erhalten also

∑m
j=1 γjwj = 0, ein Widerspruch zur linearen

Unabhängigkeit von (w1, . . . , wn).
(ii) Fasst man die eine gegebene Basis von V als Erzeugendensystem auf und die
andere als Menge linear unabhängiger Elemente, so liefert (i) eine Ungleichung
zwischen ihren Längen. Macht man das genau andersherum, bekommtman die
andere Ungleichung.
(iii) Die Vektoren w1, . . . , wn, v1, . . . , vm erzeugen offensichtlich ganz V . Durch
eventuelles Entfernen gewisser vi erreichen wir, dass die übrigen Vektoren

w1, . . . , wn, vi1 , . . . , vir

immer noch ganzV erzeugen, aber keines der vij dazunochweggelassenwerden
kann. Wir überlegen uns nun, dass dann auch keines der wi mehr weggelassen
werden kann, um V zu erzeugen. Dann handelt es sich um einminimales Erzeu-
gendensystem, also um eine Basis von V .
Wir nehmen im Gegenteil nun an, dass etwa w2, . . . , wn, vi1 , . . . , vir auch noch
ganz V erzeugen. Insbesondere gibt es eine Darstellung

w1 =
n∑
i=2

λiwi +
r∑
j=1

γjvij .
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Dabei können nicht alle γj = 0 sein, das widerspräche der linearen Unabhängig-
keit derwi.Wir nehmen also o.B.d.A. γ1 6= 0 an und lösen die Gleichung nach vi1
auf:

vi1 =
1

γ1

w1 −
n∑
i=2

λi
γ1

wi −
r∑
j=2

γj
γ1

vij .

Das zeigt

SpanK ({w1, . . . , wn, vi2 , . . . , vir}) = SpanK ({w1, . . . , wn, vi1 , . . . , vir}) = V.

Man hätte also stattw1 auch vi1 oben weglassen können, einWiderspruch.

Definition3.1.19. SeiV einendlicherzeugterK-Vektorraum.DieDimensionvon
V (über K) ist die Länge einer/jeder K-Basis von V . Wir verwenden dazu die
Notation

dimK(V ). 4

Beispiel 3.1.20. (i) Wir betrachten den K-Vektorraum Km. Er besitzt die Stan-
dardbasis (e1, . . . , em), die aus genaumVektoren besteht. Somit besteht jede an-
dere Basis ebenfalls ausm Vektoren und es gilt

dimK(Km) = m.

Jedes Erzeugendensystem vonKm hat mindestensm Elemente und jede Menge
linear unabhängiger Vektoren hat höchstensm Elemente.
(ii) Im Fallm = 3 betrachten wir w1 = (1, 1, 1)t, w2 = (2,−1, 1)t ∈ Q3. Diese
beiden Vektoren sind linear unabhängig, wieman leicht nachrechnet. Zusätzlich
verwendenwir die Standardbasis (e1, e2, e3) als ErzeugendensystemvonQ3.Wir
können also (w1, w2) durchHinzunahme eines der ei zu einer Basis ergänzen. In
diesem Fall funktioniert sogar jedes beliebige ei.
(iii) Der VektorraumK[t]≤d besitzt die Basis (1, t, . . . , td), es gilt also

dimK (K[t]≤d) = d+ 1.

Man sieht leicht, dass auch p1 = 1 + t, p2 = 1 − t linear unabhängig sind. Man
kann (p1, p2) also durch gewisse ti zu einer Basis ergänzen. Hier gibt es nur eine
Möglichkeit:

(p1, p2, t
2, t3, . . . , td). 4

Die folgende Aussage erlaubt es,mit Satz 2.3.12 (iii) zu entscheiden, ob gegebene
Spaltenvektoren eine Basis desKm bilden:
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Proposition 3.1.21. Die Vektoren v1, . . . , vm ∈ Km bilden genau dann eineK-Basis
vonKm, wenn dieMatrixM = (v1, . . . , vm) ∈ Matm(K) invertierbar überK ist.

Beweis. Übungsaufgabe.

Konstruktion 3.1.22. Sei (A, b)die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen
Gleichungssystems überK. Dann ist L(A, b) ⊆ Kn ein affiner Unterraum und
wir haben in Satz 2.3.6 gezeigt, dass für jedes beliebige c̄ ∈ L(A, b) stets

L(A, b) = c̄+ L(A, 0)

gilt. Weiter ist L(A, 0) ein Untervektorraum und wir können für ihn eine end-
liche Basis (v1, . . . , vs) finden. Dadurch hat man die (meist unendliche) Menge
L(A, b) durch die endlich vielen Daten c̄, v1, . . . , vs komplett angegeben, denn es
gilt dann

L(A, b) =

{
c̄+

s∑
i=1

λivi | λi ∈ K

}
.

Eine Basis von L(A, 0) findet man folgendermaßen: zunächst bringt manAmit
elementarenZeilenumformungenaufZeilenstufenform.Dabei ergeben sich rPi-
votspalten unddeswegenn−r freie Variablen. Für jede freie Variable konstruiert
man sich einen Lösungsvektor, indem man als Wert für diese Variable 1, für die
anderen freien Variablen 0 wählt. Danach berechnet man die Werte für alle an-
deren Einträge. Insgesamt erhält man so n− r Vektoren v1, . . . , vn−r, die offen-
sichtlich eine Basis vonL(A, 0) bilden. Damit istn−r gerade dieDimension von
L(A, 0). So sieht man auch, dass die Anzahl r der Pivots nicht von der genauen
Durchführung des Gauß-Algorithms abhängen. 4

Proposition 3.1.23 (F). Sei V ein endlich erzeugterK-Vektorraum und U ( V ein
echter Untervektorraum. Dann ist auchU endlich erzeugt und es gilt

dimK(U) < dimK(V ).

Beweis. Wennu1, . . . , ur ∈ U linear unabhängig sind, so sind sie dies offensicht-
lich auch, wennman sie als Elemente von V auffasst. Daraus folgtmit Satz 3.1.18
schon r ≤ dimK(V ).Wir wählen uns in U nun ein linear unabhängiges Tupel
von Vektoren von maximaler Länge, das nach Satz 3.1.15 dann eine Basis von U
mit höchstens Länge dimK(V ) bildet. Insbesondere ist U endlich erzeugt mit
dimK(U) ≤ dimK(V ). Sei nun (u1, . . . , udimK(U)) eine Basis von U . Aus U ( V
folgt, dass es sich dabei nicht um ein Erzeugendensystem und deswegen erst
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recht nicht um eine Basis von V handelt. Man kann es aber mit Satz 3.1.18 zu
einer Basis von V ergänzen. Dabei muss natürlich mindestens ein zusätzlicher
Vektor hinzugenommen werden, woraus dimK(U) < dimK(V ) folgt.

Bemerkung 3.1.24 (F). Eine aufsteigende Folge echter Untervektorräume in ei-
nemm-dimensionalenVektorraum(z.B. imKm) hat höchstensLängem+1.Man
beginnt mindestens mit dem 0-dimensionalen Unterraum {0}. In jedem weite-
ren Schritt wird die Dimension ummindestens eins größer und ist immer höch-
stensm.

Satz 3.1.25 (Dimensionsformel für UntervektorräumeF). SeiV einK-Vektorraum
undU1, U2 zwei endlich-dimensionale Untervektorräume vonV . Dann gilt

dimK(U1 + U2) = dimK(U1) + dimK(U2)− dimK(U1 ∩ U2).

Beweis. Zunächst wählen wir eine Basis (u1, . . . , um) des Unterraums U1 ∩ U2.
Diese ergänzen wir dann einerseits zu einer Basis

(u1, . . . , um, v1, . . . , vn)

vonU1, andererseits zu einer Basis

(u1, . . . , um, w1, . . . , wr)

vonU2. Dann erzeugt

(u1, . . . , um, v1, . . . , vn, w1, . . . , wr)

offensichtlich ganzU1 + U2, ist aber auch linear unabhängig. Dazu nehmen wir∑
i

λiui +
∑
i

γivi +
∑
i

δiwi = 0

an. Dann gilt

U1 3
∑
i

λiui +
∑
i

γivi = −
∑
i

δiwi ∈ U2.

Da jedesElement ausU1∩U2 eine eindeutige Linearkombinationderui und jedes
Element ausU1 eine eindeutige Linearkombination derui, vi ist, folgt daraus 0 =
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γ1 = · · · = γn.Ausder linearenUnabhängigkeitdesTupels (u1, . . . , um, w1, . . . , wr)
folgt dann direkt

0 = λ1 = · · · = λm = δ1 = · · · = δr.

Nun berechnen wir
dimK(U1 + U2) = m+ n+ r

und

dimK(U1)+dimK(U2)−dimK(U1∩U2) = (m+n)+(m+r)−m = m+n+r.

Das beweist die Aussage.

Beispiel 3.1.26 (F). SindU1, U2 ⊆ R3 zwei unterschiedliche 2-dimensionale Un-
terräume, so giltU1 ( U1 + U2, also

2 = dimK(U1) < dimK(U1 + U2) ≤ 3.

Daraus folgtU1 + U2 = R3. Weiter gilt nun

3 = dimK(U1 + U2)

= dimK(U1) + dimK(U2)− dimK(U1 ∩ U2)

= 4− dimK(U1 ∩ U2),

woraus dimK(U1∩U2) = 1 folgt. Zwei unterschiedliche Ebenen inR3 schneiden
sich also in einer Geraden. 4

3.2 Lineare Abbildungen

Vektorräume sind Mengen mit zusätzlicher Struktur, nämlich Addition und Sk-
alarmultiplikation. Abbildungen zwischen Vektorräumen sollten sich sinnvoller-
weise mit dieser Struktur vertragen. Das führt zum Begriff einer linearen Abbil-
dung. DasKonzept von linearenAbbildungen ermöglicht es uns außerdem, linea-
re Gleichungssysteme und Matrizen noch systematischer zu fassen und verste-
hen. Auch in diesem Abschnitt seiK stets wieder ein Körper.
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3.2.1 Grundbegriffe
Definition 3.2.1. Seien V,W zweiK-Vektorräume.
(i) Eine Abbildung ϕ : V → W heißt linear, falls für alle v1, v2 ∈ V, λ ∈ K stets

ϕ(v1 + v2) = ϕ(v1) + ϕ(v2) und ϕ(λv1) = λϕ(v1)

gilt.
(ii) Eine lineare Abbildung ϕ : V → W heißt Isomorphismus, falls eine lineare
Abbildung ψ : W → V existiert mit

ψ ◦ ϕ = idV und ϕ ◦ ψ = idW .

(iii) V undW heißen isomorph, falls ein Isomorphismus ϕ : V → W existiert.
Wir schreiben dafür V ∼= W. 4

Bemerkung/Beispiel 3.2.2. (i) Jede MatrixA ∈ Matm,n(K) definiert durch Ma-
trixmultiplikation von links eine lineare Abbildung

µA : Kn → Km

c 7→ Ac.

In dieser Notation gilt
L(A, b) = µ−1

A (b).

Das lineare Gleichungssystem zu lösen bedeutet also, das Urbild des Vektors b
unter dieser linearen Abbildung zu bestimmen.
(ii) FürA ∈ Matm,n(K) undB ∈ Matr,m(K) gilt

µB ◦ µA = µBA.

(iii) Die Differentiation

∂ : C1 (R,R)→ C (R,R)

f 7→ f ′

ist eine lineare Abbildung. Die Linearität bedeutet ja gerade

(f + g)′ = f ′ + g′ und (λf)′ = λf ′,

was aus der Analysis bekannt ist.
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(iv) Zumindest Polynome kann man über jedem Körper (formal) ableiten. So er-
hält man die lineare Abbildung

∂ : K[t]→ K[t]

d∑
i=0

cit
i 7→

d∑
i=1

icit
i−1.

Möchteman lieber endlich-dimensionaleVektorräumeverwenden,kannmanbei-
spielsweise

∂ : K[t]≤d → K[t]≤d−1

betrachten.
(v) Ein Isomorphismus ist offensichtlich immer bijektiv. Umgekehrt ist aber auch
jede bijektive lineare Abbildung ein Isomorphismus. Aus der Bijektivität von ϕ
folgt die Existenz der Umkehrabbildung ϕ−1 =: ψ. Man sieht nun relativ leicht,
dassψ automatisch auch linear ist.Dasbeweist dieAussage.Mankönnte Isomor-
phismus als auch als bijektive lineare Abbildung definieren.
(vi) Isomorphie ist einverallgemeinerterGleichheitsbegriff fürVektorräume.Zwei
isomorpheVektorräume sind eigentlich völlig identisch, nur tragen ihre Elemen-
te eventuell verschiedene Namen. Ein Isomorphismus ϕ : V → W gibt dabei
einfachdieUmbenennungderElemente an.Grundsätzlichmüssenwir zwischen
isomorphen Vektorräumen nicht mehr unterscheiden. Jede sinnvolle mathema-
tische Aussage, die für einen Vektorraum gilt, gilt auch für jeden dazu isomor-
phen Vektorraum. 4

Lemma 3.2.3. SeienV,W zweiK-Vektorräume undϕ : V → W linear. Dann gilt

ϕ(0) = 0 und ϕ(−v) = −ϕ(v)

für alle v ∈ V .

Beweis. Übungsaufgabe.

Bemerkung 3.2.4. (i) Zwei lineare Abbildungenϕ, ψ : V → W kannman punkt-
weise addieren:

ϕ+ ψ : V → W

v 7→ ϕ(v) + ψ(v).
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Man rechnet dabei direkt nach, dass ϕ + ψ selbst wieder eine lineare Abbildung
ist. Ebenso kannman ϕmit einem Skalar λ punktweise multiplizieren:

λϕ : V → W

v 7→ λϕ(v)

und auch λϕ ist wieder eine lineare Abbildung. Auf dieseWeise wird die Menge

LinK(V,W ) := {ϕ : V → W | ϕ linear}

selbst zu einemK-Vektorraum.
(ii) FürA,B ∈ Matm,n(K) und λ ∈ K gilt

µA + µB = µA+B und λµA = µλA.

Das rechnet man direkt punktweise nach:

(µA + µB)(v) = µA(v) + µB(v) = Av +Bv = (A+B)v = µA+B(v)

(λµA)(v) = λ · µA(v) = λ(Av) = (λA)v = µλA(v). 4

Satz 3.2.5. SeiV einK-Vektorraummit dimK(V ) = m.Dann gilt

V ∼= Km.

Beweis. Wir wählen eine Basis (v1, . . . , vm) von V und betrachten die lineare Ab-
bildung

ϕ : Km → V

(λ1, . . . , λm)t 7→
m∑
i=1

λivi.

Da eine Basis insbesondere ein Erzeugendensystem von V ist, istϕ surjektiv. Da
eine Basis linear unabhängig ist, ist ϕ injektiv. Damit ist ϕ ein Isomorphismus.

Bemerkung 3.2.6. (i) Der Isomorphismus zwischen Km und V ist keineswegs
eindeutig. Er hängt von derWahl der Basis (v1, . . . , vm) ab und insbesondere von
der gewähltenReihenfolgedervi.Mit v := (v1, . . . , vm) sollteman ihnalsobesser
als

ϕv : Km → V
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bezeichnen. Hier sieht man, warum wir Basen als Tupel von Vektoren definiert
haben.
(ii) AuchdieUmkehrabbildung vonϕv kannman leicht angeben.Dazu entwickelt
man v ∈ V bezüglich der Basis v als

v =
m∑
i=1

λivi

und bildet v auf
ξv(v) := (λ1, . . . , λm)t ∈ Km

ab. Dadurch erhält man die Umkehrabbildung zu ϕv:

ξv : V → Km. 4

Definition 3.2.7. Sei V einK-Vektorraum und v = (v1, . . . , vm) eine Basis von
V . Für v ∈ V mit v =

∑m
i=1 λivi nennt man

ξv(v) = (λ1, . . . , λm)t ∈ Km

den Koordinatenvektor von v bezüglich v. 4

Beispiel 3.2.8. (i) Wir betrachten den Vektorraum

V = K[t]≤3 =
{
c0 + c1t+ c2t

2 + c3t
3 | c0, c1, c2, c3 ∈ K

}
aller Polynome vomGrad höchstens 3, mit der Basis

p = (1, t, t2, t3).

Für ein Polynom p = c0 + c1t+ c2t
2 + c3t

3 ∈ V gilt offensichtlich

ξp(p) = (c0, c1, c2, c3)t ∈ K4.

Der Koordinatenvektor von p = 1− t2 + 2t3 ist also

ξp(p) = (1, 0,−1, 2)t.

Insgesamt erhalten wir den Isomorphismus

K4 ↔ V

(c0, c1, c2, c3)t ↔
3∑
i=0

cit
i
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(ii) Wir betrachten denselben Raum V wie in (i), wählen aber diesmal die Basis

q = (1− t, 1 + t, t2, t3).

Um für p = 1 − t2 + 2t3 nun den Koordinatenvektor ξq(p) zu bestimmen, ent-
wickeln wir p in der Basis q:

1− t2 + 2t3 =
1

2
(1− t) +

1

2
(1 + t)− t2 + 2t3.

Dadurch erhalten wir
ξq(p) =

(
1
2
, 1

2
,−1, 2

)
.

Auch hier kannman den Isomorphismus explizit hinschreiben:

K4 ↔ V

(c0, c1, c2, c3)t 7→ (c0 + c1) + (c1 − c0)t− c2t
2 + c3t

3(
c0 − c1

2
,
c0 + c1

2
, c2, c3

)t
← [

3∑
i=0

cit
i.

(iii) Wählt man in V = Km die Standardbasis e = (e1, . . . , em), so ist der Koor-
dinatenvektor eines Tupels v = (v1, . . . , vm)t ∈ Km das Tupel v selbst:

ξe(v) = v.

Aber natürlich kannman auch eine andere Basis vwählen und erhält damit einen
Isomorphismus

ξv : Km → Km,

der nicht die Identität ist. DenÜbergang von v ∈ Km zu ξv(v) ∈ Km nenntman
auch Basiswechsel. Wählen wir inQ2 beispielsweise die Basis

v =

((
1
1

)
,

(
1
−1

))
so ergibt sich für v = (a, b)t ∈ Q2

ξv(v) =

(
a+b

2
a−b

2

)
. 4
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Satz 3.2.9. Seien V undW zweiK-Vektorräume und (v1, . . . , vm) eine Basis von V .
Dann gibt es für jedeWahl vonw1, . . . , wm ∈ W genau eine lineare Abbildungϕ : V →
W mit

ϕ(vi) = wi für i = 1, . . . ,m.

Beweis. DieExistenzbeweisenwir, indemwirϕexplizit angeben.Dazuentwickeln
wir jedes v ∈ V bezüglich der Basis (v1, . . . , vm) als

v =
m∑
i=1

λivi

und definieren

ϕ(v) :=
m∑
i=1

λiwi.

In kurzer Schreibweisemit Matrixmultiplikation könnteman dafür auch schrei-
ben

ϕ(v) := w · ξv(v).

Da ξv eine lineare Abbildung ist und die Matrixmultiplikation das Distributiv-
gesetz erfüllt, definiert das eine lineare Abbildung mit der gewünschten Eigen-
schaft.
Für die Eindeutigkeit seien ϕ, ϕ′ zwei solche linearen Abbildungen. Wir berech-
nen

ϕ(v) = ϕ

(
m∑
i=1

λivi

)
=

m∑
i=1

λiϕ(vi) =
m∑
i=1

λiwi =
m∑
i=1

λiϕ
′(vi) = ϕ′(v),

wobeiwir für die zweite und letzteGleichheit die Linearität vonϕbzw.ϕ′ benutzt
haben. Das zeigt ϕ = ϕ′.

Korollar 3.2.10. Für jede lineare Abbildung ϕ : Km → Kn gibt es genau eine Matrix
A ∈ Matn,m(K)mit

ϕ = µA.

Die Zuordnung

µ : Matn,m(K)→ LinK(Km, Kn)

A 7→ µA

ist ein Isormorphismus vonK-Vektorräumen.
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Beweis. Wir wählen die Standardbasis e = (e1, . . . , em) von Km, setzen wi :=
ϕ(ei) und schreiben sie in die Spalten einer Matrix:

A = (w1, . . . , wm) ∈ Matn,m(K).

Für jedes i = 1, . . . ,m gilt dann

µA(ei) = Aei = wi = ϕ(ei).

Die Eindeutigkeit aus Satz 3.2.9 zeigt µA = ϕ. Die Eindeutigkeit vonA ist klar.
Damit ist gerade die Bijektivität der Abbildung µ gezeigt und die Linearität ist
Bemerkung 3.2.4 (ii).

Beispiel 3.2.11. (i) Wir betrachten die lineare Abbildung

ϕ : K3 → K2 a
b
c

 7→ (
a− 2c
a+ b

)
.

Es gilt

ϕ(e1) =

(
1
1

)
, ϕ(e2) =

(
0
1

)
, ϕ(e3) =

(
−2
0

)
und deshalb gilt für

A =

(
1 0 −2
1 1 0

)
gerade ϕ = µA.
(ii)Wir betrachten eineDrehungdesR2 umdenUrsprung, gegendenUhrzeiger-
sinn umdenWinkel θ ∈ [0, 2π). Es handelt sich dabei um eine lineare Abbildung

dθ : R2 → R2,

wie man sich geometrisch leicht überzeugt. Dabei wird e1 auf (cos(θ), sin(θ))t

und e2 auf (− sin(θ), cos(θ))t abgebildet. DieDrehmatrix

Dθ :=

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
∈ Mat2(R)

beschreibt also die Drehung, d.h. es gilt dθ = µDθ . 4
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3.2.2 Die Dimensionsformel
Definition 3.2.12. Seien V,W zweiK-Vektorräume undϕ : V → W eine lineare
Abbildung. Dann heißt

Kern(ϕ) := ϕ−1(0) = {v ∈ V | ϕ(v) = 0}

der Kern von ϕ.

Bemerkung 3.2.13. Für eine MatrixA ∈ Matm,n(K) gilt offensichtlich

Kern (µA) = L(A, 0). 4

Lemma 3.2.14. Seien V,W zweiK-Vektorräume und ϕ : V → W eine lineare Abbil-
dung. Dann gilt

(i) Es sindKern(ϕ) ⊆ V undBild(ϕ) ⊆ W jeweils Untervektorräume.

(ii) Es istϕ genau dann injektiv, wennKern(ϕ) = {0} gilt.

Beweis. (i) Die Unterraumaxiome rechnet man unter Zuhilfenahme der Linea-
rität direkt nach, zum Beispiel zeigt Lemma 5.2.3 dass stets 0 ∈ Kern(ϕ) und
0 ∈ Bild(ϕ) gilt. Weiter gilt beispielsweise

v1, v2 ∈ Kern(ϕ)⇒ ϕ(v1) = ϕ(v2) = 0

⇒ ϕ(v1 + v2) = ϕ(v1) + ϕ(v2) = 0 + 0 = 0

⇒ v1 + v2 ∈ Kern(ϕ).

w1, w2 ∈ Bild(ϕ)⇒ ∃v1, v2 ∈ V : ϕ(v1) = w1, ϕ(v2) = w2

⇒ ϕ(v1 + v2) = ϕ(v1) + ϕ(v2) = w1 + w2

⇒ w1 + w2 ∈ Bild(ϕ).

In (ii) ist "⇒" klar, denn 0 ∈ Kern(ϕ) mitsamt der Injektivität impliziert, das
keinweiteresElement imKern enthalten sein kann. Für "⇐" nehmenwirϕ(v1) =
ϕ(v2) für gewisse v1, v2 ∈ V an. Daraus folgt

ϕ(v1 − v2) = ϕ(v1)− ϕ(v2) = 0,

also v1 − v2 ∈ Kern(ϕ) = {0}, also v1 = v2.
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Beispiel 3.2.15. (i) Wir betrachten die lineare Abbildung

ϕ1 : R2 → R1

(a, b)t 7→ a− b.

Es ist
Kern(ϕ1) =

{
(a, b)t ∈ R2 | a = b

}
= {(a, a) | a ∈ R}

genau dieDiagonale inR2, ein eindimensionaler Untervektorraum. Insbesonde-
re ist ϕ1 nicht injektiv. Es giltBild(ϕ1) = R1.
(ii) Wir betrachten die lineare Abbildung

ϕ2 : R2 → R2

(a, b)t 7→ (a− b, a+ b)t.

Es gilt
Kern(ϕ2) =

{
(a, b)t ∈ R2 | a− b = a+ b = 0

}
= {0},

also ist ϕ2 injektiv.

Satz3.2.16 (Dimensionsformel für lineareAbbildungen). SeiV einendlich-dimensionaler
K-Vektorraum,W ein weitererK-Vektorraum undϕ : V → W eine lineare Abbildung.
Dann gilt

dimK(V ) = dimK (Kern(ϕ)) + dimK (Bild(ϕ)) .

Beweis. Seien zunächst w1, . . . , wn ∈ Bild(ϕ) linear unabhängig. Wir wählen
v1, . . . , vn ∈ V mit ϕ(vi) = wi und zeigen, dass dann auch v1, . . . , vn linear
unabhängig sind. Sei dazu 0 =

∑n
i=1 λivi angenommen. Daraus folgt

0 = ϕ(0) = ϕ

(
n∑
i=1

λivi

)
=

n∑
i=1

λiϕ(vi) =
n∑
i=1

λiwi.

Aus der linearen Unabhängigkeit von w1, . . . , wn folgt also λi = 0 für alle i =
1, . . . , n, die gewünschte Aussage. Insbesondere haben wir damit

dimK (Bild(ϕ)) ≤ dimK(V ) <∞

gezeigt. Wir nehmen nun an, dass (w1, . . . , wn) sogar eine Basis von Bild(ϕ) ist
undwählenzusätzlich eineBasis (u1, . . . , um) vonKern(ϕ).Wir zeigennun,dass
dann

(v1, . . . , vn, u1, . . . , um)
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eine Basis von V bildet. Für die Eigenschaft Erzeugendensystem sei v ∈ V beliebig
gewählt. Wir finden dann λ1, . . . , λn ∈ K mit

ϕ(v) = λ1w1 + · · ·+ λnwn.

Für
v′ := v − (λ1v1 + · · ·+ λnvn) ∈ V

gilt dann

ϕ(v′) = ϕ(v)− (λ1ϕ(v1) + · · ·+ λnϕ(vn)) = ϕ(v)− (λ1w1 + · · ·+ λnwn) = 0,

also v′ ∈ Kern(ϕ) = SpanK ({u1, . . . , um}) und damit

v = v′ +
n∑
i=1

λivi ∈ Span ({v1, . . . , vn, u1, . . . , um}) .

Für die lineare Unabhängigkeit nehmen wir

0 =
n∑
i=1

λivi +
m∑
i=1

γiui

an. Dadurch erhalten wir

0 = ϕ(0) = ϕ

(
n∑
i=1

λivi +
m∑
i=1

γiui

)
=

n∑
i=1

λiϕ(vi) +
m∑
i=1

γi ϕ(ui)︸ ︷︷ ︸
=0

=
n∑
i=1

λiwi.

Aus der linearen Unabhängigkeit der wi erhalten wir also λi = 0 für alle i =
1, . . . , n. Setzt man das in der oberen Linearkombination ein, erhält man an-
schließend aus der linearen Unabhängigkeit der ui auch γi = 0 für alle i =
1, . . . ,m. Damit ist also gezeigt, dass (v1, . . . , vn, u1, . . . , um) eine Basis von V
bildet. Nun ergibt sich

dimK(V ) = n+m = dimK (Bild(ϕ)) + dimK (Kern(ϕ)) .

Korollar 3.2.17. SeienV,W zwei endlich-dimensionaleK-Vektorräumemit

dimK(V ) = dimK(W )

sowieϕ : V → W eine lineare Abbildung. Dann sind äquivalent:
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(i) ϕ ist injektiv.

(ii) ϕ ist surjektiv.

(iii) ϕ ist bijektiv.

Beweis. "(i)⇒(ii)": Aus der Injektivität folgtKern(ϕ) = {0} und mit der Dimen-
sionsformel erhalten wir

dimK(W ) = dimK(V ) = dimK (Kern(ϕ))︸ ︷︷ ︸
=0

+ dimK (Bild(ϕ)) = dimK (Bild(ϕ)) .

Aus Proposition 3.1.23 folgt damitBild(ϕ) = W, d.h ϕ ist surjektiv.
"(ii)⇒(i)" benutzt genau dieselbe Formel. Wennman diesmal

dimK (Bild(ϕ)) = dimK(W )

benutzt, folgt direkt dimK (Kern(ϕ)) = 0.Das bedeutetKern(ϕ) = {0} und das
impliziert die Injektivität.
Damit implizieren aber sowohl (i) als auch (ii) immer schon (iii) und die Umkeh-
rung ist sowieso klar.

Hier sehenwirnun,warumdieSichtweise einerMatrix als lineareAbbildungsehr
hilfreich sein kann:

Korollar 3.2.18. Für eine quadratische KoeffizientenmatrixA ∈ Matm(K) sind äqui-
valent:

(i) L(A, 0) = {0}.

(ii) Für jedes b ∈ Km besitzt das lineare Gleichungssystemmit erweiterter Koeffizien-
tenmatrix (A, b) eine Lösung.

(iii) A ist invertierbar.

Beweis. Offensichtlich ist (i) äquivalent toKern(µA) = {0}, also zur Injektivität
von µA.Weiter ist (ii) offensichtlich äquivalent zur Surjektivität von µA. Damit
folgt "(i)⇔(ii)" direkt aus Korollar 3.2.17. In diesen Fällen ist µA also ein Isomor-
phismus und die Umkehrabbildung ist nach Korollar 3.2.10 wieder durch eine
MatrixB ∈ Matm(K) beschrieben:

µ−1
A = µB.

Aus
µBA = µB ◦ µA = idKm = µA ◦ µB = µAB

folgtAB = BA = Im, also (iii). Die Aussage "(iii)⇒(i)" ist offensichtlich.
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3.2.3 Der Rang einerMatrix
Definition 3.2.19. FürA ∈ Matm,n(K) definieren wir den Rang als

rang(A) := dimK (Bild(µA)) . 4

Bemerkung 3.2.20. (i) Der Rang von A ist die Dimension des Bildes der von A
definierten Abbildung µA : Kn → Km. Laut Beispiel 3.1.11 ist das Bild von µA
genau der von den Spalten von A aufgespannte Unterraum von Km. Der Rang
vonA ist also genau diemaximale Anzahl linear unabhängiger Spalten vonA.
(ii) Der Rang ist ein Maß für die Surjektivität der Abbildung µA. Sie ist genau
dann surjektiv, wenn rang(A) = m gilt. Genau dann ist auch das lineare Glei-
chungssystem (A, b) für jedes b ∈ Km lösbar.
(iii) Die Dimensionsformel für µA, zusammenmit der Beobachtung

Kern(µA) = L(A, 0)

besagt also
dim (L(A, 0)) + rang(A) = n.

(iv) Bei elementaren Zeilenumformungen ändert sich der Rang vonA nicht. Sol-
cheUmformungenentsprechen jaderMultiplikationvon linksmit invertierbaren
Matrizen. In der Sprache der linearen Abbildungen führenwir also nachµA noch
einen Isomorphismus aus.Das ändert lautDimensionsformel dieDimensiondes
Bildes nicht. Für eine Matrix in (reduzierter) Zeilenstufenform ist der Rang aber
offensichtlich wegen (i) gerade die Anzahl der Pivots! Das liefert also einen Algo-
rithmus zur Bestimmung des Rangs einer Matrix. 4

Beispiel 3.2.21. (i) Wir betrachten

A =

 1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

 ∈ Mat3,4(Q)

und wollen rang(A) bestimmen. Dazu bringen wirA auf Zeilenstufenform 1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 0 0


und finden rang(A) = 2.Das Bild der linearen Abbildung µA : Q4 → Q3 ist also
ein zweidimensionaler Unterraum.
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(ii) Um die endlichen Körper nicht völlig zu vergessen, betrachten wir dieselbe
Matrix diesmal überZ/2Z. Dabei vereinfacht sichA natürlich zu

A =

 1 0 1 0
1 0 1 0
1 0 1 0

 ∈ Mat3,4 (Z/2Z) .

Ganz ohne Rechnung sehen wir, dass die Spalten einen eindimensionalen Raum
aufspannen. Es gilt also hier rang(A) = 1 und die Abbildung

µA : (Z/2Z)4 → (Z/2Z)3

hat eindimensionales Bild. 4

Satz 3.2.22. FürA ∈ Matm,n(K) gilt

rang(A) = rang(At) ≤ min{m,n}.

Beweis. IstA in (reduzierter) Zeilenstufenform, so gilt dieAussage offensichtlich;
sowohl die Pivotspalten als auch -zeilen sind jeweils maximal linear unabhängig
unter den Spalten bzw. Zeilen. Wir haben außerdem schon gesehen, dass sich
der Rang einer Matrix durch elementare Zeilenumformungen nicht ändert. Ist
T ∈ GLm(K) also eine Matrix, dieA durch Multiplikation von links auf Zeilen-
stufenformZ bringt, so gilt

rang(A) = rang(TA) = rang(Z) = rang(Zt) = rang(AtT t) = rang(At).

Die letzte Gleichung verwendet, dass auch Multiplikation von rechts mit einer
invertierbaren Matrix (also Ausführung eines Isomorphismus vor µA) den Rang
nicht ändert. Und natürlich ist mit T auch T t invertierbar.

Bemerkung 3.2.23. Die letzte Aussage besagt, dass der von den Spalten bzw. der
von den Zeilen einer Matrix aufgespannte Raum stets dieselbe Dimension hat.
Das ist umso bemerkenswerter, als es sich dabei umUnterräume inKm bzw.Kn

handelt, wobeim 6= n gelten kann. 4

Definition 3.2.24. SeiA ∈ Matm,n(K) eine Matrix. Eine Untermatrix vonA ist
eineMatrixB, die durch Streichung gewisser Zeilen und Spalten vonA entsteht.

4
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Beispiel 3.2.25. Durch Streichung der ersten und dritten Spalte sowie der zwei-
ten Zeile entsteht aus

A =

 1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

 ∈ Mat3,4(Q)

die Untermatrix
B =

(
2 4
10 12

)
∈ Mat2(Q).

Proposition 3.2.26. FürA ∈ Matm,n(K) ist rang(A) gleich der größten Größe einer
invertierbaren Untermatrix vonA.

Beweis. Sei r = rang(A) undB ∈ Matm,r(K) eine Untermatrix vonAmit linear
unabhängigen Spalten. Dann gilt

r = rang(B) = rang(Bt)

und wir können eine Untermatrix C ∈ Matr(K) vonB finden, die linear unab-
hängige Zeilen hat. Aus

r = rang(Ct) = rang(C)

folgt dann, dassC auch immer noch linear unabhängige Spalten hat. Mit Propo-
sition 3.1.21 istC also invertierbar.
Sei umgekehrtC ∈ Mats(K) eine invertierbare Untermatrix vonA. Die Spalten
von C sind also linear unabhängig. Also sind auch s Spalten von A linear unab-
hängig und das impliziert s ≤ rang(A).

3.2.4 DarstellungsmatrizenF
In vielenFällen ist es sinnvoll, sich eine lineareAbbildungnicht unbedingt alsMa-
trix vorzustellen, sondern einfach als Abbildung mit der Linearitätseigenschaft.
Man denke dabei an Beispiel 3.2.2 (iii), in dem die Differentiation als lineare Ab-
bildung aufgefasst wurde. Dabei waren Definitions- und Zielraum nicht explizit
einKm und die Abbildung nicht von der Gestalt µA.
Andererseitsmöchtemanmanchmal explizite Berechnungen für eine lineare Ab-
bildung durchführen, wasmit einerMatrix deutlich leichter geht. Die Kombina-
tion von Satz 3.2.5 und Korollar 3.2.10 besagt, dass das auch immer möglich ist.
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Konstruktion 3.2.27. Seien V,W zweiK-Vektorräume, jeweils mit einer fixier-
ten Basis v = (v1, . . . , vn) und w = (w1, . . . , wm). Wir betrachten dazu die in
Satz 3.2.5 konstruierten Isormophismen

ϕv : Kn → V und ϕw : Km → W.

Sei nun ϕ : V → W eine lineare Abbildung. Dann ist die Abbildung

ϕ−1
w ◦ ϕ ◦ ϕv : Kn → Km

ebenfalls linearundnachKorollar 3.2.10gibt es (genau) eineMatrixA ∈ Matm,n(K)
mit

ϕ−1
w ◦ ϕ ◦ ϕv = µA :

V
ϕ //W

ϕ−1
w =ξw
��

Kn

ϕv

OO

µA // Km

Diese Matrix A nennt man die Darstellungsmatrix von ϕ bezüglich der Basen
v, w und schreibt dafür auch

A = Mv,w(ϕ).

Die i-te Spalte vonA ist dabei offensichtlich genau

Aei = µA(ei) = (ϕ−1
w ◦ ϕ ◦ ϕv)(ei) = ξw (ϕ(vi)) .

Das liefert eineMethode zur Konstruktion der Darstellungsmatrix: man bildet vi
anhand von ϕ ab und entwickelt das Ergebnis bezüglich der Basisw. Die Koeffi-
zienten bilden die i-te Spalte vonMv,w(ϕ). 4

Beispiel 3.2.28. (i) Wir betrachten V = Q[t]≤3,W = Q[t]≤2 und die Differentia-
tion

∂ : V → W.

Wir versehen V mit der Basis v = (1, t, t2, t3) undW mitw = (1, t, t2). Es gilt

∂(ti) = iti−1
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und das ist direkt die Darstellung bezüglich der Basisw. Damit ergibt sich

Mv,w(∂) =

 0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

 .

(ii) Wir wählen V undW wie oben, diesmal aber mit den Basen

v′ = (1 + t, 1− t, t2, t3) und w′ = (1, t− 1, t2 + 1).

Wir berechnen

∂(v′1) = ∂(1 + t) = 1 = w′1
∂(v′2) = ∂(1− t) = −1 = −w′1
∂(v′2) = ∂(t2) = 2t = 2w′1 + 2w′2
∂(v′3) = ∂(t3) = 3t2 = −3w′1 + 3w′3

und erhalten somit

Mv′,w′(∂) =

 1 −1 2 −3
0 0 2 0
0 0 0 3

 .

(iii) Wir wählen V = W = Mat2(K) und in beiden Räumen dieselbe Basis

v =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
.

Für zwei fest gewählte Matrizen

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
∈ Mat2(K)

betrachten wir dann die lineare Abbildung

ϕ : Mat2(K)→ Mat2(K)

X 7→ AXB.

Um die DarstellungmatrixMv,v(ϕ) zu bestimmen berechnen wir

ϕ(v1) = ϕ

((
1 0
0 0

))
=

(
a11b11 a11b12

a21b11 a21b12

)
= a11b11v1 + a11b12v2 + a21b11v3 + a21b12v4.
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Die erste Spalte der Darstellungsmatrix ist also

(a11b11, a11b12, a21b11, a21b12)t ∈ K4.

Führt man dieselbe Berechnung auch noch für v2, v3, v4 durch erhält man insge-
samt

Mv,v(ϕ) =


a11b11 a11b21 a12b11 a12b21

a11b12 a11b22 a12b12 a12b22

a21b11 a21b21 a22b11 a22b21

a21b12 a21b22 a22b12 a22b22

 .

(iv) Natürlich kannmanauchV = Kn undW = Km benutzen, sowie eineAbbil-
dung ϕ = µB, die bereits durch eine Matrix gegeben ist. Je nachWahl der Basen
v undw erhält man trotzdem unterschiedliche Darstellungsmatrizen für µB :

V = Kn µB // Km = W

ϕ−1
w =ξw
��

Kn

ϕv

OO

µA // Km.

Die Standardbasen v = e undw = e vonKn undKm liefern als Isomorphismen
ϕe beispielsweise die Identität und somit

Me,e(µB) = B.

Wir können aber beispielsweise mit

B =

(
1 1 1
1 1 1

)
∈ Mat2,3(Q)

die Abbildung

µB : Q3 → Q2

(a, b, c)t 7→ (a+ b+ c, a+ b+ c)

betrachten und in V = Q3 die Basis

v =
(
(1,−1, 0)t, (−1, 0, 1)t, (0, 0,−1)t

)
sowie inW = Q2 die Basis

w =
(
(−1, 0)t, (1, 1)t

)
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wählen.Wie vorhin berechnen wir die Darstellungsmatrix:

µB(v1) = (0, 0)t = 0w1 + 0w2

µB(v2) = (0, 0)t = 0w1 + 0w2

µB(v3) = (−1,−1)t = −w2

und damit

Mv,w(µB) =

(
0 0 0
0 0 −1

)
. 4

Proposition3.2.29. SeienV,W,X dreiK-VektorräumemitBasenv, w, x.Seienϕ : V →
W undψ : W → X lineare Abbildungen. Dann gilt

Mv,x(ψ ◦ ϕ) = Mw,x(ψ) ·Mv,w(ϕ).

Beweis. Folgt direkt aus der Definition der Darstellungsmatrizen und Beispiel
3.2.2 (ii).

Bemerkung 3.2.30. (i) Die Darstellungsmatrix A = Mv,w(ϕ), zusammen mit
den Basen v, w, bestimmt die ursprüngliche Abbildung ϕ eindeutig; es gilt ja

ϕ = ϕw ◦ µA ◦ ϕ−1
v .

Beim Übergang zu einer Darstellungsmatrix geht also keine Information verlo-
ren. Gleichzeitig kann man manchmal eine Matrix leichter für Rechnungen ver-
wenden als eine lineare Abbildung. Möchte man beispielsweise die Dimension
von Bild(ϕ) bestimmen, so kann man stattdessen auch den Rang einer beliebi-
gen Darstellungsmatrix von ϕ berechnen. Wir haben schon gesehen, dass man
das leicht mit dem Gauß-Algorithmus tun kann.
(ii) Selbst wennman eigentlichmit einer gegebenenMatrixB rechnenwill, kann
man theoretisch zunächst eine andere Darstellungsmatrix von µB bestimmen,
mit der sich vielleicht leichter rechnen lässt. In Beispiel 3.2.28 (iv) istMv,w(µB)
eher einfacher alsB.
(iii)Grundsätzlich lohnt es sich, beiderWahl vonBasenv, wMühezu investieren,
um eine Darstellungsmatrix von besonders einfacher Form zu erhalten. Damit
werden wir uns im Rest der Vorlesung noch intensiver beschäftigen. Ein erstes
Ergebnis dazu ist der folgende Satz. 4



3.2. LINEARE ABBILDUNGEN 103

Satz 3.2.31. Seien V,W zweiK-Vektorräume mit dimK(V ) = n, dimK(W ) = m,
sowieϕ : V → W eine lineare Abbildung. Dann gibt es Basen v, w vonV bzw.W mit

Mv,w(ϕ) =

(
Ir 0
0 0

)
∈ Matm,n(K).

Dabei ist r = rang (Mv,w(ϕ)) = dimK (Bild(ϕ)) .

Beweis. Zunächst wählen wir eine Basis (u1, . . . , us) vonKern(ϕ) und ergänzen
sie zu einer Basis

v = (v1, . . . , vt, u1, . . . , us)

von V .Wir zeigen zunächst, dass dannϕ(v1), . . . , ϕ(vt) inW linear unabhängig
sind. Dazu sei

0 = λ1ϕ(v1) + · · ·+ λtϕ(vt) = ϕ (λ1v1 + · · ·+ λtvt)

mit gewissen λi ∈ K angenommen. Das bedeutet λ1v1 + · · ·+ λtvt ∈ Kern(ϕ).
Es gibt also eine Darstellung

λ1v1 + · · ·+ λtvt = γ1u1 + · · ·+ γsus

undausder linearenUnabhängigkeit von (v1, . . . , vt, u1, . . . , us) folgt direktλ1 =
· · · = λt = 0, die gewünschte Aussage.
Wir ergänzen nun ϕ(v1), . . . , ϕ(vt) zu einer Basis

w = (ϕ(v1), · · · , ϕ(vt), w1, . . . , wk)

vonW . BezüglichderBasenv, w hatdieDarstellungsmatrixnunganzoffensicht-
lich die gewünschte Form.

Satz 3.2.32. FürMatrizenA,B ∈ Matm,n(K) sind äquivalent:

(i) A und B sind beides Darstellungsmatrizen derselben linearen Abbildung, nur be-
züglich (eventuell) verschiedener Basen.

(ii) Es gibtP ∈ GLm(K) undQ ∈ GLn(K)mitPAQ = B.

(iii) rang(A) = rang(B).
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Beweis. Für "(i)⇒(ii)" liefert (i) die Existenz eines kommutativen Diagrams der
folgenden Form:

Kn µB //

ϕv′

��

Km

V
ϕ //

ξv
��

W

ξw′

OO

Kn µA // Km

ϕw

OO

Es gilt also
µB = (ξw′ ◦ ϕw︸ ︷︷ ︸

µP

) ◦ µA ◦ (ξv ◦ ϕv′︸ ︷︷ ︸
µQ

) = µPAQ

wobeiP undQ die entsprechendenMatrizen gemäß Korollar 3.2.10 sind, die für
Isomorphismen natürlich invertierbar sind. Die Eindeutigkeit impliziert B =
PAQ.
"(ii)⇒(iii)" erhält man offensichtlich aus der Tatsache, dass Isomorphismen vor
oder nach einer linearen Abbildung deren Bilddimension nicht ändern.
Für "(iii)⇒(i)" wenden wir Satz 3.2.31 auf µA und µB an, mit r = rang(A) =
rang(B) und

J =

(
Ir 0
0 0

)
:

Kn µA // Km

Kn µJ //

ϕv′

��

ϕv

OO

Km

ϕw′

��

ϕw

OO

Kn µB // Km.

Es sind alsoA undB beides Darstellungsmatrizen von µJ .

Definition 3.2.33. Zwei Matrizen A,B ∈ Matm,n heißen äquivalent, wenn sie
die Bedingungen aus Satz 3.2.32 erfüllen. 4

3.2.5 Der DualraumF
Definition 3.2.34. Sei V einK-Vektorraum. Dann heißt

V ′ := LinK(V,K1)
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derDualraum von V . Die Elemente von V ′ nenntman Funktionale oder Linear-
formen auf V . 4

Bemerkung/Beispiel 3.2.35. (i) Nach Bemerkung 3.2.4 ist V ′ selbst wieder ein
K-Vektorraum, mit punktweise definierten Verknüpfungen.
(ii) Nach Korollar 3.2.10 gilt

(Km)′ ∼= Mat1,m(K) ∼= Km.

Zu jeder Linearform χ aufKm existiert genau einw ∈ Kmmit

χ(v) = wtv für alle v ∈ Km.

(iii) Da jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum isomorph zu einem Km ist,
ist in diesem Fall auch

dimK(V ) = dimK(V ′)

gezeigt.
(iv) Auf V = C ([0, 1],R) erhält man zum Beispiel folgende Linearform:∫ 1

0

dt : C ([0, 1],R)→ R

f 7→
∫ 1

0

f(t)dt.

Für jeden Punkt a ∈ [0, 1] ist auch

ea : C ([0, 1],R)→ R
f 7→ f(a)

eine Linearform auf V . 4

Lemma3.2.36. Für jede Basis (v1, . . . , vm) vonV existiert eine Basis (χ1, . . . , χm) von
V ′mit

χi(vj) =

{
1 i = j
0 i 6= j.

Beweis. Nach Satz 3.2.9 gibt es für jedes i = 1, . . . ,m genau ein χi ∈ V ′ mit der
gewünschten Bedingung. Für die lineare Unabhängigkeit der χi nehmen wir

λ1χ1 + · · ·+ λmχm = 0

and und setzen vj ein. Dadurch ergibt sich direkt λj = 0.Wegen Bemerkung
3.2.35 (iii) handelt es sich bei (χ1, . . . , χm) also schon um eine Basis von V ′.
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Definition 3.2.37. Die Basis (χ1, . . . , χm) von V ′ aus Lemma 3.2.36 nennt man
die zu (v1, . . . , vm) duale Basis. 4

Definition 3.2.38. Seien V,W zweiK-Vektorräume undϕ : V → W eine lineare
Abbildung. Dann ist die folgende Abbildung ebenfalls linear:

ϕ′ : W ′ → V ′

χ 7→ χ ◦ ϕ.

Dabei heißt ϕ′ die zu ϕ duale Abbildung. 4

Satz 3.2.39. Seien V,W zweiK-Vektorräume mit Basen v und w. Seien v′ und w′ die
dazu dualen Basen vonV ′ undW ′. Dann gilt

Mw′,v′(ϕ
′) = Mv,w(ϕ)t.

Beweis. Schreiben wir
ϕ′(w′i) =

∑
j

γjv
′
j

so ergibt sich durch Einsetzung von vk

γk =
∑
j

γjv
′
j(vk) = ϕ′(w′i)(vk) = (w′i ◦ ϕ) (vk) = w′i (ϕ(vk)) .

Schreiben wir nun
ϕ(vk) =

∑
j

λjwj,

so ergibt sich insgesamt

γk =
∑
j

λjw
′
i(wj) = λi.

Es ist aber γk gerade der (k, i)-Eintrag vonMw′,v′(ϕ
′) und λi der (i, k)-Eintrag

vonMv,w(ϕ). Das beweist die Aussage.



Kapitel 4

Die Determinante

IndiesemKapitel behandelnwirdaswichtigeKonzeptderDeterminante einerMa-
trix. Dabei handelt es sich um eine Zahl, die zwar offensichtlich nicht mehr die
gesamte Information der gegebenenMatrix trägt, aber vor allem über die Inver-
tierbarkeit nochAuskunft gibt.Dazumüssenwiruns zunächst einwenigmitPer-
mutationsgruppen beschäftigen.

4.1 Permutationen
In Beispiel 2.2.2 (iv) habenwir bereits die Permutations- oder Symmetriegruppe
einer MengeM kennengelernt. Zur Erinnerung:

S(M) = {f : M →M | f bijektiv} ,

wobei wir die Hintereinanderausführung von Funktionen als Gruppenverknüp-
fung verwenden. Ab jetzt sei M stets eine endliche Menge. Wir können dabei
o.B.d.A natürlichM = {1, . . . ,m} annehmen und schreiben dann statt S(M)
auch

Sm.

Die Elemente σ ∈ Sm sind also Bijektionen der Menge {1, . . . ,m}. Wir nennen
sie auch Permutationen und können sie beispielsweise in Matrixschreibweise
angeben, indemwir in die erste Zeile einerMatrix die Zahlen 1, . . . ,m schreiben
und unter jede Zahl den ihr von σ zugeordnetenWert:

σ =̂

(
1 2 · · · m

σ(1) σ(2) · · · σ(m)

)
.

107
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Die Hintereinanderausführung von zwei Permutationen liest man dann direkt
von rechts nach links ab (hier handelt es sich nicht umMatrixmultiplikation!):(

1 2 3
3 2 1

)
◦
(

1 2 3
1 3 2

)
=

(
1 2 3
3 1 2

)
.

Die inverse Permutation zu σ erhält man in dieser Schreibweise einfach, indem
mandiebeidenZeilen vertauschtunddanndieSpalten soordnet, dassdieEinträ-
ge in der ersten Zeile wieder in der richtigen Reihenfolge stehen (bzw. liest man
die Permutation einfach von unten nach oben):(

1 2 3
3 1 2

)−1

=

(
1 2 3
2 3 1

)
.

Es gibt aber auch noch eine andere Schreibweise von Permutationen, die Zykel-
schreibweise. Dabei startet man mit einer Zahl, gewöhnlich der 1, und schreibt
der Reihe nach ihre iterierten Funktionswerte hintereinander, solange bis die ur-
sprüngliche Zahl wieder auftritt. Damit ist ein Zykel abgeschlossen. Einen Zykel
kannman sich also als kreisförmige Vertauschung der Zahlen vorstellen:

1
3

4

2
5

7

6

8

= (13425768)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 5 4 2 7 8 6 1

)
=

Natürlich ist nicht jede Permutation ein einzelner Zykel. Aber offensichtlich kann
man jede Permutation als Produkt von Zykeln schreiben. Dazu wählt man nach
Erstellung des ersten Zykels eine gegebenenfalls noch nicht aufgetretene Zahl
und startet von vorn. Alle so entstehenden Zykel schreibt man hintereinander.
Die so auftretenden Zykel sind elementfremd, enthalten also keine gemeinsame
Zahl. Man kann die Auflistung also auch als Hintereinanderausführung verste-
hen und die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle. Für die Permutation

σ =

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
∈ S5

erhält man beispielsweise die Zykelschreibweise σ = (132)(45).
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1

3 2

4 5 = (132)(45)

(
1 2 3 4 5
3 1 2 5 4

)
=

Sind Zykel nicht elementfremd, ist ihr Produkt natürlich imAllgemeinen von der
Reihenfolge abhängig:

(132)(245) = (13245), (245)(132) = (13452).

Das Inverse einesZykels entsteht einfach ausUmkehrungderderReihenfolgeder
Zahlen:

(13245)−1 = (54231) = (15423).

Ein Zykel der Länge 2 heißt Transposition. Transpositionen sind selbstinvers:

(25)−1 = (52) = (25).

Zykel der Länge 1 lässt man gewöhnlich weg, zählt sie aber für die Gesamtanzahl
der entstehenden Zykel mit.

Satz 4.1.1. (i) JedePermutationσ ∈ Sm lässt sich als Produkt von elementfremdenZykeln
schreiben. Deren Anzahl ist durch σ eindeutig bestimmt.
(ii) Ist eine Permutation σ ∈ Sm ein Produkt von k elementfremden Zykeln und τ ∈ Sm
eine Transposition, so besteht στ aus k + 1 oder k − 1 elementfremden Zykeln.
(iii) Jede Permutation lässt sich als Produkt von Transpositionen schreiben. Deren Anzahl
ist für jede Permutationmodulo 2 eindeutig bestimmt.

Beweis. Aussage (i) ist klar aufgrund der oben angegebenen Konstruktion. Für
(ii) sei

σ = ρ1ρ2 · · · ρk

ein Produkt von elementfremden Zykeln und τ = (ab). Es gibt zwei Fälle: ent-
weder kommen a und b im selben Zykel ρi vor, oder in zwei verschiedenen Zykeln
ρi, ρj. Nachdem die Multiplikation von elementfremden Zykeln kommutativ ist,
können wir im ersten Fall o.B.d.A. i = k annehmen und betrachten nur ρkτ :



110 KAPITEL 4. DIE DETERMINANTE

i1
i2

a

i4
i5

i6

b

i8

ρkτ = = ρ′kρ
′′
k

Man sieht unmittelbar, dass ρkτ ein zwei elementfremde Zykel zerfällt. Somit ist
ρτ ein Produkt von k + 1 elementfremden Zykeln.
Im zweiten Fall können wir annehmen, dass a in ρk−1 und b in ρk auftritt. Wir
betrachten ρk−1ρkτ :

i1
i2

i3

i4
i5

i6

a

i8
j1

j2

b

j4
j5

j6

j7

j8

ρk−1ρkτ = = ρ

Hier ist ρk−1ρkτ nun offensichtlich ein einziger Zykel. Somit besteht στ nun aus
k − 1 elementfremden Zykeln. Damit ist (ii) bewiesen.
Für die Existenz in (iii) reicht es nach (i) aus, nur einfache Zykel zu betrachten.
Man sieht aber direkt, dass

(i1i2 · · · ik) = (i1i2)(i2i3) · · · (ik−1ik)

gilt.DieEindeutigkeit der Längemodulo2 folgt aus (ii):Man startetmit der Iden-
tität in Sm, die offensichtlich m Zyklen hat. Bei jeder Multiplikation mit einer
Transposition ändert sich die Zyklenanzahl um genau 1. Also kann dieselbe Per-
mutation nur höchstens dann auf zweiWeisen entstehen, wenn dabei die gleiche
Anzahl modulo zwei von Transpositionen verwendet wurde.

Beispiel 4.1.2. Wir betrachten die Permutation

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 4 5 1 3 6 8 7

)
∈ S8.

Als Zerlegung in elementfremde Zykel erhält man

σ = (124)(35)(6)(78) = (124)(35)(78),
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es tauchen inσ also4 solcheZykel auf.UmeineDarstellungalsProdukt vonTrans-
positionen zu bekommen, muss man nur noch (124) zerlegen als (12)(24) und
bekommt

σ = (12)(24)(35)(78).

Es müssen also in jeder Darstellung von σ als Produkt von Transpositionen eine
gerade Anzahl von Transpositionen auftreten. Natürlich kann man immer auch
längere finden, zum Beispiel hier

σ = (12)(24)(35)(78)

= (12)(24)(35)(78)(18)(18)

= (12)(24)(14)(35)(78)(14). 4

Definition 4.1.3. Für σ ∈ Sm definieren wir die Signatur als

sgn(σ) := (−1)s

wenn σ ein Produkt von s Transpositionen ist. Nach Satz 4.1.1 (iii) ist das wohl-
definiert. Auf dieseWeise erhalten wir die Signaturabbildung

sgn: Sm → {−1, 1}. 4

Bemerkung/Beispiel 4.1.4. (i) Die Permutation σ aus Beispiel 4.1.2 hat Signatur
(−1)4 = 1. Die Identität hat stets Signatur 1.
(ii) Ein Zykel hat genau dann Signatur 1, wenn er ungerade Länge hat. Das folgt
aus der Beobachtung des Beweises von Satz 4.1.1 (iii), dass ein Zykel der Länge k
ein Produkt von k − 1 Transpositionen ist.
(iii) Schreibt man σ als ein Produkt von Zykeln und treten dabei r Zykel gerader
Länge auf, so gilt sgn(σ) = (−1)r. Für die Berechnung der Signatur kann man
Zykel von ungerader Länge also ignorieren.
(iv) Es gilt stets

sgn(σ) = sgn(σ−1).

Aus einer Darstellung von σ als Produkt von s Transpositionen erhält man sofort
eine Darstellung von σ−1 als Produkt von denselben s Transpositionen, nur in
umgedrehter Reihenfolge. 4

Korollar 4.1.5. Für σ, τ ∈ Sm gilt

sgn(στ) = sgn(σ) sgn(τ).
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Beweis. Ist σ ein Produkt von r Transpositionen und τ ein Produkt von s Trans-
positionen, so ist στ offensichtlich ein Produkt von r+s Transpositionen. Es gilt
also

sgn(στ) = (−1)r+s = (−1)r · (−1)s = sgn(σ) sgn(τ).

Beispiel 4.1.6. Wir betrachten das bekannte Schiebe-Puzzle, bei dem 15 kleine
Quadrate in einem Rahmenmit 16 Positionen vorgegeben sind:

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

Da eine Position leer ist, kann man manche Quadrate horizontal oder vertikal
verschieben. Gewöhnlich ist das Spiel in einer ungeordneten Version vorgegeben
und manmöchte es mit solchen Verschiebungen wieder in die oben angegebene
Ursprungsgestalt überführen.
Wir nummerieren die Positionen im Feldmit den Zahlen 1 bis 16. Auch die Qua-
drate werden mit 1 bis 16 bezeichnet, gemäß ihrer Beschriftung. Dabei stehe 16
fürdas leereQuadrat.DannkanneinePositiondesSpiels durcheinePermutation
σ ∈ S16 angegeben werden, wobei σ(i) die Zahl desjenigen Quadrats bezeichne,
das an Position i steht. So beschreibt also

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
3 11 16 14 2 1 15 9 7 4 8 12 6 5 10 13

)
etwa die folgende Konfiguration:

3 11 14

2 1 15 9

7 4 8 12

6 5 10 13

Die oben angegebene Ursprungskonfiguration entspricht gerade id ∈ S16. In
dieserFormulierungentsprichtnun jederZugderMultiplikationmit einerTrans-
position von links. Dabei treten sogar nur Transposition der Gestalt

(16 i)
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auf. Da man immer nur vertikal oder horizontal verschieben kann, weiß man je
nach Ausgangs- und Endposition des leeren Quadrats auch die Anzahl der nöti-
gen Transpositionenmodulo 2. Möchteman beispielsweise die durch σ1 angege-
beneKonfiguration indieUrsprungskonfigurationüberführen, sogehtdashöch-
stens mit einer gerade Anzahl von Transpositionen. Es gilt nun sgn(id) = 1 und
sgn(σ1) = −1, wie man leicht berechnet. Also kann id nicht aus σ1 durch Multi-
plikation einer geradenAnzahl vonTranspositionen erhaltenwerden. Somit lässt
sich die Konfiguration σ1 nicht in den Ursprungszustand überführen. 4

4.2 Die Determinante und ihre Eigenschaften
Sei auch in diesem AbschnittK stets ein Körper.

Definition4.2.1 (Leibniz-FormelderDeterminante). FürA = (aij)i,j ∈ Matm(K)
definieren wir dieDeterminante als

det(A) :=
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · aσ(1)1 · aσ(2)2 · · · aσ(m)m.

Wir erhalten dadurch die Determinantenabbildung

det : Matm(K)→ K. 4

Bemerkung/Beispiel 4.2.2. (i) In einem Summanden der Leibnizformel wählen
wir aus jeder Spalte von A ein Element. Die Permutation σ gibt uns dabei vor,
welches Element der jeweiligen Spalte wir wählen. Insgesamt haben wir dann
auch aus jeder Zeile genau ein Element gewählt, denn σ ist bijektiv. Alle diese
Element multiplizieren wir miteinander und mit der Signatur der Permutation.
Alle Terme werden dann addiert.
(ii) Im Fallm = 2 gilt S2 = {id, (12)}mit sgn(id) = 1, sgn ((12)) = −1. Wir
erhalten also fürA ∈ Mat2(K)

det(A) = det

((
a11 a12

a21 a22

))
= a11a22 − a21a12.

Im Fall K = R gibt es hier eine geometrische Interpretation der Determinate.
Wir fassen dazu die Spalten v1 = (a11, a21)t, v2 = (a12, a22)t vonA als Elemente
von R2 auf. Die beiden Vektoren v1, v2 spannen ein Parallelogramm auf, dessen
Volumen genaumit | det(A)| übereinstimmt (Übungsaufgabe):
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v1

v2

v1 + v2

Vol = | det(v1, v2)|

(iii) Für allgemeinesm besteht die Summe in der Leibnizformel aus |Sm| = m!
Summanden.Bereits fürMatrizenderGrößem = 7 sinddasmehr als5000Sum-
manden. Fürm = 60 stimmtm! in etwamit der geschätzten Zahl aller Atome im
Universum überein. Wir werden also eine effizientere Methode zur Berechnung
der Determinante findenmüssen.
(iv) Eine MatrixA = (aij)i,j ∈ Matm(K) hat obere Dreiecksgestalt, wenn aij =
0 für alle j < i gilt. Damit ein Summand

sgn(σ) · aσ(1)1 · aσ(2)1 · · · aσ(m)m

nicht Null wird, muss also σ(i) ≤ i für alle i = 1, . . . ,m gelten. Die einzige
Permutation die das erfüllt ist σ = id. Wegen sgn(id) = 1 gilt also

det(A) = a11a22 · · · amm.

Die Determinate ist hier also genau das Produkt der Diagonaleinträge von A.
Dasselbe Argument funktioniert auchmitMatrizen in untererDreiecksgestalt. 4

Proposition 4.2.3. FürA ∈ Matm(K) und v1, . . . , vm ∈ Km gilt:

(i) det(Im) = 1.

(ii) Für jedes i = 1, . . . ,m ist die Abbildung

Km → K

w 7→ det ((v1, . . . , vi−1, w, vi+1, . . . , vm)))

K-linear.

(iii) BesitztA zwei identische Spalten, so gilt det(A) = 0.



4.2. DIE DETERMINANTE UND IHRE EIGENSCHAFTEN 115

(iv) Für i 6= j gilt

det ((v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vm)) = − det ((v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vm)) .

(v) det(A) = det(At). Insbesondere gelten Aussagen (i)-(iii) auch für Zeilen statt
Spalten.

(vi) DieDeterminante ist die einzigeFunktionMatm(K)→ K ,welche (i)-(iii) erfüllt.
Beweis. Aus Bemerkung 4.2.2 (iv) folgt (i) direkt. Für (ii) seienw1, w2 ∈ Km und
λ ∈ K. Wir fixieren i und betrachten für die Matrix

(v1, . . . , vi−1, w1 + w2, vi+1, . . . , vm)

den Summanden zur Permutation σ in der Leibnizformel. Nur der Faktor mit
Index (σ(i), i) hängt überhaupt von w1 und w2 ab. Dieser Faktor ist aber gerade
die Summe der σ(i)-ten Einträge von w1 und w2. Das stimmt für jedes σ ∈ Sm.
Aufgrund des Distributivgesetzes inK gilt also

det ((v1, . . . , vi−1, w1 + w2, vi+1, . . . , vm))

= det ((v1, . . . , vi−1, w1, vi+1, . . . , vm)) + det ((v1, . . . , vi−1, w2, vi+1, . . . , vm)) .

In der Leibnizformel für die Matrix (v1, . . . , vi−1, λw1, vi+1, . . . , vm) steht in je-
demSummanden der Skalarλ im i-ten Faktor und kann herausgehobenwerden.
Damit gilt

det (v1, . . . , vi−1, λw1, vi+1, . . . , vm) = λ · det (v1, . . . , vi−1, w1, vi+1, . . . , vm)

und (i) ist bewiesen.
Seien für (iii) in A die i-te und die j-te Spalte identisch, für i 6= j. Damit stim-
men die Summanden der Leibnizformel zu den Permutationen σ und σ ◦ (ij)
übereinein, haben nur jeweils anderes Vorzeichen (wir verwenden hier auch das
Kommutativgesetz der Multiplikation inK). Sie heben sie also gerade gegensei-
tig auf.
Aussage (iv) sieht man beispielsweise mit (ii) und (iii) so:

0 = det ((v1, . . . , vi + vj, . . . , vi + vj, . . . , vm))

= det ((v1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vm))

+ det ((v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vm))

+ det ((v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vm))

+ det ((v1, . . . , vj, . . . , vj, . . . , vm))

= det ((v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vm))

+ det ((v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vm)) .
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Das beweist die Aussage.
Für (v) sei wiederA = (aij)i,j. Die Leibnizformel fürAt lautet dann

det(At) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · a1σ(1) · · · amσ(m).

Wennσ dieMenge aller Permutationendurchläuft, durchläuft auchσ−1 dieMen-
ge aller Permutationen. Somit gilt

det(At) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ−1) · a1σ−1(1) · · · amσ−1(m)

=
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · aσ(1)σ−1(σ(1)) · · · aσ(m)σ−1(σ(m))

=
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · aσ(1)1 · · · aσ(m)m

= det(A).

Für die zweite Gleichheit haben wir die Faktoren im Produkt umgeordnet sowie
sgn(σ−1) = sgn(σ) benutzt.
Sei für (vi) schließlich

d̃et : Matm(K)→ K

eineweitereAbbildungmitdenEigenschaften (i)-(iii). FürA = (aij)i,j ∈ Matm(K)
gilt

A =

(
m∑
i=1

ai1ei, . . . ,
m∑
i=1

aimei

)
undmit (i) also

d̃et(A) =
m∑

i1,...,im=1

ai11 · · · aimm · d̃et (ei1 , . . . eim) .

LautEigenschaft (iii) verschwindenalleSummanden, indenenzwei Indizesgleich
sind. Damit kannman die Summe umschreiben zu

d̃et(A) =
∑
σ∈Sm

aσ(1)1 · · · aσ(m)m · d̃et
(
eσ(1), . . . eσ(m)

)
.
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Ist σ ein Produkt von s Transpositionen, kann dieMatrix (eσ(1), . . . , eσ(m)) durch
s Spaltenvertauschungen in Im überführt werden.Wegen Eigenschaften (iv) und
(i) gilt also

d̃et
(
eσ(1), . . . eσ(m)

)
= (−1)s = sgn(σ).

Insgesamt ergibt sich

d̃et(A) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · aσ(1)1 · · · aσ(m)m = det(A).

Satz 4.2.4. FürA,B ∈ Matm(K) gilt

det(AB) = det(A) · det(B).

Beweis. Wir bezeichnen die Spalten vonAwieder mit a·1, . . . a·m. Es gilt dann

AB =

(
m∑
i=1

bi1a·i, . . . ,
m∑
i=1

bima·i

)
,

siehedazuauchBeispiel 3.1.11.Wennwirdie Linearität derDeterminante in jeder
Spalte verwenden, erhalten wir

det(AB) =
m∑

i1,...,im=1

bi11 · · · bimm · det ((a·i1 , . . . , a·im)) .

Wieder verschwindenalle Summanden, indenen zwei Indizes gleich sind.Damit
kannman die Summe umschreiben zu

det(AB) =
∑
σ∈Sm

bσ(1)1 · · · bσ(m)m · det
(
(a·σ(1), . . . , a·σ(m))

)
.

Genau wie im letzten Beweis folgt nun

det
(
(a·σ(1), . . . , a·σ(m))

)
= (−1)s · det(A) = sgn(σ) · det(A).

Insgesamt erhalten wir

det(AB) =
∑
σ∈Sm

bσ(1)1 · · · bσ(m)m · sgn(σ) · det(A)

= det(A) ·
∑
σ∈Sm

sgn(σ) · bσ(1)1 · · · bσ(m)m

= det(A) · det(B).
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Korollar 4.2.5. FürA,B ∈ Matm(K) undP ∈ GLm(K) gilt

det (AB) = det(BA)

det
(
P−1

)
= det(P )−1

det
(
P−1AP

)
= det(A).

Beweis. Die erste Gleichung ist klar wegen Satz 4.2.4, die dritte Gleichung folgt
direkt daraus. Die zweite Gleichung folgt aus

1 = det(Im) = det
(
P−1P

)
= det

(
P−1

)
det (P ) .

Im folgenden Korollar verwendenwir wieder die Elementarmatrizen aus Defini-
tion 2.3.9.

Korollar 4.2.6. FürA ∈ Matm(K), i 6= j und 0 6= λ ∈ K gilt:

(i) det(PijA) = − det(A).

(ii) det(Si(λ)A) = λ det(A).

(iii) det(M i
j(λ)A) = det(A).

Beweis. Wir verwenden Satz 4.2.4 undmüssen somit nur die Determinanten der
Elementarmatrizen ausrechnen. Dazu verwenden wir Proposition 4.2.3. Es gilt
det(Pij) = −1, denn Pij entsteht aus Im durch die Vertauschung der i-ten und
j-ten Spalte. Es gilt det(Si(λ)) = λ, denn Si(λ) entsteht aus Im durch Multi-
plikation der i-ten Spalte mit λ. Es gilt det(M i

j(λ)) = 1, dennM i
j(λ) hat obe-

re/untere Dreiecksgestalt mit Diagonaleinträgen gleich 1.

Bemerkung4.2.7. Korollar 4.2.6 kannman für einen effizientenAlgorithmus zur
Berechnung der Determinante verwenden. Man bringtA durch elementare Zei-
lenumformungen (am besten nur vomTyp (I) und (III)) auf obere Dreiecksgestalt
und rechnet dann die Determinante als Produkt der Diagonaleinträge leicht aus.
Hat man dabei eine ungerade Anzahl von Zeilenvertauschungen durchgeführt,
muss man das Ergebnis noch mit −1 multiplizieren und erhält so die Determi-
nante vonA.
Man kann natürlich auch Umformungen vom Typ (II) verwenden. Für jede Mul-
tiplikation einer Zeile mit λmuss man das Ergebnis hinterher mit λ−1 multipli-
zieren, um die Determinante vonA zu erhalten.
Wegen Proposition 4.2.3 (v) kann man genauso auch Spaltentransformationen
verwenden. 4
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Beispiel 4.2.8. Wir wollen die Determinante von

A =


1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

 ∈ Mat4(Q)

berechnen. Dazu bringen wirA auf Zeilenstufenform:

A 


1 2 3 4
0 −4 −8 −12
0 −8 −16 −24
0 −12 −24 −36



 


1 2 3 4
0 −4 −8 −12
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Dabei haben wir nur Umformungen vom Typ (III) verwendet. Also gilt

det(A) = 1 · (−4) · 0 · 0 = 0.

Die Leibnizformel hätte 4! = 24 Summanden benötigt. 4

Der folgende Satz ist einer der wichtigesten Gründe für die Einführung der De-
terminante.

Satz 4.2.9. FürA ∈ Matm(K) gilt

A ∈ GLm(K) ⇔ det(A) 6= 0.

Beweis. "⇒" folgt aus

1 = det(Im) = det
(
A−1A

)
= det

(
A−1

)
det (A) .

Für "⇐" bringtmanAdurch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zei-
lenstufenform.Dabei kannsichdieDeterminanteändern, aber lautKorollar 4.2.6
wird sie sicher nicht 0. Eine quadratischeMatrix in reduzierter Zeilenstufenform
mit Determinante 6= 0 muss aber die Einheitsmatrix sein. Also ist A nach Satz
2.3.12 invertierbar.
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Beispiel 4.2.10. Wir betrachten

A =

(
1 2
3 4

)
∈ Mat2(Z/7Z)

und berechnen
det(A) = 4− 6 = −2 = 5 6= 0

A ist also überZ/7Z invertierbar. Das lineare Gleichungssystem

x+ 2y = b1

3x+ 4y = b2

hat also für jedeWahl von b1, b2 ∈ Z/7Z genau eine Lösung.
Über demKörperZ/2Z ist die Determinante Null, also istA dort nicht invertier-
bar. Somit gibt es hier mehr als eine Lösung des homogenen Systems und min-
destens ein inhomogenes System ist unlösbar. 4

Korollar 4.2.11. FürA ∈ Matm,n(K) ist rang(A) gerade die größte Größe einer qua-
dratischen UntermatrixB vonAmit det(B) 6= 0.

Beweis. Klar mit Satz 4.2.9 und Proposition 3.2.26.

4.3 Entwicklungsformeln und Cramersche RegelF

Wir lernen nun mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz eine Methode kennen,
um die Berechnung der Determinante einerm ×m-Matrix auf die Berechnung
von Determinanten von Matrizen der Größe m − 1 zu reduzieren. �eoretisch
kannmandas iterativ immerweiter anwendenundkommtdannzuDeterminan-
ten von Matrizen der Größe 1, die sehr leicht zu berechnen sind. Zum Ausrech-
nen ist dieses Vorgehen gewöhnlich nicht effizient genug, es ist aber manchmal
für theoretische Überlegungen wichtig.
Für eineMatrixA = (aij)i,j ∈ Matm(K) sowie i, j ∈ {1, . . . ,m} bezeichnenwir
mit

Aij ∈ Matm−1(K)

die Untermatrix von A, durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte ent-
steht.
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Satz4.3.1 (LaplacescherEntwicklungssatz). FürA ∈ Matm(K)und jedes i ∈ {1, . . . ,m}
gilt

det(A) =
m∑
j=1

(−1)i+jaij det(Aij)

sowie

det(A) =
m∑
j=1

(−1)i+jaji det(Aji).

Beweis. Für festes i betrachten wir die Abbildung

d̃et : Matm(K)→ K

A 7→
m∑
j=1

(−1)i+jaij det(Aij).

Man sieht nun relativ leicht, dass d̃etdie Eigenschaften (i)-(iii) derDeterminante
aus Proposition 4.2.3 hat. Mit Proposition 4.2.3 (vi) folgt damit d̃et = det . Die
Formeln zur Spaltenentwicklung folgen zumBeispiel direkt ausProposition 4.2.3
(v).

Bemerkung/Beispiel4.3.2. (i)DieEntwicklungderDeterminantenacheinerZei-
le oder Spalte führt zum Summanden, in denen jeweils die Determinante einer
Matrix derGrößem−1 zu berechnen ist. Iteriertman das, erhältman eine Sum-
me der Längem!, genau wie in der Leibnizformel. Die Entwicklung ist also mei-
stens nur dann sinnvoll, wenn die Matrix viele Nulleinträge hat, weil dann viele
der Summanden wegfallen.
(ii) Wir wollen beispielsweise die Determinante der Matrix

A =


1 0 0 2
0 −1 1 2
1 1 0 0
0 −2 1 0

 ∈ Mat4(Q)

berechnen. Durch Entwicklung nach der ersten Zeile erhalten wir

det(A) = 1 · det

 −1 1 2
1 0 0
−2 1 0

− 2 · det

 0 −1 1
1 1 0
0 −2 1

 .
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Die Determinante im ersten Summanden entwicklen wir nach der zweiten Zeile
zu

det

 −1 1 2
1 0 0
−2 1 0

 = − det

(
1 2
1 0

)
= 2

und die Determinanten im zweiten Summanden nach der ersten Spalte zu

det

 0 −1 1
1 1 0
0 −2 1

 = − det

(
−1 1
−2 1

)
= −1.

Insgesamt ergibt sich

det(A) = 1 · 2− 2 · (−1) = 4.

(iii) Für allgemeines

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 ∈ Mat3(K)

erhalten wir durch Entwicklung nach der ersten Zeile

det(A) = a11 det

(
a22 a23

a32 a33

)
− a12 det

(
a21 a23

a31 a33

)
+ a13

(
a21 a22

a31 a32

)
= a11 (a22a33 − a32a23)− a12 (a21a33 − a31a23) + a13 (a21a32 − a31a22)

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12.

Man kann sich das mit folgendem Schema veranschaulichen:

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

− − −

Dieses Schema zur Berechnung der Determinante nenntman dieRegel von Sar-
rus. Sie ist allerdings nur für Matrizen der Größe 3× 3 gültig! 4
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Definition 4.3.3. FürA ∈ Matm(K) nennen wir

Aadj :=
(
(−1)i+j det(Aji)

)
i,j
∈ Matm(K)

die zuA adjunkteMatrix. 4

Satz 4.3.4. Für jedesA ∈ Matm(K) gilt

A · Aadj = Aadj · A = det(A) · Im.

Aus det(A) 6= 0 folgt daraus insbesondere

A−1 =
1

det(A)
Aadj.

Beweis. Der (r, j)-Eintrag vonA · Aadj lautet gerade

m∑
i=1

(−1)i+jari det(Aji).

Dies ist genau die Laplace Entwicklung nach der j-ten Zeile der Matrix B, die
aus A durch Ersetzung der j-ten Zeile durch die r-te Zeile entsteht. Für r = j
gilt damit B = A und also det(B) = det(A), für i 6= j hat B zwei identische
Zeilen, also erhalten wir als Ergebnis 0. Das beweist die Aussage.

Beispiel 4.3.5. Für

A =

(
i 1

1 + i −i

)
∈ Mat2(C)

erhalten wir det(A) = −i 6= 0, also istA invertierbar. Wir berechnen

Aadj =

(
−i −1
−1− i i

)
und erhalten

A−1 = iAadj =

(
1 −i

1− i −1

)
. 4

Die nun folgende CramerscheRegel gibt eine explizite Formel für die Lösung ei-
nes inhomogenen linearen Gleichungssystems an, bei invertierbarer Koeffizien-
tenmatrix:
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Satz 4.3.6 (Cramersche Regel). SeiA = (a·1, . . . , a·m) ∈ GLm(K) und b ∈ Km.
Dann gilt für das (eindeutige) c = (c1, . . . , cm)t ∈ KmmitAc = b gerade

ci =
det (a·1, . . . , a·i−1, b, a·i+1, . . . , a·m)

det(A)

für alle i = 1, . . . ,m.

Beweis. Sei c = (c1, . . . , cm)t ∈ Km der Spaltenvektor mitAc = b, es gilt also
m∑
j=1

cja·j = b.

Damit erhalten wir für jedes feste i = 1, . . . ,m

det (a·1, . . . , a·i−1, b, a·i+1, . . . , a·m)

= det

(
a·1, . . . , a·i−1,

m∑
j=1

cja·j, a·i+1, . . . , a·m

)

=
m∑
j=1

cj det (a·1, . . . , a·i−1, a·j, a·i+1, . . . , a·m)

=ci det (a·1, . . . , a·i−1, a·i, a·i+1, . . . , a·m)

=ci det(A).

Hier haben wir wieder Eigenschaften (ii) und (iii) aus Proposition 4.2.3 benutzt.
Das beweist die Aussage.

Beispiel 4.3.7. Wir wollen das lineare Gleichungssystem

x+ 2y = 3

3x+ 4y = 1

überZ/7Z lösen.Wir haben in Beispiel 4.2.10 schon

det

(
1 2
3 4

)
= 5

berechnet. Es gilt nun

det

(
3 2
1 4

)
= 3 und det

(
1 3
3 1

)
= 6.

Wegen 1
5

= 3 erhalten wir also genau die Lösung c = (2, 4)t ∈ (Z/7Z)2 . 4



Kapitel 5

Eigenwerte und Eigenvektoren

Um lineare Abbildungen und deren Darstellungsmatrizen besser zu verstehen,
führen wir nun den wichtigen Begriff eines Eigenwerts und -vektors einer linea-
renAbbildungein.DieseBegriffebildendieGrundlage für fastdengesamtenRest
der Vorlesung. Sei auch hier wiederK ein beliebiger Körper. Wir müssen zuerst
ein paar Fakten über Polynome in einer Variablen überK zusammenstellen.

5.1 Eigenwerte und Eigenvektoren
In diesem Abschnitt sei V stets ein endlich-dimensionalerK-Vektorraum und

ϕ : V → V

eine lineare Abbildung. Eine solche lineare Abbildung von einem Raum in sich
selbst nennt man auch Endomorphismus.

Definition 5.1.1. (i) Ein λ ∈ K heißt Eigenwert vonϕ, falls es ein 0 6= v ∈ V gibt
mit

ϕ(v) = λv.

Jedes solche v heißt dann Eigenvektor von ϕ zum Eigenwert λ.
(ii) Zu einem Eigenwert λ von ϕ heißt

Eig(ϕ, λ) := {v ∈ V | ϕ(v) = λv}

der zu λ gehörige Eigenraum von ϕ.
(iii) Die Menge aller Eigenwerte von ϕ heißt das Spektrum von ϕ. 4

125
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Bemerkung/Beispiel 5.1.2. (i) Ein Vektor 0 6= v ist genau dann ein Eigenvektor
von ϕ, wenn er durch ϕ nur skaliert, nicht aber in der Richtung verändert wird.
Der Skalierungsfaktor ist dann genau der dazugehörende Eigenwert.
(ii) Die Bedingung 0 6= v in Definition 5.1.1 (i) ist wichtig. Ohne sie wäre jedes
λ ∈ K ein Eigenwert von ϕ. Zum Eigenraum Eig(ϕ, λ) gehört der Nullvektor
laut Definition aber immer.
(iii) Für jeden Eigenwert λ von ϕ ist Eig(ϕ, λ) ein Untervektorraum von V . Für
v, w ∈ Eig(ϕ, λ) und γ ∈ K gilt

ϕ(v + w) = ϕ(v) + ϕ(w) = λv + λw = λ(v + w)

ϕ(γv) = γϕ(v) = γλv = λ(γv).

(iv) Eine Spiegelung desR2 an einer Ursprungsgeraden besitzt die Eigenwerte 1
und−1. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist gerade die Spiegelungsgerade, die
dazu orthogonale Ursprungsgerade ist der Eigenraum zum Eigenwert−1.
(v)Nicht jede lineareAbbildungbesitzt Eigenwerte oder -vektoren.EineDrehung
desR2 um π/2 gegen denUhrzeigersinn besitzt keinen Eigenwert, wieman geo-
metrisch sofort erkennt. 4

Bemerkung5.1.3 (F). UmEigenwerteund-vektorenwirklichauszurechnen,müs-
sen wir meist zu einer Darstellungsmatrix übergehen, d.h. man wählt eine Basis
v von V und berechnet zunächst

A := Mv,v(ϕ).

Die Eigenwerte vonϕ stimmen dann genaumit den Eigenwerten von µA überein
und die Eigenräume entsprechen sich via ϕv und ξv. Dabei ist es aber wichtig,
dass in V auf beiden Seiten dieselbe Basis v gewählt wurde.

V
ϕ //

ξv
��

V

ξv
��

Km µA // Km

Für einen Eigenwert λ von ϕmit Eigenvektor v ∈ V gilt nämlich

µA(ξv(v)) = ξv(ϕ(v)) = ξv(λv) = λξv(v).

Für einen Eigenwert γ von µAmit Eigenvektor c ∈ Km gilt

ϕ(ϕv(c)) = ϕv(µA(c)) = ϕv(γc) = γϕv(c). 4
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Proposition 5.1.4. FürA ∈ Matm(K) undλ ∈ K sind äquivalent:

(i) λ ist Eigenwert vonµA.

(ii) Kern (λidKm − µA) 6= {0}.

(iii) λIm − A ist nicht invertierbar.

(iv) det (λIm − A) = 0.

Dabei gilt

Eig(µA, λ) = Kern (λidKm − µA) = Ker(µ(λIm−A)) = L(λIm − A, 0).

Beweis. Wegen
µA(v) = λv ⇔ (λidKm − µA)(v) = 0

ist die Äquivalenz von (i) und (ii) und der Zusatz klar. Die Äquivalenz von (ii) und
(iii) folgt aus Lemma 3.2.14 und Korollar 3.2.17, denn

λidKm − µA = µ(λIm−A).

Die Äquivalenz von (iii) und (iv) folgt aus Satz 4.2.9.

Definition 5.1.5. FürA ∈ Matm(K) heißt

pA := det (tIm − A) ∈ K[t]

das charakteristische Polynom von A. (Streng genommen haben wir die Deter-
minante nicht fürMatrizenmit Einträgen aus dem kommutativen RingK[t] de-
finiert. Man benutzt aber dieselbe Formel und alle wichtigen Eigenschaften blei-
ben erhalten.) 4

Korollar 5.1.6. FürA ∈ Matm(K) sind die Eigenwerte von µA gerade die Nullstellen
von pA inK. Somit hatµA höchstensm verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Kombination aus Proposition 5.1.4 und Pro-
position 5.2.5.

Beispiel 5.1.7. (i) Wir betrachten

A =

(
−1 1
1 −1

)
∈ Mat2(R)



128 KAPITEL 5. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

und wollen die Eigenwerte von µA berechnen. Dazu berechnen wir zunächst das
charakteristische Polynom

pA = det(tI2−A) = det

(
t+ 1 −1
−1 t+ 1

)
= (t+ 1)2− 1 = t2 + 2t = t(t+ 2).

Die Nullstellen von pA sind gerade 0 und−2. Es gilt Eig(µA, 0) = L(−A, 0) und
Eig(µA,−2) = L(−2I2 − A, 0) und wir können dafür Basen mit dem Gauß-
Algorithmus finden:

Eig(µA, 0) = SpanR

(
1
1

)
Eig(µA,−2) = SpanR

(
1
−1

)
.

(ii) Wir betrachten nun

B =

(
0 −1
1 0

)
∈ Mat2(R)

und berechnen
pB = det

(
t 1
−1 t

)
= t2 + 1.

Dieses Polynom hat in R keine Nullstellen, also besitzt µB : R2 → R2 keine Ei-
genwerte und -vektoren. Es istµB gerade dieDrehung umdenWinkelπ/2 gegen
den Uhrzeigersinn.
Betrachten wir B aber als Matrix über C, so ergeben sich die Eigenwerte −i, i.
Als Abbildung

µB : C2 → C2

gibt es also durchaus Eigenwerte. Man erhält

Eig(µB,−i) = SpanC

(
1
i

)
Eig(µB, i) = SpanC

(
1
−i

)
.

(iii) Wir betrachten

C =

(
0 1
0 0

)
∈ Mat2(R)
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und berechnen

pC = det

(
t −1
0 t

)
= t2.

Es besitzt µC also den Eigenwert 0. Der dazugehörende Eigenraum ist

Eig(µC , 0) = SpanR

(
1
0

)
. 4

Proposition 5.1.8 (F). Seien v, w zwei Basen vonV .

(i) Es gibt einP ∈ GLm(K)mitMw,w(ϕ) = P−1Mv,v(ϕ)P.

(ii) Mv,v(ϕ) und Mw,w(ϕ) besitzen dasselbe charakteristische Polynom.

Beweis. (i) beweistmangenauwieSatz 3.2.32; falls linksund rechts jeweils diesel-
be Basis gewählt wurde, sind die beiden dort auftretendenMatrizenP,Q gerade
invers zu einander. Daraus ergibt sich (ii) mit folgender Rechnung:

pMw,w(ϕ) = det (tIm −Mw,w(ϕ))

= det
(
tP−1P − P−1Mv,v(ϕ)P

)
= det

(
P−1(tIm −Mv,v(ϕ))P

)
= det

(
P−1

)
det (tIm −Mv,v(ϕ)) det(P )

= det(P )−1pMv,v(ϕ) det(P )

= pMv,v(ϕ).

Dabei haben wir Satz 4.2.4 und Korollar 4.2.5 benutzt (genau genommen benut-
zen wir die Multiplikativität der Determinante für Matrizen mit Einträgen aus
dem kommutativen RingK[t]).

Definition 5.1.9 (F). Das charakteristische Polynom

pϕ ∈ K[t]

von ϕ ist das charakteristische Polynom vonMv,v(ϕ), für eine beliebige Basis v
von V . 4

Korollar 5.1.10 (F). Die Eigenwerte vonϕ sind gerade die Nullstellen von pϕ inK.

Beweis. Klar mit Bemerkung 5.1.2 (vi) und Korollar 5.1.6.
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5.2 Polynome undNullstellen
Wir haben Polynome bereits als formale Objekte der Gestalt

p = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cdt

d

mit c0, . . . , cd ∈ K kennengelernt. Dabei heißen die ci Koeffizienten des Poly-
noms. Man nennt c0 den konstanten Koeffizienten von p. Ist cd 6= 0 so nennt
man

deg(p) := d

denGrad des Polynoms und cd den Leitkoeffizienten. DieMenge aller Polynome
mitKoeffizienten ausK wirdmitK[t]bezeichnet, sie bildet einenkommutativen
Ring.

Lemma 5.2.1. Der RingK[t] ist nullteilerfrei, d.h. für 0 6= p, q ∈ K[t] gilt 0 6= pq.
Es gilt weiter

deg(pq) = deg(p) + deg(q).

InK[t] gilt auch die Kürzungsregel, d.h. aus qp1 = qp2 und q 6= 0 folgt p1 = p2.

Beweis. Schreibe p = b0 + b1t · · · + bdt
d und q = c0 + c1t + · · · + cet

e mit
d, e ≥ 0, 0 6= bd, ce.Dann gilt

pq = b0c0 + (b0c1 + b1c0)t+ · · ·+ bdce︸︷︷︸
6=0

td+e.

Also gilt pq 6= 0 und deg(pq) = d+ e = deg(p) + deg(q). Es gelte nun qp1 = qp2

mit q 6= 0. Das impliziert 0 = q(p1 − p2) und mit der Nullteilerfreiheit folgt
p1 − p2 = 0, also p1 = p2.

Bemerkung 5.2.2. Man kann ein Polynom p ∈ K[t] auch als Vorschrift einer Ab-
bildung

K → K

a 7→ p(a) = c0 + c1a+ c2a
2 + · · ·+ cda

d

verwenden. Dabei ist etwas Vorsicht geboten. Über endlichen Körpern können un-
terschiedliche Polynome dieselbe Abbildung definieren. In der Abbildung steckt
also imAllgemeinen nichtmehr die gesamte Information über das Polynom, also
über seine Koeffizienten. FürK = Z/2Z gilt beispielsweise für

p = t2 + t
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zwar 0 6= p ∈ K[t], p definiert aber die Nullabbildung aufK! Über unendlichen
Körper passiert das jedochnicht,wiewir gleich sehenwerden.Mankannnämlich
für jede Nullstelle einen Linearfaktor von p abspalten. 4

Lemma 5.2.3. Für p ∈ K[t] und a ∈ K sind äquivalent:

(i) p(a) = 0.

(ii) Es gibt ein q ∈ K[t]mit p = (t− a)q.

Beweis. "(ii)⇒(i)" ist klar:

p(a) = (a− a)q(a) = 0 · q(a) = 0.

Für "(i)⇒(ii)" betrachten wir zunächst das Polynom

h(t) := p(t+ a) ∈ K[t].

Es gilt
h(0) = p(0 + a) = p(a) = 0

unddeshalb hath keinen konstantenKoeffizienten.Man kannnun offensichtlich
t aus h herausheben, also h schreiben als h = t · gmit einem g ∈ K[t]. Damit gilt
nun

p(t) = h(t− a) = (t− a) · g(t− a)︸ ︷︷ ︸
=:q

.

Definition 5.2.4. Für 0 6= p ∈ K[t] und a ∈ K schreiben wir

p = (t− a)mq

mitm ≥ 0, q ∈ K[t] und q(a) 6= 0. Dann heißtm die Vielfachheit der Nullstelle
a von p. 4

Proposition 5.2.5. (i) Der Begriff von Vielfachheit ist wohldefiniert.
(ii) Für 0 6= p ∈ K[t] seien a1, . . . , ak paarweise verschiedene Nullstellen inK , mit
Vielfachheitenm1, . . . ,mk. Dann gibt es ein q ∈ K[t]mit

p = (t− a1)m1 · · · (t− ak)mkq

und q(ai) 6= 0 für i = 1, . . . , k.
(iii) Ein Polynom 0 6= p ∈ K[t] hat höchstens deg(p) viele Nullstellen inK , gerechnet
inklusive Vielfachheiten.
(iv) IstK unendlich, so definieren zwei verschiedene Polynome auch verschiedene Abbil-
dungen aufK.
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Beweis. Für (i) schreiben wir

p = (t− a)mq = (t− a)nh

mit q, h ∈ K[t], q(a) 6= 0 6= h(a) und nehmen dabeim ≤ n an. Dann gilt

0 = p− p = (t− a)mq − (t− a)nh = (t− a)m︸ ︷︷ ︸
6=0

(
q − (t− a)n−mh

)
.

Aus der Nullteilerfreiheit vonK[t] folgt 0 = q − (t− a)n−mh, also

q = (t− a)n−mh.

Aus 0 6= q(a) = (a− a)n−mh(a) folgt nun n = m.
Für (ii) schreibenwir zunächstp = (t−a1)n1 q̃mit einem q̃ ∈ K[t]und q̃(a1) 6= 0.
Aus

0 = p(a2) = (a2 − a1︸ ︷︷ ︸
6=0

)n1 q̃(a2)

folgt inK nun q̃(a2) = 0.Wir iterieren den Prozess mit q̃ und allen weiteren ai.
Dadurch erhalten wir eine Darstellung

p = (t− a1)n1 · · · (t− ak)nkq

mit einem q ∈ K[t] und q(ai) 6= 0 für alle i = 1, . . . , k. Für jedes i = 1, . . . , k gilt
nun

p = (t− ai)ni · q ·
∏
j 6=i

(t− aj)nj︸ ︷︷ ︸
=:h

mit h(ai) 6= 0. Aus (i) folgt also ni = mi.
Für (iii) seien a1, . . . , ak Nullstellen von p in K mit Vielfachheiten m1, . . . ,mk.
Wie in (ii) schreiben wir p = (t− a1)m1 · · · (t− ak)mkq und erhaltenmit Lemma
5.2.1

deg(p) = m1 + · · ·+mk + deg(q) ≥ m1 + · · ·+mk.

Für (iv) seien p, q ∈ K[t]mit p(a) = q(a) für alle a ∈ K. Dann sind alle Elemente
vonK Nullstellen des Polynoms p − q. DaK unendlich ist folgt p − q = 0, also
p = q.

Definition 5.2.6. Ein Polynom p ∈ K[t] zerfällt überK in Linearfaktoren, falls
es c, a1, . . . , ak ∈ K sowiem1, . . . ,mk ∈ N gibt mit

p = c · (t− a1)m1 · · · (t− ak)mk . 4
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Beispiel 5.2.7. (i) Das Polynom p = t2 − 1 ∈ Q[t] zerfällt überQ in Linearfakto-
ren. Es gilt ja

p = (t− 1)(t+ 1).

Die beiden Nullstellen−1, 1 treten mit Vielfachheit 1 auf.
(ii) Das Polynom q = 1− t− t4 + t5 zerfällt überQ nicht in Linearfaktoren.Man
berechnet

q = (t− 1)2(t+ 1)(t2 + 1)

und sieht, dass die Nullstelle 1mit Vielfachheit 2 und die Nullstelle−1mit Viel-
fachheit 1 auftritt. Weitere Nullstellen inQ hat q offensichtlich nicht, also kann
es überQ auch nicht in Linearfaktoren zerfallen. 4

Korollar 5.2.8. Jedes Polynom p ∈ C[t] zerfällt überC in Linearfaktoren.

Beweis. Ist p ein konstantes Polynom, so ist die Aussage klar. Ansonsten besitzt p
nach Satz 2.2.30 eine Nullstelle a ∈ C. Nach Lemma 5.2.3 erhalten wir also

p = (t− a)q

für ein q ∈ C[t]. Wir iterieren den Prozess nun mit q und erhalten so das Ergeb-
nis.

Beispiel 5.2.9. Das Polynom q = 1− t− t4 + t5 aus Beispiel 5.2.7 (ii) zerfällt über
C:

q = (t− 1)2(t+ 1)(t− i)(t+ i). 4

5.3 Diagonalisierung
Auch in diesem Abschnitt sei V stets ein endlich-dimensionalerK-Vektorraum
und ϕ : V → V eine lineare Abbildung.

Definition 5.3.1. Die lineare Abbildungϕ heißt diagonalisierbar, falls eine Basis
v vonV existiert, so dassMv,v(ϕ) eineDiagonalmatrix ist (d.h. höchstens auf der
Diagonale stehen Einträge ungleich 0). 4

Bemerkung 5.3.2. Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert λ von ϕ und v der i-te
Vektor in einer Basis v von V , so besteht die i-te Spalte vonMv,v(ϕ) genau aus
λei. Das ist unmittelbar klar aus Konstruktion 3.2.27 für Darstellungsmatrizen.
Viele Eigenvektoren in einer Basis führen also zu einer einfachen Struktur der
Darstellungsmatrix. 4
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Definition 5.3.3. Sei λ ∈ K ein Eigenwert von ϕ.

(i) dimK (Eig(ϕ, λ)) heißt geometrische Vielfachheit des Eigenwerts λ.

(ii) Die Vielfachheit von λ als Nullstelle von pϕ heißt algebraischeVielfachheit
des Eigenwerts λ. 4

Beispiel 5.3.4. (i) InBeispiel 5.1.7 (i) hatµA diebeidenEigenwerte0und−2.Beide
haben sowohl geometrische als auch algebraische Vielfachheit 1.
(ii) In Beispiel 5.1.7 (ii) hat µB über R gar keine Eigenwerte, über C jedoch die
Eigenwerte−i, i, mit jeweils sämtlichen Vielfachheiten gleich 1.
(iii) In Beispiel 5.1.7 (iii) hat µC nur den Eigenwert 0. Die algebraische Vielfach-
heit ist hier 2, die geometrische nur 1. 4

Satz 5.3.5. (i) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist stets kleiner gleich der
algebraischen Vielfachheit.
(ii) Sind v1, . . . , vk Eigenvektoren vonϕ zu paarweise unterschiedlichen Eigenwerten, so
sind v1, . . . vk linear unabhängig.

Beweis. Für (i) wählenwir eine Basis v1, . . . , vr vonEig(ϕ, λ)und ergänzen sie zu
einer Basis

v = (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vm)

von V . Da v1, . . . , vr Eigenvektoren von ϕ zum Eigenwert λ sind, sieht man mit
Bemerkung 5.3.2 sofort, dass die Darstellungsmatrix Mv,v(ϕ) folgende Gestalt
hat:

Mv,v(ϕ) =

(
λIr A
0 B

)
.

Damit gilt

pϕ = det

(
(t− λ)Ir −A

0 C

)
= det ((t− λ)Ir) det(C) = (t− λ)r det(C).

DieMultiplikativität der Determinante in der zweiten Gleichheit sieht man ana-
log zu Bemerkung 4.2.2 (iv) (Übungsaufgabe). Somit ist λ eine Nullstelle von pϕ
mit Vielfachheit mindestens r und das ist genau die zu beweisende Aussage.
Aussage (ii) beweisen wir mit Induktion über k. Der Fall k = 1 ist klar, denn
Eigenvektoren sind nach Definition stets ungleich 0. Sei nun jedes vi jeweils Ei-
genvektor zum Eigenwert λi. Wir nehmen

γ1v1 + · · ·+ γkvk = 0
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für gewisse γi ∈ K an. Einerseits multiplizieren wir diese Gleichung mit λk,
andererseits wenden wir ϕ auf sie an. So erhalten wir die folgenden beiden Glei-
chungen:

0 = γ1λkv1 + γ2λkv2 + · · ·+ γkλkvk

0 = γ1λ1v1 + γ2λ2v2 + · · ·+ γkλkvk.

Ziehen wir sie voneinander ab, hebt sich der letzte Term der Summe weg:

0 = γ1(λk − λ1)v1 + · · ·+ γk−1(λk − λk−1)vk−1.

Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir

0 = γi(λk − λi)

für alle i = 1, . . . , k − 1.Da die λi paarweise verschieden sind, folgt λk − λi 6= 0
und damit γi = 0 für alle i = 1, . . . , k − 1. Daraus folgt schließlich auch γk =
0.

Bemerkung/Beispiel 5.3.6. (i) Im Raum C1(R,R) aller stetig differenzierbaren
Funktionen sind

eα1x, . . . , eαkx

jeweils Eigenvektoren der Differentiationsabbildung ∂ zu den Eigenwerten
α1, . . . , αk. Sind die αi paarweise verschieden, sind die Funktionen also linear
unabhängig.
(ii) Sind λ1, . . . , λk die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ϕ, wählen wir
für jedes i = 1, . . . , k eine Basis

vi = (vi1, . . . , v
i
mi

)

vonEig(ϕ, λi). Dann ist

ṽ = (v1, . . . , vk) = (v1
1, . . . , v

1
m1
, . . . , vk1 , . . . , v

k
mk

)

linear unabhängig. Aus

0 = λ1
1v

1
1 + · · ·+ λ1

m1
v1
m1︸ ︷︷ ︸

∈Eig(ϕ,λ1)

+ · · ·+ λk1v
k
1 + · · ·+ λkmkv

k
mk︸ ︷︷ ︸

∈Eig(ϕ,λk)

folgt mit Satz 5.3.5 schon

λi1v
i
1 + · · ·+ λimiv

i
mi

= 0
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für alle i = 1, . . . , k und daraus λij für j = 1, . . . ,mi, da vi linear unabhängig ist.
Ergänzen wir ṽ zu einer Basis v von V , so ergibt sich für die Darstellungsmatrix
folgende Blockgestalt:

Mv,v(ϕ) =


λ1Im1 ∗

. . . ∗
λkImk ∗

∗

 .

Sollte ṽ bereits eine Basis von V sein, so ist ϕ diagonalisierbar.
(iii)Hatϕ imFalldimK(V ) = mgenaumpaarweise verschiedeneEigenwerte, so
ist ϕ diagonalisierbar. Jeder Eigenraum enthält mindestens einen nichttrivialen
Vektor, damit ergibt sich mit der Prozedur aus (ii) bereits eine Basis von V aus
Eigenvektoren.
(iv) Die lineare Abbildung µA aus Beispiel 5.1.7 (i) besitzt zwei verschiedene Ei-
genwerte, ist also diagonalisierbar. Mit Proposition 5.1.8 bedeutet das also, dass
ein P ∈ GL2(R) existiert, so dass P−1AP Diagonalgestalt hat. 4

Satz 5.3.7. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) ϕ ist diagonalisierbar.

(ii) pϕ zerfällt überK in Linearfaktoren und für jedenEigenwert stimmen geometrische
und algebraische Vielfachheit überein.

(iii) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren vonϕ.

In diesemFall stehen in jeder diagonalenDarstellungsmatrix genau die Eigenwerte gemäß
ihrer Vielfachheiten auf der Diagonalen.

Beweis. "(i)⇒(ii)": IstA = Mv,v(ϕ) = diag(λ1, . . . , λm) eine Diagonalmatrix, so
gilt

pϕ = det (tIm − A) = (t− λ1) · · · (t− λm),

also zerfällt pϕ über K in Linearfaktoren. Dabei ist die algebraische Vielfach-
heit eines λi gerade die Häufigkeit, mit der es in der Diagonalen von A auftritt.
Genauso viele verschiedene Standandardbasisvektoren sind aber dann auch Ei-
genvektoren vonµA zumEigenvektor λi. Standardbasisvektoren sind aber linear
unabhängig, also stimmt die geometrische Vielfachheit von λi mit der algebrai-
schen überein, für µA und somit auch für ϕ.
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Für "(ii)⇒(iii)" beobachten wir, dass die Summe der geometrischen Vielfachhei-
ten aller Eigenwerte gleich der Summe der algebraischen Vielfachheiten ist. Die-
se wiederum ergibt genau den Grad von pϕ und damit die Dimension von V .
Wenn wir also für jeden Eigenraum eine Basis wählen, erhalten wir insgesamt
dimK(V ) viele linear unabhängige Eigenvektoren (vergleiche Bemerkung 5.3.6
(ii)), also eine Basis von V .
"(iii)⇒(i)" ist klar, denn für eine Basis v aus Eigenvektoren vonϕ hat die Darstel-
lungsmatrixMv,v(ϕ) offensichtlichDiagonalgestalt (vergleiche auch Bemerkung
5.3.2). Die Einträge der Diagonalen sind dabei genau die Eigenwerte von ϕ.

Beispiel 5.3.8. (i) Für dieMatrixA aus Beispiel 5.1.7 (i) istµA diagonalisierbar. Es
existiert also ein P ∈ GL2(R)mit

P−1AP =

(
0 0
0 −2

)
.

(ii)Die lineareAbbildungµB ausBeispiel 5.1.7 (ii) besitzt inRgarkeineEigenwer-
te, ist also nicht diagonalisierbar. Über C besitzt sie aber die beiden Eigenwerte
−i, i. Es existiert also ein P ∈ GL2(C)mit

P−1BP =

(
−i 0
0 i

)
.

(iii) Die lineare Abbildung µC aus Beispiel 5.1.7 (iii) besitzt den Eigenwert 0mit
algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit 1. Also ist µC nicht
diagonalisierbar. Daran ändert sich auch beimÜbergang zuC (oder sonst einem
Körper) nichts. 4
Konstruktion 5.3.9. Oft ist eine Matrix A ∈ Matm(K) gegeben, die man dia-
gonalisieren möchte. Gesucht ist also ein P ∈ GLm(K) so dass P−1AP Diago-
nalgestalt hat. Dazu berechnet man zunächst pA und alle seine Nullstellen inK.
Gibt es (inklusive Vielfachheiten)weniger alsm solcheNullstellen, istµA (bzw.A)
nicht diagonalisierbar, zumindest nicht überK.
Im anderen Fall berechnet man die Dimensionen aller Eigenräume (siehe Pro-
position 5.1.4). Stimmt eine dieser geometrischen Vielfachheiten nicht mit der
algebraischen überein, istA nicht diagonalisierbar (das hängt nicht vom Körper
ab).
Im anderen Fall wähltman für jeden Eigenraum eine Basis und erhält so eine Ba-
sis v = (v1, . . . , vm) vonKm aus Eigenvektoren von µA. Für dieMatrixP wählen
wir nun genau die vi als Spalten:

P = (v1, . . . , vm) ∈ GLm(K).
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Dann ist P offenbar genau die Matrix des Basiswechsels der Standardbasis zu
v und deshalb hat P−1AP Diagonalgestalt. Man kann diese Tatsache aber auch
nochmals direkt nachrechnen. Für i, j = {1, . . . ,m} gilt:

eti
(
P−1AP

)
ej = etiP

−1Avj = etiP
−1λjvj = λje

t
iej =

{
0 : i 6= j
λj : i = j

und das ist einerseits genau der (i, j)-Eintrag von P−1AP , andererseits der von
diag(λ1, . . . , λm). 4

Beispiel 5.3.10. (i) Wir betrachten

A =

 1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1

 ∈ Mat3(Q)

und berechnen

pA = det

 t− 1 1 −1
1 t− 1 1
−1 1 t− 1

 = t2(t− 3) ∈ Q[t].

DieNullstellen sind λ1 = 0 und λ2 = 3,wobei λ1 algebraische Vielfachheit 2 und
λ2 algebraische Vielfachheit 1 hat. Wir berechnen nun

Eig(µA, λ1) = L(−A, 0) = SpanQ


 −1

0
1

 ,

 1
1
0

 ,

wobei die beiden Vektoren rechts eine Basis des Eigenraums bilden. Die geome-
trischen Vielfachheit von λ1 ist also ebenfalls 2. Weiter ist

Eig(µA, λ2) = L(3I3 − A, 0) = SpanQ


 1
−1
1

 .

Für

P =

 −1 1 1
0 1 −1
1 0 1


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gilt also P ∈ GL3(Q) und

P−1AP =

 0 0 0
0 0 0
0 0 3

 .

(ii) Angenommen wir wollen eine allgemeine Formel fürAn finden, mitAwie in
(i).Natürlich könntemandie erstenPotenzen ausrechnen, versuchendie richtige
Formel zu erraten und sie dann allgemeinmit Induktion übern zu beweisen.Wir
machen das jetzt aber deutlich eleganter. FürD = diag(0, 0, 3) giltA = PDP−1

und damit für jedes n ∈ N

An =
(
PDP−1

)n
= PDP−1P︸ ︷︷ ︸

=I3

DP−1P︸ ︷︷ ︸
=I3

· · ·P−1P︸ ︷︷ ︸
=I3

DP−1 = PDnP−1.

Offensichtlich ist aberDn = diag(0, 0, 3n) und wir erhalten

An =
1

3
·

 −1 1 1
0 1 −1
1 0 1

 0 0 0
0 0 0
0 0 3n

 −1 1 2
1 2 1
1 −1 1

 = 3n−1A. 4

5.4 Trigonalisierung
Wirwissen nun, dassmanmanche lineare Abbildungen/Matrizen nicht diagona-
lisieren kann, unabhängig vom Körper. Das einfachste Beispiel ist

A =

(
0 1
0 0

)
.

Diese Matrix hat aber zumindest obere Dreiecksgestalt. Wir beschäftigen uns
nunmit dieser Gestalt.

Definition 5.4.1. Die lineare Abbildung ϕ heißt trigonalisierbar, falls eine Basis
v von V existiert, so dassMv,v(ϕ) obere Dreiecksgestalt hat. 4

Satz 5.4.2. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) ϕ ist trigonalisierbar.

(ii) pϕ zerfällt überK in Linearfaktoren.
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Auf jeder Darstellungsmatrix von ϕ in oberer Dreiecksgestalt stehen dann die Eigenwerte
vonϕ gemäß ihrer algebraischen Vielfachheiten auf der Diagonalen.

Beweis. "(i)⇒(ii)" ist leicht: Ist v eine Basis, bezüglich der

A = Mv,v(ϕ) =

 λ1 ∗ ∗
. . . ∗

0 λm


obere Dreiecksgestalt hat, so gilt

pϕ = det(tIm − A) = (t− λ1) · · · (t− λm).

Dieses Polynom zerfällt in Linearfaktoren und seine Nullstellen (also Eigenwerte
von ϕ) sind genau die Diagonaleinträge vonA.
Die Aussage "(ii)⇒(i)" beweisen wir per Induktion über m, der Fall m = 1 ist
dabei klar. Im allgemeinen Fall schreiben wir

pϕ = (t− λ) · q

für ein q ∈ K[t], das nach Voraussetzung natürlich auch selbst überK wieder in
Linearfaktoren zerfällt. Daλ als Nullstelle von pϕ ein Eigenwert vonϕ ist, wählen
wir dazu einen Eigenvektor 0 6= v1 ∈ V und ergänzen ihn zu einer Basis v =
(v1, v2, . . . , vm) von V . Dann hat die Darstellungsmatrix folgende Gestalt:

Mv,v(ϕ) =


λ ∗ ∗ ∗
0
... A
0


und es gilt

pϕ = (t− λ) · pA.
Aus der Kürzungseigenschaft in Lemma 5.2.1 folgt pA = q. Nun betrachten wir

W := SpanK{v2, . . . , vm} ⊆ V

und definieren die Projektion von V aufW als folgende lineare Abbildung:

π : V → W

γ1v1 + . . .+ γmvm 7→ γ2v2 + · · ·+ γmvm.
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Damit erhalten wir die lineare Abbildung

ψ := π ◦ ϕ|W : W → W.

Es gilt dabei mitw = (v2, . . . , vm) offensichtlich

Mw,w(ψ) = A

und somit zerfällt pψ = pA = q überK in Linearfaktoren.Wir können aufψ also
die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten eine Basisw2, . . . , wm von
W , bezüglich der die Darstellungsmatrix von ψ obere Dreiecksgestalt hat. Dann
liefert aber (v1, w2, . . . , wm) ebenfalls eine Darstellungsmatrix von ψ in oberer
Dreiecksgestalt.

Bemerkung5.4.3. �eoretisch kannmaneine geeigneteBasis algorithmischpro-
duzieren, fürwelchedieDarstellungsmatrix vonϕobereDreiecksgestalt hat.Man
muss dabei induktiv über die Dimension vorgehen, genauwie im letzten Beweis.

Korollar 5.4.4. Im Fall K = C ist jede lineare Abbildung ϕ (auf einem endlich-
dimensionalemRaumV ) trigonalisierbar.

Beweis. Nach Satz 2.2.30 zerfällt jedes Polynom überC in Linearfaktoren.

Beispiel 5.4.5. Wir betrachten µA : R2 → R2 für

A =

(
0 1
−1 0

)
.

Es gilt pA = t2 + 1 und dieses Polynom zerfällt über R nicht in Linearfaktoren.
Also ist µA überR nicht trigonalisierbar.
Betrachten wir stattdessen µA : C2 → C2, so gilt

pA = t2 + 1 = (t− i)(t+ i)

und µA ist trigonalisierbar. Nach Bemerkung 5.3.6 (iii) ist µA hier sogar diago-
nalisierbar mit Diagonalmatrix (

i 0
0 −i

)
4
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5.5 Die Jordan’scheNormalform

Wir haben bereits gesehen, dass man selbst überC nicht jede Abbildung/Matrix
diagonalisieren kann. Für jedes λ ∈ C,m ∈ N ist

J(λ,m) :=


λ 1

. . . . . .
. . . 1

λ

 ∈ Matm(C)

ein solches Beispiel. Es gilt

pJ(λ,m) = (t− λ)m,

also besitztµJ(λ,m) nur denEigenwertλ, in algebraischer Vielfachheitm. Für den
Eigenraum gilt aber

Eig(µJ(λ,m), λ) = Span{e1},

die geometrische Vielfachheit ist also stets nur 1. Der Satz über die Jordan’schen
Normalform besagt, dass überC zumindest nur diese Fälle auftreten können.

Definition 5.5.1. Die Matrix J(λ,m) ∈ Matm(K) heißt Jordanblock der Größe
m zumEigenwert λ. 4

Bemerkung 5.5.2. (i) Berechnet man Potenzen von J(0,m), so rücken die Ein-
sen auf derNebendiagonalen schrittweise immerweiter nach rechts oben. In der
m-ten Potenz erhält man dann erstmals die Nullmatrix. Es ist J(0,m) also eine
sogenannte nilpotenteMatrix. Der Dimension des Kerns wächst bei jeder Potenz
genau um eins.
(ii) Wir betrachten die folgende Blockmatrix:(

J(0, 4) 0
0 J(0, 3)

)
.

Potenzen werden hier blockweise gebildet, also ist der untere rechte Block nach
der dritten Potenz die Nullmatrix, der obere linke Block erst nach der vierten Po-
tenz. Auch diese Matrix ist also nilpotent. Beim Potenzieren wächst die Kerndi-
mension zunächst um jeweils 2, nach der dritten Potenz nur noch um 1. 4
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Proposition 5.5.3. Sei V einm-dimensionalerK-Vektorraum undψ : V → V ein nil-
potenter Endomorphismus, d.h. es gelte

ψn := ψ ◦ψ ◦ · · · ◦︸ ︷︷ ︸
n

ψ = 0

für einn ∈ N. Dann gibt es eine Basis vonV , bezüglich der die Darstellungsmatrix vonψ
die Gestalt 

0 δ1 0
. . . . . .

. . . δm−1

0 0


mit δi ∈ {0, 1} hat, also blockdiagonal mit Jordanblöcken zumEigenwert 0 ist.

Beweis. Wir setzenUi := Kern(ψi)und erhalten eine aufsteigendeKette vonUn-
tervektorräumen

{0} ⊆ U1 ⊆ U2 ⊆ · · ·

mit
ψ (Ui+1) ⊆ Ui

für alle i. Wir wählen s minimal mit Us = V , ein solches s ≤ n existiert nach
Voraussetzung.Wir konstruieren nun die gewünschte Basis von V durch folgen-
de Methode:
Zunächst wählen wir irgendeine Basis von Us−1 und ergänzen sie durch Hinzu-
nahme von Vektoren

vs := (vs1, . . . , v
s
rs)

zu einer Basis von V = Us. Dann liegen alle ψ(vsi ) in Us−1, aber nur die triviale
Linearkombination von

ψ(vs) := (ψ(vs1), . . . , ψ(vsrs))

liegt inUs−2. Aus

Us−2 3
∑
i

γiψ(vsi ) = ψ

(∑
i

γiv
s
i

)

folgt nämlich
∑

i γiv
s
i ∈ Us−1, was nach Wahl der vsi bereits γi = 0 für alle i

impliziert. Insbesondere ist ψ(vs) auch linear unabhängig.
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Wir wählen dann irgendeine Basis von Us−2 und ergänzen sie zusammen mit
ψ(vs) zu einer Basis

vs−1 :=
(
ψ(vs), vs−1

1 , . . . , vs−1
rs−1

)
vonUs−1. Dieser Prozess wird nun iteriert:

vi :=
(
ψ(vi+1), vi1, . . . , v

i
ri

)
wird konstruiert als Ergänzung einer beliebigenBasis vonUi−1 zu einer Basis von
Ui.Wie wir oben schon gesehen habe ist das immermöglich. Nach Konstruktion
erhalten damit dann insgesamt eine Basis (vs, vs−1, . . . , v1) von V . Diese Basis
sortieren wir jetzt um, und zwar folgendermaßen:

ψs−1(vs1), ψs−2(vs1), . . . , ψ(vs1), vs1
ψs−1(vs2), ψs−2(vs2), . . . , ψ(vs2), vs2

...
ψs−1(vsrs), ψ

s−2(vsrs), . . . , ψ(vsrs), v
s
rs

ψs−2(vs−1
1 ), . . . , ψ(vs−1

1 ), vs−1
1

...
v1

1

...
v1
r1
.

Daraus ergibt sich die geforderte Darstellungsmatrix offensichtlich.

Bemerkung5.5.4. DieKonstruktionausdem letztenBeweis liefert uns zusätzlich
eine Aussage über die Anzahl der Nullen und Einsen auf der oberenNebendiago-
nalen der Darstellungsmatrix von ϕ:
(i) Jeder der Vektoren aus vs führt genau zu s − 1 Einsen, also zu einem Jordan-
block J(0, s). Davon gibt es also genau rs viele. Allgemein führt jeder Vektor aus
vi \ ψ(vi+1) zu einem Jordanblock J(0, i). Davon gibt es genau ri viele. Daraus
ergibt sich eindeutig die Struktur der Darstellungsmatrix.
(ii) Gewöhnlich rechnet man nicht die Zahlen ri direkt aus, sondern die einzeln-
den Dimensionen di := dim(Ui). Damit kann man natürlich auch die ri berech-
nen. Es gilt

rs = ds − ds−1
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und für i < s

ri = dim(Ui)− dim(Ui−1)− (dim(Ui+1 − dim(Ui))

= 2di − di−1 − di+1. 4

Beispiel 5.5.5. Ist ϕ : K6 → K6 nilpotent mit

d1 = 2, d2 = 4, d3 = 5, d4 = 6

so ergibt sich r4 = 1, r3 = 0, r2 = 1, r1 = 0.Wir erhalten also folgende Darstel-
lungsmatrix von ϕ: (

J(0, 4) 0
0 J(0, 2)

)
Man kann hier die Dimensionen di auch nochmals direkt überprüfen. 4

Proposition 5.5.6. Es sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum sowie
ϕ : V → V ein Endomorphismus.Dann gibt esϕ-invariante UntervektorräumeN,U ⊆
V mit

V = N + U, N ∩ U = {0}
und ϕ|N : N → N nilpotent sowie ϕ|U : U → U invertierbar. Dabei ist dim(N) die
algebraische Vielfachheit von 0 als Eigenwert vonϕ.

Beweis. Wir setzen N :=
⋃
i≥1 Kern(ϕi), wobei die Vereinigung nach Bemer-

kung 3.1.24 sogar endlich ist. So erhalten wir offensichtlich einen ϕ-invarianten
Unterraum, auf dem ϕ nilpotent ist. WennN = Kern(ϕs) gilt, dann setzen wir
U := Bild(ϕs). Dann gilt

ϕ(U) = ϕs+1(V ) = ϕs (ϕ(V )) ⊆ ϕs(V ) = U,

also istU ϕ-invariant.
Es gilt nunN ∩ U = {0}, denn für v ∈ N ∩ U gilt einerseits v = ϕs(w) für ein
w ∈ V, andererseits

0 = ϕs(v) = ϕ2s(w),

alsow ∈ N unddamit0 = ϕs(w) = v.Daraus folgt erst rechtdie Invertierbarkeit
von ϕ aufU , denn

Kern(ϕ) ∩ U ⊆ N ∩ U = {0}.
Nach Satz 3.2.16 und Satz 3.1.25 gilt

dim(V ) = dim(N) + dim(U) = dim(N + U) + dim(N ∩ U) = dim(N + U).
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Daraus folgt V = N + U .
Wählen wir nun eine Basis vonN wie in Proposition 5.5.3 und irgendeine Basis
vonU , so erhalten wir eine Darstellungsmatrix für ϕ der Form(

A 0
0 B

)
,

wobeiA eine obere Dreiecksmatrix mit Nulldiagonale der Größe dim(N) undB
invertierbar ist. Daraus ergibt sich

pϕ = tdim(N) · pB

und pB hat 0 nicht als Nullstelle. Damit ist dim(N) gerade die algebraische Viel-
fachheit von 0 als Eigenwert von ϕ.

Bemerkung 5.5.7. Wenn Kern(ϕj) = Kern(ϕj+1) gilt, dann gilt auch
Kern(ϕj) = Kern(ϕj+i) für alle i ≥ 1. Das sieht man induktiv sofort mit fol-
genden Argument:

Kern(ϕj+i) = ϕ−1(Kern(ϕj+i−1)) = ϕ−1(Kern(ϕj)) = Kern(ϕj+1) = Kern(ϕj).

Wenn die aufsteigende Kette der Unterräume also erstmals stabil bleibt, bleibt
sie dauerhaft stabil. Das passiert ausDimensionsgründen also spätestens nachn
Schritten, wobei n die algebraische Vielfachheit von 0 als Eigenwert von ϕ, bzw.
die Dimension vonN ist. 4

Bemerkung 5.5.8. Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus mit Eigenwert λ ∈ K.
Dann hat für jedes γ ∈ K der Endomorphismus

γ idV −ϕ : V → V

den Eigenwert γ − λ, mit gleicher algebraischer und geometrischer Vielfachheit
wie λ für ϕ. 4

Definition 5.5.9. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum,
ϕ : V → V ein Endomorphismus und λ ∈ K ein Eigenwert von ϕ mit alge-
braische Vielfachheit n. Dann ist 0 ein Eigenwert von

λ idV −ϕ

mit algebraischer Vielfachheit n und wir nennen

Ẽig(ϕ, λ) :=
⋃
i≥1

Kern
(
(λ idV −ϕ)i

)
= Kern ((λ idV −ϕ)n)
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den verallgemeinerten Eigenraum/Hauptraum von ϕ zum Eigenwert λ. Dabei
gilt

dim
(

Ẽig(ϕ, λ)
)

= n. 4

Proposition 5.5.10. Es sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und
ϕ : V → V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom über K in Line-
arfaktoren zerfällt. Wenn λ1, . . . , λs die paarweise verschiedenen Eigenwerte vonϕ sind,
dann gilt

V = Ẽig(ϕ, λ1) + · · ·+ Ẽig(ϕ, λs).

Jeder verallgemeinerte Eigenraum Ẽig(ϕ, λi) istϕ-invariant, undλi idV −ϕ darauf ein-
geschränkt ist nilpotent.

Beweis. Zunächst zeigenwir dieϕ-Invarianz der verallgemeinertenEigenräume.
Ist ni die algebraische Vielfachheit von λi, so gilt für v ∈ Ẽig(ϕ, λi)

(λi id−ϕ)ni (ϕ(v)) = (λi id−ϕ)ni (λiv + ϕ(v)− λiv)

= λi (λi id−ϕ)ni (v)− (λi id−ϕ)ni+1 (v)

= 0 + 0 = 0.

Somit gilt wie gewünscht ϕ(v) ∈ Ẽig(ϕ, λi). Per Definition ist λi idV −ϕ auf
Ẽig(ϕ, λi) eingeschränkt nilpotent, hat deshalb natürlich dort nur denEigenwert
0. Auf Ẽig(ϕ, λj) eingeschränkt hat es deshalb nur den Eigenwertλi−λj, ist also
für j 6= i dort invertierbar. Daraus folgt unmittelbar

Ẽig(ϕ, λ1) ∩
(

Ẽig(ϕ, λ2) + · · ·+ Ẽig(ϕ, λs)
)

= {0}

Das kannman iterieren und erhält mit der Dimensionsformel

dim
(

Ẽig(ϕ, λ1) + · · ·+ Ẽig(ϕ, λs)
)

= dim
(

Ẽig(ϕ, λ1)
)

+ · · ·+ dim
(

Ẽig(ϕ, λs)
)

= n1 + · · ·+ ns = deg(pϕ) = dim(V ).

Daraus folgt V = Ẽig(ϕ, λ1) + · · ·+ Ẽig(ϕ, λs).

Satz 5.5.11 (Jordan’sche Normalform). (i) Sei V ein endlich dimensionalerK-Vektor-
raum und ϕ : V → V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom überK
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in Linearfaktoren zerfällt. Dann gibt es eine Basis v vonV , bezüglich der dieDarstellungs-
matrix vonϕBlockdiagonalgestalt hat. Die einzelnen Blöcke sind Jordan-Blöcke zu Eigen-
werten vonϕ:

Mv,v(ϕ) =

 J1

. . .
Jr


(ii)Das charakteristischePolynomvonA ∈ Matm(K) zerfalle überK inLinearfaktoren.
Dann existiert P ∈ GLm(K) so, dass P−1AP eine Blocksumme aus Jordanblöcken zu
den Eigenwerten vonµA ist.
(iii)DieAnzahl undGrößeder verschiedenen Jordanblöcke ist in (i) und (ii) jeweils eindeu-
tig bestimmt.

Beweis. Wir betrachten die Zerlegung in dieϕ-invariantenHaupträume aus Pro-
position 5.5.10. Auf Ẽig(ϕ, λi) ist natürlich auchϕ−λi id nilpotent undwir wäh-
len dafür eine Basis wie in Proposition 5.5.3. Wegen

ϕ = λi id +(ϕ− λi id)

ergibt sich zusätzlich statt 0 der Eigenwert λi auf der Diagonalen. Insgesamt er-
gibt sich damit eine Basis wie gewünscht.
Aussage (ii) ist wie üblich klar aus (i). Die Eindeutigkeit in (iii) von Anzahl und
Größe ist klar, denn daraus ergeben sich ja gerade die Dimensionen von

Kern
(
(λi id−ϕ)j

)
,

wie wir in Bemerkung 5.5.2 gesehen haben.

Bemerkung5.5.12. Umdie Jordan’scheNormalformwirklich zuberechnen,muss
man wie in Bemerkung 5.5.4 vorgehen, aber für alle λi id−ϕ einzeln. Man be-
rechnet die Dimensionen von allen Räumen

Kern
(
(λi id−ϕ)j

)
und daraus die Anzahl und Größen der Jordankästchen zum Eigenwert λi. Alle
zusammen ergeben dann die Jordan’sche Normalform.

Beispiel 5.5.13. Wir bestimmen die Jordan’sche Normalform von

A =


9 2 8 11
3 −1 −1 2
3 −7 5 2
−6 5 −7 −7

 ∈ Mat4(C).
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Dazu bestimmen wir das charakteristische Polynom

pA = t4 − 6t3 − 27t2 + 108t+ 324 = (t+ 3)2(t− 6)2 ∈ C[t].

Es treten also die beiden Eigenwerte 6,−3 jeweils mit algebraischer Vielfachheit
2 auf. Die geometrische Vielfachheit von 6 ist ebenfalls 2, also erhalten wir zwei
Jordanblöcke der Größe 1 zum Eigenwert 6. Die geometrische Vielfachheit von
−3 ist jedoch nur 1 und es gilt

dim
(
Kern((−3I4 − A)2)

)
= 2.

Damit gibt es einen Jordanblock derGröße 2 zumEigenwert−3. AlsNormalform
erhalten wir 

−3 1 0 0
0 −3 0 0
0 0 6 0
0 0 0 6

 .

Definition 5.5.14. Zwei Matrizen A,B ∈ Matm(K) heißen ähnlich, falls P ∈
GLm(K) existiert mit

B = P−1AP.

Das bedeutet offensichtlich gerade, dass A,B Darstellungsmatrizen desselben
Endomorphismus sind, nur bezüglich verschiedener Basen (aber vorne und hin-
ten jeweils dieselbe). 4

Korollar 5.5.15. Zwei MatrizenA,B ∈ Matm(C) sind genau dann ähnlich, wenn sie
dieselbe Jordan’sche Normalform besitzen.

Beweis. WennAundB dieselbe Jordan’scheNormalformbesitzen, sind sie zu ihr
und damit zueinander ähnlich. Wenn A und B ähnlich sind, dann beschreiben
sie dieselbe lineare Abbildung und nur davon hängt die Jordan’sche Normalform
ab.

5.6 Der Satz von Cayley-Hamilton und das Minimal-
polynom

DieK-VektorräumeMatm(K) undLinK(V, V ) sind sogar Ringe. Dabei verwen-
detman inMatm(K) die bekannteMatrixmultiplikation und inLinK(V, V ) ent-
sprechend die Hintereinanderausführung von Endormorphismen. Ist also
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ψ : V → V ein Endomorphismus, A ∈ Matm(K) eine Matrix und p ∈ K[t]
ein Polynom, so ist p(ϕ) und p(A) jeweils ebenfalls ein Endomorphismus bzw.
eine Matrix.

Satz 5.6.1 (Satz von Cayley-Hamilton). (i) Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus des
endlich dimensionalenK-VektorraumsV . Dann gilt

pϕ(ϕ) = 0.

(ii) FürA ∈ Matm(K) gilt pA(A) = 0.

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass pϕ überK in Linearfaktoren zerfällt:

pϕ = (t− λ1)n1 · · · (t− λr)nr .

Statt mit ϕ können wir dann offensichtlich mit einer Darstellungsmatrix in Jor-
dan’scher Normalform arbeiten:

J =

 J1

. . .
Jr

 .

Dabei vereine Ji ∈ Matni(K) alle Jordanblöcke zum Eigenwert λi. Wenn man
nun J in pϕ einsetzt, eliminiert der Faktor (t−λi)ni aber gerade den Block Ji. Als
Produkt ergibt sich damit insgesamt die Nullmatrix.
Falls pϕ nicht in Linearfaktoren zerfällt, kann man den KörperK stets so erwei-
tern, dass pϕ über dem größeren Körper in Linearfaktoren zerfällt (das wird in
der Algebra bewiesen). Damit stimmt die Aussage über dem größeren Körper,
und damit natürlich auch überK.

Beispiel 5.6.2. (i) Sei θ : R2 → R2 die Drehung um den Winkel π/2 gegen den
Uhrzeigersinn. Es gilt pϕ = t2 + 1 und somit

ϕ ◦ ϕ+ id = 0 bzw. ϕ ◦ ϕ = − id .

(ii) Für

A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ∈ Mat3(Q)

gilt pA = 18t+ 15t2 − t3 und somit

18 · A+ 15 · A2 − A3 = 0. 4
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Korollar 5.6.3. FürA ∈ GLm(K) istA−1 stets eineK-Linearkombination von

Im, A,A
2, . . . , Am−1.

Dasselbe stimmt für invertierbare Endomorphismen einesm-dimensionalen Raums.

Beweis. DaA invertierbar ist, hat das charakteristische Polynom pA einemnicht-
trivialen konstantenKoeffizienten.Nach geeigneterNormierung erhaltenwir al-
so mit dem Satz von Cayley-Hamilton eine Gleichung

Im + a1A+ a2A
2 + · · ·+ amA

m = 0

mit allen ai ∈ K. Daraus ergibt sich

A−1 = −a1Im − a2A− · · · − amAm−1,

die gewünschte Aussage.

Beispiel 5.6.4. Wir betrachten

A =

(
1 2
−2 −2

)
und berechnen pA = t2 + t+ 2. Es ergibt sich

I2 + 1
2
A+ 1

2
A2 = 0

und daraus

A−1 = −1
2
I2 − 1

2
A =

(
−1 −1
1 1

2

)
. 4

Lemma5.6.5. Seiϕ : V → V einEndomorphismusdes endlichdimensionalenK-Vektorraums
V . Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom q ∈ K[t] von minimalem
Gradmit q(ϕ) = 0. Dasselbe stimmt fürMatrizen inMatm(K).

Beweis. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gibt es ein nichttrivales Polynom
mit ϕ als Nullstelle, also gibt es auch ein normiertes solches Polynom von mi-
nimalemGrad. Für die Eindeutigkeit seien q1, q2 zwei solche Polynome. Da beide
denselben (minimalen) Grad und Leitkoeffizient 1 haben, hat q := q1 − q2 echt
kleineren Grad und es gibt q(ϕ) = q1(ϕ) − q2(ϕ) = 0 − 0 = 0. Wegen der
Minimalität des Grades folgt q = 0, also q1 = q2.
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Definition 5.6.6. Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus des endlich dimensiona-
lenK-Vektorraums V undA ∈ Matm(K). Das normierte Polynom q ∈ K[t] von
minimalem Grad mit q(ϕ) = 0 bzw. q(A) = 0 heißt Minimalpolynom von ϕ
bzw.A. Wir verwenden dafür die Bezeichnung

p̃ϕ bzw. p̃A. 4

Beispiel 5.6.7. DasMinimalpolynom kann sich vom charakteristischen Polynom
unterscheiden. Für

A =

(
J(0, 2)

J(0, 1)

)
=

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ∈ Mat3(K)

etwa gilt pA = t3 und p̃A = t2. Der kleine Jordanblock ist bereits in der ersten
Potenz eliminiert, der größere nach der zweiten. Eine normierte Gleichung vom
Grad 1 erfülltA offensichtlich nicht. Für

A = J(0, 3) =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ∈ Mat3(K)

hingegen gilt p̃A = pA = t3.Das Minimalpolynom hängt also von der Größe des
jeweils größten Jordanblocks zu jedem Eigenwert ab. 4

Satz 5.6.8. Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus des endlich dimensionalenK-Vektor-
raumsV .
(i) Für jedes q ∈ K[t]mit q(ϕ) = 0 gibt es einh ∈ K[t]mit q = p̃ϕ · h.
(ii) Das charakteristische Polynom vonϕ zerfalle überK in Linearfaktoren:

pϕ = (t− λ1)n1 · · · (t− λr)nr .

Seisi dieGrößedes größten Jordanblocks zumEigenwertλi vonϕ, also genaudieminimale
Zahl mit

Kern ((λi idV −ϕ)si) = Kern
(
(λi idV −ϕ)si+1

)
.

Dann gilt
p̃ϕ = (t− λ1)s1 · · · (t− λr)sr .

(iii) Die Aussagen (i) und (ii) stimmen analog fürMatrizenA ∈ Matm(K).
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Beweis. Für (i) gelte q(ϕ) = 0. Wir machen Division mit Rest/Polynomdivision
und erhalten eine Gleichung

q = h · p̃ϕ + r

mit h, r ∈ K[t] und deg(r) < deg(p̃ϕ).Durch Einsetzung von ϕ erhalten wir

0 = q(ϕ) = h(ϕ) p̃ϕ(ϕ)︸ ︷︷ ︸
=0

+r(ϕ) = r(ϕ)

und aus der Minimalität des Grades von p̃ϕ folgt r = 0.
(ii) Wenn wir mit der Jordan’schen Normalform J vonϕ rechnen, sehen wir dass
mit q = (t − λ1)s1 · · · (t − λr)

sr offensichtlich q(J) = 0 gilt. Wäre deg(p̃ϕ) <
deg(q), so wäre p̃ϕ nach (i) ein echter Teiler von q, also von der Gestalt

p̃ϕ = (t− λ1)u1 · · · (t− λr)ur

mit mindestens einem ui < si. Wenn o.B.d.A. u1 < s1 gilt und der obere lin-
ke Block in J gerade J(λ1, s1) ist, so ergibt sich als oberer linker Block in p̃ϕ(J)
gerade

J(0, s1)u1J(λ1 − λ2, s1)u2 · · · J(λ1 − λr, s1)ur .

Man überlegt sich nur relativ leicht, dass dieses Produkt nicht die Nullmatrix ist,
einWiderspruch. (iii) ist wie üblich klar.
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Kapitel 6

Skalarprodukte und Spektralsätze

In diesem gesamten Kapitel steht K für die reellen Zahlen R oder die komple-
xenZahlenC. Über anderenKörpern betrachtetmanSkalarprodukte gewöhnlich
nicht. Auch seiV wie bisher immer einK-Vektorraum.EinSkalarprodukt ist eine
zusätzliche Struktur auf V , die beispielsweise die Definition von Winkeln, Län-
gen und Abständen erlaubt. Verträgt sich eine lineare Abbildung auf geeignete
Weise mit einem Skalarprodukt, kann man diese Tatsache für starke Sätze über
ihreEigenwerte undDarstellungsmatrizen verwenden, sogenannteSpektralsätze.

6.1 Skalarprodukte undNormen
Definition 6.1.1. (i) Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung

〈·, ·〉 : V × V → K
(v, w) 7→ 〈v, w〉

welche für alle v1, v2, w ∈ V und λ ∈ K folgende Bedingungen erfüllt:

(Linearität im ersten Eintrag) 〈λv1 + v2, w〉 = λ〈v1, w〉+ 〈v2, w〉

(Hermitizität/Symmetrie) 〈v, w〉 = 〈w, v〉

(Positive Definitheit) 〈v, v〉 ∈ R>0 für v 6= 0.

(ii) Ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit Skalarprodukt heißt euklidi-
scher Raum.
(iii) Ein endlich-dimensionalerC-Vektorraummit Skalarprodukt heißt unitärer
Raum. 4

155



156 KAPITEL 6. SKALARPRODUKTE UND SPEKTRALSÄTZE

Bemerkung 6.1.2. (i) Aus der Hermitizität und der Linearität im ersten Eintrag
ergibt sich direkt die konjugierte Linearität im zweiten Eintrag:

〈w, λv1 + v2〉 = 〈λv1 + v2, w〉
= λ〈v1, w〉+ 〈v2, w〉
= λ〈v1, w〉+ 〈v2, w〉
= λ〈w, v1〉+ 〈w, v2〉.

(ii) Im FallK = R gilt ja λ = λ für alle λ ∈ K. Die zweite Bedingung wird also
zur Symmetrie

〈v, w〉 = 〈w, v〉
undman erhält auch die klassische Linearität im zweiten Eintrag.
(iii) Auch im FallK = C gilt stets 〈v, v〉 ∈ R. Das folgt beispielsweise direkt aus
der Hermitizität. Andererseits folgt es für 0 6= v auch direkt aus der positiven
Definitheit, aus der Linearität im erstenEintrag undderHermitizität erhältman
zusätzlich

〈0, v〉 = 〈v, 0〉 = 0

für alle v ∈ V , also insbesondere 〈0, 0〉 = 0. 4

Beispiel 6.1.3. (i) FürK = R und V = Rm liefert die folgende Setzung das soge-
nannte Standard-Skalarprodukt:

〈(v1, . . . , vm)t, (w1, . . . , wm)t〉 := v1w1 + · · ·+ vmwm.

AlleEigenschaften rechnetmandirektnach.MankanndieseDefinitionauch leicht
abändern, zum Beispiel zu

〈(v1, . . . , vm)t, (w1, . . . , wm)t〉 := c1v1w1 + · · ·+ cmvmwm.

Solange alle ci > 0 sind, sind alle Axiome erfüllt.
(ii) Für K = C und V = Cm muss man die Definition leicht variieren, um die
Hermitizität und die positive Definitheit zu erhalten:

〈(v1, . . . , vm)t, (w1, . . . , wm)t〉 := v1w1 + · · ·+ vmwm.

(iii) Auf dem reellen Vektorraum C ([−1, 1],R) erhält man durch folgende Set-
zung ein Skalarprodukt:

〈f, g〉 :=

∫ 1

−1

f(t)g(t)dt.
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(iv) Auf dem komplexen VektorraumC ([−1, 1],C) verwenden wir stattdessen:

〈f, g〉 :=

∫ 1

−1

f(t)g(t)dt. 4

Lemma 6.1.4 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei V ein Vektorraummit Skalarpro-
dukt. Dann gilt für alle v, w ∈ V

|〈v, w〉|2 ≤ 〈v, v〉 · 〈w,w〉.

Beweis. Fürw = 0 gilt die Ungleichung offensichtlich, da dann auf beiden Seiten
0 steht. Wir nehmen alsow 6= 0 und somit 〈w,w〉 > 0 an. Für λ ∈ K berechnen
wir

0 ≤ 〈v − λw, v − λw〉
= 〈v, v〉 − λ〈w, v〉 − λ〈v, w〉+ λλ〈w,w〉.

Wir setzen nun für λ die Zahl
〈v, w〉
〈w,w〉

ein und erhalten

0 ≤ 〈v, v〉 − 〈v, w〉
〈w,w〉

〈w, v〉 − 〈v, w〉
〈w,w〉

〈v, w〉+
|〈v, w〉|2

〈w,w〉2
〈w,w〉

= 〈v, v〉 − |〈v, w〉|
2

〈w,w〉
− |〈v, w〉|

2

〈w,w〉
+
|〈v, w〉|2

〈w,w〉

= 〈v, v〉 − |〈v, w〉|
2

〈w,w〉
.

Daraus folgt die gewünschte Aussage unmittelbar.

Definition 6.1.5. (i) Sei V ein R-Vektorraummit Skalarprodukt. Für v, w ∈ V \
{0} definieren wir dasWinkelmaß zwischen v undw als

](v, w) := arccos

(
〈v, w〉√

〈v, v〉 ·
√
〈w,w〉

)
.

(ii) In einemK-Vektorraum V mit Skalarprodukt nennen wir v und w orthogo-
nal, falls

〈v, w〉 = 0

gilt. Im reellen Fall ist das äquivalent zu](v, w) = π
2
. 4
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Definition 6.1.6. Sei V ein Vektorraummit Skalarprodukt und S ⊆ V . Dann ist

S⊥ := {v ∈ V | 〈v, s〉 = 0 für alle s ∈ S}

offensichtlich einUntervektorraumvonV .MannenntS⊥ das orthogonaleKom-
plement vonS in V . Es gilt stets

S ∩ S⊥ ⊆ {0}. 4

Bemerkung 6.1.7. Sei A ∈ Matm,n(R) und v ∈ Rn mit Av = 0. Das bedeutet
gerade, dass v auf allen Zeilen von A orthogonal steht, bezüglich des Standard-
Skalarprodukts. Also istL(A, 0) gerade das orthogonale Komplement des Zeilen-
raums vonA. 4

Definition 6.1.8. (i) EineNorm auf V ist eine Abbildung

‖ · ‖ : V → R
v 7→ ‖v‖

welche für alle v, w ∈ V, λ ∈ K folgende Bedingungen erfüllt:

(Positive Definitheit) ‖v‖ > 0 für v 6= 0

(Homogenität) ‖λv‖ = |λ| · ‖v‖

(Dreiecksungleichung) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.

(ii) Ein normierter Raum ist einK-Vektoraummit Norm. 4

Bemerkung 6.1.9. (i) Beispielsweise aus der Homogenität folgt sofort

‖0‖ = 0

für jede Norm. Somit nimmt eine Norm immer nurWerte≥ 0 an.
(ii) Anschaulich muss man sich ‖v‖ als die Länge des Vektors v, also seinen Ab-
stand zum Nullvektor vorstellen. Die Axiome passen genau zu dieser Anschau-
ung. 4

Proposition 6.1.10. Sei 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt aufV . Dann definiert die Setzung

‖v‖ :=
√
〈v, v〉

eine Norm aufV .
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Beweis. Zunächst ist ‖v‖ =
√
〈v, v〉 ∈ R≥0 wohldefiniert, denn 〈v, v〉 ≥ 0 gilt

für alle v ∈ V . Für 0 6= v gilt ausserdem 〈v, v〉 > 0 und damit ‖v‖ > 0. Die
Homogenität rechnen wir direkt nach:

‖λv‖2 = 〈λv, λv〉 = λλ〈v, v〉 = |λ|2‖v‖2.

Die Aussage folgt nach Ziehen derWurzel. Für die Dreiecksungleichung berech-
nen wir

‖v + w‖2 = 〈v + w, v + w〉
= 〈v, v〉+ 〈v, w〉+ 〈w, v〉+ 〈w,w〉
= ‖v‖2 + 2Re〈v, w〉+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2|〈v, w〉|+ ‖w‖2

≤ ‖v‖2 + 2‖v‖‖w‖+ ‖w‖2

= (‖v‖+ ‖w‖)2 ,

wobei wir für die letzte Ungleichung die Cauchy-Schwarz Ungleichung benutzt
haben. Nach Ziehen derWurzel erhalten wir die Dreiecksungleichung.

Bemerkung 6.1.11. Wie schon im Beweis von Proposition 6.1.10 gesehen, kann
man die Cauchy-Schwarz Ungleichung auch als

|〈v, w〉| ≤ ‖v‖ · ‖w‖

formulieren. Dabei muss natürlich ‖ · ‖ die von 〈·, ·〉 induzierte Norm sein. 4

Beispiel 6.1.12. (i) AusdemStandardskalarprodukt aufRm erhaltenwir dieNorm

‖(v1, . . . , vm)t‖ =
√
v2

1 + · · ·+ v2
m.

AufCm erhalten wir analog

‖(v1, . . . , vm)t‖ =
√
|v1|2 + · · ·+ |vm|2.

(ii) Nicht jede Norm auf einem Vektorraum kommt von einem Skalarprodukt.
Beispielsweise sind

‖(v1, . . . , vm)t‖∞ := max{|v1|, . . . , |vm|}

und
‖(v1, . . . , vm)t‖1 := |v1|+ · · ·+ |vm|

NormenaufRm,welchenicht voneinemSkalarprodukt induziertwerden (Übungs-
aufgabe). 4
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Bemerkung6.1.13. EineNorm‖·‖ aufV kannauch zurDefinition vonAbständen
zwischen Vektoren benutzt werden. Man definiert

d(v, w) := ‖v − w‖

und kann sämtliche Axiome einerMetrik nachrechnen. Insgesamt ergibt sich al-
so folgende Hierarchie der Strukturen:

Skalarprodukt ⇒ Norm ⇒ Metrik.

Dabei können die Pfeile im Allgemeinen nicht umgekehrt werden. 4

6.2 Orthonormalbasen

Sei in diesem Abschnitt stets V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit
festgewählten Skalarprodukt 〈·, ·〉 und induzierter Norm ‖ · ‖.

Definition 6.2.1. Eine Basis v = (v1, . . . , vm) von V heißt Orthonormalbasis
(ONB), falls

〈vi, vj〉 = 0 für alle i 6= j

und
‖vi‖ = 1 für alle i

gilt. 4

Konstruktion6.2.2 (Gram-Schmidt’schesOrthonormalisierungsverfahren). Sei-
enw1, . . . , wm linear unabhängigeVektoren inV . Der folgendeAlgorithmus pro-
duziert eine ONB (v1, . . . , vm) von SpanK{w1, . . . , wm} :
(i) Setze v1 := 1

‖w1‖w1.

(ii) Angenommen v1, . . . , vk sind bereits definiert. Dann setzen wir

ṽk+1 := wk+1 −
k∑
i=1

〈wk+1, vi〉vi

und
vk+1 :=

1

‖ṽk+1‖
ṽk+1.
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Beweis. Für jedes i gilt

‖vi‖ = ‖ 1

‖ṽi‖
ṽi‖ = | 1

‖ṽi‖
|‖ṽi‖ = 1.

Für j ≤ k gilt nun

〈ṽk+1, vj〉 =

〈
wk+1 −

k∑
i=1

〈wk+1, vi〉vi, vj

〉

= 〈wk+1, vj〉 −
k∑
i=1

〈wk+1, vi〉〈vi, vj〉.

Wenn wir nun induktiv voraussetzen, dass v1, . . . , vk bereits orthonormal sind,
erhalten wir

〈ṽk+1, vj〉 = 〈wk+1, vj〉 − 〈wk+1, vj〉 = 0

und damit 〈vk+1, vj〉 = 0 für alle j ≤ k. Damit sind auch v1, . . . , vk+1 orthonor-
mal.
An der Formel aus Schritt (ii) sieht man ebenfalls induktiv sofort, dass v1, . . . , vk
denselben Raum aufspannen wiew1, . . . , wk, für alle k = 1, . . . ,m.

Korollar 6.2.3. V besitzt eine ONB.

Beweis. Wir wählen mit Korollar 3.1.17 eine Basis von V und wenden darauf das
Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren an. Dadurch erhalten wir
eine ONB von V .

Beispiel 6.2.4. (i) Wir betrachten die linear unabhängigen Vektoren

w1 =

 1
0
2

 , w2 =

 −1
0
1

 , w3 =

 0
2
1


imR3. Keiner der Vektoren hat Norm 1 und keine zwei der Vektoren sind ortho-
gonal. Durch das Gram-Schmidt-Verfahren erhalten wir zunächst

v1 =
1

‖w1‖
w1 =

1√
5

 1
0
2

 .
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Im nächsten Schritt ergibt sich

ṽ2 = w2 − 〈w2, v1〉v1 =

 −1
0
1

− 1√
5

1√
5

 1
0
2

 =
1

5

 −6
0
3


und daraus

v2 =

√
5

3
ṽ2 =

1√
5

 −2
0
1

 .

Im letzten Schritt erhalten wir

ṽ3 = w3 − 〈w3, v1〉v1 − 〈w3, v2〉v2 =

 0
2
0


und daraus

v3 =

 0
1
0

 .

Wir haben dadurch die ONB 1√
5

 1
0
2

 ,
1√
5

 −2
0
1

 ,

 0
1
0


vonR3 konstruiert.
(ii) In C([−π, π],R) betrachten wir f1 : t 7→ t2, f2 : t 7→ cos(t) und den Unter-
raum

V = SpanR{f1, f2}.

Wir versehen V mit dem Skalarprodukt aus Beispiel 6.1.3 (iii). Es gilt

‖f1‖2 =

∫ π

−π
t4dt =

2

5
π5

und wir erhalten

v1 =

√
5

2π5
· f1
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als erstes Element unserer ONB. Im zweiten Schritt berechnen wir

ṽ2 = f2 − 〈f2, v1〉v1

= f2 −
5

2π5

∫ π

−π
t2 cos(t)dt · f1

= f2 +
10

π4
f1.

Wennman schließlich noch

‖ṽ2‖2 = π − 40

π3
=
π4 − 40

π3

berechnet, erhält man

v2 =

√
π3

π4 − 40
f2 +

10

π2
√
π(π4 − 40)

f1. 4

Proposition 6.2.5. SeiU ⊆ V ein Untervektorraum. Dann gilt

U + U⊥ = V

und jedes Element v ∈ V hat eine eindeutige Darstellung

v = u1 + u2

mit u1 ∈ U, u2 ∈ U⊥.

Beweis. Wir wählen eine ONB v1, . . . , vn vonU und definieren für v ∈ V

u :=
n∑
i=1

〈v, vi〉vi.

Nach Konstruktion liegt u inU und es gilt v = u+ (v − u).Wir zeigen nun dass
v− u ∈ U⊥ liegt. Dazu genügt es 〈v− u, vj〉 = 0 für alle j = 1, . . . , n zu zeigen.
Es gilt nun

〈v − u, vj〉 = 〈v, vj〉 −
∑
i

〈v, vi〉〈vi, vj〉 = 〈v, vj〉 − 〈v, vj〉 = 0,

wobei wir benutzt haben, dass v1, . . . , vn eine ONB ist. Somit ist U + U⊥ = V
gezeigt.
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Die Eindeutigkeit der Summendarstellung folgt direkt aus U ∩ U⊥ = {0}: aus
v = u1 + u2 = u′1 + u′2 mit u1, u

′
1 ∈ U, u2, u

′
2 ∈ U⊥ folgt

U 3 u1 − u′1 = u′2 − u2 ∈ U⊥,

also 0 = u1 − u′1 = u′2 − u2 und daraus u1 = u′1, u2 = u′2.

Definition6.2.6. SeiU ⊆ V einUntervektorraummitONB v1, . . . , vn. Die linea-
re Abbildung

πU : V → U

v 7→
n∑
i=1

〈v, vi〉vi

heißt orthogonale Projektion aufU . Weil

v = πU(v) + (v − πU(v))

die eindeutige Darstellung von v inU +U⊥ ist, hängt πU nicht von der expliziten
Wahl der ONB ab. 4

Korollar 6.2.7. Es istπU(v) das (eindeutig bestimmte) Element vonU mit kleinstemAb-
stand zu v:

‖v − πU(v)‖ ≤ ‖v − u‖ für alle u ∈ U.

Beweis. Übungsaufgabe.

Bemerkung 6.2.8. Mit dem Begriff der orthogonalen Projektion kann man auch
das Verfahren von Gram-Schmidt noch anschaulicher verstehen. Die Gleichung

ṽk+1 := wk+1 −
k∑
i=1

〈wk+1, vi〉vi

besagt gerade, dassmanwk+1 orthogonal auf den Span der bereits konstruierten
Vektorenprojiziert unddasErgebnis vonwk+1 abzieht.DerVektor ṽk+1 steht also
senkrecht aufdenbisherigenVektorenundmussnurnochnormiertwerden. 4

Beispiel 6.2.9 (Regression). Es seien a = (a1, . . . , am)t, b = (b1, . . . , bm)t ∈
Rm gegeben (wobei etwa bi das Ergebnis einer Messung zum Zeitpunkt ai be-
schreibt). Wir haben nun einen Untervektorraum U ⊆ F(R,R) gegeben und
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suchen eine Funktion g ∈ U , welche die Daten möglichst genau beschreibt. Es
soll also g(ai)möglichst nahe an bi liegen, für alle i.Wir betrachtendazu folgende
lineare Abbildung

ϕ : U → Rm

f 7→ (f(a1), . . . , f(am)) .

Idealerweise findenwir ein Urbild von b unterϕ, denn ausϕ(g) = b folgt g(ai) =
bi für alle i.
Es kann aber natürlich auch passieren, dass b nicht im Bild ϕ(U) liegt. Korollar
6.2.7 legt dann nahe, b orthogonal aufBild(ϕ) zu projizieren und dann einUrbild
von πϕ(U)(b) zu wählen. Aus

ϕ(g) = πϕ(U)(b)

folgt dann, dass

‖ϕ(g)− b‖2 =
m∑
i=1

(g(ai)− bi)2

kleinstmöglich ist, unter allen Funktionen aus U (wir benutzen das Standard-
Skalarprodukt aufRm).Die Summeder Fehlerquadratewirdhier alsominimiert.
Im Fall dass

U = {t 7→ r + st | r, s ∈ R}
der Unterraum aller affin linearen Abbildungen ist, nennt man das beschriebene
Vorgehen auch lineare Regression. Da U von den beiden Funktionen t 7→ 1 und
t 7→ t aufgespannt wird, gilt

ϕ(U) = SpanR {e, a}
mit e = (1, . . . , 1)t. Als ONB von ϕ(U) erhält man mit dem Gram-Schmidt Ver-
fahren daraus

v1 =
1√
m
e, v2 =

1

‖c‖
c

mit
c = a− 〈a, e〉

m
e.

Damit ergibt sich

πϕ(U)(b) =
〈b, e〉
m

e+
〈b, c〉
‖c‖2

c

=
1

m

(
〈b, e〉 − 〈b, c〉〈a, e〉

‖c‖2

)
e+
〈b, c〉
‖c‖2

a.
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Als Urbild unter ϕ erhalten wir die Funktion

g : t 7→ 1

m

(
〈b, e〉 − 〈b, c〉〈a, e〉

‖c‖2

)
+
〈b, c〉
‖c‖2

t.

Im Fall a = (0, 1, 2), b = (1, 2, 3
2
) ergibt sich so beispielsweise die Funktion

g : t 7→ 5
4

+ 1
4
t.

4

6.3 Spektralsätze
In diesem Abschnitt seien V,W,X stets endlich-dimensionale K-Vektorräume
mit Skalarprodukt.

Proposition 6.3.1. (i) Die folgende Abbildung ist bijektiv:

ι : V → V ′

v 7→ 〈·, v〉.

Im Fall K = R ist ι linear, also ein Isomorphismus. Im Fall K = C ist ι additiv und
konjugiert linear.
(ii) Ist v = (v1, . . . , vm) eine ONB von V , so ist ι(v) := (ι(v1), . . . , ι(vm)) genau die
zu v duale Basis.

Beweis. (i): Für festes v ∈ V ist die Abbildung

〈·, v〉 : V → K
x 7→ 〈x, v〉

linear, also ein Element von V ′. Die Aussagen über die Linearität von ι ist klar.
Für die Injektivität nehmen wir ι(v1) = ι(v2) an, also 〈x, v1〉 = 〈x, v2〉 für alle
x ∈ V . Daraus folgt

0 = 〈x, v1〉 − 〈x, v2〉 = 〈x, v1 − v2〉
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und für x := v1 − v2 daraus 0 = ‖v1 − v2‖2, also v1 = v2.
Für die Surjektivität wählen wir 0 6= f ∈ V ′ (der Fall f = 0 ist klar). Dann gilt
Kern(f) ( V und also existiert ein 0 6= w ∈ Kern(f)⊥. Wir setzen

v :=
f(w)

‖w‖2
w ∈ Kern(f)⊥.

Dann gilt

‖v‖2 =
|f(w)|2

‖w‖4
‖w‖2 =

|f(w)|2

‖w‖2
= f(v).

Für jedes x ∈ V gilt

x− f(x)

f(v)
v ∈ Kern(f),

wie man direkt sieht. Daraus folgt nun

0 = 〈x− f(x)

f(v)
v, v〉 = 〈x, v〉 − f(x)

f(v)
‖v‖2 = 〈x, v〉 − f(x).

Das zeigt f = ι(v).
(ii) ist offensichtlich wegen

ι(vi)(vj) = 〈vj, vi〉 =

{
1: i = j
0: i 6= j.

Definition 6.3.2. FürA = (aij)i,j ∈ Matm,n(C) bezeichnen wir mit

A∗ := A
t

:= (aji)i=1,...,n;j=1,...,m ∈ Matn,m(C)

die zuA adjungierteMatrix. Für reelleMatrizen stimmtA∗ offensichtlichmitAt
überein. 4

Satz 6.3.3. (i) Zu jeder linearen Abbildungϕ : V → W existiert genau eine lineare Ab-
bildungϕ∗ : W → V mit

〈ϕ(v), w〉 = 〈v, ϕ∗(w)〉

für alle v ∈ V,w ∈ W (man beachte, dass das Skalarprodukt links das inW , rechts
dasjenige inV ist).
(ii) Sind v, wONBs vonV bzw.W , so gilt

Mw,v(ϕ
∗) = Mv,w(ϕ)∗.
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Beweis. (i): Wir definieren
ϕ∗ = ι−1 ◦ ϕ′ ◦ ι,

wobei ϕ′ : W ′ → V ′ die zu ϕ duale Abbildung ist (vergleiche Abschnitt 3.2.5):

V ′

ι−1

��

W ′ϕ′oo

V W
ϕ∗
oo

ι

OO

Da in der Hintereinanderausführung im komplexen Fall zwei konjugiert lineare
Abbildungen auftreten, ist ϕ∗ linear. Offensichtlich erfüllt ϕ∗ die Bedingung:

〈ϕ(v), w〉 = ι(w)(ϕ(v)) = ϕ′(ι(w))(v) = 〈v, ι−1(ϕ′(ι(w)))〉 = 〈v, ϕ∗(w)〉.

UmgekehrtbesagtdiegeforderteGleichung jageradeϕ∗ = ι−1◦ϕ′◦ι.Dasbeweist
die Eindeutigkeit.
(ii) ist klar mit Satz 3.2.39, Korollar 6.3.1 (ii) und der Beobachtung dass ι−1 kon-
jugiert linear ist.

Definition 6.3.4. Die Abbildung ϕ∗ aus Satz 6.3.3 heißt die zu ϕ adjungierte Ab-
bildung. 4

Beispiel 6.3.5. Wir betrachten V = W = R2 mit dem Standard-Skalarprodukt.
(i) Sei ϕ : R2 → R2 die Spiegelung an der x-Achse. Sie hat bezüglich der Stan-
dardbasis die Darstellungsmatrix

S =

(
1 0
0 −1

)
.

Es gilt S∗ = St = S, also ist ϕ∗ = ϕ.
(ii) Die Drehung dθ : R2 → R2 um den Winkel θ (gegen den Uhrzeigersinn) hat
bezüglich der Standardbasis die Darstellungsmatrix

Dθ :=

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
∈ Mat2(R)

Es gilt
D∗θ = Dt

θ = D−θ = D−1
θ .

Es ist d∗θ also die Drehung um θ im Uhrzeigersinn, also gerade die Umkehrabbil-
dung zu dθ.
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(iii) Sei

ϕ : R2 → R2

(a, b) 7→ (b, 0)

die Verkettung einer Projektion und einer Spiegelung. Die Darstellungsmatrix
von ϕ bezüglich der Standardbasis ist

A =

(
0 1
0 0

)
und wir erhalten

A∗ = At =

(
0 0
1 0

)
.

Also gilt

ϕ∗ : R2 → R2

(a, b) 7→ (0, a). 4

Lemma 6.3.6. Fürϕ : V → W undψ : W → X gilt:

(i) (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗ und (ϕ∗)∗ = ϕ.

(ii) Kern(ϕ∗) = Bild(ϕ)⊥.

(iii) Kern(ϕ) = Bild(ϕ∗)⊥.

Beweis. (i) rechnet man direkt anhand der Definition nach:

〈(ψ◦ϕ)(v), x〉 = 〈ψ(ϕ(v)), x〉 = 〈ϕ(v), ψ∗(x)〉 = 〈v, ϕ∗(ψ∗(x))〉 = 〈v, (ϕ∗◦ψ∗)(x)〉

und
〈ϕ∗(w), v〉 = 〈v, ϕ∗(w)〉 = 〈ϕ(v), w〉 = 〈w,ϕ(v)〉.

Für (ii) sehen wir

w ∈ Kern(ϕ∗)⇔ ϕ∗(w) = 0

⇔ 〈v, ϕ∗(w)〉 = 0 ∀v ∈ V
⇔ 〈ϕ(v), w〉 = 0 ∀v ∈ V
⇔ w ∈ Bild(ϕ)⊥.

(iii) folgt schließlich direkt aus (i) und (ii).
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Definition 6.3.7. (i) Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus.

(1) ϕ heißt selbstadjungiert (bzw. symmetrisch im Fall K = R), falls
ϕ = ϕ∗ gilt.

(2) ϕ heißt unitär (bzw. orthogonal im Fall K = R), falls ϕ bijektiv ist und
ϕ−1 = ϕ∗ gilt.

(3) ϕ heißt normal, falls ϕ ◦ ϕ∗ = ϕ∗ ◦ ϕ gilt.

(ii) SeiA ∈ Matm(K) eine Matrix.

(1) A heißt Hermitesch (bzw. symmetrisch im Fall K = R), falls
A = A∗ gilt.

(2) Aheißtunitär (bzw.orthogonal imFallK = R), fallsA invertierbar ist und
A−1 = A∗ gilt.

(3) A heißt normal, fallsAA∗ = A∗A gilt.

Offensichtlich ist jede Hermitesche/symmetrische und jede unitäre/orthogonale
Abbildung/Matrix normal. 4

Bemerkung 6.3.8. Sei ϕ : V → V ein Endomorphismus und v eine ONB von V .
Dann ist ϕ nach Satz 6.3.3 (ii) genau dann selbstadjungiert/symmetrisch/ uni-
tär/orthogonal/normal,wennMv,v(ϕ) jeweilsdie entsprechendeEigenschafthat.

4

Bemerkung/Beispiel 6.3.9. (i) In Beispiel 6.3.5 ist die Abbildung/Matrix aus (i)
symmetrisch, die aus (ii) orthogonal und die aus (iii) nicht einmal normal. In
(iii) gilt

AA∗ =

(
1 0
0 0

)
und A∗A =

(
0 0
0 1

)
.

(ii) EineMatrixA ∈ Matm(K) ist unitär/orthogonal, genau dannwenn die Spal-
ten eine ONB vonKm bilden, bezüglich des Standard-Skalarprodukts. Das ist ei-
ne direkte Umformulierung der BedingungA∗A = Im.
(iii) Unitäre/orthogonale Abbildungen erhalten das Skalarprodukt:

〈ϕ(v), ϕ(w)〉 = 〈v, ϕ∗(ϕ(w))〉 = 〈v, w〉.

Erst recht erhalten sie auch die Norm:

‖ϕ(v)‖2 = 〈ϕ(v), ϕ(v)〉 = 〈v, v〉 = ‖v‖2. 4
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Proposition6.3.10. Seiϕ : V → V ein normalerEndormorphismusmitEigenwertλ ∈
K. Dann gilt

Eig(ϕ, λ) = Eig(ϕ∗, λ)

und insbesondere Spec(ϕ∗) = Spec(ϕ) :=
{
λ | λ ∈ Spec(ϕ)

}
.

Beweis. Für v ∈ V gilt

〈ϕ(v)− λv, ϕ(v)− λv〉 = 〈ϕ(v), ϕ(v)〉 − λ〈ϕ(v), v〉 − λ〈v, ϕ(v)〉+ |λ|2〈v, v〉
= 〈v, ϕ∗(ϕ(v))〉 − λ〈v, ϕ∗(v)〉 − λ〈ϕ∗(v), v〉+ |λ|2〈v, v〉
= 〈v, ϕ(ϕ∗(v))〉 − λ〈v, ϕ∗(v)〉 − λ〈ϕ∗(v), v〉+ |λ|2〈v, v〉
= 〈ϕ∗(v), ϕ∗(v)〉 − λ〈v, ϕ∗(v)〉 − λ〈ϕ∗(v), v〉+ |λ|2〈v, v〉
= 〈ϕ∗(v)− λv, ϕ∗(v)− λv〉.

Man beachte, dass wir für die dritte Gleichheit die Normalität von ϕ benutzt ha-
ben. Insbesondere gilt nun

v ∈ Eig(ϕ, λ)⇔ ‖ϕ(v)− λv‖2 = 0⇔ ‖ϕ∗(v)− λv‖2 = 0⇔ v ∈ Eig(ϕ∗, λ),

die gewünschte Aussage.

Satz 6.3.11 (Spektralsatz für normale Endomorphismen/Matrizen).
(i) Sei ϕ : V → V normal und pϕ zerfalle überK in Linearfaktoren. Dann existiert eine
ONB vonV die aus Eigenvektoren vonϕ besteht. Insbesondere istϕ diagonalisierbar.
(ii) SeiA ∈ Matm(K) normal und pA zerfalle überK in Linearfaktoren. Dann existiert
eine unitäre/orthogonaleMatrixP ∈ GLm(K) für dieP−1AP Diagonalgestalt hat.

Beweis. Wir beweisen (i) mit Induktion nachm. Der Induktionsanfangm = 1 ist
klar. Im Fall von allgemeinemm wählen wir einen Eigenwert λ von ϕ und dazu-
gehörigen Eigenvektor v1 ∈ V . Diese existieren, da pϕ überK in Linearfaktoren
zerfällt.
Wir betrachten nun U := {v1}⊥ und zeigen, dass ϕ(U) ⊆ U gilt, also U ein
sogenannten invarianter Unterraum von ϕ ist. Für u ∈ U gilt

〈ϕ(u), v1〉 = 〈u, ϕ∗(v1)〉 = 〈u, λv1〉 = λ〈u, v1〉 = 0,

also ϕ(u) ∈ U . Für die zweite Gleichheit haben wir Proposition 6.3.10, also die
Normalität von ϕ benutzt. Genauso sieht man auch ϕ∗(U) ⊆ U .
Wir betrachten nun ψ := ϕ|U : U → U . Es gilt ψ∗ = ϕ∗|U :

〈ψ(u1), u2〉 = 〈ϕ(u1), u2〉 = 〈u1, ϕ
∗(u2)〉.
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Also ist auch ψ normal. Wie im Beweis von Satz 5.4.2 sieht man, dass pψ gera-
de der Kofaktor von t − λ in pϕ ist, also selbst wieder über K zerfällt. Wegen
dim(U) = m − 1 können wir nun die Induktionsvoraussetzung auf ψ anwen-
den, es existiert also eine ONB von U aus Eigenvektoren von ψ. Zusammen mit

1
‖v1‖v1 erhalten wir damit eine ONB von V aus Eigenvektoren von ϕ.
(ii) ist nunmit Beispiel 6.3.9 (ii) klar.

Satz 6.3.12 (Spektralsatz für selbstadjungierte/symmetrische Endormophismen/
Matrizen).
(i)SeiK = Cundϕ : V → V selbstadjungiert.DannsindalleEigenwerte vonϕ reell und
es existiert eine ONB vonV aus Eigenvektoren vonϕ. Insbesondere istϕ diagonalisierbar,
mit einer reellen diagonalen Darstellungsmatrix.
(ii) SeiA ∈ Matm(C)Hermitesch. Dann existiert eine unitäreMatrixP ∈ GLm(C) so
dassP−1AP eine reelle Diagonalmatrix ist.
(iii) SeiK = Rundϕ : V → V symmetrisch.Dannzerfälltpϕ überR in Linearfaktoren,
es existiert eine ONB vonV aus Eigenvektoren vonϕ undϕ ist somit diagonalisierbar.
(iv)SeiA ∈ Matm(R) symmetrisch.Dannexistiert eineorthogonaleMatrixP ∈ GLm(R)
so dassP−1AP eine (reelle) Diagonalmatrix ist.

Beweis. Selbstadjungierte/symmetrischeAbbildungen/Matrizensindnormal,wir
können also Satz 6.3.11 anwenden.
Für (i) ist also nur noch zu zeigen, dass alle Eigenwerte vonϕ reell sind. Das folgt
aber direkt aus Proposition 6.3.10. (ii) ist damit ebenfalls klar.
Für (iii) müssen wir nur zeigen, dass pϕ über R zerfällt. Für jede beliebige ONB
v von V ist Mv,v(ϕ) ∈ Matm(R) eine symmetrische Matrix. Als Element von
Matm(C) ist sie deshalb selbstadjungiert und die Aussage folgt aus (ii). (iv) folgt
direkt aus (iii).

Für reelle orthogonale Abbildungen/Matrizen könnenwir offensichtlich nicht die
Diagonalisierbarkeit beweisen,wiemananDrehungensieht.Das ist aberdie ein-
zige Einschränkung, wie wir nun sehen.

Satz 6.3.13 (Spektralsatz für unitäre/orthogonale Endormophismen/Matrizen).
(i) SeiK = C und ϕ : V → V unitär. Dann haben alle Eigenwerte von ϕ Betrag 1 und
es existiert eine ONB vonV aus Eigenvektoren vonϕ. Insbesondere istϕ diagonalisierbar,
mit einer diagonalen Darstellungsmatrix deren Diagonaleinträge Betrag 1 haben.
(ii) SeiA ∈ Matm(C) unitär. Dann existiert eine unitäreMatrixP ∈ GLm(C) so dass
P−1AP eine Diagonalmatrix ist, deren Diaognaleinträge Betrag 1 haben.
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(iii) SeiK = R undϕ : V → V orthogonal. Dann existieren paarweise orthogonale und
ϕ-invariante UnterräumeU1, . . . , Ud vonV mit

V = U1 + · · ·+ Ud

und dim(Ui) = 1 oder 2 für alle i. Im Fall dim(Ui) = 1 ist ϕ|Ui = ±idUi , im Fall
dim(Ui) = 2 istϕ|Ui eine Drehung.
(iv)SeiA ∈ Matm(R)orthogonal.Dannexistiert eineorthogonaleMatrixP ∈ GLm(R)
so dassP−1AP von der folgenden Gestalt ist:

1
. . .

1
−1

. . .
−1

Dθ1
. . .

Dθr


.

Dabei sind dieDθi ∈ Mat2(R)Drehmatrizen.

Beweis. Unitäre/orthogonaleAbbildungen/Matrizensindnormal, alsokönnenwir
Satz 6.3.11 anwenden.
Für (i) ist damit nur noch zu zeigen, dass die Eigenwerte von ϕ Betrag 1 haben.
Das folgt aber aus Proposition 6.3.10, denn es gilt

Eig (ϕ, λ) = Eig
(
ϕ∗, λ

)
= Eig

(
ϕ−1, λ

)
= Eig

(
ϕ, λ

−1
)
,

somit λ = λ
−1
und deshalb 1 = λλ = |λ|2. Auch (ii) ist damit klar.

Für (iii) wählen wir eine ONB v von V und betrachten die orthogonale Darstel-
lungsmatrix

A = Mv,v(ϕ) ∈ Matm(R).

Als Element vonMatm(C) istA dann unitär und somit ist die lineare Abbildung

µA : Cm → Cm
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ebenfalls unitär (bezüglich des Standard-Skalarprodukts auf Cm). Mit (i) haben
also alle Eigenwerte von µA Betrag 1 und wir erhalten eine ONB von Cm aus Ei-
genvektorenvonµA.WeilpA ein reellesPolynomist, tretendieEigenwerte inkon-
jugierten Paaren auf:

0 = pA(λ) ⇒ 0 = 0 = pA(λ) = pA
(
λ
)
.

Dabei gilt
v ∈ Eig(µA, λ) ⇒ v ∈ Eig(µA, λ),

denn µA(v) = Av = Av = λv = λv. Für v ∈ Cm gilt weiter

SpanC{v, v} = SpanC{v + v, i(v − v)︸ ︷︷ ︸
∈Rm

}.

Deshalb kann man für die Eigenräume zu den reellen Eigenwerten (höchstens
±1) eine Basis (und damit eine ONB) aus Rm wählen. Das übersetzt sich direkt
in eindimensionale Unterräume Ui von V . Für einen echt komplexen Eigenwert
λmit Eigenvektor v ∈ Cm ist v ein Eigenvektor zu λ 6= λ und deshalb sind v, v
orthogonal und insbesondere linear unabhängig. Es gilt also

2 = dimC SpanC{v, v} = dimC SpanC{v + v, i(v − v)}.

Also sind die beiden reellen Vektoren v + v, i(v − v) ebenfalls linear unabhängig
undSpanR{v+v, i(v−v)} ist ein 2-dimensionaler invarianterR-Unterraumvon
µA. Eine orthogonale Abbildung eines zweidimensionalen reellen Raums ohne
reelleEigenwertemuss aber eineDrehung sein,wiemansich leichtüberlegt (zum
Beispiel mit Bemerkung 6.3.9 (ii)). Damit ist (iii) bewiesen und (iv) folgt direkt
daraus.

Bemerkung6.3.14. Die Spektralsätze besagen anschaulich, dass es nur die offen-
sichtlichen selbstadjungierten / symmetrischen... Endomorphismen gibt.Wenn
man eine geeignete ONB wählt, skaliert eine solche Abbildung einfach in jede
Richtungmit einem entsprechenden Faktor/Eigenwert. Nur im reellen orthogo-
nalen Fall können noch zweidimensionale Drehungen auftreten. 4

Bemerkung6.3.15 (Funktionalkalkül). ManipuliertmandieDiagonalelementeei-
nerDiagonalmatrizenD ∈ Matm(C) auf gewisseWeise, so erhältman eine neue
Diagonalmatrix, die sich oft wie erwartet verhält. Ist etwa
D = diag(λ1, . . . , λm) und setzen wir

√
D := diag(

√
λ1, . . . ,

√
λm)
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so gilt
√
D
√
D = D. Ist eine Matrix nicht diagonal, so geht das nicht mehr

so leicht eintragsweise, da ja Matrixmultiplikation nicht eintragsweise funktio-
niert. Ist aber P−1AP = D eine Diagonalmatrix, so können wir

√
A := P

√
DP−1

setzen und erhalten
√
A
√
A = P

√
DP−1P

√
DP−1 = P

√
D
√
DP−1 = PDP−1 = A.

Man kann also aus jeder normalen komplexenMatrix eineWurzel ziehen.
Allgemeiner erhält manmit jeder auf dem Spektrum vonA definierten Funktion
f die Matrix

f(A) := Pf(D)P−1

mit den erwarteten Eigenschaften. 4

6.4 Positiv semidefiniteMatrizen
Wir bezeichnenmit

Herm(C) := {A ∈ Matm(C) | A∗ = A}

die Menge aller Hermiteschen komplexenMatrizen undmit

Symm(R) :=
{
A ∈ Matm(R) | At = A

}
= Herm(C) ∩Matm(R)

die Menge aller symmetrischen reellen Matrizen. Bei beiden Mengen handelt es
sich (nur) umR-Vektorräume.

Definition 6.4.1. Eine MatrixA ∈ Herm(C) heißt positiv semidefinit, wenn alle
ihre Eigenwerte≥ 0 sind. Sie heißtpositivdefinit, wenn alle ihre Eigenwerte> 0
sind.Wir verwenden dafür die Notation

A > 0 bzw. A > 0. 4

Bemerkung 6.4.2. (i) Hermitesche Matrizen haben nur reelle Eigenwerte, nach
Satz 6.3.12. Deren Nichtnegativität ist die zusätzliche Forderung in der letzten
Definition.
(ii) Wegen Symm(R) ⊆ Herm(C) gilt die letzte Definition natürlich auch für re-
elle symmetrische Matrizen. 4
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Definition 6.4.3. SeiA ∈ Matm(K). EinHauptminor vonA ist die Determinan-
te einer quadratischenUntermatrix vonA, die durchStreichungderselbenZeilen
wie Spalten ausA entsteht.
Ein führender Hauptminor ist die Determinante der quadratischen Unterma-
trix, die durch Streichung der letzten k Zeilen und Spalten aus A entsteht, für
ein k = 0, . . . ,m− 1. 4

Der folgende Satz fasst die wichtigsten alternativen Formulierungen für positive
Semidefinitheit zusammen:

Satz 6.4.4. FürA ∈ Herm(C) sind äquivalent:

(i) A > 0.

(ii) A = B∗B für einB ∈ Matm(C).

(iii) v∗Av ≥ 0 für alle v ∈ Cm.

(iv) Alle Hauptminoren vonA sind nichtnegativ.

IstA ∈ Symm(R), so kann in (ii) und (iii) jeweilsR stattC gewählt werden.

Beweis. FürdenBeweiswählenwirmitSatz6.3.12 eineunitäreMatrixP ∈ GLm(C)
mit

P−1AP = P ∗AP = Diag(λ1, . . . , λm) =: D,

wobei die λi ∈ R die Eigenwerte vonA sind.
Für (i)⇒(ii) benutzen wir, dass man für λi ≥ 0 inR eineWurzel

√
λi ≥ 0 finden

kann.Wir setzen √
D := Diag

(√
λ1, . . . ,

√
λm

)
,

berechnen

A = PDP−1 = P
√
D
√
DP ∗ =

(√
DP ∗

)∗√
DP ∗

und haben (ii) bewiesen. Für (ii)⇒(iii) rechnen wir

v∗Av = v∗B∗Bv = (Bv)∗Bv = ‖Bv‖2 ≥ 0,

wobei wir die Standardnorm auf Cm benutzt haben. Für (iii)⇒(iv) beobachten
wir, dass (iii) natürlich auch fürD gilt, denn

v∗Dv = (Pv)∗APv ≥ 0.
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Mit v = ei sieht man so, dass λi ≥ 0 für alle i gelten muss. Damit gilt

det(A) = det(PDP−1) = det(D) = λ1 · · ·λm ≥ 0.

Mit A erfüllt auch jede Untermatrix, die durch Streichung derselben Zeilen wie
Spaltenentsteht, dieBedingung (iii).Damit sindalleHauptminorenvonAnicht-
negativ.
Aussage (iv)⇒(i) beweisen wir durch Induktion überm. Der Fallm = 1 ist klar.
Im allgemeinen Fall zeigen wir die Aussage nun durch Kontraposition, nehmen
also an, dass A nicht positiv semidefinit ist. Wenn genau eines der λi negativ
und alle anderen positiv sind, gilt offensichtlich det(A) < 0. Ansonsten wäh-
len wir zwei orthonormale Eigenvektoren v, w ∈ Cm von µA zu Eigenwerten
λi < 0, λj ≤ 0. Dazu finden wir r ∈ C, so dass

x := v + rw ∈ Cm

mindestens einenNulleintrag hat.Wennwir inxnundiesenEintrag und inAdie
entsprechende Zeile und Spalte streichen, erhalten wir eine Untermatrix Ã und
x̃ ∈ Cm−1 mit

x̃∗Ãx̃ = x∗Ax

= (v + rw)∗A(v + rw)

= v∗Av + rw∗Av + rv∗Aw + |r|2w∗Aw
= λi + |r|2λj < 0.

Also erfüllt Ã die Bedingung (iii) nicht. Da (i)⇒(iii) bereits bewiesen ist, erfüllt
Ã die Bedingung (i) nicht. Nach Induktionsvoraussetzung existiert also ein ne-
gativer Hauptminor von Ã und somit natürlich auch von A. Die Aussage über
symmetrische Matrizen ist klar aus dem Beweis.

Beispiel 6.4.5. Die Matrix

A =

 1 2 −1
2 4 −2
−1 −2 1


ist positiv semidefinit. Man kann zum Beispiel zuerst

pA = t3 − 6t2 = t2(t− 6)
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unddarausdieEigenwerte 0, 0, 6berechnen.EineONBdesR3 ausEigenvektoren
von µA ist zum Beispiel

v1 =
1√
2

 1
0
1

 , v2 =
1√
3

 −1
1
1

 , v3 =
1√
6

 1
2
−1

 .

Mit P = (v1, v2, v3) erhält man dann

P tAP = P−1AP = Diag(0, 0, 6) =: D

und für

B =
√
DP t =

 0 0 0
0 0 0
1 2 −1


gilt somitBtB = A.MankannvonAaber auchalle7Hauptminorenausrechnen,
sie sind alle nichtnegativ. 4

Auch die positive Definitheit kannman so ähnlich charakterisieren:

Satz 6.4.6. FürA ∈ Herm(C) sind äquivalent:

(i) A > 0.

(ii) A > 0 undA invertierbar.

(iii) A = B∗B für einB ∈ GLm(C).

(iv) v∗Av > 0 für alle v ∈ Cm \ {0}.

(v) Alle führendenHauptminoren vonA sind strikt positiv.

(vi) Es ist 〈v, w〉 := w∗Av ein Skalarprodukt aufCm

IstA ∈ Symm(R), so kann in (iii), (iv) und (vi) jeweilsR stattC gewählt werden.

Beweis. Die Äquivalenz von (i)-(iv) ist klar, bzw. wird genau wie in Satz 6.4.4 be-
wiesen. Es sind weiter (iv) und (vi) offensichtlich äquivalent. Zu (v) kommt man
direkt von (i) und der Beobachtung, dass sich (iv) und damit (i) auf Untermatri-
zen überträgt. Wir setzen schließlich (v) voraus und zeigen (iii) per Induktion
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überm. Der Induktionsanfangm = 1 ist dabei wieder klar. Im allgemeinen Fall
schreiben wir

A =

(
Ã v
v∗ a

)
mit Ã ∈ Herm−1(C), v ∈ Cm−1 und a ∈ R. Dann sind natürlich auch die führen-
den Hauptminoren von Ã strikt positiv und Ã erfüllt nach Induktionsvorausset-
zung (iii) und somit alle Bedingungen. Insbesondere ist Ã invertierbar und die
Spalten von Ã spannen alsoCm−1 auf.Wir eliminieren nunmit Spaltentransfor-
mationen v und mit den dazu konjugierten Zeilentransformationen v∗. Es gibt
also P ∈ GLm(C)mit

P ∗AP =

(
Ã 0
0 b

)
.

Es folgt
det(Ã) · b = det(P ∗AP ) = | det(P )|2 det(A) > 0

und daraus b > 0. Wir finden ein B̃ ∈ GLm−1(C)mit

Ã = B̃∗B̃

und erhalten mit

B =

(
B̃ 0

0
√
b

)
∈ GLm(C)

alsoB∗B = P ∗AP, alsoA = (BP−1)
∗
BP−1. Also erfülltA die Eigeschaft (iii).

Bemerkung 6.4.7. Für positive Definitheit reicht es aus, die führenden Haupt-
minoren zu betrachten. Für positive Semidefinitheit stimmt das nicht, wie man
an der Matrix (

0 0
0 −1

)
bereits sieht. 4
Beispiel 6.4.8. Die Matrix

A =

(
1 −1
−1 2

)
ist positiv definit, denn die führenden Hauptminoren sind 1 und det(A) = 1.
Also erhalten wir durch folgende Setzung ein Skalarprodukt aufR2:

〈(a, b)t, (c, d)t〉 = (c, d)A(a, b)t = ac− bc− ad+ 2bd. 4
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Kapitel 7

Bilinearformen

In diesem Kapitel seien V,W,X stets endlich dimensionale Vektorräume über
dem KörperK. Statt linearer Abbildungen betrachten wir nun sogenannte Bili-
nearformen. Skalarprodukte im reellen Fall sind Beispiele hierfür, aber wir ent-
wickeln die�eorie jetzt deutlich allgemeiner.

7.1 Grundbegriffe
Definition 7.1.1. (i) Eine Abbildung

β : V ×W → X

heißt (K)-bilinear, falls für jedes v ∈ V,w ∈ W die Abbildungen

β(v, ·) : W → X

β(·, w) : V → X

K-lineare Abbildungen sind.
(ii) ImFallX = K nenntmaneinebilineareAbbildungaucheine (K)-Bilinearform.

4

Beispiel 7.1.2. (i) Für jede Matrix A ∈ Matm,n(K) ist durch folgende Vorschrift
eine Bilinearform definiert:

βA : Km ×Kn → K

(v, w) 7→ vtAw.

181
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FürA = (aij)i,j kannman das so ausschreiben:

βA(v, w) =
m∑
i=1

n∑
j=1

viwjaij.

(ii) Ist V ein euklidischer Raum, so ist das Skalarprodukt

〈·, ·〉 : V × V → R

eine Bilinearform.
(iii) Sind f ∈ V ′, g ∈ W ′ Linearformen, so ist

f · g : V ×W → K

(v, w) 7→ f(v)g(w)

eine Bilinearform.
(iv) Die Matrixmultiplikation

Matm,r(K)×Matr,n(K)→ Matm,n(K)

(A,B) 7→ AB

ist eine bilineare Abbildung.
(v) Es ist

det : K2 ×K2 → K

(v, w) 7→ det(v, w)

eine Bilinearform.
(vi) Die Menge

BilK(V ×W,X)

aller bilinearen Abbildungen von V ×W nachX bildet einenK-Vektorraum, be-
züglich den punktweise definierten Verknüpfungen. 4

Für Bilinearformen gilt eine ähnliche Aussage wie Korollar 3.2.10 für lineare Ab-
bildungen:

Satz 7.1.3. Sei β : Km × Kn → K eine Bilinearform. Dann existiert genau einA ∈
Matm,n(K)mit

β = βA.
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Die Zuordnung

b : Matm,n(K)→ BilK(Km ×Kn, K)

A 7→ βA

ist ein Isomorphismus vonK-Vektorräumen.

Beweis. Für i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n setzen wir

aij := β(ei, ej)

und damitA = (aij)i,j. Für v ∈ Km, w ∈ Kn gilt dann

β(v, w) = β

(
m∑
i=1

viei,
n∑
j=1

wjej

)

=
m∑
i=1

n∑
j=1

viwjβ(ei, ej)

=
m∑
i=1

n∑
j=1

viwjaij = βA(v, w).

Für die zweite Gleichheit haben wir dabei die Bilinearität von β benutzt. Aus der
Gleichung

aij = βA(ei, ej) = β(ei, ej)

folgt direkt, dass A durch β eindeutig bestimmt ist. Somit ist b bijektiv und die
Linearität ist klar.

Konstruktion 7.1.4. Sei β : V ×W → K eine Bilinearform und v, w Basen von
V bzw.W.Dann ist

ϕv × ϕw : Km ×Kn → V ×W
(c, d) 7→ (ϕv(c), ϕw(d))

ein Isomorphismus und somit β ◦ (ϕv × ϕw) eine Bilinearform aufKm × Kn.
Nach Satz 7.1.3 gibt es eine eindeutig bestimmteMatrixA ∈ Matm,n(K)mit

β ◦ (ϕv × ϕw) = βA :
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V ×W β // K

Km ×Kn

ϕv×ϕw

OO

βA

99

DieseMatrix heißtDarstellungsmatrix von β bezüglich v undw.Wir verwenden
dafür die Notation

vMw(β).

Die Konstruktion von vMw(β) ist leicht, der (i, j)-Eintrag ist gerade

β ◦ (ϕv × ϕw)(ei, ej) = β(vi, wj).

Man erhält für v ∈ V,w ∈ W gerade

β(v, w) = ξv(v)tvMw(β)ξw(w). 4

Beispiel 7.1.5. (i) Sind e, e′ jeweils die Standardbasen vonKm undKn, so gilt für
jedesM ∈ Matm,n(K)

eMe′(βA) = A.

(ii) Für eine MatrixA = (aij)i,j ∈ Matm(K) definieren wir die Spur als

tr(A) :=
m∑
i=1

aii ∈ K.

Für die Bilinearform

β : Mat2(K)×Mat2(K)→ K

(A,B) 7→ tr(AB)

und die Basis

v =

((
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
erhalten wir

vMv(β) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 . 4
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Lemma 7.1.6. FürA,B ∈ Matm,n(K) sind äquivalent:

(i) A undB sind Darstellungsmatrizen derselben Bilinearform, nur bezüglich eventu-
ell unterschiedlicher Basen.

(ii) Es gibtP ∈ GLm(K) undQ ∈ GLn(K)mitP tAQ = B.

(iii) A undB sind äquivalent (siehe Definition 3.2.33).

Beweis. (i) ist genau die Existenz eines folgenden kommutativen Diagramms:

Km ×Kn

βA

%%
V ×W β //

ξv×ξw

OO

K

Km ×Kn

µP×µQ

55

ϕv′×ϕw′

OO

βB

99

Für c ∈ Km, d ∈ Kn gilt also

ctBd = βB(c, d) = βA◦(µP×µQ)(c, d) = βA(Pc,Qd) = (Pc)tA(Qd) = ctP tAQd.

Daraus folgt direktB = P tAQ, also (ii).
DamitP t natürlich auchP invertierbar ist, folgt die Äquivalenz von (ii) und (iii).
Unter der Annahme von (ii) betrachten wir folgendes kommutatives Diagramm:

Km ×Kn βA // K

Km ×Kn

µP×µQ

OO

βB

99

Es ist A immer eine Darstellungsmatrix von βA. Am Diagramm sieht man aber,
dass auchB eine Darstellungsmatrix von βA ist. Damit ist (i) gezeigt.

7.2 Symmetrische Bilinearformen
In diesem Abschnitt betrachten wir stets nur einen (endlich dimensionalen)K-
Vektorraum V und Bilinearformen auf V :

β : V × V → K.
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Nicht völlig überraschend wählen wir jetzt auch in beiden Kopien von V dieselbe
Basis v und betrachten die Darstellungsmatrix

vMv(β) ∈ Matm(K).

Zwei verschiedene DarstellungsmatrizenA,B ∈ Matm(K) von β erfüllen dabei
gerade

P tAP = B

für ein P ∈ GLm(K), wie man am Beweis von Lemma 7.1.6 direkt sieht.

Definition 7.2.1. A,B ∈ Matm(K) heißen kongruent, wenn P ∈ GLm(K) exi-
stiert mit

P tAP = B.

Das bedeutet gerade, dass A und B Darstellungsmatrizen derselben Binlinear-
formaufeinemRaumsind,nurbezüglicheventuell unterschiedlicherBasen (aber
in beiden Kopien jeweils dieselbe). 4

Bemerkung 7.2.2. Hier eine Übersicht über die bisher eingeführten Äquivalenz-
begriffe für Matrizen und ihre jeweilige Bedeutung:

A,B ∈ Matm,n(K) A,B ∈ Matm(K)
lineare Abbildungen P−1AQ = B äquivalent P−1AP = B ähnlich
Bilinearformen P tAQ = B äquivalent P tAP = B kongruent

Äquivalenz von zweiMatrizen kannmannachSatz 3.2.32 einfachdurchVergleich
des Rangs entscheiden. Ähnlichkeit kann man zumindest über C nach Korollar
5.5.15 durchVergleichder Jordan’schenNormalformentscheiden.MitKongruenz
beschäftigen wir uns im folgenden. 4

Definition 7.2.3. Eine Bilinearform β : V × V → K heißt symmetrisch, falls

β(v, w) = β(w, v)

für alle v, w ∈ V gilt. 4

Beispiel 7.2.4. (i) Die Bilinearform

β : Matm(k)×Matm(K)→ K

(A,B) 7→ tr(AB)



7.2. SYMMETRISCHE BILINEARFORMEN 187

ist symmetrisch (Übungsaufgabe).
(ii) Für

A =

(
0 1
0 0

)
ist die Bilinearform

βA : Q2 ×Q2 → Q(
(a, b)t, (c, d)t

)
7→ ad

ist nicht symmetrisch. 4

Lemma 7.2.5. Die Bilinearform β : V × V → K ist genau dann symmetrisch, wenn
eine/jede Darstellungsmatrix vMv(β) eine symmetrischeMatrix ist.

Beweis. Ist vMv(β) = A = At eine symmetrische Darstellungsmatrix von β, so
gilt für v, w ∈ V

β(v, w) = ξv(v)tAξv(w)

=
(
ξv(v)tAξv(w)

)t
= ξv(w)tAtξv(v)

= ξv(w)tAξv(v)

= β(w, v).

Ist umgekehrt β symmetrisch, so gilt für jede Basis v = (v1, . . . , vm) von V

β(vi, vj) = β(vj, vi),

also stimmen (i, j)- und (j, i)-Eintrag in der Darstellungsmatrix vMv(β) über-
ein.

Satz 7.2.6 (Hauptachsentransformation). SeiK ein Körper mit 1 + 1 6= 0.
(i) Zu jeder symmetrischen Bilinearform β : V × V → K existiert eine Basis v von V,
bezüglich der die Darstellungsmatrix vMv(β)Diagonalgestalt hat.
(ii) Zu jeder symmetrischenMatrixA = At ∈ Matm(K) existiert einP ∈ GLm(K) so
dassP tAP Diagonalgestalt hat.

Beweis. Wir beweisen (i) mit Induktion über m = dim(V ). Der Fallm = 1 ist
klar. Im allgemeinen Fall müssen wir eine Basis v konstruieren, so dass für i 6= j
immer β(vi, vj) = 0 gilt.
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Wir benutzen die sogenannte Polarisationsformel

2β(v, w) = β(v + w, v + w)− β(v, v)− β(w,w),

diemanmit Bilinearität und Symmetrie sofort nachrechnet. Fallsβ(v, v) = 0 für
alle v ∈ V gilt, gilt damit auch β(v, w) = 0 für alle v, w ∈ V und die Aussage ist
klar (jede beliebigeBasis führt zurNullmatrix).Manbeachte dasswir hier 1+1 6=
0 benutzt haben!
Es sei also v1 ∈ V mit β(v1, v1) 6= 0 gewählt. Dann ist

U := {v ∈ V | β(v1, v) = 0}

ein echter Untervektorraum vonV . Nach Induktionsvoraussetzung existiert also
eine Basis u von U mit β(ui, uj) = 0 für alle i 6= j. Nach Definition von U gilt
ausserdem β(v1, ui) = 0 für alle i. Wir müssen also nur noch zeigen, dass v =
(v1, u) eine Basis von V ist. Für v ∈ V gilt aber

v =
β(v1, v)

β(v1, v1)
v1 +

(
v − β(v1, v)

β(v1, v1)
v1

)
und der zweite Summand liegt offensichtlich inU . Somit ist v ein Erzeugenden-
system von V . Aus λv1 + u = 0 für ein u ∈ U folgt weiter

0 = β(v1, λv1 + u) = λβ(v1, v1) + β(v1, u) = λβ(v1, v1)

und daraus λ = 0. Das zeigt die lineare Unabhängigkeit von v. Aussage (ii) ist
wie üblich klar aus (i).

Bemerkung7.2.7. (i) Der letzte Beweis ist konstruktiv, wennman ihn iterativ an-
wendet. Für die symmetrische Bilinearform

β(A,B) = tr(AB)

aus Beispiel 7.1.5 (ii) erhalten wir so zum Beispiel die Basis

v1 =

(
1 0
0 0

)
, v2 =

(
0 0
0 1

)
, v3 =

(
0 1
1 0

)
, v4 =

(
0 1
−1 0

)
und damit als Darstellungsmatrix

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 −2

 .
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(ii)DerÜbergang vonA zuP tAP kannauch folgendermaßenaufgefasstwerden.
Wirwenden aufA elementare Zeilentransformationen an (das ist in derMultipli-
kationmitP t von links kodiert), führen jedeOperationaber simultanauchanden
Spalten durch (das ist in der Multiplikation mit P von rechts kodiert). Auf diese
Weise lässt sichA also aufDiagonalgestalt bringen. Daswollenwir auch symme-
trischen Gauß-Algorithmus nennen (siehe Konstruktion 7.2.11 unten). Starten
wir also mit der Matrix 

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


aus Beispiel 7.1.5 (ii), können wir so die Matrix aus (i) erhalten.
(iii) Eine symmetrische reelleMatrix A = At ∈ Matm(R) ist simultan als Endo-
morphismus und als Bilinearform diagonalisierbar! Satz 6.3.12 (iv) liefert ja eine
orthogonale Transformationsmatrix P , d.h. es gilt

P−1AP = P tAP = D.

(iv) Im Gegensatz zur Diagonalform eines Endomorphismus, wo in der Diago-
nalen stets die Eigenwerte stehen, ist eine diagonale Darstellungsmatrix einer
Bilinearformnicht eindeutig bestimmt! Ersetztmanbeispielsweise die Basisvek-
toren v1, . . . , vm durch λ1v1, . . . , λmvm für gewisse λi ∈ K \ {0}, so erhält man

β(λivi, λivi) = λ2
iβ(vi, vi).

DieDiagonaleinträge einer diagonalenDarstellungsmatrix können also jederzeit
mit Quadraten skaliert werden. ÜberR kann die Diagonalmatrix aus (i) also wei-
ter vereinfacht werden zu 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


und überC sogar zu 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
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Dabei verwendenwir dass inR eineWurzel aus 1
2
und inC eineWurzel aus jeder

Zahl existiert. 4

Satz 7.2.8 (Sylvester’scher Trägheitssatz). SeiK = R oderC und V ein endlich di-
mensionalerK-Vektorraummit symmetrischer Bilinearform β : V × V → K.
(i) IstK = C, so gibt es eine Basis v vonV mit

vMv(β) = Diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0).

Die Anzahl der auftretenden Einsen (undNullen) ist durch β eindeutig bestimmt.
(ii) IstK = R, so gibt es eine Basis v vonV mit

vMv(β) = Diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0).

Die Anzahl der Einträge 1,−1 und 0 ist dabei durch β jeweils eindeutig bestimmt.
(iii) JedesA = At ∈ Matm(C) ist kongruent zu einerMatrix

Diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0).

Die Anzahl der Einsen entspricht dem Rang vonA. Insbesondere sind zwei symmetrische
MatrizenA,B ∈ Matm(C) genau dann kongruent, wenn sie denselbenRang haben, also
äquivalent sind.
(iv) JedesA = At ∈ Matm(R) ist kongruent zu einerMatrix

Diag(1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0).

Die Anzahl der Einsen entspricht dabei der Anzahl von strikt positiven Eigenwerten von
A, die Anzahl von −1 der Anzahl von strikt negativen Eigenwerten (gerechnet inklusive
Vielfachheiten). Insbesondere sind zwei symmetrischeMatrizenA,B ∈ Matm(R) genau
dann kongruent, wenn sie jeweils dieselbe Anzahl an positiven und negativen Eigenwerten
haben.

Beweis. Die Existenz in (i) ist schon klarmit Satz 7.2.6 und Bemerkung 7.2.7 (iv).
Offensichtlich istdieAnzahlderEinsendabeiderRangvon vMv(β),welcherdurch
weitereKongruenz-Transformationenoffensichtlichnicht verändertwerdenkann.
Damit ist auch (iii) bereits bewiesen.
Die Existenz in (ii) ist ebenfalls klar mit Satz 7.2.6 und Bemerkung 7.2.7 (iv). Für
die Eindeutigkeit seien (v1, . . . , vm) und (w1, . . . , wm) zwei verschiedene Basen,
die je zu einerDarstellungsmatrix in der erwünschten Form führen.Wir nehmen
dabei o.B.d.A. folgende Sortierung an:

β(vi, vi) = 1 i = 1, . . . , r; β(wi, wi) = 1 i = 1, . . . , r′

β(vi, vi) ≤ 0 i = r + 1, . . . ,m; β(wi, wi) ≤ 0 i = r′ + 1, . . . ,m.
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Dann sind
v1, . . . , vr, wr′+1, . . . , wm

linear unabhängig. Aus

0 =
r∑
i=1

λivi︸ ︷︷ ︸
=:x

+
m∑

j=r′+1

γjwj︸ ︷︷ ︸
=:y

folgt nämlich x = −y und

0 ≤
∑
i

λ2
i = β(x, x) = β(−y,−y) = β(y, y) =

∑
j

γ2
j β(wj, wj)︸ ︷︷ ︸

≤0

≤ 0.

Daraus folgtλi = 0 für alle i = 1, . . . , r und daraus unmittelbar die Aussage.Wir
erhalten damitm = dim(V ) ≥ r +m− r′, also r ≤ r′. Aus Symmetriegründen
folgt r = r′, also stimmtdieAnzahl derEinsenüberein. Für−1unddamit0 argu-
mentiert man genau gleich. Aussage (iv) ist damit ebenfalls bewiesen, dennman
kann zunächst orthogonal diagonalisieren (Satz 6.3.12 (iv)), wobei die Eigenwer-
te auf der Diagonalen auftreten. Danach skaliert man positive Eigenwerte auf 1
und negative Eigenwerte auf−1.

Definition 7.2.9. Sei A ∈ Symm(R) eine reelle symmetrische Matrix. Sei s die
Anzahl der positiven Eigenwerte und t die Anzahl der negativen Eigenwerte von
A (gerechnet inklusive Vielfachheiten). Dann heißt das Paar (s, t) die Signatur
vonA. 4
Bemerkung 7.2.10. (i) Zwei reelle symmetrischeMatrizen sind genau dann kon-
gruent, wenn sie dieselbe Signatur besitzen.
(ii) Die Signatur kann man berechnen, ohne die Eigenwerte zu berechnen. Da-
bei bringt man dieMatrix mit dem symmetrischen Gauß-Algrithmus auf Diago-
nalform. Die Anzahl der positiven Diagonaleinträge ist die Anzahl der positiven
Eigenwerte, analog für negative Eigenwerte und Null.
(iii) Ist (s, t) die Signatur vonA, so ist s+ t gerade der Rang vonA.
(iv) Eine reelle symmetrische Matrix ist genau dann positiv semidefinit, wenn
sie Signatur (r, 0) mit r ≤ m hat. Sie ist genau dann positiv definit, wenn sie
Signatur (m, 0) hat. 4
Konstruktion 7.2.11 (Symmetrischer Gauß-Algorithmus). Sei K ein Körper mit
1+1 6= 0 undA = At ∈ Matm(K). Der folgende Algorithmus verwendet simul-
tane Zeilen- und Spaltentransformationen und produziert so eine zuA kongru-
ente Diagonalmatrix:
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(i) GiltA = 0, sind wir fertig.

(ii) Gibt es einenDiagonaleintragaii 6= 0, lässt dieser sichdurchVertauschung
der i-ten und ersten Zeile und danach der i-ten mit der ersten Spalte an
Position (1, 1) bringen. Gehe dann zu Schritt (iv).

(iii) Ist A 6= 0 und alle Diagonaleinträge sind gleich Null, gibt es aber einen
Eintrag aij 6= 0 und i < j. Durch Addition der j-ten zur i-ten Zeile und
der j-ten zur i-ten Spalte entsteht an der Stelle (i, i) der Eintrag 2aij 6= 0.
Gehe nun zu (ii).

(iv) Wir eliminieren alles unterhalb und rechts des (1, 1)-Eintrags. Da die Ma-
trix symmetrisch ist,werden jeweils dieselbenZeilen-wie Spaltentransfor-
mationen verwendet. Gehe dann zu (v).

(v) Gehe wieder zu (i), aber mit dem unteren rechten Block vonA anstelle von
A. 4

Beispiel 7.2.12. Wir betrachten

A =

 1 2 3
2 4 5
3 5 0

 ∈ Mat3(R)

und führendensymmetrischenGauß-Algorithmusdurch.DiewesentlichenSchrit-
te dabei sind:

A 

 1 0 0
0 0 −1
0 −1 −3

 
 1 0 0

0 −3 −1
0 −1 0

 
 1 0 0

0 −3 0
0 0 1

3

 .

Die Signatur von A ist also (2, 1) und man kann A auch noch weiter kongruent
transformieren zuDiag(1, 1,−1). 4

7.3 Quadratische Formen

Auch in diesem Abschnitt seiK stets ein Körpermit 1 + 1 6= 0 und V ein endlich
dimensionalerK-Vektorraum.
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Definition 7.3.1. Eine Abbildung

q : V → K

heißt quadratische Form auf V , wenn es r ∈ N, f1, . . . , fr, g1, . . . gr ∈ V ′ gibt
mit

q(v) =
r∑
i=1

fi(v)gi(v)

für alle v ∈ V . 4

Proposition 7.3.2. (i) Ist q : V → K eine quadratische Form, so ist

βq : V × V → K

(v, w) 7→ 1
2

(q(v + w)− q(v)− q(w))

eine symmetrische Bilinearform aufV .
(ii) Ist β : V × V → K eine symmetrische Bilinearform aufV , so ist

qβ : V → K

v 7→ β(v, v)

eine quadratische Form aufV .
(iii) Die Konstruktionen aus (i) und (ii) sind invers zueinander.

Beweis. Übungsaufgabe.

Satz 7.3.3. Sei q : V → K eine quadratische Form.
(i) Zu jeder Basis v vonV existiert eine symmetrischeMatrixA = At ∈ Matm(K)mit

q(v) = ξv(v)tAξv(v)

für alle v ∈ V .
(ii) Es existiert eine Basis v vonV und eine DiagonalmatrixD ∈ Matm(K)mit

q(v) = ξv(v)tDξv(v)

für alle v ∈ V .

Beweis. Folgt direkt aus Proposition 7.3.2, Konstruktion 7.1.4 und Satz 7.2.6.
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Beispiel 7.3.4. AufK2 definieren wir folgende quadratische Form:

q((a, b)t) := a2 + ab− 2b2 = (a, b)

(
1 1

2
1
2
−2

)(
a
b

)
.

Wir bringen

A =

(
1 1

2
1
2
−2

)
mit dem symmetrischen Gauß-Algorithmus auf folgende Diagonalgestalt:

D =

(
1 0
0 −9

)
.

Es gibt also eine invertierbare Matrix P ∈ Mat2(K)mit

q̃((a, b)t) := q(P (a, b)t) = a2 − 9b2.

Gilt inK sogar 1+1+1 6= 0 so könnenwir dabei sogar die Forma2−b2 erreichen.
4

Beispiel 7.3.5 (Quadratische Gleichungen im R2). Sei q eine quadratische Form,
f eine Linearform aufR2 und r ∈ R.Wir wollen inR2 alle Lösungen der quadra-
tischen Gleichung

q(a, b) + f(a, b) + r = 0

bestimmen.
Bis auf Basiswechsel können wir q auf eine der folgenden Formen bringen (mit
Hauptachsentransformation bzw. dem Sylvester’schem Trägheitssatz):

q(a, b) = 0
a2, −a2,
a2 + b2, a2 − b2, −a2 − b2.

Dabei ändert sich f natürlich auch, bleibt aber eine Linearform. Für das Lösen
der Gleichung können wir den letzten Fall in Zeile 2 und 3 ignorieren, indemwir
alles mit−1multiplizierenWir schreiben (das neue) f dann als

f(a, b) = sa+ tb

mit s, t ∈ R und stellen fest, dass man durch eine Translation

(a, b) 7→ (a+ λ, b+ γ)
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jeden linearen Term in f eliminieren kann, der quadratisch in q auftritt. Jeder
nicht-eliminierbare lineare Termkanndurch Skalierungder entsprechendenKo-
ordinate dann noch normiert werden. Insgesamt ergeben sich (nach Basiswech-
sel und Translation) also folgendeNormalformen für unsere Gleichungen:

a+ b+ r = 0, a2 + b+ r = 0, a2 + b2 + r = 0, a2 − b2 + r = 0.

Der erste Fall ist nicht besonders interessant, die Lösungsmenge ist eine (affine)
Gerade inR2. Den zweiten Fall kannman durch b 7→ −b− r auf die Gestalt

b = a2

bringen,man erhält als Lösungsmenge also gerade die Standardparabel. Imdrit-
ten Fall erhält man für r > 0 gar keine Lösung und für r = 0 nur den Nullpunkt.
Für r < 0 kann man durch Skalierung der Koordinaten noch r = −1 erreichen
und erhält die Standard-Kreisgleichung:

a2 + b2 = 1.

Ist im letzten Fall r = 0, erhält man wegen a2 − b2 = (a + b)(a − b) eine Verei-
nigung von zwei Geraden als Lösungsmenge. Ansonsten kannman wieder r = 1
oder r = −1 erreichen. Wenn man mit −1 multipliziert sowie a und b vertau-
schen, bleibt nur der Fall

a2 = 1 + b2,

der gerade die Standard-Hyperbel als Lösungsmenge hat. Die Lösungsmengen
der drei echt-quadratischen Fälle sind also genau die folgenden:

Parabel Kreis Hyperbel 4
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Kapitel 8

Konvexität

In diesemKapitel beschäftigenwir unsmit Systemen linearerUngleichungen. Das
führt zunächst zum Begriff des Halbraums und danach direkt zu dem einer kon-
vexenMenge. Besonderen Schwerpunkt legenwir dann auf Polytope und Polyeder,
die sowohl geometrisch schön sind, als auch in der Optimierung eine besonders
wichtige Rolle spielen.
In diesem gesamten Kapitel arbeiten wir ausschließlich im reellen Vektorraum
V = Rm. Dabei verwenden wir wenn nötig das Standardskalarprodukt und die
davon induzierte Norm.

8.1 Grundbegriffe
Definition 8.1.1. (i) Eine Teilmenge S ⊆ Rm heißt konvex, wenn für alle a, b ∈ S
und λ ∈ [0, 1] stets

λa+ (1− λ)b ∈ S
gilt.
(ii) Eine TeilmengeK ⊆ Rm heißt konvexer Kegel, wenn sie konvex ist und zu-
sätzlich für a ∈ K und λ ≥ 0 stets λa ∈ K gilt. 4

Bemerkung 8.1.2. (i) Für a 6= b ∈ Rm ist die Menge

Ga,b := {λa+ (1− λ)b | λ ∈ R}

ein affinerUnterraumderDimension 1, der sowohla als auch b enthält.Die zwei-
te Aussage erhält man für λ = 0 bzw. λ = 1, die erste folgt aus der Gleichung

λa+ (1− λ)b = a+ (1− λ)(b− a).

197
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Also istGa,b gerade die Gerade durch a und b. Wenn man sich nun auf λ ∈ [0, 1]
beschränkt, erhältman nur den Teil der Geraden, der zwischen a und b liegt. Es ist

[a, b] := {λa+ (1− λ)b | λ ∈ [0, 1]} ⊆ Rm

also die Verbindungstrecke zwischen a und b.
EineMenge ist also konvex, wenn siemit je zwei Punkten auch jeden Punkt ihrer
Verbindungsstrecke enthält:

nicht konvex konvex

(ii) Eine Menge K ist genau dann ein konvexer Kegel, wenn sie abgeschlossen
unter positiver Skalierung und unter Summen ist:

R≥0 ·K ⊆ K, K +K ⊆ K.

4

Definition 8.1.3. Für jedes 0 6= v ∈ Rm und r ∈ R ist

Hv,r :=
{
a ∈ Rm | vta = 〈v, a〉 ≥ r

}
einekonvexeMenge,genanntHalbraum.DabeiheißtvNormalenvektordesHalb-
raums. Ein Halbraum ist genau die Lösungsmenge einer einzelnen (inhomoge-
nen) linearen Ungleichung. Die Menge

Rv,r := {a ∈ Rm | 〈v, a〉 = r}

ist eine affine Hyperebene im Halbraum, genannt dessen Rand. Der Normalen-
vektor v zeigt in Richtung desHalbraumsHv,r, die Zahl r bestimmt dieWeite der
Verschiebung vomUrsprung in Richtung v.
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v

Hv,r

Rv,r

4
Proposition 8.1.4. (i) JederHalbraum inRm ist konvex. Es istHv,r genau dann ein kon-
vexer Kegel, wenn r = 0 gilt.
(ii)DerDurchschnitt von (beliebig vielen) konvexenMengen inRm istwieder konvex.Das-
selbe stimmt für konvexe Kegel.
(iii) Für jede TeilmengeS ⊆ Rm existiert die kleinste konvexe ObermengeKonv(S), wir
bezeichnen sie als konvexeHülle vonS. Es gilt

Konv(S) =

{
n∑
i=1

λiai | n ∈ N, ai ∈ S, λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1

}
.

(iv) FürS ⊆ Rm existiert der kleinste konvexeOberkegelKK(S), wir nennen ihn den von
S erzeugten konvexenKegel. Es gilt

KK(S) :=

{
n∑
i=1

λiai | n ∈ N, ai ∈ S, λi ≥ 0

}
.

(v)Das InnereundderAbschluss einer konvexenMenge inRm istwieder eine konvexeMen-
ge.DerAbschluss eines konvexenKegels istwieder einkonvexerKegel.Das Innere eines kon-
vexen Kegels, zusammenmit demUrsprung, ist wieder ein konvexer Kegel.

Beweis. Die Konvexität in (i) rechnet man direkt nach: für a, b ∈ Hv,r und λ ∈
[0, 1] gilt

〈v, λa+ (1− λ)b〉 = λ〈v, a〉+ (1− λ)〈v, b〉 ≥ λr + (1− λ)r = r,

also λa+ (1− λ)b ∈ Hv,r.
Da konvexe Kegel immer 0 enthalten, folgt r ≤ 0 für jeden konvexen KegelHv,r.
Wäre r < 0, so wäre−γv ∈ Hv,r für kleines positives γ. Dann wäre aber−λv ∈
Hv,r für alle λ ≥ 0, ein offensichtlicherWiderspruch, denn

r ≤ 〈v,−λv〉 = −λ‖v‖2
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kann nicht für alle λ ≥ 0 gelten.
Aussage (ii) ist offensichtlich. Damit ist die Existenz vonKonv(S) klar, es ist ein-
fach der Durchschnitt aller konvexen Obermengen von S. Wir bezeichnen die
Menge rechts in (iii) mitC. Die Konvexität vonC sieht man direkt:

λ

(∑
i

λiai

)
+ (1− λ)

(∑
i

γibi

)
=
∑
i

λλiai +
∑
i

(1− λ)γibi

und das ist erneut eine Darstellung inC, denn es gilt∑
i

λλi +
∑
i

(1− λ)γi = λ
∑
i

λi + (1− λ)
∑
i

γi = λ+ (1− λ) = 1.

DaC offensichtlich S enthält, folgt daraus direktKonv(S) ⊆ C. Sei umgekehrt
a ∈ C, also a =

∑n
i=1 λiai mit den geforderten Eigenschaften. Wir zeigen a ∈

Konv(S) mit Induktion über n. Der Fall n = 1 ist klar. Im allgemeinen Fall be-
trachten wir die Darstellung

a = (1− λn)
n−1∑
i=1

λi
1− λn︸ ︷︷ ︸

=:γi

ai + λnan

und berechnen

n−1∑
i=1

γi =
n−1∑
i=1

λi
1− λn

=

∑n−1
i=1 λi

1− λn
=

1− λn
1− λn

= 1.

Somit können wir auf

b :=
n−1∑
i=1

γiai ∈ C

die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten b ∈ Konv(S). Wegen

a = λnan + (1− λn)b

enthält die konvexe MengeKonv(S)mit an und b also auch a.
Aussage (iv) folgt direkt aus (iii), da man zusätzlich nur nochmit positiven Zah-
len skalieren muss. Aussage (v) ist Übungsaufgabe.
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Satz 8.1.5 (Satz von Carathéodory). FürS ⊆ Rm gilt:
(i)KK(S) = {

∑m
i=1 λiai | ai ∈ S, λi ≥ 0} .

(ii)Konv(S) =
{∑m+1

i=1 λiai | ai ∈ S, λi ≥ 0,
∑m+1

i=1 λi = 1
}
.

Beweis. (i): Wähle für a ∈ KK(S) eine Darstellung

a =
n∑
i=1

λiai

vonminimaler Länge (insbesondere sind alleλi > 0). Dann sind a1, . . . , an linear
unabhängig. Gäbe es nämlich eine Linearkombination

n∑
i=1

γiai = 0

mit nicht allen γi = 0, so können wir o.B.d.A. folgendes annehmen:

γi ≤ 0 (i = 1, . . . , r − 1) und γi > 0 (i = r, . . . , n)

sowie
λi
γi
≥ λn
γn

(i = r, . . . , n).

Dann gilt

a =
n−1∑
i=1

λiai + λnan

=
n−1∑
i=1

λiai − λn

(
n−1∑
i=1

γi
γn
ai

)

=
n−1∑
i=1

(
λi −

λn
γn
γi

)
ai

und das ist eine Positivkombination mit weniger als n Summanden, ein Wider-
spruch. Aus der linearen Unabhängigkeit folgt natürlich n ≤ m, die gewünschte
Aussage.
(ii): Wir definieren

Shom :=

{(
a
1

)
| a ∈ S

}
⊆ Rm+1.
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Dann gilt offensichtlich

Konv(S) =

{
a ∈ Rm |

(
a
1

)
∈ KK(Shom)

}
undda jedesElement vonKK(Shom) einePositivkombination vonm+1Vektoren
aus Shom ist, gilt dasselbe für Elemente ausKonv(S).

Bemerkung 8.1.6. (i) Jeder Punkt der konvexen Hülle von 4 Punkten im R2 ist
bereits eine Konvexkombination von 3 der Punkte:

(ii) Die Schrankem bzw.m + 1 kann im Allgemeinen nicht verbessert werden,
wir man bereits an der konvexen Hülle von 3 Punkten imR2 sieht:

a

4

Korollar 8.1.7. (i) IstS endlich, so istKK(S) abgeschlossen.
(ii) IstS ⊆ Rm kompakt, so auchKonv(S).

Beweis. (i): Nach dem Beweis von Satz 8.1.5 (i) gilt

KK(S) =
⋃

S′⊆S linear unabhängig

KK(S ′).

Ist S endlich, so auch diese Vereinigung. Es genügt also, die Abgeschlossenheit
für jedes solche S ′ zu zeigen. Jede linear unabhängige Menge von Vektoren lässt
sichabermit einemIsomorphismusdesRm zureinerderMengenEr := {e1, . . . , er}
mit r ≤ m transformieren. Da Isomorphismen (und ihre Umkehrabbildungen)
stetig sind, genügt es, die Abgeschlossenheit von allenKK(Er) zu zeigen. Die ist
aber offensichtlich.
Für (ii) sei

∆ :=

{
(λ1, . . . , λm+1) ∈ Rm+1 | λi ≥ 0,

∑
i

λi = 1

}
.
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Dann ist∆ ⊆ Rm+1 kompakt und somit auch

T := S× · · ·×︸ ︷︷ ︸
m+1

S ×∆ ⊆ R(m+1)2 .

Nach Satz 8.1.5 (ii) istKonv(S) aber das Bild von T unter der stetigen Abbildung

(a1, . . . , am+1, λ1, . . . , λm+1) 7→
m+1∑
i=1

λiai

und somit selbst kompakt.

Bemerkung 8.1.8. Für kompaktes S muss KK(S) nicht abgeschlossen sein. Ist
beispielsweise S ⊆ R2 eine Kreisscheibe, deren Rand den Ursprung enthält, er-
hält man als erzeugten Kegel einen offenen Halbraum samt Ursprung im Rand:

4

8.2 Trennungssätze
Satz 8.2.1. SeienS, T ⊆ Rm konvex,S abgeschlossen undT kompakt, mit

S ∩ T = ∅.

Dann existieren 0 6= v ∈ Rm, r ∈ RmitS ⊆ Hv,r \Rv,r und T ⊆ Rm \Hv,r.

Hv,r

Rv,r

S

T
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Beweis. DaS abgeschlossen undT kompakt ist, existieren Punkte s0 ∈ S, t0 ∈ T
mit minimalem Abstand zueinander:

d := ‖s0 − t0‖ ≤ ‖s− t‖ ∀s ∈ S, t ∈ T.

Aus S ∩ T = ∅ folgt s0 6= t0 und d > 0. Wir setzen nun v := s0 − t0. Wegen

0 < ‖v‖2 = 〈v, s0 − t0〉 = 〈v, s0〉 − 〈v, t0〉

können wir ein r ∈ Rmit

〈v, t0〉 < r < 〈v, s0〉

wählen und betrachten dazuHv,r. Für jedes s ∈ S und λ ∈ [0, 1] gilt

d2 ≤ ‖λs+ (1− λ)s0︸ ︷︷ ︸
∈S

−t0‖2

= ‖λ(s− s0) + v‖2

= λ2‖s− s0‖2 + 2λ〈s− s0, v〉+ ‖v‖2

mitGleichheit fürλ = 0. Deshalbmuss die Ableitung des letzten Ausdrucks nach
λ an der Stelle 0 nichtnegativ sein, d.h. 〈s− s0, v〉 ≥ 0, also

〈s, v〉 ≥ 〈s0, v〉 > r,

also S ⊆ Hv,r \Rv,r. Ganz analog folgt T ⊆ Rm \Hv,r.

Bemerkung 8.2.2. Die Kompaktheit einer der beiden Mengen ist notwendig für
die strikte Trennungsaussage. Im folgenden Beispiel kommt für die Trennung
nur ein Halbraum in Frage, die rote Menge berührt notwendigerweise dessen
Rand:

Rv,r

4
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Korollar 8.2.3. (i) Sei S ⊆ Rm konvex und abgeschlossen. Für jedes a ∈ Rm \ S exi-
stieren dann 0 6= v ∈ Rm und r ∈ Rmit

S ⊆ Hv,r \Rv,r und a ∈ Rm \Hv,r.

(ii) Sei S ⊆ Rm eine konvexe Menge und a ∈ ∂S. Dann existiert 0 6= v ∈ Rm und
r ∈ Rmit

S ⊆ Hv,r und a ∈ Rv,r.

(iii) FürS ⊆ Rm gilt
Konv(S) =

⋂
S⊆HHalbraum

H.

Beweis. (i) ist klar aus Satz 8.2.1, denn T := {a} ist kompakt.
Für (ii) wählen wir eine Folge (an)n∈Nmit an → a und an /∈ S für alle n. Nach (i)
gibt es 0 6= vn ∈ Rm, rn ∈ Rmit

〈vn, an〉 < rn und S ⊆ Hvn,rn

für alle n. Beim Skalieren des Tupels (vn, rn)mit einer beliebigen positiven Zahl
bleiben diese beiden Eigenschaften erhalten. Wir können also o.B.d.A. ‖vn‖ = 1
für alle n annehmen. Aus S ⊆ Hvn,rn folgt dann sofort auch die Beschränktheit
der rn (z.B. aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung). Damit gilt o.B.d.A. vn → v
für ein 0 6= v ∈ Rm und rn → r ∈ R. Aus Stetigkeitsgründen folgt 〈v, a〉 ≤ r
und S ⊆ Hv,r. Wegen a ∈ S folgt a ∈ Rv,r.
Für (iii) beobachten wir, dass mit jedemHalbraum auch der große Durchschnitt
rechts konvex und abgeschlossen ist. Er enthält alsoKonv(S). Ist umgekehrt a /∈
Konv(S), so gibt es nach (i) einen über S liegenden Halbraum, der a nicht ent-
hält. Somit gehört a auch nicht zumDurchschnitt aller Halbräume über S.

Bemerkung 8.2.4. Die Aussage von Korollar 8.2.3 (iii) kann man auch folgen-
dermaßen formulieren: Jede abgeschlossene konvexe Menge ist die Lösungsmenge eines
(uendlichen) Systems (inhomogener) linearer Ungleichungen. 4
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Definition 8.2.5. Ein Rv,r wie in Korollar 8.2.3 (ii) heißt Stützhyperebene an S
durch a. 4

Definition 8.2.6. Für eine Menge S ⊆ Rm nennen wir

S∨ := {a ∈ Rm | ∀s ∈ S : 〈s, a〉 ≥ 0} =
⋂
s∈S

Hs,0

den zu S dualenKegel.Offensichtlich handelt es sich dabei stets um einen abge-
schlossenen konvexen Kegel. 4

Beispiel 8.2.7. Für S = KK({(1, 0)t, (1, 1)t}) ⊆ R2 gilt

S∨ = H(1,0)t,0 ∩H(1,1)t,0 = KK((0, 1)t, (1,−1)t).

SS∨

4

Korollar 8.2.8 (Bidualsatz). FürS ⊆ Rm gilt

(S∨)
∨

= KK(S).

Beweis. NachDefinitiongilt offensichtlichS ⊆ (S∨)∨ undhier ist die rechteSeite
ein abgeschlossener konvexer Kegel. Das zeigt (S∨)∨ ⊇ KK(S). Sei umgekehrt
a /∈ KK(S).Nach Korollar 8.2.3(i) gibt es 0 6= v ∈ Rm und r ∈ Rmit

〈v, a〉 < r und 〈v, b〉 ≥ r für alle b ∈ KK(S).

Es kann nun kein b ∈ KK(S)mit 〈v, b〉 < 0 geben, denn 〈v, λb〉wäre dann nicht
nach unten durch r beschränkt, für alle λ > 0. Aus 0 ∈ KK(S) folgt außer-
dem r ≤ 0. Wir können also r durch 0 ersetzen und erhalten die gewünschten
Bedingungen. Das besagt aber gerade v ∈ S∨ und a /∈ (S∨)∨, die gewünschte
Aussage
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8.3 Polyeder und Polytope
Definition8.3.1. (i) EinPolyeder ist ein endlicherDurchschnitt vonHalbräumen,
bzw. die Lösungsmenge eines endlichen Systems von (inhomogenen) linearen
Ungleichungen.
(ii) Ein Polytop ist die konvexe Hülle einer endlichenMenge.

4
Der folgende Satz gibt ein Kriterium für die Lösbarkeit eines linearen Unglei-
chungssystems an (bzw. für die Frage, wann ein Polyeder nichtleer ist):

Satz 8.3.2 (Lemma von Farkas). Für v1, . . . , vn ∈ Rm \{0}und r1, . . . , rn ∈ R sind
äquivalent:

(i) Es gibt ein a ∈ Rmmit 〈v1, a〉 ≥ r1, . . . , 〈vn, a〉 ≥ rn.

(ii) InRm+1 gilt

em+1 /∈ KK

((
v1

r1

)
, . . . ,

(
vn
rn

))
.

Beweis. Nehmenwir zunächst an dass (i) gilt, (ii) aber nicht. Dann existieren a ∈
Rmmit

〈v1, a〉 ≥ r1, . . . , 〈vn, a〉 ≥ rn,

λ1, . . . , λn ≥ 0mit
∑

i λivi = 0 und
∑

i λiri = 1. Damit gilt

0 = 〈0, a〉 =

〈∑
i

λivi, a

〉
=
∑
i

λi〈vi, a〉 ≥
∑
i

λiri = 1,

einWiderspruch. Somit haben wir "(i)⇒(ii)" gezeigt.
Wenn umgekehrt (ii) gilt, dann gibt es nachKorollar 8.1.7 (i) undKorollar 8.2.3 (i)
ein (a, s)t ∈ Rm+1 = Rm × R und r ∈ Rmit

〈a, λvi〉+ λris > r > s
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für i = 1, . . . , n und alle λ ≥ 0. Für λ = 0 ergibt sich s < 0. Wenn wir die
Ungleichung durch λ > 0 und−s > 0 dividieren, erhalten wir

〈−1
s
a, vi〉 − ri > −

1

λ

und daraus folgt
〈−1

s
a, vi〉 − ri ≥ 0,

die gewünschte Aussage (i).

Beispiel 8.3.3. Wir betrachten das System

−x1 + 2x2 ≥ 1

x1 − x2 ≥ 1

x1 + x2 ≥ 0

Wirmüssen also den von

x =

 −1
2
1

 , y =

 1
−1
1

 , z =

 1
1
0


erzeugtenKegel inR3 betrachten. Es sind aberx, y, z linear unabhängig, also be-
sitzt e3 eine eindeutige Darstellung als

e3 = 2
5
x+ 3

5
y − 1

5
z

und der dritte Koeffizient ist negativ.Wegen e3 /∈ KK(x, y, z) besitzt das System
von Ungleichungen also eine Lösung. 4

Korollar 8.3.4. Seien v1, . . . , vn ∈ Rm linear unabhängig. Dann besitzt das lineare
Ungleichungssystem

〈v1, x〉 ≥ r1, . . . , 〈vn, x〉 ≥ rn

für jedeWahl der ri eine Lösung.

Beweis. Es gilt offensichtlich em+1 /∈ KK

((
v1

r1

)
, . . . ,

(
vn
rn

))
, ansonsten

wären v1, . . . , vn linear abhängig. Die Lösbarkeit folgt also aus Satz 8.3.2.



8.3. POLYEDER UND POLYTOPE 209

Nachdem wir nun ein Kriterium für die Lösbarkeit von linearen Ungleichungs-
systemen kennen, untersuchen wir im Folgenden, ob und wie man die Lösungs-
menge auch mit endlich vielen Daten vollständig angeben kann. Dazu beweisen
wir zunächst einige Hilfsaussagen.

Lemma 8.3.5. Für v1, . . . , vn ∈ Rm \ {0} betrachten wir den konvexen Kegel

S := {(a, b) ∈ Rm × Rn | 〈vj, a〉 ≥ bj, j = 1, . . . , n} .

Mit

T = {±(ei, 〈v1, ei〉, . . . , 〈vn, ei〉) | i = 1, . . . ,m} ∪ {(0,−ej) | j = 1, . . . , n}

gilt dann
S = KK(T ).

Insbesondere istS ein endlich erzeuger konvexer Kegel.

Beweis. Jedes Element von T gehört offensichtlich zu S. Da S offensichtlich ein
konvexerKegel ist, istS ⊇ KK(T )gezeigt.EinallgemeinesElementvonS schrei-
ben wir als

(a, b) = (a, 〈v1, a〉, . . . , 〈vn, a〉) + (0, b1 − 〈v1, a〉︸ ︷︷ ︸
≤0

, . . . , bn − 〈vn, a〉︸ ︷︷ ︸
≤0

).

Der erste Summand ist dabei eine Positivkombination von Elementen des ersten
Typs inT , der zweite eine solche vonElementen des zweiten Typs.Damit ist auch
"⊆" gezeigt.

Lemma 8.3.6. Sei P = KK({a1, . . . , an}) ⊆ Rm ein endlich erzeugter Kegel und
0 6= v ∈ Rm. Dann ist

P ∩Rv,0 = KK(T )

wieder ein endlich erzeugter Kegel, wobei

T := {ai | ai ∈ Rv,0} ∪ {〈v, ai〉aj − 〈v, aj〉ai | 〈v, ai〉 > 0, 〈v, aj〉 < 0} .

Rv,0

T
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Beweis. Man rechnet T ⊆ P ∩ Rv,0 sofort nach. Daraus folgt natürlich direkt
KK(T ) ⊆ P ∩Rv,0. Für die Umkehrung definieren wir

P = {i | 〈v, ai〉 > 0}
Z = {i | 〈v, ai〉 = 0}
N = {i | 〈v, ai〉 < 0} .

Ein allgemeines Element a ∈ P ∩Rv,0 schreiben wir als

a =
∑
i∈P

λiai +
∑
k∈Z

λkak +
∑
j∈N

λjaj

mit allen λl ≥ 0. Aus a ∈ Rv,0 folgt

0 = 〈v, a〉 =
∑
i∈P

λi 〈v, ai〉︸ ︷︷ ︸
>0

+
∑
k∈Z

λk 〈v, ak〉︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑
j∈N

λj 〈v, aj〉︸ ︷︷ ︸
<0

und daraus ∑
i∈P

λi 〈v, ai〉︸ ︷︷ ︸
>0

= −
∑
j∈N

λj 〈v, aj〉︸ ︷︷ ︸
<0

=: d ≥ 0

Im Fall d = 0 ist die Aussage klar, da in der Darstellung von a nur Summanden
des Typs Z auftreten, die entsprechenden ak gehören alle zu T . Sei also d > 0.
Dann gilt

a =
∑
k∈Z

λkak +
∑
i∈P

1
d
dλiai +

∑
j∈N

1
d
dλjaj

=
∑
k∈Z

λkak +
∑

i∈P,j∈N

−1
d
λjλi〈v, aj〉ai +

∑
j∈N ,i∈P

1
d
λiλj〈v, ai〉aj

=
∑
k∈Z

λkak +
∑

i∈P,j∈N

1
d
λjλi (〈v, ai〉aj − 〈v, aj〉ai) .

Die auftretenden Koeffizienten sind alle≥ 0 und daraus folgt a ∈ KK(T ).

Satz 8.3.7 (Satz vonMinkowski-Weyl, Teil 1). (i) Für v1, . . . , vn ∈ Rm ist

C := {a ∈ Rm | 〈v1, a〉 ≥ 0, . . . , 〈vn, a〉 ≥ 0}

stets ein endlich erzeugter konvexer Kegel.
(ii) Jeder kompakte Polyeder ist ein Polytop.
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Beweis. (i): Wir betrachten

S := {(a, b) ∈ Rm × Rn | 〈vj, a〉 ≥ bj, j = 1, . . . , n} .

NachLemma8.3.5 handelt es sichbeiS umeinenendlich erzeugtenkonvexenKe-
gel.Wir verwendennun iterativLemma8.3.6undsehen,dassdie folgendeMenge
ebenfalls ein endlich erzeugter konvexer Kegel ist:

S̃ := {(a, 0) ∈ Rm × Rn | 〈vj, a〉 ≥ 0, j = 1, . . . , n} .

Wenn er von Elementen (
a1

0

)
, . . . ,

(
ar
0

)
erzeugt wird, dann erzeugen die Elemente a1, . . . , ar offensichtlichC.
Für (ii) sei

P = {a ∈ Rm | 〈vi, a〉 ≥ ri, i = 1, . . . , n} ⊆ Rm

ein kompakter Polyeder. Wir betrachten dann

P hom :=

{(
λa
λ

)
| a ∈ P, λ ≥ 0

}
⊆ Rm+1.

BeiP hom handelt es sich um einen konvexen Kegel, der von endlich vielen homo-
genen linearen Ungleichungen definiert wird. Für γ > 0, b ∈ Rm gilt nämlich(

b
γ

)
∈ P hom ⇔ b/γ ∈ P

⇔ 〈vi, b/γ〉 ≥ ri, i = 1, . . . , n

⇔ 〈vi, b〉 − riγ ≥ 0, i = 1, . . . , n

⇔
〈(

vi
−ri

)
,

(
b
γ

)〉
≥ 0, i = 1, . . . , n.

Weiter gilt für b ∈ Rm

0 ≤
〈(

vi
−ri

)
,

(
b
0

)〉
= 〈vi, b〉 ⇔ b = 0 ⇔

(
b
0

)
∈ P hom.

Fürdie erste der beidenÄquivalenzenbenutzenwir dieKompaktheit vonP , denn
der Halbstrahl in Richtung b an jedem Punkt vonP liegt unter der linken Annah-
me ganz in P .
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Nach (i) ist nun P hom ein endlich erzeugter Kegel. Wenn wir Erzeuger der Form(
a1

1

)
, . . . ,

(
ar
1

)
wählen, gilt offensichtlich P = Konv(a1, . . . , ar).

Bemerkung 8.3.8. (i) Satz 8.3.7 (ii) besagt, dass man die Lösungsmenge eines
Systems linearen Ungleichungen mit endlich vielen Daten vollständig angeben
kann (zumindest im Fall einer kompakten Lösungsmenge). Man kann endlich
viele Lösungen finden, aus denen jede andere Lösungen als Konvexkombination
hervorgeht.
(ii) Der Beweis von Satz 8.3.7 ist konstruktiv.Wennwirmit Ungleichungen fürC
oder P beginnen, erhalten wir konkrete Ungleichungen für S aus Lemma 8.3.5
und mit Lemma 8.3.6 explizite Erzeuger für C bzw. P . Wir haben also eine Me-
thode gefunden, um ein System von linearenUngleichungen vollständig lösen zu
können (zumindest unter der Kompaktheitsannahme). 4

Beispiel 8.3.9. (i) Um den Rechenaufwand möglichst gering zu halten, schauen
wir uns ein sehr einfaches Beispiel an.Dazu seiP ⊆ R1 der von denGleichungen
−1 ≤ x und x ≤ 1 definierte Polyeder. Der Polyeder P hom ⊆ R2 wird dann von
den beiden Gleichungen x+ y ≥ 0 und−x+ y ≥ 0 definiert.

P

P homy

x

Die dazugehörige Menge

S =
{

(a, b) ∈ R2 × R2 | a1 + a2 ≥ b1, a2 − a1 ≥ b2

}
wird nach Lemma 8.3.5 von der folgendenMenge von Spaltenvektoren erzeugt:

1 −1 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0
1 −1 1 −1 −1 0
−1 1 1 −1 0 −1

 .
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Wir eliminieren nun durch Konvexkombinationen von jeweils zwei der Vektoren
alle Einträge in der dritten Zeile (wie in Lemma 8.3.6) und erhalten die folgenden
Spalten (Nullspalten lassen wir gleich weg):

0 1 1 −1 0
0 −1 0 1 1
0 0 0 0 0
−1 −2 −1 2 1

 .

Anschließend eliminieren wir noch die letzte Zeile:
−1 0 1 1 1
1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Die 3 Spaltenvektoren (
−1 0 1
1 1 1

)
erzeugen also P hom und die 3 Vektoren−1, 0, 1 erzeugen P . 4

Satz 8.3.10 (Satz vonMinkowski-Weyl, Teil 2). (i) Jeder endlich erzeugte konvexeKegel
ist durch endlich viele homogene lineare Ungleichungen definierbar.
(ii) Jedes Polytop ist ein kompakter Polyeder.

Beweis. Für (i) seiC = KK(S)mit S ⊆ Rm endlich. Dann ist

C∨ = {a ∈ Rm | ∀s ∈ S : 〈s, a〉 ≥ 0}

ein durch endlich viele homogene lineare Ungleichungen definiert. Nach Satz
8.3.7 (i) gibt es also a1, . . . , ar ∈ Rmmit

C∨ = KK(a1, . . . , ar).

Es ist C als endlich erzeugter konvexer Kegel nach Korollar 8.1.7 abgeschlossen.
Aus Satz 8.2.8 folgt also

C = (C∨)∨ = {a ∈ Rm | 〈a1, a〉 ≥ 0, . . . , 〈ar, a〉 ≥ 0} .

Aussage (ii) ist Übungsaufgabe.
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Bemerkung 8.3.11. Ist P ⊆ Rm ein Polytop oder ein endlich erzeugter konvexer
Kegel, sowie ϕ : Rm → Rn eine lineare Abbildung, so ist ϕ(P ) ⊆ Rn wieder ein
Polytop bzw. ein endlich erzeugter Kegel. Aus der Linearität folgt nämlich unmit-
telbar

ϕ (Konv(S)) = Konv (ϕ(S)) bzw. ϕ (KK(S)) = KK (ϕ(S)) .

Für polyedrische Kegel oder kompakte Polyeder stimmt die Aussage wegen Satz
8.3.7 undSatz 8.3.10 also ebenfalls.Man kann sie aber auch für beliebige Polyeder
zeigen und die Konstruktion im Beweis liefert sogar eine weitere Methode zur
Entscheidung der Lösbarkeit eines Systems linearen Ungleichungen. 4

Konstruktion 8.3.12 (Fourier-Motzkin Elimination). Gegeben sei ein System von
linearen Ungleichungen

〈v1, x〉 = v11x1 + v12x2 + · · ·+ v1mxm ≥ r1

〈v2, x〉 = v21x1 + v22x2 + · · ·+ v2mxm ≥ r2

...
...

〈vn, x〉 = vn1x1 + vn2x2 + · · ·+ vnmxm ≥ rn

mit Lösungsmenge P ⊆ Rm, einem Polyeder. Wir betrachten die Projektion

π : Rm → Rm−1

(a1, . . . , am) 7→ (a1, . . . , am−1)

und wollen die MengeQ := π(P ) ⊆ Rm−1 beschreiben. Dazu sortieren wir die
Ungleichungen so, dass

0 < v1m, . . . , vrm, 0 > vr+1,m, . . . , vsm, 0 = vs+1m = . . . = vnm

gilt. Dann benutzen die letzten n− s Ungleichungen die Variable xm überhaupt
nicht undkönnen also direkt zurBeschreibung vonQ verwendetwerden. Für 1 ≤
i ≤ r schreiben wir die i-te Gleichung um zu

xm ≥ −
vi1
vim

x1 − · · · −
vim−1

vim
xm−1 +

ri
vim

.

Für r + 1 ≤ j ≤ s schreiben wir die j-te Gleichung als

− vj1
vjm

x1 − · · · −
vjm−1

vjm
xm−1 +

rj
vjm
≥ xm.
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Für jeden Punkt (a1, . . . , am−1) ∈ Q = π(P ) existiert eine Zahl am, so dass
(a1, . . . , am−1, am) alle ursprünglichen Ungleichungen erfüllt. Für jedes 1 ≤ i ≤
r < j ≤ s gilt also

− vj1
vjm

a1 − · · · −
vjm−1

vjm
am−1 +

rj
vjm
≥ am ≥ −

vi1
vim

a1 − · · · −
vim−1

vim
am−1 +

ri
vim

und somit natürlich

− vj1
vjm

a1 − · · · −
vjm−1

vjm
am−1 +

rj
vjm
≥ − vi1

vim
a1 − · · · −

vim−1

vim
am−1 +

ri
vim

.

In der letzten Ungleichung tritt am nicht mehr auf, sie gilt also in Rm−1 für alle
Punkte ausQ.
Erfülle umgekehrt ein Punkt (a1, . . . , am−1) alle diese Gleichungen, für 1 ≤ i ≤
r < j ≤ s.Dann gilt natürlich

min
r<j≤s

{
− vj1
vjm

a1 − · · · −
vjm−1

vjm
am−1 +

rj
vjm

}
≥ max

1≤i≤r

{
− vi1
vim

a1 − · · · −
vim−1

vim
am−1 +

ri
vim

}
und es gibt eine Zahl am ∈ R, die zwischen diesem Minimum und Maximum
liegt. Offensichtlich erfüllt dann (a1, . . . , am) alle ursprünglichen Gleichungen
und liegt also inP . Somit gehört (a1, . . . , am−1) zuQ. Insgesamt habenwir end-
lich viele linearen Ungleichungen in den Variablen x1, . . . , xm−1 konstruiert, die
die Projektion π(P ) als Polyeder definieren. 4

Korollar 8.3.13. Sei ϕ : Rm → Rn eine lineare Abbildung und P ⊆ Rm ein Polyeder.
Dann ist auchϕ(P ) ⊆ Rn ein Polyeder.

Beweis. Fallsϕ eine Projektion ist, folgt die Aussage aus der Fourier-Motzkin Eli-
mination 8.3.12.Wir überlegen uns nun noch, wie wir den Fall einer allgemeinen
linearen Abbildung auf den einer Projektion zurückführen können. Für jede li-
neare Abbildung ist

Graph(ϕ) = {(a, ϕ(a)) | v ∈ Rm} ⊆ Rm × Rn

ein Untervektorraum. Die Abbildung

ι : Rm → Graph(ϕ)

a 7→ (a, ϕ(a))



216 KAPITEL 8. KONVEXITÄT

ist ein Isomorphismus, also ist ι(P ) offensichtlich ein Polyeder, denn es gilt ja

〈ι−∗(v), ι(a)〉 = 〈v, a〉

für beliebige Vektoren v ∈ Rm. Die Abbildung ϕ ist aber die Komposition von
ιmit der Projektion auf die zweite Komponente. Diese Projektion ist eine Itera-
tionen von einfachen Projektionen wie in Konstruktion 8.3.12 und damit ist die
Aussage bewiesen.

Bemerkung 8.3.14. Die Fourier-Motzkin Elimination kann zur Überprüfung der
Lösbarkeit eines Systems linearer Ungleichungen verwendet werden.Man proji-
ziert die Lösungsmenge iterativ bis aufR1 (oder sogarR0) und berechnet jeweils
definierendeUngleichungen. Die Lösbarkeit ganz amSchluss der Prozedur kann
man dann an den Gleichungen direkt ablesen. Und natürlich ist eine Menge ge-
nau dann nicht leer, wenn ihr Bild unter einer Abbildung nicht leer ist. 4

Beispiel 8.3.15. Wir betrachten nochmal das System

−x1 + 2x2 ≥ 1

x1 − x2 ≥ 1

x1 + x2 ≥ 0

aus Beispiel 8.3.3. Wir eliminieren die Variable x2 und erhalten die beiden Un-
gleichungen

x1 − 1 ≥ 1
2

+ 1
2
x1

x1 − 1 ≥ −x1

beziehungsweise
x1 ≥ 3, x1 ≥ 1

2
.

Die Lösbarkeit dieses Systems sieht man sofort, also ist auch das ursprüngliche
System lösbar. 4



Kapitel 9

Verschiedenes

Im letzten Kapitel sammeln wir noch einige Ergebnisse und Konstruktionen, die
in verschiedenen Varianten in der Mathematik immer wieder auftreten und die
wir bisher nicht systematisch eingeführt haben. Ebenso untersuchen wir auch
nochdenFall vonVektorräumenmit unendlicherDimensionund sehen,wieman
alle bisherigen Begriffe und Ergebnisse hier anpassen kann.

9.1 Konstruktionenmit Vektorräumen
In diesem Abschnitt sei stetsK ein beliebiger aber fest gewählter Körper.

9.1.1 Summen und Produkte
Definition 9.1.1. Sei I eine beliebige Indexmenge und für jedes i ∈ I sei Vi ein
K-Vektorraum.
(i) Das direkte/kartesische Produkt der Vi ist der folgende Vektorraum:∏

j∈I

Vj := {(vj)j∈I | ∀j ∈ I : vj ∈ Vj} .

Dabei sindAddition und skalareMultiplikation komponentenweise definiert, die
Vektorraumaxiome gelten dafür offensichtlich.
(ii) Für jedes i ∈ I ist die kanonische Projektion

πi :
∏
j∈I

Vj � Vi; (vj)j∈I 7→ vi

217
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eine surjektive lineare Abbildung. 4

Beispiel 9.1.2. (i) Für I = {1, 2} ist das direkte Produkt einfach das bereits be-
kannte kartesische Produkt V1 × V2.
(ii) Für I = N und Vi = R für alle i ∈ I erhalten wir als direktes Produkt den
Raum aller reellen Folgen. 4

Proposition 9.1.3. (i) Das direkte Produkt hat folgende universelle Eigenschaft: Für
jeden VektorraumW und jedes System linearer Abbildungen ϕi : W → Vi (für i ∈ I)
gibt es genau eine lineare Abbildungϕ : W →

∏
j∈I Vj mit

ϕi = πi ◦ ϕ

für alle i ∈ I.
Vi

W

ϕi
..

∃! ϕ //
∏

j∈I Vj

πi

;;

(ii)DieuniverselleEigenschaft des direktenProdukts bestimmtdasdirekteProdukt eindeu-
tig, bis auf eindeutige Isomorphie.Dasheißt, istV einVektorraumzusammenmit linearen
Abbildungen π̃i : V → Vi für alle i ∈ I , welcher die obere Eigenschaft ebenso erfüllt wie∏

j∈I Vj , so gibt es genau einen Isomorphismus ψ : V →
∏

j∈I Vj mit πi ◦ ψ = π̃i für
alle i ∈ I.

Beweis. (i) Wir definieren die Abbildung ϕ : W →
∏

i∈I Vi einfach durch folgen-
de Vorschrift:

ϕ(w) := (ϕi(w))i∈I .

DieLinearität vonϕ folgt direkt ausder Linearität derϕi undderWahlderOpera-
tionen imProdukt. Die Eigenschaftϕi = πi ◦ϕ ist ebenfalls offensichtlich. Diese
Eigenschaft sagt umgekehrt auch, dass man ϕ gar nicht anders als so definieren
kann, also ist ϕ eindeutig.
(ii) Zunächst verwenden wir die universelle Eigenschaft für

∏
j∈I Vj, mit V an-

stelle vonW undden π̃i anstellederϕi.Wir erhaltengenaueine lineareAbbildung
ψ : V →

∏
j∈I Vj mit πi ◦ ψ = π̃i.

Vi

V

π̃i

@@

ψ
--∏

j∈I Vj
ψ̃

ll

πi

cc
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Umgekehrt erhaltenwirgenaueineAbbildung ψ̃ :
∏

j∈I Vj → V ,welchedasDia-
gramm ebenfalls kommutativ macht. Die Hintereinanderausführung

γ := ψ ◦ ψ̃ :
∏
j∈I

Vj →
∏
j∈I

Vj

erfüllt dann
πi ◦ γ = πi,

was auch für die Identität statt γ gilt. Aus der Eindeutigkeit für ϕ in der uni-
verstellen Eigenschaft von

∏
j∈I Vj folgt γ = id∏

j∈I Vj
. Ganz analog folgt auch

ψ̃ ◦ ψ = idV , also ist ψ ein Isomorphismus.

Definition 9.1.4. Sei I eine beliebige Indexmenge und für jedes i ∈ I sei Vi ein
K-Vektorraum.
(i) Die direkte Summe der Vi ist der folgende Untervektorraum von

∏
j∈I Vj :

⊕
j∈I

Vj :=

{
(vj)j∈I ∈

∏
j∈I

Vj | nur endlich viele vj 6= 0

}
.

(ii) Für jedes i ∈ I ist die kanonische Einbettung

ιi : Vi ↪→
⊕
j∈I

Vj

v 7→ (0, . . . , 0,

i
↓
v, 0, . . .)

eine injektive lineare Abbildung. 4

Beispiel9.1.5. (i) Für jedeendliche Indexmengestimmt
⊕

j∈I Vjmit
∏

j∈I Vj über-
ein.
(ii) Für I = N und Vi = R für alle i ∈ I ist

⊕
j∈I Vj ein echter Unterraum von∏

j∈I Vj. Er besteht aus allen Folgenmit endlichem Träger. 4

Proposition 9.1.6. (i) Die direkte Summe hat folgende universelle Eigenschaft:
Für jedenVektorraumW und jedesSystem linearerAbbildungenϕi : Vi → W (für i ∈ I)
gibt es genau eine lineare Abbildungϕ :

⊕
j∈I Vj → W mit

ϕi = ϕ ◦ ιi
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für alle i ∈ I.
Vi ϕi

  

ιi

##⊕
j∈I Vj

∃!ϕ //W

(ii)Die universelle Eigenschaft der direkten Summebestimmt sie eindeutig, bis auf eindeu-
tige Isomorphie.

Beweis. (i) Wir definieren die Abbildung ϕ :
⊕

j∈I Vj → W durch die Vorschrift

ϕ ((vj)j∈I) :=
∑
j∈I

ϕj(vj).

Dabei verwenden wir, dass nur endlich viele der vj nicht Null und alle ϕj linear
sind, die Summe also in Wirklichkeit nur eine endliche Summe ist. Dann ist ϕ
offensichtlich linear und erfüllt ϕi = ϕ ◦ ιi. Diese Eigenschaft, zusammen mit
der Linearität vonϕ, zeigt aber dassmanϕ gar nicht anders definieren kann also
so. Somit ist ϕ eindeutig bestimmt. (ii) ist Übungsaufgabe.

Proposition 9.1.7. Es gilt(⊕
j∈I

Vj

)′
∼=
∏
j∈I

V ′j und
⊕
j∈I

V ′j ↪→

(∏
j∈I

Vj

)′
.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung(⊕
j∈I

Vj

)′
→
∏
j∈I

V ′j

f 7→ (f ◦ ιj)j∈I .

Sie ist offensichtlich injektiv, denn es gilt f =
∑

j∈I (f ◦ ιj) ,wie wir in Proposi-
tion 9.1.6 gezeigt haben. Die universelle Eigenschaft der direkten Summe liefert
aber auch sofort die Surjektivität.
Umgekehrt betrachten wir die lineare Abbildung⊕

j∈I

V ′j →

(∏
j∈I

Vj

)′

(fj)j∈I 7→

(∑
j∈I

fj : (vj)j∈I 7→
∑
j∈I

fj(vj)

)
.
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Sie ist offensichtlich injektiv. Man beachte, dass die Abbildung im Allgemeinen
nicht surjektiv, also kein Isomorphismus ist (Übungsaufgabe).

9.1.2 Faktorräume

Konstruktion 9.1.8. Sei V einK-Vektorraum und U ⊆ V ein Untervektorraum.
Wir definieren auf V eine Äquivalenzrelation:

v ∼U w :⇔ v − w ∈ U.

Aufgrund der Unterraumaxiome handelt es sich hier wirklich um eine Äquiva-
lenzrelation. Die Äquivalenzklassen

[v]U = v + U = {v + u | u ∈ U}

sind dann genau die zu U parallelen affinen Unterräume von V . Für die Faktor-
menge schreiben wir auch

V/U := {v + U | v ∈ V }

mit der Sprechweise V moduloU . Auf V/U definieren wir nun Addition und Ska-
larmultiplikation wie folgt:

(v + U) + (w + U) := (v + w) + U

λ · (v + U) := (λv) + U. 4

Lemma 9.1.9. (i) Die obigen Verknüpfungen sind wohldefiniert und machen V/U zu ei-
nemVektorraum.
(ii) Die kanonische Projektion

πU : V → V/U

v 7→ v + U

ist linear und surjektiv, mitKern(πU) = U.

Beweis. Für (i) nehmenwir v+U = v′+U,w+U = w′+U , also v−v′, w−w′ ∈ U
an. Dann gilt

(v + w)− (v′ + w′) = (v − v′) + (w − w′) ∈ U,
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wobei wir die Unterraumeigenschaft verwendet haben. Daraus folgt

(v + w) + U = (v′ + w′) + U,

also die Wohldefiniertheit der Addition. Die Wohldefiniertheit der Skalarmulti-
plikation geht analog. Die Vektorraumaxiome für V/U folgen nun unmittelbar
aus denen von V . (ii) ist offensichtlich.

Definition9.1.10. DerVektorraumV/U heißtFaktorraum vonV moduloU . 4

Korollar 9.1.11. IstV endlich dimensional, so gilt

dim (V/U) = dim(V )− dim(U).

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Dimensionformel 3.2.16 für die Projektion
πU : V � V/U.

Proposition 9.1.12. (i) Der Faktorraum V/U hat folgende universelle Eigenschaft: Für
jede lineare Abbildungϕ : V → W mitU ⊆ Kern(ϕ) existiert genau eine lineare Abbil-
dung ϕ̄ : V/U → W mitϕ = ϕ̄ ◦ πU .

V
ϕ //

πU !!

W

V/U
∃!ϕ̄

<<

(ii) Die universelle Eigenschaft definiert den Faktorraum eindeutig, bis auf eindeutige Iso-
morphie. Das heißt, istX ein Raum und π̃ : V → X surjektiv mitKern(π̃) = U , so
dass für jede lineare Abbildung ϕ : V → W mit U ⊆ Kern(ϕ) genau eine lineare Ab-
bildung ϕ̄ : X → W mit ϕ = ϕ̄ ◦ π̃ existiert, so gibt es genau einen Isomorphismus
ψ : X → V/U mitψ ◦ π̃ = πU .

Beweis. Wir definieren ϕ̄ durch die Vorschrift

ϕ̄(v + U) := ϕ(v).

Das ist wohldefiniert, denn aus v + U = v′ + U folgt v − v′ ∈ U und daraus

0 = ϕ(v − v′) = ϕ(v)− ϕ(v′),

alsoϕ(v) = ϕ(v′). Die Linearität und die gewünschten Eigenschaften von ϕ̄ sind
dann offensichtlich. Wegen

ϕ(v) = ϕ̄(πU(v)) = ϕ̄(v + U)
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können wir ϕ̄ auch gar nicht anders definieren, wennwir die gewünschte Eigen-
schaft erhalten wollen. Somit ist ϕ̄ eindeutig bestimmt. (ii) ist wieder Übungs-
aufgabe.

Beispiel9.1.13. SeiV = C([−1, 1],R)derRaumaller stetigen reellwertigenFunk-
tionen auf [−1, 1]. Sei Y = [0, 1] und

U := {f ∈ V | f ≡ 0 auf Y } .

Dann gilt
V/U ∼= C(Y,R).

Dazu betrachten wir zunächst die surjektive lineare Abbildung

r : V → C(Y,R)

f 7→ f|Y .

OffensichtlichgiltKern(r) = U undwir erhaltendie surjektive lineareAbbildung

r̄ : V/U → C(Y,R).

Aus
0 = r̄(f + U) = r(f)

folgt aber f ∈ U , also f + U = 0 + U = 0 ∈ V/U. Also ist r̄ auch injektiv. 4

Proposition 9.1.14. Es gilt

(V/U)′ ∼=
{
f ∈ V ′ | f|U = 0

}
.

Beweis. Wirbezeichnenden rechtenUnterraumvonV ′mitX.Dannerhaltenwir
die lineare Abbildung

(V/U)′ → X

f 7→ f ◦ πU .

Aus der Surjektivität von πU folgt die Injektivität dieser Abbildung, aus der uni-
versellen Eigenschaft des Faktorraums folgt die Surjektivität.
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9.1.3 Tensorprodukte
Im Gegensatz zu den vorigen Konstruktionen führen wir das Tensorprodukt di-
rekt über seine universelle Eigenschaft ein. Wir müssen dann zwar die Existenz
hinterher zeigen, aber da die Konstruktion so technisch ist, arbeitet man in der
Praxis grundsätzlich nur mit der universellen Eigenschaft.
Definition 9.1.15. Seien V,W zwei K-Vektorräume. Ein Tensorprodukt von V
undW ist ein Vektorraum T , zusammenmit einer bilinearen Abbildung

β : V ×W → T,

welcher die folgende universelle Eigenschaft erfüllt:
Für jeden VektorraumX und jede bilineare Abbildung γ : V ×W → X existiert
genau eine lineare Abbildung

ϕ : T → X

mit γ = ϕ ◦ β.

V ×W β //

γ
##

T

∃!ϕ
��
X

4
Proposition9.1.16. Für je zweiVektorräumeV,W existiert bisauf eindeutige Isomorphie
genau ein Tensorprodukt.
Beweis. Existenz:Wir betrachten die direkte Summe von V × W -vielen Kopien
vonK :

F :=
⊕
V×W

K ∼=

 ∑
(v,w)∈V×W endlich

λ(v,w) · (v, w) | λ(v,w) ∈ K

 .

Man kann die Elemente von F als formale (endliche) Linearkombinationen von
Tupeln (v, w) auffassen, was wir hier tun. Wir betrachten weiter den Untervek-
torraum U von F , der von allen Elementen der folgenden Gestalt aufgespannt
wird, wobei v, v′ ∈ V,w,w′ ∈ W,λ ∈ K gilt:

(v + v′, w)− (v, w)− (v′, w)

(v, w + w′)− (v, w)− (v, w′)

(λv, w)− λ(v, w)

(v, λw)− λ(v, w).



9.1. KONSTRUKTIONENMIT VEKTORRÄUMEN 225

Damit setzen wir
T := F/U

und definieren

β : V ×W → T

(v, w) 7→ (v, w) + U.

Nach Definition von U ist β offensichtlich bilinear. Sei nun γ : V ×W → X ei-
neweitere bilineare Abbildung.Wir erhalten damit zunächst einewohldefinierte
lineare Abbildung

ϕ : F → X

(v, w) 7→ γ(v, w).

Aufgrund der Bilinearität von γ liegtU aber im Kern vonϕ, also gibt es die wohl-
definierte lineare Abbildung

ϕ̄ : F/U → X

(v, w) + U 7→ ϕ(v, w) = γ(v, w),

die offensichtlich γ = ϕ̄ ◦ β erfüllt. Durch diese Bedingung ist aber ϕ̄ auch ein-
deutig bestimmt, da F/U von den Elementen

β(v, w) = (v, w) + U

aufgespannt wird. Also erfüllt T die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts
von V undW .
Eindeutigkeit: Seien

β1 : V ×W → T1 und β2 : V ×W → T2

zwei Tensorprodukte von V undW . Da β2 bilinear ist und T1 die universelle Ei-
genschaftdesTensorprodukts erfüllt, existiert genaueine lineareAbbildungϕ : T1 →
T2 mit β2 = ϕ ◦ β1. Umgekehrt gibt es genau eine lineare Abbildungψ : T2 → T1

mit β1 = ψ ◦ β2 :

T1

ϕ

��

V ×W

β1

99

β2 %%
T2

ψ

KK
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Dann ist aber ψ ◦ ϕ : T1 → T1 eine lineare Abbildungmit

(ψ ◦ ϕ) ◦ β1 = ψ ◦ (ϕ ◦ β1) = ψ ◦ β2 = β1,

und aus der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von T1 folgt ψ ◦ ϕ =
idT1 .Genauso folgt ϕ ◦ ψ = idT2 , und damit die Aussage.

Definition 9.1.17. FürK-Vektorräume V,W bezeichnen wir das Tensorprodukt
mit

V ⊗K W oder nur V ⊗W. 4

Bemerkung 9.1.18. (i) Die Restklasse (v, w) +U bezeichnen wir auchmit v⊗w,
und nennen sie einenElementartensor. Es ist jedoch nicht jedes Element in V ⊗
W ein Elementartensor, manmuss auch Summen zulassen:

V ⊗W =

{
d∑
i=1

vi ⊗ wi | d ∈ N, vi ∈ V,wi ∈ W

}
.

Nach Konstruktion gelten die folgenden Rechenregeln in V ⊗W :

(v + v′)⊗ w = v ⊗ w + v′ ⊗ w
v ⊗ (w + w′) = v ⊗ w + v ⊗ w′

(λv)⊗ w = λ · (v ⊗ w) = v ⊗ (λw).

(ii) Will man eine wohldefinierte lineare Abbildung V ⊗W → X angeben, gibt
mangewöhnlich zunächst einebilineareAbbildungV ×W → X an, undverwen-
det die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. Zum Beispiel gilt folgende
Aussage: Sind

ϕ : V → X und ψ : W → Y

linear, so gibt es eine lineare Abbildung

ϕ⊗ ψ : V ⊗W → X ⊗ Y

mit
(ϕ⊗ ψ)(v ⊗ w) = ϕ(v)⊗ ψ(w).

Das sieht man am besten folgendermaßen. Die Abbildung

ϕ× ψ : V ×W → X ⊗ Y
(v, w) 7→ ϕ(w)⊗ ψ(w)

ist bilinear. Mit der universellen Eigenschaft von V ⊗W folgt nun die Existenz
von ϕ⊗ ψ. 4
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Beispiel 9.1.19. In manchen Fällen kann man das Tensorprodukt auch konkreter
realisieren als im oberen Beweis.
(i) Es gilt stets

Km ⊗K Kn ∼= Matm,n(K) ∼= Kmn.

Dazu betrachtet man die bilineare Abbildung

Km ×Kn → Matm,n(K)

(v, w) 7→ vwt = (viwj)i,j

und rechnet die universelle Eigenschaft nach (Übungsaufgabe). Die Elementar-
tensoren sind dabei gerade die Matrizen vom Rang 1. Daraus erhält man sofort
die Aussage

dim (V ⊗W ) = dim(V ) · dim(W )

für endlich dimensionale Räume.
(ii) Es gilt stets

Matm(K)⊗Matn(K) ∼= Matmn(K).

Man kann dabei einen ElementartensorM ⊗N von der linken Seitemit derMa-
trix

(mijN)i,j ∈ Matm (Matn(K)) ∼= Matmn(K)

identifizieren. 4
Bemerkung 9.1.20. Über das Tensorprodukt kann man auch sogenannte
Koeffizienten-Erweiterungen durchführen. Sei dazu zunächst K ⊆ F ein Er-
weiterung von Körpern. Dann kannman jeden F -Vektorraum natürlich auch als
K-Vektorraumauffassen.UmgekehrtkannmaneinenK-VektorraumV abernicht
notwendigerweise auch als F -Vektorraum auffassen. Deshalb bemerkt man zu-
nächst, dass F selbst einK-Vektorraum ist. Die skalare Multiplikation ist dabei
einfach die eingeschränkte Körpermultiplikation von F :

· : K × F → F.

Dann betrachtet man denK-Vektorraum

VF := V ⊗K F.
Auf VF ist nun sogar eine Skalarmultiplikation aus F wohldefiniert:

γ ·
∑
i

vi ⊗ γi :=
∑
i

vi ⊗ γγi.

Auf dieseWeise wird VF zu einem F -Vektorraum. Zum Beispiel gilt

Rn
C = Rn ⊗R C ∼= Cn. 4
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9.2 Räume von unendlicher Dimension
In diesem Abschnitt betrachten wir Vektorräume, die nicht notwendigerweise
endlich dimensional sein müssen. Wir sehen wie man verschiedene Begriffe an-
passen kann und welche Aussagen weiter gelten. Sei auch dazu stetsK ein fest
gewählter Körper.

9.2.1 Algebraische Sichtweise
Definition 9.2.1. Sei V einK-Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge und v =
(vi)i∈I eine Familie von Elementen vi ∈ V .
(i) Die Familie v heißt linearunabhängig, wenn für jede endlicheTeilmengeJ ⊆ I
die Familie (vj)j∈J linear unabhängig ist (im Sinne vonDefinition 3.1.13). Anson-
sten heißt v linear abhängig.
(ii) Die Familie v heißt Erzeugendensystem von V , falls

SpanK ({vi | i ∈ I}) = V

gilt.
(iii) Die Familie v heißtBasis vonV , wenn sie ein linear unabhängiges Erzeugen-
densystem von V ist. 4

Bemerkung 9.2.2. Auch hier werden wir statt der eigentlich exakten Notation
von v als Familie von Elementen teilweise zur Betrachtung von v als Teilmenge
von V übergehen. In einer Basis dürfen Elemente sowieso nicht mehrfach auf-
treten. Solangewir keineKoeffizientenvektoren aufstellenwollen, spielt auch die
Reihenfolge der Basiselemente keine wirkliche Rolle. 4

Beispiel 9.2.3. (i) Für den Raum c00 :=
⊕

NR der Folgen mit endlichem Träger
ist die Familie

e = (ei)i∈N

eine Basis. Dabei sei ei die Folge mit Eintrag 1 an Position i, und 0 überall sonst.
Es handelt sich bei e aber nicht um eine Basis des deutlich größeren Raums∏

i∈N

R

aller Folgen, noch nicht einmal des Teilraums `∞(R) aller beschränkten Folgen
oder des Teilraums c0(R) aller Nullfolgen. Jede Linearkombination muss ja stets
endlich sein! Es ist übrigens

V ∼= R[t]
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wobei ei gerade demMonom ti entspricht.
(ii) Eine Basis für

∏
i∈N R, `∞(R) oder c0(R) explizit anzugeben ist nicht mög-

lich,man kann nur abstrakt deren Existenz beweisen. Es gibt hier auch keine ab-
zählbare Basis. Das ist einer der Gründe für die algebraisch-analytische Heran-
gehensweise im nächsten Abschnitt. 4

Bemerkung9.2.4. (i) Ist v eineBasis vonV , so lässt sich jedes v ∈ V auf eindeutige
Weise als eine Linearkombination

v =
m∑
j=1

λjvij

mit λj ∈ K schreiben. Es gibt dabei keine Beschränkung an die Länge der Line-
arkombination, nur endlich muss sie sein.
(ii)Man erhält jeweils eine eindeutige lineare Abbildungϕ : V → W , indemman
dieWerte auf einer Basis von V beliebig vorgibt. 4

Um die Existenz von Basen im allgemeinen Fall zu beweisen, benötigen wir das
Zorn’sche Lemma. Es handelt sich dabei im wesentlichen um ein Axiom, das wir
einfach benutzen und nicht weiter beweisen. Man kann es natürlich auf andere
Axiome zurückführen, etwa auf das Auswahlaxiom. Zu diesem ist es sogar äqui-
valent.

Satz9.2.5 (Zorn’schesLemma). Einenichtleerepartiell geordneteMenge, inder jedeKet-
te eine obere Schranke besitzt, enthält mindestens einmaximales Element.

Für den Begriff einer partiellen Ordnung ≤ auf einer MengeM siehe Definition
1.4.6. Eine Kette inM ist eine Familie (mi)i∈I mitmi ∈M für alle i ∈ I, so dass

mi ≤ mj odermj ≤ mi

für alle i, j ∈ I gilt. Dabei darf I eine beliebige Indexmenge sein. Eine obere
Schranke einer Kette ist ein m ∈ M mit mi ≤ m für alle i ∈ I. Ein maxima-
les Element vonM ist ein Element, welches sich bezüglich≤ nicht überschreiten
lässt.

Satz 9.2.6. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Sei V ein beliebiger Vektorraum.Wir betrachten die Menge

L := {L ⊆ V | L linear unabhängig}
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undwollen das Zorn’sche Lemmadarauf anwenden.Dazu versehenwirLmit der
Mengeninklusion als partielle Ordnung. Wegen ∅ ∈ L ist L nicht leer. Sei nun
(Li)i∈I eine Kette inL. Wir setzen

L :=
⋃
i∈I

Li

und erhalten, vorausgesetzt dass L in L liegt, damit offensichtlich eine obere
Schranke der Kette. Um nun L ∈ L zu überprüfen, sei L′ ⊆ L endlich. Wir
müssen zeigen, dassL′ linear unabhängig ist. Aus der Endlichkeit vonL′ folgt

L′ ⊆ Li1 ∪ · · · ∪ Lin

für gewisse i1, . . . , in ∈ I. Aus der Kettenbedingung folgt nun o.B.d.A.

Li1 ⊆ · · · ⊆ Lin

und damit L′ ⊆ Lin. Wegen Lin ∈ L ist damit L′ linear unabhängig, die ge-
wünschte Aussage.
Wir haben nun die Voraussetzungen des Zorn’schen Lemmas überprüft und er-
halten die Existenz einesmaximalen Elements inL, also einermaximalen linear
unabhängigen Teilmenge B ⊆ V . Für v ∈ V \ B ist dann B ∪ {v} linear ab-
hängig, also gibt es eine endliche Teilmenge B′ ⊆ B, so dass bereits B′ ∪ {v}
linear abhängig ist. Eine nichttriviale Linearkombination der Elemente zu Null
muss aber v benutzen, denn B′ ist linear unabhängig. Durch Auflösen solch ei-
ner Linearkombination nach v erhalten wir v ∈ Span (B′) ⊆ Span (B) . Also ist
B auch ein Erzeugendensystem von V , also eine Basis.

Bemerkung 9.2.7. Auch im unendlich-dimensionalen Fall kannman einen Basi-
sergänzungssatz beweisen. Es ist auch wahr, dass je zwei Basen von V dieselbe
Mächtigkeit besitzen, es also eine Bijektion zwischen ihnen gibt. 4

Korollar 9.2.8. JederK-Vektorraum ist isomorph zu⊕
I

K

für eineMenge I.

Beweis. Wenn v = (vi)i∈I eine Basis von V ist, kann man jedes v ∈ V eindeutig
als

v =
∑
j∈J

λjvj
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mit J ⊆ I endlich schreiben.Wir definieren dann

ξv : V →
⊕
I

K

v 7→
∑
j∈J

λjej

und erhalten so offensichtlich einen Isomorphismus.

Bemerkung9.2.9. VielederAussagenvon früher, die imBeweis essentiell denDi-
mensionsbegriff verwendet haben, stimmen im unendlich dimensionalen nicht
mehr. Auf `∞(C) gibt es beispielsweise den Rechts- und Linksshift:

ρ : (a0, a1, a2, . . .) 7→ (0, a0, a1, . . .)

λ : (a0, a1, a2 . . .) 7→ (a1, a2, a3, . . .).

Es ist ρ injektiv aber nicht surjektiv, λ surjektiv aber nicht injektiv. Es gilt

λ ◦ ρ = id und ρ ◦ λ 6= id .

Auch Begriffe wie Darstellungsmatrix, Determinante, Spur, charakteristisches
Polynom etc... lassen sich im Allgemeinen nicht oder nur sehr abgewandelt defi-
nieren. 4

9.2.2 Algebraisch-analytische Sichtweise
Schon bei sehr einfach zu definierende Räumen, etwa Folgenräumen, kannman
keine Basis explizit angeben, meistens gibt es noch nicht einmal eine abzählbare
Basis. Deshalb wird die rein algebraische Sichtweise schnell zu kompliziert.Man
bringt nun eine zusätzliche analytische Struktur ins Spiel, d.h. man fordert zu-
mindest die Existenz einer Norm ‖ · ‖ auf dem Vektorraum V (siehe Definition
6.1.8). Man beachte, dass wir uns dazu aufK = K ∈ {R,C} beschränken. Die
Norm induziert eine Metrik

d(v, w) := ‖v − w‖

und wir können also über Konvergenz etc... in V sprechen.

Definition 9.2.10. (i) EinBanachraum ist ein normierterK-Vektorraum, der be-
züglich der induzierten Metrik vollständig ist (d.h. jede Cauchy-Folge besitzt in
V einen Grenzwert).
(ii) EinHilbertraum istK-Vektorraummit Skalarprodukt, der bezüglich der in-
duzierten Norm ein Banachraum ist. 4
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Beispiel 9.2.11. (i) Es ist Km ein Hilbertraum bezüglich des Standardskalarpro-
dukts. Das folgt sofort aus der Vollständigkeit vonK.
(ii) Der Raum `∞(K) aller beschränktenK-wertigen Folgen ist ein Banachraum,
bezüglich der Supremumsnorm

‖ (ai)i∈N ‖∞ := sup
i∈N
|ai|.

Dasselbe stimmt für den Raum c0(K) aller Nullfolgen und den Raum c(K) aller
konvergenten Folgen.
(iii) Der Raum

`2(K) :=

{
(ai)i∈N | ai ∈ K,

∑
i∈N

|ai|2 <∞

}

ist ein Hilbertraum, bezüglich des Skalarprodukts

〈(ai)i∈N , (bi)i∈N〉 :=
∑
i∈N

aibi.

(iv) Für jeden kompakten HausdorffraumX ist

C(X,K)

ein Banachraum bezüglich der Supremumsnorm

‖f‖∞ := sup
x∈X
|f(x)|.

(v)DerVektorraum c00(K) aller Folgenmit endlichemTräger ist keinBanachraum
(bezüglich der Supremumsnorm), denn er ist nicht vollständig. 4

Definition 9.2.12. (i) SeiV ein Banachraum. Eine Folge (vi)i∈N inV heißt Schau-
derbasis von V , falls für jedes v ∈ V ein eindeutig bestimmte Folge (λi)i∈N von
Skalaren existiert, mit

v =
∞∑
i=0

λivi.

Man beachte dass wir dabei eine Reihenfolge fixiert haben, der Wert der Reihe
also nicht unabhängig von der Summationsreihenfolge sein muss.
(ii) SeiV einHilbertraum.EineFolge (vi)i∈N inV heißtHilbertbasis vonV ,wenn
sie eine maximale orthonormale Menge von Vektoren bildet. 4
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Bemerkung 9.2.13. (i) Jede Schauderbasis von V ist offensichtlich linear unab-
hängig im algebraisches Sinn des letzten Abschnitts. Das folgt aus der geforder-
ten Eindeutigkeit in der Basisdarstellung. Im algebraischen Sinn spannt sie aber
nur einen dichtenUnterraum von V auf.
(ii) Jede Hilbertbasis eines Hilbertraums V ist eine Schauderbasis von V , wenn
man ihn als Banachraum betrachtet. Man kann nämlich zeigen, dass für v ∈ V
stets

v =
∑
i∈N

〈v, vi〉vi

gilt, sogar unabhängig von der Summationsreihenfolge. 4

Beispiel 9.2.14. (i) Die Familie (ei)i∈N ist eine (normale algebraische) Basis für
den Raum c00(K) und eine Schauderbasis für den Raum c0(K) aller Nullfolgen,
bezüglich Supremumsnorm. Der Raum `∞(K) aller beschränkten Folgen besitzt
keine Schauderbasis.
(ii) Die Familie (ei)i∈N ist eine Hilbertbasis für `

2(K). 4

Bemerkung 9.2.15. Die meisten unserer bisherigen Konzepte werden mit leich-
ten Anpassungen ins algebraisch-analytische Setup übernommen. Von linearen
Abbildungen zwischen Banachräumen fordert man zum Beispiel zusätzlich oft
Stetigkeit (die nicht automatisch aus der Linearität folgen muss). Diese �eo-
rie der linearen Algebra in unendlich-dimensionalen Räumenmit Skalarproduk-
ten/Normen nennt man Funktionalanalysis. 4

9.3 Kategorientheorie

Ganz zum Schluss lernen wir noch eine Sichtweise kennen, anhand derer man
viele der bisherigen Konzepte, und viele Konzepte der Mathematik überhaupt,
besser einordnen und verstehen kann.

Definition 9.3.1. (i) Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse

Obj(C)

(von sogenanntenObjekten) und für alleX, Y ∈ Obj(C) jeweils einer Menge

C(X, Y )
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(von sogenannten Morphismen), sowie einer partiellen Verknüpfung von Mor-
phismen

C(X, Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z)

(f, g) 7→ g ◦ f

welche folgenden zwei Bedingungen genügt:

(1) ∀X ∈ Obj(C) ∃idX ∈ C(X,X)mit

idX ◦ f = f, g ◦ idX = g

für alle f ∈ C(Y,X), g ∈ C(X, Y ).

(2) Für alle f ∈ C(W,X), g ∈ C(X, Y ), h ∈ C(Y, Z) gilt

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

(ii) Ein f ∈ C(X, Y ) heißt Isomorphismus, falls g ∈ C(Y,X) existiert mit

g ◦ f = idX , f ◦ g = idY .

(iii) Zwei ObjekteX, Y ∈ Obj(C) heißen isomorph (in ZeichenX ∼= Y ), falls in
C(X, Y ) ein Isomorphismus existiert. 4

Grafisch stelltman Ausschnitte aus Kategorien gewöhnlich durch (kommutative)
Pfeildiagramme dar:

X
f //

g◦f   

Y

g
��
Z

Beispiel 9.3.2. (i) Die KategorieMen der Mengen hat als Objekte die Mengen
undalsMorphismendieAbbildungen,wobei dieVerknüpfunggeradedieHinter-
einanderausführung ist. Ein Isomorphismus ist eine bijektive (also invertierbare)
Abbildung, und zweiMengen sind isomorphwenn sie die gleicheMächtigkeit be-
sitzen.
(ii) Für jeden festen KörperK hat die KategorieK-Vec derK-Vektorräume als
Objekte dieK-Vektorräume und als Morphismen dieK-linearen Abbildungen.
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(iii) Die Kategorie Top der topologischen Räume hat als Objekte die topologi-
schenRäumeundalsMorphismendie stetigenAbbildungen.Ein Isomorphismus
ist gerade ein Homöomorphismus, und isomorphe Objekte sind homöomorphe
Räume.
(iv)Morphismenmüssennicht immerAbbildungensein.Sei etwa (G, ·)eine feste
Gruppe.Wir definieren eine Kategorie CG durch

Obj(CG) := {∗}

und
CG(∗, ∗) := G.

Die Gruppenverknüpfung · dient uns dabei als Verknüpfung vonMorphismen

· : CG(∗, ∗)× CG(∗, ∗)→ CG(∗, ∗)

und man überprüft leicht die Bedingungen (1) und (2). Auf diese Weise lässt sich
G als eigene Kategorie auffassen. JederMorphismus ist hier ein Isomorphismus.

4

Definition 9.3.3. Ein kovarianter (bzw. kontravarianter) Funktor von der Kate-
gorie C in die KategorieD besteht aus einer Abbildung

F : Obj(C)→ Obj(D)

sowie Abbildungen

F : C(X, Y )→ D(F(X),F(Y ))

(bzw.F : C(X, Y )→ D(F(Y ),F(X)))

mit

(1) F(idX) = idF(X)

(2) F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f) (bzw.F(g ◦ f) = F(f) ◦ F(g)).

X
f //

g◦f ��

Y

g

��

F(X)
F(f) //

F(g◦f) $$

F(Y )

F(g)

��
Z F(Z)

4
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Beispiel 9.3.4. (i) Die Bildung desDualraums ist ein kontravarianter Funktor von
K-Vek in sich selbst.
(ii) SeiX ein fest gewählterK-Vektorraum. Dann ist die Zuordnung

V 7→ X ⊗ V

einkovarianterFunktor vonK-Vek in sich selbst.Eine lineareAbbildungϕ : V →
W wird dabei auf

idX ⊗ϕ : X ⊗ V → X ⊗W

abgebildet.
(iii) Es gibt den kovarianten Funktor Top → Men, der jedem topologischen
Raum dieMenge seiner Zusammenhangskomponenten zuordnet. Stetige Abbil-
dungen erhaltenZusammenhang, also induzieren sie Abbildungen zwischenden
Mengen der Zusammenhangskomponenten.
(iv) SeiC eineKategorie, inderdieObjektewirklichausMengenunddieMorphis-
men wirklich aus Abbildungen zwischen diesen bestehen (z.B. Top, K-Vec, ...).
Der Vergiss-Funktor ist ein kovarianter Funktor C → Men, der einfach eine
eventuelle zusätzliche Struktur auf den Objekten der Kategorie (z.B. eine Topo-
logie, eine Vektorraumstruktur,...) vergisst. Ebenso vergisst er die Tatsache, dass
Morphismen eventuell sehr spezielle Abbildungen sind, und betrachtet sie ein-
fach nur noch als Abbildungen. 4

Lemma 9.3.5. SeiF : C → D ein Funktor und in C gelteX ∼= Y . Dann gilt inD

F(X) ∼= F(Y ).

Beweis. Sei o.B.d.A.F kovariant. Sei f ∈ C(X, Y ) ein Isomorphismusmit inver-
semMorphismus g ∈ C(Y,X). Dann gilt g ◦ f = idX und nach Anwendung von
F also

idF(X) = F(idX) = F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f).

Analog bekommtmanF(f) ◦ F(g) = idF(Y ) und damitF(X) ∼= F(Y ).

Bemerkung 9.3.6. Oft möchte man die Isomorphie von zwei Objekten einer Ka-
tegorie entscheiden (sind zwei Vektorräume isomorph, sind zwei topologische
Räume homöomorph,....?)Wenn sie isomorph sind, kannman oft einen Isomor-
phismus angebenundhat die Frage damit entschieden.Wenn sie nicht isomorph
sind, ist die Frage oft schwieriger.ManmussdannEigenschaftenderObjektefin-
den, die sie voneinander unterscheiden und die Isomorphie ausschließen. Etwas
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konzeptioneller formuliert wendetman zunächst einen Funktor an. Sind die Ob-
jekte dann nicht isomorph, waren sie es vorher auch nicht.
Habenbeispielsweise zwei topologischeRäumeeine unterschiedlicheAnzahl von
Zusammenhangskomponenten, können sie nicht homöoorph sein. Diese Argu-
mentation entspricht der Anwendung des Funktors aus Beispiel 9.3.4 (iii). Sind
die Dualräume von zwei Vektorräumen nicht isomorph, so sind es die Räume
selbst auch nicht. Das entspricht dem Funktor aus Beispiel 9.3.4 (i). Noch ba-
naler ist folgende Beobachtung: haben zwei Vektorräume nicht dieselbe Mäch-
tigkeit (als Mengen), so sind sie nicht isomorph. Extrem abgehoben kann man
sagen, dass man diese Beobachtung aus dem Vergissfunktor und Lemma 9.3.5
erhält. 4
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Übungsaufgaben

Aufgabe 1. Für eine MengeM nennen wir die Menge aller ihrer Teilmengen die
PotenzmengeP(M) vonM . In Formeln:

P(M) := {N | N ⊆M} .

Schreiben Sie für die folgenden MengenM jeweils die Potenzmenge P(M) ex-
plizit durch Angabe aller Elemente auf:
(i)M = {1, a, ϕ}.
(ii)M = P(P(∅)).
(iii)M = {1, 2} × {a, b}.
Wieviele Elemente hat die Potenzmenge einerm-elementigenMenge?

Aufgabe 2. Für MengenM,N definieren wir

M∆N := (M ∪N) \ (M ∩N).

Zeigen Sie, dass für beliebige MengenM,N,O stets gilt:
(i) (M∆N)∆O = M∆(N∆O).
(ii)M∆N = N∆M.
(iii)M∆N = ∅ ⇔M = N.

Aufgabe 3. (i) SeiM die Menge aller Menschen. Untersuchen Sie die folgenden
Relationen aufM in Hinblick auf Symmetrie, Reflexivität und Transitivität:

1. R1 = {(A,B) | A liebtB}

2. R2 = {(A,B) | A ist mitB verheiratet}

3. R3 = {(A,B) | A ist Mutter vonB}

4. R4 = {(A,B) | ∃C ∈M : (C,A) ∈ R3 ∧ (C,B) ∈ R3}
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(ii) Geben Sie für jede der drei Eigenschaften reflexiv, symmetisch, transitiv eine Re-
lation auf einer Menge an, die diese Eigenschaft hat, die anderen beiden jedoch
nicht.

Aufgabe 4. Sei n ∈ N gegeben. AufZ definieren wir folgende Relation:

Mn := {(a, b) ∈ Z× Z | ∃c ∈ Z : nc = b− a} .

Zeigen Sie, dass es sich beiMn um eine Äquivalenzrelation handelt und bestim-
men Sie die Anzahl ihrer Äquivalenzklassen.

Aufgabe 5. Seien f : M → N, g : N → O, h : O → P Abbildungen. Zeigen Sie:
(i) Es gilt h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.
(ii) Sind f und g injektiv, so auch g ◦ f .
(iii) Sind f und g surjektiv, so auch g ◦ f .
(iv) Sind f und g bijektiv, so auch g ◦ f und es gilt (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Aufgabe 6. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivität und Sur-
jektivität:
(i) f1 : R2 → R; (a, b) 7→ a+ b.

(ii) f2 : R2 → R; (a, b) 7→ a2 + b2 − 1.

(iii) f3 : R2 → R2; (a, b) 7→ (a+ 2b, 2a− b).
(iv) f4 : R2 → R3; (a, b) 7→ (a2, a− b, b).

Aufgabe 7. Sei f : M → N eine Abbildung. Zeigen Sie:
(i) Für T ⊆M und S ⊆ N gilt T ⊆ f−1 (f(T )) sowie f (f−1(S)) ⊆ S.

(ii) Für S1, S2 ⊆ N gilt f−1 (S1 ∪ S2) = f−1 (S1) ∪ f−1 (S2) sowie
f−1 (S1 ∩ S2) = f−1 (S1) ∩ f−1 (S2) .

(iii) Für T1, T2 ⊆M gilt f (T1 ∪ T2) = f (T1) ∪ f (T2) .

(iv) Zeigen oder widerlegen Sie die Aussage f (T1 ∩ T2) = f (T1) ∩ f (T2) .

Aufgabe 8. Bestimmen Sie die (reelle) Lösungsmenge des linearen Gleichungs-
systemsmit folgender erweiterter Koeffizientenmatrix:

(A, b) =


1 3 2 5 4 0
0 0 −2 0 4 1
0 0 0 −10 2 2
0 0 0 0 0 0

 .
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Aufgabe 9. (i) Bestimmen Sie die reelle Lösungsmenge des folgenden linearen
Gleichungssystems:

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0
−3x1 + −6x2 + −8x3 + −9x4 = 0

2x1 + x3 + 9x4 = 0.

(ii) Für welche λ ∈ R besitzt das folgende Gleichungssystem eine reelle Lösung?
Wieviele Lösungen gibt es dann jeweils?

2x1 − 2x2 + λx3 = 3
4x1 + 6x2 − 3x3 = −2

10x1 − 10x2 + 13x3 = 0.

Aufgabe 10. Finden Sie ein reelles Polynom vom Grad höchstens 4, also einen
Ausdruck der Gestalt

p = c0 + c1t+ c2t
2 + c3t

3 + c4t
4

mit c0, . . . , c4 ∈ R, für das gilt:

p(−2) = 1, p(−1) = −1, p(0) = 2, p(1) = 1, p(2) = −1.

Aufgabe 11. Sei (G, ∗) eine Gruppe. Das zu a ∈ G inverse Element bezeichnen
wir mit a−1. Zeigen Sie, dass für a, b, c ∈ G stets folgendes gilt:
(i) (a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1.
(ii) (a−1)−1 = a.
(ii) a ∗ c = b ∗ c ⇒ a = b.

Aufgabe 12. SeiG = {x, y} eine zweielementigeMenge. BestimmenSie alle Ver-
knüpfungen

∗ : G×G→ G,

welche G zu einer Gruppe machen (zum Beispiel durch Angabe der Verknüp-
fungstafeln).

Aufgabe 13. SeiM eine nichtleere Menge. Für A,B ⊆ M definieren wir A∆B
wie in Aufgabe 2, sowie

A ◦B := M \ (A∆B) .

Entscheiden Sie:
(i) Sind (P(M),∆) und/oder (P(M), ◦)Gruppen?
(ii) Sind (P(M),∆,∩) und/oder (P(M),∆,∪) Ringe?
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Aufgabe 14. SeiR ein Ring. Zeigen Sie, dass für alle a, b, c ∈ R gilt:
(i) 0 · a = a · 0 = 0.
(ii)−(a · b) = (−a) · b = a · (−b).
(iii) (−a) · (−b) = a · b.
Gilt auch immer a · b = a · c⇒ b = c?

Aufgabe 15. Vervollständigen Sie den Beweis von Satz 2.2.13.

Aufgabe 16. Bestimmen Sie die Lösungsmenge (in C2) des folgenden linearen
Gleichungssystems:

i · x+ y = −i
x+ i · y = 1 + i.

Aufgabe 17. Lösen Sie das folgende lineare Gleichungssystem über dem Körper
Z/3Z:

x1 + 2x3 + x4 = 2
x1 + x2 + 2x3 + x5 = 0

2x2 + x3 + x4 + 2x5 = 1

Aufgabe 18. Zeigen Sie Assoziativ- und Distributivgesetze für die Matrixrech-
nung (d.h. die Aussagen von Satz 2.3.5 (ii) und (iii)).

Aufgabe 19. Bestimmen Sie alle MatrizenX ∈ Mat3,2(C)mit 1 i 0
−i −1 1
0 2 0

 ·X =

 1 −1
i −i
0 1

 .

Aufgabe 20. Sei R ein Ring und m ∈ N. Eine Matrix M = (mij)i,j=1,...,m ∈
Matm(R) hat obere Dreiecksgestalt, wenn für j < i stetsmij = 0 gilt. Zeigen Sie:
HabenM,N ∈ Matm(R) obere Dreiecksgestalt, so auchM ·N .

Aufgabe 21. Berechnen Sie die inverse Matrix der beiden folgenden Matrizen,
jeweils im gegebenenMatrixring: 1 + i −i 1

2 1− 2i 0
0 −1 1

 ∈ Mat3(C) und

 1 2 4
2 3 6
5 0 1

 ∈ Mat3(Z/7Z).
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Aufgabe 22. SeiK ein Körper undA,B ∈ Matm(K). Es gelteAB = Im. Zeigen
Sie, dass dann auchBA = Im gilt.
Hinweis: Wenn Sie die Invertierbarkeit vonA oderB verwenden wollen, müssen Sie sie
zuerst zeigen.

Aufgabe 23. SeiK ein Körper und V einK-Vektorraum. Zeigen Sie, dass für alle
λ, γ ∈ K, v ∈ V gilt:
(i) 0 · v = 0.
(ii) (−λ) · v = −(λ · v).
(iii) Aus v 6= 0 und λ 6= γ folgt λ · v 6= γ · v.

Aufgabe 24. Sei V = F(R,R) der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach
R. Welche der folgenden Teilmengen sind Untervektorräume von V? (begründen
Sie Ihre Aussage)
(i)U1 = {f ∈ V | f(0) = 0}.
(ii)U2 = {f ∈ V | f(0) = 1}.
(iii)U3 = {f ∈ V | f stetig}.
(iv)U4 = {f ∈ V | ∀r ∈ R : f(r) ≥ 0}.
(v)U5 = {f ∈ V | ∀r ∈ R : |f(r)| ≤ 1}.
(vi)U6 = {f ∈ V | ∃C ∈ R ∀r ∈ R : |f(r)| ≤ C} .

Aufgabe 25. Berechnen Sie zur gegebenen MatrixA ∈ Mat3(Q) eine Zerlegung
als Produkt von Elementarmatrizen:

A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 0

 .

Was ändert sich, wenn unten rechts inA statt 0 eine 9 steht?

Aufgabe26. BestimmenSie alleUntervektorräume vonC, wobei SieC einmal als
C- und einmal als R-Vektorraum auffassen (die Skalarmultiplikation ist einfach
die bekannte Multiplikation von Zahlen).

Aufgabe27. SeiV einK-Vektorraumund v1, . . . vm ∈ V linear unabhängig. Zei-
gen Sie, dass für v ∈ V \ SpanK({v1, . . . , vm}) auch

v1, . . . , vm, v

linear unabhängig sind.
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Aufgabe 28. Sei V = F(R,R) und n ≥ 1. Zeigen Sie, dass die Funktionen

sin(x), sin(2x), . . . , sin(nx)

als Elemente von V R-linear unabhängig sind.

Aufgabe 29. Bestimmen Sie für die folgende Matrix A ∈ Mat3,5(Q) eine Basis
des LösungsraumsL(A, 0) ⊆ Q5:

A =

 1 −2 1 2 0
1 1 −1 1 2
1 7 −5 −1 1

 .

Aufgabe 30. Bestimmen Sie für die folgenden Unterräume von R4 jeweils eine
Basis und die Dimension:
(i)U1 = {(a1, a2, a3, a4) ∈ R4 | a1 = 0} .
(ii)U2 = {(a1, a2, a3, a4) ∈ R4 | a1 = a2 + a3 + a4}.
(iii)U1 ∩ U2, U1 + U2.

Aufgabe 31. Wir betrachten folgendeMenge:

M := {A ∈ Mat3(R) | jede Zeile und jede Spalte vonA summiert sich zu 1} .

(i) Zeigen Sie, dassM ein affiner Unterraum vonMat3(R) ist und bestimmen Sie
den zuM parallelen UntervektorraumU ⊆ Mat3(R).
(ii) Bestimmen Sie eine Basis vonU .

Aufgabe 32. Sei ϕ : V → W eine lineare Abbildung zwischenK-Vektorräumen.
Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind:
(i) Sind v1, . . . , vn in V linear unabhängig, so sind ϕ(v1), . . . , ϕ(vn) inW linear
unabhängig.
(ii) Sind ϕ(v1), . . . , ϕ(vn) inW linear unabhängig, so sind v1, . . . , vn in V linear
unabhängig.

Aufgabe 33. Bestimmen Sie für die folgenden linearen Abbildungen jeweils eine
Basis für Kern und Bild:
(i) ϕ1 : R2 → R2; (x1, x2) 7→ (x1 − x2, x2 + 2x1).
(ii) ϕ2 : R2 → R3; (x1, x2) 7→ (x1 + x2, x1 − 2x2, 2x2 − x1).
(iii) ϕ3 : R3 → R3; (x1, x2, x3) 7→ (7x1 + x2, x1 + x2 + x3, x3 − 6x1).
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Aufgabe 34. Sei V = R[t]≤4 der Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad
≤ 4.
(i)WählenSie eineBasisv vonV undbestimmenSiedenKoordinatenvektor ξv(pi)
für die folgenden Polynome:

p1 = 1− t2 + 2t3, p2 = t4, p3 = (t− 2)2 − t3.

(ii) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen ϕ : V → V linear sind:

(a) p 7→ p(0) (Auswertung in 0)

(b) p 7→ p(1) (Auswertung in 1)

(c) p 7→ p′ (Ableitung nach t)

(d) p 7→ p+ 1.

(iii) Finden Sie zu den linearen Abbildungen ϕ aus (ii) jeweils eine Matrix A ∈
Mat5(R), so dass

ξv (ϕ(p)) = Aξv(p)

für alle p ∈ V gilt.

Aufgabe 35. Seien V,W zweiK-Vektorräume und ϕ : V → W eine bijektive li-
neare Abbildung. Zeigen Sie:
(i) Die Umkehrabbildung ϕ−1 : W → V ist ebenfalls linear.
(ii) Es gilt dimK(V ) = dimK(W ).

Aufgabe 36. Sei V ein K-Vektorraum und ϕ : V → V eine lineare Abbildung.
Wir schreiben ϕn für die n-malige Hintereinanderausführung von ϕ, d.h.

ϕn = ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n

.

Seien v ∈ V und n ∈ N so, dass gilt:

ϕn(v) 6= 0 und ϕn+1(v) = 0.

Zeigen Sie, dass dann v, ϕ(v), ϕ2(v), . . . , ϕn(v) linear unabhängig sind.

Aufgabe 37. SeienA ∈ Matm,n(K) undB ∈ Matn,r(K). Zeigen Sie, dass

(AB)t = BtAt

gilt.
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Aufgabe 38. Seien v1, . . . , vm ∈ Km undA = (v1, . . . , vm) ∈ Matm(K). Zeigen
Sie, dass (v1, . . . , vm) genau dann eine Basis vonKm ist, wennA invertierbar ist.

Aufgabe 39. Bestimmen Sie den Rang der folgendenMatrix über dem KörperQ:

A =


2 0 1 1
1 1 2 0
0 1 0 1
0 0 2 1

 .

Was ist der Rang, wenn wirA als Matrix über dem Körper Z/3Z auffassen? Fin-
den Sie jeweils eine invertierbare Untermatrix vonmaximaler Größe.

Aufgabe 40. (i) Schreiben Sie die Permutationen σ1, σ2 ∈ S8 jeweils als Produkt
von elementfremden Zyklen und als Produkt von Transpositionen. Bestimmen
Sie ihre Signaturen.

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 8 4 2 5 1 6 7

)
, σ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 8 5 1 7 4 3 2

)
.

(ii) Zeigen Sie, dass für jedes σ ∈ Sm (und jeden Körper K) genau eine Matrix
Aσ ∈ Matm(K) existiert mit

Aσ

 c1
...
cm

 =

 cσ(1)
...

cσ(m)


für alle (c1, . . . , cm)t ∈ Km.

Aufgabe 41. (i) Berechnen Sie die Determinante der folgendenMatrix:

A =


1 2 3 4
5 6 7 8
9 8 7 6
5 4 3 2

 .

Hängt das Ergebnis vom Körper ab, über dem die Matrix betrachtet wird?
(ii) SeiA ∈ Matm(Z). Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(a) A ∈ GLm(Q).
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(b) A ∈ GLm(Z/pZ) für alle bis auf endlich viele Primzahlen p.

(iii) SeiA ∈ Matm(Q). ZeigenSiedieÄquivalenzder folgendenbeidenAussagen:

(a) A ∈ GLm(C).

(b) A ∈ GLm(Q).

Aufgabe 42. SeiK ein Körper. Zeigen Sie, dass für alle a0, . . . , am, x ∈ K gilt:

det


x 0 · · · 0 a0

−1 x
. . . ... a1

0 −1
. . . 0

...
... . . . . . . x am−1

0 · · · 0 −1 x+ am

 = xm+1 + amx
m + · · ·+ a1x+ a0.

Aufgabe 43. Bestimmen Sie alle Werte λ ∈ R, für welche die folgende Matrix
überR invertierbar ist:

A =

 3 λ −λ
2 −1 3

λ+ 10 1 1

 .

Aufgabe 44. SeiA ∈ GLm(K),B ∈ Matm(K) und λ ∈ K. Zeigen Sie

det (λIm − AB) = det (λIm −BA) .

Aufgabe 45. Berechnen Sie die Determinante der Matrix

A =


a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

 .

indem Sie die Determinante vonA · At berechnen und von dieser auf die Deter-
minante der MatrixA schließen.

Aufgabe46. (i) SeiA ∈ Matm(R), wobeimungerade ist. Außerdem seiA schief-
symmetrisch, das heißtA = −At. Zeigen Sie det(A) = 0.
(ii) Sei A ∈ Matm(R), wobei Amehr alsm2 −m Elemente besitzt, die gleich 0
sind. Zeigen Sie det(A) = 0.
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Aufgabe 47. (i) Geben Sie zweiMatrizenA, B ∈ Mat2(Z/5Z) an, für dieA ·B 6=
B · A gilt.
(ii) EineMatrix heißt symmetrisch, wennA = At und schiefsymmetrisch, wenn
A = −At gilt. Zeigen Sie, dass sich jede MatrixA ∈ Matm(K) als Summe einer
symmetrischen Matrix As und einer schiefsymmetrischen Matrix At darstellen
läßt.

Aufgabe 48. Es sei V einR-Vektorraum und a, b, c ∈ V . Außerdem seien

x := b+ c, y := c+ a und z := a+ b.

Zeigen Sie:
(i) Es ist SpanK({a, b, c}) = SpanK({x, y, z}).
(ii) Es sind a, b, c genau dann linear unabhängig, wenn x, y, z linear unabhängig
sind.
(iii) Sind die obigen zwei Aussagen auch für Vektorräume über einem beliebigen
Körper richtig?

Aufgabe 49. SeiK ein Körper und x1, . . . , xm ∈ K. Wir betrachten

V (x1, . . . , xm) :=


1 x1 x2

1 · · · xm−1
1

1 x2 x2
2 · · · xm−1

2
...

1 xm x2
m · · · xm−1

m

 ∈ Matm(K).

Zeigen Sie
det (V (x1, . . . , xm)) =

∏
1≤i<j≤m

(xj − xi).

Insbesondere ist V (x1, . . . , xm) genau dann invertierbar, wenn die xi paarweise
verschieden sind.

Aufgabe 50. SeiK ein Körper und x1, . . . , xm ∈ K paarweise verschiedene Ele-
mente. Zeigen Sie, dass es dann für jede Wahl von y1, . . . , ym ∈ K genau ein
Polynom p ∈ K[t] vom Grad höchstens m − 1 gibt, mit p(xi) = yi für alle
i = 1, . . . ,m.

Aufgabe 51. Sei V ein K-Vektorraum und ϕ : V → V eine lineare Abbildung.
Seien λ1, . . . , λm ∈ K paarweise verschiedene Elemente und dazu v1, . . . , vm ∈
V \ {0}mit

ϕ(vi) = λivi

für alle i = 1, . . . ,m. Zeigen Sie, dass v1, . . . , vm dann linear unabhängig sind.
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Aufgabe 52. Seien V ein K-Vektorraum und W1,W2 ⊆ V Untervektorräume
mitW1 ∩W2 = {0}. Seien x1, . . . , xm ∈ W1 und y1, . . . , yn ∈ W2 jeweils linear
unabhängig. Zeigen Sie, dass dann auch

x1, . . . , xm, y1, . . . , yn

linear unabhängig sind.

Aufgabe 53. Die MatrixA ∈ Matm(K) habe obere Block-Dreiecksform, d.h. sie sei
von der Form

A =

(
B C
0 D

)
mit B ∈ Matm1(K), C ∈ Matm1,m2(K), D ∈ Matm2(K) undm1 + m2 = m.
Zeigen Sie, dass dann det(A) = det(B) · det(D) gilt.

Aufgabe 54. ImR5 seien die folgenden Vektoren gegeben:

v1 =


4
1
1
0
−2

 , v2 =


0
1
4
−1
2

 , v3 =


4
3
9
−2
2

 , v4 =


1
1
1
1
1

 , v5 =


0
−2
−8
2
−4

 .

Wir betrachten V = SpanR{v1, . . . , v5} ⊆ R5.
(i) Bestimmen Sie dimR(V ).
(ii) Bestimmen Sie sämtliche Möglichkeiten, aus v1, . . . , v5 eine Basis für V aus-
zuwählen.

Aufgabe 55. Fürm ≥ 2 betrachten wir

M =


0 1 · · · 1

. . . . . . ...
. . . 1

0 0

 ∈ Matm(Q).

Zeigen SieMm−1 6= 0 undMm = 0.

Aufgabe 56. Gibt es eineC-Vektorraumstruktur aufR, sodass die skalare Multi-
plikation

C× R→ R
eingeschränkt aufR× R die übliche Multiplikation aufR ist?
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Aufgabe 57. Wir betrachten folgende lineare Abbildung:

ϕ : C[t]≤4 → C[t]≤3

p 7→ p′ + p′′ + p(0).

Bestimmen Sie die DarstellungmatrixMv,w(ϕ) bezüglich Basen v, w IhrerWahl.

Aufgabe 58. Bestimmen Sie für die folgendeMatrixA ∈ Mat3(R) das charakte-
ristische Polynom, sowie die Eigenwerte und die Eigenräume von µA: 2 2 3

1 2 1
2 −2 1

 .

Aufgabe 59. Sei V ein K-Vektorraum und ϕ : V → V ein Endomorphismus.
Seien λ1, . . . , λn ∈ K paarweise verschiedene Eigenwerte vonϕ, undB1, . . . ,Bn
dazu jeweils endliche Mengen von linear unabhängigen Eigenvektoren. Zeigen
Sie, dass dann B1 ∪ · · · ∪ Bn ebenfalls linear unabhängig ist.

Aufgabe 60. Für A ∈ Matn(R) suchen wir differenzierbare Funktionen
f1, . . . , fn : R → R, welche die Differentialgleichung f ′ = Af erfüllen. Dabei
ist f = (f1, . . . , fn)t und f ′ = (f ′1, . . . , f

′
n)t. Zeigen Sie:

(i) Ist 0 6= v ∈ Rn und λ ∈ R, so ist f := eλx · v eine Lösung der Differentialglei-
chung genau dann, wenn v ein Eigenvektor vonA zum Eigenwert λ ist.
(ii) Sind v1, . . . , vr ∈ Rn linear unabhängige Eigenvektoren zu den Eigenwerten
λ1, . . . , λr vonA, so sind die Lösungen

eλ1xv1, . . . , e
λrxvr

linear unabhängig (im Raum der Funktionen vonR nachRn).

Aufgabe 61. Sei V einK-Vektorraum und ϕ : V → V ein Endomorphismus, für
den jeder Vektor 0 6= v ∈ V ein Eigenvektor ist. Zeigen Sie, dass dann

ϕ = λ · idV

für ein λ ∈ K gelten muss.

Aufgabe 62. Berechnen Sie (abhängig von a ∈ R) die Eigenwerte und Eigenräu-
me der folgendenMatrixA ∈ Mat3(R):

A =

 3 0 2
0 1 a
0 2 2a

 .
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Aufgabe63. Seiϕ1 : R3 → R3 dieDrehungumπ/4umdiex3-Achse sowieϕ2 : R3 →
R3 die Spiegelung an der Ebene definiert durch x1 + 2x2 = 0.
(i) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen Mv,v(ϕi) bezüglich Basen v Ihrer
Wahl.
(ii) Berechnen Sie alle reellen Eigenwerte und Eigenräume der ϕi.

Aufgabe64. Berechnen Sie die PotenzenAk in allgemeiner Form für die folgende
Matrix:

A =

(
3 6
6 −2

)
.

Aufgabe 65. Bestimmen Sie für die folgenden Polynome pi ∈ K[t] jeweils sämt-
liche Nullstellen samt Vielfachheiten inK :
(i) p1 = −4t2 + 4t3 − 2t5 + t6 fürK = Q,R,C.
(ii) p2 = t8 + 1 fürK = Z/2Z.

Aufgabe 66. Untersuchen Sie für die folgende Matrix A ∈ Mat3(R) den Endo-
morphismus

µA : R3 → R3

auf Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit, in Abhängigkeit vomParame-
ter a:

A =

 −3 0 0
2 a 1
10 0 2

 .

Aufgabe 67. Diagonalisieren Sie die folgendeMatrixA ∈ Mat4(R), d.h. bestim-
men Sie P ∈ GL4(R), D ∈ Mat4(R) diagonal, mit P−1AP = D.

A =


−5 1 6 6
−12 2 12 12

1 1 0 −2
−4 0 4 6

 .

Aufgabe 68. Zeigen Sie für A ∈ Matm(C) die Äquivalenz der folgenden beiden
Aussagen:

(i) Es gibt ein n ∈ NmitAn = 0.

(ii) A hat nur den Eigenwert 0.

Zeigen Sie weiter, dass in diesem Fall stetsAm = 0 gilt.
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Aufgabe69. FindenSie eineMatrixA ∈ Mat9(Q)mitden folgendenEigenschaf-
ten:

dim (L(A, 0)) = 4, dim
(
L(A2, 0)

)
= 7

dim
(
L(A3, 0)

)
= 8, dim

(
L(A4, 0)

)
= 9.

Aufgabe 70. Bestimmen Sie für die Abbildung

ϕ : C[t]≤d → C[t]≤d

p 7→ p(t+ 1).

eine Darstellungsmatrix in Jordan’scher Normalform.

Aufgabe 71. Sei

A =


2 2 0 −1
0 0 0 1
1 5 2 −1
0 −4 0 4

 ∈ Mat4(C).

Bestimmen Sie eine Basis von C4, bezüglich der die Darstellungsmatrix von µA
Jordan’sche Normalform hat.

Aufgabe72. SeiA ∈ Mat5(C) eineMatrixmit charakteristischemPolynom pA =
(t−1)3(t+1)2.Weiter sei der EigenraumzumEigenwert 1 zweidimensional und
der zumEigenwert−1 eindimensional. BestimmenSie eine Jordan’scheNormal-
form fürA.

Aufgabe 73. Bestimmen Sie das Minimalpolynom der folgenden Matrix in Ab-
hängigkeit von a ∈ C: 

−1 0 −1 0
1 a −a 2
1 0 1 1
0 0 1 −1

 .

Aufgabe74. SeiA ∈ Matm(C)beliebig,mitm ≥ 2. ZeigenSie, dassdieMatrizen

I, A,A2, . . . , Am
2−1

keine Basis vonMatm(C) bilden.
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Aufgabe 75. Sei V einK-Vektorraummit Norm ‖ · ‖. Zeigen Sie:
(i) Ist ‖ · ‖ von einem Skalarprodukt auf V induziert, so gilt für alle v, w ∈ V die
sogennannte Parallelogrammgleichung:

‖v + w‖2 + ‖v − w‖2 = 2
(
‖v‖2 + ‖w‖2

)
.

(ii) Die Normen ‖ · ‖∞ und ‖ · ‖1 auf Rm sind nicht von einem Skalarprodukt
induziert.

Aufgabe 76. SeiV einR-VektorraummitNorm ‖ ·‖, welche die Parallelogramm-
gleichung erfüllt. Zeigen Sie, dass die folgende Setzung dann ein Skalarprodukt
auf V ist, welches ‖ · ‖wiederum induziert:

〈v, w〉 =
1

2

(
‖v + w‖2 − ‖v‖2 − ‖w‖2

)
.

Aufgabe 77. Auf demR-Vektorraum V = R[t]≤2 definieren wir

〈p, q〉 := p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).

(i) Zeigen Sie, dass 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt auf V ist.
(ii) Bestimmen Sie eine ONB von V bezüglich 〈·, ·〉.

Aufgabe 78. Beweisen Sie Korollar 6.2.7.

Aufgabe 79. SeiA = At ∈ Matm(R) eine reelle symmetrische Matrix. Wir defi-
nieren folgende Abbildung:

βA : Rm × Rm → R
(v, w) 7→ vtAw.

(i) Zeigen Sie, dass βA linear im ersten Eintrag und symmetrisch ist.
(ii) Geben Sie ein explizites Beispiel fürA an, in dem βA kein Skalarprodukt auf
Rm ist.

Aufgabe 80. Sei V ein endlich dimensionalerK-Vektorraum, U ⊆ V ein Unter-
raum und sei πU : V → V die orthogonale Projektion aufU . Zeigen Sie:
(i) Es gilt πU = π∗U = πU ◦ πU .
(ii) Ist π : V → V ein Endomorphismus mit π = π∗ = π ◦ π, so ist π die ortho-
gonale Projektion auf einen Unterraum von V.
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Aufgabe 81. Berechnen Sie für die folgende MatrixA ∈ Sym4(R) eine ONB von
R4 aus Eigenvektoren von µA:

A =


0 −1 1 0
−1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 0

 .

Aufgabe 82. SeiA ∈ Matm(R) orthogonal. Zeigen Sie:
(i) Es gilt det(A) ∈ {−1, 1}.
(ii Aus det(A) = −1 folgt, dassA den Eigenwert−1 hat.
(iii) Gelten (i) und (ii) auch für unitäre Matrizen?

Aufgabe 83. SeienA,B ∈ Herm(C) positiv semidefinite Matrizen. Zeigen Sie:
(i) Für λ, γ ≥ 0 gilt λA+ γB > 0.
(ii) FürW ∈ Matm,n(C) giltW ∗AW > 0.
(iii) Es gibt v1 . . . , vm ∈ CmmitA =

∑m
i=1 viv

∗
i .

(iv) Für v ∈ Cm gilt v∗Av = 0⇔ Av = 0.

Aufgabe84. SeienV ein endlichdimensionalerC-Vektorraumundϕ, ψ : V → V
zwei Endomorphismenmit ψ ◦ ϕ = ϕ ◦ ψ. Zeigen Sie:
(i) Für jeden Eigenwert λ ∈ C von ϕ ist der Unterraum Eig(ϕ, λ) ψ-invariant,
d.h. es gilt

ψ|Eig(ϕ,λ)
: Eig(ϕ, λ)→ Eig(ϕ, λ).

(ii) Sind ϕ und ψ beide normal, so sind sie simultan diagonalisierbar (d.h. es gibt
eine ONB Basis von V , bezüglich der beide Darstellungsmatrizen Diagonalge-
stalt haben).

Aufgabe 85. Sei p ∈ R[t] ein Polynom, das überR in Linearfaktoren zerfällt. Zei-
gen Sie die Äquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(i) Alle Nullstellen von p sind größer gleich Null.

(ii) Die Koeffizienten von p haben alternierendes Vorzeichen (d.h. sie sind ab-
wechselnd≥ 0 und≤ 0).

Zeigen Sie damit, dass man die Bedingung "A > 0" für A ∈ Herm(C) durchm
polynomiale Bedingungen an die Koeffizienten vonA ausdrücken kann.
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Aufgabe 86. Zeigen Sie, dass fürA,B ∈ Herm(C)mitA,B > 0 stets gilt

L(A+B, 0) = L(A, 0) ∩ L(B, 0).

Stimmt die Aussage auch für beliebige Matrizen?

Aufgabe 87. SeienK ein Körper und A ∈ Matm,r(K), B ∈ Matr,m(K). Zeigen
Sie:
(i) Es gilt tr(AB) = tr(BA).
(ii) Stimmt auch det(AB) = det(BA)?

Aufgabe 88. Sei

A =

 4 −2 1
−2 4 2
1 2 0

 ∈ Mat3(R).

Bestimmen Sie ein P ∈ GL3(R) und eine Diagonalmatrix D ∈ Mat3(R) mit
P tAP = D.Welche Signatur hatA?

Aufgabe 89. Beweisen Sie Proposition 7.3.2.

Aufgabe 90. Es seiK ein Körper mit 1 + 1 6= 0. Zeigen Sie, dass es genau eine
symmetrische Bilinearform

β : Mat2(K)×Mat2(K)→ K

gibt mit
β(A,A) = det(A)

für alle A ∈ Mat2(K). Stimmt das auch für größere Matrizen? Bestimmen Sie
eine Darstellungsmatrix für β.

Aufgabe 91. Sei V einm-dimensionalerK-Vektorraum. Zeigen Sie:
(i)DieMengeQallerquadratischenFormenaufV bildet einenK-Untervektorraum
des gesamten FunktionenraumsF(V,K). Bestimmen Sie seine Dimension.
(ii) Für jedes q ∈ Q ist N (q) := {v ∈ V | q(v) = 0} eine Vereinigung von Ur-
sprungsgeraden.
(iii) IstN ⊆ V eine Vereinigung von höchstens

(
m+1

2

)
− 1Ursprungsgeraden, so

gibt es ein 0 6= q ∈ QmitN ⊆ N (q).

Aufgabe92. ZeigenSie, dass das InnereundderAbschluss einer konvexenMenge
wieder konvex sind.
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Aufgabe 93. Seien ϕ : Rm → Rn eine lineare Abbildung und S ⊆ Rm, T ⊆ Rn

zwei konvexe Mengen. Zeigen Sie:
(i) ϕ(S) und ϕ−1(T ) sind konvex.
(ii) S × T ⊆ Rm × Rn = Rn+m ist konvex.

Aufgabe 94. Zeigen Sie:
(i) Die Menge der positiv semidefiniten Matrizen ist ein abgeschlossener konve-
xer Kegel P ⊆ Herm(C).
(ii) Das Innere von P besteht genau aus den positiv definitenMatrizen.

Aufgabe 95. Seien p ∈ C[t] ein Polynom und z1, . . . , zd ∈ C seine Nullstel-
len. Zeigen Sie, dass die Nullstellen der Ableitung p′ in der konvexen Hülle von
z1, . . . , zd liegen, wennmanC alsR2 auffasst.

Aufgabe 96. Sei S ⊆ Rd eine Menge mit mindestens d + 2 Elementen. Zeigen
Sie, dass es disjunkte TeilmengenR,B ⊆ S gibt mit

Konv(R) ∩Konv(B) 6= ∅.

Hinweis: Wählen Sie paarweise verschiedene Elemente s1, . . . , sd+2 aus S und betrach-
ten sie das lineare Gleichungssystem

∑
i λisi = 0,

∑
i λi = 0. Gruppieren Sie die si

anhand der Vorzeichen der λi einer nichttrivialen Lösung in die zwei MengenR undB.

Aufgabe 97. Seien A,B ∈ Herm(C) zwei positiv semidefinite Matrizen. Zeigen
Sie, dass tr(A) ≥ 0 und tr(AB) ≥ 0 gilt.

Aufgabe 98. SeiK := {a ∈ Rm | a1, . . . , am ≥ 0} ⊆ Rm.
(i) Zeigen Sie, dassK ein endlich erzeugter konvexer Kegel ist.
(ii) Bestimmen Sie den dualen KegelK∨.

Aufgabe 99. (i) Zeigen Sie, dass für jedes A ∈ Herm(C) die folgenden beiden
Bedingungen äquivalent sind:

(a) tr(AB) ≥ 0 für alleB ∈ Herm(C)mitB > 0.

(b) A > 0.

(ii) Zeigen Sie, dass die Setzung 〈A,B〉 := tr(AB) ein Skalarprodukt auf demre-
ellen VektorraumHerm(C) definiert und bestimmen Sie diesbezüglich den dua-
len Kegel des Kegels der positiv semidefinite Matrizen.
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Aufgabe 100. Entscheiden Sie die Lösbarkeit des folgenden Systems linearer Un-
gleichungen überR:

x1 + 2x2 − x3 ≥ 1

x1 − x2 + x3 ≥ 1

−x1 + x2 − 2x3 ≥ 0

x3 ≥ 0

Aufgabe 101. SeienA1, . . . , An ⊆ Rm konvexeMengen, so dass jeweilsm+ 1 der
Mengen einen nichtleeren Schnitt haben. Zeigen Sie, dass dann

A1 ∩ · · · ∩ An 6= ∅

gilt.
Hinweis: Gehen Sie per Induktion über n vor und benutzen Sie Aufgabe 96.

Aufgabe 102. Beweisen Sie Proposition 9.1.6 (ii).

Aufgabe 103. Zeigen Sie, dass die injektive Abbildung

⊕
j∈I

V ′j ↪→

(∏
j∈I

Vj

)′

aus Proposition 9.1.7 im Allgemeinen nicht surjektiv ist.

Aufgabe 104. Beweisen Sie Proposition 9.1.12 (ii).

Aufgabe 105. Sei V = R[t] der Vektorraum der reellen Polynome und

U = {p ∈ V | p(0) = 0} .

Zeigen Sie V/U ∼= R, indem Sie einen Isomorphismus explizit angeben.

Aufgabe 106. Zeigen Sie
(i)Km ⊗K Kn ∼= Matm,n(K) ∼= Kmn.
(ii)Matm(K)⊗Matn(K) ∼= Matmn(K).
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