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Kapitel 1

Einleitung und Grundlagen

1.1 Wasistlineare Algebra?

In vielen Bereichen der Mathematik beschiftigt man sich mit dem Lésen von
Gleichungssystemen. Man will entweder Losungen explizit finden (am besten so-
gar alle existierenden Losungen), oder zumindest die Menge aller Losungen geo-
metrisch gut verstehen.

Die lineare Algebra befasst sich mit den denkbar einfachsten Gleichungssyste-
men, namlich mit linearen Gleichungssystemen (itber geeigneten Zahlbereichen).
Hier hat man im Lauf der Zeit auf fast alle Fragen befriedigende Antworten ge-
funden. Da lineare Gleichungssysteme sowohl in der Mathematik als auch in an-
deren Wissenschaften sehr hiufig auftreten, zihlt dielineare Algebra zu den wich-
tigsten theoretischen Grundlagen in vielen Gebieten von Wissenschaft und Tech-
nik.

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems hat eine einfache geome-
trische Struktur, die eines (affinen) Vektorraums. Darum kénnen solche Losungs-
mengen durch endlich viele Daten komplett angegeben werden, selbst im Fall un-
endlich vieler Losungen. Zusitzlich existiert mit dem (vielleicht schon aus der
Schule bekannten) Algorithmus von Gauf} eine effiziente algorithmische Metho-
de, um lineare Gleichungssysteme zu losen. Alle diese Tatsachen lernen Sie im
Verlauf dieser Vorlesung kennen. Damit sind dann viele praktische Fragen zu li-
nearen Gleichungssystemen eigentlich bereits beantwortet. Die Mathematik
fragt aber immer auch nach einem tieferen Verstindnis und nach Verallgemeine-
rungen und Erweiterungen der bekannten Ergebnisse. Um lineare Gleichungssy-
steme in allen Aspekten griindlich zu verstehen, entwickeln wir die Theorie von
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Vektorraumen und linearen Abbildungen. Das ist aber nicht nur Selbstzweck,
denn aus dem tieferen Verstindnis ergeben sich neue Sichtweisen und Erkennt-
nisse auch tiber die urspriinglichen konkreten Fragen. Auch aus Sicht der Geo-
metrie sind Vektorraumtheorie und ihre Erweiterungen unerlisslich.

Die Vorlesung Lineare Algebra richtet sich an Studierende unterschiedlicher Fach-
richtungen. Sie geht deshalb nicht an jeder Stelle so weit in die Tiefe, wie ein rein
mathematischer Ansatz vielleicht nahelegen wiirde. Insbesondere dufert sich das
dadurch, dass mit % gekennzeichnete Abschnitte erst im Vertiefungsteil der Vor-
lesung behandelt werden. Mit Vertiefung umfasst die lineare Algebra 1 den Stoff
bis etwa zur Mitte von Kapitel 5. Der Rest des Skripts ist dann Stoft der Vorlesung
Lineare Algebra 2.

Zur linearen Algebra gibt es unzihlige Biicher und Skripten. Grundsatzlich ste-
hen alle wichtigen Resultate in fast jedem dieser Texte. Wer zusitzliche Literatur
konsultieren mochte, kann sich also ganz nach den eigenen Vorlieben richten. Als
erste Anregungen empfehlen wir die Biicher von Bosch [I], Fischer [2] und Lang

[31.

1.2 Notation

Im Skript und der Vorlesung werden durchgehend die folgende Symbole und No-
tationen verwendet:

und

oder

wenn, dann

nicht

fir alle

es existiert

es existiert genau ein
natiirliche Zahlen (mit Null)
ganze Zahlen
rationale Zahlen
reelle Zahlen

ist Element von

ist kein Element von.

AN BONZWLWwWw< ] | <>
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1.3 Logische Grundlagen

1.3.1 Aussagenlogik

In der Aussagenlogik weisen wir jeder Aussage einen sogenannten Wahrheits-
wert zu, der entweder W fiir wahr oder F fir falsch lautet. Wenn wir dann Aus-
sagen mit sogenannten Junktoren verkniipfen erhalten wir neue Aussage, deren
Wahrheitswert sich aus den Wahrheitswerten der einzelnen Teilaussagen ergibt.
Junktoren sind Verkniipfungen wie und, oder, nicht....

Sehr iibersichtlich stellt man so etwas in einer Wahrheitstafel dar. Dabei ste-
hen in der ersten Zeile zunichst die einzelnen Aussagen (oft A, B...) und danach
die daraus konstruierten Aussagen. In den darunterliegenden Zeilen stehen alle
moglichen Wahrheitswerte der urspriinglichen Aussagen und die sich ergeben-
den Werte fiir die konstruierten Aussagen:

A | B | A (nicht) | AAB(und) | AV B (oder) | A= B (Implikation) | (-A) VvV B
W I|W F W 5% 1% W
W | F F F W F F
F W W F %% 1% W
F|F W F F %% W

In einer solchen Tafel kann man auch ablesen, ob zwei Aussagen logisch dqui-
valent sind. Sie sind es genau dann, wenn fiir alle Wahrheitsbelegungen der ur-
spriinglichen Aussagen jeweils beide dieselben Wahrheitswerte haben. So sieht
man an der oberen Tabelle zum Beispiel, dass die Aussage “A = B” (A impliziert
B) dquivalent ist zur Aussage “(—A) V B” ((nicht A) oder B).

1.3.2 Pridikatenlogik

Hiufig hat man es mit logischen Aussagen zu tun, die nicht einfach wahr oder
falsch sind, sondern die gewissen Leerstellen/Variablen enthalten. Eine solche
Aussage kann nur dann als wahr oder falsch beurteilt werden, wenn etwas fiir die
Leerstelle eingesetzt wird. Ein Beispiel ist die Aussage

x ist grofSer gleich Null (in Formeln: z > 0).

Die Wahrheit dieser Aussage kann nur entscheiden werden, wenn fiir = etwas
eingesetzt wird. Die obere Aussage istin den ganzen Zahlen etwa wahr wenn man
fir x die Zahl 1 einsetzt, und falsch wenn man die Zahl —1 einsetzt.
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Durch Hinzufiigen von Quantoren kann eine solche Aussage jedoch in eine Aus-
sage umformuliert werden, die dann fiir sich selbst wahr oder falsch ist (natiir-
lich abhingig davon, in welchem mathematischen Modell sie betrachtet wird).
Quantoren sind fiir uns der All-Quantor V (mit der Bedeutung fiir alle) und der
Existenz-Quantor 3 (mit der Bedeutung es existiert). So ergibt sich beispielsweise
die Aussage

Ve:x >0

welche in den ganzen Zahlen falsch ist, und die Aussage
dz: x>0

welche in den ganzen Zahlen wahr ist. Solche Aussagen kénnen dann natiirlich
wie im ersten Abschnitt durch Junktoren weiter zu komplizierteren Aussagen zu-
sammengesetzt werden.

1.3.3 Einige Beweismethoden

Um eine mathematische Aussage zu beweisen gibt es verschiedene Methoden (die
jedoch fiir sich allein meistens nicht ausreichen, sondern zusitzliche mathema-
tische Kreativitit benotigen). Eine Auswahl stellen wir hier kurz vor.

(Gegen-)Beweis durch (Gegen-)Beispiel

Eine Existenzaussage kann man manchmal sehr leicht durch die Angabe eines
Beispiels beweisen. So wird die Aussage

dr:x >0

fur die ganzen Zahlen dadurch bewiesen, dass man die Zahl 1 als Beispiel an-
gibt. Genauso kann eine All-Aussage manchmal durch Angabe eines Gegenbei-
spiels widerlegt werden. Soll zum Beispiel die Aussage

Ve:x >0

fir die ganzen Zahlen widerlegt werden, kann man einfach die Zahl —1 angeben.
Aber Vorsicht: eine universelle Aussage wie Vo : = > Oistjedoch durch die Angabe
eines positiven Beispiels noch nicht bewiesen. Die Aussage besagtja gerade etwas
iiber alle Zahlen, nicht nur iiber eine. In einem endlichen Zahlbereich kénnte man
sie eventuell durch gezielte Betrachtung aller in Frage kommenden Belegungen
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fiur x beweisen. Kommen unendlich viele Belegungen in Fragen, muss man sich
etwas anderes einfallen lassen.

Ebenso lisst sich eine Existenzaussage im Allgemeinen nicht dadurch widerle-
gen, dass man ein Gegenbeispiel angibt. Man misste dazu zeigen, dass alle in
Frage kommenden Belegungen fiir = die Aussage nicht erfiillen.

Beweis durch Widerspruch

Wenn man eine Aussage beweisen mochte, kann man ihre Falschheit annehmen
und daraus einen Widerspruch abzuleiten versuchen. Das nennt man Beweis durch
Widerspruch.

Angenommen man mochte beweisen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
Man konnte das direkt dadurch tun, dass man eine Vorschrift angibt, anhand
derer wirklich unendliche viele Primzahlen produziert werden. Fiir einen Wider-
spruchsbeweis wiirde man hingegen annehmen dass die Aussage falsch ist, dass
also nur endlich viele Primzahlen existieren. Aus dieser Aussage leitet man dann
mit logischen Schliissen einen offensichtlichen Widerspruch her. Dadurch ist die
urspriingliche Aussage ebenso bewiesen.

Je nach Aussage ist ein Widerspruchsbeweis manchmal etwas leichter durchzu-
fithren. Sehr hiufig (nicht immer!) lisst sich ein Widerspruchsbeweis aber auch
in einen direkten Beweis umformen und umgekehrt. Die meisten Mathematiker
bevorzugen aus dsthetischen Griinden einen direkten Beweis gegeniiber einem
Widerspruchsbeweis.

Beweis durch Kontraposition

Mochte man die Aussage
A= D

beweisen (also “A impliziert B”), kann man stattdessen auch die Aussage
(—B) = (=4)

(also “(nicht B) impliziert (nicht A)”) zeigen. Beide Aussagen sind nimlich logisch
dquivalent, wie man durch die Angabe einer Wahrheitstafel leicht zeigen kann.
Dieses Vorgehen nennt man Beweis durch Kontraposition.

Will man beispielsweise zeigen, dass jede durch 4 teilbare Zahl auch durch 2 teil-
barist, konnte man stattdessen zeigen, dass eine nicht durch 2 teilbare Zahl auch
nicht durch 4 teilbar sein kann.
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Vollstindige Fallunterscheidung

Manchmal muss man eine allgemeine Aussage in mehrere Teile aufteilen, die je-
weils verschiedene Beweise erfordern. Mochte man eine Aussage etwa fiir alle na-
tiirlichen Zahlen beweisen, kann man sie zunichst fir die geraden und dann fir
die ungeraden Zahlen zeigen. Das nennt man Fallunterscheidung. Wichtig ist
dabei, dass jede der moglichen Situationen in mindestens einem der Fille abge-
deckt ist.

Schubfachprinzip

Wenn man mindestens n + 1 Objekte auf hochstens n Schubficher aufteilt, miis-
sen sich in mindestens einem der Ficher mindestens 2 Objekte befinden. Diese
einfache Beobachtung nennt man Schubfachprinzip. Manchmal kann so ein sehr
eleganter Beweis gefithrt werden, zum Beispiel dass unter 366 Personen minde-
stens zwei am gleichen Tag Geburtstag haben miissen.

Beweis durch vollstindige Induktion

Wenn man eine Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, 3, ... zeigen mochte,
kann man das zum Beispiel durch vollstindige Induktion tun.

Der erste Schritt dabei ist der Induktionsanfang (IA). Dabei zeigt man die Giiltig-
keit der Aussage fiir die kleinstmogliche Zahl, etwa die 0 (manchmal soll die Aus-
sage auch erst ab einer bestimmten Zahl gelten, dann startet man dort). Meistens
ist das offensichtlich wahr, oder durch eine sehr einfache Rechnung einsichtig.
Dann nimmt man an dass die Aussage bereits fiir eine allgemeine natiirliche Zahl
n gilt (oder fir alle Zahlen bis n), das nennt man die Induktionsvoraussetzung
(IV). Ausgehend davon beweist man die Aussage dann fiir die nachste Zahln + 1.
Das ist der sogenannte Induktionsschritt (IS).

Hat man das getan, ist die Aussage bewiesen. Das Prinzip kann durch den Domi-
noeftekt veranschaulicht werden. Wenn der erste Stein umgestofRen wird, und
sichergestellt ist dass jeder Stein den nichsten umst6{3t, dann fillt irgendwann
jeder Stein.

Als Beispiel wollen wir die Gleichung

n(n+1)
2

fir jede natiirliche Zahl n beweisen. Im Induktionsanfang rechnen wir die Giil-
tigkeit fiir n = 0 nach. Links steht dann 0 und rechts offensichtlich auch. Die

0+14+2+ - +n=
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Induktionsvoraussetzung ist nun, dass die Aussage fiir ein festes (aber allgemei-
nes) n bereits stimmt. Im Induktionssschritt miissen wir die Aussage jetzt fir
n + 1 zeigen, also die folgende Aussage beweisen:

(n+1)(n+2)

O+14---+n+(n+1)= 5 .

Dazu gehen wir folgendermafien vor:

+1
0+1+~~+n+(n+1)§’%+(n+1)

nn+1) 2(n+1)
2 * 2
_nn+1)+2n+1)
B 2
(n+1)(n+2)
5 :

Fir die erste Gleichheit haben wir die Induktionsvoraussetzung benutzt, also dass
die Summe aller Zahlen bis n gerade "(”2+1) ergibt. Damit ist die Aussage allge-
mein bewiesen.

1.4 Mengen, Relationen und Abbildungen

Der Begriff der Menge gehort zu den wichtigsten Begriften der Mathematik tiber-
haupt. Lange Zeit wurden Mengen einfach definiert als

Zusammenfassung bestimmterwohlunterschiedener Objekte der Anschauung
oder des Denkens zu einem Ganzen. Die einzelnen Objekte heifsen Elemente
der Menge.

Bemerkung 1.4.1 (%). Diese Definition ist eher philosophischer Natur und ma-
thematisch nicht exakt. So konnte man etwa die Menge betrachten, deren Ele-
ment alle Mengen sind:

A:={M | M Menge} .

Es handelt sich hier offenbar um eine Zusammenfassung von wohlunterschiede-
nen Objekten zu einem Ganzen. Somit miisste A also laut Definition eine Menge
sein, und damit ein Element von sich selbst:

Ae A
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Wem es nicht seltsam genug vorkommt, dass Mengen Elemente ihrer selbst sein
konnen, der betrachte nun folgende Menge:

B :={M | M Menge, M ¢ M} .

Auch hier handelt es sich um eine Zusammenfassung wohlunterschiedener Ob-
jekte, also um eine Menge. Es gibt nun zwei Moglichkeiten. Entweder gilt B € B.
Aufgrund der Definition von B muss dann aber B ¢ B gelten, ein Widerspruch.
Also muss die zweite Moglichkeiten eintreten, nimlich B ¢ B. Damit erfullt B
aber die Bedingung in der Definition von B und es folgt B € B, wieder ein Wi-
derspruch.

Der einzige Weg aus diesem Dilemma besteht darin, B nicht als Menge zuzulas-
sen. Damit entpuppt sich die angegebene Mengendefinition als nicht zufrieden-
stellend. Es gibt nun in der Tat mathematisch saubere Moglichkeiten, mit diesem
Problem umzugehen und solche Widerspriiche zu vermeiden. Allerdings ist die
lineare Algebra nicht der richtige Ort, das zu besprechen. Wir bleiben deshalb im
folgenden bei der nicht-exakten Mengendefinition und behalten nur im Hinter-
kopf, dass es theoretisch hier etwas zu bedenken gibt. A

Mengen konnen auf verschiedene Weise angegeben werden. Eine endliche Men-
ge kann man beispielsweise einfach dadurch angeben, dass man alle ihre Elemen-
te aufzahlt (gewohnlich verwendet man geschwungenen Klammern fiir Mengen-
definitionen):

{a,b,c,d}, {Klaus, Bello, Patscherkofel}, {1,n}.

Bei unendlichen Mengen geht das nicht. Man kann diese Mengen beispielswei-
se angeben, indem man ihre Elemente andeutet und auf den Verstand der Leser
hofft:

N:={0,1,2,3,...}, Z:={..,—2,-1,0,1,2,...}.

Oft werden Mengen auch dadurch angegeben, dass man in der Mengenklammer
nach einem senkrechten Strich Bedingungen auflistet, die die Zugehorigkeit von
Elementen definiert. Dabei kann auch auf bereits bekannte Mengen zuriickge-
griffen werden. Beispiele dafiir sind

Q= {% | a,beZ,b;éO}, P:= {a|a € N,aPrimzahl}.

Man beachte, dass in einer Menge keine Reihenfolge der Elemente vorgegeben
oder relevant ist. So gilt etwa

{a,b,c} ={c,b,a}.
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Auflerdem kann jedes Element in einer Menge nur einmal enthalten sein, selbst
wenn man es (itberfliissigerweise) mehrfach aufzihlt. Es gilt also

{a,a,b,c} ={a,b,c}.
Vom Mengenbegriff ausgehend definiert man nun weitere wichtige Konzepte.

Definition 1.4.2. (i) Eine Menge N heif3t Teilmenge einer Menge M, wenn jedes
Element von N auch ein Element von M ist. Wir verwenden dafiir die Notation

N C M.
Als Formel geschrieben liest sich das so:

NCM & Va:ae N=aec M.

(i1) Fur zwei Mengen M, N bezeichnet M U N die Vereinigungs-, M N N die
Schnittmenge sowie M/ \ N die Mengendifferenz:

MUN:={a|la€e MVae N}

MNN:={alae MANae N}
M\N:={a|laecMANa¢ N}.

@O

MUN MAN M\ N

(¢17) Fiir zwei Mengen M, N ist das kartesische Produkt von M und N die Menge
aller geordneten Paare von Elementen aus M und N:

M x N :={(a,b) |a€ M,be N}.
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N b A

Bemerkung/Beispiel 1.4.3. (i) Es gibt genau eine Menge ohne Elemente, die leere
Menge. Wir verwenden dafiir die Notation ():

0:= ).
(i1) Es gilt
{a,b,c} U{a, 7,7} ={a,b,c,7,7}
{a,b,c} \{a, 7,7} = {b, c}.
(¢i7) Fur M = {a,b,c} und N = {1, 7, w} ergibt sich
M x N ={(a,1),(a,7),(a,m),(b,1), (b, 7), (b,7), (¢, 1), (¢, 7), (¢, )} .
(v) Die Elemente von M x N sind geordnete Paare, es ist also beispielsweise (7, a)
kein Elementvon M x N in (¢i7). Insbesondere sind M x N und N x M unter-
schiedliche Mengen.
(v) Hat M genaumund N genaun Elemente, sohat M x N genaum-n Elemente.

(vi) Das kartesische Produkt kann analog auch fiir mehr als zwei Mengen gebildet
werden. Fiir Mengen My, . . ., M,, setzt man dabei

My x My x -+ x M, :=={(ay,...,a,) | a1 € My, ... ,a, € M,}.
Fiir eine Menge M schreibt man auch

MY i=Mx---x M.
—_—

n

Ein Beispiel dafiir ist der aus der Schule bekannte R3. A

Definition1.4.4. Seien M, N Mengen. Eine Relation zwischen M/ und N ist eine
Teilmenge
RC M x N.

Statt (a,b) € R schreibt man manchmal auch aRb und sagt a steht zu b in der
Relation R. Fir M = N sagt man auch, dass R eine Relation auf M ist.
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RCMxN

aRb

—-cRd

q b A

Bemerkung/Beispiel 1.4.5. (i) Eine Relation gibt eine Beziehung zwischen Ele-
menten an. Fiirjedes a € M und b € N kann diese Beziehung entweder gelten,
oder auch nicht. Die Relation R als Menge enthilt genau die Paare (a, b), fiir die
a zu b in Relation steht.

(¢i) Fiir M = {Gabi, Monika, Erika} und N = {Klaus, Martin, Horst} ist etwa
eine Relation gegeben durch

R, := {(Gabi, Martin), (Monika, Horst), (Erika, Klaus)} .
Eine andere Moglichkeit wire aber zum Beispiel
Ry = {(Gabi, Martin), (Monika, Martin), (Erika, Klaus), (Erika, Horst)} .

Ohne das als gesellschaftspolitisches Statement zu verstehen, konnte in diesem
Setup Monika beispielsweise nicht zu Erika in Relation stehen, denn Erika ist kein
Elementvon N.

(¢i7) Mathematisch etwas relevanter ist die folgende Relation auf R:

<:={(a,b) eERxR|3c€R:a+c*=b}.

Hier steht also a in Relation zu b genau dann wenn a kleiner gleich b ist. Hier
kennen wir die alternative Notation a < bstatt (a,b) € < schon lange. A

Relationen konnen gewisse zusitzliche Eigenschaften haben, die von Bedeutung
sind.

Definition 1.4.6. (i) Sei M eine Menge. Eine Relation R C M x M auf M heifdt

reflexiv, falls Va e M: (a,a) €

symmetrisch, falls Va,b e M: (a,b) € R = (b,a) € R,
antisymmetrisch, falls Va,b e M: (a, b) € RA (bya) € R=a=0b,
transitiv, falls Va,b,c € M: (a,b) € RA (b,c) € R = (a,c) € R
vollstindig, falls Va,be M: (a,b) € RV (b,a) €
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(#7) Eine Aquivalenzrelation auf M ist eine reflexive, symmetrische und transitive
Relation auf M.

(¢i7) Eine partielle Ordnung auf )M ist eine reflexive, antisymmetrische und tran-
sitive Relation auf M. Die partielle Ordnung heif3t vollstindige/totale Ordnung,
falls sie vollstindig ist. A

Bemerkung/Beispiel 1.4.7. (i) Diein Beispiel(iiz’) angegebene Relation < ist
eine vollstindige Ordnung auf R.
(¢1) Auf N definieren wir folgende Relation (Teilbarkeit):

T ={(a,b) e NxN|3JeceN:a-c=b}.

Fur (a,b) € T schreibt manoftauch a | bund sagt a teiltb. Dann sieht man leicht,
dass T eine partielle, aber keine total Ordnung auf N ist.
(¢i7) Auf jeder Menge M ist

{(a,a) | a € M}

eine Aquivalenzrelation. Jedes Element steht nur zu sich selbst in Relation. Die
Relation gibt also gerade die Gleichheit wieder.
(iv) Auf der Menge aller Personen im Raum definiert man folgende Relation:

H ={(a,b) | aund bhaben dieselbe Haarfarbe}.

Dann ist H eine Aquivalenzrelation.

(v) Aquivalenzrelationen erlauben es also, einen verallgemeinerten Gleichheits-
begriff zu definieren. Es ist dabei nicht nur jedes Element zu sich selbst gleich,
sondern kann im verallgemeinerten Sinne auch zu anderen Elementen gleich (dqui-
valent) sein. Die Eigenschaften reflexiv/symmetrisch/transitiv sind natiirlich Ei-
genschaften, die man von einer verallgemeinerten Gleichheit erwarten wiirde.
(vi) Fiir Aquivalenzrelationen verwendet man hiufig auch die Bezeichnung ~.
Statt (a,b) € R oder aRb schreibt man also a ~ b (oder etwas genauer a ~p
b). A

Definition 1.4.8. Sei R eine Aquivalenzrelation auf der Menge M. Fiira € M
definieren wir

la] . ={be M| (a,b) € R},

und nennen es die Aquivalenzklasse von a beziiglich R. Es gilt also stets

a€la] CM. A
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Lemma1.4.9 (%). (i) Sei R eine Aquivalenzrelation auf M . Fiira,b € M gilt dann stets
[a] = [b] oder [a] N [b] = 0.

Die Aquivalenzklassen liefern also eine Zerlegung von M in paarweise disjunkte Teilmen-
gen.

(i1) Sei I eine beliebige Indexmenge und fiir jedes i € I sei M; C M eine Teilmenge. Es
gelte

M;NM; =0firi#j sowie M = UMZ
i€l

Dann liefert folgende Setzung eine Aquivalenzrelation auf M, deren Aquivalenzklassen ge-
rade die Mengen M, sind:

R:={(a,b) e M x M |Jiel:abe M}.

Beweis. (i) Angenommen es gilt [a] N [b] # 0. Wir zeigen, dass dann [a] = [b]
gelten muss.

Es gibt nun also ¢ € M mitc¢ € [a] und ¢ € [b]. Aus der Definition von Aqui-
valenzklassen folgt (a,c) € Rund (b,¢) € R. Die Symmetrie von R impliziert
(¢,b) € Rund aus der Transitivitit folgt damit (a, b) € R.

Seinund € [a] beliebig. Aus (a,d) € R folgt (d,a) € Rund mit (a,b) € Rdann
wieder aus der Transitivitit (d,b) € R. Die Symmetrie impliziert (b,d) € R,
also d € [b]. Wir haben gezeigt dass jedes Element aus [a] auch zu [b] gehort,
also [a] C [b]. Die Inklusion [b] C [a] zeigt man genauso (da die Voraussetzung
[a] N [b] = 0 aber vollig symmetrisch beziiglich a und b ist, muss eigentlich nichts
mehr gezeigt werden). Damit gilt [a] = [b].

Wegen a € |[a] fiir jedes a € M liefern die Aquivalenzklassen also eine disjunkte
Zerlegung von ganz M.

(i7) Die Relation Rist nach Konstruktion offensichtlich reflexivund symmetrisch.
Fir die Transitivitit gelte (a,b) € Rund (b,c) € R. Esgibtalsoi,j € I mit
a,b € M;undb,c € M;. Ausi # jwirde M; N M; = () folgen, was wegen
b € M;N M, nichtseinkann. Also gilt7 = j, und somita, ¢ € M;, also (a,c) € R.
Damit ist gezeigt, dass R eine Aquivalenzrelation ist. Wegen

belal & (a,b) e R & Jiel:a,be M,

folgt fiir @ € M; schon [a] = M,. Die Mengen M; sind also gerade die Aquiva-
lenzklassen von R. O
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Definition 1.4.10. Fiir eine Aquivalenzrelation R auf M nennen wir die Menge
der Aquivalenzklassen auch Faktormenge:

M/R :={la] |a € M}. A

Bemerkung/Beispiel 1.4.11. (i) Die Aquivalenzklasse [a] enthilt alle zu a dquiva-
lenten Elemente. Es ist also die Zusammenfassung aller Elemente, die im verall-
gemeinerten Sinn als gleich wie a anzusehen sind. Fiirjedes b € [a] gilt [a] = [b].
Sowohl a als auch b sind also Vertreter der gleichen Aquivalenzklasse.

(27) In Beispiel (iv) enthilt eine Aquivalenzklasse gerade alle Personen mit
gleicher Haarfarbe.

(14i) Die Menge M /R hat Teilmengen von M als Elemente, nimlich die Aquiva-
lenzklassen. Da verschiedene Elemente von M in der selben Aquivalenzklasse lie-
gen konnen, enthilt M /R potenziell weniger Elemente als M. Wenn in Beispiel
[[.4.7der Raum 100 Personen enthilt, die insgesamt 5 verschiedene Haarfarben
haben, ist M eine Menge mit 100 und M /R eine Menge mit 5 Elementen.

Menge M mit Aquivalenzrelation

{[Heidi], [Erika], [Horst|, [Harry], [Tim] } Faktormenge M /R A

Konstruktion 1.4.12 (%). Wenn wir Z mit den Rechenregeln als bekannt voraus-
setzen, kdnnen wir nun eine exakte Definition von Q geben. Dazu definieren wir
zunichst eine Aquivalenzrelation auf der Menge Z x (Z \ {0}):

(a,b) ~ (¢,d) = ad = be.

Man muss nun zunichst nachrechnen, dass es sich hier wirklich um eine Aquiva-
lenzrelation handelt. Ist dies erledigt, definieren wir Q einfach als Faktormenge
dieser Aquivalenzrelation:

Q= (Z x (Z\{0}))/ ~ .
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Fiir die Aquivalenzklasse von (a, b) schreibt man statt [(a, b)] hier gewShnlich ¢,
was zur bekannte Notation

a
Q= {E ]a7b€Z,b7é0}
fihrt. Es gilt beispielsweise
(1,2) ~(2,4), denn 1-4=2-2.

Daraus folgt [(1,2)] = [(2,4)], oder in anderer Schreibweise gerade
1 2

2 4
Nun versieht man Q gewdhnlich mit Addition und Multiplikation, die folgender-
mafden definiert wird:

2+f-_ ad + be
b d bd
a ¢ ac
b d bd

Hier taucht ein wichtiges Phinomen auf, nimlich das der Wohldefiniertheit. Wir
definieren hier Addition und Multiplikation von Aquivalenzklassen, also streng
genommen von TeilmengenvonZ x (Z \ {0}) . Auf der rechten Seite der Defini-
tion wird aber Bezug auf einen Vertreter der Aquivalenzklasse Bezug genommen,
also auf ein Element der jeweiligen Menge. Dieser Vertreter ist aber keineswegs
eindeutig. Theoretisch konnte das zu Problem fithren. Zum Beispiel erhalten wir
mit der oberen Formel

13_3
2 5 10
Wir hitten aber statt % auch % schreiben konnen, und erhielten dann
2 3 6
4 5 20

Formal betrachtet haben wir im ersten Fall fiir die Aquivalenzklasse 1 den Ver-
treter (1,2) in der Formel verwendet und im zweiten Fall den Vertreter (2, 4). Er-

freulicherweise gilt nun aber
3 6

10 20’
wie man direkt sieht, d.h. die Elemente (3, 10) und (6, 20) liegen in der selben
Aquivalenzklasse. Das kann (und muss) man nun noch ganz Allgemein fiir + und
-auf Q beweisen. A
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Definition 1.4.13. Seien M, N Mengen. Eine Funktion/Abbildung f von M nach
N ist eine linkstotale und rechtseindeutige Relation zwischen M und N, d.h. eine
Teilmenge f C M x N mit folgender zusitzlicher Eigenschaft:

Vae M3be N: (a,b) € f.
Dabei heifdt M Definitionsbereich und N Zielbereich der Funktion. A

Bemerkung 1.4.14. (i) Die definierende Eigenschaft einer Funktion besagt gera-
de, dass fiir jedes Element a aus dem Definitionsbereich M genau ein Element b
aus dem Zielbereich NV existiert, welches zu a in Relation steht (also immer min-
destens eins, aber auch nie mehr als eins). Aufgrund der Eindeutigkeit von b kann
man eine Funktion also auch als Zuordnungsvorschrift verstehen, die jedema € M
einb € N zuordnet.

(i1) Statt f € M x N schreibt man fiir Funktionen meistens f: M — N, und
statt (a,b) € fauch

b= f(a).

Man nennt dann b auch das Bild von ¢ unter f.

fiM— N

(¢17) Wenn man die Notation f: M — N wihlt, nennt man die Darstellung f C
M x N manchmal auch Graph von f. In strengen Sinn der Definition ist eine
Funktion aber nichts anderes als ihr Graph.

(iv) Fur " C M nennt man die Menge

f(T):={f(a) |aeT}
das Bild von 7" unter f, und die Menge
Bild(f) := f(M)

das Bild von f.
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(v) Fiir S € N nennt man
fH(S)={aeM] f(a) € S}
das Urbild von S unter f und fiirb € N
) = ({b)) ={a € M| f(a) = b}

das Urbild von b. Man beachte aber, dass dabei f~! im Allgemeinen nicht als
Funktion von N nach M aufgefasst werden kann, denn das Urbild eines Punktes
kann mehrere Punkte enthalten. Das widerspriache der Rechtseindeutigkeit. A

Beispiel 1.4.15. (i) Wir betrachten die Funktion f: {a,b,¢,d} — {1,2,3} defi-
niert durch

fla) =1, f(0) =1, f(c) =2, f(d) = 3.
In der formalen Darstellung als Graph erhalten wir

= {(av 1>’ (bv 1)7 (Cv 2)7 (d’ 3)}

und schematisch kénnen wir f so darstellen:
—’

Es gilt beispielsweise
fa,eb) ={1,2}, f7({1.3}) = {a,b,d}, f71(3) = {d}, /7' (1) = {a,b}.
(i) Aufjeder Menge M gibt es die Identititsfunktion:
idy: M — M
ar— a.

(#4i) Die Funktion f = {(a,a?) € R x R | a € R} wiirde man gewdhnlich so an-
geben:

f:R->R

a— a’.

Ihr Graph hat dann folgende Gestalt:
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R

R

Es gllt Blld(f) = RZU = f(RZD) und f71(4) = {—27 2} A
Definition1.4.16. Sei f: M — N eine Abbildung. Dann heif3t f

(1) injektiv, falls jedes Element im Zielbereich hochstens ein Urbild hat:

Vbe N: 471 (b) < 1.

(i) surjektiv, falls jedes Element im Zielbereich mindestens ein Urbild hat:

Vbe N:#f71(b) > 1.

(i17) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist:

Vbe N: #f71b) = 1. A

Bemerkung/Beispiel 1.4.17. (i) Die Injektivitit von f kann man auch folgender-
mafden ausdriicken:

Va,be M:a#b= f(a) # f(b).

Zwei verschiedene Elemente des Definitionsbereichs werden also stets auf ver-
schiedene Elemente im Zielbereich abgebildet. In der schematischen Darstellung
von oben bedeutet das, dass niemals zwei verschiedene Pfeile am selben Punkt
enden. Man beachte, dass sich diese Eigenschaft von der Rechtseindeutigkeit (in
der Funktionsdefinition) unterscheidet; diese besagt gerade, dass von jedem Ele-
ment im Definitionsbereich genau ein Pfeil ausgeht.

injektiv
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[
- nicht injektiv

Wenn man die Injektivitit einer Abbildung andeuten mochte, verwendet man
manchmal folgende Notation:

f: M — N.

(¢i) Die Surjektivitat besagt, dass jedes Element im Zielbereich von einem Pfeil
getroffen wird, oder auch Bild(f) = N :

surjektiv

a——

nicht surjektiv

——

Um die Surjektivitit anzudeuten, schreibt man manchmal
f: M — N.

Die Surjektivitit einer Abbildung kann man notfalls dadurch erzwingen, dass
man den Zielbereich NV durch das Bild Bild( f) der Abbildung ersetzt:

£ M — Bild(f).
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(i17) Injektivitit und Surjektivitit sind voneinander unabhingig Bedingungen.
Keine der beiden impliziert die andere oder schlief3t sie aus.
(iv) Die Bijektivitit besagt, dass jedes Element im Zielbereich genau ein Urbild

besitzt. Damit stellt f eine eins-zu-eins Zuordnung zwischen den Elementen von
M und N her:

bijektiv

A

In dieser Situation kann man offensichtlich f~! als Abbildung von N nach M auf-
fassen:

ft:={(b,a) € N x M| f(a) = b}

und man nennt f~! dann Umkehrabbildung von f.

(v) Eine injektive Abbildung f: M — N wird bijektiv, wenn N durch Bild(f)
ersetzt wird. In diesem Sinne existiert also fiir jede injektive Abbildung die Um-
kehrabbildung

f1: Bild(f) — M.

(vi) Die Identitatsfunktion id,,: M — M ist stets bijektiv. Es gibt aber im All-
gemeinen noch weitere bijektive Funktionen von M nach M. Beispiele sind Dre-
hungen und Spiegelungen des R?. A

Beispiel 1.4.18. Wir betrachten die Funktion

fTR—=>R

CL'—>CL2.

R




1.4. MENGEN, RELATIONEN UND ABBILDUNGEN 21

Esgilt f(—1) = 1 = f(1), also ist f nicht injektiv. Es gilt —1 ¢ R, = Bild(f),
also ist f auch nicht surjektiv. Wir ersetzen nun den Zielbereich durch R>:

qg:. R — RZO
a a’.
RZO
g
R

Die Abbildung ¢ ist nun surjektiv, aber wegen g(—1) = 1 = g(1) immer noch
nicht injektiv. Wenn wir nun auch noch den Definitionsbereich zu R~ verklei-
nern, erhalten wir eine injektive und surjektive Abbildung, also eine Bijektion:

h: RZO — RZO
a s a’,
RZO
h
Rzo

Die Umkehrfunktion von h nennt man Wurzelfunktion:

h_ll RZO — RZO

ar—>\/a.

RZO
hfl
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Definition 1.4.19. Seien f: M — N und g: N — O Funktionen. Dann ist die
Hintereinanderausfithrung von f und g definiert als

gof: M — O
a—g(f(a)).

Dabei liest man das Symbol o als nach, was auch die Reihenfolge g o f erklirt.

M—t-N_2 0
\_/

gof

Bemerkung/Beispiel 1.4.20. (i) Sei f: {a,b,c} — {1,2} definiert durch

fla) =1, f(b) =2, f(¢) =1
und g: {1,2} — {Klaus, Bello, Patscherkofel} definiert durch

g(1) = Patscherkofel, g(2) = Bello,
so erhalten wir fiir g o f: {a, b, c} — {Klaus, Bello, Patscherkofel }
(g o f)(a) = Patscherkofel, (g o f)(b) = Bello, (g o f)(c) = Patscherkofel.

(@) Fur f: M — N gilt stets

foidy = f, idyof = f.
(13i) Ist f: M — N bijektivund f~': N — M die Umkehrabbildung, so gilt

flof=idy, fof'=idy.
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(iv) Die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen erfullt das Assoziativgesetz,
d.h. es gilt

ho(gof)=(hog)of
fir Abbildungen f: M — N,g: N — O,h: O — P.

(v) Die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen ist im Allgemeinen nicht kom-
mutativ! Es gibt also Abbildungen f: M — M, g: M — M mit

gof#/fog.

Beispielsweise kann man das mit einer Drehung und einer Achsenspiegelung des
R? anschaulich leicht sehen. A
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Kapitel 2

Gaufd-Algorithmus und
Matrixrechnung

In diesem Abschnitt lernen wir zuniachst den Gauf’-Algorithmus iiber R kennen.
Mit ihm kann man lineare Gleichungssysteme algorithmisch vollstindig l6sen.
Wir sehen dann, dass man statt R beispielsweise auch QQ verwenden kann und
das fithrt uns zur allgemeinen Definition eines Korpers. Das sind gerade die Zahl-
bereiche, iiber denen der Gau’-Algorithmus wie tiber R funktioniert. Wir lernen
einige Beispiele dazu kennen, allen voran die komplexen Zahlen. Danach beschif-
tigen wir uns mit Matrixrechnung, die viel notationelle Vereinfachung und ein
tieferes Verstindnis des Gauf’-Algorithmus liefert.

2.1 Der Gauf3-Algorithmus

In diesem Abschnitt arbeiten wir ausschliefSlich mit R, alle auftretenden Zahlen
sollen also reell sein. In den meisten Anwendungen in Physik, Technik etc. wird
auch mit den reellen Zahlen gearbeitet. Man sollte dabei nicht vergessen, dass die
reellen Zahlen bei weitem kein einfaches oder offensichtliches Konstrukt sind.
Mathematisch exakt wurden sie sogar erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts ge-
fasst. Fiir eine saubere Einfithrung in die reellen Zahlen verweisen wir auf die
Analysis-Vorlesungen.

Beispiel 2.1.1. Aus der Schule bekannt sind meistens Systeme von linearen Glei-

25
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chungen in zwei oder drei Variablen. Ein solches System ist beispielsweise

2z +y =10
r+y= 6

Um das System zu 16sen, mochte man alle (reellen) Werte fiir « und y bestim-
men, die bei gemeinsamer Einsetzung in beide Gleichungen wahre Aussagen er-
geben. Dies erreicht man gewdhnlich durch Aquivalenzumformungen, also Umfor-
mungen des Gleichungssystems, welche die Losungsmenge nicht verindern. Am
Ende sollte dabei die Losungsmenge einfach abzulesen sein. Bei einfachen Sy-
stem kann man beispielsweise die Strategie des Auflosens und Einsetzens ver-
wenden. Die zweite Gleichung ist offensichtlich dquivalent zu

y=06-—=x.
Setzt man das ins erste System ein, erhilt man
2z + (6 —z) = 10,

also
xz + 6 = 10.

Hier liest man die einzige Losung « = 4 direkt ab, und erhilty = 6 — 4 = 2. Das

System hat also die einelementige Losungsmenge L = {(4,2)}. A

Die Strategie des Auflosens und Einsetzens wird schnell unpraktikabel, wenn die
Anzahl der Variablen und Gleichungen wichst. Bei 10 Gleichungen in 15 Varia-
blen mochte eigentlich niemand mehr diese Rechnung durchfithren. Wir gehen
nun also etwas systematischer vor.

Definition 2.1.2. (i) Ein lineares Gleichungssystem ist ein Ausdruck der folgen-
den Form:

1171 + Q1oTe + -+ AT, = by

a211 + 299 + -+ aonLy — b2 (2.1)

Am1T1 + AmaTs + - -+ ATy = bm

Dabei sind a;; und b; vorgegebene Koeffizienten (hier aus R) des Gleichungssy-
stems. Die x4, ..., x, sind Variablen.
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(i) Das lineare Gleichungssystem hei’t homogen, falls
by=by=--=b,=0

gilt. Ansonsten heifit es inhomogen.
(i17) Die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems ist folgendes rechtecki-
ges Schema:

aix - Qip
A= : : ;
Am1 - Qmn

die erweiterte Koeffizientenmatrix ist
air o a by
(Av b) -
Am1 -~ Omn bm

(iv) Die Losungsmenge des Systems ist

L(A,b) :={(c1,...,c,) € R" | rechts und links in steht in jeder
Gleichung dieselbe Zahl, wenn jedes
x; durch ¢; ersetzt wird }. A

Die Strategie des Algorithmus von Gauf ist nun, das Gleichungssystem (bzw. ei-
gentlich nur seine erweiterte Koeffizientenmatrix) so umzuformen, dass sich ei-
nerseits die Losungsmenge nicht dndert und andererseits die Losungsmenge des
neuen Systems leicht abzulesen ist. Leicht abzulesen ist die Losungsmenge bei
Koefhizientenmatrizen in Zeilenstufenform:

Definition 2.1.3. Eine m x n-Matrix A ist in Zeilenstufenform, falls sie folgende

Gestalt hat:
®

®

o e

Dabei miissen alle Eintrage ® ungleich Null sein und unterhalb der Stufenlinien
darfiiberall nur Null stehen. Die Eintrage ® nennt man Pivots. In exakterer (aber
unverstandlicherer) Ausdrucksweise besagt das:
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(1) Esgibtein0 < r < m, sodass alle Zeilen mit Index r + 1 bis m nur Nullen
enthalten.

(i1) Injeder Zeile mit Index 1 < ¢ < r gibt es einen Eintrag # 0. Wenn j; der
kleinste Spaltenindex ist, fiir den der Eintrag in der i-ten Zeile # 0 ist, so
gilt

J1<J2 < < Jp A

Bemerkung 2.1.4. Hat die Koeffizientenmatrix A eines linearen Gleichungssy-
stems Zeilenstufenform, kann man die Losungsmenge des Systems direkt able-
sen. Die erweiterte Koeffizientenmatrix sieht dann so aus:

® b
® by

Indem man das in Gedanken wieder in ein klassisches Gleichungssystem iiber-
setzt, sieht man direkt:

(i) Das System hat genau dann eine Losung, wenn b, = - - - = b,,, = 0 gilt.

(i) Istdas System losbar, erhilt man alle Losungen auf folgende Weise:

Falls in der i-ten Spalte von A kein Pivot steht, kann fiir x; eine beliebige
Zahl eingesetzt werden. Solche Variablen nennt man freie Variablen.

Die Werte fiir alle anderen Variablen sind dann eindeutig bestimmt (diese
Variablen nennt man gebunden). Man erhilt sie, indem man von unten,
beginnend mit der r-ten Zeile, die entsprechenden Gleichungen nach der
Variable am Pivot auflost.

Durch diese Prozedur erhilt man eine Parametrisierung der gesamten Losungs-
menge durch R"~", d.h. eine bijektive Abbildung

©: R = L(A,b).
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Dabei entspricht ein Tupel d € R"~" einer Wahl von Werten fiir die freien Varia-
blen (davon gibt es n — r viele). Das Tupel ¢(d) ist dann die eindeutig bestimmte
Fortsetzung zu einer Losung des Systems. A

Beispiel 2.1.5. Wir betrachten folgende erweiterte Koeffizientenmatrix, in der A
Zeilenstufenform hat:

(A7 b) =

O O Oni
S O O

Hieristm = n = 4und r = 3. Wegen b, = 0 ist das System losbar. Die einzige
freie Variable ist 5. Wenn wir fiir x5 also den Wert d € R wihlen, ergibt sich aus
der dritten Zeile der einzig mogliche Wert —2 fir .4, damit aus der zweiten Zeile
: fiir 23 und schlielich aus der erste Zeile 2 — 4d fiir 2. Dadurch ergibt sich
folgende Parametrisierung der Losungsmenge:

v: R — L(A,b)
d— (3 —4d,d, 3,-2).
Die Losungsmenge kann auch einfach als

L(Ab) = {(2 —4d,d, %, -2) | d € R}

) 3
angegeben werden. A

Im Gauf3-Algorithmus formen wir ein Gleichungssystem so lange um, bis es Zei-
lenstufenform hat. Wir geben die nétigen Definitionen nun in der Sprache der
(erweiterte) Koeffizientenmatrix an.

Definition 2.1.6. Eine elementare Zeilenumformung einer Matrix ist eine der
drei folgenden Operationen:

(I) Vertauschung von zwei Zeilen.
(I) Multiplikation (jedes Eintrags) einer Zeile mit einer Zahl # 0.

(III) Addition eines Vielfachen (# 0) einer Zeile zu einer (echt) anderen (ein-
tragsweise). YA
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Der folgende Satz beinhaltet die wichtigsten Aussagen zum Gauf’-Algorithmus.
Der eigentliche Algorithmus wird im Beweis von Teil (ii) beschrieben.

Satz 2.1.7 (Algorithmus von Gaufd). Sei (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines
linearen Gleichungssystems.

(i) Entsteht (A', V') durch eine endliche Abfolge von elementaren Zeilenumformungen
aus (A, b), so gilt
L(A"V) = L(A,b).

(i) (A, b) ldsst sich durch eine endliche Abfolge von elementaren Zeilenumformungen
aufeine Gestalt (A, 0') bringen, in der A’ Zeilenstufenform hat.

Beweis. (i): Das Vertauschen zweier Zeilen entspricht dem Vertauschen zweier
Gleichungen, was die Losungsmenge offensichtlich nicht dndert.

Das Multiplizieren der i-ten Zeile mit A # 0 entspricht dem Multiplizieren aller
Koeftizienten der i-ten Gleichung (einschliefSlich dem b;) mit . Ist¢ = (¢4, ..., ¢,)
eine Losung der urspriinglichen Gleichung, so gilt

aipc1 + -+ ity = by
Daraus folgt
()\ail)cl + -+ ()\CLm)Cn = )\(ailcl + -+ (lan> = )\b“

alsist c auch eine Losung des neuen Systems, die Losungsmenge wird also hoch-
stens grofRer. Da diese Umformung durch eine Umformung desselben Typs (Mul-
tiplikation mit A™*) wieder riickgingig gemacht werden kann und das System da-
bei abermals hochstens groRer wird, ist es stets gleich geblieben.

Wir addieren nun das A-fache der i-ten Zeile zur j-ten. Seic = (¢y, . .., ¢,) eine
Losung des urspriinglichen Systems, insbesondere gelte also

a;1¢1 + - + AinCp, — bl

a;1C1 + -+ AjnCpn = bj.
Daraus folgt

Abi +b; = A(aincr + -+ - + aincy) + (@101 + - - + ajncy)
= ()\ail + ajl)cl +---+ ()\am + ajn)cn-
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Also 16st c auch die neu entstandene Gleichung im neuen System. Also ist die Lo-
sungsmenge auch in diesem Schritt hochstens grofier geworden. Auch diese Um-
formung lisst sich durch eine vom selben Typ invertieren, nimlich durch Addi-
tion des (—\)-fachen der i-ten Zeile zur j-ten. Also bleiben die Losungsmengen
stets gleich und wir haben (i) bewiesen.

(22): Die Nullmatrix hat bereits Zeilenstufenform, also konnen wir annehmen,
dass A mindestens einen Eintrag # 0 hat. Wir wihlen nun eine Zeile, in der ein
Eintrag # 0in A mitkleinstem Spaltenindex j; auftritt. Wir vertauschen die erste
Zeile von (A, b) dann mit dieser Zeile (Umformung vom Typ (I)). In allen Spalten
von kleinerem Index als j; steht nun also nur Null und an der Stelle (1, j;) steht
ein Eintrag # 0. Damit konnen wir mit Umformungen vom Typ (III) alle Eintrage
unterhalb des (1, j;)-Eintrags ebenfalls eliminieren.

Nunignorieren wir die erste Zeile und die ersten j; Spalten der Matrix und iterie-
ren den Prozess mit der iibrigen (kleineren) Matrix. Man beachte, dass die erste
Zeile und die ersten j; Spalten der Matrix durch die folgenden Umformungen
nicht mehr verindert werden. Nach endlich vielen Schritten erreichen wir also
Zeilenstufenform. O

Bemerkung 2.1.8. (i) Der Gau3-Algorithmus und Bemerkung[2.1.4 erméglichen
es nun, fir lineare Gleichungssysteme simliche Losungen zu bestimmen. Wir
bringen die erweiterte Koeffizientenmatrix mit elementaren Zeilenumformun-
gen auf Zeilenstufenform und lesen die Losungen danach ab.

(#7) Am Beweis von (i7) in Satz sehen wir, dass Umformungen von Typ (I)
und (III) schon ausreichen, um Zeilenstufenform zu bekommen. Typ (II) benotigt
man nur, wenn man alle Pivots auf 1 setzen mochte.

(¢73) Man kann offensichtlich auch noch erreichen, dass alle Eintrige oberhalb
der Pivots 0 sind. Sie konnen einfach mit Umformungen vom Typ (I1I), von links
mit den Pivots beginnend, eliminiert werden. Diese Form macht das Ablesen der
Losungen (wie im Bemerkung [2.1.4] beschrieben) nochmal einfacher. Man kann
in jeder Gleichung direkt den Wert fiir (die einzige) gebundene Variable aus den
Werten fiir die freien Variablen bestimmen, ohne iterativ von unten diese Werte
auszurechnen. Sind zusitzlich die Pivots alle 1, muss dabei nicht einmal eine Di-
vision durchgefithrt werden. Eine Zeilenstufenform mit Pivots = 1 und Nullen
oberhalb der Pivots heif’t reduzierte Zeilenstufenform.

(iv) Wichtig beim Gauf3-Algorithmus ist es, immer die erweiterte Koeffizienten-
matrix umzuformen. Ansonsten dndert sich die Losungsmenge natiirlich offen-
sichtlich. Nur bei homogenen Systemen ist das nicht nétig, da sich die Nullspalte
ganz hinten sowieso niemals dndert, wenn Zeilenumformungen vorgenommen
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werden.

(v) Spaltenumformungen sind im Gauf3-Algorithmus nicht ohne Probleme er-
laubt. Vertauscht man etwa zwei Spalten, so dndert sich die Losungsmenge, wenn
auch nicht besonders dramatisch. Es miissen in der Losung des neuen Systems
zwei entsprechende Koordinaten vertauscht werden, um die Losungsmenge des
alten Systems zu erhalten. Um solche Komplikationen zu vermeiden, beschrinkt
man sich am besten ausschlief3lich auf Zeilentransformationen. A

Beispiel 2.1.9. Wir berechnen eine Zeilenstufenform:

1 2 3 4]-1 1 2 3 4 |-1
Abv)=[5 6 7 8|—2 |23 0 -4 -8 —12| 3
9 10 11 12|-3 9 10 11 12 |-3

1 2 3 4 |-1

B 0 -4 -8 -12] 3

0 -8 —16 —24| 6

1 2 3 4 |-1

w320 -4 -8 —12] 3

00 0 00

Hier sehen wir, dass das zugehorige Gleichungssystem eine Losung besitzt. Die
freien Variablen sind x5 und z4. Setzt mana € R fir 3 und b € R fiir 2, ein,
erhalten wir aus der zweiten Gleichung den einzig méglichen Wert —2 — 2a — 3b
fiir z,. Damit ergibt sich mit der ersten Gleichung fiir z; der Wert 1 + a + 2.
Insgesamt erhalten wir

L(Ab) = {(%+a+2b,—%—2a—3b,a,b) |a,bER}.

Wir berechnen auch noch die reduzierte Zeilenstufenform:

1 2 3 4 |-1\ 1 123 4|-1
74-Z2 3
0 —4 -8 —12| 3 ~ o012 3]-2
00 0 00 0000]0
10 -1 -2 1%
2372001 2 3|3
00 0 00

Hier findet man die oben angegebene Beschreibung der Losungsmenge noch ein-
facher. A
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2.2 Gruppen, Ringe und Korper

Wir schauen uns nun genau an, welche Eigenschaften von R wir im letzten Ab-
schnitt eigentlich verwendet haben.

Zundichst rechnen wir in R stets mit den beiden Rechenoperationen + und -. Dabei
haben wir, vermutlich ohne es zu bemerken, immer wieder Assoziativ-, Kommutativ-
und Distributivgesetz fir Addition und Multiplikation verwendet. Im Beweis von
Satz[2.1.7/(:) sieht man das beispielsweise sehr schon. Auch bereits in der Defini-
tion der elementaren Umformungsschritte war das Kommutativgesetz implizit
vorausgesetzt. Ansonsten hitten wir ja z.B. die Reihenfolge bei der Addition an-
geben miissen.

Aber wir haben noch mehr verwendet. Um die Eintrige unterhalb der Pivots zu
eliminieren mussten wir verwenden, dass man zu jeder Zahl eine geeignete Zahl
addieren kann, um Null zu erhalten. Das folgt aus der Existenz der Subtraktion
von Zahlen. Um wirklich mit jedem Pivot jede andere Zahl elimieren zu konnen,
muss man aber auch noch dividieren konnen. Das sieht man in Beispiel2.1.9|gut.
Weitere Eigenschaften wurden fir die Existenz der Zeilenstufenform aber nicht
verwendet. Auch die Extraktion der Lésungen (siche Bemerkung[2.1.4) benétigt
diese, aber keine weiteren Eigenschaften. Die rationalen Zahlen Q haben aber
diese Eigenschaften ebenfalls. Wir konnen den Gauf’-Algorithmus also genau-
so iiber Q durchfithren, vorausgesetzt alle Koeffizienten des Gleichungssystems
sind rationale Zahlen. Dann findet man die rationale Lésungsmenge des Systems.
Als Mathematiker nimmt man das zum Anlass, gleich alles axiomatisch zu formu-
lieren. Das fiithrt zum Begriff des Korpers.

2.2.1 Grundbegriffe

Definition 2.2.1. (i) Eine Gruppe ist eine Menge (G zusammen mit einer zweistel-
ligen Verkniipfung

x: GxG—=G
die folgende Bedingungen erfillt:
(Assoziativgesetz) Va,b,c (a*xb)*xc=ax(bx*c)
(neutrales Element) JeVa exa=axe=a
(inverse Elemente) Vadb axb=0bxa=e.

(12) Gilt zusitzlich
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(Kommutativgesetz) Va,b axb=0bxa
so nennt man G eine kommutative oder abelsche Gruppe. JAN

Beispiel 2.2.2. (i) Beispiele fiir abelsche Gruppen sind Z, Q, R mit der bekannten
Addition + und e = 0. N ist keine Gruppe beziiglich +, da nicht jedes Element
ein inverses Element besitzt.
(#1) Q\ {0} und R\ {0} sind abelsche Gruppen beziiglich der bekannten Multipli-
kation - mite = 1. Fr Z \ {0} gilt das nicht, da nicht jedes Element ein inverses
Element besitzt.
(72¢) Fir n € N sei

Z/nZ :={0,1,...,n—1}

versehen mit der Addition wie auf einer Uhr. Wir addieren also wie gewohnlich,
identifizieren aber n mit 0, n + 1 mit 1 usw... Auf diese Weise erhalten wir eine
abelsche Gruppe mit n Elementen.

(¢v) Fur jede nichtleere Menge M bilden die bijektiven Abbildungen von M nach
M eine Gruppe S(M) beziiglich der Hintereinanderausfithrung o von Funktio-
nen. Das neutrale Element ist dabei die identische Abbildung id,,. Falls A min-
destens 3 Elemente hat, ist S(M) nicht abelsch. S(M) wird als Permutations-
gruppe oder Symmetriegruppe von )M bezeichnet. A

Bemerkung 2.2.3. (i) Das Assoziativgesetz erlaubt uns, Klammern bei kompli-
zierteren Ausdriicken meistens ganz wegzulassen.

(i1) Die Definition der inversen Elemente nimmt Bezug auf das neutrale Element
e. Das muss also zunichst bekannt sein, es ist eindeutig bestimmt. Falls nimlich
e, €' € G beides neutrale Elemente sind, so gilt

wobei wir fir die erste Gleichung die Neutralitit von e’ und fir die zweite die
Neutralitit von e verwendet haben. Auch das inverse Element zu einem festen
Element ist eindeutig bestimmt. Seien etwa b, &/ beide invers zu a. Multiplizieren
wir nun die Gleichung a % b = e von links mit & erhalten wir

bV xaxb="0bxe=1"V,

——
alsob=1V¥'.
(iv) In abelschen Gruppen wird die Verkniipfung oft mit + bezeichnet und das
neutrale Element mit 0. Das zu a inverse Element wird dann mit —a bezeichnet.
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In nicht-abelschen Gruppen verwenden wir oft - und 1 oder o und id fiir die Ver-
kniipfung und das neutrale Element. Das zu a inverse Element wird dann mit ¢!
bezeichnet. Oft lassen wir - auch einfach weg, schreiben also ab statta - b. A

Definition 2.2.4. (/) Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfun-
gen

+:RxR—R
-:RXR—R,
genannt Addition und Multiplikation, sodass gilt:

« R ist beziiglich Addition eine abelsche Gruppe (das neutrale Element be-
zeichnen wir mit 0).

« Die Multiplikation ist assoziativ und besitzt ein neutrales Element (genannt
1). Es gelte stets 1 # 0.

« Addition und Multiplikation erfiillen das Distributivgesetz, d.h. fiiralle a, b, ¢ €
R gilt

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)und (b+c)-a=(b-a)+ (c-a).
(¢i) Der Ring R heif3t kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist.
(¢12) Die Menge
R*:={a€R|3IER: ab=ba=1}
heif’t Menge der Einheiten von R. A

Beispiel 2.2.5. (i) Die einfachsten Beispiele von kommutativen Ringensind Z, Q, R,
jeweils mit der bekannten Addition und Multiplikation. Es gilt

2* ={-1,1}, Q* = Q\ {0}, R* = R\ {0}.

(ii) Sei M eine nichtleere Menge. Dann bildet die Menge F (M, R) aller reellwer-
tigen Abbildungen auf M einen kommutativen Ring beziiglich punktweise defi-
nierter Addition und Multiplikation:

(f +9)(m) == f(m) + g(m)
(f - g)(m) == f(m) - g(m).

Hier kann statt R auch ein beliebiger anderer Ring R gewihlt werden (wobei F (M, R)
dann nicht mehr unbedingt kommutativ ist). A



36 KAPITEL 2. GAUSS-ALGORITHMUS UND MATRIXRECHNUNG

Bemerkung 2.2.6. (i) Wie in Gruppen sind auch in Ringen die beiden neutralen
Elemente 0, 1 eindeutig bestimmt. Die inversen Elemente beziiglich + sind eben-
falls eindeutig bestimmt. Fiir a € R* ist auch das multiplikativ inverse Element
eindeutig bestimmt, wir bezeichnen es mita .

(i) In Ringen gelten einige einfache Rechenregeln, wie zum Beispiel

0-a=0
oder
~(a-b) = (~a)-b=a- (-

firalle a, b € R. Obwohl sie nicht zu den Axiomen gehoren, kann man sie relativ
leicht beweisen.

(¢17) Um die Anzahl von Klammern zu verringern, vereinbaren wir, dass Multipli-
kation stirker bindet als Addition. So schreiben wir etwa

a-b+c-d

anstelle von
(a-b)+ (c-d).

Wiederum lassen wir - oft einfach weg, schreiben also ab anstellevona -b. A
Lemma 2.2.7. Sei R ein Ring. Dannist R* eine Gruppe beziiglich -.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass R* tiberhaupt abgeschlossen unter - ist. Seien
dazualsoa,b € R*. Esexistierenalsoa™,b~! € Rund es gilt

(ab)(b_la_l) = a(bb_l)a_l —ala ' =aa ' = 1.

Genauso zeigt man (b~ 'a~')(ab) = 1. Also ist ab ebenfalls invertierbar in R, d.h.
ab € R*.

Die Multiplikation ist nun bereits aufgrund der Ringaxiome assoziativ. Offen-
sichtlich gilt auflerdem 1 € R*, also besitzt R* ein neutrales Element beziiglich
der Multiplikation. Wegen

besitzt mit a auch a ! ein inverses Element, nimlich a. Damit gilta~! € R* und
ahat alsoin R* ein inverses Element beziiglich -. O
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Bemerkung 2.2.8. Der letzte Bewelis zeigt, dass fiir a, b € R* stets gilt
(aH)™! = a sowie (ab) ' =b"tal. A
Definition 2.2.9. Ein Koérper ist ein kommutativer Ring K mit
K* =K\ {0}. A
Beispiel 2.2.10. Q und R sind Korper. A

Bemerkung 2.2.11. Wie bereits erwidhnt, kann man den Algorithmus von Gauf3
fiir lineare Gleichungssysteme mit Koeffizienten aus einem beliebigen Kérper durch-
fithren, genau wie im letzten Abschnitt beschrieben, ohne die Losungsmenge zu
verindern. Man beachte, dass hier (per Definition)

L(A,b) C K™

gilt. Es gelten Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz fiir + und -. Die
Bedingungung K* = K \ {0} und die Existenz von additiv inversen Elementen
erlaubt es uns, jeden Pivot so zu skalieren, dass man damit Eintridge unterhalb
eliminieren kann. Ist der Pivot etwa @ # 0 und ein Eintrag unterhalb lautet b, so
muss man die Pivotzeile mit —ba ! multiplizieren und nach unten addieren. An
der Stelle von b steht dann

(=ba™")-a+b=—-b-1+b=—-b+b=0.

Auch das Ablesen der Losungsmenge funktioniert genau wie in Bemerkung[2.1.4]
Man erhilt eine Parametrisierung

p: K" — L(A,b).

Uber einem Ring lisst sich der Algorithmus jedoch im Allgemeinen nicht durch-
fithren. Ist ein Pivot iiber Z beispielsweise 2, so kann man eine etwaige darunter-
stehende 1 damit nicht eliminieren (ohne den Zahlbereich Z zu verlassen).

2.2.2 Die komplexen Zahlen %

Die komplexen Zahlen C bilden einen Korper, der eine Erweiterung von R ist.
Wem das seltsam vorkommt, der rufe sich nochmal in Erinnerung, dass bereits
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die reellen Zahlen ein komplexes theoretisches Gebilde sind, das keineswegs na-
turlich gegeben ist. Es entstand aus Q in dem Versuch, gewisse Defizite beim
Losen von Gleichungen zu beheben. Es gibt nun keinen Grund, bei R mit solchen
Konstruktionen aufzuhoren. Es hatjaauch R noch gewisse Defizite, zum Beispiel
besitzt die Gleichung 2 + 1 = 0 dort keine Lésung.

Konstruktion 2.2.12. Als Menge sind die komplexen Zahlen einfach die reelle Ebe-
ne R? :
C=RxR=H{(a,b)|a,beR}.

Wir definieren nun Addition und Multiplikation folgendermaf3en:
(a,b) + (e, d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be).

Es ist also beispielsweise

Die Addition entspricht einfach dem Aneinanderhingen von Pfeilen im R? :

(a,b) + (c,d)

Wir werden spiter sehen, dass auch die Multiplikation eine geometrische Inter-
pretation besitzt. A

Satz 2.2.13. C bildet mit + und - einen Korper. Dabei ist (0, 0) das additiv neutrale und
(1, 0) das multiplikativ neutrale Element. Das additivinverse Element zu (a, b) ist (—a, —b).
Das multiplikativ inverse Element zu z = (a,b) # (0,0) ist

= a —b
o\ a2+ a2+ 2 )
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Beweis. Wirrechnen nur einige Aussagen nach, der Restist Ubungsaufgabe. Zum
Beispiel ist
(a,b) +(0,0) = (a+0,b+0) = (a,b)
und
(a,b)-(1,0)=(a-1=b-0,a-04+0b-1) = (a,b).
Weiter gilt

a —b a? —b? —ab ab
(aa b) : ; = - ) +
a + b2 a? + b2 @+ a0 a b a4 b2
a? + b?

_ <a2—+b20) = (1,0). O

Bemerkung2.2.14. (;) Wirkonnen R in C einbetten, indemwira € Rmit (a,0) €
C identifizieren. Wir identifizieren R also mit der z-Achse in R?. Die neuen Ver-
kntipfungen stimmen dann gerade mit den alten iiberein:

(a,0) 4+ (b,0) = (a+0,0), (a,0)-(b,0)=(ab—0-0,a-0+b-0)=(ab,0).

Das additiv neutrale Element ist also gerade die alte 0, das multiplikativ neutrale
ist die alte 1. In diesem Sinne kénnen wir ab sofort

RCC

schreiben. Besonders interessant ist nun das Element (0, 1), das nicht zu den re-
ellen Zahlen gehort. Wir rechnen

(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-1+41-0)=(-1,00= -1 € R.

Wir haben also eine Quadratwurzel aus —1 gefunden, die selbst allerdings keine
reelle Zahl ist.
(i) Gewohnlich werden komplexe Zahlen z = (a, b) nicht als Tupel geschrieben,
sondern in der Form
2z =a+ bi.
Dabei ist
i=0+1-i=(0,1)
und es gilt
i =—1.
Die Zahl a heif3t Realteil, und b Imagindrteil von z. Wir schreiben auch

Re(z) =a, Im(z)=0.
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Im

b+ oz =q+ b

Die Schreibweise a + b: hat den Vorteil, dass wir Produkte leichter ausrechnen
kénnen. Wir miissen uns nicht die Formel merken, sondern diirfen das Distribu-
tivgesetz verwenden, und miissen nur i> = —1 im Kopf behalten:

(a,b) - (c,d) = (a+ bi) - (c + di) = ac + adi + bci + bdi®
= ac — bd + (ad + bc)i = (ac — bd, ad + bc).
In dieser Schreibweise haben wir also

a b .
— 1.
a2+ 0 a4+

(a+bi) ' = A

Beispiel 2.2.15. (i) Wir fithren einige Beispielrechnungen mit komplexen Zahlen
durch:

(B3+2i)+(=5+1)=—-2+30
—(5—2i) = —5+2i
(5—=2i)4+(=5+2))=5-5+(-24+2)yi=04+0i=0
(1+i)-Q1—d)=1—i+i—i*=1+1=2

1 1
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(¢1) Wir 16sen nun die Gleichung

(1+d)-z2=1
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in C. Dazu multiplizieren wir mit dem Inversen von 1 + i auf beiden Seiten. Das
Inverse ist ; — 4, wie wir im letzten Beispiel gesehen haben. Es ergibt sich

<1 14), 1 1, 1 1.
Z=lz—=t]-1==1— <1 :—+§z

2 2 2 2 2
als Losung.
(¢17) Wir wollen die Gleichung
2 __
2= —5H
l6sen. Wir wissen schon, dass i> = —1 gilt. Damit folgt mit z = V/5i
22 = /5% = 5. A

Auf den komplexen Zahlen gibt es weitere niitzliche Operationen:

Definition 2.2.16. (i) Fiir eine komplexe Zahl z = a + bi = (a, b) heifdt
Z=a—"bi=(a,-0b)

die komplex konjugierte Zahl. Sie entsteht gerade durch Multiplikation des Ima-
gindrteils mit —1. Geometrisch handelt es sich dabei um Spiegelung an der z-
Achse.

(i1) Fur z = a + bi € C definieren wir den Betrag als

|z| = Va2 + b2

Man beachte, dass a® + b? eine positive reelle Zahl ist, aus der wir eine positive
reelle Quadratwurzel ziehen konnen. Der Betrag || ist gerade die Linge von 2z
als Vektor in R?, wie man mit dem Satz des Pythagoras sieht. Auch stimmt der
Betrag |a| fiir reelle Zahlen genau mit dem alten Betrag iiberein, d.h. |a| = a falls
a>0und|a| = —afallsa < 0.

5 X\V’ r=a+ b

Re

oZ=a—W
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Satz 2.2.17. Fiir komplexe Zahlen z, z1, 2o gilt:
(i) 21+ zo=Z1+Zund 2y 2 =2 - 22
(1) z 1= (z)7
(iii) Re(z) = 5 (z+Z)undIm(z) = —3i (2 — 7).
(iv) |Re(2)| < |z|und |Im(2)| < |z|
) 2| = |z

i) z-z = |z|? also

1
-1 _ —
z —WZ

fiirz # 0.
(UZZ) |21 . 22| = |21| : |22|
(iii) |21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung)

Beweis. Die erste Aussage in (i) ist offensichtlich. Fiir die zweite setze z; = a +
bi, zo = ¢+ di. Dannist 21 - 2z = ac — bd + (ad + be)i und

Z1-Zo = (a—bi) - (c—di) = ac — bd + (—ad — be)i = z1 - 23.

(7) rechnet man entweder von Hand mit der Formel fiir das Inverse nach, oder
man verwendet die folgende elegantere Methode: Es gilt z - 27! = 1. Wir konju-
gieren alles und erhalten mit (¢)

Zz l=yz.2-1=1=1.

Alsoist 2! das (eindeutige) multiplikativ Inverse zu z. Das ist gerade die Aussage.
Fiir (7¢7) setzen wir 2 = a + bi und rechnen

z2+Z=a+bi+a—bi=2a=2Re(z),
und das ist gerade die erste Aussage. Weiter ist
z—Z=a+bi— (a—bi)=2bi = 2Im(z)i.

Wenn wir mit — 1 multiplizieren, erhalten wir rechts genau Im(z), dai* = —1.
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Fiir (v) berechnen wir
[Re(z)| = |a| = Va2 < Va2 + 12 = |z,

und analog fiir Im(z) = b. (v) ist offensichtlich.
Fiir (vi) rechnen wir

z-Z=(a+bi)-(a—bi)=a>—b%*=a®>+ b = |z]°.
Fiir (vi7) verwenden wir (v7) und (¢):
‘Z1Z2|2 = 21222120 = 21212929 = ‘21’2|22‘2-

Wenn wir auf beiden Seiten die Quadratwurzel ziehen, erhalten wir das Ergebnis.
Fiir (viit) schlieflich rechnen wir:

‘21 + 22‘2 = (21 + 22)(21 + Zz) = 2131 + 2’132 + 2’231 -+ 2232
= |le2 + |Z2|2 + 2122 + 2122

= |2’1|2 + |ZQ‘2 + 2Re(z1§2).
Dabei haben wir wieder (v7), (2) und (¢i7) verwendet. Weiter ist

(Iz1] + [22)® = |21* + 2lz |22 + |22

= |z1)* + 2|z122| + | 227,
wobei wir (viz) verwenden. Als Differenz erhalten wir
(|z1] + ]22])2 — |21 + 2|* = 2(|z122] — Re(2122)) . (2.2)

Da aber
|Re(2172)| < |2122| = |21][Z2] = |21]]22] = |2122]

nach (iv), (vii) und (v) gilt, ist offensichtlich nichtnegativ. Damit gilt
|21+ 22 < (|21] + [22))”
und nach Ziehen der Quadratwurzel ist das die Dreiecksungleichung. O

Nun wollen wir die Darstellung komplexer Zahlen in sogenannten Polarkoordina-
ten untersuchen. Wir erhalten damit eine geometrische Interpretation der Mul-
tiplikation. Bisher haben wir komplexe Zahlen z in kartesischen Koordinaten an-
gegeben, d.h. in der Form

z=a+bi = (a,b).

Man kann die Punkte der Ebene R? aber auch in Polarkoordinaten angeben.
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Definition2.2.18. Jeder Punkt z € Cisteindeutig bestimmt durch seinen Winkel
0 (gegen den Urzeigersinn von der positiven x-Achse aus gemessen), und seinen
Abstand r zum Ursprung.

b+ z2=a-+ W

6\

Dabeiistf € [0,27) und r > 0. Die Darstellung
z=(r,0)
nennt man Polarkoordinatendarstellung von z. A

Bemerkung 2.2.19. (i) Um Missverstindisse zu vermeiden werden wir ab jetzt
die kartesischen Koordinaten immer in der Form z = a + bi angeben, und die
Tupelschreibweise z = (r, §) bleibt den Polarkoordinaten vorbehalten.

(t3) Fiir z = a + bi = (r, 0) gilt

r-sin(@) =b, r-cos(d)=a, r*=a’+b*=|z%

Damitkann man die beiden Darstellungstypen ineinander umrechnen. Sind zum
Beispiel die kartesischen Koordinaten a und b gegeben, erhilt man

b
r=|zl=Va2+b2, 6ecsin’! (;) Ncos™ (E) N[0, 2m).

r

Sind hingegen die Polarkoordinaten r und 6 gegeben, bekommt man direkt
a=r-cos(f), b=r-sin(h). A

Beispiel 2.2.20. (i) Sei z = 1 + i in kartesischen Koordinaten gegeben. Wir be-

rechnenr = |z| = /1 + 1 = /2 sowie

9 = avcsin (=) =/
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Also ist
2= (V2,7/4)
die Darstellung in Polarkoordinaten.
(@) Fur 2y = 1, 29 = 4, 23 = —1, 24 = —i erhilt man analog die Polarkoordinaten

21 =(1,0), 22 = (1,7/2), 23 = (1,7), z4 = (1,37/2).

22

23:—1 [

3r/2

I
|
~.

Z4

(4i7) Sei z = (1,3m/4) in Polarkoordinaten gegeben. Wir berechnen die kartesi-
schen Koordinaten:

1 1
a=1-cos(3n/4) = ———, = —.
=5 V2
Wie schon erwdhnt liegt einer der Hauptvorteile der Polarkoordinaten in der be-

sonders schonen Formel fiir die Multiplikation. Sie erlaubt ein unmittelbares geo-
metrisches Verstindnis:

b=1-sin(3r/4) A

Satz 2.2.21. Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen erfiillt in Polarkoordinaten die
folgende Gleichung:

(r,0)-(s,n) = (r-s,0+n).

Beweis. Sei z; = (r,0) und zo = (s,7n). Wir rechnen zunichst in kartesische
Koordinaten um:

z1 =rcos(f) + rsin(f)i, 23 = scos(n) + ssin(n)i.
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Nun konnen wir die Multiplikation durchfithren:
2129 = rscos(f) cos(n) — rssin(6) sin(n)
+ (rscos(f) sin(n) + rssin(f) cos(n)) i.
Es gilt also
Re(z122) = rs(cos(8) cos(n) — sin(6) sin(n)) = rscos(f + n)

und
Im(2122) = rs(cos(0) sin(n) + sin(6) cos(n)) = rssin(f + n).

Dabeiverwenden wir die aus der Analysis als bekannt vorausgesetzten Additions-
theoreme fiir Sinus und Cosinus. Diese Koordinaten rechnen wir nun wieder in
Polarkoordinaten um. Wir erhalten als Betrag von z; 25

|2122] = /(15 cos(0 + )2 + (rssin(f 4+ n)2 = /(rs)? = rs,

wobei wir sin(p)? + cos(p)? = 1 fiir alle p und r, s > 0 verwenden. Fiir den
Winkel von z;z; bekommen wir

. (rs sin(6 + n)
arcsin [ —————%

) = arcsin(sin(0 + 7)) = 6 + .
rs
Genau das war zu zeigen. [

Bemerkung 2.2.22. Die geometrische Interpretation der Multiplikation ist also
einfach:

Man addiert die Winkel der Elemente, und multipliziert ihre Langen.

VA RR)

Z9
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Auf diese Weise sehen wir auch sofort, warum i = —1 gilt:

JAN

In den reellen Zahlen kann man im Allgemeinen nicht beliebige Wurzeln aus Ele-
menten ziehen. Wir wissen ja, dass —1 keine reelle Quadratwurzel besitzt und
das war gerade die Motivation zur Konstruktion von C. Aber auch wenn es Wur-
zeln gibt, gibt es eventuell nicht so viele, wie man vielleicht erwarten konnte.
Wenn wir uns beispielsweise fiir die vierten Wurzeln von 1 interessieren, also fiir
die Losungen der Gleichung

wt—1=0,

so finden wir in R gerade 1 und —1. Die Gleichung ist aber gerade vom Grad 4,
und wir konnten deshalb sogar bis zu 4 verschiedene Losungen erwarten. In der
Tat sind ja ¢ und —i weitere Losungen der Gleichung, die aber echt komplex sind.

Satz2.2.23 (Existenz von Einheitswurzeln). Sein > 1 einepositive ganze Zahl. Dann
gibt es genau n verschiedene Zahlen 1 = (o, (1, . .., (1 € Cmit

G =1

firallej =0,...,n— 1.
Beweis. Wir geben die (; in Polarkoordinaten an:
G = (1,2mj/n).

Die (; sind offensichtlich paarweise verschieden, da sie die paarweise verschie-
denen Winkel
0, 2 /n, 4w /n, 67/n, ..., 27(n —1)/n

besitzen. Auch ¢, = 1 ist klar. Mit Satz gilt

¢ ="n-2mj/n) = (1,2mj) = 1,
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da Vielfache von 27 ja gerade dem Winkel 0 entsprechen.
Es bleibt noch zu zeigen, dass es keine weiteren n-ten Wurzeln aus 1 gibt. Falls
¢ = (r,) mitr > Ound ¢ € [0,27) aber

1=("= (Tn7n30)

erfillt, so muss 7 = 1 und nyp = 27j furein 0 < j < n — 1 gelten. Daraus folgt
r=1und ¢ = 27j/n,also { = (. O

Definition 2.2.24. Die (; aus dem letzten Satz werden n-te Einheitswurzeln ge-
nannt. A

Bemerkung2.2.25. Wir erhalten die n-ten Einheitswurzeln also gerade durch die
Einteilung des Einheitskreises in C in n gleiche Stiicke:

G = (1,47/n)

/ ¢ = (1,27 /n)

Coo1 = (1,27(n —1)/n)

Wenn man ¢; mit sich selbst mutlipliziert, wandert es einen Schritt weiter zu (,.
Die dritte Potenz ist (3, usw. In der n-ten Potenz ist man gerade einmal durch
den Kreis gelaufen, und bei 1 gelandet.

Wenn man (, quadriert erhilt man (4. Aus der Formel (' = (1, 4x) sieht man,
dass man nach der n-ten Potenz gerade zweimal durch den Kreis gelaufen ist, und
bei der 1 landet.

Allgemein wandert ¢; beim potenzieren j-mal durch den Kreis und landet nach
der n-ten Potenz bei 1. Allerdings kann (; auch schon vorher einmal bei 1 gelandet
sein. A

Definition 2.2.26. Eine n-te Einheitswurzel, die das erste Mal in der n-ten Potenz
1 ergibt, heif3t primitive n-te Einheitswurzel. A
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Beispiel 2.2.27. (i) Sein = 4. Wir finden die 4-ten Einheitswurzeln 1, ¢, —1 und
—1:

Es gilt

(- =—1, (-1)*=1, (-1 =—1, (-1)* =1
(=)' = —i, (—i)? = =1, (=i)* =14, (—i)* = 1.

Die Zahlen 1 und —1 ergeben also schon in kleinerer Potenz als 4 einmal 1. Sie
sind ja auch 2-te Einheitswurzeln. Die Zahlen i und —: werden erst nach dem
vierten Potenzieren das erste Mal 1.

(¢i) Es sind ¢ und —i primitive 4-te Einheitswurzeln. Die —1 ist keine primitive
4-te Einheitswurzel, aber eine primitive 2-te Einheitswurzel. Die 1 ist eine (die!)
primitive erste Einheitswurzel. JAN

Man kann nun sehr einfach auch Wurzeln aus anderen Elementen ziehen:

Satz 2.2.28. Sein > 1 eine positive ganze Zahlund 0 # = € C. Dann gibt es genau n
verschiedene Zahlen wy, . . ., w, € Cmit

n o __
wj—z

firj=1,... n.
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Beweis. Schreibe z = (r, ) in Polarkoordinaten, mit > O und ¢ € [0, 27). Die
offensichtlichste n-te Wurzel aus z entsteht, indem man den Winkel durch n teilt
und die n-te Wurzel aus dem (positiven) Radius zieht:

Wy = (W: QO/TL)
Seiennun 1 = (y, (3, ..., (,_1 die n-ten Einheitswurzeln. Setze
wj = Gj—1 - Wi

fiur j = 2,...,n. Wir multiplizieren w; also gerade mit den n-ten Einheitswur-
zeln. Es entstehen dabei weitere n-te Wurzeln aus z:

n __ /n n __ —

Die w; sind auflerdem paarweise verschieden, aufgrund der Kiirzungsregel (die
sich aus der Existenz von multiplikativ inversen Elementen ergibt).

Seinunw = (s, 1) eine weitere n-te Wurzel aus z, mits > Ound ¢) € [0, 27). Es
gilt also

(7’,90) =z=w"= (8n7n'w)7
und damit s = /7, 1) = = (¢ + 27j) fiirein0 < j < n — 1. Damit st

W= ({L/;’gp/n—}— 2”]/”) = (1727Tj/n> ’ (C/F,(,p/n) = Cj TW1 = Wi
Also gibt es keine weiteren n-ten Wurzeln aufler den w. O

Bemerkung 2.2.29. Wir sehen, wie man die Wurzeln geometrisch zu verstehen
hat. Die offensichtlichste n-te Wurzel w; aus z entsteht durch Teilung des Win-
kels durch n und Ziehen der n-ten Wurzel aus dem Radius (hier zum Beispiel
n = 4):
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Die weiteren n-ten Wurzeln aus z entstehen durch Multiplikation von w; mit den
¢, also durch Addition der Vielfachen von 27 /n zum Winkel:

A
Wir haben gesehen, dass sich in C sehr viele polynomiale Gleichungen 16sen las-
sen, wie etwa
" —a=0,

mit a € C. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass sich alle polynomialen
Gleichungen l6sen lassen.

Satz 2.2.30 (Fundamentalsatz der Algebra). Seiency, cy,...,c, € C,wobein > 1
und ¢, # 0. Dann gibtesein z € C mit

Co+ 1z 422 4+ F 2" = 0.
Jede polynomiale Gleichung vom Grad n > 1 besitzt also eine Lisung.

Beweis. Seip = cg + cit + cot? + -+ + ¢,t" das gegebene Polynom, mitn > 1
und ¢, # 0. Aufjeder abgeschlossenen Kreisschreibe

B, ={z€C|lz| <r}
nimmt die stetige Funktion
pl: 2 = |p(2)]
ein Minimum an. Wegen

¢ Cr
p<z>=cnzn( O 4t 1+1)
Cn? Cn?

fir alle 2 # 0 sieht man aber auch

Ip(2)] — oo fir |z| — oc.
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Deshalb gibt es ein globales Minimum z, € Cvon [p|, es gilt also
Ip(20)] < |p(2)| furallez € C.

Nach einer Translation kénnen wir 0.B.d.A. 2y = 0 annehmen, also p(zy) = co.
Angenommen es gilt 0 # p(zo) = ¢. Sei m die kleinste Zahl > 0 mit ¢,,, # 0, es
gelte also

p=co+cut™ + 1"y
fiir ein Polynom ¢. Wir wahlen mit Satz[2.2.28|ein z; € C mit

Co
2 = ——.
1

Cm

Fur A € R gilt dann
p(Az1) = co (1 = A™ + ¢ "N H2 g (A 2))
und fir A € [0, 1] also
PO < Jaol (1= N + 65 5 gAm)]A™) < Jeof (1= X™ 4+ CA™)
fiir ein geniigend grofles C' € R. Es ist aber
0<1—-A"+CN" =14+ X" (CA-1)<1
fir geniigend kleines A > 0. Also gilt
[p(Az1)] < [eol = |p(z0)]

fiir solche A, ein Widerspruch zur Wahl von 2. Also gilt p(zy) = 0, die gewiinsch-
te Aussage. [

2.2.3 Endliche Korper

Bisher kennen wir die Korper Q, R und C. Es gibt aber noch viele mehr. Beson-
ders in Anwendungen in der Informatik spielen endliche Korper eine wichtige Rolle
(die Kodierungstheorie ist beispielsweise grofdtenteils lineare Algebra iiber endli-
chen Korpern). Wir lernen einige wichtige endliche Korper jetzt kennen.
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Konstruktion 2.2.31. Sein > 2 eine natiirliche Zahl. Wir definieren eine Aquiva-
lenzrelation auf Z durch folgende Setzung:

a~b = n|(b—a).

Zwei Zahlen sind also dquivalent, wenn sie sich um ein Vielfaches von n unter-
scheiden. Ordnen wir die Zahlen auf einer Uhr mit n Stunden an, so endet jeder
volle Umlauf um die Uhr also in derselben Aquivalenzklasse. Wir setzen nun

Z/nZ =17) ~={[a] |a€Z}={0],[1],....[n—1]}.

Man beachte, dass wir Z/nZ in Beispiel bereits etwas salopp (als Gruppe
mit +) eingefithrt haben. Hier folgt also nun die exakte Definition. Wir definieren
Addition und Multiplikation auf Z/nZ:

[a] + [b] := [a + b]
[a] - [b] := [a - D].

Da die Definition auf die Vertreter der Aquivalenzklassen bezug nimmt, diese je-
doch nicht eindeutig bestimmt sind, ist eine Wohldefiniertheit zu zeigen.
Fiir + geht das so: Sei [a] = [@/] und [b] = [b']. Es gibt also ¢, d € Z mit

a—a =cnund b—V =dn.
Daraus folgt
(a+b)—(d+V)=(a—d)+ (b—0V)=cn+dn=(c+d)n,

alson | (a+b) — (' +b'), also [a + b] = [a’ + ]. Die Wohldefiniertheit der
Multiplikation zeigt man dhnlich. A

Satz 2.2.32. Sein > 2.
(i) Es ist Z/nZ ein kommutativer Ring mit genau n Elementen.
(ii) Es ist 7/ nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. (i) tibertragt sich direkt von den entsprechenden Eigenschaften von Z.
Zum Beispiel gilt
[a] + (0] = [a + 0] = [a],

also ist [0] das neutrale Element beziiglich +. Weiter gilt

[—a] +[a] = [-a +a] = [0],
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also besitzt [a| das additiv inverse Element [—a].

Fiir (¢2) nehmen wir zunichst an, dass n eine Primzahl ist. Wir miissen die Exi-
stenz von multiplikativinversen Elementen zeigen. Fiir 1 < a < n—1betrachten
wir dann die (wohldefinierte) Abbildung

Me: Z/nZ — Z/nZ
[b] — [ab].

Wir zeigen dass m, injektiv ist. Es bedeutet namlich m, ([0]) = m,([b]) gerade
n | (ab—ab)=a(b—"b").

Der Primfaktor n kommt also in der (eindeutigen) Primfaktorzerlegung von a(b —
b')in Z vor. Wegen 1 < a < n — 1 kann der Primfaktor n in der Primfaktorzer-
legung von a nicht auftreten, also muss er in der Primfaktorzerlegung von b — ¥’
auftreten. Das bedeutetn | (b — b'), also [b] = [V/].

Eine injektive Abbildung von einer endlichen Menge in sich selbst muss aber of-
fensichtlich surjektiv sein. Damit existiert ein [b] € Z/nZ mit

[1] = ma ([b]) = [ab] = [a] - [b].

Da [1] das multiplikativ neutrale Element ist, besitzt [a] also ein multiplikativ In-
verses. Es ist aber jedes Element # 0 aus Z/nZ von der Gestalt [a] mit 1 < a <
n — 1. Also ist Z/nZ ein Korper.

Sei nun schlief’)lich n keine Primzahl, wir kdnnen also n schreiben als n = ab mit
1 < a,b <n — 1. Wir nehmen an dass Z/nZ trotzdem ein Korper ist. In Z /nZ
gilt nun

[a] - [b] = [a - b] = [n] = [0].

Es muss in Z/nZ nun [a] ! existieren, denn 0 # [a]. Daraus folgt

was ein Widerspruch zu 1 < b < n — 1ist. Also ist Z/nZ kein Korper. O

Bemerkung/Beispiel 2.2.33. (i) In Zunkunft schreiben wir fiir Elemente aus Z /nZ
oft a statt [a]. Man muss sich aber im Klaren sein, dass die Elemente ¢ € Z und
a € Z/nZ grundlegend unterschiedlich sind.
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(i7) Addition und Multiplikation in Z/nZ kann man fir kleine n gut durch eine
Verkniipfungstabelle angeben:

+]0 1 01
7.)2Z. 00 1 0[0 0
110 110 1
[0 12 o1 2
0/0 1 2 0[]0 0 0
Z/3Z 101 20 100 1 2
212 0 1 200 2 1
+10 1 2 3 o123
0/0 1 2 3 0/0 0 00
7./4Z. 111230 101 2 3
212 30 1 200 2 0 2
31301 2 310 3 21

(¢17) Zum Schluss l6sen wir noch ein lineares Gleichungssystem iiber 7 /27. Das
klingt vielleicht erst kompliziert, ist aber in Wirklichkeit sogar deutlich leichter
als iiber Q, R oder C. Es gibt nimlich nur die beiden moglichen Koeffizienten 0
und 1. Wegen 1 4+ 1 = O ist auch die Elimination extrem einfach. Wir betrachten
das folgende System linearer Gleichungen tiber Z /27:

T +a3+x4 =1
I3 =0

T+ X2 +x4=1

Wir bringen zunichst die Koeffizientenmatrix auf Zeilenstufenform:

101 11 101 11
Abn=|0o010f0|*lo0oo010]0
110 11 01 10]0
101 11

2271011 0|0

001 0[0
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Wir konnen also fiir x4 einen belieben Wert aus Z /27 wahlen und die Werte fiir
die anderen Variablen damit eindeutig bestimmen. Es ergibt sich folgende Lo-
sungsmenge

L(A,b) = {(1,0,0,0),(0,0,0,1)} C (Z/27)" . A

2.3 Matrixrechnung

Rechnen mit Matrizen erlaubt uns eine konzeptuell deutlich einfachere Definiti-
on und Behandlung von linearen Gleichungssystemen.

Definition 2.3.1. Sei R eine Menge und m,n € N.
(¢) Eine m x n-Matrix iiber R ist eine Abbildung

M:{1,....,m} x{l,...,n} = R.

Gewohnlich schreibt man fiir den Wert M (i, j) einfach m;; und alle Werte ge-
meinsam in Form eines rechteckigen Schemas (wie frither bereits verwendet):

mir Miz - Mip
M = (mij>i:1,...,m;j:1,...,n =

Mmpm1 Mp2 - Mmn

Laut unserer Konvention bezeichnet der erste Index also immer die Zeile, der
zweite die Spalte der Matrix.

(i) Eine m x 1-Matrix wird auch Spaltenvektor, eine 1 x n-Matrix Zeilenvek-
tor genannt. In Zeilen- oder Spaltenvektoren verwenden wir oft nur einen Index,
schreiben einen Spaltenvektor also zum Beispiel als

(%1

U
(¢i7) Die Menge aller m x n-Matrizen itber R bezeichnen wir mit
Mat,, »(R).

Im Fall m = n schreiben wir statt Mat,,, ,,(R) auch Mat,,(R). Statt Mat,,, 1 (R)
schreiben wirauch R™. Elemente des R™ sind bei uns also ab sofort stets als Spal-
tenvektoren zu verstehen.
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() Far M = (my;)._ ., € Mat,, ,(R) bezeichnen wir mit

€ Mat,, ., (R)

die sogenannte transponierte Matrix. Sie entsteht aus M durch Vertauschung
der Indizes, bzw. durch Spiegelung an der Diagonalen. Die Zeilen von M werden
also zu den Spalten von M. A

ey

M = (my;)

i=1,..n,j=1..m

Beispiel 2.3.2. Wir geben einige Matrizen und ihre Transponierten an:

1 2 3 1 47
M=|45 6 |eMats(N), M=[25 8 | €Maty(N)
78 9 3 69
1 2 3 L4
N = eMatgg(N), Nt: 2 5 GMatgg(N)
4 5 6 ’
3 6
-1
0= 1 S Cg, Ot = ( -1 ¢ 7 ) € Matlg(C). A
™

Wir wollen nun Matrizen miteinander addieren und multiplizieren. Dazu wer-
den die Eintrige auf gewisse Weise miteinander verkniipft. Deshalb sei R ab so-
fort ein Ring.

Definition 2.3.3. Sei R ein Ringund m,n, k € N.
() Fir M = (mij)i,j ,N = (nm)w € Mat,, ,,(R) definieren wir
M + N := (my; + ny), ; € Maty, ,(R)
und erhalten so eine Abbildung
+: Mat, »(R) X Mat,, ,(R) — Mat,, ,(R),

genannt die Addition von Matrizen.

(@) Fiir M = (my;), ; € Maty,x(R) und N = (ny;), ; € Maty,(R) definieren
wir

k
M- N := <Z mimm) € Mat,, ,,(R)
r=1

2]
und erhalten so eine Abbildung

. Matmk(R) X Matk,n(R) — Matm,n(R)v

gennant die Matrixmultiplikation. A
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Bemerkung/Beispiel 2.3.4. (i) Addieren kann man Matrizen nur, wenn sie die
gleichen Dimensionen haben. Dann ist die Addition einfach eintragsweise defi-
niert, also zum Beispiel

1 2 6 3 75
34 |+ 5 2 |=1|86
5 6 4 1 9 7

(i) Multiplizieren kann man zwei Matrizen nur, wenn die Spaltenanzahl der lin-
ken Matrix mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix iibereinstimmt. Anschaulich
funktioniert die Multiplikation dann so: Man nimmt die erste Spalte der rechten
Matrix N und legt sie auf die erste Zeile der linken Matrix A/. Dann multipliziert
man eintragsweise und summiert auf. Das Ergebnis steht an Stelle (1, 1) des Pro-
dukts. Man legt nun die erste Spalte von NV auf die zweite Zeile von M und ver-
fahrt analog. Das ergibt die Stelle (2, 1) usw... Fiir die zweite Spalte des Produkts
wahlt man die zweite Spalte von V...

17— 0l =4 —
T T
J J

1 2 9 12 15
3 4 (igg): 19 26 33
5 6 29 40 51
(¢47) Die Matrix
10 0 O
01 0 O
I, = € Mat,,(R)
00 -. 0
00 0 1

heif’t Einheitsmatrix (der Grof3e m). Fiir beliebige M € Mat,, ,(R), N € Mat,, ,,(R)
gilt offensichtlich
I,-M=M, N-I,=N.
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(4v) Seien K ein Korper, m,n € Nsowie A € Mat,, ,(K)und b € K™. Mit Hilfe
der Matrixmultplikation lasst sich die Losungsmenge L(A, b) des entsprechen-
den linearen Gleichungssystems ganz leicht definieren:

L(Ab) ={ce K" | A-c=0b}. A
Satz 2.3.5. Sei R ein Ringund m,n € N. Dann gilt:
(i) Mat,, ,,(R) ist eine abelsche Gruppe beziiglich +.
(i1) Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ, d.h. es gilt
(A-B)-C=A-(B-C)

wann immer die GrofSen der Matrizen diese Multiplikation erlauben.

(ii1) Zwischen Addition und Multiplikation gilt das Distributivgesetz, d.h.

A-(B+C)=(A-B)+(A-C), (B+C)-A=(B-A)+(C-A)

fiir alle Matrizen der geeigneten GrifSen.

(iv) Mat,, (R)istein Ring beziiglich+ und -. Selbstwenn R kommutativist, istes Mat,, (R)
niemals, solange m > 2.

Beweis. (i) ergibtsich direkt aus den entsprechenden Eigenschaften der additiven
Gruppe von R, da die Addition von Matrizen ja einfach eintragsweise definiert
ist. Es ist beispielsweise die Nullmatrix

0 --- 0
Opmp = | ¢ | € Maty,,(R)
0 --- 0
das neutrale Element. Zu M = (my;), ; € Mat,, »(R) ist
—M = (_mij)iJ

die additiv inverse Matrix. (i7) und (i7) ist Ubungsaufgabe. Fiir (7v) bleibt nach
(i),(i), (1) und Bemerkung|2.3.4|(iii) nur noch zu zeigen, dass Mat,,, (R) firm >
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2 niemals kommutativ ist. Fiir m = 2 folgt das mit 0 # 1 aus der folgenden

Rechnung:
01 (10)_ (00
0 0 00/) \00O0
10Y (01) (01
0 0 o0) \0O0)"
Fiir grofiere m kann man alle hier auftretenden Matrizen nach unten rechts mit

Nullen auffillen und erhilt dasselbe Ergebnis. O

Jetzt konnen wir sehr elegant beweisen, wie die Losungsmenge eines inhomoge-
nen linearen Gleichungssystems mit der Losungsmenge des homogenen Systems
zusammenhdingt:

Satz 2.3.6. Sei K ein Korper, m,n € Nsowie A € Mat,, ,(K)undb € K™. Sei
¢ € L(A,D) ein beliebiges Element. Dann gilt

L(A,b) = {c+c|ce L(A0)}.

Beweis. Fiir "C"seid € L(A,b) beliebig gewahlt. Wir setzen ¢ := d — ¢ und

berechnen
Ac=Ad—-¢)=Ad—Ac=b—-1b=0.

Alsogiltc € L(A,0)und d = ¢+ c. Fiir "D" berechnen wir fiir ¢ € L(A, 0) direkt
Alc+c)=Ac+Ac=b+0=0,
alsoc+c e L(AD). O
Definition 2.3.7. Sei R ein Ring und m > 1. Dann heifden die Elemente von
GL,,(R) := Mat,,(R)*

(iiber R) invertierbare Matrizen. Eine Matrix A € Mat,,,(R) ist also invertierbar
tiber R, falls eine Matrix B € Mat,, (R) existiert mit

A-B=B-A=1,.

Man nennt B dann die inverse Matrix zu A (sie ist eindeutig bestimmt) und ver-
wenden die Bezeichnung B = A~L. A
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Bemerkung/Beispiel 2.3.8. (i) Die Matrix

A:(é i)eMatg(Q)

ist invertierbar tiber Q. Es gilt

Uber Z wire A nicht invertierbar. Das sieht man daran, dass in Mat,(Q) die in-
verse Matrix eindeutig ist, sie in unserem Fall aber echt rationale Eintrige hat.
(i7) Hat eine Matrix A eine Nullzeile oder -spalte, so ist sie nicht invertierbar. Im
Fall einer Nullzeile hat nimlich auch A B eine Nullzeile, fiir jede Matrix B (geeig-
neter Grofle), im Fall einer Nullspalte stimmt dasselbe fiir BA. Die Einheitsma-
trix hat jedoch keine Nullzeilen oder -spalten.

(i17) Ist die Koeffizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystems quadratisch
und invertierbar, so besitzt das System genau eine Losung. Es ist Ac = b namlich
dquivalent (durch Multiplikation von links mit A=) zuc = A~'b.

(iv) Ist B eine invertierbare Matrix so gilt

L(A,b) = L(BA, Bb)

fir alle linearen Gleichungssysteme (mit geeigneter Grof3e der Koeffizientenma-
trix). Es bedeutet ¢ € L(A,b) ja gerade

Ac=10
und daraus folgt nach Multiplikation von links mit B
BAc = Bb,
also ¢ € L(BA, Bb). Die andere Inklusion folgt aus der Invertierbarkeit von B
mit demselben Argument. Mit dieser Beobachtung kénnen wir auch den Algo-

rithmus von Gaufd besser verstehen, wie wir gleich sehen werden. A

Definition 2.3.9. Sei K ein Korper und m € N. Eine Elementarmatrix (itber K)
ist eine Matrix aus Mat,,,(K') von einem der folgenden drei Typen:
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(D) Firl<i<j<m

1
0 1
1
Py =
1
1 0
1
1
t ;
( J

(ID) Firl <i<mund0# € K

~
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(D) Firl <4,j <m,i#j,0#A\€K

1
1
Mi()) =
A
1
T )
i A

Satz 2.3.10. Seien K ein Korper, m,n € Nund A € Mat,, ,(K). Dann gilt:
(1) « P;;Aentsteht aus A durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile.
« Si(\) Aentsteht aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit \.

« M:(X\)Aentsteht aus A durch Addition des A-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile.

(i1) Jede Elementarmatrix iiber K ist invertierbar iiber K. Es gilt

Pyt =P, SN =S, M) = M=),

J

Beweis. (i) ist eine leichte Ubung in Matrixmultiplikation. Aus (i) folgt direkt

Iy = PPy = S8 = MA(=X)M(N).

J J

Daraus folgt unmittelbar die Aussage (i7). O

Bemerkung 2.3.11. Wir kénnen nun den Algorithmus von Gaufd auch folgender-
mafden beschreiben. Jede elementare Zeilenumformung der erweiterten Koefh-
zientenmatrix entsteht durch Multiplikation mit einer Elementarmatrix von links.
Jede dieser Elementarmatrizen ist invertierbar, also auch deren Produkt (verglei-
che Lemma. Insgesamt erhalten wir also eine invertierbare Matrix B (das
Produkt aller verwendeten Elementarmatrizen) und gehen von der erweiterten
Koefhizientenmatrix (A, b) iiber zur Koeffizientenmatrix

B-(A,b) = (BA, Bb).

Nach Bemerkung [2.3.8| (iv) dndert sich dabei aber die Lésungsmenge des Glei-
chungssystems nicht. A
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Satz 2.3.12. Sei K ein Korper, m € Nund A € Mat,,(K). Dann sind dquivalent:
(i) A€ GLy(K).
(13) A istein Produktvon endlich vielen Elementarmatrizen.

(iii) Alisst sich durch elementare Zeilenumformungen zur Einheitsmatrix transformie-
ren.

Beweis. Fir (i)=-(ii) bringen wir A mit dem Gauf3-Algorithmus auf reduzierte
Zeilenstufenform A’. Nach Bemerkung existiert also ein Produkt B von
endlich vielen Elementarmatrizen mit BA = A’. Da sowohl B als auch A in-
vertierbar sind, ist es auch A’. Damit kann A’ keine Nullzeile haben (vergleiche
Bemerkung(iz’)). Eine quadratische Matrix in reduzierter Zeilenstufenform
ohne Nullzeilen muss aber die Einheitsmatrix sein. Es gilt also BA = I,,, bzw.
A= B L 1IstB = E; - - - E, eine Darstellung als Produkt von Elementar-matrizen,
so gilt
A=B'=E"'..E

Nach Satz[2.3.10|(i7) sind Inverse von Elementarmatrizen selbst wieder Element-
armatrizen und das beweist die Aussage.
Fir (i1)=(iii) sei A = E) - - - F,, ein Produkt von Elementarmatrizen. Dann gilt

E1l- E'A=1,

und alle diese Multiplikationen von links entsprechen elementaren Zeilenumfor-
mungen.

Fur (ii7)= (i) finden wir B € GL,,(K) mit BA = I,,,. Durch Multiplikation von
links mit B~! erhalten wir A = B~! und als Inverse einer invertierbaren Matrix
ist A selbst invertierbar. O

Algorithmus 2.3.13 (Berechnung der inversen Matrix). Sei K ein Kérper, m € N
und A € GL,,(K). Mit der folgenden Methode kénnen wir die inverse Matrix
A~! berechnen:

Wir betrachten die Matrix (A | I,,,) € Mat,, 2, (K) und erzeugen mit elementa-
ren Zeilenumformungen im linken Block die Einheitsmatrix:

(Al L) ~ (In | B).

Nach Satz ist das moglich. Die Matrix B ist dann gerade die inverse Ma-
trix von A. Es ist ja B gerade das Produkt der Elementarmatrizen, die A zu I,
transformieren: BA = I,,,. Das bedeutet B = A~ 1. A
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Beispiel 2.3.14. Fiir

berechnen wir:
1 211 0\ 2z=3(1 2|1 O
AN
3 4]0 1 0 —2|-3 1
—éfz(1 211 0 )
0 1]3 -3
Zl;gzg(l 0]/—-2 1 )
o 1]y
Also gilt
-1
12) (—2 1)
— . AN
(5 ;-
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Kapitel 3

Vektorraume und lineare
Abbildungen

Der Begriff eines Vektorraums kommt in fast allen Bereichen der Mathematik
vor. Vektorraume bilden beispielsweise den Hintergrund fiir fast alle Erschei-
nungsformen der Geometrie, sie werden in der theoretischen Physik und Infor-
matik benutzt und erlauben uns auch viele Begriffe zu entwickeln, die beim Ver-
standnis von linearen Gleichungssystemen helfen. Man kann eine Beobachtung
tiber die Losungsmengen von homogenen linearen Gleichungssystemen als er-
ste Rechtfertigung des Begriffs heranziehen: Hat man zwei Losungen eines ho-
mogenen linearen Gleichungssystems, so bildet die Summe der beiden Losungen
wieder eine Losung: aus Ac = 0 = Ad folgt nimlich

Alc+d)=Ac+Ad=0+0=0.

Ebenso kann man eine Losung mit einer Zahl skalieren und das Ergebnis ist wie-
der eine Losung:

A(Ac) = AM(Ac) = A0 = 0.

Diese beiden Eigenschaften bilden den Kern der Definition eines Vektorraums,
die wir jetzt mathematisch exakt einfiithren. Abjetzt sei K stets ein beliebiger Korper.

67
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3.1 Vektorriume

3.1.1 Grundbegriffe

Definition 3.1.1. (i) Ein K -Vektorraum ist eine abelsche Gruppe (V, +) zusam-
men mit einer Verkniipfung

T KxV =V
genannt die Skalarmultiplikation, so dass fiiralle A,y € K und v, w € V gilt:

A(v+w)=AN-v)+ (A w)

A+7) - v=(A-v)+ (v v)
(M) -v=X-(7-v)
l-v=w

(27) Die Elemente von V heifden Vektoren, die Elemente von K Skalare. Das neu-
trale Element der abelschen Gruppe V' heifdt Nullvektor/Ursprung. A

Bemerkung3.1.2. Die Skalarmultiplikation ist eine weitere Verkniipfung, zusitz-
lich zu den schon vorhandenen Verkniipfungen des Korpers K und der abelschen
Gruppe V. Die mehrfache Bedeutung der Symbole + und - ist aber unproble-
matisch, da sich deren Bedeutung eindeutig daraus ergibt, woher die Elemente
stammen, die miteinander verkniipft werden. Wie wiblich lassen wir das Symbol
- oft weg und vereinbaren, dass - stirker bindet als +. A

Bemerkung/Beispiel 3.1.3. (1) Fiirm > 1ist K™ ein K -Vektorraum. Die Addition
von Vektoren ist komponentenweise definiert, ebenso die Skalarmultiplikation:

U1 )\’Ul

Upn AUy,

Die Vektorraumaxiome ergeben sich dabei unmittelbar aus den Kérperaxiomen.

Die aus der Schule bekannten Riume R? und R? sind also Beispiele fiir R-Vektorriume.
Man sieht hier, dass man sich die Addition von Vektoren als Hintereinanderhin-
gung von Pfeilen und die Skalarmultiplikation als Streckung vorstellen kann.

(43) Etwas allgemeiner ist fiir m,n > 0 stets Mat,, ,(K) ein K-Vektorraum. Die
skalare Multiplikation ist ebenfalls eintragsweise definiert.
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(i17) Sei M eine beliebige Menge. Die Menge
FM,K)={f: M - K}

aller K -wertigen Abbildungen auf M ist nicht nur ein Ring (wie in Beispiel[2.2.5
(i1)), sondern kann auch als K'-Vektorraum aufgefasst werden. Dafiir vergisst man
die Multiplikation von Funktionen (die in einem Vektorraum ja nicht benétigt
wird) und definiert stattdessen die Skalarmultiplikation punktweise durch die
Vorschrift

(A~ f)(m) == Af(m)
furalle A € K, f € F(M, K)undm € M. Strenggenommen ist das eine erneute
Verallgemeinerung von (i7), da Matrizen ja eigentlich als K -wertige Abbildungen
auf{1,...,m} x {1,...,n} definiert sind.
(¢v) Die Menge C(]0, 1], R) aller stetigen reellwertigen Abbildungen auf dem re-
ellen Intervall [0, 1] ist ein R-Vektorraum, mit den Verkniipfungen wie in (iii).
Dafiir muss man aber zunachst zeigen, dass Summen und skalare Vielfache von
stetigen Funktionen wieder stetig sind.
(v) Die Menge

Kit]:=={co+ct+ - +ct’|deN,¢; € K}

aller Polynome mit Koeffizienten aus K ist ein K -Vektorraum. Dabei addiert man
Polynome einfach koeffizientenweise. Auch die Skalarmultiplikation ist koeffizi-
entenweise definiert.

(vi) Firjeden Korper K existiert der Nullvektorraum,i.e. V' = {0}. Die Verkniip-
fungen sind dabei eindeutig bestimmt. Man nennt ihn auch den trivialen Vektor-
raum.

(vi?) Sind V, W zwei K -Vektorriume, so kann man das kartesische Produkt V' x
W wieder als K -Vektorraum auffassen. Addition und Skalarmultiplikation sind
komponentenweise definiert:

(v1,w1) + (vg,we) := (v + vy, w1 +wa), A-(v,w) = (Av, \w).

(viii) In Vektorriumen gelten gewisse einleuchtende Rechenregeln, die man leicht
aus den Axiomen ableiten kann, wie etwa

0-v=0oder (=\)-v=—(\-v).
(@x) Fir0 # v € Vund A,y € K mit A # ~ gilt stets

AU # Y.
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Auch das kann man leicht anhand der Vektorraumaxiome zeigen. Insbesondere
besitzt firjeden unendlichen Korper K jeder nichttriviale K -Vektorraum unend-
lich viele Elemente.

(@) Fiir K = Z/27 gilt

K* ={(0,0)",(0,1)",(1,0)", (1,1)"}
und dieser Vektorraum ist offensichtlich endlich. A

Definition 3.1.4. Sei V ein K -Vektorraum und U C V eine nichtleere Teilmenge.
(#) U heifdt K-Untervektorraum von V/, falls gilt:

vywelU=v+welU
AeKovelU= el

(22) U heif’t affiner K -Unterraumvon V, falls ein v € V existiert, so dass
v+U:={v+u|uelU}

ein K -Untervektorraum von V ist. Dabei heifdt dann v + U der zu U parallele
Untervektorraum. A

Bemerkung3.1.5. (i) Jeder Untervektorraum U enthilt den Nullvektor. Dazu wihlt
man zundchst ein beliebiges v € U (denn U ist nicht leer!). Aufgrund der zweiten
Eigenschaft eines Untervektorraums gilt0 = 0 - u € U.

(¢i) Jeder K -Untervektorraum von V' ist mit den eingeschrinkten Verkniipfungen
selbst wieder ein K -Vektorraum. Sowohl Summen als auch Vielfache von Vekto-
ren aus U liegen wieder in U und die Vektorraum-Axiome gelten dabei natiirlich
immer noch.

(¢i7) Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von Untervektorriumen von V ist
wieder ein Untervektorraum. Wegen (i) ist solch ein Durchschnitt stets nicht leer
und die beiden Unterraum-Axiome gelten fiir den Durchschnitt offensichtlich.
(iv) Jeder Untervektorraum ist ein affiner Unterraum. Die Umkehrung gilt im All-
gemeinen nicht. Genauer ist ein affiner Unterraum U genau dann auch ein Un-
tervektorraum, wenn 0 € U (Ubungsaufgabe).

(v) Untervektorraume konnen wir uns als Geraden, Ebenen etc. durch den Ur-
sprung vorstellen. Affine Unterriume entstehen aus Untervektorriumen durch
Verschiebung. A
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Beispiel 3.1.6. (i) Fiir A € Mat,, ,,(K) ist die Losungsmenge
L(A,0) C K"

desvon A definierten homogenen Gleichungssystems ein K -Untervektorraum. Das
ist genau die Bemerkung vom Anfang dieses Kapitels.
(ii) Fur A € Mat,, ,(K)und b € K™ ist die Losungsmenge

L(A,b) C K"

des inhomogenen Systems ein affiner K'-Unterraum. Das folgt direkt aus (7) und
Satz[2.3.6] Fiir jedes beliebige ¢ € L(A, b) giltja

(—¢) + L(A,b) = L(A,0).
(iii) Fiir d € Nist
K[tl<a:={co+crt+-+cat’ | c; € K}

aller Polynome vom Grad hochstens d ein Untervektorraum des Vektorraums K [¢].

A

Jede Teilmenge eines Vektorraums kann zu einem Untervektorraum erweitert
werden. Dabei miissen einfach alle moglichen Vielfachen und Summen von Ele-
menten hinzugenommen werden. Das fithrt zum Begriff der Linearkombination.

Definition3.1.7. Seien V ein K -Vektorraum, vy, ...,v, € Vund A, ..., \, € K.
Dann heif3t das Element

AMvp+ o+ A €V

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,. Die leere Linearkombination
(also den Fall » = 0) definieren wir als den Nullvektor. A

Lemma3.1.8. SeiV ein K-Vektorvaumund M C 'V eine beliebige Teilmenge. Dann gilt

N U :{ZAm\reN,AieK,vieM}
MCUCV =1
U Untervektorraum

und dies ist der kleinste Untervektorraum, der M enthilt.
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Beweis. Die Menge U’ := {>_;_, \jv; | r € N, \; € K,v; € M} aller Linearkom-
binationen von Elementen aus M ist offensichtlich ein Untervektorraum der M
enthilt. Also taucht U’ im linken Schnitt auf, was "C" beweist. Die Inklusion "D"
folgt aus der Tatsache, dass jeder tiber M liegende Untervektorraum aufgrund
der Axiome auch alle Linearkombinationen von Elementen aus M enthalten muss.
Der Schnitt links ist in jedem itber M liegenden Untervektorraum enthalten, d.h.
es ist der kleinste solche. O

Definition 3.1.9. () Fir M C V bezeichnen wir die Menge aus Lemma[3.1.8]als
K -lineare Hiille oder Spann iiber K von M und verwenden dafiir auch die Be-
zeichnung

Span (M).

Es ist der kleinste K -Unterraum von V/, der M enthilt.
(¢1) Ein K -Vektorraum heif3t endlich erzeugt oder endlich dimensional wenn es
eine endliche Teilmenge M C V gibt mit

Spang (M) =V. A

Beispiel 3.1.10. (i) Hat die Menge M nur ein Element, so ist jede Linearkombina-
tion von Elementen aus M nur ein Vielfaches dieses einen Vektors. Wir miissen
uns Span (M) also als Ursprungsgerade vorstellen (aufler im Fall, dass dieser
eine Vektor der Nullvektor ist).

Wir betrachten beispielsweise den R-Vektorraum R? und darin die einelementige
Menge M = {(1,1)'}. Dann ist Spang (M) gerade die Ursprungsgerade durch
den Punket (1, 1)":

(1,1)f

(1) Betrachtet man etwa M = {(1,1),(0,1)} C R? so ergibt sich Spang (M) =
R2. Es reicht fiir die lineare Hiille ja nicht, nur Vielfache der beiden Vektoren zu
betrachten, man muss auch Summen zulassen:
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Will man das rechnerisch beweisen, so wihlt man (a,b)! € R? beliebig und setzt
A = a,vy = b — a. Dann rechnet man

(1) (0)-02)-()

und hat so den Vektor (a, b)" als R-Linearkombination der Elemente von M dar-
gestellt.

(¢i7) Fiirjedesm € Nundjeden Korper K ist K™ einendlich erzeugter K -Vektorraum.
Dazu betrachten wir die Vektoren

1 0 0
0 1 0
€1 = . , €2 = . yeeey Em = .
0 0 1

und sehen, dass offensichtlich

Spang ({e1,...,en}) = K™

gilt.

(iv) Der K -Vektorraum K'[t] aller Polynome ist nicht endlich erzeugt. Endlich vie-
le Polynome sind immer vom Grad beschrinkt. Beim Ubergang zum Spann ent-
stehen niemals Polynome von héherem Grad. A

Beispiel 3.1.11. Sei A € Mat,, , (/') gegeben. Die n Spalten von A sind Elemente
von K™, wir bezeichnen siemita.i, ..., a.,,. Firc = (cy,...,¢,)" € K™ giltdann

Ac=ciaq1+ -+ cpan,

und somit gilt
Spang ({a.1,...,a.,}) ={Ac|ce K"}.



74 KAPITEL 3. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Diese Menge bezeichnet man als den Spaltenraum von A. Wir sehen hier, dass
das durch (A | b) definierte lineare Gleichungssystems genau dann eine Losung
besitzt, wenn b zum Spaltenraum von A gehort. A

Im Gegensatz zum Schnitt ist die Vereinigung zweier Untervektorriume norma-
lerweise kein Untervektorraum mehr. Das haben wir in Beispiel[3.1.10|(i¢) prinzi-
pell schon gesehen. Man muss also den Spann der Vereinigung betrachten:

Lemma 3.1.12. SeiV ein K-Vektorraum und Uy, Uy Untervektorriume. Dann gilt
SpanK (U1 U UQ) = {U1 + U2 ’ u; € Ul,UQ € U2}

und dies ist der kleinste I -Untervektorraumvon V', der U und Uy enthdlt. Wir bezeichnen
ihn auch mit Uy + Us.

Beweis. Die Menge {u; + us | u1 € Uy, us € Us} aufderrechten Seite ist ein Un-
tervektorraum von V', wie man direkt sieht (dabei verwendet man aber, dass U;
und U, jeweils Untervektorriume sind). Gleichzeitig enthilt sie aber sowohl U,
alsauch U, (da manimmer entweder u; = 0oder us = Owahlenkann). Als Unter-
vektorraum der U; U U, enthilt sie also auch Span . (U; U Us) . Das beweist "C".

Als Untervektorraum der Uy und U, enthailt, muss
Span (U; U Us) aber auch alle Summen vom Typ u; + ug mituy € Uy, up € Uy
enthalten. Das beweist "D". O

3.1.2 Lineare Unabhingigkeit, Basen und Dimension

Wir wollen in diesem Kapitel den Begrift der Dimension eines Vektorraums ent-
wickeln. Der dafiir grundlegende Begrift ist jener der linearen Unabhingigkeit von
Vektoren:

Definition 3.1.13. Sei V ein K -Vektorraumund vy, ..., v,, € V.
(¢) Das Tupel (v1, ..., v,,) heifdt K-linear unabhingig, falls fir alle \;, ..., A\,
aus K gilt

/\1v1+---+)\mvm:0 = )\1::/\m:0

Ansonsten heifit es K -linear abhingig.
(@) (v1, . .., vy ) heifdt K-Erzeugendendsystem von V/, falls

SpanK <{vla cee 7Um}) =V

(¢17) Das Tupel (vy, . . . , vy, ) heifdt K-Basis von V/, falls es linear unabhingig und
ein Erzeugendensystem von V ist. A
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Bemerkung/Beispiel 3.1.14. (i) Wir haben lineare Unabhingigkeit/Erzeugenden-
system/Basis fiir Tupel von Vektoren definiert. Dabei kommt es allerdings nicht auf
die Reihenfolge der Vektoren an, wie man leicht sieht. Spater wird die Reihenfol-
ge aber manchmal wichtig sein. Auch passiert es manchmal, dass ein Vektor in
solch einem Tupel mehrfach auftritt (dann ist das Tupel aber nicht linear unab-
hingig). Deshalb sprechen wir von Tupel und nicht von einer Menge von Vektoren.
Invielen Fillen ist es allerdings nicht nétig, diese Unterscheidung zu treffen und
wir sind im folgenden nicht immer sehr streng.

(i7) Linear unabhingig sind Vektoren vy, . . ., v,, also genau dann, wenn der Null-
vektor nur als Linearkombination aus ihnen entsteht, wenn alle Koeffizienten dabei
Null sind (und niemals auf andere Weise).

(#4i) Im R? sind die beiden Vektoren v; = (1, 1), vy = (2, 1)* linear unabhingig.
Man kann sie also nicht skalieren und addieren und damit den Nullpunkt errei-
chen (aufler man skaliert beide auf Null).

Rechnerisch sieht man das folgendermaflen: Aus
0= A\v1 + Aava = (A1 + 2X9, A1 + A9)

folgt Ay + 2\ = 0 und A\; + Ay = 0. Dieses System linearer Gleichungen itber R
besitzt nur die triviale Losung.

Zwei Vektoren sind allgemein genau dann linear abhingig, wenn einer ein Viel-
faches des anderen ist. Aus 0 = A\jv; + Agvo mit etwa Ay # 0 folgt ndmlich

A
V] = ——
1 N, 2
und umgekehrt folgt aus v; = v, direkt 0 = 1 - v; — ywv,. Fir zwei Vekto-

ren bedeutet lineare Unabhingigkeit also anschaulich, dass sie in verschiedene
Richtungen zeigen.
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(iv) Ein einzelner Vektor 0 # v € V ist stets linear unabhingig. Aus Av = 0 und
A # 0 folgt nach Multiplikation mit A~ ja v = 0. Der Nullvektor ist der einzige
Vektor, der fur sich allein linear abhingig ist.

(v) Lineare Unabhingigkeitist eine Bedingung, die nur fiir alle Vektoren vy, . . . , vy,
gemeinsam entschieden werden kann. So konnte durchaus jede m — 1-elementige
Teilmenge der Vektoren linear unabhingig sein, ohne dass es fiir alle gemeinsam
zutrifft. Das sieht man beispielsweise, wenn man in (7i7) noch einen dritten Vek-
tor, etwa vz = (0, 1)*, hinzunimmt. Es gilt dann beispielsweise

21)1—’02—7]3:0.

(0,1)! (1,1) (2,1)f

(vi) Sei V- = F ([0, 1],R) der R-Vektorraum der reellwertigen Funktionen. Die
beiden Funktionen
firx=x,  forxa?

gehoren zu V und sind R-linear unabhingig. Dazu nehmen wir
AMfi+A2fa=0

an und setzen in diese Gleichung auf beiden Seiten x = 1 ein. Das liefert A\; +
Ay = 0. Setzen wir stattdessen x = % ein, erhalten wir %/\1 + }l/\g = (. Beide
Gleichungen zusammen besitzen nur die triviale Losung.

(vii) Der Begrift von linearer Unabhingigkeit kann auch fir unendlich viele Vekto-
ren definiert werden. Dafiir betrachtet man aber keine unendlich langen Linear-
kombinationen, diejain V tiberhaupt nicht definiert sind. Es miissen stattdessen
je endlich viele der Vektoren linear unabhingig im Sinne unserer Definition sein.
Wir beschrianken uns in dieser Vorlesung aber auf endliche Mengen von Vektoren.
(viii) Ein Vektorraum besitzt im Allgemeinen viele verschiedene Basen. Im R?
konnen wir beispielsweise e; = (1,0)%, e; = (0,1)" oder auch v; = (1,1)", vy =
(2,1)" wihlen.
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Satz 3.1.15. Sei V ein K-Vektorraumund vy, . .., v, € V. Dann sind dquivalent:
(i) (vi,...,vn) bildeteine Basisvon V.

(i1) Zujedem v € V existieren eindeutig bestimmte Skalare Ay, ..., \,, € K mit
V=AU + "+ AU,

(ii1) (v1,...,vn)ist maximal linearunabhdingig, d.h. das Hinzufiigen eines beliebigen
weiteren Vektors fithrt stets zur linearen Abhdngigkeit.

(iv) (v, ...,vy) ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. die Vektoren spannen V
auf, aber nach Wegnahme eines beliebigen der v; stimmt das nicht mehr.

Beweis. "(i) = (i7)":Da (v, . .., vy, ) als Basis insbesondere ein Erzeugendensy-
stem von V bildet, existieren fiir jeden Vektor v € V' Skalare Ay, ..., A\, € K mit
v = A\vy + -+ + AUy, Fir die Eindeutigkeit nehmen wir eine zweite solche
Darstellung an:

V=MV 4+ AU =101+ YU
mit allen v; € K. Durch Subtraktion ergibt sich
0= Mvr+- + AU — (1101 + - + YmUm) = (A1 —=71) 01+ + (A=Y ) Vm-
Da (vq,. .., vy,) als Basis linear unabhingig ist folgt hieraus
M= === Ym =0,
alsoA1 =71, ..., A = Y-

"(#1) = (7i1)": Dielineare Unabhingigkeitvon (vy, . . ., v, ) folgtaus der Tatsache,
dass der Nullvektor natiirlich immer die Darstellung 0 = Ovy + - - - + Ov,, besitzt
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und aufgrund der Eindeutigkeit also nur diese. Seinunv € V einweiterer Vektor.
Dann gibt es eine Darstellung

v=Mv1 4+ + AnUn
mit allen \; € K. Damit erhalten wir

AMvp 4+ AUy + (1) v =0

und das ist eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors. Also ist (v, . . . , Uy, ©)
linear abhingig.
"(i17) = (iv)":Furv € Vist(vy,. .., Uy, v)linearabhingig, esgibtalso Ay, ..., Ay, A €

K, nicht alle Null, mit

AMvp+ -+ AU, + Av = 0.

Da (vy,...,v,,) jedoch linear unabhingig ist, muss A\ # 0 gelten. Wir erhalten
also
Damit gezeigt, dass (vy,...,v,,) ein Erzeugendensystem von V bildet. Es gilt
nun

vy ¢ Spany ({ve,...,vm}),

denn eine Darstellung
V1 = AU + -+ AU,

wiirde
1U1—A2U2—"'—)\m’l}m:0

implizieren, ein Widerspruch zur linearen Unabhingigkeitvon (vy, . . ., vy, ). Eben-
so kann kein anderes v; durch die restlichen erzeugt werden kann. Damit ist die
Minimalitit bewiesen.

"(iv) = (7)": Nach Voraussetzung bildet (v, . . ., vy, ) bereits ein Erzeugendensy-
stem von V. Angenommen es gibt nun eine Darstellung

/\1v1+---+)\mvm:0

mit gewissen \; € K, nicht alle Null. Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit \; # 0 an. Dann gilt

__)\ _)\m
/Ul—/\—121)2+"‘+ N Um,-
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Jede Linearkombination von vy, . . ., v, ist damit aber schon eine Linearkombi-
nation von vs, . . ., Up,:

Y11 + YoU2 + - YUy = (72—7;_?2>02+...+<7m_“/1/\>1m>vm.

Mit (vy, ..., v,,) bildet damit aber auch (vy, . . ., v,,) ein Erzeugendensystem von
V', ein Widerspruch zur Minimalitit. Also sind alle A; = 0 und (vy,...,v,,) ist
damit linear unabhingig. O

Beispiel 3.1.16. (i) Die Vektoren ey, ..., e,, aus Beispiel 3.1.10] (ii?) sind eine K-
Basisdes K. Jede dervier Bedingungen des letzten Satzes kann man leicht itber-
pritfen. Man nennt (e, ..., e,,) die Standardbasis von K™.

(22) Fiir d € N sei

Klt]<a={co+ct+ - +cit’| c; € K}

der K-Vektorraum der Polynome vom Grad hochstens d. Er besitzt beispielsweise
die Basis (1,¢,2,...,t%). A

Korollar 3.1.17. Jeder endlich erzeugte K -Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, gibt es eine endliche Teilmenge M C V mit
Span (M) = V. Wirwihlen dabei ein solches M mit kleinstmoglicher Michtig-
keit. Dann kann man offensichtlich kein Element von M mehr weglassen, ohne
die Bedingung Erzeugendensystem zu zerstoren. Also erfiillt M Bedingung (iv) aus

SatzB.1.15lund ist also eine Basis von V. O]
Satz 3.1.18 (Basiserginzungssatz). Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, sei
(v1,...,vn)ein Erzeugendensystemvon V und (w, . . ., w,) linearunabhdngig. Dann
gilt:

(7)) n <m.

(i) Je zwei Basen von V' haben dieselbe Linge.
(i1i) Esgibtuntervy, ..., v, Vektorenv;,, ..., v; so,dass
(W1 ooy Wy Vs e, V)

eine Basisvon V' bildet.
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Beweis. Fir (1) nehmen wir m < n an. Da vy, ..., v, ganz V erzeugen, finden
wir fiirjedes j = 1, ..., n Darstellungen

wj = Z )\ijvi
i=1
mit \;; € K. Die Matrix
M = ()\ij>i,j S Matmm(K)

hatmehr Spalten als Zeilen, also besitzt das dazugehdrige homogene lineare Glei-
chungssystem eine nichttriviale Lésung vy = (71,...,7v,)" € K™\{0}. Esgiltnun

Z%’wj = Z Z”Yj)\ijvi = Z <Z Aij7j> Vj.
j=1

7j=1 i=1 i=1 j=1

Die Koeffizienten in der Summe rechts sind genau die Eintrage des Vektors M+,
also alle Null. Wir erhalten also » 3'" | v;w; = 0, ein Widerspruch zur linearen
Unabhingigkeit von (wy, . .., wy,).

(4i) Fasst man die eine gegebene Basis von V' als Erzeugendensystem auf und die
andere als Menge linear unabhingiger Elemente, so liefert (i) eine Ungleichung
zwischen ihren Lingen. Macht man das genau andersherum, bekommt man die
andere Ungleichung.

(¢i7) Die Vektoren wy, . . ., wy, vy, . . . , Uy, erzeugen offensichtlich ganz V. Durch
eventuelles Entfernen gewisser v; erreichen wir, dass die itbrigen Vektoren

Wiy ey Wy, Viqy - -5 Uy,
immer noch ganz V' erzeugen, aber keines der v;; dazu noch weggelassen werden
kann. Wir iiberlegen uns nun, dass dann auch keines der w; mehr weggelassen
werden kann, um V' zu erzeugen. Dann handelt es sich um ein minimales Erzeu-
gendensystem, also um eine Basisvon V.

Wir nehmen im Gegenteil nun an, dass etwa ws, . .., Wy, vy, - - ., v;, auch noch
ganz V erzeugen. Insbesondere gibt es eine Darstellung

n r
w, = E )\,w, + E Vjvij-
i=2 j=1
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Dabei konnen nicht alle ; = 0 sein, das widerspriche der linearen Unabhingig-
keit der w;. Wir nehmen also 0.B.d.A. 7; # 0 anund l6sen die Gleichung nach v;,

auf:
1 "\ ",
Uil = —wi — Z —w; — lvij.
T — N
Das zeigt
Spang ({wq, ..., Wy, Viy, ..., 0, }) = Spang ({wy, ..., Wy, Viyy ..o 05, 1) = V.

Man hitte also statt wy auch v;, oben weglassen konnen, ein Widerspruch. [

Definition3.1.19. SeiV einendlich erzeugter K -Vektorraum. Die Dimension von
V (iber K) ist die Linge einer/jeder K -Basis von V. Wir verwenden dazu die
Notation

Beispiel 3.1.20. (i) Wir betrachten den K -Vektorraum K™. Er besitzt die Stan-
dardbasis (eq, . .., €,,), die aus genau m Vektoren besteht. Somit besteht jede an-
dere Basis ebenfalls aus m Vektoren und es gilt

dimg (K™) = m.

Jedes Erzeugendensystem von K™ hat mindestens m Elemente und jede Menge
linear unabhingiger Vektoren hat hochstens m Elemente.

(#9) Im Fall m = 3 betrachten wir w; = (1,1,1)}, wy = (2,—1,1)" € Q3. Diese
beiden Vektoren sind linear unabhingig, wie man leicht nachrechnet. Zusaitzlich
verwenden wir die Standardbasis (ey, €2, 3) als Erzeugendensystem von Q3. Wir
konnen also (wy, we) durch Hinzunahme eines der e; zu einer Basis erginzen. In
diesem Fall funktioniert sogar jedes beliebige ¢;.

(i73) Der Vektorraum K [t|<4 besitzt die Basis (1,¢, ... ,t%), es gilt also

diIIlK (K{t]gd) == d+ 1.

Man sieht leicht, dass auch p; = 1 + ¢, p; = 1 — t linear unabhingig sind. Man
kann (p;, p2) also durch gewisse ¢’ zu einer Basis erginzen. Hier gibt es nur eine
Moglichkeit:

(p1, pa, t2, 13, 1Y), A

Die folgende Aussage erlaubt es, mit Satz[2.3.12|(i77) zu entscheiden, ob gegebene
Spaltenvektoren eine Basis des K™ bilden:
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Proposition 3.1.21. Die Vektoren vy, ..., v,, € K™ bilden genau dann eine K-Basis
von K™, wenn die Matrix M = (vq, ..., v,,) € Mat,, (K) invertierbar iiber K ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Konstruktion 3.1.22. Sei (A, b) die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen
Gleichungssystems iitber /. Dann ist L(A,b) C K" ein affiner Unterraum und
wir haben in Satz gezeigt, dass fiir jedes beliebige ¢ € L(A,b) stets

L(A,b) = ¢+ L(A,0)

gilt. Weiter ist L(A, 0) ein Untervektorraum und wir konnen fiir ihn eine end-

liche Basis (vy, ..., v,) finden. Dadurch hat man die (meist unendliche) Menge
L(A,b) durch die endlich vielen Daten ¢, vy, . . ., v; komplett angegeben, denn es
gilt dann
L(A,b) = {é—l— > Awi| A€ K} .
i=1

Eine Basis von L(A, 0) findet man folgendermafden: zunichst bringt man A mit
elementaren Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform. Dabei ergeben sich  Pi-
votspalten und deswegen n — r freie Variablen. Fiir jede freie Variable konstruiert
man sich einen Losungsvektor, indem man als Wert fiir diese Variable 1, fir die
anderen freien Variablen 0 wihlt. Danach berechnet man die Werte fiir alle an-
deren Eintrige. Insgesamt erhilt man so n — r Vektoren vy, . . ., v,_,., die offen-
sichtlich eine Basisvon L(A, 0) bilden. Damit ist n — r gerade die Dimension von
L(A,0). So sieht man auch, dass die Anzahl r der Pivots nicht von der genauen
Durchfithrung des Gauf’-Algorithms abhingen. A

Proposition 3.1.23 (). Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und U C 'V ein
echter Untervektorraum. Dann ist auch U endlich erzeugt und es gilt

dimg (U) < dimg (V).

Beweis. Wennuy, ..., u, € U linear unabhingig sind, so sind sie dies offensicht-
lich auch, wenn man sie als Elemente von V' auffasst. Daraus folgt mit Satz[3.1.18]
schon r < dimg (V). Wir wihlen uns in U nun ein linear unabhingiges Tupel
von Vektoren von maximaler Linge, das nach Satz dann eine Basis von U
mit hochstens Linge dimg (V') bildet. Insbesondere ist U endlich erzeugt mit
dimg (U) < dimg (V). Sei nun (uy, . . ., Ugimy (v)) €ine Basisvon U. Aus U C V
folgt, dass es sich dabei nicht um ein Erzeugendensystem und deswegen erst
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recht nicht um eine Basis von V' handelt. Man kann es aber mit Satz [3.1.18/ zu
einer Basis von V' erginzen. Dabei muss natiirlich mindestens ein zusitzlicher
Vektor hinzugenommen werden, woraus dim (U) < dimg (V) folgt. O

Bemerkung 3.1.24 (k). Eine aufsteigende Folge echter Untervektorriume in ei-
nem m-dimensionalen Vektorraum (z.B. im K"™)hathochstens Linge m+1. Man
beginnt mindestens mit dem 0-dimensionalen Unterraum {0}. In jedem weite-
ren Schritt wird die Dimension um mindestens eins grofRer und ist immer hoch-
stens m.

Satz 3.1.25 (Dimensionsformel fiir Untervektorriume ¥). Sei V ein K -Vektorraum
und Uy, Uy zwei endlich-dimensionale Untervektorrdume von V. Dann gilt

dimK(U1 -+ UQ) = dlmK<U1) -+ dll’IlK<U2) — dlmK(U1 N U2)

Beweis. Zunichst wihlen wir eine Basis (u1, . .., u,,) des Unterraums U; N Us.
Diese ergianzen wir dann einerseits zu einer Basis

(Uly ooy Uy U1y e ey V)
von U;, andererseits zu einer Basis
(Upy ooy Uy Wy ooy W)
von U,. Dann erzeugt
(Ul ey Uy V1, e e ey Uy W, e e, W)

offensichtlich ganz U; + Us, ist aber auch linear unabhingig. Dazu nehmen wir
an. Dann gilt

U1 > Z/\I'LLZ + Z’}/,L’UZ = — Zélwl € U2.

Dajedes Element aus U; NUs eine eindeutige Linearkombination der u; und jedes
Element aus U, eine eindeutige Linearkombination der u;, v; ist, folgt daraus 0 =
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Y1 = -+ = Y,.Ausderlinearen Unabhingigkeit des Tupels (uy, . . . , Uy, w1, . . ., W;)
folgt dann direkt

O=A=- =X\, =0, ==,
Nun berechnen wir

dimg(Uy +Us) =m+n—+r

und
dimg (Uy) +dimg (Us) — dimg (U1 NU;) = (m+n)+ (m+7)—m = m+n+r.
Das beweist die Aussage. O

Beispiel 3.1.26 (). Sind U, U, C R? zwei unterschiedliche 2-dimensionale Un-
terraume, so gilt U; C U; + Uy, also

2= dlmK(Ul) < dll’IlK<U1 + Ug) < 3.
Daraus folgt U; + U, = R3. Weiter gilt nun

3= dlmK(U1 + U2)
= dlmK(Ul) + dlmK(Ug) — dlmK(U1 N UQ)
=4 — dlmK(U1 N U2),

woraus dimg (U; NUs,) = 1 folgt. Zwei unterschiedliche Ebenen in R? schneiden
sich also in einer Geraden. A

3.2 Lineare Abbildungen

Vektorriume sind Mengen mit zusitzlicher Struktur, nimlich Addition und Sk-
alarmultiplikation. Abbildungen zwischen Vektorriumen sollten sich sinnvoller-
weise mit dieser Struktur vertragen. Das fithrt zum Begriff einer linearen Abbil-
dung. Das Konzept von linearen Abbildungen erméglicht es uns aufierdem, linea-
re Gleichungssysteme und Matrizen noch systematischer zu fassen und verste-
hen. Auch in diesem Abschnitt sei K stets wieder ein Korper.
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3.2.1 Grundbegriffe

Definition 3.2.1. Seien V, W zwei K -Vektorriume.
(¢) Eine Abbildung ¢ : V' — W heif’t linear, falls fiir alle vy, v, € V) A € K stets

p(v1 +v2) = @(v1) + p(v2) und  p(Av) = Ap(v1)

gilt.
(i1) Eine lineare Abbildung ¢: V' — W heift Isomorphismus, falls eine lineare
Abbildung ¢ : W — V existiert mit

Yop=idy und o =idy.

(¢13) V und W heiflen isomorph, falls ein Isomorphismus ¢: V' — W existiert.
Wir schreiben dafiir V= W. JAN

Bemerkung/Beispiel 3.2.2. (i) Jede Matrix A € Mat,, ,(K) definiert durch Ma-
trixmultiplikation von links eine lineare Abbildung

pa: K" — K™
c— Ac.

In dieser Notation gilt
LAB) = 13 (0.

Das lineare Gleichungssystem zu losen bedeutet also, das Urbild des Vektors b
unter dieser linearen Abbildung zu bestimmen.
(¢3) Fiur A € Mat,,, ,(K) und B € Mat,.,,(K) gilt

HUB O A = [4BA-
(¢37) Die Differentiation

2: C'(R,R) —» C (R,R)
fef

ist eine lineare Abbildung. Die Linearitit bedeutet ja gerade

(f+g9)=f+g und (Af) =A\f,

was aus der Analysis bekannt ist.
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(iv) Zumindest Polynome kann man iiber jedem Korper (formal) ableiten. So er-
hilt man die lineare Abbildung

9: K[t] — K[
d d

Z Citi — Z Z-Citiil.

=0 =1

Mochte manlieber endlich-dimensionale Vektorraume verwenden, kann man bei-
spielsweise
0: K[t]gd — K[t]gd,1

betrachten.

(v) Ein Isomorphismus ist offensichtlich immer bijektiv. Umgekehrt ist aber auch
jede bijektive lineare Abbildung ein Isomorphismus. Aus der Bijektivitit von ¢
folgt die Existenz der Umkehrabbildung ¢o~! =: ). Man sieht nun relativ leicht,
dass i automatisch auch linear ist. Das beweist die Aussage. Man konnte Isomor-
phismus als auch als bijektive lineare Abbildung definieren.

(vi) Isomorphie ist ein verallgemeinerter Gleichheitsbegriff fiir Vektorraume. Zwei
isomorphe Vektorraume sind eigentlich vollig identisch, nur tragen ihre Elemen-
te eventuell verschiedene Namen. Ein Isomorphismus ¢: V' — W gibt dabei
einfach die Umbenennung der Elemente an. Grundsitzlich miissen wir zwischen
isomorphen Vektorriumen nicht mehr unterscheiden. Jede sinnvolle mathema-
tische Aussage, die fiir einen Vektorraum gilt, gilt auch fiir jeden dazu isomor-
phen Vektorraum. A

Lemma 3.2.3. Seien V, W zwei K -Vektorriume und p: V' — W linear. Dann gilt
p(0) =0 und ¢(—v) =—p(v)

fiirallev € V.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 3.2.4. (i) Zwei lineare Abbildungen ¢, ¢: V' — W kann man punkt-
weise addieren:

o+ VW
v = o(v) +P(v).
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Man rechnet dabei direkt nach, dass ¢ + 1 selbst wieder eine lineare Abbildung
ist. Ebenso kann man ¢ mit einem Skalar A punktweise multiplizieren:

Ap: V- W
v = Ap(v)

und auch Ay ist wieder eine lineare Abbildung. Auf diese Weise wird die Menge
Ling(V,W) :={¢: V — W | plinear}

selbst zu einem K -Vektorraum.
(43) Fiir A, B € Mat,, ,,(K)und A € K gilt

pa~+ pp = prarp und Aig = piya.
Das rechnet man direkt punktweise nach:
(ha+ pp)(v) = pa(v) + pp(v) = Av+ Bv = (A+ B)v = patp(v)
(Apa)(v) = A pa(v) = A(Av) = (AA)v = paa(v). A

Satz 3.2.5. SeiV ein K-Vektorraum mit dimg (V') = m. Dann gilt

V=K
Beweis. Wir wahlen eine Basis (v, . . ., vy,) von V und betrachten die lineare Ab-
bildung
o: K™=V

Da eine Basis insbesondere ein Erzeugendensystem von V ist, ist ¢ surjektiv. Da
eine Basis linear unabhingig ist, ist ¢ injektiv. Damit ist ¢ ein Isomorphismus.

O
Bemerkung 3.2.6. (;) Der Isomorphismus zwischen K™ und V" ist keineswegs
eindeutig. Er hingt von der Wahl der Basis (vy, . . . , v, ) ab und insbesondere von
der gewahlten Reihenfolge der v;. Mitv := (vy, ..., vy,) sollte man ihn also besser
als

oy KM=V
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bezeichnen. Hier sieht man, warum wir Basen als Tupel von Vektoren definiert
haben.

(¢i) Auch die Umkehrabbildung von ¢, kann man leicht angeben. Dazu entwickelt
manv € V beziiglich der Basis v als

V= Z )\ﬂii
=1
und bildet v auf
&) =\, ..., Ap) € K™
ab. Dadurch erhilt man die Umkehrabbildung zu ¢,:

&V — K™, A

Definition 3.2.7. Sei V' ein K -Vektorraum und v = (v, ..., v,,) eine Basis von
V.Furv € Vmitv =", \;u; nennt man

&)= (A1, .., ) € K™
den Koordinatenvektor von v beziiglich v. A
Beispiel 3.2.8. (i) Wir betrachten den Vektorraum

V =Kltl<s = {Co + it + cot? +est® | o, c1,c0,03 € K}
aller Polynome vom Grad hochstens 3, mit der Basis
p=(1,t¢1%).

Fiir ein Polynom p = ¢ + ¢t + cot? + c3t3 € V gilt offensichtlich

&(p) = (co,c1,09,03) € K*.
Der Koordinatenvektor von p = 1 — t2 4 2t3 ist also

€p<p) = (1’ 0,-1, 2)t'

Insgesamt erhalten wir den Isomorphismus

KoV
3

(007 1, Co, C3)t A Z Citi

=0
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(23) Wir betrachten denselben Raum V wie in (z), wihlen aber diesmal die Basis
g=(1—t 1+t

Um fiir p = 1 — ¢? + 2t3 nun den Koordinatenvektor §4(p) zu bestimmen, ent-
wickeln wir p in der Basis ¢:

1 1
1—t2+2t3:5(1—t)—|—§(1+t)—t2+2t3.

Dadurch erhalten wir
&) = (33 -12).
Auch hier kann man den Isomorphismus explizit hinschreiben:
K'<V
(Co, C1, Co, C3)t — (CO —+ Cl) + (Cl — Co)t — Cgt2 + C3t3

t 3
Ch—C C+ i
9 ) 9 ,C2,C3 < Zczt .
1=0

(¢i7) Wahlt man in V' = K™ die Standardbasise = (e, ..., e,,), so ist der Koor-
dinatenvektor eines Tupels v = (vy, ..., v,,)" € K™ das Tupel v selbst:
£e(v) = v.

Aber natiirlich kann man auch eine andere Basis v wihlen und erhilt damit einen
Isomorphismus

& KM — K™,

der nicht die Identitit ist. Den Ubergangvonv € K™ zu¢,(v) € K™ nennt man
auch Basiswechsel. Wihlen wir in Q? beispielsweise die Basis

=(()(5)

so ergibt sich fiir v = (a,b)! € Q?

o) =

s s}
w||m

o o
N——

>
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Satz 3.2.9. Seien V und W zwei K -Vektorriume und (v1, ..., v,,) eine Basis von V.
Dann gibt es fiir jede Wahlvon wy, . . . ,w,, € W genau eine lineare Abbildung p: V —
W mit

o(v;) =w; firi=1,...,m.
Beweis. Die Existenz beweisen wir, indem wir ¢ explizit angeben. Dazu entwickeln
wir jedes v € V beziiglich der Basis (v, ..., v,,) als

m
v = E )\ivi
i=1
und definieren

p(v) == Z Aiw; .
i=1

In kurzer Schreibweise mit Matrixmultiplikation konnte man dafiir auch schrei-
ben

p(v) = w - &y(v).
Da ¢, eine lineare Abbildung ist und die Matrixmultiplikation das Distributiv-
gesetz erfillt, definiert das eine lineare Abbildung mit der gewiinschten Eigen-

schaft.

Fir die Eindeutigkeit seien ¢, ¢’ zwei solche linearen Abbildungen. Wir berech-
nen

p(v) = (Z Aﬂh‘) = Z Aip(v;) = Z Aiw; = Z i (i) = @' (v),

wobei wir fiir die zweite und letzte Gleichheit die Linearitit von ¢ bzw. ¢’ benutzt
haben. Das zeigt p = ¢'. O

Korollar 3.2.10. Fiir jede lineare Abbildung po: K™ — K™ gibt es genau eine Matrix
A € Maty, ,,(K) mit
¥ = KA.
Die Zuordnung
p: Mat,, ,, (K) — Ling (K™, K™)
A pa

ist ein Isormorphismus von K -Vektorriumen.
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Beweis. Wir wihlen die Standardbasis e = (ey,...,e,,) von K™, setzen w; :=
¢(e;) und schreiben sie in die Spalten einer Matrix:

A= (wy,...,wy) € Mat, ,(K).
Firjedesi =1,...,mgiltdann
pale;) = Ae; = w; = p(e;).

Die Eindeutigkeit aus Satz[3.2.9)zeigt ;14 = ¢. Die Eindeutigkeit von A ist klar.
Damit ist gerade die Bijektivitit der Abbildung p gezeigt und die Linearitit ist

Bemerkung|[3.2.4(¢7). O

Beispiel 3.2.11. (i) Wir betrachten die lineare Abbildung

0: K? — K?

ch s a—2c

c a+b )
Es gilt

1 0 —2
o= (1) etear = )oeten= ()
und deshalb gilt fir
1 0 =2

A_(1 1 0 )

gerade v = 4.

(1) Wir betrachten eine Drehung des R? um den Ursprung, gegen den Uhrzeiger-
sinn um den Winkel 6 € [0, 27). Es handelt sich dabei um eine lineare Abbildung

dy: R? — RZ,

wie man sich geometrisch leicht iiberzeugt. Dabei wird e; auf (cos(6), sin(6))?

und e; auf (— sin(f), cos(#))* abgebildet. Die Drehmatrix

[ cos(f) —sin(6)
Dy = ( sin(6)  cos(f) ) € Mat(R)

beschreibt also die Drehung, d.h. es gilt dy = pup,. A
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3.2.2 Die Dimensionsformel

Definition 3.2.12. Seien V, W zwei K -Vektorriume und ¢: V' — W eine lineare
Abbildung. Dann heif3t

Kern(p) := ¢7'(0) = {v € V | p(v) = 0}
der Kern von ¢.
Bemerkung 3.2.13. Fiir eine Matrix A € Mat,,, ,,(K) gilt offensichtlich
Kern (pna) = L(A,0). A

Lemma 3.2.14. Seien V, W zwei K-Vektorrdume und ¢o: V' — W eine lineare Abbil-
dung. Dann gilt

(i) Essind Kern(p) C V und Bild(p) C W jeweils Untervektorriume.
(i1) Esist o genau dann injektiv, wenn Kern(p) = {0} gilt.

Beweis. () Die Unterraumaxiome rechnet man unter Zuhilfenahme der Linea-
ritat direkt nach, zum Beispiel zeigt Lemma dass stets 0 € Kern(y) und
0 € Bild(y) gilt. Weiter gilt beispielsweise

vy, vy € Kern(p) = ¢(v1) = ¢(v2) =0
= (o1 +v2) = @(v1) +(v2) =0+0=0
= v + vy € Kern(yp).

wy, wy € Bild(p) = Juy, v € Vi p(v1) = wy, o(v2) = we
= (v +v2) = @(v1) + @(v2) = wi + Wy
= W1 + Wy € Blld(g@)

In (i7) ist "=" klar, denn 0 € Kern(p) mitsamt der Injektivitit impliziert, das
kein weiteres Element im Kern enthalten sein kann. Fiir "<" nehmen wir p(v;) =
©(vy) fiir gewisse vy, vy € V an. Daraus folgt

p(v1 —v2) = p(v1) — p(v2) =0,

alsov; — vy € Kern(p) = {0}, also v; = vs. O
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Beispiel 3.2.15. (i) Wir betrachten die lineare Abbildung

o1 R? > R!
(a,b)" — a —b.
Esist
Kern(p1) = {(a,b)' €R* |a =b} = {(a,a) | a € R}

genau die Diagonale in R?, ein eindimensionaler Untervektorraum. Insbesonde-
re ist 1 nicht injektiv. Es gilt Bild(p;) = R'.
(i7) Wir betrachten die lineare Abbildung

Qo R2 — R2
(a,b)" = (a —b,a + b)".
Es gilt
Kern(yps) = {(a,0) €R* |a—b=a+b=0} = {0},
also ist ¢, injektiv.

Satz3.2.16 (Dimensionsformel fiirlineare Abbildungen). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K -Vektorraum, W ein weiterer K -Vektorraum und ¢: V' — W eine lineare Abbildung.
Dann gilt

dimg (V) = dimg (Kern(y)) + dimg (Bild(p)) .

Beweis. Seien zunichst wy,...,w, € Bild(y) linear unabhingig. Wir wihlen
V1,...,0, € V omit p(v;) = w; und zeigen, dass dann auch vy, ..., v, linear
unabhingig sind. Seidazu0 = ) ; \;v; angenommen. Daraus folgt

0=p0)=¢ <Z )\ivi> = Z Aip(v;) = Z AW .

Aus der linearen Unabhingigkeit von wy, . .., w, folgt also \; = 0 fur allei =
1,...,n, die gewiinschte Aussage. Insbesondere haben wir damit

dimg (Bild(y)) < dimg (V) < o0

gezeigt. Wir nehmen nun an, dass (wy, . .., w,) sogar eine Basis von Bild(¢p) ist
und wahlen zusitzlich eine Basis (u1, . . ., u,,) von Kern(y). Wir zeigen nun, dass
dann

(U1, + ooy Uy ULy - e ey Ugy)
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eine Basis von V bildet. Fiir die Eigenschaft Erzeugendensystem seiv € V beliebig
gewahlt. Wir findendann A\, ...\, € K mit

o(v) = Mwy + -+ - + Ay,

Fir

Vi=v— (Mo + o+ Au,) €V
gilt dann
p(v) = p(v) = (Mp(v1) + - + Aap(va)) = o(v) = (Nwr + -+ + Awy) = 0,
alsov" € Kern(y) = Spany ({uy, ..., uy}) und damit

v = U/—i-Z)\ﬂ)i S Span({vl,...,vn,ul,...,um}) .
i=1

Fir die lineare Unabhingigkeit nehmen wir

0= zn: Aiv; + zm:%%‘
i=1 i=1

an. Dadurch erhalten wir

m

0=¢(0) = ( Aiv; + ii)z Aip(vs) + i p(us)
@ @ ; v ;’yu ; (v ;7&
=1

Aus der linearen Unabhingigkeit der w; erhalten wir also \; = 0 fir alle ¢ =

1,...,n. Setzt man das in der oberen Linearkombination ein, erhilt man an-
schliefdend aus der linearen Unabhingigkeit der u; auch 7, = 0 fiir alle i =
1,...,m. Damit ist also gezeigt, dass (vy,..., v, U1, ..., u,) eine Basis von V'

bildet. Nun ergibt sich
dimg (V) = n+m = dimg (Bild(y)) + dimg (Kern(yp)) . O
Korollar 3.2.17. Seien V, W zwei endlich-dimensionale K -Vektorrdaume mit
dimg (V) = dimg (W)

sowie p: V' — W eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
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(i) pistinjektiv.
(i1)  ist surjektiv.
(i17) p ist bijektiv.
Beweis. "(i)=-(i7)": Aus der Injektivitit folgt Kern(¢) = {0} und mit der Dimen-
sionsformel erhalten wir

dimg (W) = dimg (V) = dimg (Ifrn(@)) +dimg (Bild(y)) = dimg (Bild(g)) .

Aus Proposition[3.1.23|folgt damit Bild(¢) = W, d.h ¢ ist surjektiv.
"(i1)=(7)" benutzt genau dieselbe Formel. Wenn man diesmal

dimg (Bild(y)) = dimg (W)
benutzt, folgt direkt dimx (Kern(y)) = 0. Das bedeutet Kern(p) = {0} und das
impliziert die Injektivitat.
Damit implizieren aber sowohl (7) als auch (i7) immer schon (i7i) und die Umkeh-
rung ist sowieso klar. O

Hier sehen wir nun, warum die Sichtweise einer Matrix alslineare Abbildung sehr
hilfreich sein kann:

Korollar 3.2.18. Fiir eine quadratische Koeffizientenmatrix A € Mat,, (K) sind dqui-
valent:

(i) L(A,0) = {0}.

(i1) Fiirjedesb € K™ besitzt das lineare Gleichungssystem mit erweiterter Koeffizien-
tenmatrix (A, b) eine Losung.

(131) Aistinvertierbar.

Beweis. Offensichtlich ist (i) 4quivalent to Kern(ua) = {0}, also zur Injektivitat
von 4. Weiter ist (i7) offensichtlich dquivalent zur Surjektivitat von y 4. Damit
folgt "(i)<(i4)" direkt aus Korollar[3.2.17 In diesen Fillen ist 114 also ein Isomor-
phismus und die Umkehrabbildung ist nach Korollar 3.2.10| wieder durch eine
Matrix B € Mat,,, (K') beschrieben:

pa' = .
Aus
pBA = pp O fta = idgm = p1a 0 g = flap
folgt AB = BA = I,,,, also (iii). Die Aussage "(iii)=(:)" ist offensichtlich. O
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3.2.3 Der Rang einer Matrix

Definition 3.2.19. Fiir A € Mat,, ,,(K) definieren wir den Rang als
rang(A) := dimg (Bild(ua)) - A

Bemerkung 3.2.20. (i) Der Rang von A ist die Dimension des Bildes der von A
definierten Abbildung y14: K" — K'™. Laut Beispiel .1.1]] ist das Bild von j4
genau der von den Spalten von A aufgespannte Unterraum von K™ . Der Rang
von A ist also genau die maximale Anzahl linear unabhdngiger Spalten von A.

(i7) Der Rang ist ein Maf fir die Surjektivitit der Abbildung j4. Sie ist genau
dann surjektiv, wenn rang(A) = m gilt. Genau dann ist auch das lineare Glei-
chungssystem (A, b) fiir jedes b € K™ losbar.

(¢i7) Die Dimensionsformel fiir 14, zusammen mit der Beobachtung

Kern(ua) = L(A,0)

besagt also
dim (L(A,0)) + rang(A) = n.

(iv) Bei elementaren Zeilenumformungen indert sich der Rang von A nicht. Sol-
che Umformungen entsprechen ja der Multiplikation von links mit invertierbaren
Matrizen. In der Sprache der linearen Abbildungen fithren wir also nach 114 noch
einen Isomorphismus aus. Das dndert laut Dimensionsformel die Dimension des
Bildes nicht. Fiir eine Matrix in (reduzierter) Zeilenstufenform ist der Rang aber
offensichtlich wegen (i) gerade die Anzahl der Pivots! Das liefert also einen Algo-
rithmus zur Bestimmung des Rangs einer Matrix. A

Beispiel 3.2.21. (;) Wir betrachten

2 3
6 7
0 11

4
8

1
A= 5 S Mat374 (Q)
9

—_
—_
—_

2

und wollen rang(A) bestimmen. Dazu bringen wir A auf Zeilenstufenform

1
0
0

S =N
SN W
S W =

und finden rang(A) = 2. Das Bild der linearen Abbildung 14 : Q* — Q3 istalso
ein zweidimensionaler Unterraum.
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(i7) Um die endlichen Korper nicht vollig zu vergessen, betrachten wir dieselbe
Matrix diesmal iiber Z/27. Dabei vereinfacht sich A natiirlich zu

1
A=1| 1
1

o O O

10
1 0 c Mat3,4 (Z/QZ) .
10

Ganz ohne Rechnung sehen wir, dass die Spalten einen eindimensionalen Raum
aufspannen. Es gilt also hier rang(A) = 1 und die Abbildung

ua: (2/22)" — (2/22)°
hat eindimensionales Bild. A
Satz3.2.22. Fiir A € Mat,, ,(K) gilt
rang(A) = rang(A") < min{m,n}.

Beweis. Ist Ain(reduzierter) Zeilenstufenform, so gilt die Aussage offensichtlich;
sowohl die Pivotspalten als auch -zeilen sind jeweils maximal linear unabhiangig
unter den Spalten bzw. Zeilen. Wir haben aufierdem schon gesehen, dass sich
der Rang einer Matrix durch elementare Zeilenumformungen nicht dndert. Ist
T € GL,,(K) also eine Matrix, die A durch Multiplikation von links auf Zeilen-
stufenform Z bringt, so gilt

rang(A) = rang(T A) = rang(Z) = rang(Z") = rang(A'T") = rang(A").

Die letzte Gleichung verwendet, dass auch Multiplikation von rechts mit einer
invertierbaren Matrix (also Ausfithrung eines Isomorphismus vor 11 4) den Rang
nicht dndert. Und natiirlich ist mit 7" auch 7" invertierbar. O

Bemerkung 3.2.23. Die letzte Aussage besagt, dass der von den Spalten bzw. der
von den Zeilen einer Matrix aufgespannte Raum stets dieselbe Dimension hat.
Das ist umso bemerkenswerter, als es sich dabei um Unterriume in K™ bzw. K"
handelt, wobei m # n gelten kann. A

Definition 3.2.24. Sei A € Mat,, ,(K') eine Matrix. Eine Untermatrix von A ist

eine Matrix B, die durch Streichung gewisser Zeilen und Spalten von A entsteht.
A
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Beispiel 3.2.25. Durch Streichung der ersten und dritten Spalte sowie der zwei-
ten Zeile entsteht aus

2 3
6 7
0 11

4
8

1
A= 5 S Mat374 (Q)
9

—_
—_
—_

2

die Untermatrix

Proposition 3.2.26. Fiir A € Mat,, ,,(K) ist rang(A) gleich der grofsten GrifSe einer
invertierbaren Untermatrixvon A.

Beweis. Seir = rang(A)und B € Mat,, ,(K) eine Untermatrix von A mit linear
unabhingigen Spalten. Dann gilt

r = rang(B) = rang(B")

und wir kénnen eine Untermatrix C' € Mat,.(K) von B finden, die linear unab-
hingige Zeilen hat. Aus

r = rang(C") = rang(C)

folgt dann, dass C' auch immer noch linear unabhingige Spalten hat. Mit Propo-
sition3.1.21list C' also invertierbar.

Sei umgekehrt C' € Mat,( K) eine invertierbare Untermatrix von A. Die Spalten
von C sind also linear unabhingig. Also sind auch s Spalten von A linear unab-
hingig und das impliziert s < rang(A). O

3.2.4 Darstellungsmatrizen %

Invielen Fillen ist es sinnvoll, sich eine lineare Abbildung nicht unbedingt als Ma-
trix vorzustellen, sondern einfach als Abbildung mit der Linearititseigenschaft.
Man denke dabei an Beispiel[3.2.2](ii7), in dem die Differentiation als lineare Ab-
bildung aufgefasst wurde. Dabei waren Definitions- und Zielraum nicht explizit
ein K™ und die Abbildung nicht von der Gestalt 11 4.

Andererseits méchte man manchmal explizite Berechnungen fiir eine lineare Ab-
bildung durchfiithren, was mit einer Matrix deutlich leichter geht. Die Kombina-

tion von Satz und Korollar[3.2.10|besagt, dass das auch immer moglich ist.
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Konstruktion 3.2.27. Seien V, W zwei K -Vektorriume, jeweils mit einer fixier-
ten Basisv = (vy,...,v,) und w = (wy,...,w,). Wir betrachten dazu die in
Satz konstruierten Isormophismen

wp: K" =V und ¢, K™ — W.
Seinun ¢: V — W eine lineare Abbildung. Dann ist die Abbildung
gozogoogogz K'— K™

ebenfallslinear und nach Korollar[3.2.10|gibt es (genau) eine Matrix A € Mat,,,, (K)
mit

P PO Py = ia:

VLW

W“T L@El =Ew

Kn AL m

Diese Matrix A nennt man die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basen
v, w und schreibt dafiir auch

A= M,u(p).
Die i-te Spalte von A ist dabei offensichtlich genau

Aei = piaes) = (0, 090 pu)(es) = &w (0(v1)) -

Das liefert eine Methode zur Konstruktion der Darstellungsmatrix: man bildet v;
anhand von ¢ ab und entwickelt das Ergebnis beziiglich der Basis w. Die Koefhi-
zienten bilden die i-te Spalte von M, ,,(¢). A

Beispiel 3.2.28. (i) Wir betrachten V' = Q[t]<3, W = Q|[t| < und die Differentia-
tion
a9:V —W.

Wir versehen V mit der Basis v = (1,¢,¢2,#3) und W mitw = (1,¢,¢?). Es gilt

o) =it !
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und das ist direkt die Darstellung beziiglich der Basis w. Damit ergibt sich

My,w(a) =

o O O

10
0 2
0 0

w o O

(22) Wir wahlen V und W wie oben, diesmal aber mit den Basen
V=>04+t1—t1) und w = (1,t—1,2+1).

Wir berechnen

o) =0(1+1t)=1=uwj
) =0(1 —t)=—1=—uw)
O(vh) = O(t?) = 2t = 2w/, + 2w,
O(vy) = O(t*) = 3t* = —3w| + 3wy
und erhalten somit

1 -1 2 -3
Myw@=[0 0 2 0

0O 0 0 3

(¢i7) Wir wihlen V' = W = Maty(K') und in beiden Riumen dieselbe Basis

({10 0 1 00 00
= Woo)'{oo)\1o)\o1))
Fur zwei fest gewahlte Matrizen
ail a2 bir b1z
A= B = € Maty(K
( Q21 (22 ) < ba1 b2 ) ata(K)
betrachten wir dann die lineare Abbildung

©: Mate(K) — Maty(K)
X — AXB.

Um die Darstellungmatrix M, ,(¢) zu bestimmen berechnen wir

(U): 1 0 _ a11b11 ai1012
plvr) =@ 0 0 a1by11  as1byo

= a11b1101 + a11012v2 + a21011v3 + ag1b12v4.
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Die erste Spalte der Darstellungsmatrix ist also
¢ 4
(a11b11, @11b12, a21b11, a1 br2)” € K°.

Fithrt man dieselbe Berechnung auch noch fiir vy, v3, v4 durch erhilt man insge-
samt
a11b11  a11bor  aiobin  ajebo
a11b12  a11bea  ai2bia  ajobas
M, y(‘P) =

a21011  as1bar  axbin  aznba
a21012  as1bag  axbia  agban

(2v) Natiirlichkannmanauch V' = K" und W = K™ benutzen, sowie eine Abbil-
dung ¢ = up, die bereits durch eine Matrix gegeben ist. Je nach Wahl der Basen
v und w erhilt man trotzdem unterschiedliche Darstellungsmatrizen fiir i :

V=Kt Km =W

]

Kn— !4 gm

Die Standardbasen v = e und w = e von K™ und K™ liefern als Isomorphismen
¢, beispielsweise die Identitit und somit

Me(pp) = B.

Wir kénnen aber beispielsweise mit

1 11
B = ( 11 1 ) € Matg’g((@)
die Abbildung

pp: QP — Q°
(a,b,0)' = (a+b+c,a+b+c)

betrachten und in V = Q3 die Basis
v= ((17 _17 O)ta (_17 Oa ]-)ta (O) 07 _1)t)
sowie in W = Q? die Basis

w = ((_17 O)tv (17 1>t)
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wihlen. Wie vorhin berechnen wir die Darstellungsmatrix:

pp(vy) = (0,0)" = 0wy + Ows
}LB(UQ) = (07 O)t = 0’&U1 + OlUQ
pp(vs) = (=1, -1)" = —w,

und damit
00 0
Myw(ps) = ( 00 —1 ) . A

Proposition3.2.29. Seien V, W, X drei K -Vektorriume mit Basenv, w, z.Seienp: V —
Wund: W — X lineare Abbildungen. Dann gilt

My (P 0 p) = My 2 (V) - My ().

Beweis. Folgt direkt aus der Definition der Darstellungsmatrizen und Beispiel

B.2.2(ii). O

Bemerkung 3.2.30. (i) Die Darstellungsmatrix A = M, ,(p), zusammen mit
den Basen v, w, bestimmt die urspriingliche Abbildung ¢ eindeutig; es gilt ja

©=uousop, .

Beim Ubergang zu einer Darstellungsmatrix geht also keine Information verlo-
ren. Gleichzeitig kann man manchmal eine Matrix leichter fiir Rechnungen ver-
wenden als eine lineare Abbildung. Mochte man beispielsweise die Dimension
von Bild(p) bestimmen, so kann man stattdessen auch den Rang einer beliebi-
gen Darstellungsmatrix von ¢ berechnen. Wir haben schon gesehen, dass man
das leicht mit dem Gauf’-Algorithmus tun kann.

(i1) Selbst wenn man eigentlich mit einer gegebenen Matrix B rechnen will, kann
man theoretisch zunichst eine andere Darstellungsmatrix von pp bestimmen,
mit der sich vielleicht leichter rechnen lisst. In Beispiel 3.2.28](iv) ist M, . (1i5)
eher einfacher als B.

(4917) Grundsatzlich lohnt es sich, bei der Wahlvon Basen v, w Miithe zu investieren,
um eine Darstellungsmatrix von besonders einfacher Form zu erhalten. Damit
werden wir uns im Rest der Vorlesung noch intensiver beschiftigen. Ein erstes
Ergebnis dazu ist der folgende Satz. A
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Satz 3.2.31. Seien V, W zwei K -Vektorriume mit dimy (V') = n,dimg (W) = m,
sowie p: V' — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es Basen v, w von V bzw. W mit

I, 0
Myw(p) = ( 0 0 ) € Mat,, ,,(K).

Dabeiistr = rang (M, ,(¢)) = dimg (Bild(p)) .

Beweis. Zunichst wihlen wir eine Basis (u1, . .., us) von Kern(y) und erginzen
sie zu einer Basis

v = (Ula-"vvtaula"'aus)
von V. Wir zeigen zunichst, dass dann ¢ (v;), . .., p(v;) in W linear unabhingig

sind. Dazu sei
0=MXp()+ -+ No(vy) =@ (Mg + -+ + Nvy)

mit gewissen \; € K angenommen. Das bedeutet \jv; + - - - + M\, € Kern(yp).
Es gibt also eine Darstellung

AUt + e Ay = YU e sl

und aus der linearen Unabhingigkeitvon (vy, ..., vy, ug, . . ., ug) folgt direkt \; =
- = )\ = 0, die gewiinschte Aussage.
Wir erganzen nun ¢(v;), . .., ¢(v;) zu einer Basis

w = (90(@1)7 e 790(’01‘/)7“)17 s 7wk)

von W . Beziiglich der Basen v, w hat die Darstellungsmatrix nun ganz offensicht-
lich die gewiinschte Form. O

Satz 3.2.32. Fiir Matrizen A, B € Mat,,, ,,(K) sind dquivalent:

(i) Aund B sind beides Darstellungsmatrizen derselben linearen Abbildung, nur be-
ziiglich (eventuell) verschiedener Basen.

(ii) Esgibt P € GL,,(K)und Q € GL,,(K)mit PAQ = B.

(ii7) rang(A) = rang(B).
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Beweis. Fur "(i)=-(:7)" liefert (i) die Existenz eines kommutativen Diagrams der
folgenden Form:

Kn_tB_ gm

] e

V2w
Evl T‘Pw
Kn - HA gm

Es gilt also
1B = (§ur © Puw) © pra © (& © Yv) = ppaq
—— ~——
np nQ

wobei P und @) die entsprechenden Matrizen gemaf3 Korollar[3.2.10sind, die fiir
Isomorphismen natiirlich invertierbar sind. Die Eindeutigkeit impliziert B =
PAQ.

"(i1)=(i47)" erhilt man offensichtlich aus der Tatsache, dass Isomorphismen vor
oder nach einer linearen Abbildung deren Bilddimension nicht dndern.

Fiir "(137)=-(1)" wenden wir Satz auf y14 und pp an, mitr = rang(4) =

rang(B) und
L 0\
1=(%0):

Kn_HAL gm

Jd e

o] |

K" _HB_ Km
Es sind also A und B beides Darstellungsmatrizen von ;. O

Definition 3.2.33. Zwei Matrizen A, B € Mat,, , heiflen dquivalent, wenn sie
die Bedingungen aus Satz[3.2.32|erfiillen. A

3.2.5 Der Dualraum %

Definition 3.2.34. Sei V ein K -Vektorraum. Dann heifdt

V' = Ling(V, K')
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der Dualraum von V. Die Elemente von V' nennt man Funktionale oder Linear-
formen auf V. A

Bemerkung/Beispiel 3.2.35. (i) Nach Bemerkung ist V' selbst wieder ein
K -Vektorraum, mit punktweise definierten Verkniipfungen.

() Nach Korollar[3.2.10 gilt
(K™)" = Maty,,(K) = K™.
Zu jeder Linearform y auf K™ existiert genau ein w € K™ mit
x(v) =w'v fiirallev € K™.

(i77) Da jeder endlich-dimensionale K -Vektorraum isomorph zu einem K™ ist,
ist in diesem Fall auch

gezeigt.
(i) Auf V' = C ([0, 1], R) erhilt man zum Beispiel folgende Linearform:

/ldt:C([O,l},R)%R

1
Fio / ().
0

Fiir jeden Punkt a € [0, 1] ist auch

e.: C([0,1,R) = R

[ fla)
eine Linearform auf V. A
Lemma3.2.36. Fiirjede Basis (vy,. .., v, ) vonV existiert eine Basis (x1, . . ., Xm) vOR
V' mit
1=

xilvy) = { 0 i#j.
Beweis. Nach Satz[3.2.9gibt es fiirjedes¢ = 1,...,m genauein x; € V' mit der
gewiinschten Bedingung. Fiir die lineare Unabhingigkeit der y; nehmen wir

Aixt+ o+ AmXm =0

and und setzen v; ein. Dadurch ergibt sich direkt A\; = 0. Wegen Bemerkung
3.2.35|(i77) handelt es sich bei (1, . . ., Xon) also schon um eine Basisvon V. [
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Definition 3.2.37. Die Basis (x1, ..., X») von V’ aus Lemma [3.2.36/nennt man
die zu (vy, ..., v,,) duale Basis. A

Definition 3.2.38. Seien V, W zwei K -Vektorraume und ¢: V' — W eine lineare
Abbildung. Dann ist die folgende Abbildung ebenfalls linear:

oW =V
X Xop.
Dabei heif3t ¢’ die zu ¢ duale Abbildung. A

Satz 3.2.39. Seien V, W zwei K -Vektorrdume mit Basen v und w. Seien v’ und w' die
dazu dualen Basen von V' und W'. Dann gilt

Mw’&’(d) = Myyw(@)t-

Beweis. Schreiben wir

o' (w)) = )]
J
so ergibt sich durch Einsetzung von v,

= Zvjvé(vk) = ¢/ (W) (vi) = (W] 0 ) (vi) = W] (p(vg)) .

Schreiben wir nun

plon) =D \uwj,
J
so ergibt sich insgesamt

Y=Y Awi(w;) = i
J

Es ist aber ~y;, gerade der (k,¢)-Eintrag von M,y ,(¢') und A; der (i, k)-Eintrag
von M, ., (). Das beweist die Aussage. O



Kapitel 4

Die Determinante

In diesem Kapitel behandeln wir das wichtige Konzept der Determinante einer Ma-
trix. Dabei handelt es sich um eine Zahl, die zwar offensichtlich nicht mehr die
gesamte Information der gegebenen Matrix trigt, aber vor allem iiber die Inver-
tierbarkeit noch Auskunft gibt. Dazu miissen wir uns zunichst ein wenig mit Per-
mutationsgruppen beschiftigen.

4.1 Permutationen

In Beispiel (7v) haben wir bereits die Permutations- oder Symmetriegruppe
einer Menge M kennengelernt. Zur Erinnerung:

S(M)={f: M — M| fbijektiv},

wobei wir die Hintereinanderausfithrung von Funktionen als Gruppenverkniip-
fung verwenden. Ab jetzt sei M stets eine endliche Menge. Wir konnen dabei
0.B.d.A natiirlich M = {1,...,m} annehmen und schreiben dann statt S(M)
auch

S

Die Elemente o € S,, sind also Bijektionen der Menge {1, ..., m}. Wir nennen
sie auch Permutationen und konnen sie beispielsweise in Matrixschreibweise
angeben, indem wir in die erste Zeile einer Matrix die Zahlen 1, . .., m schreiben
und unter jede Zahl den ihr von ¢ zugeordneten Wert:

(ol oy )



108 KAPITEL 4. DIE DETERMINANTE

Die Hintereinanderausfithrung von zwei Permutationen liest man dann direkt
von rechts nach links ab (hier handelt es sich nicht um Matrixmultiplikation!):

1230123_123
3 21 132) \312)°

Die inverse Permutation zu o erhilt man in dieser Schreibweise einfach, indem
man die beiden Zeilen vertauscht und dann die Spalten so ordnet, dass die Eintra-
ge in der ersten Zeile wieder in der richtigen Reihenfolge stehen (bzw. liest man
die Permutation einfach von unten nach oben):

123\ (123
312) ~\231)

Es gibt aber auch noch eine andere Schreibweise von Permutationen, die Zykel-
schreibweise. Dabei startet man mit einer Zahl, gewo6hnlich der 1, und schreibt
der Reihe nach ihre iterierten Funktionswerte hintereinander, solange bis die ur-
spriingliche Zahl wieder auftritt. Damit ist ein Zykel abgeschlossen. Einen Zykel
kann man sich also als kreisformige Vertauschung der Zahlen vorstellen:

(1 /@/\
3

g f): @\ >@ = (13425768)
@@

2 3 456
5 4 2 7 8

Natiirlich ist nicht jede Permutation ein einzelner Zykel. Aber offensichtlich kann
man jede Permutation als Produkt von Zykeln schreiben. Dazu wahlt man nach
Erstellung des ersten Zykels eine gegebenenfalls noch nicht aufgetretene Zahl
und startet von vorn. Alle so entstehenden Zykel schreibt man hintereinander.
Die so auftretenden Zykel sind elementfremd, enthalten also keine gemeinsame
Zahl. Man kann die Auflistung also auch als Hintereinanderausfithrung verste-
hen und die Reihenfolge spielt dabei keine Rolle. Fiir die Permutation

(12345 g
77\{3 125 4 5

erhélt man beispielsweise die Zykelschreibweise o = (132)(45).
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—_ N
N W
[GL N
=~ Ot

VR
W =

Sind Zykel nicht elementfremd, ist ihr Produkt natiirlich im Allgemeinen von der
Reihenfolge abhingig:

(132)(245) = (13245), (245)(132) = (13452).

Das Inverse eines Zykels entsteht einfach aus Umkehrung der der Reihenfolge der
Zahlen:

(13245) 71 = (54231) = (15423).

Ein Zykel der Linge 2 heif3t Transposition. Transpositionen sind selbstinvers:
(25)71 = (52) = (25).

Zykel der Lange 1 ldsst man gewohnlich weg, zahlt sie aber fiir die Gesamtanzahl
der entstehenden Zykel mit.

Satz4.1.1. (i) Jede Permutation o € S, lisst sich als Produktvon elementfremden Zykeln
schreiben. Deven Anzahlist durch o eindeutig bestimmit.

(i1) Ist eine Permutation o € S,, ein Produkt von k elementfremden Zykeln und v € S,,,
eine Transposition, so besteht o aus k + 1 oder k — 1 elementfremden Zykeln.

(i11) Jede Permutation lisst sich als Produkt von Transpositionen schreiben. Deren Anzahl
ist fiir jede Permutation modulo 2 eindeutig bestimmit.

Beweis. Aussage (i) ist klar aufgrund der oben angegebenen Konstruktion. Fiir
(47) sel
0= pP1P2" " Pk

ein Produkt von elementfremden Zykeln und 7 = (ab). Es gibt zwei Fille: ent-
weder kommen a und b im selben Zykel p; vor, oder in zwei verschiedenen Zykeln
pi, pj- Nachdem die Multiplikation von elementfremden Zykeln kommutativ ist,
konnen wir im ersten Fall 0.B.d.A. i = k annehmen und betrachten nur p,7 :



110 KAPITEL 4. DIE DETERMINANTE

@/@\Q

pT = @é// Ok
/

—

// (
Q@Q@
Man sieht unmittelbar, dass p, 7 ein zwei elementfremde Zykel zerfillt. Somit ist
p7 ein Produkt von k + 1 elementfremden Zykeln.

Im zweiten Fall konnen wir annehmen, dass a in p;_; und b in p; auftritt. Wir
betrachten pj,_1p7 :

@/@\. /@\@

_ U \ .
T8 /;@ o

Hier ist py_1 7 nun offensichtlich ein einziger Zykel. Somit besteht o7 nun aus
k — 1 elementfremden Zykeln. Damit ist (i7) bewiesen.

Fir die Existenz in (ii7) reicht es nach (i) aus, nur einfache Zykel zu betrachten.
Man sieht aber direkt, dass

(18 - - - ix) = (i102)(lod3) - - - (Ih—11k)

gilt. Die Eindeutigkeit der Linge modulo 2 folgt aus (i7): Man startet mit der Iden-
titdt in S,,, die offensichtlich m Zyklen hat. Bei jeder Multiplikation mit einer
Transposition dndert sich die Zyklenanzahl um genau 1. Also kann dieselbe Per-
mutation nur hochstens dann auf zwei Weisen entstehen, wenn dabei die gleiche
Anzahl modulo zwei von Transpositionen verwendet wurde. O

Beispiel 4.1.2. Wir betrachten die Permutation

(12345678 g
9\ 24513687 8-

Als Zerlegung in elementfremde Zykel erhilt man

= (124)(35)(6)(78) = (124)(35)(78),
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estauchenin o also4 solche Zykel auf. Um eine Darstellung als Produkt von Trans-
positionen zu bekommen, muss man nur noch (124) zerlegen als (12)(24) und
bekommt

o= (12)(24)(35)(78).

Es miissen also in jeder Darstellung von o als Produkt von Transpositionen eine
gerade Anzahl von Transpositionen auftreten. Natiirlich kann man immer auch
lingere finden, zum Beispiel hier

o = (12)(24)(35)(78)

Definition 4.1.3. Fiir o € S, definieren wir die Signatur als

sgn(o) := (—1)*

wenn o ein Produkt von s Transpositionen ist. Nach Satz (4i7) ist das wohl-
definiert. Auf diese Weise erhalten wir die Signaturabbildung

sgn: S, — {—1,1}. A

Bemerkung/Beispiel 4.1.4. (i) Die Permutation o aus Beispiel[4.1.2|hat Signatur
(—1)* = 1. Die Identitit hat stets Signatur 1.
(¢i) Ein Zykel hat genau dann Signatur 1, wenn er ungerade Linge hat. Das folgt
aus der Beobachtung des Beweises von Satz[4.1.1)(i74), dass ein Zykel der Linge k
ein Produkt von k& — 1 Transpositionen ist.
(¢17) Schreibt man ¢ als ein Produkt von Zykeln und treten dabei r Zykel gerader
Linge auf, so gilt sgn(o) = (—1)". Fir die Berechnung der Signatur kann man
Zykel von ungerader Liange also ignorieren.
(iv) Es gilt stets

sgn(o) = sgn(o1).
Aus einer Darstellung von o als Produkt von s Transpositionen erhilt man sofort
eine Darstellung von o~ als Produkt von denselben s Transpositionen, nur in
umgedrehter Reihenfolge. A

Korollar 4.1.5. Fiiro, 7 € S,, gilt

sgn(or) = sgn(o) sgn(r).



112 KAPITEL 4. DIE DETERMINANTE

Beweis. Ist o ein Produkt von r Transpositionen und 7 ein Produkt von s Trans-
positionen, so ist o7 offensichtlich ein Produkt von r + s Transpositionen. Es gilt
also

sgn(or) = (=1)""* = (=1)" - (=1)® = sgn(c) sgn(7). O

Beispiel 4.1.6. Wir betrachten das bekannte Schiebe-Puzzle, bei dem 15 kleine
Quadrate in einem Rahmen mit 16 Positionen vorgegeben sind:

1121314
516 |7
9110|1112
13|14 |15

Da eine Position leer ist, kann man manche Quadrate horizontal oder vertikal
verschieben. Gewohnlich ist das Spiel in einer ungeordneten Version vorgegeben
und man mochte es mit solchen Verschiebungen wieder in die oben angegebene
Ursprungsgestalt iiberfithren.

Wir nummerieren die Positionen im Feld mit den Zahlen 1 bis 16. Auch die Qua-
drate werden mit 1 bis 16 bezeichnet, gemaf ihrer Beschriftung. Dabei stehe 16
fiir dasleere Quadrat. Dann kann eine Position des Spiels durch eine Permutation
o € Sis angegeben werden, wobei o (i) die Zahl desjenigen Quadrats bezeichne,
das an Position 7 steht. So beschreibt also

(1 2 3 4 56 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
T=\3 11 16 14 2 1 1597 4 8 12 6 5 10 13

etwa die folgende Konfiguration:

3|11 14
2 1519
7148112
6 10| 13

Die oben angegebene Ursprungskonfiguration entspricht gerade id € Sig. In
dieser Formulierung entspricht nun jeder Zug der Multiplikation mit einer Trans-
position von links. Dabei treten sogar nur Transposition der Gestalt

(16 1)
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auf. Da man immer nur vertikal oder horizontal verschieben kann, weifd man je
nach Ausgangs- und Endposition des leeren Quadrats auch die Anzahl der noti-
gen Transpositionen modulo 2. Méchte man beispielsweise die durch oy angege-
bene Konfiguration in die Ursprungskonfiguration iiberfithren, so geht dashoch-
stens mit einer gerade Anzahl von Transpositionen. Es gilt nun sgn(id) = 1 und
sgn(o1) = —1, wie man leicht berechnet. Also kann id nicht aus oy durch Multi-
plikation einer geraden Anzahl von Transpositionen erhalten werden. Somit lasst
sich die Konfiguration oy nicht in den Ursprungszustand iiberfithren. A

4.2 Die Determinante und ihre Eigenschaften

Sei auch in diesem Abschnitt K stets ein Korper.

Definition 4.2.1(Leibniz-Formel der Determinante). Fiir 4 = (a;;), ; € Mat,,(K)
definieren wir die Determinante als

det(A) := Z sgn(o) - Ao (1)1 * A5 (2)2 ** * Ao (m)m -

O'ESm

Wir erhalten dadurch die Determinantenabbildung
det: Mat,,(K) — K. A

Bemerkung/Beispiel 4.2.2. (i) In einem Summanden der Leibnizformel wihlen
wir aus jeder Spalte von A ein Element. Die Permutation ¢ gibt uns dabei vor,
welches Element der jeweiligen Spalte wir wihlen. Insgesamt haben wir dann
auch aus jeder Zeile genau ein Element gewihlt, denn o ist bijektiv. Alle diese
Element multiplizieren wir miteinander und mit der Signatur der Permutation.
Alle Terme werden dann addiert.

(#i) Im Fallm = 2 gilt S5 = {id, (12)} mitsgn(id) = 1,sgn ((12)) = —1. Wir
erhalten also fiir A € Maty(K)

det(A) = det (( i 2 )) = Q1102 — 1012

21 Qa22

Im Fall K = R gibt es hier eine geometrische Interpretation der Determinate.
Wir fassen dazu die Spalten v; = (ai1, a21)%, v2 = (a12, azs)’ von A als Elemente
von R? auf. Die beiden Vektoren vy, v, spannen ein Parallelogramm auf, dessen
Volumen genau mit | det(A)| itbereinstimmt (Ubungsaufgabe):
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Vol = | det(vy, va)]

V1 + U2
V2

U1

(¢i7) Fur allgemeines m besteht die Summe in der Leibnizformel aus |S,,,| = m!
Summanden. Bereits fiir Matrizen der Grofde m = 7 sind das mehr als 5000 Sum-
manden. Fir m = 60 stimmt m! in etwa mit der geschitzten Zahl aller Atome im
Universum tiberein. Wir werden also eine effizientere Methode zur Berechnung
der Determinante finden miissen.

(1v) Eine Matrix A = (a;;);; € Mat,, (/) hat obere Dreiecksgestalt, wenn a;; =
0 fiir alle j < 4 gilt. Damit ein Summand

SgN(0) - Ay(1)1 * Ao(2)1 " * * Go(m)m

nicht Null wird, muss also o(i) < i furalle: = 1,...,m gelten. Die einzige
Permutation die das erfiillt ist o = id. Wegen sgn(id) = 1 gilt also

det(A) = 111422 * * * Amym,-

Die Determinate ist hier also genau das Produkt der Diagonaleintrige von A.
Dasselbe Argument funktioniert auch mit Matrizen in unterer Dreiecksgestalt. /A

Proposition 4.2.3. Fiir A € Mat,,,(K)undvy, ..., v, € K™ gilt:
(@) det(l,,) = 1.
(1) Firjedesi = 1,...,mistdie Abbildung
K™ — K
w— det ((v1, ..., Vi1, W, Vig1, -y Um)))
K-linear.

(ii1) Besitzt A zweiidentische Spalten, so gilt det(A) = 0.
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(iv) Fiiri # j gilt
det ((v1, ..., 05, 05,0, 0p)) = —det (U1, ..., 05,0, Uiy o, Un))
() det(A) = det(A"). Insbesondere gelten Aussagen (i)-(iii) auch fiir Zeilen statt
Spalten.
(vi) Die Determinanteist die einzige Funktion Mat,,,(K) — K, welche (i)-(ii1) erfillt.

Beweis. Aus Bemerkung[4.2.2|(iv) folgt (7) direke. Fiir (i7) seien wy, ws € K™ und
A € K. Wir fixieren i und betrachten fiir die Matrix

(Ul, ey Vi, W + W2, Vit1y - - - ,Um)

den Summanden zur Permutation o in der Leibnizformel. Nur der Faktor mit
Index (o(i),7) hingt itberhaupt von w; und wy ab. Dieser Faktor ist aber gerade
die Summe der o (7)-ten Eintrige von w; und w,. Das stimmt fiir jedes o € S,,,.
Aufgrund des Distributivgesetzes in K gilt also

det ((Ul, e, Vi1, W -+ W2, Vit1,y - - - ,’Um))
= det ((Ul, ey Vi1, W1y Vg 1y e - - ,’Um)) + det ((Ul, ce ey Uim1, W2, Vjg 1y - - ,Um)) .
In der Leibnizformel fiir die Matrix (vy, ..., v;_1, Awy, Vg1, . . ., V) steht in je-

dem Summanden der Skalar )\ im i-ten Faktor und kann herausgehoben werden.
Damit gilt
det (Ul, ey Ui, )\wl, Vit1y .- ,Um) = /\ . det (Ul, vy Vi1, W1,y Uige1y - - - 7’Um>
und () ist bewiesen.
Seien fir (i7i) in A die i-te und die j-te Spalte identisch, fiir i # j. Damit stim-
men die Summanden der Leibnizformel zu den Permutationen o und o o (ij)
ibereinein, haben nur jeweils anderes Vorzeichen (wir verwenden hier auch das
Kommutativgesetz der Multiplikation in K). Sie heben sie also gerade gegensei-
tig auf.
Aussage (1v) sieht man beispielsweise mit (i) und (i7) so:
0=det ((vi,...,0+v),...,0+Vj,...,0n))
=det ((v1,..,Viye s Viye vy Up))
+det ((v1,. .., Viy. oo, Vjy oo, Upy))
+det (v, -5y oy Uiy ooy Upy))
+det ((v1,.+.,0), .-, Ujy ooy Uy))
=det ((v1,...,05,...,0j,...,0p))
+det (V1,5 Vjs ey Uiy ooy Upy))
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Das beweist die Aussage.
Fiir (v) sei wieder A = (a;;); ;. Die Leibnizformel fiir A’ lautet dann

det(A") = Z sgn(0) - A1) * * * Amo(m)-

O'GSm

Wenn o die Menge aller Permutationen durchliuft, durchliuft auch o' die Men-
ge aller Permutationen. Somit gilt

det(A") = Z sgn(oc™!) - A1o-1(1) " * * Qo1 (m)

oESm

= s80(0) - Go(n)o-1(0(1)  ** Ao(m)o— (o(m))

O'GSm

= Z SgIl(O') *Qg(1)1 " " Ao(m)m

oESH

= det(A).

Fir die zweite Gleichheit haben wir die Faktoren im Produkt umgeordnet sowie
sgn(o~!) = sgn(o) benutzt.
Sei fiir (v¢) schliefRlich

det: Mat,,(K) = K

eine weitere Abbildung mit den Eigenschaften (i)- (7). Fiur A = (a;;) ;i € Mat,, (K)

gilt L
A= (i i1€i, - - -, i aimei)
i=1

i=1
und mit (¢) also

m

(/i—é/t(A) = Z aill---aimm-agt(eil,...eim).

Laut Eigenschaft (i7i) verschwinden alle Summanden, in denen zwei Indizes gleich
sind. Damit kann man die Summe umschreiben zu

(TC;C(A) = Z Ao(1)1 """ Qo(m)m * c?eJt (60(1)7 ce eg(m)) )

O’GSm
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Ist o ein Produkt von s Transpositionen, kann die Matrix (€,(1), - - - , €5(m)) durch
s Spaltenvertauschungen in [,,, iiberfithrt werden. Wegen Eigenschaften (iv) und
(@) gilt also

det (eg(l), . eo(m)) = (—1)° = sgn(o).

Insgesamt ergibt sich

&gt(A) = Z sgn(0) - Ao(1)1 * * * Ao(mym = det(A). O

UESm

Satz4.2.4. Fiir A, B € Mat,,,(K) gilt
det(AB) = det(A) - det(B).

Beweis. Wir bezeichnen die Spalten von A wieder mita.y,...a.,. Es giltdann

= <2m: bila-iu RN in: bima-i> )
=1 =1

siehe dazu auch Beispiel[3.1.11. Wenn wir die Linearitit der Determinante injeder
Spalte verwenden, erhalten wir

det(AB) Z biy1 - bim - det ((ay, ... a4,)) .

Wieder verschwinden alle Summanden, in denen zwei Indizes gleich sind. Damit
kann man die Summe umschreiben zu

det AB Z ba(l)l m)m det ((a,g(l), ... ,a.g(m))) .

O'ESm

Genau wie im letzten Beweis folgt nun

det ((a.o(1)s-- - Aom))) = (—1)° - det(A) = sgn(o) - det(A).

Insgesamt erhalten wir
det AB Z ba’(l o'm)m Sgn( ) det(‘A)
0ESm
= det(A) . Z Sgn(g) . bo(l)l T ba(m)m

oc S m

= det(A) - det(B). O



118 KAPITEL 4. DIE DETERMINANTE

Korollar 4.2.5. Fiir A, B € Mat,,,(K) und P € GL,,(K) gilt
det (AB) = det(BA)
det (P7') = det(P)™"
det (P~'AP) = det(A).

Beweis. Die erste Gleichung ist klar wegen Satz die dritte Gleichung folgt
direkt daraus. Die zweite Gleichung folgt aus

1 =det(,,) = det (P7'P) = det (P~") det (P). O

Im folgenden Korollar verwenden wir wieder die Elementarmatrizen aus Defini-

tion[2.3.9

Korollar 4.2.6. Fiir A € Mat,,(K),i # jund0 # X\ € K gilt:
(1) det(P;;A) = —det(A).
(i) det(S;(A\)A) = Adet(A).

(iii) det(M}(A)A) = det(A).

Beweis. Wir verwenden Satz[4.2.4lund miissen somit nur die Determinanten der
Elementarmatrizen ausrechnen. Dazu verwenden wir Proposition4.2.3] Es gilt
det(P;;) = —1, denn P;; entsteht aus I,,, durch die Vertauschung der i-ten und
j-ten Spalte. Es gilt det(S5;(\)) = A, denn S;(\) entsteht aus /,,, durch Multi-
plikation der i-ten Spalte mit A. Es gilt det(M;(\)) = 1, denn M;()) hat obe-
re/untere Dreiecksgestalt mit Diagonaleintrigen gleich 1. O

Bemerkung4.2.7. Korollar}.2.6kann man fiir einen effizienten Algorithmus zur
Berechnung der Determinante verwenden. Man bringt A durch elementare Zei-
lenumformungen (am besten nur vom Typ (I) und (II1)) auf obere Dreiecksgestalt
und rechnet dann die Determinante als Produkt der Diagonaleintrige leicht aus.
Hat man dabei eine ungerade Anzahl von Zeilenvertauschungen durchgefiihrt,
muss man das Ergebnis noch mit —1 multiplizieren und erhilt so die Determi-
nante von A.

Man kann natiirlich auch Umformungen vom Typ (II) verwenden. Fiir jede Mul-
tiplikation einer Zeile mit A muss man das Ergebnis hinterher mit A~! multipli-
zieren, um die Determinante von A zu erhalten.

Wegen Proposition (v) kann man genauso auch Spaltentransformationen
verwenden. A
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Beispiel 4.2.8. Wir wollen die Determinante von

1 2 3 4
5 6 7 8

A=1 9 10 11 12 | €Mata(Q
13 14 15 16

berechnen. Dazu bringen wir A auf Zeilenstufenform:

1 2 3 4
0 —4 -8 —12
A1 0 8 16 —o4
0 —12 —24 —36
1 2 3 4
o -4 =8 -2
00 0 0
00 0 0

Dabei haben wir nur Umformungen vom Typ (III) verwendet. Also gilt
det(A) =1-(—4)-0-0=0.
Die Leibnizformel hitte 4! = 24 Summanden benétigt. A

Der folgende Satz ist einer der wichtigesten Griinde fiir die Einfithrung der De-
terminante.

Satz 4.2.9. Fiir A € Mat,,(K) gilt
A e GL,(K) < det(A) #0.
Beweis. "=-"folgt aus
1 = det(l,,) = det (A7'A) = det (A7") det (A).

Fir"<"bringt man A durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zei-
lenstufenform. Dabei kann sich die Determinante dndern, aber laut Korollar}4.2.6|
wird sie sicher nicht 0. Eine quadratische Matrix in reduzierter Zeilenstufenform
mit Determinante # 0 muss aber die Einheitsmatrix sein. Also ist A nach Satz

2.3.12]invertierbar. O
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Beispiel 4.2.10. Wir betrachten

A= ( 5 ) € Maty(Z/72)

und berechnen
det(A) =4 —6=—2=5%#0

Alistalso tiber Z/7Z invertierbar. Das lineare Gleichungssystem

x+2y=0b
3r + 4y = by

hat also fiir jede Wahl von by, by € 7 /77 genau eine Losung.

Uber dem Kérper Z /27 ist die Determinante Null, also ist A dort nicht invertier-
bar. Somit gibt es hier mehr als eine Losung des homogenen Systems und min-
destens ein inhomogenes System ist unlgsbar. A

Korollar 4.2.11. Fiir A € Mat,, ,,(K) ist rang(A) gerade die grifSte GrofSe einer qua-
dratischen Untermatrix B von A mit det(B) # 0.

Beweis. Klar mit Satz und Proposition[3.2.26| O

4.3 Entwicklungsformeln und Cramersche Regel %

Wir lernen nun mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz eine Methode kennen,
um die Berechnung der Determinante einer m x m-Matrix auf die Berechnung
von Determinanten von Matrizen der Grofe m — 1 zu reduzieren. Theoretisch
kann man das iterativimmer weiter anwenden und kommt dann zu Determinan-
ten von Matrizen der GrofRe 1, die sehr leicht zu berechnen sind. Zum Ausrech-
nen ist dieses Vorgehen gewohnlich nicht effizient genug, es ist aber manchmal
fiir theoretische Uberlegungen wichtig.

Fiir eine Matrix A = (a;;), ; € Mat,,(K) sowied, j € {1,...,m} bezeichnen wir
mit

Aij € Matm_l(K)

die Untermatrix von A, durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalte ent-
steht.
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Satz4.3.1(Laplacescher Entwicklungssatz). Fiir A € Mat,, (K )undjedesi € {1,...,m}
gilt

det(A) = Zm:(—l)iﬂaij det(A;;)

sowie

det(A) = i(—l)i+jaji det(Aﬂ)

J=1

Beweis. Fiir festes i betrachten wir die Abbildung
det: Mat,,(K) — K

A > (=1 ay det(Ay).
j=1

Man sieht nun relativleicht, dass det die Eigenschaften (i)-(7i7) der Determinante
aus Propositionhat. Mit Proposition (vi) folgt damit det = det. Die
Formeln zur Spaltenentwicklung folgen zum Beispiel direkt aus Proposition}.2.3|
(v). ]

Bemerkung/Beispiel 4.3.2. (i) Die Entwicklung der Determinante nach einer Zei-
le oder Spalte fithrt zu m Summanden, in denen jeweils die Determinante einer
Matrix der Grofde m — 1 zu berechnen ist. Iteriert man das, erhilt man eine Sum-
me der Linge m!, genau wie in der Leibnizformel. Die Entwicklung ist also mei-
stens nur dann sinnvoll, wenn die Matrix viele Nulleintrige hat, weil dann viele
der Summanden wegfallen.

(i7) Wir wollen beispielsweise die Determinante der Matrix

0
-1

1
-2

€ Mat4 (Q)

O = O =
_ O = O
O O NN

berechnen. Durch Entwicklung nach der ersten Zeile erhalten wir

—1 1 2 0 -1 1
det(A)=1-det| 1 0 0 | —2-det| 1 1 0
—2 1 0 0 -2 1
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Die Determinante im ersten Summanden entwicklen wir nach der zweiten Zeile
zZu

-1 1 2
det 1 00 :—det(i (2)):2
-2 10
und die Determinanten im zweiten Summanden nach der ersten Spalte zu

0 -1 1 11
det|{ 1 1 O :—det(_2 1):—1.

Insgesamt ergibt sich
det(A)=1-2-2-(=1)=4.
(¢17) Fiir allgemeines

@11 a2 13
A= 21 Q22 (23 EM&tg(K)

a31 dzz G33

erhalten wir durch Entwicklung nach der ersten Zeile

det(A) = ay; det ( Q22  A23 ) — agy det ( a21 223 ) +as < Q21 A22 )

a3z Q33 @31 33 a31 a3z
= a1 (&22(133 - a32a23) — Q12 (G21G33 - a31a23) + a3 (0216132 - a31a22)

= Q11022033 + Q12023031 + G13021032 — (31022013 — (32023011 — (33021G12.

Man kann sich das mit folgendem Schema veranschaulichen:

Dieses Schema zur Berechnung der Determinante nennt man die Regel von Sar-
rus. Sie ist allerdings nur fiir Matrizen der Grofde 3 x 3 giltig! A
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Definition 4.3.3. Fiir A € Mat,,(K) nennen wir
A= ((—1)" det(Aji))i,j € Mat,,,(K)
die zu A adjunkte Matrix. A
Satz 4.3.4. Fiirjedes A € Mat,,(K) gilt
A A = A A = det(A) - I,
Aus det(A) # 0 folgt daraus insbesondere

41
~ det(A)

adj

Beweis. Der (r, j)-Eintrag von A - A*Y Jautet gerade

m

D (1) a,; det(Ayy).

i=1

Dies ist genau die Laplace Entwicklung nach der j-ten Zeile der Matrix B, die
aus A durch Ersetzung der j-ten Zeile durch die r-te Zeile entsteht. Firr = j
gilt damit B = A und also det(B) = det(A), fiir i # j hat B zwei identische
Zeilen, also erhalten wir als Ergebnis 0. Das beweist die Aussage. O

Beispiel 4.3.5. Fiir
1 1

erhalten wir det(A) = —i # 0, also ist A invertierbar. Wir berechnen
adj —1 -1
AT = < - i )
und erhalten
. 1 —i
-1 __ . padj __
AT =iA —(1_2. _1). A

Die nun folgende Cramersche Regel gibt eine explizite Formel fir die Losung ei-
nes inhomogenen linearen Gleichungssystems an, bei invertierbarer Koeffizien-
tenmatrix:
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Satz 4.3.6 (Cramersche Regel). Sei A = (a.4,...,a.,) € GL,(K)undb € K™,
Dann gilt fiir das (eindeutige) c = (c1, ..., )" € K™ mit Ac = bgerade

. det (a.q,...,a04-1,0,0.411, ..., am)
' det(A)
firallei =1,... ,m.
Beweis. Seic = (ci,...,c¢p,)" € K™ der Spaltenvektor mit Ac = b, es gilt also
Z cja.j = b
j=1
Damit erhalten wir fir jedes festei = 1,...,m
det (a.l, N ¢ 2 I b, Aijtly -y a.m)
m
=det (a,l, ey Ay, Z CiQ.j, Ajq1,y - - - ,CL.m)
j=1
m
= Z cidet (aq, ..., 001,05, i1, Q)
7=1
=C; det (Cl.l, ey A1, gy Qg 1y e - e ,a.m)
=c; det(A).
Hier haben wir wieder Eigenschaften (i7) und (¢4) aus Proposition[4.2.3|benutzt.
Das beweist die Aussage. O

Beispiel 4.3.7. Wir wollen das lineare Gleichungssystem

r+2y=3
3r+4y =1

iiber Z/7Z 15sen. Wir haben in Beispiell4.2.10|schon
1 2
det ( 3 4 ) =5
berechnet. Es gilt nun

3 2 1 3
det<1 4)—Sund det(3 1)-6.

Wegen ¢ = 3 erhalten wir also genau die Losung ¢ = (2,4)" € (Z)7Z)* . A



Kapitel 5

Eigenwerte und Eigenvektoren

Um lineare Abbildungen und deren Darstellungsmatrizen besser zu verstehen,
fithren wir nun den wichtigen Begriff eines Eigenwerts und -vektors einer linea-
ren Abbildung ein. Diese Begriffe bilden die Grundlage fiir fast den gesamten Rest
der Vorlesung. Sei auch hier wieder K ein beliebiger Kérper. Wir miissen zuerst
ein paar Fakten tiber Polynome in einer Variablen iiber K zusammenstellen.

5.1 Eigenwerte und Eigenvektoren
In diesem Abschnitt sei V stets ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und
p: V=V

eine lineare Abbildung. Eine solche lineare Abbildung von einem Raum in sich
selbst nennt man auch Endomorphismus.

Definition 5.1.1. (?) Ein A\ € K heifdt Eigenwertvon ¢, fallsesein 0 # v € V gibt
mit

o(v) = .

Jedes solche v heifdt dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert \.
(i) Zu einem Eigenwert )\ von ¢ heifst

Eig(p,A) :=={v € V | p(v) = Av}

der zu \ gehorige Eigenraum von ¢.
(i17) Die Menge aller Eigenwerte von ¢ heif’t das Spektrum von ¢. A

125
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Bemerkung/Beispiel 5.1.2. (i) Ein Vektor 0 # v ist genau dann ein Eigenvektor
von ¢, wenn er durch ¢ nur skaliert, nicht aber in der Richtung verdndert wird.
Der Skalierungsfaktor ist dann genau der dazugehdrende Eigenwert.

(i7) Die Bedingung 0 # v in Definition[5.1.1) (i) ist wichtig. Ohne sie wire jedes
A € K ein Eigenwert von ¢. Zum Eigenraum Eig(¢, A) gehort der Nullvektor
laut Definition aber immer.

(¢i7) Fiir jeden Eigenwert A von ¢ ist Eig(y, A) ein Untervektorraum von V. Fir
v, w € Eig(p, \) und v € K gilt

p(v+w) = p(v) + p(w) = v+ lw = Av +w)
() = vp(v) = v v = A(y).

(1v) Eine Spiegelung des R? an einer Ursprungsgeraden besitzt die Eigenwerte 1
und —1. Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist gerade die Spiegelungsgerade, die
dazu orthogonale Ursprungsgerade ist der Eigenraum zum Eigenwert —1.

(v) Nichtjede lineare Abbildung besitzt Eigenwerte oder -vektoren. Eine Drehung
des R? um 7 /2 gegen den Uhrzeigersinn besitzt keinen Eigenwert, wie man geo-
metrisch sofort erkennt. A

Bemerkung5.1.3 (k). Um Eigenwerte und -vektoren wirklich auszurechnen, miis-
sen wir meist zu einer Darstellungsmatrix iibergehen, d.h. man wihlt eine Basis
vvon V und berechnet zunichst

A= My,y(¢)~

Die Eigenwerte von ¢ stimmen dann genau mit den Eigenwerten von /14 iiberein
und die Eigenrdaume entsprechen sich via ¢, und &,. Dabei ist es aber wichtig,
dassin V auf beiden Seiten dieselbe Basis v gewihlt wurde.

|7

o e

Km _HAL m
Fiir einen Eigenwert A von ¢ mit Eigenvektor v € V gilt nimlich

pa(8u(v)) = &ulp(v)) = &u(Av) = A&y(v).

Fiir einen Eigenwert  von 4 mit Eigenvektor ¢ € K™ gilt

p(pu(c)) = pu(palc)) = pu(ve) = vpu(c). A
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Proposition 5.1.4. Fiir A € Mat,,,(K)und A\ € K sind dquivalent:
(z) Aist Eigenwertvon fi4.
(i) Kern (Aidgm — pa) # {0}.
(133) \1,, — Aistnichtinvertierbar.
(iv) det (A, — A) = 0.
Dabei gilt
Eig(pa, A) = Kern (Aidgm — pa) = Ker(pog,,—a)) = L(A L, — A, 0).

Beweis. Wegen
pa(v) = v < (Aidgm — pa)(v) =0

ist die Aquivalenz von (i) und (i4) und der Zusatz klar. Die Aquivalenz von (i7) und

(i77) folgt aus Lemma[3.2.14und Korollar[3.2.17, denn
Adgm — pia = p(aL,—A)-
Die Aquivalenz von (i74) und (iv) folgt aus Satz . O

Definition 5.1.5. Fiir A € Mat,,(K) heifdt
pai=det (tl, — A) € K|t]

das charakteristische Polynom von A. (Streng genommen haben wir die Deter-
minante nicht fiir Matrizen mit Eintrigen aus dem kommutativen Ring K [t] de-
finiert. Man benutzt aber dieselbe Formel und alle wichtigen Eigenschaften blei-
ben erhalten.) A

Korollar 5.1.6. Fiir A € Mat,,(K) sind die Eigenwerte von 4 gerade die Nullstellen
von p4 in K. Somit hat ji 4 hochstens m verschiedene Eigenwerte.

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Kombination aus Proposition und Pro-

position|5.2.5| []

Beispiel 5.1.7. (1) Wir betrachten
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und wollen die Eigenwerte von 14 berechnen. Dazu berechnen wir zunichst das
charakteristische Polynom

t+1 -1

pa = det(tly — A) = det ( 1 41

):(t+1)2—1:t2+2t:t(t+2).

Die Nullstellen von p 4 sind gerade 0 und —2. Es gilt Eig(u4,0) = L(—A,0) und
Eig(pa, —2) = L(—2Iy — A,0) und wir konnen dafiir Basen mit dem Gauf3-
Algorithmus finden:

. 1
Eig(p4,0) = Spang ( 1 )
. 1
Eig(p1a, —2) = Spang ( 1 ) :
(24) Wir betrachten nun
0 -1
B_(]_ 0 )EMatg(]R)

und berechnen
_ t 1\ 9
pB—det<_1 t>—t+1.

Dieses Polynom hat in R keine Nullstellen, also besitzt pp: R? — R? keine Ei-
genwerte und -vektoren. Es ist ;15 gerade die Drehung um den Winkel 7 /2 gegen
den Uhrzeigersinn.

Betrachten wir B aber als Matrix iiber C, so ergeben sich die Eigenwerte —i, i.

Als Abbildung
up: (Cz — (CZ

gibt es also durchaus Eigenwerte. Man erhalt

Eig(pp, —1) = Spang ( 1 )
(5)

C:(g é)eMatz(R)

Eig(pp, 1) = Spang

(24%) Wir betrachten
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_ t =1\ _ .
pc—det<0 t)-t.

Es besitzt yi¢ also den Eigenwert 0. Der dazugehérende Eigenraum ist

und berechnen

. 1
Eig(pc,0) = Spang ( 0 ) : A

Proposition 5.1.8 (%). Seien v, w zwei Basenvon V.
(i) Esgibtein P € GL,,(K) mit My, (@) = P~ M, () P.
(i) My,(p) und M, () besitzen dasselbe charakteristische Polynom.

Beweis. (i) beweist man genau wie Satz[3.2.32} falls links und rechts jeweils diesel-
be Basis gewihlt wurde, sind die beiden dort auftretenden Matrizen P, () gerade
invers zu einander. Daraus ergibt sich (i7) mit folgender Rechnung:

PMu (o) = det (tn — My ()

Dabei haben wir Satz und Korollar benutzt (genau genommen benut-
zen wir die Multiplikativitit der Determinante fiir Matrizen mit Eintrigen aus
dem kommutativen Ring K [t]). O

Definition 5.1.9 (). Das charakteristische Polynom
p, € K|t]

von ¢ ist das charakteristische Polynom von M, ,(¢), fiir eine beliebige Basis v
von V. A

Korollar 5.1.10 (%). Die Eigenwerte von ¢ sind gerade die Nullstellen von p, in K.

Beweis. Klar mit Bemerkung|5.1.2](vi) und Korollar[5.1.6| ]
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5.2 Polynome und Nullstellen

Wir haben Polynome bereits als formale Objekte der Gestalt
p=co+eit+cot? -+ gt

mit ¢y, ...,cq € K kennengelernt. Dabei heifden die ¢; Koeffizienten des Poly-
noms. Man nennt ¢, den konstanten Koeffizienten von p. Ist ¢; # 0 so nennt
man

deg(p) :=d
den Grad des Polynoms und ¢, den Leitkoeffizienten. Die Menge aller Polynome

mit Koeffizienten aus K wird mit K [t] bezeichnet, sie bildet einen kommutativen
Ring.

Lemma 5.2.1. Der Ring K [t] ist nullteilerfrei, d.h. fiir0 # p,q € K[t] gilt0 # pq.
Es gilt weiter

deg(pq) = deg(p) + deg(q).
In K[t] gilt auch die Kiirzungsregel, d.h. aus qpy = qpe und q # 0 folgt p; = ps.
Beweis. Schreibe p = by + bit--- + bgtund g = co + cit + -+ + c.t° mit
d,e > 0,0 # by, c.. Dann gilt
pq = boco + (bocy + bico)t + - - - + byce t77°.
£0

Also gilt pg # 0 und deg(pq) = d + e = deg(p) + deg(q). Es gelte nun gp; = gp>
mit ¢ # 0. Das impliziert 0 = ¢(p; — p2) und mit der Nullteilerfreiheit folgt

p1 —p2 =0, alsop; = po. O

Bemerkung 5.2.2. Man kann ein Polynom p € K[t] auch als Vorschrift einer Ab-
bildung

K—-K
a— pla) = co+ cra + coa® + - - - + cqa®

verwenden. Dabei ist etwas Vorsicht geboten. Uber endlichen Korpern kénnen un-
terschiedliche Polynome dieselbe Abbildung definieren. In der Abbildung steckt
also im Allgemeinen nicht mehr die gesamte Information tiber das Polynom, also
tiber seine Koeffizienten. Fiir K = Z /27 gilt beispielsweise fiir

p=1>+1t
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zwar 0 # p € K|[t], p definiert aber die Nullabbildung auf K'! Uber unendlichen
Korper passiert das jedoch nicht, wie wir gleich sehen werden. Man kann namlich
fiir jede Nullstelle einen Linearfaktor von p abspalten. JAN

Lemma5.2.3. Fiirp € K[t|unda € K sind dquivalent:
(@) p(a) =0.
(ii) Esgibteing € K|[t|mitp = (t — a)q.
Beweis. "(i1)=(?)" ist klar:
p(a) = (a —a)q(a) = 0-g(a) = 0.
Fiir "(i)=(i1)" betrachten wir zunichst das Polynom
h(t) :=p(t +a) € K[t].

Es gilt
h(0) =p(0 +a) = p(a) =0
und deshalb hat h keinen konstanten Koeffizienten. Man kann nun offensichtlich

t aus h herausheben, also  schreiben als h = ¢ - g miteinem g € K[t]. Damit gilt
nun

p(t)=h(t—a)=(t—a) -g(t—a). O

Definition5.2.4. Fiir0 # p € K[t und a € K schreiben wir

p=_(—-a)"q

mitm > 0,q € K|[t]und g(a) # 0. Dann heiflt m die Vielfachheit der Nullstelle
a von p. A

Proposition 5.2.5. (i) Der Begriff von Vielfachheit ist wohldefiniert.
(i) Fiir 0 # p € K]Jt] seien ay, . . ., a) paarweise verschiedene Nullstellen in K, mit
Vielfachheitenmy, . .., my. Dann gibteseinq € K [t] mit

p — (t — a1>m1 e (t —_ ak)mkq

undq(a;) #0firi =1,... k.

(ii1) Ein Polynom 0 # p € K|t] hat hichstens deg(p) viele Nullstellen in K, gerechnet
inklusive Vielfachheiten.

(iv) Ist K unendlich, so definieren zwei verschiedene Polynome auch verschiedene Abbil-
dungen auf K.
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Beweis. Fiir (¢) schreiben wir
p=@t—a)"q=(t—a)"h
mit g, h € K[t], q(a) # 0 # h(a) und nehmen dabei m < n an. Dann gilt
O=p-p=(t—-a)"q—(t—a)"h=(t—a)" (¢— (t —a)" ™h).
~——
£0
Aus der Nullteilerfreiheit von K[t] folgt 0 = g — (t — a)" ™h, also
qg=(t—a)"™h.

Aus 0 # q(a) = (a — a)""h(a) folgt nun n = m.
Fir (i7) schreiben wir zunichstp = (t—a)™ ¢miteinem ¢ € K[t|und §(a;) # 0.
Aus
0 = p(az) = (a2 — a1)" (as)
£0
folgt in K nun §(az) = 0. Wir iterieren den Prozess mit ¢ und allen weiteren a;.
Dadurch erhalten wir eine Darstellung

p=(t—a)™ - (t—agp)™q

miteinem g € K[tjund g(a;) # Ofurallei = 1,... k. Firjedesi = 1,..., kgilt

nun
p=(t—a)"-q-[J(t—a)m

J/

-~

—h
mit h(a;) # 0. Aus (¢) folgt also n; = m;.
Fuir (i47) seien ay, . .., a; Nullstellen von p in K mit Vielfachheiten my, ..., ms.
Wie in (i7) schreiben wir p = (t — a;)™ - - - (t — a)""*q und erhalten mit Lemma
.21

deg(p) =mq + -+ my +deg(q) > mq + - + my.

Fur (iv) seienp, ¢ € K[t mitp(a) = ¢(a) fiirallea € K. Dann sind alle Elemente
von K Nullstellen des Polynoms p — ¢. Da K unendlich ist folgt p — ¢ = 0, also

pP=4q. 0
Definition 5.2.6. Ein Polynom p € K|t] zerfallt iiber K in Linearfaktoren, falls
esc,ay,...,ar € K sowiemy,...,my € N gibt mit

p=c-(t—a)™ - - (t—ap)™. A
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Beispiel 5.2.7. (i) Das Polynom p = t* — 1 € Q[t] zerfillt iiber Q in Linearfakto-
ren. Es giltja

p=({t—-1)(t+1).
Die beiden Nullstellen —1, 1 treten mit Vielfachheit 1 auf.

(43) Das Polynom ¢ = 1 — t — t* + t° zerfillt iiber Q nicht in Linearfaktoren. Man
berechnet

g=({t—1*t+1)(t*+1)
und sieht, dass die Nullstelle 1 mit Vielfachheit 2 und die Nullstelle —1 mit Viel-

fachheit 1 auftritt. Weitere Nullstellen in Q hat ¢ offensichtlich nicht, also kann
es iiber Q auch nicht in Linearfaktoren zerfallen. A

Korollar 5.2.8. Jedes Polynom p € C|t] zerfillt iiber C in Linearfaktoren.

Beweis. Istp ein konstantes Polynom, so ist die Aussage klar. Ansonsten besitzt p
nach Satz[2.2.30/eine Nullstelle « € C. Nach Lemma erhalten wir also

p=(t—a)g

fir ein ¢ € CJt]. Wir iterieren den Prozess nun mit ¢ und erhalten so das Ergeb-
nis. []

Beispiel 5.2.9. Das Polynom g = 1 — ¢ — t* +¢° aus Beispiel[5.2.7(ii) zerfillt iiber
C:
qg=(t— 12+ 1)(t—i)(t+1). A

5.3 Diagonalisierung

Auch in diesem Abschnitt sei V stets ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum
und ¢: V' — V eine lineare Abbildung.

Definition 5.3.1. Die lineare Abbildung ¢ heif’t diagonalisierbar, falls eine Basis
vvon V existiert, so dass M, , (¢) eine Diagonalmatrix ist (d.h. hochstens auf der
Diagonale stehen Eintrdge ungleich 0). A

Bemerkung 5.3.2. Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert A von ¢ und v der i-te
Vektor in einer Basis v von V/, so besteht die i-te Spalte von M, ,(¢) genau aus
Ae;. Das ist unmittelbar klar aus Konstruktion [3.2.27 fiir Darstellungsmatrizen.
Viele Eigenvektoren in einer Basis fithren also zu einer einfachen Struktur der
Darstellungsmatrix. A
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Definition5.3.3. Sei A\ € K ein Eigenwert von (.
(1) dimg (Eig(p, A)) heifdt geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \.

(¢3) Die Vielfachheit von X als Nullstelle von p,, heif3t algebraische Vielfachheit
des Eigenwerts . A

Beispiel 5.3.4. (i) In Beispiel[5.1.7(:) hat uu 4 die beiden Eigenwerte O und —2. Beide
haben sowohl geometrische als auch algebraische Vielfachheit 1.
(i) In Beispiel [5.1.7) (%) hat pp itber R gar keine Eigenwerte, iiber C jedoch die
Eigenwerte —i, ¢, mit jeweils simtlichen Vielfachheiten gleich 1.
(222) In Beispiel (¢17) hat pc nur den Eigenwert 0. Die algebraische Vielfach-
heit ist hier 2, die geometrische nur 1. A

Satz 5.3.5. (i) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist stets kleiner gleich der
algebraischen Vielfachheit.

(i1) Sind vy, . . . , vy, Eigenvektoven von o zu paarweise unterschiedlichen Eigenwerten, so
sind vy, . .. vy linear unabhdngig.

Beweis. Fiir (:) wihlen wir eine Basis vy, . . ., v, von Eig(¢, A) und erginzen sie zu
einer Basis
U=V, s Upy Upg1y- V)
von V. Dawvy,...,v, Eigenvektoren von ¢ zum Eigenwert A sind, sieht man mit
Bemerkung [5.3.2] sofort, dass die Darstellungsmatrix M, ,(¢) folgende Gestalt
hat:
M, | A
My,y(@) = ( 0 | B ) .
Damit gilt
p = det ( t= N1 | -4 ) — det ((t = \) ) det(C) = (£ — A" det(C).

Die Multiplikativitit der Determinante in der zweiten Gleichheit sieht man ana-
log zu Bemerkung (iv) (Ubungsaufgabe). Somit ist \ eine Nullstelle von p,,
mit Vielfachheit mindestens r und das ist genau die zu beweisende Aussage.
Aussage (17) beweisen wir mit Induktion tiber k. Der Fall & = 1 ist klar, denn
Eigenvektoren sind nach Definition stets ungleich 0. Sei nun jedes v; jeweils Ei-
genvektor zum Eigenwert \;. Wir nehmen

Yvr o+ v =0



5.3. DIAGONALISIERUNG 135

fiur gewisse 7; € K an. Einerseits multiplizieren wir diese Gleichung mit ),
andererseits wenden wir  auf sie an. So erhalten wir die folgenden beiden Glei-
chungen:

0 =71 k01 + V2 Ak02 + -+ - + Y AUk

0 =71Av1 + 72 002 + - - + Y ARV

Ziehen wir sie voneinander ab, hebt sich der letzte Term der Summe weg:
0= (A —A)vr + -+ 1Mk — Aem1)Ur1
Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir
0 =%\ — Ai)

furallei = 1,...,k — 1. Dadie \; paarweise verschieden sind, folgt A, — \; # 0
und damity; = Ofaralle: = 1,...,k — 1. Daraus folgt schliefllich auch v, =
0. O

Bemerkung/Beispiel 5.3.6. (i) Im Raum C'(R, R) aller stetig differenzierbaren
Funktionen sind

a1

I

jeweils Eigenvektoren der Differentiationsabbildung 0 zu den Eigenwerten

aq, ..., Sind die a; paarweise verschieden, sind die Funktionen also linear
unabhingig.
(i1) Sind A4, ..., Ay die paarweise verschiedenen Eigenwerte von ¢, wihlen wir
fiurjedesi =1,..., k eine Basis
v ) 7
v = (1}1, >vmi>

von Eig(p, \;). Dann ist

o= .. 0" =(l,.. .ol 0k e

linear unabhingig. Aus

0=Auvg 4+ AL vl o A NE R

mi1 - mi mp "M
e
Vv Vv

€Eig(y,A1) €Eig(p,Ak)

folgt mit Satz schon
Nvp 4+ AL ol =0

mg Tmy
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firallei = 1,..., kund daraus X fiir j = 1,...,m;, da v’ linear unabhingig ist.
Ergidnzen wir 0 zu einer Basis v von V/, so ergibt sich fiir die Darstellungsmatrix
folgende Blockgestalt:

*

/\llml

My,y(@) = W
kdmy,

Sollte v bereits eine Basis von V sein, so ist ¢ diagonalisierbar.

(¢i7) Hat o im Falldim g (V') = m genaum paarweise verschiedene Eigenwerte, so
ist ¢ diagonalisierbar. Jeder Eigenraum enthilt mindestens einen nichttrivialen
Vektor, damit ergibt sich mit der Prozedur aus (i7) bereits eine Basis von V' aus
Eigenvektoren.

(iv) Die lineare Abbildung /4 aus Beispiel [5.1.7](?) besitzt zwei verschiedene Ei-
genwerte, ist also diagonalisierbar. Mit Proposition[5.1.8|bedeutet das also, dass
ein P € GLy(R) existiert, so dass P~! AP Diagonalgestalt hat. A

Satz 5.3.7. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) istdiagonalisierbar.

(ii) p, zerfilltiiber K in Linearfaktoren und fiir jeden Eigenwert stimmen geometrische
und algebraische Vielfachheit iiberein.

(i1i) 'V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von .

In diesem Fall stehen in jeder diagonalen Darstellungsmatrix genau die Eigenwerte gemdfs
ihrer Vielfachheiten auf der Diagonalen.

Beweis. "(i)=-(1)":Ist A = M, () = diag(\y, ..., \,,) eine Diagonalmatrix, so
gilt
po =det (tly, — A) = (t— A1) -+ (t — M),

also zerfillt p, tiber K in Linearfaktoren. Dabei ist die algebraische Vielfach-
heit eines \; gerade die Hiufigkeit, mit der es in der Diagonalen von A auftritt.
Genauso viele verschiedene Standandardbasisvektoren sind aber dann auch Ei-
genvektoren von 114 zum Eigenvektor \;. Standardbasisvektoren sind aber linear
unabhingig, also stimmt die geometrische Vielfachheit von \; mit der algebrai-
schen tiberein, fiir 114 und somit auch fiir .
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Fiir "(i1)=(i17)" beobachten wir, dass die Summe der geometrischen Vielfachhei-
ten aller Eigenwerte gleich der Summe der algebraischen Vielfachheiten ist. Die-
se wiederum ergibt genau den Grad von p, und damit die Dimension von V.
Wenn wir also fiir jeden Eigenraum eine Basis wihlen, erhalten wir insgesamt
dimg (V') viele linear unabhingige Eigenvektoren (vergleiche Bemerkung
(¢4)), also eine Basisvon V.

"(i13)=-(7)" ist klar, denn fiir eine Basis v aus Eigenvektoren von ¢ hat die Darstel-
lungsmatrix M, , () oftensichtlich Diagonalgestalt (vergleiche auch Bemerkung
[5.3.2). Die Eintrige der Diagonalen sind dabei genau die Eigenwerte von ¢. [

Beispiel 5.3.8. (:) Fiir die Matrix A aus Beispiel[5.1.7)(¢) ist 14 diagonalisierbar. Es
existiert also ein P € GLy(R) mit

ey (00
PAP_(O _2).

(i7) Dielineare Abbildung 15 aus Beispiel[5.1.7/(i¢) besitzt in R gar keine Eigenwer-
te, ist also nicht diagonalisierbar. Uber C besitzt sie aber die beiden Eigenwerte
—1,1. Es existiert also ein P € GLy(C) mit

im0 0
PBP_(O Z)

(i17) Die lineare Abbildung /i aus Beispiel [5.1.7)(¢i) besitzt den Eigenwert 0 mit
algebraischer Vielfachheit 2 und geometrischer Vielfachheit 1. Also ist ¢ nicht
diagonalisierbar. Daran indert sich auch beim Ubergang zu C (oder sonst einem
Korper) nichts. A

Konstruktion 5.3.9. Oft ist eine Matrix A € Mat,,(K) gegeben, die man dia-
gonalisieren méchte. Gesucht ist also ein P € GL,,(K) so dass P! AP Diago-
nalgestalt hat. Dazu berechnet man zunichst p4 und alle seine Nullstellen in K.
Gibt es (inklusive Vielfachheiten) weniger als m solche Nullstellen, ist 114 (bzw. A)
nicht diagonalisierbar, zumindest nicht iiber K.

Im anderen Fall berechnet man die Dimensionen aller Eigenrdume (siehe Pro-
position [5.1.4). Stimmt eine dieser geometrischen Vielfachheiten nicht mit der
algebraischen iiberein, ist A nicht diagonalisierbar (das hingt nicht vom Korper
ab).

Im anderen Fall wihlt man fiir jeden Eigenraum eine Basis und erhilt so eine Ba-
sisv = (vy, ..., v,)von K™ aus Eigenvektoren von 4. Fiir die Matrix P wihlen
wir nun genau die v; als Spalten:

P=(vi,...,0m) € GLin(K).
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Dann ist P offenbar genau die Matrix des Basiswechsels der Standardbasis zu
v und deshalb hat P~! AP Diagonalgestalt. Man kann diese Tatsache aber auch
nochmals direkt nachrechnen. Firi, j = {1,...,m} gilt:

e} (P'AP)e; = elP~" Av; = elP7'\ju; = Ajele; = { (/)\ i f?
i o U=

und das ist einerseits genau der (4, j)-Eintrag von P~! AP, andererseits der von
diag(A1, ...y Am)- A

Beispiel 5.3.10. (i) Wir betrachten

1 -1 1
A= —1 1 —1 € Matg((@)
1 -1 1
und berechnen
t—1 1 —1
pa = det 1 t—1 1 =t*(t —3) € Q[t].
—1 1 t—1

Die Nullstellen sind \; = O und A\, = 3, wobei \; algebraische Vielfachheit 2 und
Ao algebraische Vielfachheit 1 hat. Wir berechnen nun

~1 1
Eig(pa, A1) = L(—A,0) = Spang 0 |, 1 :
1 0

wobei die beiden Vektoren rechts eine Basis des Eigenraums bilden. Die geome-
trischen Vielfachheit von )\; ist also ebenfalls 2. Weiter ist

1
Eig(pa, A2) = L(313 — A,0) = Spang -1

Fir
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giltalso P € GL3(Q) und

P lAP =

o O O

0
0
0

w o O

(i7) Angenommen wir wollen eine allgemeine Formel fiir A™ finden, mit A wie in
(4). Natiirlich konnte man die ersten Potenzen ausrechnen, versuchen die richtige
Formel zu erraten und sie dann allgemein mit Induktion iiber n zu beweisen. Wir
machen das jetzt aber deutlich eleganter. Fiir D = diag(0,0,3) gilt A = PDP~!
und damit fiir jedesn € N

A" = (PDP™Y)" = PDP'PDP'P-.- P\ PDP~' = PD"P",
nadie A
. h 7

Offensichtlich ist aber D™ = diag(0, 0, 3") und wir erhalten

) -1 1 1 00 0 -1 1 2
A”=§- 0 1 —1 00 O 1 2 1 ]=3"'4 A
1 0 1 00 3 1 =11

5.4 Trigonalisierung

Wir wissen nun, dass man manche lineare Abbildungen/Matrizen nicht diagona-
lisieren kann, unabhingig vom Kérper. Das einfachste Beispiel ist

0 1
(o)
Diese Matrix hat aber zumindest obere Dreiecksgestalt. Wir beschiftigen uns

nun mit dieser Gestalt.

Definition 5.4.1. Die lineare Abbildung ¢ heif3t trigonalisierbar, falls eine Basis
vvon V existiert, so dass M, ,(y) obere Dreiecksgestalt hat. A

Satz 5.4.2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) isttrigonalisierbar.

(ii) p, zerfilltiiber K in Linearfaktoren.
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Aufjeder Darstellungsmatrix von ¢ in oberer Dreiecksgestalt stehen dann die Eigenwerte
von @ gemdfS ihrer algebraischen Vielfachheiten auf der Diagonalen.

Beweis. "(i)=-(i7)" ist leicht: Ist v eine Basis, beziiglich der

)\1 * *
A= Myy(@) = el %
0 Am

obere Dreiecksgestalt hat, so gilt
pp =det(tl, —A) =t — A1) (t = A)-

Dieses Polynom zerfillt in Linearfaktoren und seine Nullstellen (also Eigenwerte
von ¢) sind genau die Diagonaleintrige von A.

Die Aussage "(i1)=(i)" beweisen wir per Induktion iiber m, der Fall m = 1 ist
dabei klar. Im allgemeinen Fall schreiben wir

Po=(t—=A)q

firein ¢ € K|t|, das nach Voraussetzung natiirlich auch selbst itber K wieder in
Linearfaktoren zerfillt. Da A als Nullstelle von p,, ein Eigenwert von ¢ ist, wihlen
wir dazu einen Eigenvektor 0 # v; € V und erginzen ihn zu einer Basis v =
(v1, V2, ..., 0,)von V. Dann hat die Darstellungsmatrix folgende Gestalt:

A % % %

A

und es gilt
Py =(t—=A)pa.
Aus der Kiirzungseigenschaft in Lemmal5.2.1/folgt p4 = ¢. Nun betrachten wir
W = Spang{va,..., v} CV

und definieren die Projektion von V' auf W als folgende lineare Abbildung:

V=W
Y1V1 + oo F YmUm B Y2U2 + - -+ YU
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Damit erhalten wir die lineare Abbildung
Yi=mopw: W — W.
Es gilt dabei mit w = (vo, . .., v,,) offensichtlich

Mw7w(¢) =A

und somit zerfillt p,, = p4 = ¢ tiber K in Linearfaktoren. Wir kénnen auf v also
die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten eine Basis ws, . . . , w,, von
W, beziiglich der die Darstellungsmatrix von ) obere Dreiecksgestalt hat. Dann
liefert aber (vq, wo, ..., w,,) ebenfalls eine Darstellungsmatrix von 1 in oberer
Dreiecksgestalt. O

Bemerkung5.4.3. Theoretisch kann man eine geeignete Basis algorithmisch pro-
duzieren, fiir welche die Darstellungsmatrix von ¢ obere Dreiecksgestalt hat. Man
muss dabei induktiv tiber die Dimension vorgehen, genau wie im letzten Bewesis.

Korollar 5.4.4. Im Fall K = C ist jede lineare Abbildung ¢ (auf einem endlich-
dimensionalem Raum V') trigonalisierbar.

Beweis. Nach Satz[2.2.30|zerfillt jedes Polynom iiber C in Linearfaktoren. [

Beispiel 5.4.5. Wir betrachten p14: R? — R? fiir

(),

Es gilt ps = t* + 1 und dieses Polynom zerfillt iiber R nicht in Linearfaktoren.
Also ist ji 4 tiber R nicht trigonalisierbar.
Betrachten wir stattdessen j14: C? — C?, so gilt

pa=t"+1=(t—i)(t+1)

und 4 ist trigonalisierbar. Nach Bemerkung (4i7) ist p4 hier sogar diago-
nalisierbar mit Diagonalmatrix
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5.5 DieJordan’sche Normalform

Wir haben bereits gesehen, dass man selbst iiber C nicht jede Abbildung/Matrix
diagonalisieren kann. Fiir jedes A € C, m € Nist

J(\,m) := € Mat,,(C)

ein solches Beispiel. Es gilt
Pixm) = (t - )\)m7

also besitzt y15(x ) nur den Eigenwert ), in algebraischer Vielfachheit m. Fiir den
Eigenraum gilt aber

Eig(ts(am), A) = Span{e; },

die geometrische Vielfachheit ist also stets nur 1. Der Satz iiber die Jordan'schen
Normalform besagt, dass tiber C zumindest nur diese Fille auftreten kénnen.

Definition 5.5.1. Die Matrix J(\, m) € Mat,,(K) heif’t Jordanblock der Grofie
m zum Eigenwert \. A

Bemerkung 5.5.2. (i) Berechnet man Potenzen von .J(0,m), so riicken die Ein-
sen auf der Nebendiagonalen schrittweise immer weiter nach rechts oben. In der
m-ten Potenz erhidlt man dann erstmals die Nullmatrix. Es ist .J(0, m) also eine
sogenannte nilpotente Matrix. Der Dimension des Kerns wichst bei jeder Potenz
genau um eins.

(i1) Wir betrachten die folgende Blockmatrix:

< sz 2 J((()), 3) ) '

Potenzen werden hier blockweise gebildet, also ist der untere rechte Block nach
der dritten Potenz die Nullmatrix, der obere linke Block erst nach der vierten Po-
tenz. Auch diese Matrix ist also nilpotent. Beim Potenzieren wichst die Kerndi-
mension zunichst um jeweils 2, nach der dritten Potenz nur noch um 1. A
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Proposition 5.5.3. Sei V' ein m-dimensionaler K-Vektorraumund: V' — V ein nil-
potenter Endomorphismus, d.h. es gelte

YY" i=1poho---0h =0
——

fiireinn € N. Dann gibt es eine Basis von V, beziiglich der die Darstellungsmatrix von 1)
die Gestalt

0 0y 0
c- 5m—1
0 0

mit §; € {0, 1} hat, also blockdiagonal mit Jordanblicken zum Eigenwert O ist.

Beweis. Wir setzen U, := Kern(¢*) und erhalten eine aufsteigende Kette von Un-
tervektorriumen

{oyct, CcUC---
mit

Y (Uit1) € U;

fiir alle . Wir wahlen s minimal mit U; = V/, ein solches s < n existiert nach
Voraussetzung. Wir konstruieren nun die gewiinschte Basis von V' durch folgen-
de Methode:

Zunichst wihlen wir irgendeine Basis von U,_; und erginzen sie durch Hinzu-
nahme von Vektoren

v = (v],...,00)

zu einer Basis von V' = U,. Dann liegen alle ¢)(v]) in U,_1, aber nur die triviale
Linearkombination von

%D(QS) = (1/J(Uf)a e 7¢(U7fs))

liegtin U, 5. Aus

Us—2 > Z%’lﬁ(vf) =1 (Z %'"Uf>

folgt nimlich ). v;,vf € U,_1, was nach Wahl der v} bereits ; = 0 fiir alle ¢
impliziert. Insbesondere ist ¢)(v®) auch linear unabhingig.
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Wir wahlen dann irgendeine Basis von U,_, und erginzen sie zusammen mit
1 (v®) zu einer Basis

vl= (w(ys), vith L ,vﬁ:l)
von U,_;. Dieser Prozess wird nun iteriert:
vt = (@D(yiﬂ), Vi ,vii)

wird konstruiert als Erganzung einer beliebigen Basis von U;_; zu einer Basis von
U;. Wie wir oben schon gesehen habe ist das immer méglich. Nach Konstruktion
erhalten damit dann insgesamt eine Basis (v, v*"!,... v') von V. Diese Basis

sortieren wir jetzt um, und zwar folgendermafien:

), (), s Y (]), 0
U (v3), O (03), - W(v3), v

TN, TR (), (), )
e e A e I

Daraus ergibt sich die geforderte Darstellungsmatrix offensichtlich. O

Bemerkung5.5.4. Die Konstruktion aus dem letzten Beweis liefert uns zusitzlich
eine Aussage iiber die Anzahl der Nullen und Einsen auf der oberen Nebendiago-
nalen der Darstellungsmatrix von ¢:
(1) Jeder der Vektoren aus v*® fithrt genau zu s — 1 Einsen, also zu einem Jordan-
block J(0, s). Davon gibt es also genau r, viele. Allgemein fiihrt jeder Vektor aus
v’ \ ¥(v"™) zu einem Jordanblock J(0, 7). Davon gibt es genau r; viele. Daraus
ergibt sich eindeutig die Struktur der Darstellungsmatrix.
(27) Gewohnlich rechnet man nicht die Zahlen r; direkt aus, sondern die einzeln-
den Dimensionen d; := dim(U;). Damit kann man natiirlich auch die r; berech-
nen. Es gilt

Ts = ds - d3,1
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und fiiri < s

= Zdz - difl - di+1- A

Beispiel 5.5.5. Ist o: K% — K° nilpotent mit
dy=2,dy=4, ds =5, dy = 6
so ergibtsichry = 1,73 = 0,75 = 1,r; = 0. Wir erhalten also folgende Darstel-

lungsmatrix von ¢:
J(0,4)| 0
0 |[J(0,2)

Man kann hier die Dimensionen d; auch nochmals direkt @iberpriifen. A

Proposition 5.5.6. Es sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum sowie
©: V' — V ein Endomorphismus. Dann gibt es p-invariante Untervektorrdume N, U C
V mit

V=N+U, NNU = {0}

und p\n: N — N nilpotent sowie oy : U — U invertierbar. Dabei ist dim (V) die
algebraische Vielfachheit von 0 als Eigenwert von .

Beweis. Wir setzen N := |J,», Kern(¢'), wobei die Vereinigung nach Bemer-
kung[3.1.24]sogar endlich ist. So erhalten wir offensichtlich einen ¢-invarianten
Unterraum, auf dem ¢ nilpotent ist. Wenn N = Kern(*) gilt, dann setzen wir
U := Bild(¢*). Dann gilt

also ist U p-invariant.
Esgiltnun N NU = {0}, denn fiurv € N N U gilt einerseits v = ¢*(w) fiir ein
w € V, andererseits
0=¢*(v) = ¢*(w),
alsow € Nunddamit0 = ¢*(w) = v. Daraus folgt erst recht die Invertierbarkeit

von p auf U, denn
Kern(p)NU C NNU = {0}.

Nach Satz[3.2.16lund Satz[3.1.25]gilt
dim(V) = dim(N) + dim(U) = dim(N + U) + dim(N NU) = dim(N + U).
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Daraus folgt V = N + U.
Wahlen wir nun eine Basis von N wie in Proposition und irgendeine Basis
von U, so erhalten wir eine Darstellungsmatrix fiir ¢ der Form

AlO
O Y
wobei A eine obere Dreiecksmatrix mit Nulldiagonale der GréfRe dim(/N) und B

invertierbar ist. Daraus ergibt sich

Py PB
und pp hat 0 nicht als Nullstelle. Damit ist dim(/N') gerade die algebraische Viel-
fachheit von 0 als Eigenwert von . O
Bemerkung 5.5.7. Wenn Kern(¢’) = Kern(¢/™') gilt, dann gilt auch

Kern(¢?) = Kern(¢/*) fiir alle i > 1. Das sieht man induktiv sofort mit fol-
genden Argument:

Kern (/") = o' (Kern(o ")) = ¢ (Kern(¢')) = Kern(¢/*!) = Kern(g).

Wenn die aufsteigende Kette der Unterraume also erstmals stabil bleibt, bleibt
sie dauerhaft stabil. Das passiert aus Dimensionsgriinden also spitestens nach n
Schritten, wobei n die algebraische Vielfachheit von 0 als Eigenwert von ¢, bzw.
die Dimension von N ist. A

Bemerkung 5.5.8. Sei ¢: V' — V ein Endomorphismus mit Eigenwert A\ € K.
Dann hat fir jedes v € K der Endomorphismus

yidy —p: V =V

den Eigenwert v — \, mit gleicher algebraischer und geometrischer Vielfachheit
wie A fir . JAN

Definition 5.5.9. Es sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum,
¢: V' — V ein Endomorphismus und A € K ein Eigenwert von ¢ mit alge-
braische Vielfachheit n. Dann ist 0 ein Eigenwert von

A ldV —@
mit algebraischer Vielfachheit n und wir nennen

Eig(p, \) := U Kern ((Aidy —¢)’) = Kern (A idy —¢)")

1>1
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den verallgemeinerten Eigenraum/Hauptraum von ¢ zum Eigenwert \. Dabei
gilt

dim (Eig(gp, A)) =n. A
Proposition 5.5.10. Es sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und
w: V. — V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom iiber K in Line-
arfaktoren zerfillt. Wenn Ay, . . ., As die paarweise verschiedenen Eigenwerte von o sind,

dann gilt - -
V = Eig(p, A1) + - + Eig(p, A).

Jeder verallgemeinerte Eigenraum Eig(p, \; ) ist p-invariant, und \; idy — o daraufein-
geschrinkt ist nilpotent.

Beweis. Zunichst zeigen wir die p-Invarianz der verallgemeinerten Eigenraume.
Ist n; die algebraische Vielfachheit von \;, so gilt fiir v € Eig(¢p, A;)

(Aiid =)™ (p(v)) = (Aiid =)™ (A + p(v) = Av)
= X (Nid =)™ (v) — (\id —p)" " (v)
—0+0=0.

Somit gilt wie gewtinscht p(v) € ENig(go, Ai). Per Definition ist \; idy —¢ auf
Eig(p, \;) eingeschrankt nilpotent, hat deshalb natiirlich dort nur den Eigenwert

—~

0. Auf Eig(¢p, A;) eingeschrankt hat es deshalb nur den Eigenwert \; — ), istalso
fir j # i dort invertierbar. Daraus folgt unmittelbar

Eig(p, A1) N (Eiglp, Aa) + -+ + Eig(, \,) ) = {0)
Das kann man iterieren und erhilt mit der Dimensionsformel
ﬁm(ﬁa%kﬁ+~-+ﬁawﬁa>
—dim (Big(p, M)} + -+ + dim (Fig(p, A,))
=ny + -+ n, = deg(p,) = dim(V).
Daraus folgt V = Eig(p, ;) + - - - + Eig(ep, Ay).- O

Satz 5.5.11 (Jordan'sche Normalform). (i) Sei V' ein endlich dimensionaler K -Vektor-
raumund p: V. — V ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom iiber K
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in Linearfaktoren zerfillt. Dann gibt es eine Basis v von V/, beziiglich der die Darstellungs-
matrixvon @ Blockdiagonalgestalt hat. Die einzelnen Blocke sind Jordan-Blicke zu Eigen-
werten von @:

J,

(ii) Das charakteristische Polynomvon A € Mat,,, (K) zerfalle iiber K in Linearfaktoren.
Dann existiert P € GL,,(K) so, dass P~ AP eine Blocksumme aus Jordanblicken zu
den Eigenwerten von [i 4 ist.

(i11) Die Anzahlund GrofSe derverschiedenen Jordanblocke istin (i) und (ii) jeweils eindeu-
tig bestimmit.

Beweis. Wir betrachten die Zerlegung in die ¢-invarianten Hauptriume aus Pro-

position|5.5.10} Auf ETi:g(ga, A;) ist natiirlich auch ¢ — \; id nilpotent und wir wih-
len dafiir eine Basis wie in Proposition[5.5.3] Wegen

ergibt sich zusitzlich statt 0 der Eigenwert \; auf der Diagonalen. Insgesamt er-
gibt sich damit eine Basis wie gewiinscht.

Aussage (i7) ist wie iiblich klar aus (7). Die Eindeutigkeit in (i7i) von Anzahl und
Grofie ist klar, denn daraus ergeben sich ja gerade die Dimensionen von

Kern ((\;id —¢)’) ,
wie wir in Bemerkung[5.5.2|gesehen haben. O

Bemerkung5.5.12. Um die Jordan'sche Normalform wirklich zu berechnen, muss
man wie in Bemerkung vorgehen, aber fiir alle \; id —¢ einzeln. Man be-
rechnet die Dimensionen von allen Riumen

Kern ((\;id —p))

und daraus die Anzahl und Grofden der Jordankistchen zum Eigenwert \;. Alle
zusammen ergeben dann die Jordan’sche Normalform.

Beispiel 5.5.13. Wir bestimmen die Jordan'sche Normalform von

9 2 & 11
3 -1 -1 2
A= 3 _7 5 9 € Mat4((C)

-6 5 =7 =7
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Dazu bestimmen wir das charakteristische Polynom
pa =t" — 6t — 27¢* + 108t + 324 = (t + 3)*(t — 6)* € C[t].

Es treten also die beiden Eigenwerte 6, —3 jeweils mit algebraischer Vielfachheit
2 auf. Die geometrische Vielfachheit von 6 ist ebenfalls 2, also erhalten wir zwei
Jordanblocke der Grofie 1 zum Eigenwert 6. Die geometrische Vielfachheit von
—3istjedoch nur 1 und es gilt

dim (Kern((—31; — 4)%)) = 2.

Damit gibt es einen Jordanblock der GréfRe 2 zum Eigenwert —3. Als Normalform
erhalten wir

-3 1 00
0 -3 00
0 0 6 0
0 0 06

Definition 5.5.14. Zwei Matrizen A, B € Mat,,(K) heifden dhnlich, falls P €
GL,,(K) existiert mit
B=P AP

Das bedeutet offensichtlich gerade, dass A, B Darstellungsmatrizen desselben
Endomorphismus sind, nur beziiglich verschiedener Basen (aber vorne und hin-
ten jeweils dieselbe). A

Korollar 5.5.15. Zwei Matrizen A, B € Mat,,,(C) sind genau dann dhnlich, wenn sie
dieselbe Jordan’sche Normalform besitzen.

Beweis. Wenn A und B dieselbe Jordan’'sche Normalform besitzen, sind sie zu ihr
und damit zueinander ihnlich. Wenn A und B ihnlich sind, dann beschreiben

sie dieselbe lineare Abbildung und nur davon hingt die Jordan’'sche Normalform
ab. O

5.6 Der Satz von Cayley-Hamilton und das Minimal-
polynom
Die K -Vektorraume Mat,,, (K) und Ling (V, V') sind sogar Ringe. Dabei verwen-

det man in Mat,, (K) die bekannte Matrixmultiplikation und in Ling (V, V') ent-
sprechend die Hintereinanderausfithrung von Endormorphismen. Ist also
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Y: V. — V ein Endomorphismus, A € Mat,,(K) eine Matrix und p € K]t
ein Polynom, so ist p(¢) und p(A) jeweils ebenfalls ein Endomorphismus bzw.
eine Matrix.

Satz 5.6.1 (Satz von Cayley-Hamilton). (i) Seip: V' — V ein Endomorphismus des
endlich dimensionalen K -Vektorraums V. Dann gilt

pap(@) =0.
(ii) Fir A € Mat,,,(K) gilt pa(A) = 0.

Beweis. Wir nehmen zundchst an, dass p,, iiber K in Linearfaktoren zerfallt:
Po=(t—=A)" - (t—=X)™.

Statt mit ¢ kénnen wir dann offensichtlich mit einer Darstellungsmatrix in Jor-
dan’scher Normalform arbeiten:

Ji
J =
Iy

Dabei vereine J; € Mat,, (K) alle Jordanblocke zum Eigenwert );. Wenn man
nun J in p,, einsetzt, eliminiert der Faktor (t — \;)™* aber gerade den Block J;. Als
Produkt ergibt sich damit insgesamt die Nullmatrix.

Falls p,, nicht in Linearfaktoren zerfillt, kann man den Kérper K stets so erwei-
tern, dass p,, iber dem gréferen Kérper in Linearfaktoren zerfillt (das wird in
der Algebra bewiesen). Damit stimmt die Aussage itber dem grofleren Korper,
und damit natirlich auch tiber K. O

Beispiel 5.6.2. (i) Sei 0: R? — R? die Drehung um den Winkel 7 /2 gegen den
Uhrzeigersinn. Es gilt p, = t* + 1 und somit

pop+id=0 bzw. pop=—id.
(22) Far

A= S Matd((@)

~ &~
co Ot O
O O W

gilt py = 18¢ + 15t* — ¢* und somit
18- A+15-A*— A®=0. A
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Korollar5.6.3. Fiir A € GL,,(K) ist A~ stets eine K -Linearkombination von
Lo, A A% A™L
Dasselbe stimmit fiir invertierbare Endomorphismen eines m-dimensionalen Raums.

Beweis. Da A invertierbar ist, hat das charakteristische Polynom p 4 einem nicht-
trivialen konstanten Koeffizienten. Nach geeigneter Normierung erhalten wir al-
so mit dem Satz von Cayley-Hamilton eine Gleichung

L+ @A+ agA? + -+ @, A" =0
mit allen a; € K. Daraus ergibt sich
Ail = _G/l[m — G,QA — s — CLmAmil,

die gewiinschte Aussage. O

=5 5)

und berechnen ps = t* + ¢ + 2. Es ergibt sich

Beispiel 5.6.4. Wir betrachten

L+iA+1iA42=0

und daraus
A= 1[2—%/1:(_1 _11) A

2 11
Lemma5.6.5. Seip: V' — V ein Endomorphismus des endlich dimensionalen K -Vektorraums
V. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom q € K |t| von minimalem

Grad mit q(¢) = 0. Dasselbe stimmt fiir Matrizen in Mat,,, (K).

Beweis. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton gibt es ein nichttrivales Polynom
mit ¢ als Nullstelle, also gibt es auch ein normiertes solches Polynom von mi-
nimalem Grad. Fiir die Eindeutigkeit seien ¢y, ¢, zwei solche Polynome. Da beide
denselben (minimalen) Grad und Leitkoeffizient 1 haben, hat ¢ := ¢; — ¢» echt
kleineren Grad und es gibt ¢(¢) = qi1(¢) — ¢2(p) = 0 — 0 = 0. Wegen der
Minimalitit des Grades folgt ¢ = 0, also ¢; = ¢s. ]
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Definition 5.6.6. Sei p: V' — V ein Endomorphismus des endlich dimensiona-
len K -Vektorraums V' und A € Mat,, (K'). Das normierte Polynom g € K|t] von
minimalem Grad mit ¢(¢) = 0 bzw. ¢(A) = 0 heifdt Minimalpolynom von ¢
bzw. A. Wir verwenden dafiir die Bezeichnung

]54‘0 bzw. ﬁA. A

Beispiel 5.6.7. Das Minimalpolynom kann sich vom charakteristischen Polynom
unterscheiden. Fiir

A= ( e J(0,1) ) -

etwa gilt p4 = t> und p4 = t2. Der kleine Jordanblock ist bereits in der ersten
Potenz eliminiert, der gréfdere nach der zweiten. Eine normierte Gleichung vom
Grad 1 erfillt A offensichtlich nicht. Fiir

o OO

10
0 0 | €Maty(K)
0 0

A=J(0,3) = € Mats(K)

o O O
o O =
O = O

hingegen gilt p4 = ps = 3. Das Minimalpolynom hingt also von der GréfRe des
jeweils grofiten Jordanblocks zu jedem Eigenwert ab. A

Satz 5.6.8. Seip: V' — V ein Endomorphismus des endlich dimensionalen K-Vektor-
raums 'V .

(i) Fiirjedes ¢ € K[t mitq(yp) = Ogibtesein h € K[t| mitq = p, - h.

(i1) Das charakteristische Polynom von o zerfalle iiber K in Linearfaktoren:

Dy = (t _ )\1)m . (t _ /\T)nr‘

Sei s; die Grif3e des grofSten Jordanblocks zum Eigenwert \; von @, also genau die minimale
Zahl mit

Kern ((\;idy —¢)*) = Kern ((A; idy —p)% ).

Dann gilt
B = (E= M) (= )™

(ii1) Die Aussagen (i) und (ii) stimmen analog fir Matrizen A € Mat,,, (K).



5.6. DER SATZ VON CAYLEY-HAMILTON UND DAS MINIMALPOLYNOM 153

Beweis. Fiir (i) gelte g(¢) = 0. Wir machen Division mit Rest/Polynomdivision
und erhalten eine Gleichung

q="h-p,+r
mit h,r € K[t| und deg(r) < deg(p,). Durch Einsetzung von ¢ erhalten wir

0 =qlp) = h(p) pe(v) +r(p) = r(p)
=0
und aus der Minimalitit des Grades von p,, folgt r = 0.
(11) Wenn wir mit der Jordan'schen Normalform J von ¢ rechnen, sehen wir dass
mit g = (t — A\)® -+ (t — \,)* offensichtlich ¢(J) = 0 gilt. Ware deg(p,,) <
deg(q), so wire p,, nach (?) ein echter Teiler von ¢, also von der Gestalt

B = (=A™ - (=A™

mit mindestens einem u; < s;. Wenn 0.B.d.A. u; < s; gilt und der obere lin-
ke Block in J gerade J(\y, s1) ist, so ergibt sich als oberer linker Block in p,,(.J)
gerade

J(0,81) T (A1 — gy 81)“2 - T (A1 — Ay 51)™".

Man iiberlegt sich nur relativ leicht, dass dieses Produkt nicht die Nullmatrix ist,
ein Widerspruch. (¢i7) ist wie tiblich klar. O
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Kapitel 6

Skalarprodukte und Spektralsitze

In diesem gesamten Kapitel steht K fir die reellen Zahlen R oder die komple-
xen Zahlen C. Uber anderen Kérpern betrachtet man Skalarprodukte gewdhnlich
nicht. Auch sei V' wie bisher immer ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt ist eine
zusitzliche Struktur auf' V', die beispielsweise die Definition von Winkeln, Lin-
gen und Abstinden erlaubt. Vertrigt sich eine lineare Abbildung auf geeignete
Weise mit einem Skalarprodukt, kann man diese Tatsache fiir starke Sitze iiber
ihre Eigenwerte und Darstellungsmatrizen verwenden, sogenannte Spektralsitze.

6.1 Skalarprodukte und Normen

Definition 6.1.1. (i) Ein Skalarprodukt auf V" ist eine Abbildung
() VxV oK
(v,w) = (v, w)
welche fiir alle vy, vo, w € V und A € K folgende Bedingungen erfiillt:
(Linearitat im ersten Eintrag) (Avy + vo, w) = A(vy, w) + (v9, w)
(Hermitizitit/Symmetrie) (v,w) = (w, v)
(Positive Definitheit) (v,v) € Ryy furwv # 0.

(i7) Ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum mit Skalarprodukt heif’t euklidi-
scher Raum.

(¢17) Ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt heifst unitdrer
Raum. A

155
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Bemerkung 6.1.2. (i) Aus der Hermitizitit und der Linearitit im ersten Eintrag
ergibt sich direkt die konjugierte Linearitit im zweiten Eintrag:

(w, )\’01 + U2> = <)\U1 + UQ,’UJ>

(ii) Im Fall K = R giltja A = A fiir alle A € K. Die zweite Bedingung wird also
zur Symmetrie
(v, w) = (w,v)

und man erhilt auch die klassische Linearitit im zweiten Eintrag.
(4i7) Auch im Fall K = C gilt stets (v, v) € R. Das folgt beispielsweise direkt aus
der Hermitizitit. Andererseits folgt es fiir 0 # v auch direkt aus der positiven
Definitheit, aus der Linearitit im ersten Eintrag und der Hermitizitit erhilt man
zusitzlich

(0,v) = (v,0) =0
fir alle v € V, also insbesondere (0, 0) = 0. A

Beispiel 6.1.3. (¢) Fiir K = Rund V' = R liefert die folgende Setzung das soge-
nannte Standard-Skalarprodukt:

(V1. o)t (w1, . W)Y = V1w + -+ -+ VW

Alle Eigenschaften rechnet man direkt nach. Man kann diese Definition auch leicht
abindern, zum Beispiel zu

{(v1, .., om) (w1, . W)Y = clvywy + - - + Cp U Wi

Solange alle ¢; > 0 sind, sind alle Axiome erfllt.
(22) Fir K = C und V= C™ muss man die Definition leicht variieren, um die
Hermitizitit und die positive Definitheit zu erhalten:

((V1, - vm) (W1, W)Y = 0 + -+ + VWi

(¢i7) Auf dem reellen Vektorraum C ([—1, 1], R) erhilt man durch folgende Set-
zung ein Skalarprodukt:

(f,9) = /1f(t)g(t)dt.
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(iv) Auf dem komplexen Vektorraum C ([—1, 1], C) verwenden wir stattdessen:

(f.9): /f A

Lemma 6.1.4 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Sei V' ein Vektorraum mit Skalarpro-
dukt. Dann gilt firallev,w € V

|<U7 w>|2 < <U7U> ’ <w,w>
Beweis. Fiurw = 0 gilt die Ungleichung offensichtlich, da dann auf beiden Seiten
0 steht. Wir nehmen also w # 0 und somit (w, w) > 0 an. Fiir A € K berechnen
wir
0 < (v—Aw,v— Iw)
= (v,v) — Mw, v) — Mo, w) + A\ w, w).

Wir setzen nun fiir \ die Zahl

v, W)
(w, w)
ein und erhalten
v, w) (v, w) [ (v, w)|”
< _ AN _ AN
0 < (v,v) () (w,v) () (v,w) + (0, w)? (w, w)
_ v [w)? [0, w)?
~ T T e T )
A (U]
=y
Daraus folgt die gewiinschte Aussage unmittelbar. O

Definition 6.1.5. (i) Sei V' ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt. Fir v, w € V' \
{0} definieren wir das Winkelmaf zwischen v und w als

(v, w)
A(v,w) := arccos )
( ) (\/<U,’U> ’ \/<w>w>>

(¢1) In einem K-Vektorraum V' mit Skalarprodukt nennen wir v und w orthogo-
nal, falls
(v,w) =0

gilt. Im reellen Fall ist das dquivalent zu £ (v, w) = 7. A
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Definition 6.1.6. Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt und S C V. Dann ist
St ={veV|{vs) =0firales c S}

offensichtlich ein Untervektorraum von V. Man nennt S+ das orthogonale Kom-
plementvon Sin V. Es gilt stets

SnS*tc{o}. A

Bemerkung 6.1.7. Sei A € Mat,, ,(R) und v € R™ mit Av = 0. Das bedeutet
gerade, dass v auf allen Zeilen von A orthogonal steht, beziiglich des Standard-
Skalarprodukts. Alsoist L(A, 0) gerade das orthogonale Komplement des Zeilen-
raums von A. A

Definition 6.1.8. (i) Eine Norm auf V' ist eine Abbildung
IV - R
v = [lof

welche fiir alle v, w € V, \ € K folgende Bedingungen erfullt:

(Positive Definitheit) |v|| >0 furv#0

(Homogenitit) ||| = |A] - ||v]|

(Dreiecksungleichung) |[v + w|| < [jv]| + [Jw]|.
(27) Ein normierter Raum ist ein K-Vektoraum mit Norm. A
Bemerkung 6.1.9. (i) Beispielsweise aus der Homogenitit folgt sofort

10][ =0

fiir jede Norm. Somit nimmt eine Norm immer nur Werte > 0 an.

(¢i) Anschaulich muss man sich ||v|| als die Linge des Vektors v, also seinen Ab-
stand zum Nullvektor vorstellen. Die Axiome passen genau zu dieser Anschau-
ung. A

Proposition 6.1.10. Sei (-, ) ein Skalarprodukt auf V. Dann definiert die Setzung
[o]] := v/{v,v)

eine Norm auf V.
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Beweis. Zunichstist ||v]| = \/(v,v) € Rs, wohldefiniert, denn (v,v) > 0 gilt
furallev € V. Fur 0 # v gilt ausserdem (v,v) > 0 und damit ||v| > 0. Die
Homogenitit rechnen wir direkt nach:

Il = (v, dv) = A{v, v) = [APlv]|*.

Die Aussage folgt nach Ziehen der Wurzel. Fiir die Dreiecksungleichung berech-
nen wir

v,v) + (v, w) + (w,v) + (w, w)
lv]l* + 2Re(v, w) + fJwlf*

[v]l* + 2(v, w)| + [[w]*

[v]1* + 2[jv[llwl]] + [lw]?

= (loll + llwl)?,

wobei wir fir die letzte Ungleichung die Cauchy-Schwarz Ungleichung benutzt
haben. Nach Ziehen der Wurzel erhalten wir die Dreiecksungleichung. O

Bemerkung 6.1.11. Wie schon im Beweis von Proposition [6.1.10| gesehen, kann
man die Cauchy-Schwarz Ungleichung auch als

(v, w)] <[] - [[w]
formulieren. Dabei muss natiirlich || - || die von (-, -) induzierte Norm sein. A

Beispiel 6.1.12. (i) Aus dem Standardskalarprodukt auf R erhalten wir die Norm

[(v1, - om)' || = o + -+ 02,

Auf C™ erhalten wir analog

(w1, o) = Vo1 + -+ o,
(¢7) Nicht jede Norm auf einem Vektorraum kommt von einem Skalarprodukt.
Beispielsweise sind

(1, s V) |loo := max{|vi], ..., |vm|}

und
(1, o)1 = Jor] + -+ - + |vm]

Normen auf R™, welche nicht von einem Skalarprodukt induziert werden (Ubungs-
aufgabe). A
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Bemerkung 6.1.13. Eine Norm ||-|| auf V kann auch zur Definition von Abstinden
zwischen Vektoren benutzt werden. Man definiert

d(v,w) = [jv — w||

und kann simtliche Axiome einer Metrik nachrechnen. Insgesamt ergibt sich al-
so folgende Hierarchie der Strukturen:

Skalarprodukt = Norm = Metrik.

Dabei konnen die Pfeile im Allgemeinen nicht umgekehrt werden. A

6.2 Orthonormalbasen

Sei in diesem Abschnitt stets V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit
festgewihlten Skalarprodukt (-, -) und induzierter Norm || - ||.

Definition 6.2.1. Eine Basisv = (vy,...,v,,) von V heifdt Orthonormalbasis
(ONB), falls
(vi,vj) = 0fiiralled # j
und
||vs|| = 1 faralled
gilt. A
Konstruktion 6.2.2 (Gram-Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren). Sei-
enws, ..., w, linear unabhingige Vektoren in V. Der folgende Algorithmus pro-
duziert eine ONB (vy, ..., v,,) von Spang {wy, ..., wn,}:
(1) Setze v, 1= mw.
(i1) Angenommen vy, . . ., v;, sind bereits definiert. Dann setzen wir
k

V41 1= Wiyl — E (Wkt1, V)05
i1

und
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Beweis. Firjedes i gilt

1 1
[oil] = l==0ll = lr== |9l = 1.
B (7 R 1R

Fiur j < k gilt nun

k
(U1, 05) = <wk+1 - Z<wk+1,vi>%1}j>

i=1
k
= (Wkt1,0;) — Z(wk+lavi><viavj>'
i=1
Wenn wir nun induktiv voraussetzen, dass vy, . . ., v;, bereits orthonormal sind,
erhalten wir
(41, 05) = (W1, 05) — (Wh+1,v5) =0

und damit (vi11,v;) = O fiiralle j < k. Damit sind auch vy, . . . , vy orthonor-
mal.

An der Formel aus Schritt (i7) sieht man ebenfalls induktiv sofort, dass vy, ..., vy
denselben Raum aufspannen wie wy, ..., wy, furallek =1,... m. ]

Korollar 6.2.3. V besitzt eine ONB.

Beweis. Wir wihlen mit Korollar[3.1.17 eine Basis von V und wenden darauf das
Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren an. Dadurch erhalten wir
eine ONBvon V. O

Beispiel 6.2.4. (i) Wir betrachten die linear unabhingigen Vektoren

1 —1 0
w; = 0 , Wo = 0 , W3 = 2
2 1 1

im R3. Keiner der Vektoren hat Norm 1 und keine zwei der Vektoren sind ortho-
gonal. Durch das Gram-Schmidt-Verfahren erhalten wir zunichst

1 1 (!
V= 7—FWw =

= w=—1[0
fodl ™~ V5 \
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Im nichsten Schritt ergibt sich

—1 1 1 1 —6
@2:w2—<w2,1}1>’01 = 0 = 0 = - 0
1 Vo5 | o >\ 3
und daraus
i1 ()
Vg = —Tg = —
P 3 V2 NG X
Im letzten Schritt erhalten wir
0
U3 = w3 — (w3, v1)v1 — (W3, V2)v2 = | 2
0
und daraus
0
V3 = 1
0
Wir haben dadurch die ONB
1 —2 0
1 1
0 1

_7_07
vila ) V5l 1 ) \o

von R? konstruiert.
@) In C([—m, 7], R) betrachten wir f,: ¢t — 2, fo: t — cos(t) und den Unter-
raum

V' = Spang{f1, fo}-
Wir versehen V mit dem Skalarprodukt aus Beispiel[6.1.3](i44). Es gilt

T 2
I = [ ttae = 2o

und wir erhalten
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als erstes Element unserer ONB. Im zweiten Schritt berechnen wir

Uy = fo — (fo, v1)v1

= fg — % /;ﬂ—t COS(t)dt . f1
10
= fo+ Ffl-
Wenn man schliefdlich noch
B 40 7wt — 40
Joall? = 7 — =5 =

berechnet, erhilt man

e — | w3 fot 10 f A
fVrt—a0”? n2y/m(mt — 40) v

Proposition 6.2.5. Sei U C V ein Untervektorraum. Dann gilt

U+U-=V
und jedes Elementv € V' hat eine eindeutige Darstellung
U= Uy + Us
mitu, € U,uy € UL,

Beweis. Wir wihlen eine ONB vy, ..., v, von U und definieren firv € V

n

U= Z(U,Uﬁw

i=1

Nach Konstruktion liegt  in U und es gilt v = u + (v — ). Wir zeigen nun dass
v —u € Ut liegt. Dazu geniigtes (v — u, v;) = Ofiiralle j = 1,...,n zu zeigen.
Es gilt nun

(v —u,v5) = (v,v5) — Z(v,viﬂvi,vﬁ = (v,v;) — (v,v5) =0,

wobei wir benutzt haben, dass vy, ..., v, eine ONB ist. Somitist U + U+ = V
gezeigt.
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Die Eindeutigkeit der Summendarstellung folgt direkt aus U N U+ = {0}: aus
v = Uy + Uy = Uy + ubmituy, ) € U, ug,ub € UL folgt

/ / €L
Usu —uy =uy—uy € U™,

also 0 = u; — u} = u), — up und daraus uy = u}, us = uj. O
Definition 6.2.6. Sei U C V ein Untervektorraum mit ONB vy, ..., v,. Dielinea-
re Abbildung

gV —=U

v Z (v, v;)v;
i=1
heif3t orthogonale Projektion auf U. Weil

v = m(v) + (v — M (v))

die eindeutige Darstellung von v in U + U ist, hingt 7y nicht von der expliziten

Wahl der ONB ab. A
Korollar 6.2.7. Esistmy(v) das (eindeutig bestimmte) Element von U mit kleinstem Ab-
stand zu v:

lv —mu()|| < ||lv—u| firalleuw e U.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Bemerkung 6.2.8. Mit dem Begriff der orthogonalen Projektion kann man auch
das Verfahren von Gram-Schmidt noch anschaulicher verstehen. Die Gleichung

k

V41 i= Why1 — E <wk+lvvi>vi
i=1

besagt gerade, dass man wy.,; orthogonal auf den Span der bereits konstruierten
Vektoren projiziert und das Ergebnis von w1 abzieht. Der Vektor ¢, stehtalso
senkrecht auf den bisherigen Vektoren und muss nur noch normiert werden. A

Beispiel 6.2.9 (Regression). Es seien a = (a,...,a,)b = (b1,...,bn)" €
R™ gegeben (wobei etwa b; das Ergebnis einer Messung zum Zeitpunkt a; be-
schreibt). Wir haben nun einen Untervektorraum U C F(R,R) gegeben und
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suchen eine Funktion g € U, welche die Daten moglichst genau beschreibt. Es
sollalso g(a;) moglichst nahe an b; liegen, fiir alle ;. Wir betrachten dazu folgende
lineare Abbildung

p: U —R™
fre (flar), - flam))-

Idealerweise finden wir ein Urbild von b unter ¢, denn aus ¢(g) = bfolgt g(a;) =
b; fur alle ;.

Es kann aber natiirlich auch passieren, dass b nicht im Bild ¢(U) liegt. Korollar
[6.2.7legt dann nahe, b orthogonal auf Bild(¢) zu projizieren und dann ein Urbild
von 7,1y (b) zu wihlen. Aus

p(9) = T (D)
folgt dann, dass

le(g) = BlI* =D (g(ai) — b:)*
=1
kleinstmoglich ist, unter allen Funktionen aus U (wir benutzen das Standard-
Skalarprodukt auf R™). Die Summe der Fehlerquadrate wird hier also minimiert.
Im Fall dass
U={t—r+st|rseR}

der Unterraum aller affin linearen Abbildungen ist, nennt man das beschriebene
Vorgehen auch lineare Regression. Da U von den beiden Funktionen ¢ — 1 und
t — t aufgespannt wird, gilt

p(U) = Spang {e, a}
mite = (1,...,1)". Als ONB von ¢(U) erhilt man mit dem Gram-Schmidt Ver-
fahren daraus

1 1
V] = —=e, Uy = —C
Vm' el
mit
c=a— {a.€) e.
m
Damit ergibt sich

T (b) = <b7’ne>€ + <HbC,HC2>

_1 ((b,e)—w) L

m lell? lel?
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Als Urbild unter ¢ erhalten wir die Funktion

gt k(g Lled) 0,

el lefl*

ImFalla = (0,1,2),b = (1,2, %) ergibt sich so beispielsweise die Funktion
g:t— g + %t.

|

6.3 Spektralsitze
In diesem Abschnitt seien V, W, X stets endlich-dimensionale K-Vektorriume
mit Skalarprodukt.
Proposition 6.3.1. (i) Die folgende Abbildung ist bijektiv:
V=V
v (-, 0).

Im Fall K = R ist ¢ linear, also ein Isomorphismus. Im Fall K = C ist ¢ additiv und
konjugiert linear.
(1i) Istv = (v1,...,0m) eine ONBvon V, soist L(v) := (t(v1), ..., t(vy)) genau die
zu v duale Basis.

Beweis. (i): Fur festes v € V ist die Abbildung
(,u): V=K
x> (x,v)

linear, also ein Element von V. Die Aussagen iiber die Linearitit von ¢ ist klar.
Fir die Injektivitit nehmen wir ¢(v;) = ¢(v9) an, also (x,v1) = (z,vy) fir alle
x € V. Daraus folgt

0= (z,v1) — (x,v2) = (x,v] — Vg)
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und fiir x := vy — vy daraus 0 = ||v; — )%, also vy = vy.
Fir die Surjektivitit wihlen wir 0 # f € V' (der Fall f = 0 ist klar). Dann gilt
Kern(f) C V und also existiert ein 0 # w € Kern(f)*. Wir setzen

ﬁ}ﬁzw € Kern(f)*
Dann gilt
2 2
ol = U i = VEOE — rw)

Firjedes x € V gilt

x — f(x)v € Kern(f),

f)
wie man direkt sieht. Daraus folgt nun
0= o= 800) = (a0) = TP = (010 - £,
Das zeigt f = ¢(v).
(i1) ist offensichtlich wegen
o) =t = { o 15 0

Definition 6.3.2. Fiir A = (a;;), ; € Mat,, ,(C) bezeichnen wir mit

,L"

A=A = @)y ger, o € Mal 0 (C)

geeny 3 )=1,.00y

die zu A adjungierte Matrix. Fiir reelle Matrizen stimmt A* offensichtlich mit A’
tiberein. A

Satz 6.3.3. (i) Zu jeder linearen Abbildung p: V' — W existiert genau eine lineare Ab-
bildung o*: W — V mit

(p(v), w) = (v, p*(w))

firallev € V,w € W (man beachte, dass das Skalarprodukt links das in W, rechts
dasjenigeinV ist).
(i1) Sind v, w ONBsvon V bzw. W, so gilt

Mw,y(Sp*) = My,w(@)*-
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Beweis. (z): Wir definieren
(p*:Lilo(p/OL,

wobei ¢’: W — V’ die zu ¢ duale Abbildung ist (vergleiche Abschnitt[3.2.5):

v <L

V <~ w
¢
Da in der Hintereinanderausfithrung im komplexen Fall zwei konjugiert lineare
Abbildungen auftreten, ist ¢* linear. Offensichtlich erfillt o* die Bedingung:

(p(v),w) = Uw)(e(v)) = &' (L(w)) () = (v, 0 (¢ (L(w)))) = (v, 9" (W))-

1

Umgekehrt besagt die geforderte Gleichungja gerade ¢* = 1~ 'op’or. Das beweist

die Eindeutigkeit.
(¢2) ist klar mit Satz Korollar (13) und der Beobachtung dass ¢~ kon-

jugiert linear ist. O

Definition 6.3.4. Die Abbildung ¢* aus Satz6.3.3|heift die zu  adjungierte Ab-
bildung. A

Beispiel 6.3.5. Wir betrachten V = W = R? mit dem Standard-Skalarprodukt.
(1) Sei p: R? — R? die Spiegelung an der x-Achse. Sie hat beziiglich der Stan-
dardbasis die Darstellungsmatrix

s=(10)

Esgilt S* = S = 5, also ist p* = .
(13) Die Drehung dy: R? — R? um den Winkel 0 (gegen den Uhrzeigersinn) hat
beziiglich der Standardbasis die Darstellungsmatrix

_( cos(f) —sin(6)
Dy = ( sin(f)  cos(0) € Mat>(R)
Es gilt
Dy =Dj=D_g=D,".
Esist dj also die Drehung um # im Uhrzeigersinn, also gerade die Umkehrabbil-
dung zu dy.
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(i) Sei
p: R? = R®
(a,b) = (,0)

die Verkettung einer Projektion und einer Spiegelung. Die Darstellungsmatrix
von ¢ beziiglich der Standardbasis ist

0 1

= (00)

. . (00
A_A_(l 0).

T R? — R?
(a,b) — (0, a). A

und wir erhalten

Also gilt

Lemma6.3.6. Fiirp: V — Wundy: W — X gilt:
@) (o) =@ oy und (o) = o.
(i) Kern(y*) = Bild(p)".
(i71) Kern(yp) = Bild(p*)*.
Beweis. (i) rechnet man direkt anhand der Definition nach:
((Yop)(v), ) = (Y(p(v)), z) = (p(v), ¥"(x)) = (v, " (¥ (2))) = (v, (p*o¢7)(z))

und

(" (w),v) = (v, p*(w)) = (p(v),w) = (W, p(v)).
Fiir (i7) sehen wir
w € Kern(¢p") < ¢*(w) =0
& (v, " (w) =0 YveV
S (pv),w)=0 YveV
& w € Bild(p)*.

(i17) folgt schlieilich direkt aus (i) und (i7). O
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Definition 6.3.7. (i) Sei ¢p: V — V ein Endomorphismus.
(1) ¢ heilt selbstadjungiert (bzw. symmetrisch im Fall K = R), falls
© = p*gilt.
(2) ¢ heifdt unitar (bzw. orthogonal im Fall K = R), falls ¢ bijektiv ist und
o1 = p*gilt.
(3) p heiflt normal, falls p 0 p* = p* o pgilt.
(i1) Sei A € Mat,,(K) eine Matrix.
(1) A heifdt Hermitesch (bzw. symmetrisch im Fall K = R), falls
A= A* gilt.
(2) Aheifltunitdr (bzw. orthogonal im Fall K = R), falls A invertierbar ist und
A1 = A* gilt.
(3) AheifSt normal, falls AA* = A*Agilt.

Offensichtlich ist jede Hermitesche/symmetrische und jede unitire/orthogonale
Abbildung/Matrix normal. A

Bemerkung 6.3.8. Sei p: V' — V ein Endomorphismus und v eine ONB von V.
Dann ist ¢ nach Satz (17) genau dann selbstadjungiert/symmetrisch/ uni-
tar/orthogonal/normal, wenn M, , () jeweils die entsprechende Eigenschaft hat.

A

Bemerkung/Beispiel 6.3.9. (i) In Beispiel [6.3.5]ist die Abbildung/Matrix aus (¢)
symmetrisch, die aus (i7) orthogonal und die aus (¢i7) nicht einmal normal. In

(i) gile
. (10 .. (00
AA—(OO)undAA_<Ol)'

(¢i) Eine Matrix A € Mat,, (K) ist unitar/orthogonal, genau dann wenn die Spal-
ten eine ONB von K™ bilden, beziiglich des Standard-Skalarprodukts. Das ist ei-
ne direkte Umformulierung der Bedingung A*A = [,,,.

(i77) Unitdre/orthogonale Abbildungen erhalten das Skalarprodukt:

(p(v), p(w)) = (v, ¢*(p(w))) = (v, w).

Erst recht erhalten sie auch die Norm:

le@)II* = {p(v), ¢(v)) = (v, v) = [lv]*. A
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Proposition 6.3.10. Seip: V' — V einnormaler Endormorphismus mit Eigenwert \ €
K. Dann gilt

Eig (e, A) = Big(¢", \)
und insbesondere Spec(*) = Spec(p) := {X | A € Spec(p) } .

Beweis. Firv € V gilt

(0(v) = A, p(v) = Av) = (p(v), p(v)) = Mp(v),v) = Mo, @(v)) + [A*(v,v)
= (v, ©"((v)) = AMv, " (v)) = Me*(v),v) + N> (v, v)
= (0, (¢ (1)) = v, ©*(v)) = M@*(v),v) + [A* (v, v)
= (" (1), " (v)) = Mv, ©"(v)) = A" (v),v) + [A[*(v, v)
= (¢"(v) = A, ©*(v) — Av)

Man beachte, dass wir fiir die dritte Gleichheit die Normalitit von ¢ benutzt ha-
ben. Insbesondere gilt nun

v € Eig(p, \) & [lo(v) = W[* =0 & [¢*(v) = M|* = 0 & v € Eig(p", M),
die gewiinschte Aussage. O

Satz 6.3.11 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen/Matrizen).

(i) Seip: V' — V normal und p,, zerfalle iiber K in Linearfaktoren. Dann existiert eine
ONBvon V' die aus Eigenvektoren von o besteht. Insbesondere ist p diagonalisierbar.

(ii) Sei A € Mat,,,(K) normal und p 5 zerfalle iiber K in Linearfaktoren. Dann existiert
eine unitire/orthogonale Matrix P € GL,,(K) fiir die P~' AP Diagonalgestalt hat.

Beweis. Wir beweisen (i) mit Induktion nach m. Der Induktionsanfang m = 1ist
klar. Im Fall von allgemeinem m wihlen wir einen Eigenwert A von ¢ und dazu-
gehorigen Eigenvektor v; € V. Diese existieren, da p,, iiber K in Linearfaktoren
zerfillt.

Wir betrachten nun U := {v;}* und zeigen, dass o(U) C U gilt, also U ein
sogenannten invarianter Unterraum von ¢ ist. Fir u € U gilt

(p(u),v1) = (u, 9" (v1)) = <uaxvl> = Mu,v) =0,

also ¢(u) € U. Fiir die zweite Gleichheit haben wir Proposition[6.3.10} also die
Normalitit von ¢ benutzt. Genauso sieht man auch ¢*(U) C U.
Wir betrachten nun ¢ := ¢jy: U — U. Es gilt¢* = Pl

(Y(u1), u2) = (p(ur), uz) = (u1, p*(u2)).
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Also ist auch ) normal. Wie im Beweis von Satz sieht man, dass p,, gera-
de der Kofaktor von t — X in p,, ist, also selbst wieder iiber K zerfillt. Wegen
dim(U) = m — 1 konnen wir nun die Induktionsvoraussetzung auf ¢ anwen-
den, es existiert also eine ONB von U aus Eigenvektoren von 1. Zusammen mit

o v1 erhalten wir damit eine ONB von V aus Eigenvektoren von .

(i7) ist nun mit Beispiel[6.3.9](i7) klar. ]

Satz 6.3.12 (Spektralsatz fir selbstadjungierte/symmetrische Endormophismen/
Matrizen).

(i) SeiK = Cundp: V — V selbstadjungiert. Dann sind alle Eigenwerte von @ reell und
es existiert eine ONB von V' aus Eigenvektoren von . Insbesondere ist © diagonalisierbar,
mit einer reellen diagonalen Darstellungsmatrix.

(i) Sei A € Mat,, (C) Hermitesch. Dann existiert eine unitire Matrix P € GL,,,(C) so
dass P! AP eine reelle Diagonalmatrix ist.

(1i1) SeiK = Rund ¢ : V' — V symmetrisch. Dann zerfillt p, iiber R in Linearfaktoren,
es existiert eine ONB von V' aus Eigenvektoren von o und o ist somit diagonalisierbar.
(iv) Sei A € Mat,, (R) symmetrisch. Dannexistiert eine orthogonale Matrix P € GL,,,(R)
so dass P~ AP eine (reelle) Diagonalmatrix ist.

Beweis. Selbstadjungierte/symmetrische Abbildungen/Matrizen sind normal, wir
kénnen also Satz[6.3.11lanwenden.

Fir (7) ist also nur noch zu zeigen, dass alle Eigenwerte von ¢ reell sind. Das folgt
aber direkt aus Proposition[6.3.10] (%) ist damit ebenfalls klar.

Fiir (74¢) miissen wir nur zeigen, dass p,, iiber R zerfillt. Fiir jede beliebige ONB
vvon V ist M,,(p) € Mat,,(R) eine symmetrische Matrix. Als Element von
Mat,, (C) ist sie deshalb selbstadjungiert und die Aussage folgt aus (i7). (iv) folgt
direkt aus (77). O

Fir reelle orthogonale Abbildungen/Matrizen kénnen wir offensichtlich nicht die
Diagonalisierbarkeit beweisen, wie man an Drehungen sieht. Dasist aber die ein-
zige Einschrinkung, wie wir nun sehen.

Satz 6.3.13 (Spektralsatz fiir unitire/orthogonale Endormophismen/Matrizen).
(i) SeiK = Cund p: V. — V unitir. Dann haben alle Eigenwerte von ¢ Betrag 1 und
es existiert eine ONBvon V aus Eigenvektoren von p. Insbesondere ist p diagonalisierbar,
mit einer diagonalen Darstellungsmatrix deren Diagonaleintrige Betrag 1 haben.

(i1) Sei A € Mat,,,(C) unitéir. Dann existiert eine unitire Matrix P € GL,,,(C) so dass
P~ AP eine Diagonalmatrix ist, deren Diaognaleintrige Betrag 1 haben.
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(i7i) SeiK = Rund p: V. — V orthogonal. Dann existieren paarweise orthogonale und
p-invariante Unterrdume Uy, . .., Uy von V mit

V=U+--+U
und dim(U;) = 1 oder 2 fiir alle i. Im Fall dim(U;) = 1ist @y, = =£idy,, im Fall
dim(U;) = 2ist |y, eine Drehung.
(iv) Sei A € Mat,,,(R) orthogonal. Dann existiert eine orthogonale Matrix P € GL,,(R)
so dass P~ AP von der folgenden Gestalt ist:

1

D

T

Dabei sind die Dy, € Mato(R) Drehmatrizen.

Beweis. Unitdre/orthogonale Abbildungen/Matrizen sind normal, also konnen wir
Satz anwenden.

Fiir (i) ist damit nur noch zu zeigen, dass die Eigenwerte von ¢ Betrag 1 haben.
Das folgt aber aus Proposition|[6.3.10, denn es gilt

Big (7, \) = Big (", %) = Big (¢~',}) = Big (2, X ).

somit A = A und deshalb 1 = AX = |\|%. Auch (i4) ist damit Klar.
Fiir (7i7) wahlen wir eine ONB v von V' und betrachten die orthogonale Darstel-
lungsmatrix

A= M,,(p) € Mat,,(R).

Als Element von Mat,,,(C) ist A dann unitir und somit ist die lineare Abbildung

fa: C™ — C™
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ebenfalls unitir (beziiglich des Standard-Skalarprodukts auf C™). Mit (i) haben
also alle Eigenwerte von p4 Betrag 1 und wir erhalten eine ONB von C™ aus Ei-
genvektorenvon y 4. Weil p 4 ein reelles Polynom ist, treten die Eigenwerte in kon-
jugierten Paaren auf:

O:pA(A> = OZG:pA()\) = pa ()\)
Dabei gilt

v € Eig(pa, A) = v € Eig(pa, M),
denn 14 (7) = AT = Av = \v = M. Fiir v € C™ gilt weiter

Spanc{v,7} = Spanc{v +7,i(v —7)}.
—— —
GR"L

Deshalb kann man fir die Eigenrdume zu den reellen Eigenwerten (hochstens
+1) eine Basis (und damit eine ONB) aus R wihlen. Das iibersetzt sich direkt
in eindimensionale Unterriume U; von V. Fiir einen echt komplexen Eigenwert
A mit Eigenvektor v € C™ ist ¥ ein Eigenvektor zu A # A und deshalb sind v, ©
orthogonal und insbesondere linear unabhingig. Es gilt also

2 = dim¢ Spang{v, 7} = dim¢ Spang{v + 7,i(v — v)}.

Also sind die beiden reellen Vektoren v + v, i(v — ) ebenfalls linear unabhiangig
und Spang{v+7,i(v—71)} ist ein 2-dimensionaler invarianter R-Unterraum von
4. Eine orthogonale Abbildung eines zweidimensionalen reellen Raums ohne
reelle Eigenwerte muss aber eine Drehung sein, wie man sich leicht iiberlegt (zum
Beispiel mit Bemerkung (¢1)). Damit ist (7i7) bewiesen und (iv) folgt direkt
daraus. O

Bemerkung 6.3.14. Die Spektralsitze besagen anschaulich, dass es nur die offen-
sichtlichen selbstadjungierten / symmetrischen... Endomorphismen gibt. Wenn
man eine geeignete ONB wihlt, skaliert eine solche Abbildung einfach in jede
Richtung mit einem entsprechenden Faktor/Eigenwert. Nur im reellen orthogo-
nalen Fall konnen noch zweidimensionale Drehungen auftreten. A

Bemerkung 6.3.15 (Funktionalkalkiil). Manipuliert man die Diagonalelemente ei-
ner Diagonalmatrizen D € Mat,,(C) auf gewisse Weise, so erhilt man eine neue
Diagonalmatrix, die sich oft wie erwartet verhilt. Ist etwa
D = diag()\y, ..., A\y) und setzen wir

VD = diag(\/)\_l, e \/E)
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so gilt VDV D = D. Ist eine Matrix nicht diagonal, so geht das nicht mehr
so leicht eintragsweise, da ja Matrixmultiplikation nicht eintragsweise funktio-
niert. Ist aber P~* AP = D eine Diagonalmatrix, so kénnen wir

VA :=PVvDP!
setzen und erhalten

VAVA = PVDP'PVDP! = PVYDVDP' = PDP! = A,

Man kann also aus jeder normalen komplexen Matrix eine Wurzel ziehen.
Allgemeiner erhilt man mit jeder auf dem Spektrum von A definierten Funktion
f die Matrix

f(4) = PF(D)P!

mit den erwarteten Eigenschaften. A

6.4 Positivsemidefinite Matrizen

Wir bezeichnen mit
Her,,(C) := {A € Mat,,(C) | A" = A}
die Menge aller Hermiteschen komplexen Matrizen und mit
Sym,,(R) := {A € Mat,,(R) | A* = A} = Her,,(C) N Mat,,(R)

die Menge aller symmetrischen reellen Matrizen. Bei beiden Mengen handelt es
sich (nur) um R-Vektorriume.

Definition 6.4.1. Eine Matrix A € Her,,(C) heifit positivsemidefinit, wenn alle
ihre Eigenwerte > 0 sind. Sie heif3t positivdefinit, wenn alle ihre Eigenwerte > 0
sind. Wir verwenden dafiir die Notation

A>0 bzw. A>0. A

Bemerkung 6.4.2. (i) Hermitesche Matrizen haben nur reelle Eigenwerte, nach
Satz [6.3.12] Deren Nichtnegativitit ist die zusitzliche Forderung in der letzten
Definition.

(ii) Wegen Sym,,,(R) C Her,,(C) gilt die letzte Definition natiirlich auch fiir re-
elle symmetrische Matrizen. A
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Definition 6.4.3. Sei A € Mat,,,(K). Ein Hauptminor von A ist die Determinan-
te einer quadratischen Untermatrix von A, die durch Streichung derselben Zeilen
wie Spalten aus A entsteht.

Ein fithrender Hauptminor ist die Determinante der quadratischen Unterma-
trix, die durch Streichung der letzten k Zeilen und Spalten aus A entsteht, fiir
eink=0,...,m—1. JAN

Der folgende Satz fasst die wichtigsten alternativen Formulierungen fiir positive
Semidefinitheit zusammen:

Satz 6.4.4. Fiir A € Her,,(C) sind dquivalent:
(@) A>=0.
(i1) A = B*Bfiirein B € Mat,,(C).
(iii) v*Av > Ofiirallev € C™.
(iv) Alle Hauptminoren von A sind nichtnegativ.
Ist A € Sym,,(R), so kann in (ii) und (iii) jeweils R statt C gewdhlt werden.

Beweis. Fiir den Beweis wihlen wir mit Satz[6.3.12]eine unitire Matrix P € GL,,(C)
mit
P'AP = P*AP = Diag(\1, ..., An) = D,

wobei die \; € R die Eigenwerte von A sind.
Fiir ()= (ii) benutzen wir, dass man fiir \; > 0in R eine Wurzel v/\; > 0 finden

kann. Wir setzen
\/5 = Dlag (\/ )\1, ceey )\m) )

berechnen
A=PDP = PYDVDP' = (VDP*) VDP'
und haben (7¢) bewiesen. Fiir (¢7)=-(¢¢7) rechnen wir
v*Av = v*B*Bv = (Bv)" Bv = ||Bv||* > 0,

wobei wir die Standardnorm auf C™ benutzt haben. Fiir (i7¢)=(iv) beobachten
wir, dass (i47) natiirlich auch far D gilt, denn

v*Dv = (Pv)*APv > 0.
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Mit v = e; sieht man so, dass \; > 0 fiir alle 7 gelten muss. Damit gilt
det(A) = det(PDP~') = det(D) = Ay -~ A > 0.

Mit A erfillt auch jede Untermatrix, die durch Streichung derselben Zeilen wie
Spalten entsteht, die Bedingung (i77). Damit sind alle Hauptminoren von A nicht-
negativ.

Aussage (iv)=(7) beweisen wir durch Induktion iber m. Der Fall m = 1 ist klar.
Im allgemeinen Fall zeigen wir die Aussage nun durch Kontraposition, nehmen
also an, dass A nicht positiv semidefinit ist. Wenn genau eines der \; negativ
und alle anderen positiv sind, gilt offensichtlich det(A) < 0. Ansonsten wih-
len wir zwei orthonormale Eigenvektoren v,w € C™ von uy zu Eigenwerten
Ai <0,); <0.Dazu findenwirr € C, so dass

rz:=v+rweCm

mindestens einen Nulleintrag hat. Wenn wir in z nun diesen Eintrag und in A die
entsprechende Zeile und Spalte streichen, erhalten wir eine Untermatrix A und
T € C™ ! mit
P*A% = 2" Ax
= (v+rw) A(v + rw)
= v*Av + Tw* Av + rv* Aw + |r*w* Aw
=\ + ’T’Q)\j < 0.

Also erfiille A die Bedingung (zi7) nicht. Da (i)=-(zi7) bereits bewiesen ist, erfiillt
A die Bedingung (i) nicht. Nach Induktionsvoraussetzung existiert also ein ne-
gativer Hauptminor von A und somit natiirlich auch von A. Die Aussage iiber
symmetrische Matrizen ist klar aus dem Bewetis. O

Beispiel 6.4.5. Die Matrix
1 2 -1
A= 2 4 =2
-1 -2 1

ist positiv semidefinit. Man kann zum Beispiel zuerst

pa =1"—6t> = t*(t — 6)
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und daraus die Eigenwerte 0, 0, 6 berechnen. Eine ONB des R? aus Eigenvektoren
von 4 ist zum Beispiel

(1 I 1 L
yvp=—=| 1 |, v

VAR VA A

V1 =

Mit P = (vy, v9, v3) erhilt man dann
P'AP = P~'AP = Diag(0,0,6) =: D
und fiir
0
0

0
B=vDP'=| 0
12 -1

N OO

giltsomit B'B = A. Mankannvon A aberauch alle 7 Hauptminoren ausrechnen,
sie sind alle nichtnegativ. A

Auch die positive Definitheit kann man so dhnlich charakterisieren:
Satz 6.4.6. Fiir A € Her,,,(C) sind dquivalent:
() A>0.
(11) A > Qund A invertierbar.
(ii)) A = B*Bfiirein B € GL,,,(C).
(iv) v*Av > Ofirallev € C™ \ {0}.
(v) Alle fiihrenden Hauptminoren von A sind strikt positiv.
(vi) Esist (v, w) := w* Av ein Skalarprodukt auf C™
Ist A € Sym,, (R), so kann in (iii), (iv) und (vi) jeweils R statt C gewihlt werden.

Beweis. Die Aquivalenz von (i)-(iv) ist klar, bzw. wird genau wie in Satz be—
wiesen. Es sind weiter (iv) und (vi) offensichtlich dquivalent. Zu (v) kommt man
direkt von (i) und der Beobachtung, dass sich (iv) und damit (i) auf Untermatri-
zen Ubertragt. Wir setzen schliefilich (v) voraus und zeigen (ii7) per Induktion
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tiber m. Der Induktionsanfang m = 1 ist dabei wieder klar. Im allgemeinen Fall
schreiben wir

1= ()
(% a

mit A € Her,,_,(C),v € C" 'unda € R. Dannsind natiirlich auch die fithren-
den Hauptminoren von A strikt positiv und A erfiillt nach Induktionsvorausset-
zung (i77) und somit alle Bedingungen. Insbesondere ist A invertierbar und die
Spalten von A spannen also C”~! auf. Wir eliminieren nun mit Spaltentransfor-
mationen v und mit den dazu konjugierten Zeilentransformationen v*. Es gibt

also P € GL,,(C) mit )
san_ [ A0
par— (A10).

det(A) - b = det(P*AP) = | det(P)|* det(A) > 0
und daraus b > 0. Wir finden ein B € GL,,_;(C) mit

A=DB*B

B:(f%%)em%@)

also B*B = P*AP,also A = (BP~!)" BP~'. Also erfiillt A die Eigeschaft (iii).
Ol

Bemerkung 6.4.7. Fir positive Definitheit reicht es aus, die fithrenden Haupt-
minoren zu betrachten. Fiir positive Semidefinitheit stimmt das nicht, wie man

an der Matrix
0O O
0 —1
bereits sieht. A

a=( 45

ist positiv definit, denn die fithrenden Hauptminoren sind 1 und det(A4) = 1.
Also erhalten wir durch folgende Setzung ein Skalarprodukt auf R?:

{(a,b)', (c,d)") = (¢, d)A(a,b)! = ac — bc — ad + 2bd. A

Es folgt

und erhalten mit

Beispiel 6.4.8. Die Matrix
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Kapitel 7

Bilinearformen

In diesem Kapitel seien V, W, X stets endlich dimensionale Vektorriume tiber
dem Korper K. Statt linearer Abbildungen betrachten wir nun sogenannte Bili-
nearformen. Skalarprodukte im reellen Fall sind Beispiele hierfiir, aber wir ent-
wickeln die Theorie jetzt deutlich allgemeiner.

7.1 Grundbegriffe
Definition 7.1.1. (i) Eine Abbildung
B:VxW—=X
heif3t (K)-bilinear, falls firjedes v € V,w € W die Abbildungen

Bu,): W — X
Blw): V=X
K-lineare Abbildungen sind.

(¢i7) ImFall X = K nenntman eine bilineare Abbildung auch eine (K)-Bilinearform.
A

Beispiel 7.1.2. (i) Fiir jede Matrix A € Mat,, ,,(K) ist durch folgende Vorschrift
eine Bilinearform definiert:

Ba: K™ x K" = K
(v,w) = v Aw.

181
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Fir A = (a;j), ; kann man das so ausschreiben:

i,
m n
Balv,w) = Z Z VW,

i=1 j=1
(i1) Ist V ein euklidischer Raum, so ist das Skalarprodukt
(,): VxV =R

eine Bilinearform.
(i73) Sind f € V', g € W' Linearformen, so ist

fg: VxW—=K
(v,w) = f(v)g(w)
eine Bilinearform.
(iv) Die Matrixmultiplikation
Mat,, . (K) x Mat,.,(K) — Mat,, ,(K)
(A,B) — AB
ist eine bilineare Abbildung.
(v) Es ist
det: K2 x K? 5 K
(v, w) — det(v, w)
eine Bilinearform.

(vi) Die Menge
Bilg (V x W, X)

aller bilinearen Abbildungen von V' x W nach X bildet einen K -Vektorraum, be-
ziiglich den punktweise definierten Verkniipfungen. A

Fiir Bilinearformen gilt eine dhnliche Aussage wie Korollar3.2.10|fiir lineare Ab-
bildungen:

Satz 7.1.3. Sei §: K™ x K™ — K eine Bilinearform. Dann existiert genau ein A €
Mat,, » (K) mit
B = pa.
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Die Zuordnung

b: Mat,, ,(K) — Bilg (K™ x K", K)
A Ba

ist ein Isomorphismus von K -Vektorriumen.
Beweis. Firi=1,...,mundj =1,...,n setzen wir
aij = P(ei ;)

und damit A = (a;;); ;. Fiirv € K™, w € K" giltdann

B(v,w) =p (Z Uiei,ijej>
i=1 =1

> viwiBlere))
1

% j=1

n
Z viw;a;; = Ba(v,w).

=1

m
i=1

Fiir die zweite Gleichheit haben wir dabei die Bilinearitit von [ benutzt. Aus der
Gleichung

Qi; = 5A(€z', €j> = 5(617 ej)

folgt direkt, dass A durch 5 eindeutig bestimmt ist. Somit ist b bijektiv und die
Linearitat ist klar. O

Konstruktion 7.1.4. Sei 3: V x W — K eine Bilinearform und v, w Basen von
V bzw. W. Dann ist

Oy X @t K™ X K" =V xW
(e;d) = (#u(€), pu(d))

ein Isomorphismus und somit 5 o (¢, X ¢,) eine Bilinearform auf K™ x K™.
Nach Satz gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix A € Mat,,, , (/) mit

Bo (P X ou) = Ba



184 KAPITEL7. BILINEARFORMEN

VxW-L oK

PvXPw
T %

K™ x K™

Diese Matrix heifst Darstellungsmatrix von /3 beziiglich v und w. Wir verwenden
dafiir die Notation

oM (f).

Die Konstruktion von , M,, (/) ist leicht, der (i, j)-Eintrag ist gerade
Bo(pu X pu)lei,e;) = Blvi, w;).
Man erhilt furv € V,w € W gerade

Bv,w) = & (v)" s Mu(B)€w(w). A

Beispiel 7.1.5. (i) Sind ¢, ¢’ jeweils die Standardbasen von K™ und K", so gilt fiir
jedes M € Mat,, »,(K)

eMe(Ba) = A
(i) Fiir eine Matrix A = (a;;), ; € Mat,,(K) definieren wir die Spur als

tI(A) = Zaii € K.
=1

Fiir die Bilinearform

B: Mate(K) x Maty(K) — K
(A, B) — tr(AB)

und die Basis

=((06)( ) ()5 1))

UMQ(/B> =

—_

erhalten wir

|
o O O
o= O O
o O = O
_— o O O



7.2. SYMMETRISCHE BILINEARFORMEN 185

Lemma?7.1.6. Fiir A, B € Mat,, ,,(K) sind Gquivalent:

(i) Awund B sind Darstellungsmatrizen derselben Bilinearform, nur beziiglich eventu-
ell unterschiedlicher Basen.

(i) Esgibt P € GL,,,(K)und Q € GL,(K) mit P'AQ = B.
(i11) Aund B sind dquivalent (siehe Definition[3.2.33).
Beweis. (i) ist genau die Existenz eines folgenden kommutativen Diagrammes:

K™ x K™

vaEwT &\

VxW-L 2K

QOQ/ X (’Dﬂ/ T
BB

K™ x K™

KPXHQ

Farc € K™, d € K™ giltalso

¢! Bd = Bp(c,d) = Bao(upxpug)(c,d) = Ba(Pc,Qd) = (Pc)! A(Qd) = ¢! P'AQd.

Daraus folgt direkt B = P'AQ), also (i1).
Da mit P! natiirlich auch P invertierbar ist, folgt die Aquivalenz von (ii) und (i43).
Unter der Annahme von (i) betrachten wir folgendes kommutatives Diagramm:

Kmx Kn AL K

,uPXMQT /
B

K™ x K™

Esist A immer eine Darstellungsmatrix von 4. Am Diagramm sieht man aber,
dass auch B eine Darstellungsmatrix von (34 ist. Damit ist (i) gezeigt. O
7.2 Symmetrische Bilinearformen

In diesem Abschnitt betrachten wir stets nur einen (endlich dimensionalen) K -
Vektorraum V und Bilinearformen auf V:

B:VxV =K.
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Nicht vollig iiberraschend wihlen wir jetzt auch in beiden Kopien von V' dieselbe
Basis v und betrachten die Darstellungsmatrix

+M,(5) € Mat,,,(K).

Zwei verschiedene Darstellungsmatrizen A, B € Mat,,, (K) von [ erfiillen dabei
gerade

P'AP =B
fiirein P € GL,,(K ), wie man am Beweis von Lemmal7.1.¢|direkt sieht.

Definition 7.2.1. A, B € Mat,,(K) heilen kongruent, wenn P € GL,,(K) exi-
stiert mit
P'AP = B.

Das bedeutet gerade, dass A und B Darstellungsmatrizen derselben Binlinear-
form aufeinem Raum sind, nur beziiglich eventuell unterschiedlicher Basen (aber
in beiden Kopien jeweils dieselbe). A

Bemerkung 7.2.2. Hier eine Ubersicht iiber die bisher eingefiihrten Aquivalenz-
begriffe fiir Matrizen und ihre jeweilige Bedeutung:

A, B € Mat,, ,(K) A, B € Mat,,(K)
lineare Abbildungen | P~'AQ = B dquivalent | P~'AP = B dhnlich
Bilinearformen P'AQ = B dquivalent P'AP = B kongruent

Aquivalenz von zwei Matrizen kann man nach Satz[3.2.32)einfach durch Vergleich
des Rangs entscheiden. Ahnlichkeit kann man zumindest itber C nach Korollar
[5.5.15|durch Vergleich der Jordan'schen Normalform entscheiden. Mit Kongruenz
beschiftigen wir uns im folgenden. A

Definition 7.2.3. Eine Bilinearform 5: V' x V — K heif3t symmetrisch, falls
Ao, w) = B(w,v)

fur alle v, w € V gilt. A

Beispiel 7.2.4. (i) Die Bilinearform

f: Mat,, (k) x Mat,,(K) — K
(A, B) — tr(AB)
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ist symmetrisch (Ubungsaufgabe).
(22) Fur
0 1
(o)

Ba: Q*xQ* = Q
((a, b), (e, d)t) — ad

ist die Bilinearform

ist nicht symmetrisch. A

Lemma 7.2.5. Die Bilinearform 3: V x V' — K ist genau dann symmetrisch, wenn
eine/jede Darstellungsmatrix , M, () eine symmetrische Matrix ist.

Beweis. Ist ,M,(8) = A = A eine symmetrische Darstellungsmatrix von 3, so
giltfirv,w e V

Ist umgekehrt 5 symmetrisch, so gilt fir jede Basisv = (vy, ..., v,,) von V
B(Uh U]) = B(Uﬁ Ui)a

also stimmen (i, j)- und (7, 7)-Eintrag in der Darstellungsmatrix , M, (/) iiber-
ein. []

Satz 7.2.6 (Hauptachsentransformation). Sei K ein Korpermit1 + 1 # 0.

(i) Zu jeder symmetrischen Bilinearform 3: V' x V' — K existiert eine Basis v von V,
beziiglich der die Darstellungsmatrix , M, (3) Diagonalgestalt hat.

(i1) Zu jeder symmetrischen Matrix A = A" € Mat,, (K) existiertein P € GL,,(K) so
dass P' AP Diagonalgestalt hat.

Beweis. Wir beweisen (i) mit Induktion tiber m = dim(V'). Der Fall m = 1 ist
klar. Im allgemeinen Fall miissen wir eine Basis v konstruieren, so dass firi # j
immer §(v;, v;) = 0 gilt.
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Wir benutzen die sogenannte Polarisationsformel

25(U7w) = B(U +w,v +w) - ﬁ<v7v) - B(w,w),

die man mit Bilinearitit und Symmetrie sofort nachrechnet. Falls 5(v, v) = 0 fir
allev € V gilt, gilt damit auch (v, w) = 0 fiir alle v, w € V und die Aussage ist
klar (jede beliebige Basis fithrt zur Nullmatrix). Man beachte dass wir hier 141 #
0 benutzt haben!

Esseialsov; € V mit f(vy,v1) # 0 gewahlt. Dann ist

U:={veV]|pw,v)=0}

ein echter Untervektorraum von V. Nach Induktionsvoraussetzung existiert also
eine Basis u von U mit S(u;,u;) = 0 fiir alle s # j. Nach Definition von U gilt
ausserdem [(v1,u;) = 0 fur alle i. Wir miissen also nur noch zeigen, dass v =
(v1,u) eine Basis von V' ist. Fiur v € V gilt aber

und der zweite Summand liegt offensichtlich in U. Somit ist v ein Erzeugenden-
systemvon V. Aus \v; + u = 0 fiir ein u € U folgt weiter

0 = B(v1, Ay +u) = AB(v1,v1) + B(vr, u) = AB(vy, v1)

und daraus A = 0. Das zeigt die lineare Unabhingigkeit von v. Aussage (i) ist
wie tiblich klar aus (2). O

Bemerkung7.2.7. (i) Der letzte Beweis ist konstruktiv, wenn man ihn iterativ an-
wendet. Fiir die symmetrische Bilinearform

B(A, B) = tr(AB)
aus Beispiel[7.1.5](i7) erhalten wir so zum Beispiel die Basis

(10 (00 /01 (0 1
oo ) o) Tt )" L1 o0

und damit als Darstellungsmatrix

100 O
010 O
002 0
000 -2
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(13) Der Ubergang von A zu P! AP kann auch folgendermafien aufgefasst werden.
Wir wenden auf A elementare Zeilentransformationen an (das ist in der Multipli-
kation mit P?vonlinks kodiert), fithren jede Operation aber simultan auch anden
Spalten durch (das ist in der Multiplikation mit P von rechts kodiert). Auf diese
Weise ldsst sich A also auf Diagonalgestalt bringen. Das wollen wir auch symme-
trischen Gauf3-Algorithmus nennen (siehe Konstruktion unten). Starten
wir also mit der Matrix

aus Beispiel(z’z’), konnen wir so die Matrix aus (¢) erhalten.

(4ii) Eine symmetrische reelle Matrix A = A" € Mat,,(R) ist simultan als Endo-
morphismus und als Bilinearform diagonalisierbar! Satz[6.3.12|(iv) liefert ja eine
orthogonale Transformationsmatrix P, d.h. es gilt

P~ 'AP = P'AP = D.

(iv) Im Gegensatz zur Diagonalform eines Endomorphismus, wo in der Diago-
nalen stets die Eigenwerte stehen, ist eine diagonale Darstellungsmatrix einer
Bilinearform nicht eindeutig bestimmt! Ersetzt man beispielsweise die Basisvek-
toren vy, . .., Uy, durch A\jvy, ..., A\, vy, fir gewisse A; € K \ {0}, so erhilt man

B(Aivi, Avi) = X7 B(vi, v;).

Die Diagonaleintrige einer diagonalen Darstellungsmatrix konnen also jederzeit
mit Quadraten skaliert werden. Uber R kann die Diagonalmatrix aus (z) also wei-
ter vereinfacht werden zu

100 O
01 0 O
001 O
00 0 —1
und iber C sogar zu

1 000
01 00
0010
00 01
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Dabei verwenden wir dass in R eine Wurzel aus  und in C eine Wurzel aus jeder
Zahl existiert. A

Satz 7.2.8 (Sylvester’scher Trigheitssatz). Sei K = R oder C und V ein endlich di-
mensionaler K-Vektorraum mit symmetrischer Bilinearform 5: V x V — K.
(@) Ist K = C, so gibt es eine Basis v von V mit

+M,(B) = Diag(1,...,1,0,...,0).

Die Anzahl der auftretenden Einsen (und Nullen) ist durch (3 eindeutig bestimmit.
(i1) Ist K = R, so gibt es eine Basis v von V mit

WM, (8) = Diag(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0).

Die Anzahl der Eintrige 1, —1 und 0 ist dabei durch [3 jeweils eindeutig bestimmit.
(ii) Jedes A = A" € Mat,, (C) ist kongruent zu einer Matrix

Diag(1,...,1,0,...,0).

Die Anzahl der Einsen entspricht dem Rang von A. Insbesondere sind zwei symmetrische
Matrizen A, B € Mat,,,(C) genau dann kongruent, wenn sie denselben Rang haben, also
dquivalent sind.

(iv) Jedes A = A" € Mat,, (R) ist kongruent zu einer Matrix

Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).

Die Anzahl der Einsen entspricht dabei der Anzahl von strikt positiven Eigenwerten von
A, die Anzahl von —1 der Anzahl von strikt negativen Eigenwerten (gerechnet inklusive
Vielfachheiten). Insbesondere sind zwei symmetrische Matrizen A, B € Mat,,,(R) genau
dann kongruent, wenn sie jeweils dieselbe Anzahl an positiven und negativen Eigenwerten
haben.

Beweis. Die Existenz in () ist schon klar mit Satz[7.2.6lund Bemerkung[7.2.7)(iv).
Offensichtlich ist die Anzahl der Einsen dabei der Rangvon , M, (/3), welcher durch
weitere Kongruenz-Transformationen offensichtlich nicht verindert werden kann.
Damit ist auch (z27) bereits bewiesen.

Die Existenz in (i7) ist ebenfalls klar mit Satz[7.2.6lund Bemerkung[7.2.7](iv). Fir
die Eindeutigkeit seien (vy, ..., v,,) und (wy, ..., w,,) zwei verschiedene Basen,
dieje zu einer Darstellungsmatrix in der erwiinschten Form fithren. Wir nehmen
dabei 0.B.d.A. folgende Sortierung an:

Blu,v) =1 i=1,...,1; Blwi,w)=1 i=1,....7
Bvi,v;) <0 i=r+1,....m;  Blw,w;) <0 i=7r"+1,...,m.
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Dann sind
Ulye ooy Upy Wyerg 1, -+ o, Wiy

linear unabhingig. Aus

0= i )\ﬂ)i + i VW5
i=1 j=r'+1
———

= =y

folgt nimlich z = —y und

% J <0

Daraus folgt \; = Oftirallei = 1, ..., r und daraus unmittelbar die Aussage. Wir
erhalten damit m = dim(V') > r +m — 1/, alsor < r/. Aus Symmetriegriinden
folgtr = 1, also stimmt die Anzahl der Einsen iiberein. Fiir —1 und damit 0 argu-
mentiert man genau gleich. Aussage (iv) ist damit ebenfalls bewiesen, denn man
kann zunichst orthogonal diagonalisieren (Satz (iv)), wobei die Eigenwer-
te auf der Diagonalen auftreten. Danach skaliert man positive Eigenwerte auf 1
und negative Eigenwerte auf —1. O

Definition 7.2.9. Sei A € Sym,,(R) eine reelle symmetrische Matrix. Sei s die
Anzahl der positiven Eigenwerte und ¢ die Anzahl der negativen Eigenwerte von
A (gerechnet inklusive Vielfachheiten). Dann heifdt das Paar (s, ¢) die Signatur
von A. JAN

Bemerkung 7.2.10. (i) Zwei reelle symmetrische Matrizen sind genau dann kon-
gruent, wenn sie dieselbe Signatur besitzen.

(i) Die Signatur kann man berechnen, ohne die Eigenwerte zu berechnen. Da-
bei bringt man die Matrix mit dem symmetrischen Gauf3-Algrithmus auf Diago-
nalform. Die Anzahl der positiven Diagonaleintrige ist die Anzahl der positiven
Eigenwerte, analog fiir negative Eigenwerte und Null.

(¢i7) Ist (s, t) die Signatur von A, so ist s + t gerade der Rang von A.

(iv) Eine reelle symmetrische Matrix ist genau dann positiv semidefinit, wenn
sie Signatur (7,0) mit » < m hat. Sie ist genau dann positiv definit, wenn sie
Signatur (m, 0) hat. A

Konstruktion 7.2.11 (Symmetrischer Gauf3-Algorithmus). Sei K ein Korper mit
14+1# 0und A = A € Mat,,,(K). Der folgende Algorithmus verwendet simul-
tane Zeilen- und Spaltentransformationen und produziert so eine zu A kongru-
ente Diagonalmatrix:
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(?) Gilt A =0, sind wir fertig.

(i1) Gibteseinen Diagonaleintraga,;; # 0, lasstdieser sich durch Vertauschung
der i-ten und ersten Zeile und danach der i-ten mit der ersten Spalte an
Position (1, 1) bringen. Gehe dann zu Schritt (iv).

(¢i7) Ist A # 0 und alle Diagonaleintrage sind gleich Null, gibt es aber einen
Eintrag a;; # Ound ¢ < j. Durch Addition der j-ten zur i-ten Zeile und
der j-ten zur i-ten Spalte entsteht an der Stelle (i, ¢) der Eintrag 2a;; # 0.
Gehe nun zu (47).

(iv) Wir eliminieren alles unterhalb und rechts des (1, 1)-Eintrags. Da die Ma-
trix symmetrisch ist, werden jeweils dieselben Zeilen- wie Spaltentransfor-
mationen verwendet. Gehe dann zu (v).

(v) Gehe wieder zu (7), aber mit dem unteren rechten Block von A anstelle von
A. A

Beispiel 7.2.12. Wir betrachten

A= S Mat3 (R)

W N =
[ )
S ot Ww

und fihren den symmetrischen Gauf’-Algorithmus durch. Die wesentlichen Schrit-
te dabei sind:

1 0 0 1 0 0 1 0 O
A~ 0O 0 -1 ~ 0 -3 -1 s 0 -3 0
0 -1 -3 0 -1 0 0 0 %

Die Signatur von A ist also (2, 1) und man kann A auch noch weiter kongruent
transformieren zu Diag(1, 1, —1). A
7.3 Quadratische Formen

Auch in diesem Abschnitt sei K stets ein Kérper mit 1 + 1 # O und V ein endlich
dimensionaler K -Vektorraum.
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Definition 7.3.1. Eine Abbildung
qV —>K

heif’t quadratische Form auf V', wennesr € N, f1,..., f.,g1,...9, € V' gibt
mit

aw) = 3 Fi(v)g(v)
i=1
furallev e V. A

Proposition7.3.2. (i) Istq: V — K eine quadratische Form, so ist

By VxV =K
(v,w) = 5 (q(v+w) — q(v) — g(w))

eine symmetrische Bilinearform aufV'.
@) Ist 5: V x V — K eine symmetrische Bilinearform auf V, so ist

qp: VoK
v = B(v,v)

eine quadratische Form auf V.
(711) Die Konstruktionen aus (i) und (i1) sind invers zueinander.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Satz7.3.3. Seiq: V — K eine quadratische Form.
(1) Zu jeder Basis v von V existiert eine symmetrische Matrix A = A' € Mat,,,(K) mit

q(v) = & (v) A& (v)

firallev € V.
(i1) Es existiert eine Basis v von V und eine Diagonalmatrix D € Mat,,,(K') mit

q(v) = &(v)' DEy(v)
firallev € V.
Beweis. Folgt direkt aus Proposition[7.3.2} Konstruktion[7.1.4Jund Satz[7.2.¢, [
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Beispiel 7.3.4. Auf K definieren wir folgende quadratische Form:

4

q((a, b)) := a® + ab — 2b* = (a, b) (

1 1
=1 %)
1y

mit dem symmetrischen Gauf3-Algorithmus auf folgende Diagonalgestalt:

=0 %)

Es gibt also eine invertierbare Matrix P € Maty (K ) mit

N[ =t

Wir bringen

q((a,b)") := q(P(a,b)") = a* — 9*.

Giltin K sogar 1+1+1 # 0sokénnen wir dabei sogar die Form a? —? erreichen.
A

Beispiel 7.3.5 (Quadratische Gleichungen im R?). Sei ¢ eine quadratische Form,
f eine Linearform auf R? und € R. Wir wollen in R? alle Lésungen der quadra-
tischen Gleichung

q(a,b) + f(a,b) +r =0

bestimmen.
Bis auf Basiswechsel konnen wir ¢ auf eine der folgenden Formen bringen (mit
Hauptachsentransformation bzw. dem Sylvester’schem Trigheitssatz):

q(a,b) = 0
a?, —a?,
a?+ v, a®—-0v?, —a®-—01.

Dabei dndert sich f natiirlich auch, bleibt aber eine Linearform. Fiir das Losen
der Gleichung kénnen wir den letzten Fall in Zeile 2 und 3 ignorieren, indem wir
alles mit —1 multiplizieren Wir schreiben (das neue) f dann als

f(a,b) = sa+tb
mit s,t € R und stellen fest, dass man durch eine Translation

(a,b) = (a+ X\, b+7)
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jeden linearen Term in f eliminieren kann, der quadratisch in ¢ auftritt. Jeder
nicht-eliminierbare lineare Term kann durch Skalierung der entsprechenden Ko-
ordinate dann noch normiert werden. Insgesamt ergeben sich (nach Basiswech-
sel und Translation) also folgende Normalformen fiir unsere Gleichungen:

atb+r=0, a?+b+r=0, @+ +r=0, - +r=0.

Der erste Fall ist nicht besonders interessant, die Losungsmenge ist eine (affine)
Gerade in R?. Den zweiten Fall kann man durch b — —b — r auf die Gestalt

b= a’

bringen, man erhalt als Losungsmenge also gerade die Standardparabel. Im drit-
ten Fall erhilt man fiir » > 0 gar keine Losung und fiir r = 0 nur den Nullpunkt.
Fir r < 0 kann man durch Skalierung der Koordinaten noch » = —1 erreichen
und erhalt die Standard-Kreisgleichung:

a®+ b =1.

Ist im letzten Fall 7 = 0, erhilt man wegen a® — b? = (a + b)(a — b) eine Verei-
nigung von zwei Geraden als Losungsmenge. Ansonsten kann man wieder r = 1
oder r = —1 erreichen. Wenn man mit —1 multipliziert sowie a und b vertau-
schen, bleibt nur der Fall

a’?=1+"b%

der gerade die Standard-Hyperbel als Losungsmenge hat. Die Losungsmengen
der drei echt-quadratischen Fille sind also genau die folgenden:

~_

Parabel Kreis Hyperbel
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Kapitel 8

Konvexitat

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Systemen linearer Ungleichungen. Das
fihrt zunidchst zum Begriff des Halbraums und danach direkt zu dem einer kon-
vexen Menge. Besonderen Schwerpunkt legen wir dann auf Polytope und Polyeder,
die sowohl geometrisch schon sind, als auch in der Optimierung eine besonders
wichtige Rolle spielen.

In diesem gesamten Kapitel arbeiten wir ausschliefilich im reellen Vektorraum
V' = R™. Dabei verwenden wir wenn notig das Standardskalarprodukt und die
davon induzierte Norm.

8.1 Grundbegriffe

Definition 8.1.1. (i) Eine Teilmenge S C R™ heif3t konvex, wenn fir allea, b € S
und A € [0, 1] stets
Xa+(1—M\beS

gilt.
(i1) Eine Teilmenge K C R™ heif’t konvexer Kegel, wenn sie konvex ist und zu-
satzlich fiira € K und A > 0 stets \a € K gilt. A

Bemerkung 8.1.2. (i) Fiir a # b € R™ ist die Menge
Gap :={Ma+ (1—-X)b| X e R}

ein affiner Unterraum der Dimension 1, der sowohl a als auch b enthilt. Die zwei-
te Aussage erhilt man fiir A = 0 bzw. A = 1, die erste folgt aus der Gleichung

Aa+ (1= Nb=a+(1—\(b-a).

197



198 KAPITEL 8. KONVEXITAT

Also ist G, gerade die Gerade durch a und b. Wenn man sich nun auf A € [0, 1]
beschrinkt, erhilt man nur den Teil der Geraden, der zwischen a und b liegt. Es ist

[a,b] == {Ma+ (1= \)b| Ae0,1]} CR™

also die Verbindungstrecke zwischen a und b.
Eine Menge ist also konvex, wenn sie mit je zwei Punkten auch jeden Punkt ihrer
Verbindungsstrecke enthilt:

nicht konvex konvex

(i7) Eine Menge K ist genau dann ein konvexer Kegel, wenn sie abgeschlossen
unter positiver Skalierung und unter Summen ist:

Rsy-KCK, K+ KCK.

Definition 8.1.3. Firjedes0 # v € R™ und r € Rist
Hyp:={a € R" |v'a= (v,a) >r}

eine konvexe Menge, genannt Halbraum. Dabei heif3t v Normalenvektor des Halb-
raums. Ein Halbraum ist genau die Losungsmenge einer einzelnen (inhomoge-
nen) linearen Ungleichung. Die Menge

Ry, ={aeR" | (v,a) =1}

ist eine affine Hyperebene im Halbraum, genannt dessen Rand. Der Normalen-
vektor v zeigt in Richtung des Halbraums H,, ., die Zahl r bestimmt die Weite der
Verschiebung vom Ursprung in Richtung v.
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Proposition 8.1.4. (i) Jeder Halbraum in R™ ist konvex. Esist H,, , genau dann ein kon-
vexer Kegel, wenn r = 0 gilt.

(i1) Der Durchschnitt von (beliebig vielen) konvexen Mengen in R™ ist wieder konvex. Das-
selbe stimmt fiir konvexe Kegel.

(ii7) Fiir jede Teilmenge S C R™ existiert die kleinste konvexe Obermenge Konv (.S), wir
bezeichnen sie als konvexe Hiille von S. Es gilt

KODV(S)I {Z)\iai]nEN,ai GS,)\lZO,Z)\lzl}

i=1 =1

(iv) Fiir S C R™ existiert der kleinste konvexe Oberkegel KK (S), wir nennen ihn den von
S erzeugten konvexen Kegel. Es gilt

KK(S) = {Z)\iai | n e N,ai € S,)\i 2 0}

=1

(v) Das Innere und der Abschluss einer konvexen Menge in R™ ist wieder eine konvexe Men-
ge. Der Abschluss eines konvexen Kegels ist wieder ein konvexer Kegel. Das Innere eines kon-
vexen Kegels, zusammen mit dem Ursprung, ist wieder ein konvexer Kegel.

Beweis. Die Konvexitdt in (i) rechnet man direkt nach: fir a,b € H,, und A €
[0,1] gilt

(v, Aa+ (1= A)b) = Av,a) + (1 = AN){(v,b) > Ar+ (1 = \)r =,
alsoda+ (1 —A\)be H,,.
Da konvexe Kegel immer 0 enthalten, folgt » < 0 fiir jeden konvexen Kegel H, ...

Wire r < 0, sowiare —yv € H,, fiir kleines positives . Dann wire aber —\v €
H,, firalle A > 0, ein offensichtlicher Widerspruch, denn

r < (v, =) = =Afv|
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kann nicht fir alle A > 0 gelten.

Aussage (1) ist offensichtlich. Damit ist die Existenz von Konv(.S) klar, es ist ein-
fach der Durchschnitt aller konvexen Obermengen von S. Wir bezeichnen die
Menge rechts in (i7¢) mit C'. Die Konvexitat von C sieht man direkt:

und das ist erneut eine Darstellung in C, denn es gilt
STMNAD M==AY A+ (1= y=A+(1-N)=1

Da C offensichtlich S enthilt, folgt daraus direkt Konv(S) C C'. Sei umgekehrt
a € C,asoa = >  \a; mit den geforderten Eigenschaften. Wir zeigen a €
Konv(S) mit Induktion itber n. Der Fall n = 1 ist klar. Im allgemeinen Fall be-
trachten wir die Darstellung

n—1

Ai
a=(1-X\,) g X a; + A\
i=1 N —
=i

und berechnen
n—1

= \; ST 1A,
;%_Zl—An_ =N 1o b

Somit kénnen wir auf
n—1
b= Z YiQ; eC
i=1
die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten b € Konv(.S). Wegen
a= Aan, + (1 —=X\,)b

enthilt die konvexe Menge Konv(S) mit a,, und b also auch a.
Aussage (iv) folgt direkt aus (ii7), da man zusitzlich nur noch mit positiven Zah-
len skalieren muss. Aussage (v) ist Ubungsaufgabe. O
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Satz 8.1.5 (Satz von Carathéodory). Fiir S C R™ gilt:
(i) Konv(S) = {7 Ny | ai € S, 0 > 0,374\ =1}

Beweis. (i): Wahle fiir a € KK(S) eine Darstellung

n
a = E /\iai
i=1

von minimaler Linge (insbesondere sind alle \; > 0). Dannsind a4, . .., a, linear
unabhingig. Gibe es nimlich eine Linearkombination

Z via; =0
=1
mit nicht allen 7; = 0, so konnen wir 0.B.d.A. folgendes annehmen:
%<0 (i=1,...,r—=1) und >0 (i=r,...,n)

sowie

Dann gilt

n—1
a = Z At + Apay,
i=1

n—1 n—1
i=1

im1 I
n—1
An
= Z ()\i - —%‘> a;
i=1 Tn

und das ist eine Positivkombination mit weniger als n Summanden, ein Wider-
spruch. Aus der linearen Unabhingigkeit folgt natiirlich n < m, die gewiinschte

Aussage.
(¢7): Wir definieren
o () 1aes) cmmn
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Dann gilt offensichtlich

Konv(S) = {a eR™ | ( | ) € KK(Shom)}
und dajedes Elementvon KK (S"™) eine Positivkombination von m+1 Vektoren
aus Shom igt, gilt dasselbe fiir Elemente aus Konv(S). O

Bemerkung 8.1.6. (i) Jeder Punkt der konvexen Hiille von 4 Punkten im R? ist
bereits eine Konvexkombination von 3 der Punkte:

(i) Die Schranke m bzw. m + 1 kann im Allgemeinen nicht verbessert werden,
wir man bereits an der konvexen Hiille von 3 Punkten im R? sieht:

VEN

Korollar 8.1.7. (i) Ist S endlich, so ist KK (.S) abgeschlossen.
(ii) Ist S C R™ kompakt, so auch Konv(S).

Beweis. (i): Nach dem Beweis von Satz[8.1.5|(:) gilt

KK(S) = U KK (S").

S’CS linear unabhingig

Ist S endlich, so auch diese Vereinigung. Es gentigt also, die Abgeschlossenheit
fiir jedes solche S’ zu zeigen. Jede linear unabhingige Menge von Vektoren ldsst
sichaber mit einem Isomorphismus des R zur einer der Mengen E,. := {e1,..., e, }
mit r < m transformieren. Da Isomorphismen (und ihre Umkehrabbildungen)
stetig sind, gentigt es, die Abgeschlossenheit von allen KK (E,) zu zeigen. Die ist
aber offensichtlich.

Fiir (¢2) sei

A= {()\17---7/\m+1) ERm+1 | Ai ZO,Z/\zzl}
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Dannist A C R™"! kompakt und somit auch

T:=Sx---x8xACRMD
1
m+

Nach Satz[8.1.5|(iz) ist Konv(.S) aber das Bild von 7" unter der stetigen Abbildung

m+1

(&1,...,am+1,)\1,...,)\m+1)|—> E i@
=1

und somit selbst kompakt. O

Bemerkung 8.1.8. Fiir kompaktes S muss KK(.S) nicht abgeschlossen sein. Ist
beispielsweise S C R? eine Kreisscheibe, deren Rand den Ursprung enthilt, er-
hilt man als erzeugten Kegel einen offenen Halbraum samt Ursprung im Rand:

8.2 Trennungssatze
Satz 8.2.1. Seien S, T C R konvex, S abgeschlossen und T kompakt, mit
SNT = 0.

Dann existieren0 # v € R™,r € RmitS C H,, \ Ry, und T CR™\ H,,.

S
Rv,r
Hv,r
T
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Beweis. Da S abgeschlossen und 7' kompakt ist, existieren Punkte sy € S, ty € T
mit minimalem Abstand zueinander:

d:=|so—to]| <||ls—t]| VseS,teT.
Aus SNT = () folgt sy # tound d > 0. Wir setzen nun v := sq — to. Wegen
0 < |[v)|* = (v, s0 — to) = (v, 50) — (v, tg)
konnen wir ein r € R mit
(v,to) < r < (v, So)
wahlen und betrachten dazu H, .. Fiirjedes s € Sund A € [0, 1] gilt

d® < || As+ (1 — N)sg —tol|?
es
= []A(s = s0) + v|”
= N[5 = s0[|” + 2A\(s — 50, v) + [|v[”

mit Gleichheit fir A = 0. Deshalb muss die Ableitung des letzten Ausdrucks nach
A an der Stelle 0 nichtnegativ sein, d.h. (s — s, v) > 0, also

(s,v) > (sg,v) >,
alsoS € H,, \ R,,.Ganz analog folgt 7' C R™ \ H,,. O

Bemerkung 8.2.2. Die Kompaktheit einer der beiden Mengen ist notwendig fiir
die strikte Trennungsaussage. Im folgenden Beispiel kommt fiir die Trennung
nur ein Halbraum in Frage, die rote Menge berithrt notwendigerweise dessen
Rand:
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Korollar 8.2.3. (i) Sei S C R™ konvex und abgeschlossen. Fiirjedes a € R™ \ S exi-
stierendann 0 # v € R™ undr € R mit

SCH,,\Ry,, und a€R™\ H,,.

(i7) Sei S C R™ eine konvexe Menge und a € 0S. Dann existiert 0 # v € R™ und
r € Rmit

SCH,, und a€R,,.
(iii) Fiir S C R™ gilt

Konv(S) = ﬂ H.

S C H Halbraum

Beweis. (i) istklar aus Satz[8.2.1, denn T := {a} ist kompakt.
Fir (44) wahlen wir eine Folge (a,,)nen mit a, — aund a,, ¢ S fir alle n. Nach (4)
gibtes 0 # v, € R™, r, € Rmit

(Un,an) <1, und SCH,

fiir alle n. Beim Skalieren des Tupels (v,,, r,,) mit einer beliebigen positiven Zahl
bleiben diese beiden Eigenschaften erhalten. Wir konnen also 0.B.d.A. ||v,|| =1
fur alle n annehmen. Aus S C H,, ., folgt dann sofort auch die Beschranktheit
der r, (z.B. aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung). Damit gilt 0.B.d.A. v,, — v
furein0 # v € R™und r, — r € R. Aus Stetigkeitsgriinden folgt (v,a) < r
und S C H,,,. Wegena € Sfolgta € R, .

Fiir (24¢) beobachten wir, dass mit jedem Halbraum auch der grofe Durchschnitt
rechts konvex und abgeschlossen ist. Er enthilt also Konv(S). Ist umgekehrt a ¢
Konv(S), so gibt es nach (i) einen tiber S liegenden Halbraum, der a nicht ent-
halt. Somit gehoért a auch nicht zum Durchschnitt aller Halbraume tiber S. [

Bemerkung 8.2.4. Die Aussage von Korollar (144) kann man auch folgen-
dermafien formulieren: Jede abgeschlossene konvexe Menge ist die Losungsmenge eines
(uendlichen) Systems (inhomogener) linearer Ungleichungen. A
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Definition 8.2.5. Ein R, , wie in Korollar (44) heifdt Stiitzhyperebene an S
durch a. A

Definition 8.2.6. Fiir eine Menge S C R nennen wir

Sv::{aERm|Vs€S:<s,a)20}:ﬂHs,0

seS

den zu S dualen Kegel. Offensichtlich handelt es sich dabei stets um einen abge-
schlossenen konvexen Kegel. A

Beispiel 8.2.7. Fiir S = KK({(1,0)%, (1,1)!}) C R?gilt

SY = Hp oy 0 N Hepyeo = KK((0,1)% (1, =1)).

Korollar 8.2.8 (Bidualsatz). Fiir S C R™ gilt
(SV)Y = KK(S).
Beweis. Nach Definition gilt offensichtlich S C (SY)" und hierist die rechte Seite

ein abgeschlossener konvexer Kegel. Das zeigt (SV)" D KK(S). Sei umgekehrt
a ¢ KK(S). Nach Korollarz') gibtes0 # v € R und r € R mit

(v,a) <r und (v,b) > r furalleb € KK(S5).

Es kann nun kein b € KK(S) mit (v,b) < 0 geben, denn (v, Ab) ware dann nicht
nach unten durch r beschrinke, fir alle A > 0. Aus 0 € KK(S) folgt aufder-
dem r < 0. Wir konnen also r durch 0 ersetzen und erhalten die gewiinschten
Bedingungen. Das besagt aber gerade v € S¥ und a ¢ (SY)Y, die gewiinschte
Aussage [
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8.3 Polyeder und Polytope

Definition 8.3.1. (i) Ein Polyeder ist ein endlicher Durchschnitt von Halbriumen,
bzw. die Losungsmenge eines endlichen Systems von (inhomogenen) linearen
Ungleichungen.

(i7) Ein Polytop ist die konvexe Hiille einer endlichen Menge.

A
Der folgende Satz gibt ein Kriterium fiir die Losbarkeit eines linearen Unglei-
chungssystems an (bzw. fiir die Frage, wann ein Polyeder nichtleer ist):

Satz 8.3.2 (Lemma von Farkas). Fiirvy,...,v, € R™\{0}undr,...,r, € Rsind
dquivalent:

(i) Esgibteina € R™ mit (vi,a) > ry,...,{(vy,a) > Tp.

() ().

Beweis. Nehmen wir zunichst an dass (7) gilt, (¢¢) aber nicht. Dann existieren a €
R™ mit

@) InR™* gilt

<U1,CL> Z T1y.nny <Unaa> Z Tn,

)\1, cey Ap > 0 mit Zz Aiv; = 0 und Zz A;r; = 1. Damit gllt

0=1(0,a) = <Z )\ivi,a> = Z)\i(vi,a) > Z)\m =1,

ein Widerspruch. Somit haben wir "({)=-(i7)" gezeigt.
Wenn umgekehrt (%) gilt, dann gibt es nach Korollar[8.1.7)(:) und Korollar[8.2.3|(?)
ein (a,s)! € R™" = R™ x Rundr € Rmit

(a, \v;) + Aris > 1 > 5



208 KAPITEL 8. KONVEXITAT

fuiri = 1,...,nund alle A\ > 0. Fir A\ = 0 ergibt sich s < 0. Wenn wir die
Ungleichung durch A > 0 und —s > 0 dividieren, erhalten wir

und daraus folgt

die gewiinschte Aussage (7). O

Beispiel 8.3.3. Wir betrachten das System

- + QZEQ Z 1
1 — X2 Z 1
T1+ T2 Z 0
Wir miissen also den von
-1 1 1
T = 2 yy=11 -1 |,z=11
1 1 0

erzeugten Kegel in R?® betrachten. Es sind aber z, y, 2 linear unabhingig, also be-
sitzt e; eine eindeutige Darstellung als

_ 2 3 1
63—5I+5y—52

und der dritte Koeffizient ist negativ. Wegen e3 ¢ KK(z, y, z) besitzt das System

von Ungleichungen also eine Losung. A
Korollar 8.3.4. Seien vy,...,v, € R™ linear unabhingig. Dann besitzt das lineare
Ungleichungssystem

<U1,CE> Z T1y,..., <Un7x> 2 Tn

fiiv jede Wahl der r; eine Losung.

. . . . v v
Beweis. Es gilt offensichtlich e,,,; ¢ KK Tl ) s r” , ansonsten
1 n

waren vy, . .., v, linear abhingig. Die Losbarkeit folgt also aus Satz|8.3.2] O
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Nachdem wir nun ein Kriterium fiir die Losbarkeit von linearen Ungleichungs-
systemen kennen, untersuchen wir im Folgenden, ob und wie man die Losungs-
menge auch mit endlich vielen Daten vollstindig angeben kann. Dazu beweisen
wir zunichst einige Hilfsaussagen.

Lemma 8.3.5. Fiirvy,...,v, € R™\ {0} betrachten wir den konvexen Kegel
S = {(a,b) e R" xR" | (vj,a) > bj,j=1,...,n}.
Mit
T = {£(ei, (v1,€),...,(vp,e)) [ i=1,....m}U{(0,—e¢;) | j=1,...,n}

gilt dann
S = KK(T).

Insbesondere ist S ein endlich erzeuger konvexer Kegel.

Beweis. Jedes Element von T gehort offensichtlich zu S. Da S offensichtlich ein
konvexer Kegelist,ist S O KK(7') gezeigt. Einallgemeines Elementvon S schrei-
ben wir als

(a,0) = (a,{vi,a),..., (v, a)) + (0,01 — (v1,a), ..., by — (vn,a)).

S/
-~ -~

<0 <0

Der erste Summand ist dabei eine Positivkombination von Elementen des ersten
Typsin T, der zweite eine solche von Elementen des zweiten Typs. Damit ist auch
"C" gezeigt. []

Lemma 8.3.6. Sei P = KK({ay,...,a,}) C R™ ein endlich erzeugter Kegel und
0 # v € R™. Dannist
PN R, =KK(T)

wieder ein endlich erzeugter Kegel, wobei

T :={a;|a; € Rypo} U{(v,a;)a; — (v,a;)a; | (v,a;) >0, (v,a;) <0}.
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Beweis. Man rechnet 7" C P N R, sofort nach. Daraus folgt natiirlich direkt
KK(T) € PN R, . Fiir die Umkehrung definieren wir

P:{Z | <U,6Li> >O}
Z =A{i| (v,a;) = 0}
N ={i| (v,a;) <0}.

Ein allgemeines Element a € P N R, schreiben wir als

a = Z/\lal + Z)\kak + ijaj

i€P keZ JEN

mitallen \; > 0. Aus a € R, folgt

Z/\ v, a; —I—ZAk v, ay, —I—Z)\ v aj

i€P <0 keZ -0 JEN 0

und daraus

Z)\ v, a;) = — Z)\ vaj )=:d>0

iEP >0 JjEN 0

Im Fall d = 0 ist die Aussage klar, da in der Darstellung von a nur Summanden
des Typs Z auftreten, die entsprechenden a; gehoren alle zu T'. Sei also d > 0.
Dann gilt

a = Z )\kak + Z éd/\l(ll + Z éd)\jaj

kez ieP JEN

= Z )\kak + Z —é)\j)\i@}, CLj>CLi + Z é)\i/\j@}, ai)aj
keZ i€P,jEN JEN iEP

= Z Akag + Z (v,a;)a; — (v,a;)a;) .
keZ i€P,jEN

Die auftretenden Koeffizienten sind alle > 0 und daraus folgta € KK(7). O
Satz 8.3.7 (Satz von Minkowski-Weyl, Teil 1). (i) Fiirvy, ..., v, € R™ist
Ci={a €R™ | (v,a) >0,..., (v,,a) >0}

stets ein endlich erzeugter konvexer Kegel.
(i1) Jeder kompakte Polyeder ist ein Polytop.
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Beweis. (z): Wir betrachten
S :={(a,b) e R" xR" | (vj,a) > bj,j=1,...,n}.

Nach Lemma(8.3.5handelt es sich bei S um einen endlich erzeugten konvexen Ke-
gel. Wirverwenden nun iterativ Lemma(8.3.6lund sehen, dass die folgende Menge
ebenfalls ein endlich erzeugter konvexer Kegel ist:

S:={(a,0) ER™ x R" | (vj,a) > 0,5 =1,...,n}.

(9)(%)

erzeugt wird, dann erzeugen die Elemente ay, . . ., a, offensichtlich C.
Fiir (¢7) sei

Wenn er von Elementen

P:{aeRm‘<Ui>a>2riai:17"'7n}ng

ein kompakter Polyeder. Wir betrachten dann

Phom::{<§a> |aeP,/\20}ng“.

Bei P"°™ handelt es sich um einen konvexen Kegel, der von endlich vielen homo-
genen linearen Ungleichungen definiert wird. Fiir v > 0,b € R™ gilt nimlich

<3>€Ph°m(:>b/fyeP

< (v, b/y) >r,i=1,....n
< (v, b) —riy>0,i=1,...,n

<:><( Vi ),(b)>20,i—1,...,n.
-7 g
Weiter gilt fir b € R™
(5 b o ‘ . b hom
0§<(—7’¢>’<0)>_<U“b> s =0 < (O)EP :

Fiir die erste der beiden Aquivalenzen benutzen wir die Kompaktheitvon P, denn
der Halbstrahl in Richtung b an jedem Punkt von P liegt unter der linken Annah-
me ganzin P.
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Nach (i) ist nun P"™ ein endlich erzeugter Kegel. Wenn wir Erzeuger der Form

aq a,
'
wihlen, gilt offensichtlich P = Konv(ay, ..., a,). O

Bemerkung 8.3.8. (i) Satz (17) besagt, dass man die Losungsmenge eines
Systems linearen Ungleichungen mit endlich vielen Daten vollstindig angeben
kann (zumindest im Fall einer kompakten Losungsmenge). Man kann endlich
viele Losungen finden, aus denen jede andere Losungen als Konvexkombination
hervorgeht.

(i1) Der Beweis von Satz[8.3.7)ist konstruktiv. Wenn wir mit Ungleichungen fir C
oder P beginnen, erhalten wir konkrete Ungleichungen fiir S aus Lemma 8.3.5
und mit Lemma|8.3.¢|explizite Erzeuger fiir C' bzw. P. Wir haben also eine Me-
thode gefunden, um ein System von linearen Ungleichungen vollstindig l6sen zu
konnen (zumindest unter der Kompaktheitsannahme). JAN

Beispiel 8.3.9. (i) Um den Rechenaufwand méglichst gering zu halten, schauen
wir uns ein sehr einfaches Beispiel an. Dazu sei P C R! dervon den Gleichungen
—1 < zund z < 1 definierte Polyeder. Der Polyeder P"™ C R? wird dann von
den beiden Gleichungen = + y > O und —x + y > 0 definiert.

>hom
Y I

Die dazugehorige Menge
S = {(a,b) S R2 X R2 | a1+ as > bl,ag — a1 > bQ}

wird nach Lemma(8.3.5|von der folgenden Menge von Spaltenvektoren erzeugt:

1 -1 0 0 0 O
0 0 1 -1 0 O
1 -1 1 -1 -1 0
-1 1 1 -1 0 -1



8.3. POLYEDER UND POLYTOPE 213

Wir eliminieren nun durch Konvexkombinationen von jeweils zwei der Vektoren
alle Eintrige in der dritten Zeile (wie in Lemma(8.3.6) und erhalten die folgenden
Spalten (Nullspalten lassen wir gleich weg):

o 1 1 —-120
0o -1 0 1 1
o 0 0 0 O
-1 -2 -1 2 1

AnschliefRend eliminieren wir noch die letzte Zeile:

-1 0111
1 1111
0O 00 00
0 00 00
Die 3 Spaltenvektoren
— 1 0
1
erzeugen also P"™ und die 3 Vektoren —1, 0, 1 erzeugen P. A

Satz 8.3.10 (Satz von Minkowski-Weyl, Teil 2). (i) Jeder endlich erzeugte konvexe Kegel
ist durch endlich viele homogene lineare Ungleichungen definierbar.
(i1) Jedes Polytop ist ein kompakter Polyeder.

Beweis. Fiir (i) sei C' = KK(.S) mit S C R™ endlich. Dann ist
CV={aeR"|VseS: (sa) >0}

ein durch endlich viele homogene lineare Ungleichungen definiert. Nach Satz
8.3.7(i) gibtesalso ay, . .., a, € R™ mit

CY =KK(ay,...,a,).

Es ist C als endlich erzeugter konvexer Kegel nach Korollar[8.1.7/abgeschlossen.
Aus Satz folgt also

C=(C")Y ={aeR"|{ay,a)>0,...,{a,,a) >0}.

Aussage (i7) ist Ubungsaufgabe. O
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Bemerkung 8.3.11. Ist P C R™ ein Polytop oder ein endlich erzeugter konvexer
Kegel, sowie p: R™ — R" eine lineare Abbildung, so ist ¢(P) C R" wieder ein
Polytop bzw. ein endlich erzeugter Kegel. Aus der Linearitit folgt nimlich unmit-
telbar

¢ (Konv(S)) = Konv (p(S)) bzw. ¢ (KK(S)) = KK (¢(9)).

Fiir polyedrische Kegel oder kompakte Polyeder stimmt die Aussage wegen Satz
[8.3.7/und Satz[8.3.10Jalso ebenfalls. Man kann sie aber auch fiir beliebige Polyeder
zeigen und die Konstruktion im Beweis liefert sogar eine weitere Methode zur
Entscheidung der Losbarkeit eines Systems linearen Ungleichungen. A

Konstruktion 8.3.12 (Fourier-Motzkin Elimination). Gegeben sei ein System von
linearen Ungleichungen

(V1,2) = V11Ty + VT2 + -+ A Vi@, > T

(U9, ) = Vo121 + V22Zo + - -+ + VoTiy, > T

<Un7 ZE) = Up1®1 + Up2®2 + -+ + Ui Ty, Z Tn
mit Losungsmenge P C R™, einem Polyeder. Wir betrachten die Projektion
m: R™ —» R™!
(@1, am) = (a1, .. Qpm_1)

und wollen die Menge @ := 7(P) C R™ ! beschreiben. Dazu sortieren wir die
Ungleichungen so, dass

0 < Vimy -y Vpm, O>UT+1,m7---aU3ma O:Us-i-lm:---zvnm

gilt. Dann benutzen die letzten n — s Ungleichungen die Variable z,, tiberhaupt
nicht und kénnen also direkt zur Beschreibung von ) verwendet werden. Fiir 1 <
i < r schreiben wir die i-te Gleichung um zu

Vi1 Vim—1 T
:L‘l —_— . e e —

Vim Vim Vim

l‘mz_

Fiarr + 1 < j < sschreiben wir die j-te Gleichung als

Vil Vim—1 T

j im j

—x — = l‘m_1+—>l‘.
Vjm Vjim Vjm,
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Fir jeden Punkt (ai,...,a,-1) € @Q = =(P) existiert eine Zahl a,,, so dass
(a1, ...,Gm_1,an) alle urspringlichen Ungleichungen erfiillt. Fiir jedes 1 < i <
r < j<sgiltalso

Vi1 Vim—1 Tr; Vi1 Vim—1 T
j im j i im )
———ay — = Um—1+ ——= 2y =2 ———a; — - — am—1+
vjm Ujm Ujm Vim Vim Vim
und somit natiirlich
Vi1 U 1 Vi1 Vim—1 T
j jm— ) im )
———a; — - g+~ > g am-1+
U]m U]m vjm Vim Vim Vim

In der letzten Ungleichung tritt a,, nicht mehr auf, sie gilt also in R™ ! fiir alle
Punkte aus Q.

Erfillle umgekehrt ein Punkt (a4, .. ., a,,_1) alle diese Gleichungen, fiur 1 < i <
r < j < s. Dann gilt natiirlich

mln {_Eajl —_ e e . — ,Ujmilam_l + i}

r<j<s Vim Vim Vim

Vi1 Vim—1 T
zmax{— ay — - — Am—1 + }

1<i<r Vim Uim Vim
und es gibt eine Zahl a,, € R, die zwischen diesem Minimum und Maximum
liegt. Offensichtlich erfillt dann (a4, ..., a,,) alle urspriinglichen Gleichungen
und liegt also in P. Somit gehort (aq, . .., apm_1) zu Q. Insgesamt haben wir end-
lich viele linearen Ungleichungen in den Variablen x4, .. ., x,,_1 konstruiert, die
die Projektion 7(P) als Polyeder definieren. A

Korollar 8.3.13. Sei p: R™ — RR" eine lineare Abbildung und P C R™ ein Polyeder.
Dann ist auch o(P) C R"™ ein Polyeder.

Beweis. Falls ¢ eine Projektion ist, folgt die Aussage aus der Fourier-Motzkin Eli-
mination[8.3.12] Wir iiberlegen uns nun noch, wie wir den Fall einer allgemeinen
linearen Abbildung auf den einer Projektion zuriickfithren konnen. Fiir jede li-
neare Abbildung ist

Graph(i) = {(a, p(a)) | v € R"} C R™ x R
ein Untervektorraum. Die Abbildung

t: R™ — Graph(y)
a— (a,(a))
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ist ein Isomorphismus, also ist ¢(P) offensichtlich ein Polyeder, denn es gilt ja

(17 (w), 1a)) = (v, a)

fir beliebige Vektoren v € R™. Die Abbildung ¢ ist aber die Komposition von
¢ mit der Projektion auf die zweite Komponente. Diese Projektion ist eine Itera-
tionen von einfachen Projektionen wie in Konstruktion und damit ist die
Aussage bewiesen. O

Bemerkung 8.3.14. Die Fourier-Motzkin Elimination kann zur Uberpriifung der
Losbarkeit eines Systems linearer Ungleichungen verwendet werden. Man proji-
ziert die Losungsmenge iterativ bis auf R' (oder sogar R") und berechnet jeweils
definierende Ungleichungen. Die Losbarkeit ganz am Schluss der Prozedur kann
man dann an den Gleichungen direkt ablesen. Und natiirlich ist eine Menge ge-
nau dann nicht leer, wenn ihr Bild unter einer Abbildung nicht leer ist. A

Beispiel 8.3.15. Wir betrachten nochmal das System

—$1+2$221
I — .1322]_
T+ LE’QZO

aus Beispiel [8.3.3. Wir eliminieren die Variable x5 und erhalten die beiden Un-
gleichungen

xTry — 1 Z % + %Il

T, — 1 Z —X1
beziehungsweise

ry >3, 1 > %

Die Losbarkeit dieses Systems sieht man sofort, also ist auch das urspriingliche
System losbar. A



Kapitel 9

Verschiedenes

Im letzten Kapitel sammeln wir noch einige Ergebnisse und Konstruktionen, die
in verschiedenen Varianten in der Mathematik immer wieder auftreten und die
wir bisher nicht systematisch eingefithrt haben. Ebenso untersuchen wir auch
noch den Fall von Vektorriaumen mit unendlicher Dimension und sehen, wie man
alle bisherigen Begriffe und Ergebnisse hier anpassen kann.

9.1 Konstruktionen mit Vektorraumen

In diesem Abschnitt sei stets K ein beliebiger aber fest gewahlter Korper.

9.1.1 Summen und Produkte

Definition 9.1.1. Sei [ eine beliebige Indexmenge und fiir jedes i € [ sei V; ein
K -Vektorraum.
(@) Das direkte/kartesische Produkt der V; ist der folgende Vektorraum:

[TV = {)jer | Vi € I:0; €V}
jel

Dabei sind Addition und skalare Multiplikation komponentenweise definiert, die
Vektorraumaxiome gelten dafiir offensichtlich.
(i1) Fur jedes i € I ist die kanonische Projektion

T - HV;—»V;, (Uj)jEIHUi

Jjel

217



218 KAPITEL 9. VERSCHIEDENES

eine surjektive lineare Abbildung. A

Beispiel 9.1.2. (i) Fur [ = {1, 2} ist das direkte Produkt einfach das bereits be-
kannte kartesische Produkt V; x V5.

(17) Fir I = Nund V; = R fir allei € I erhalten wir als direktes Produkt den
Raum aller reellen Folgen. A

Proposition 9.1.3. (i) Das direkte Produkt hat folgende universelle Eigenschaft: Fiir
jeden Vektorraum W und jedes System linearer Abbildungen o;: W — V; (furi € I)

gibt es genau eine lineare Abbildung o= W — [, V; mit
Yi =T 0P
firallei € I.

3!
W —5 Hje] VJ

(i1) Die universelle Eigenschaft des direkten Produkts bestimmt das direkte Produkt eindeu-
tig, bis aufeindeutige Isomorphie. Das heif3t, ist V' ein Vektorraum zusammen mit linearen
Abbildungen 7w;: V- — 'V, firallei € I, welcher die obere Eigenschaft ebenso erfiillt wie
[ 1,1 Vj, so gibt es genau einen Isomorphismus . V. — [[,c; Vy mitm; o ¢ = 7, fiir

jel
allei € 1.
Beweis. (1) Wir definieren die Abbildung ¢: W — [],_, V; einfach durch folgen-
de Vorschrift:

p(w) == (pi(w))e; -

Die Linearititvon ¢ folgt direkt aus der Linearitit der ¢; und der Wahl der Opera-
tionen im Produkt. Die Eigenschaft p; = 7; o p ist ebenfalls offensichtlich. Diese
Eigenschaft sagt umgekehrt auch, dass man ¢ gar nicht anders als so definieren
kann, also ist ¢ eindeutig.

(i) Zundchst verwenden wir die universelle Eigenschaft fir [];.; Vj, mit V an-
stellevon W und den 7; anstelle der ;. Wir erhalten genau eine lineare Abbildung
vV — Hjele mit w; 0 Y = 7.
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Umgekehrt erhalten wir genau eine Abbildung¢: [] jer Vi — V,welche das Dia-
gramm ebenfalls kommutativ macht. Die Hintereinanderausfithrung

vi=1o: HVJ%HV]
jel jel
erfullt dann
T, Oy = Ty,

was auch fir die Identitit statt «y gilt. Aus der Eindeutigkeit fiir ¢ in der uni-
verstellen Eigenschaft von [ ], V; folgt v = idy, _, v, . Ganz analog folgt auch

Y o) = idy, also ist ¢ ein Isomorphismus. Il

Definition 9.1.4. Sei [ eine beliebige Indexmenge und fiir jedes i € I sei V; ein
K -Vektorraum.
(¢) Die direkte Summe der V; ist der folgende Untervektorraum von [ | jer Vit

@V] — {(vj)jel € HV} | nur endlich viele v; # 0} -
jel g€l

(¢i) Fur jedes i € I ist die kanonische Einbettung

LZ-Z‘/;;)@V}

Jel

ST

v (0,...,0,0,0,...)
eine injektive lineare Abbildung. A

V;mit][].., V;tiber-

B'eispiel 9.1.5. (i) Fiirjede endliche Indexmenge stimmt (P, jer
ein.
@i)Far I = Nund V; = Rfurallei € Iist @ e Vjein echter Unterraum von

[I;c; V;- Er besteht aus allen Folgen mit endlichem Tréger. A

Proposition 9.1.6. (i) Die direkte Summe hat folgende universelle Eigenschaft:
Fiirjeden Vektorraum W und jedes System linearer Abbildungen p;: V; — W (fiiri € 1)
gibtes genau eine lineare Abbildung o D, V; — W mit

Pi = PO
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firallei € I.

DV, =W

(i1) Die universelle Eigenschaft der divekten Summe bestimmit sie eindeutig, bis auf eindeu-
tige Isomorphie.

Beweis. (i) Wir definieren die Abbildung : @, .; V; — W durch die Vorschrift

((v))jer) E ©;(vy)-
jel

Dabei verwenden wir, dass nur endlich viele der v; nicht Null und alle ¢; linear
sind, die Summe also in Wirklichkeit nur eine endliche Summe ist. Dann ist
offensichtlich linear und erfillt p; = ¢ o ¢;. Diese Eigenschaft, zusammen mit
der Linearitit von ¢, zeigt aber dass man ¢ gar nicht anders definieren kann also
so. Somit ist ¢ eindeutig bestimmt. (i7) ist Ubungsaufgabe. O

Proposition 9.1.7. Es gilt

(v =117 @y (1)

jerI jerI jelI jel

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung

(@VJ)?HV;

jel jel
f —> (f Olﬁ)jel'

Sie ist offensichtlich injektiv, dennes gilt f = 3., (f o ¢;) , wie wir in Proposi-
tion[9.1.6/gezeigt haben. Die universelle Elgenschaft der direkten Summe liefert
aber auch sofort die Surjektivitit.

Umgekehrt betrachten wir die lineare Abbildung

GBVJ-’%(HV;)/

jel jel

(f5) jel (ij (vj)jer = ij Uj ) .

Jel jeI
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Sie ist offensichtlich injektiv. Man beachte, dass die Abbildung im Allgemeinen
nicht surjektiv, also kein Isomorphismus ist (Ubungsaufgabe). O

9.1.2 Faktorriume

Konstruktion 9.1.8. Sei V ein K -Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Wir definieren auf V eine Aquivalenzrelation:

vepw s v—w e U

Aufgrund der Unterraumaxiome handelt es sich hier wirklich um eine Aquiva-
lenzrelation. Die Aquivalenzklassen

Vg =v+U={v+u|uelU}

sind dann genau die zu U parallelen affinen Unterrdume von V. Fiir die Faktor-
menge schreiben wir auch

VIU:={v+U|veV}

mit der Sprechweise V modulo U. Auf V /U definieren wir nun Addition und Ska-
larmultiplikation wie folgt:

w+U)+ (w+U):=w+w)+U
A (v+U):= () +U. A

Lemma 9.1.9. (i) Die obigen Verkniipfungen sind wohldefiniert und machen V /U zu ei-
nem Vektorraum.
(i1) Die kanonische Projektion

TV —=>V/U
v v+ U

ist linear und surjektiv, mit Kern (7 ) = U.

Beweis. Fiir (i) nehmenwirv+U = ' +U, w+U = w'+U,alsov—v, w—w' € U
an. Dann gilt

(v+w)—W+w)=w=1)+(w—-u') e,
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wobei wir die Unterraumeigenschaft verwendet haben. Daraus folgt
(v4+w)+ U= +uw)+U,

also die Wohldefiniertheit der Addition. Die Wohldefiniertheit der Skalarmulti-
plikation geht analog. Die Vektorraumaxiome fiir V/U folgen nun unmittelbar
aus denen von V. (¢7) ist offensichtlich. O

Definition 9.1.10. Der Vektorraum V/U heif3t Faktorraumvon V moduloU. A

Korollar 9.1.11. Ist V endlich dimensional, so gilt
dim (V/U) = dim(V) — dim(U).

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Dimensionformel fiir die Projektion
my: V- V/U. O

Proposition 9.1.12. (i) Der Faktorraum V /U hat folgende universelle Eigenschaft: Fiir
jede lineare Abbildung p: V- — W mit U C Kern(yp) existiert genau eine lineare Abbil-
dung p: V/U — W mity = ¢ omy.

1% L W
V/U

(ii) Die universelle Eigenschaft definiert den Faktorraum eindeutig, bis auf eindeutige Iso-
morphie. Das heif$t, ist X ein Raumund 7: V. — X surjektiv mit Kern(7) = U, so
dass fiir jede lineare Abbildung o= V- — W mit U C Kern(p) genau eine lineare Ab-
bildung o: X — W mitp = @ o T existiert, so gibt es genau einen Isomorphismus
Y X = V/Umitp o7 = my.

Beweis. Wir definieren ¢ durch die Vorschrift
B0+ U) = p(v).
Das ist wohldefiniert, dennaus v + U = v’ + U folgt v — v' € U und daraus
0= p(v =) = @) = @),

also p(v) = ¢(v'). Die Linearitit und die gewiinschten Eigenschaften von ¢ sind
dann offensichtlich. Wegen

p(v) = @(mu(v) = o(v +U)
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konnen wir ¢ auch gar nicht anders definieren, wenn wir die gewiinschte Eigen-
schaft erhalten wollen. Somit ist ¢ eindeutig bestimmt. (i7) ist wieder Ubungs-
aufgabe. O

Beispiel 9.1.13. SeiV = C([—1, 1], R) der Raum aller stetigen reellwertigen Funk-
tionen auf [—1,1]. SeiY = [0, 1] und

U={feV]|f=0aufY}.

Dann gilt
V/U = C(Y,R).

Dazu betrachten wir zunachst die surjektive lineare Abbildung

r:V — C(Y,R)
fe=fiy

Offensichtlich gilt Kern(r) = U und wir erhalten die surjektive lineare Abbildung
7: VU = C(Y,R).

Aus
0=r(f+U)=r(f)
folgtaber f € U,also f + U =0+ U =0 € V/U. Also ist 7 auch injektiv. =~ A

Proposition 9.1.14. Es gilt
v/u)y ={fev'|f, =0}.

Beweis. Wir bezeichnen den rechten Unterraum von V'’ mit X . Dann erhalten wir
die lineare Abbildung

(V/U) = X
f — f o Ty .

Aus der Surjektivitit von 7 folgt die Injektivitit dieser Abbildung, aus der uni-
versellen Eigenschaft des Faktorraums folgt die Surjektivitit. O



224 KAPITEL 9. VERSCHIEDENES

9.1.3 Tensorprodukte

Im Gegensatz zu den vorigen Konstruktionen fithren wir das Tensorprodukt di-
rekt iiber seine universelle Eigenschaft ein. Wir miissen dann zwar die Existenz
hinterher zeigen, aber da die Konstruktion so technisch ist, arbeitet man in der
Praxis grundsitzlich nur mit der universellen Eigenschaft.

Definition 9.1.15. Seien V, W zwei K -Vektorraume. Ein Tensorprodukt von V'
und W ist ein Vektorraum 7, zusammen mit einer bilinearen Abbildung

B:VxW =T,

welcher die folgende universelle Eigenschaft erfiillt:
Fiir jeden Vektorraum X und jede bilineare Abbildung~v: V' x W — X existiert
genau eine lineare Abbildung

p:T'—= X

mity = p o f.

V><W—>T

\ Hlsp

X
A

Proposition 9.1.16. Fiirjezwei VektorrdumeV, W existiert bis aufeindeutige Isomorphie
genau ein Tensorprodukt.

Beweis. Existenz: Wir betrachten die direkte Summe von V' x W -vielen Kopien
von K:

= @ K= Z )\(v,w) ’ (U,U)) | )\(va) €K

VxW (v,w)EV X Weendlich

Man kann die Elemente von F' als formale (endliche) Linearkombinationen von
Tupeln (v, w) auffassen, was wir hier tun. Wir betrachten weiter den Untervek-
torraum U von F', der von allen Elementen der folgenden Gestalt aufgespannt
wird, wobeiv,v" € V,w,w' € W, X € K gilt:

(v 4V w) — (v,w) — (v, w)

(v, w+w') = (v,w) = (v, )
(Av, w) = Av, w)
(v, Aw) = Av, w).
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Damit setzen wir
T := F/U

und definieren
B: VW =T
(v, w) — (v,w) + U.
Nach Definition von U ist  offensichtlich bilinear. Seinun~: V' x W — X ei-

ne weitere bilineare Abbildung. Wir erhalten damit zunichst eine wohldefinierte
lineare Abbildung

p: FF— X
(v, w) = (v, w).

Aufgrund der Bilinearitit von + liegt U aber im Kern von ¢, also gibt es die wohl-
definierte lineare Abbildung

5 F/U = X
(v,w) + U — p(v,w) =v(v,w),

die offensichtlich v = ¢ o  erfiillt. Durch diese Bedingung ist aber ¢ auch ein-
deutig bestimmt, da F'/U von den Elementen

Bv,w) = (v,w) + U

aufgespannt wird. Also erfillt 7" die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts
von V und .
Eindeutigkeit: Seien

Bi: VXW —=Tyund Go: V x W — Ty

zwei Tensorprodukte von V und W. Da (3, bilinear ist und 7} die universelle Ei-
genschaft des Tensorprodukts erfiillt, existiert genau einelineare Abbildung p: 77 —
Ty mit By = o 3. Umgekehrt gibt es genau eine lineare Abbildung ¢: T, — T

mit 3 =1 o [y :

T

%
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Dann ist aber ¢ o p: T} — Tj eine lineare Abbildung mit

(Yop)ofi=1o(pof)=1op =70,

und aus der Eindeutigkeit in der universellen Eigenschaft von 7 folgt ¢ o ¢ =
idy, . Genauso folgt ¢ o 1) = idy,, und damit die Aussage. O

Definition 9.1.17. Fir K -Vektorriume V, W bezeichnen wir das Tensorprodukt
mit
VegW odernur VW A

Bemerkung 9.1.18. (i) Die Restklasse (v, w) + U bezeichnen wir auch mitv ® w,
und nennen sie einen Elementartensor. Es ist jedoch nicht jedes Elementin V' ®
W ein Elementartensor, man muss auch Summen zulassen:

d
V®W:{Zvi®wi|deN,weV,wieW}.

i=1
Nach Konstruktion gelten die folgenden Rechenregelnin V' @ W :

v+ ) Ruw=v@w+v Qw

1R (w+w)=vw+vuw

M) Rw=A(ve@w)=1v® (A\w).

(¢7) Will man eine wohldefinierte lineare Abbildung V' ® W — X angeben, gibt
man gewohnlich zunachst eine bilineare Abbildung V' x W — X an, und verwen-
det die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. Zum Beispiel gilt folgende

Aussage: Sind
eo:V-=o>Xundy: W =Y

linear, so gibt es eine lineare Abbildung
CeRUY:VIW =2 XY
mit
(P ®@9)(v®w) = p(v) @P(w).
Das sieht man am besten folgendermafien. Die Abbildung
XY VXW-=XRY
(v, w) = p(w) @ Y(w)

ist bilinear. Mit der universellen Eigenschaft von V' ® W folgt nun die Existenz
von ¢ @ . A
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Beispiel 9.1.19. In manchen Fillen kann man das Tensorprodukt auch konkreter
realisieren als im oberen Beweis.
(?) Es gilt stets
K™ @x K™ 2 Mat . (K) = K™
Dazu betrachtet man die bilineare Abbildung
K™ x K™ — Matyn(K)

(v,w) = vw' = (viwy), ;

und rechnet die universelle Eigenschaft nach (Ubungsaufgabe). Die Elementar-
tensoren sind dabei gerade die Matrizen vom Rang 1. Daraus erhilt man sofort
die Aussage
dim (V@ W) = dim(V) - dim(WW)
fir endlich dimensionale Riume.
(i1) Es gilt stets
Mat,, (K) ® Mat,, (K) = Mat,,,(K).
Man kann dabei einen Elementartensor M @ NN von der linken Seite mit der Ma-
trix
(m;N), ; € Mat,, (Mat,(K)) = Mat,(K)
identifizieren. A

Bemerkung 9.1.20. Uber das Tensorprodukt kann man auch sogenannte
Koeffizienten-Erweiterungen durchfithren. Sei dazu zunichst X' C F ein Er-
weiterung von Kérpern. Dann kann man jeden F'-Vektorraum natiirlich auch als
K -Vektorraum auffassen. Umgekehrt kann man einen K -Vektorraum V aber nicht
notwendigerweise auch als F'-Vektorraum auffassen. Deshalb bemerkt man zu-
nichst, dass F' selbst ein K -Vektorraum ist. Die skalare Multiplikation ist dabei
einfach die eingeschrinkte Korpermultiplikation von F' :

K x F— F.
Dann betrachtet man den K -Vektorraum
VF =V ®K F.

Auf V ist nun sogar eine Skalarmultiplikation aus F' wohldefiniert:

’7'2%‘@% 1=Z%’®7%:

]

Auf diese Weise wird V zu einem F'-Vektorraum. Zum Beispiel gilt

E=R"@C~C" A
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9.2 Raume von unendlicher Dimension

In diesem Abschnitt betrachten wir Vektorriume, die nicht notwendigerweise
endlich dimensional sein miissen. Wir sehen wie man verschiedene Begriffe an-
passen kann und welche Aussagen weiter gelten. Sei auch dazu stets K ein fest
gewahlter Korper.

9.2.1 Algebraische Sichtweise

Definition 9.2.1. Sei V' ein K -Vektorraum, I eine beliebige Indexmenge und v =
(i), eine Familie von Elementenv; € V.

(?) Die Familie v heift linear unabhingig, wenn fiir jede endliche Teilmenge J C I
die Familie (v;), , linear unabhingig ist (im Sinne von Deﬁnition. Anson-
sten heifdt v linear abhingig.

(¢1) Die Familie v heif’t Erzeugendensystem von V/, falls

Spang ({v; |[ieI})=V

gilt.
(¢i7) Die Familie v heiflt Basis von V', wenn sie ein linear unabhingiges Erzeugen-
densystem von V ist. A

Bemerkung 9.2.2. Auch hier werden wir statt der eigentlich exakten Notation
von v als Familie von Elementen teilweise zur Betrachtung von v als Teilmenge
von V tibergehen. In einer Basis diirfen Elemente sowieso nicht mehrfach auf-
treten. Solange wir keine Koeffizientenvektoren aufstellen wollen, spielt auch die
Reihenfolge der Basiselemente keine wirkliche Rolle. A

Beispiel 9.2.3. (:) Fiir den Raum ¢y := €y R der Folgen mit endlichem Triger
ist die Familie

€= (€);en
eine Basis. Dabei sei ¢; die Folge mit Eintrag 1 an Position 7, und 0 iiberall sonst.
Es handelt sich bei e aber nicht um eine Basis des deutlich grofderen Raums

PR

ieN
aller Folgen, noch nicht einmal des Teilraums ¢*°(IR) aller beschrinkten Folgen
oder des Teilraums ¢y (R) aller Nullfolgen. Jede Linearkombination muss ja stets

endlich sein! Es ist iibrigens
V = R[]
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wobei e; gerade dem Monom #* entspricht.

(17) Eine Basis fiir [ [, R, £>°(R) oder ¢(RR) explizit anzugeben ist nicht mog-
lich, man kann nur abstrakt deren Existenz beweisen. Es gibt hier auch keine ab-
zdhlbare Basis. Das ist einer der Griinde fiir die algebraisch-analytische Heran-
gehensweise im nachsten Abschnitt. A

Bemerkung9.2.4. (i) Istveine Basisvon V, solisstsichjedesv € V aufeindeutige
Weise als eine Linearkombination

m
vV = E )\j/l)ij
j=1

mit \; € K schreiben. Es gibt dabei keine Beschrinkung an die Linge der Line-
arkombination, nur endlich muss sie sein.

(¢7) Man erhilt jeweils eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : V' — W, indem man
die Werte auf einer Basis von V' beliebig vorgibt. A

Um die Existenz von Basen im allgemeinen Fall zu beweisen, bendtigen wir das
Zorn'sche Lemma. Es handelt sich dabei im wesentlichen um ein Axiom, das wir
einfach benutzen und nicht weiter beweisen. Man kann es natiirlich auf andere
Axiome zuriickfithren, etwa auf das Auswahlaxiom. Zu diesem ist es sogar dqui-
valent.

Satz9.2.5(Zorn'sches Lemma). Einenichtleere partiell geordnete Menge, in derjede Ket-
te eine obere Schranke besitzt, enthdlt mindestens ein maximales Element.

Fiir den Begriff einer partiellen Ordnung < auf einer Menge M siehe Definition
1.4.6 Eine Kette in M ist eine Familie (m;);., mitm; € M fiirallei € I, so dass

my; S m; oder m; S my;

fur alle 4, j € [ gilt. Dabei darf I eine beliebige Indexmenge sein. Eine obere
Schranke einer Kette ist einm € M mitm; < m firalle: € I. Ein maxima-
les Element von M ist ein Element, welches sich beziiglich < nicht itberschreiten
lasst.

Satz 9.2.6. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis. SeiV ein beliebiger Vektorraum. Wir betrachten die Menge

L :={L C V| Llinear unabhingig}
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und wollen das Zorn'sche Lemma darauf anwenden. Dazu versehen wir £ mit der
Mengeninklusion als partielle Ordnung. Wegen () € L ist £ nicht leer. Sei nun
(L;);; eine Kette in L. Wir setzen

L::ULi

iel
und erhalten, vorausgesetzt dass L in L liegt, damit offensichtlich eine obere
Schranke der Kette. Um nun L € L zu tberpriifen, sei L' C L endlich. Wir
miissen zeigen, dass L’ linear unabhingig ist. Aus der Endlichkeit von L’ folgt
L'CL,U--UL;,
fur gewisse iy, ..., 4, € I. Aus der Kettenbedingung folgt nun o0.B.d.A.
Ly C---CL,

und damit L' C L; . Wegen L; € L ist damit L’ linear unabhingig, die ge-
wiinschte Aussage.

Wir haben nun die Voraussetzungen des Zorn'schen Lemmas tiberpriift und er-
halten die Existenz eines maximalen Elements in £, also einer maximalen linear
unabhingigen Teilmenge B C V. Firv € V \ Bistdann B U {v} linear ab-
hiangig, also gibt es eine endliche Teilmenge B’ C B, so dass bereits B’ U {v}
linear abhingig ist. Eine nichttriviale Linearkombination der Elemente zu Null
muss aber v benutzen, denn B’ ist linear unabhingig. Durch Auflgsen solch ei-
ner Linearkombination nach v erhalten wir v € Span (B’) C Span (B) . Also ist
B auch ein Erzeugendensystem von V/, also eine Basis. O

Bemerkung 9.2.7. Auch im unendlich-dimensionalen Fall kann man einen Basi-
serganzungssatz beweisen. Es ist auch wahr, dass je zwei Basen von V' dieselbe
Michtigkeit besitzen, es also eine Bijektion zwischen ihnen gibt. A

Korollar 9.2.8. Jeder K-Vektorraum ist isomorph zu
DK
I
fiir eine Menge I .

Beweis. Wennv = (v;),.; eine Basis von V' ist, kann man jedes v € V eindeutig

als
V= Z )\j’Uj

jeJ
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mit J C I endlich schreiben. Wir definieren dann

& VoK
1

V= Z)\jej

jed
und erhalten so offensichtlich einen Isomorphismus. O

Bemerkung9.2.9. Viele der Aussagen von frither, die im Beweis essentiell den Di-
mensionsbegriff verwendet haben, stimmen im unendlich dimensionalen nicht
mehr. Auf (>°(C) gibt es beispielsweise den Rechts- und Linksshift:

p: (ag,ay,as,...) — (0,ap,ay,...)
i (ag,ar,as...) — (a1, as,as,...).

Es ist p injektiv aber nicht surjektiv, A surjektiv aber nicht injektiv. Es gilt
Aop=1id und po A #id.

Auch Begriffe wie Darstellungsmatrix, Determinante, Spur, charakteristisches
Polynom etc... lassen sich im Allgemeinen nicht oder nur sehr abgewandelt defi-
nieren. A

9.2.2 Algebraisch-analytische Sichtweise

Schon bei sehr einfach zu definierende Riumen, etwa Folgenrdumen, kann man
keine Basis explizit angeben, meistens gibt es noch nicht einmal eine abzihlbare
Basis. Deshalb wird die rein algebraische Sichtweise schnell zu kompliziert. Man
bringt nun eine zusitzliche analytische Struktur ins Spiel, d.h. man fordert zu-
mindest die Existenz einer Norm || - || auf dem Vektorraum V' (siehe Definition
[6.1.8). Man beachte, dass wir uns dazu auf K = K € {R, C} beschrinken. Die
Norm induziert eine Metrik

d(v, w) := [lv —wl|
und wir konnen also iiber Konvergenz etc... in V' sprechen.

Definition 9.2.10. (:) Ein Banachraum ist ein normierter K-Vektorraum, der be-
zliglich der induzierten Metrik vollstindig ist (d.h. jede Cauchy-Folge besitzt in
V einen Grenzwert).

(¢7) Ein Hilbertraum ist K-Vektorraum mit Skalarprodukt, der beziiglich der in-
duzierten Norm ein Banachraum ist. A
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Beispiel 9.2.11. (i) Es ist K™ ein Hilbertraum beziiglich des Standardskalarpro-
dukts. Das folgt sofort aus der Vollstindigkeit von K.

(¢i) Der Raum ¢*°(K) aller beschrankten K-wertigen Folgen ist ein Banachraum,
beziiglich der Supremumsnorm

[ (ai)ien lloo = Sup |a;].
1€N

Dasselbe stimmt fiir den Raum ¢, (K) aller Nullfolgen und den Raum ¢(K) aller
konvergenten Folgen.
(221) Der Raum

*(K) := {(ai)ieN | a; € sz ja;* < OO}

ieN
ist ein Hilbertraum, beziiglich des Skalarprodukts

((@)icn s B)ien) =D aiby.
ieN
(iv) Fiir jeden kompakten Hausdorffraum X ist
C(X,K)
ein Banachraum beziiglich der Supremumsnorm

[ flloo := sup [ ()]
rzeX

(v) Der Vektorraum co (K) aller Folgen mit endlichem Trager ist kein Banachraum
(beziiglich der Supremumsnorm), denn er ist nicht vollstindig. JAN

Definition 9.2.12. (i) Sei V ein Banachraum. Eine Folge (v;),. in V" heifst Schau-
derbasis von V/, falls fiir jedes v € V' ein eindeutig bestimmte Folge ();),. von
Skalaren existiert, mit
v = Z )\zvz
i=0

Man beachte dass wir dabei eine Reihenfolge fixiert haben, der Wert der Reihe
also nicht unabhingig von der Summationsreihenfolge sein muss.

(17) Sei V' ein Hilbertraum. Eine Folge (v; ),y in V heifit Hilbertbasis von V', wenn
sie eine maximale orthonormale Menge von Vektoren bildet. A
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Bemerkung 9.2.13. (i) Jede Schauderbasis von V ist offensichtlich linear unab-
hingig im algebraisches Sinn des letzten Abschnitts. Das folgt aus der geforder-
ten Eindeutigkeit in der Basisdarstellung. Im algebraischen Sinn spannt sie aber
nur einen dichten Unterraum von V' auf.

(¢7) Jede Hilbertbasis eines Hilbertraums V ist eine Schauderbasis von V', wenn
man ihn als Banachraum betrachtet. Man kann nimlich zeigen, dass fiirv € V

stets
v = Z<UJ UZ'>UZ'
ieN
gilt, sogar unabhingig von der Summationsreihenfolge. A

Beispiel 9.2.14. (i) Die Familie (e;), ist eine (normale algebraische) Basis fiir
den Raum cy(KK) und eine Schauderbasis fiir den Raum ¢, (KK) aller Nullfolgen,
beziiglich Supremumsnorm. Der Raum ¢*°(K) aller beschrinkten Folgen besitzt
keine Schauderbasis.

(it) Die Familie (e;), ist eine Hilbertbasis fiir (*(K). A

Bemerkung 9.2.15. Die meisten unserer bisherigen Konzepte werden mit leich-
ten Anpassungen ins algebraisch-analytische Setup iibernommen. Von linearen
Abbildungen zwischen Banachriumen fordert man zum Beispiel zusitzlich oft
Stetigkeit (die nicht automatisch aus der Linearitit folgen muss). Diese Theo-
rie der linearen Algebra in unendlich-dimensionalen Raumen mit Skalarproduk-
ten/Normen nennt man Funktionalanalysis. A

9.3 Kategorientheorie

Ganz zum Schluss lernen wir noch eine Sichtweise kennen, anhand derer man
viele der bisherigen Konzepte, und viele Konzepte der Mathematik iiberhaupt,
besser einordnen und verstehen kann.

Definition 9.3.1. (i) Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse
Obj(C)
(von sogenannten Objekten) und fiir alle X, Y € Obj(C) jeweils einer Menge

C(X,Y)
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(von sogenannten Morphismen), sowie einer partiellen Verkniipfung von Mor-
phismen

C(X,Y)xC(Y,Z) = C(X, Z)
(f,9)—>gof

welche folgenden zwei Bedingungen gentigt:
() VX € Obj(C) Jidy € C(X, X) mit
idyof=/f goldyx=yg
furalle f € C(Y, X),g € C(X,Y).
(2) Faralle f e C(W,X),g € C(X,Y),h e C(Y, Z) gilt

ho(gof)=(hog)of.
(i1) Ein f € C(X,Y) heif’t Isomorphismus, falls g € C(Y, X)) existiert mit
gof:idX, fogzldy

(¢i7) Zwei Objekte X, Y € Obj(C) heifden isomorph (in Zeichen X = Y), falls in
C(X,Y) ein Isomorphismus existiert. A

Grafisch stellt man Ausschnitte aus Kategorien gewohnlich durch (kommutative)
Pfeildiagramme dar:

xt.oy

g

A

Beispiel 9.3.2. (/) Die Kategorie Men der Mengen hat als Objekte die Mengen
und als Morphismen die Abbildungen, wobei die Verkniipfung gerade die Hinter-
einanderausfithrung ist. Ein Isomorphismus ist eine bijektive (also invertierbare)
Abbildung, und zwei Mengen sind isomorph wenn sie die gleiche Machtigkeit be-
sitzen.

(¢i) Fur jeden festen Korper K hat die Kategorie /-Vec der K -Vektorriume als
Objekte die K -Vektorrdume und als Morphismen die K -linearen Abbildungen.
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(i17) Die Kategorie Top der topologischen Riume hat als Objekte die topologi-
schen Riume und als Morphismen die stetigen Abbildungen. Ein Isomorphismus
ist gerade ein Homdomorphismus, und isomorphe Objekte sind homéomorphe
Raume.

(iv) Morphismen miissen nichtimmer Abbildungen sein. Seietwa (G, -) eine feste
Gruppe. Wir definieren eine Kategorie C durch

Obj(Cq) := {*}

und
Co(x,%) :=G.

Die Gruppenverkniipfung - dient uns dabei als Verkniipfung von Morphismen
0 Ca(*,%) X Ca(x,%) = Ca(*,x)

und man tberpriift leicht die Bedingungen (1) und (2). Auf diese Weise lisst sich
G als eigene Kategorie auffassen. Jeder Morphismus ist hier ein Isomorphismus.
A

Definition 9.3.3. Ein kovarianter (bzw. kontravarianter) Funktor von der Kate-
gorie C in die Kategorie D besteht aus einer Abbildung

F: Obj(C) — Obj(D)
sowie Abbildungen
F:C(X,Y) = D(F(X), F(Y))
(bzw. F: C(X,Y) = D(F(Y), F(X)))
mit
M Flidy) = idrcx)
@) Flgof)=F(g)oF(f)  (bzw.F(go f)=F(f)oF(g).
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Beispiel 9.3.4. (i) Die Bildung des Dualraums ist ein kontravarianter Funktor von
K-Vek in sich selbst.
(i1) Sei X ein fest gewihlter K -Vektorraum. Dann ist die Zuordnung

V=XV

einkovarianter Funktorvon K -Vek insich selbst. Eine lineare Abbildung p: V' —
W wird dabei auf
idy@p: X @V = X @ W

abgebildet.

(¢i7) Es gibt den kovarianten Funktor 7op — Men, der jedem topologischen
Raum die Menge seiner Zusammenhangskomponenten zuordnet. Stetige Abbil-
dungen erhalten Zusammenhang, also induzieren sie Abbildungen zwischen den
Mengen der Zusammenhangskomponenten.

(iv) SeiC eine Kategorie, in der die Objekte wirklich aus Mengen und die Morphis-
men wirklich aus Abbildungen zwischen diesen bestehen (z.B. Top, K-Vec, ...).
Der Vergiss-Funktor ist ein kovarianter Funktor C — Men, der einfach eine
eventuelle zusatzliche Struktur auf den Objekten der Kategorie (z.B. eine Topo-
logie, eine Vektorraumstruktur,...) vergisst. Ebenso vergisst er die Tatsache, dass
Morphismen eventuell sehr spezielle Abbildungen sind, und betrachtet sie ein-
fach nur noch als Abbildungen. A

Lemma9.3.5. Sei : C — D ein Funktorund in C gelte X = Y. Dann giltin D

Beweis. Seio.B.d.A. F kovariant. Sei f € C(X,Y) ein Isomorphismus mit inver-
sem Morphismus g € C(Y, X). Dann gilt g o f = idx und nach Anwendung von
F also

idrx) = Flidx) = Flgo f) = Flg) o F(f).
Analog bekommt man F(f) o F(g) = idry) und damit F(X) = F(Y). O

Bemerkung 9.3.6. Oft mochte man die Isomorphie von zwei Objekten einer Ka-
tegorie entscheiden (sind zwei Vektorriume isomorph, sind zwei topologische
Riume homoéomorph,....?) Wenn sie isomorph sind, kann man oft einen Isomor-
phismus angeben und hat die Frage damit entschieden. Wenn sie nicht isomorph
sind, ist die Frage oft schwieriger. Man muss dann Eigenschaften der Objekte fin-
den, die sie voneinander unterscheiden und die Isomorphie ausschliefRen. Etwas
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konzeptioneller formuliert wendet man zunichst einen Funktor an. Sind die Ob-
jekte dann nicht isomorph, waren sie es vorher auch nicht.

Haben beispielsweise zwei topologische Riume eine unterschiedliche Anzahlvon
Zusammenhangskomponenten, konnen sie nicht homooorph sein. Diese Argu-
mentation entspricht der Anwendung des Funktors aus Beispiel [9.3.4](¢i). Sind
die Dualriume von zwei Vektorriumen nicht isomorph, so sind es die Riume
selbst auch nicht. Das entspricht dem Funktor aus Beispiel (4). Noch ba-
naler ist folgende Beobachtung: haben zwei Vektorraume nicht dieselbe Mich-
tigkeit (als Mengen), so sind sie nicht isomorph. Extrem abgehoben kann man
sagen, dass man diese Beobachtung aus dem Vergissfunktor und Lemma [9.3.5]
erhilt. A
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 1. Fiir eine Menge M nennen wir die Menge aller ihrer Teilmengen die
Potenzmenge P (M) von M. In Formeln:

P(M) = {N| N C M}.

Schreiben Sie fiir die folgenden Mengen M jeweils die Potenzmenge P (M) ex-
plizit durch Angabe aller Elemente auf:

@M ={1,a,p}.

(i) M = P(P(0)).

(i) M = {1,2} x {a,b}.

Wieviele Elemente hat die Potenzmenge einer m-elementigen Menge?

Aufgabe 2. Fiir Mengen M, N definieren wir
MAN := (M UN)\ (M NN).

Zeigen Sie, dass fuir beliebige Mengen M, N, O stets gilt:
() (MAN)AO = MA(NAO).

(@) MAN = NAM.

(ii)) MAN = () & M = N.

Aufgabe 3. (i) Sei M die Menge aller Menschen. Untersuchen Sie die folgenden
Relationen auf M in Hinblick auf Symmetrie, Reflexivitit und Transitivitat:

1. R1={(A4,B)| Aliebt B}

2. Ry = {(A, B) | Aistmit B verheiratet}

3. Ry ={(A, B) | Aist Mutter von B}

4. Ry={(A,B)|3C € M: (C,A) € Ry A (C, B) € Rs}

241
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(i) Geben Sie fiir jede der drei Eigenschaften reflexiv, symmetisch, transitiv eine Re-
lation auf einer Menge an, die diese Eigenschaft hat, die anderen beiden jedoch
nicht.

Aufgabe 4. Sein € N gegeben. Auf Z definieren wir folgende Relation:
M, ={(a,b) €EZXZ|3Ic€Z:nc=>b—a}.

Zeigen Sie, dass es sich bei M,, um eine Aquivalenzrelation handelt und bestim-
men Sie die Anzahl ihrer Aquivalenzklassen.

Aufgabe5. Seien f: M — N,g: N — O, h: O — P Abbildungen. Zeigen Sie:
() Esgiltho (go f) =(hog)o f.

(i7) Sind f und g injektiv, soauch g o f.

(¢i7) Sind f und g surjektiv, so auch g o f.

(iv) Sind f und g bijektiv, soauch g o fundesgilt (go f)™' = flog™l.

Aufgabe 6. Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitit und Sur-
jektivitat:

@) fi: R? = R; (a,b) — a+b.

@) fo: R? = R; (a,b) — a® +1* — 1.

@) f3: R? — R?%; (a,b) — (a + 2b,2a — b).

() f1: R? = R3; (a,b) — (a?,a —b,b).

Aufgabe 7. Sei f: M — N eine Abbildung. Zeigen Sie:

@FiurT C Mund S C Ngilt T C f~(f(T)) sowie f (f1(5)) C S.

(9) Fir S1,S, C N gilt f71(S;USy) = f71(S)) U f1(S,) sowie
PSS = £ (SN F(S)).

@) Faur Ty, T, C M gile f (TV U T2) = f(Th) U f (Ty) .

(1v) Zeigen oder widerlegen Sie die Aussage f (71 N1Ts) = f(T1) N f (T3) .

Aufgabe 8. Bestimmen Sie die (reelle) Lésungsmenge des linearen Gleichungs-
systems mit folgender erweiterter Koeffizientenmatrix:

(A7 b) =

oo o~
oo o w
|
N\

o
I RGN
oON = O
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Aufgabe 9. (i) Bestimmen Sie die reelle Losungsmenge des folgenden linearen
Gleichungssystems:

ry + 2.172 + 31’3 + 41’4 = 0
—3r1 + —-6x9 4+ —8xr3 + -9z, = 0
21’1 + T3 + 95E4 = 0.

(47) Fiir welche A € R besitzt das folgende Gleichungssystem eine reelle Losung?
Wieviele Losungen gibt es dann jeweils?

2$1 — 21‘2 + )\$3 = 3
4ry + 6z — 323 = =2
10y — 10z + 13z3 = 0.

Aufgabe 10. Finden Sie ein reelles Polynom vom Grad héchstens 4, also einen
Ausdruck der Gestalt

p=cy+cit+ cot® + cst® + cqt?
mit ¢y, . .., ¢4 € R, fiir das gilt:

p(—2) =1, p(-1) = -1, p(0) = 2, p(1) =1, p(2) = —1.

Aufgabe 11. Sei (G, ) eine Gruppe. Das zu a € G inverse Element bezeichnen
wir mit o', Zeigen Sie, dass fiir a, b, ¢ € G stets folgendes gilt:

@ (axb)t=b"txal.

@) (a1~ = a.

(Daxc=bxc = a=0>0.

Aufgabe12. Sei G = {z, y} eine zweielementige Menge. Bestimmen Sie alle Ver-
kntipfungen
x: G xG— G,

welche G zu einer Gruppe machen (zum Beispiel durch Angabe der Verkniip-
fungstafeln).

Aufgabe 13. Sei M eine nichtleere Menge. Fiir A, B C M definieren wir AAB
wie in Aufgabe2], sowie

AoB: =M\ (AAB).

Entscheiden Sie:
(@) Sind (P(M), A) und/oder (P(M), o) Gruppen?
(#3) Sind (P(M), A, N) und/oder (P(M), A, U) Ringe?
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Aufgabe 14. Sei R ein Ring. Zeigen Sie, dass fiur alle a, b, c € R gilt:
2)0-a=a-0=0.

(@) —(a-b) =(—a)-b=a-(=D).

(1) (—a) - (=b) =a-b.

Giltauchimmera-b=a-c=b=c?

Aufgabe 15. Vervollstindigen Sie den Beweis von Satz[2.2.13]

Aufgabe 16. Bestimmen Sie die Losungsmenge (in C?) des folgenden linearen
Gleichungssystems:

1Yy =—1
r+i-y=1+41.

Aufgabe 17. Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem Korper

737:
X1 —|— 2[[‘3 + Ty = 2
T +  x9 + 23 + x5 = 0
200+ 3 + x4 + 225 = 1

Aufgabe 18. Zeigen Sie Assoziativ- und Distributivgesetze fiir die Matrixrech-

nung (d.h. die Aussagen von Satz (i7) und (i47)).

Aufgabe19. Bestimmen Sie alle Matrizen X € Mats »(C) mit

1 i 0 1 -1
—; —1 1 - X = 7 —1
0 2 0 1

Aufgabe 20. Sei R ein Ring und m € N. Eine Matrix M = (my),,_, . €
Mat,,,(R) hat obere Dreiecksgestalt, wenn fiir j < i stets m;; = 0 gilt. Zeigen Sie:
Haben M, N € Mat,,(R) obere Dreiecksgestalt, so auch M - N.

Aufgabe 21. Berechnen Sie die inverse Matrix der beiden folgenden Matrizen,
jeweils im gegebenen Matrixring:

1+ -2 1
2 1-2¢ 0 | €Mats(C) und

4
6 € Mat;;(Z/?Z)
0 -1 1 1

(<52 G NI
S W
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Aufgabe 22. Sei K ein Korper und A, B € Mat,,,(K). Es gelte AB = I,,,. Zeigen
Sie, dass dann auch BA = [, gilt.

Hinweis: Wenn Sie die Invertierbarkeit von A oder B verwenden wollen, miissen Sie sie
zuerst zeigen.

Aufgabe 23. Sei K ein Koérper und V' ein K -Vektorraum. Zeigen Sie, dass fir alle
Ay € Kve Vil

@)0-v=0.

@) (=) v =—(\-v).

(@13) Ausv # Ound A # v folgt A - v # v - v,

Aufgabe 24. Sei V' = F (R, R) der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach
R. Welche der folgenden Teilmengen sind Untervektorriume von V? (begriinden
Sie Thre Aussage)

UL ={f eV ][f0)=0}.

@)Uy ={f €V | f(0)=1}.

(i) Us = {f € V| f stetig}.

U, ={feV|vreR: f(r) > 0}.

WUs={feV|VreR:|f(r) <1}.

W)Us={f eV |3IC eRVreR: |f(r)] <C}.

Aufgabe 25. Berechnen Sie zur gegebenen Matrix A € Mat3(Q) eine Zerlegung
als Produkt von Elementarmatrizen:

A=

e
co Ot DN
S Oy W

Was andert sich, wenn unten rechts in A statt 0 eine 9 steht?

Aufgabe 26. Bestimmen Sie alle Untervektorraume von C, wobei Sie C einmal als
C- und einmal als R-Vektorraum auffassen (die Skalarmultiplikation ist einfach
die bekannte Multiplikation von Zahlen).

Aufgabe 27. SeiV ein K -Vektorraumund vy, . .. v, € V linear unabhingig. Zei-
gen Sie, dass fiurv € V' \ Spang ({v1,...,v,}) auch

ViyeooyUp,U

linear unabhingig sind.
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Aufgabe 28. Sei V' = F(R,R) undn > 1. Zeigen Sie, dass die Funktionen
sin(z), sin(2z), . .., sin(nx)
als Elemente von V' R-linear unabhingig sind.

Aufgabe 29. Bestimmen Sie fiir die folgende Matrix A € Mat; 5(Q) eine Basis
des Losungsraums L(A,0) C Q°:

1 -2 1 2 0
A= 11 -1 1 2
1 7 =5 -1 1
Aufgabe 30. Bestimmen Sie fiir die folgenden Unterriume von R* jeweils eine
Basis und die Dimension:
@ Uy = {(a1,as,a3,a4) € R* | a; = 0} .
(@) Uy = {(al,ag, CL3,CL4) e R4 | a1 = ag + as + a4}.
(#i7) Uy N Uy, Uy + Us.

Aufgabe 31. Wir betrachten folgende Menge:
M = {A € Mat3(R) | jede Zeile und jede Spalte von A summiert sichzu1}.

(1) Zeigen Sie, dass M ein affiner Unterraum von Mats(R) ist und bestimmen Sie
den zu M parallelen Untervektorraum U C Mat3(R).
(72) Bestimmen Sie eine Basisvon U.

Aufgabe 32. Seip: V' — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorriumen.
Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr sind:

(?) Sind vy, ..., v, in V linear unabhingig, so sind ¢(vy), ..., ¢(v,) in W linear
unabhingig.
(¢3) Sind (v1), . . ., ¢(v,) in W linear unabhingig, so sind vy, ..., v, in V linear
unabhingig.

Aufgabe 33. Bestimmen Sie fiir die folgenden linearen Abbildungen jeweils eine
Basis fiir Kern und Bild:

@) p1: R?2 = R?%; (21, 20) = (11 — T2, 19 + 271).

(1) po: R = R3; (21, 20) = (21 + T2, 71 — 279, 205 — 171).

(@11) p3: R3 — R3; (21,29, 23) — (T21 + To, T1 + 9 + T3, T3 — 611).
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Aufgabe 34. Sei V' = R[t|<4 der Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad
< 4.

() Wihlen Sie eine Basis v von V und bestimmen Sie den Koordinatenvektor &, (p;)
fiir die folgenden Polynome:

pr=1—1242t3 po =t py = (t —2)* — 1.
(¢i) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen ¢: V' — V linear sind:
@) p— p(0) (Auswertung in 0)
() p+— p(1) (Auswertung in 1)
(©) p — p' (Ableitung nach t)
dp—p+1.

(i17) Finden Sie zu den linearen Abbildungen ¢ aus (i7) jeweils eine Matrix A €
Mats(RR), so dass

& ((p)) = A&u(p)
fur allep € V gilt.

Aufgabe 35. Seien V, W zwei K -Vektorriume und ¢: V' — W eine bijektive li-
neare Abbildung. Zeigen Sie:
(1) Die Umkehrabbildung o=': W — V ist ebenfalls linear.

Aufgabe 36. Sei V' ein K -Vektorraum und ¢: V' — V eine lineare Abbildung.
Wir schreiben " fiir die n-malige Hintereinanderausfithrung von ¢, d.h.

et =po--0qp.
———

n

Seienv € V undn € N so, dass gilt:
©"(v) # 0 und " (v) = 0.
Zeigen Sie, dass dann v, p(v), p?(v), ..., ©"(v) linear unabhingig sind.
Aufgabe 37. Seien A € Mat,, ,(K)und B € Mat,, ,(K). Zeigen Sie, dass
(AB)" = B'A*

gilt.
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Aufgabe 38. Seienvy,..., v, € K™ und A = (vq,...,v,) € Mat,,(K). Zeigen
Sie, dass (vy, . .., v,,) genau dann eine Basis von K™ ist, wenn A invertierbar ist.

Aufgabe 39. Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrix itber dem Korper Q:

2

o O =
O~ = O
N O DN =
=

Was ist der Rang, wenn wir A als Matrix tiber dem Korper Z/3Z auffassen? Fin-
den Sie jeweils eine invertierbare Untermatrix von maximaler Grofie.

Aufgabe 40. (i) Schreiben Sie die Permutationen o4, 0o € Sy jeweils als Produkt
von elementfremden Zyklen und als Produkt von Transpositionen. Bestimmen

Sie ihre Signaturen.
(12 8 (12345678
173 8 7)7?7\68517432)"

(i1) Zeigen Sie, dass fiir jedes 0 € S, (und jeden Korper K) genau eine Matrix
A, € Mat,, (K) existiert mit

4 5 6
2 51

(2R

3
4

C1 Co(1)

Cm Co(m)
furalle (c1,...,cn)t € K™,

Aufgabe 41. (i) Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrix:

ot © Ot~
=~ 00 O N
LW 3 3 W
N Oy 00 =~

Hingt das Ergebnis vom Korper ab, iiber dem die Matrix betrachtet wird?
(17) Sei A € Mat,,(Z). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

@ A€ GL,(Q).
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(b) A € GL,,(Z/pZ) tur alle bis auf endlich viele Primzahlen p.

(177) Sei A € Mat,, (Q). Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:
@ A e GL,(C).
(b) A € GL,,(Q).

Aufgabe 42. Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass fir alle ay, . . . , a,,, 2 € K gilt:

T o --- 0 aop
-1 z . a
det | 0 -1 . 0 5 = 2"+ apa™ + -+ @z + ag.
. . . T Qm—1
o --- 0 -1 z+4+ay,

Aufgabe 43. Bestimmen Sie alle Werte A € R, fiir welche die folgende Matrix
tiber R invertierbar ist:

3 A=A
A= 2 -1 3
A+10 1 1

Aufgabe 44. Sei A € GL,,(K), B € Mat,,(K) und A € K. Zeigen Sie
det (M, — AB) = det (A, — BA).

Aufgabe 45. Berechnen Sie die Determinante der Matrix

a b c d
-b a d -—c

A= —c —d a b
—d ¢ —=b

indem Sie die Determinante von A - A® berechnen und von dieser auf die Deter-
minante der Matrix A schlief3en.

Aufgabe46. (i) Sei A € Mat,,(R), wobei m ungerade ist. Aufderdem sei A schief-
symmetrisch, das heifft A = — A, Zeigen Sie det(A) = 0.

(17) Sei A € Mat,,(R), wobei A mehr als m? — m Elemente besitzt, die gleich 0
sind. Zeigen Sie det(A) = 0.
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Aufgabe 47. (i) Geben Sie zwei Matrizen A, B € Maty(Z/5Z) an, firdie A- B #
B - Agilt.

(47) Eine Matrix heilt symmetrisch, wenn A = A’ und schiefsymmetrisch, wenn
A = — Al gilt. Zeigen Sie, dass sich jede Matrix A € Mat,,,(K) als Summe einer
symmetrischen Matrix A; und einer schiefsymmetrischen Matrix A; darstellen

laft.
Aufgabe 48. Essei V' ein R-Vektorraum und a, b, ¢ € V. Aulerdem seien
xr:=b+c,y:=c+aundz:=a+b.

Zeigen Sie:

(?) Esist Span, ({a, b, c}) = Span, ({z,y, z}).

(¢i) Es sind a, b, c genau dann linear unabhingig, wenn z, y, z linear unabhéingig
sind.

(¢17) Sind die obigen zwei Aussagen auch fiir Vektorriume tiber einem beliebigen
Koérper richtig?

Aufgabe 49. Sei K ein Korper und z4, ..., z,, € K. Wir betrachten

1 2 22 -0 2t
1 2y a2 -0 ot
Vizy, ... x,) = . € Mat,, (K).

1 xy, 22, - am!

Zeigen Sie
det (Vi(zy,...,zm) = ] (25— )
1<i<j<m

Insbesondere ist V (x4, ..., z,,) genau dann invertierbar, wenn die x; paarweise
verschieden sind.
Aufgabe 50. Sei K ein Korper und z1, ..., x,, € K paarweise verschiedene Ele-
mente. Zeigen Sie, dass es dann fiir jede Wahl von v, ...,y,, € K genau ein

Polynom p € K|[t] vom Grad hochstens m — 1 gibt, mit p(z;) = y; fir alle
1=1,...,m.
Aufgabe 51. Sei V ein K -Vektorraum und ¢: V' — V eine lineare Abbildung.
Seien \1,..., \,, € K paarweise verschiedene Elemente und dazu vy, ..., v,, €
V'\ {0} mit

p(vi) = Aw;
furallei =1,...,m. Zeigen Sie, dass vy, . . . , v, dann linear unabhingig sind.
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Aufgabe 52. Seien V ein K-Vektorraum und Wy, W, C V Untervektorriume
mit W, N Wy = {0}. Seien x4, ..., 2, € Wiundyy,...,y, € W;jeweils linear
unabhingig. Zeigen Sie, dass dann auch

Liseeo 5 TmyY1y- -5 Yn
linear unabhingig sind.

Aufgabe 53. Die Matrix A € Mat,, (K') habe obere Block-Dreiecksform, d.h. sie sei

von der Form .
B
A= (ﬁ)

mit B € Mat,,, (K),C € Mat,, m,(K), D € Mat,,,(K) und m; + my = m.
Zeigen Sie, dass dann det(A) = det(B) - det(D) gilt.

Aufgabe 54. Im R® seien die folgenden Vektoren gegeben:

4 0 4 1 0
1 1 3 1 —2
v = 1 , Uy = 4 , U3 = 9 youu=1 1 |,v5=1| -8
0 -1 —2 1 2
—2 2 2 1 —4
Wir betrachten V' = Spang{v, ..., vs} C R5.
(¢) Bestimmen Sie dimg (V).
(i7) Bestimmen Sie simtliche Moglichkeiten, aus vy, . . . , v5 eine Basis fir V' aus-

zuwaihlen.

Aufgabe 55. Fiir m > 2 betrachten wir

0 1 - 1
M = | e Mat,(Q).
S|

0 0

Zeigen Sie M™ ' #£ 0 und M™ = 0.

Aufgabe 56. Gibt es eine C-Vektorraumstruktur auf R, sodass die skalare Multi-
plikation
CxR—=R

eingeschrinkt auf R x R die iibliche Multiplikation auf R ist?



252 Ubungsaufgaben

Aufgabe 57. Wir betrachten folgende lineare Abbildung:
p: Clt]<s = Clt]<s
p = +p"+p(0).
Bestimmen Sie die Darstellungmatrix M, ,,(¢) beziiglich Basen v, w Ihrer Wahl.

Aufgabe 58. Bestimmen Sie fiir die folgende Matrix A € Mat3(IR) das charakte-
ristische Polynom, sowie die Eigenwerte und die Eigenrdume von i 4:

2
2
—2

(NI V)

3
1
1

Aufgabe 59. Sei V' ein K -Vektorraum und ¢: V' — V ein Endomorphismus.
Seien A, ..., \, € K paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢, und By, ..., 5,
dazu jeweils endliche Mengen von linear unabhingigen Eigenvektoren. Zeigen
Sie, dass dann B; U - - - U B,, ebenfalls linear unabhingig ist.

Aufgabe 60. Fir A € Mat,(R) suchen wir differenzierbare Funktionen
fi,--., fu: R = R, welche die Differentialgleichung f* = Af erfiillen. Dabei
ist f=(f1,..., o) und f" = (f],..., f})'. Zeigen Sie:

(1) Ist0 # v € R"und A € R, soist f := e’ - v eine Lésung der Differentialglei-
chung genau dann, wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ) ist.

(¢1) Sind vy, ..., v, € R" linear unabhingige Eigenvektoren zu den Eigenwerten
A1, ..., A-von A, so sind die Losungen
My, .., My,

linear unabhingig (im Raum der Funktionen von R nach R").

Aufgabe 61. Sei V ein K -Vektorraum und ¢: V' — V ein Endomorphismus, fiir
den jeder Vektor 0 # v € V ein Eigenvektor ist. Zeigen Sie, dass dann

firein A € K gelten muss.

Aufgabe 62. Berechnen Sie (abhingig von a € R) die Eigenwerte und Eigenriu-

me der folgenden Matrix A € Mat3(R):
3 0 2

A=1 01 a

0 2 2a
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Aufgabe63. Seip;: R? — R3?die Drehungum 7 /4 um die z3-Achse sowie ¢y : R3 —
R3 die Spiegelung an der Ebene definiert durch z; + 2z, = 0.

({) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen M, ,(¢;) beziiglich Basen v Ihrer
Wahl.

(ii) Berechnen Sie alle reellen Eigenwerte und Eigenraume der ;.

Aufgabe 64. Berechnen Sie die Potenzen A* in allgemeiner Form fiir die folgende

Matrix:
3 6
A= ( 6 —2 ) '

Aufgabe 65. Bestimmen Sie fiir die folgenden Polynome p; € K|t] jeweils simt-
liche Nullstellen samt Vielfachheiten in K:

@) pr = —4t2 + 413 — 2t° + S fiir K = Q, R, C.

(i) po =18 + 1 fir K = Z/27Z.

Aufgabe 66. Untersuchen Sie fiir die folgende Matrix A € Mat3(R) den Endo-
morphismus

pa: R* = R?
auf Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit, in Abhingigkeit vom Parame-
ter a:

-3 0 0
A= 2 a 1
10 0 2

Aufgabe 67. Diagonalisieren Sie die folgende Matrix A € Mat,(R), d.h. bestim-
men Sie P € GL4(R), D € Maty(R) diagonal, mit P~'AP = D.

-5 1 6 6
=12 2 12 12
A= 1 1 0 =2
-4 0 4 6

Aufgabe 68. Zeigen Sie fiir A € Mat,,(C) die Aquivalenz der folgenden beiden
Aussagen:

(1) Esgibteinn € Nmit A" = 0.
(i7) Ahatnur den Eigenwert 0.

Zeigen Sie weiter, dass in diesem Fall stets A = 0 gilt.
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Aufgabe 69. Finden Sie eine Matrix A € Maty(Q) mitden folgenden Eigenschaf-
ten:

dim (L(A,0)) = 4, dim (L(A?,0))
dim (L(A?,0)) = 8, dim (L(A*,0))

7
9.

Aufgabe 70. Bestimmen Sie fiir die Abbildung

¢: Cltl<a — Clt]<a
p—p(t+1).

eine Darstellungsmatrix in Jordan'scher Normalform.

Aufgabe 71. Sei

—1
1

—1
4

Tt O N

A= € Mat4((C)

O = O N
SN OO

—4

Bestimmen Sie eine Basis von C*, beziiglich der die Darstellungsmatrix von 4
Jordan'sche Normalform hat.

Aufgabe72. Sei A € Mat;(C) eine Matrix mit charakteristischem Polynomp4 =
(t—1)3(t+1)%. Weiter sei der Eigenraum zum Eigenwert 1 zweidimensional und
der zum Eigenwert —1 eindimensional. Bestimmen Sie eine Jordan’sche Normal-
form fir A.

Aufgabe 73. Bestimmen Sie das Minimalpolynom der folgenden Matrix in Ab-
hingigkeitvon a € C:
—1

O = =
O O O
—_

Aufgabe74. Sei A € Mat,, (C) beliebig, mitm > 2. Zeigen Sie, dass die Matrizen
ILA A2 AT

keine Basis von Mat,,, (C) bilden.



Ubungsaufgaben 255

Aufgabe 75. Sei V' ein K-Vektorraum mit Norm || - ||. Zeigen Sie:
(@) Ist || - || von einem Skalarprodukt auf V' induziert, so gilt fiir alle v, w € V die
sogennannte Parallelogrammgleichung:

lv +wll* + o = w]* = 2 (Jo]|* + lw]]*) -

(¢7) Die Normen || - || und || - ||; auf R™ sind nicht von einem Skalarprodukt
induziert.

Aufgabe 76. Sei V' ein R-Vektorraum mit Norm || - ||, welche die Parallelogramm-
gleichung erfiillt. Zeigen Sie, dass die folgende Setzung dann ein Skalarprodukt
auf'V ist, welches || - || wiederum induziert:

(v,w) = 5 (llv+wl* = [lo]* = [lw]*) -

N| —

Aufgabe 77. Auf dem R-Vektorraum V' = R[t]<, definieren wir

(p,q) == p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2).

(i) Zeigen Sie, dass (-, -) ein Skalarprodukt auf V" ist.
(i) Bestimmen Sie eine ONB von V beziiglich (-, -).

Aufgabe 78. Beweisen Sie Korollar|6.2.7,

Aufgabe79. Sei A = A" € Mat,,(R) eine reelle symmetrische Matrix. Wir defi-
nieren folgende Abbildung:

B4 R™ x R™ = R
(v, w) = v" Aw.

(i) Zeigen Sie, dass (4 linear im ersten Eintrag und symmetrisch ist.
(i7) Geben Sie ein explizites Beispiel fir A an, in dem (4 kein Skalarprodukt auf
R™ ist.

Aufgabe 80. Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, U C V ein Unter-
raum und sei 77 : V' — V die orthogonale Projektion auf U. Zeigen Sie:

() Esgilt 7y = 7, = 7wy o .

(@) Ist m: V' — V ein Endomorphismus mit 7 = 7* = 7 o 7, so ist 7 die ortho-
gonale Projektion auf einen Unterraum von V.



256 Ubungsaufgaben

Aufgabe 81. Berechnen Sie fiir die folgende Matrix A € Sym,(R) eine ONB von
R* aus Eigenvektoren von fi4:

0 -1 10
-1 0 11
A= 1 1 01
0 1 10

Aufgabe 82. Sei A € Mat,,(R) orthogonal. Zeigen Sie:
(i) Es gilt det(A) € {—1,1}.

(¢i Aus det(A) = —1 folgt, dass A den Eigenwert —1 hat.
(217) Gelten (¢) und (47) auch fiir unitire Matrizen?

Aufgabe 83. Seien A, B € Her,,(C) positiv semidefinite Matrizen. Zeigen Sie:
@ Fur A\, v > 0gilt \A+~B > 0.

(1) Fiir W € Mat,, ,,(C) gile W* AW > 0.

(133) Es gibt vy ..., v, € C"mit A = 77" vvr.

(iv) Furv € C" giltv* Av = 0 < Av = 0.

Aufgabe 84. Seien V ein endlich dimensionaler C-Vektorraumund p,¢: V- — V
zwei Endomorphismen mit ¢ o ¢ = ¢ o 7). Zeigen Sie:

(¢) Fur jeden Eigenwert A € C von ¢ ist der Unterraum Eig(y, A) ¢-invariant,
d.h. es gilt

¢|Eig(¢,)\) : Eig((p, /\) — Eig(gp, )‘)‘

(¢1) Sind ¢ und 1) beide normal, so sind sie simultan diagonalisierbar (d.h. es gibt
eine ONB Basis von V/, beziiglich der beide Darstellungsmatrizen Diagonalge-
stalt haben).

Aufgabe 85. Seip € R[t] ein Polynom, das itber R in Linearfaktoren zerfillt. Zei-
gen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen:

(¢) Alle Nullstellen von p sind grofRer gleich Null.

(i7) Die Koeffizienten von p haben alternierendes Vorzeichen (d.h. sie sind ab-
wechselnd > 0 und < 0).

Zeigen Sie damit, dass man die Bedingung "A > 0" fir A € Her,,(C) durch m
polynomiale Bedingungen an die Koeffizienten von A ausdriicken kann.
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Aufgabe 86. Zeigen Sie, dass fiir A, B € Her,,,(C) mit A, B > 0 stets gilt
L(A+ B,0) = L(A,0) N L(B,0).
Stimmt die Aussage auch fiir beliebige Matrizen?

Aufgabe 87. Seien K ein Korper und A € Mat,, .(K), B € Mat, ,,,(K). Zeigen
Sie:

(i) Es gilttr(AB) = tr(BA).

(¢i) Stimmt auch det(AB) = det(BA)?

Aufgabe 88. Sei

4 =21
A= -2 4 2 € Mat;;(R)
1 2 0

Bestimmen Sie ein P € GL3(R) und eine Diagonalmatrix D € Mats(R) mit
P'AP = D.Welche Signatur hat A?

Aufgabe 89. Beweisen Sie Proposition([7.3.2]

Aufgabe 90. Es sei K ein Korper mit 1 + 1 # 0. Zeigen Sie, dass es genau eine
symmetrische Bilinearform

ﬁl Mat2<K) X Matg(K) — K

gibt mit

B(A, A) = det(A)
fir alle A € Maty(K). Stimmt das auch fiir grofRere Matrizen? Bestimmen Sie
eine Darstellungsmatrix fiir 3.

Aufgabe 91. Sei V' ein m-dimensionaler K -Vektorraum. Zeigen Sie:

(i) Die Menge () aller quadratischen Formen auf V' bildet einen K -Untervektorraum
des gesamten Funktionenraums F(V, K'). Bestimmen Sie seine Dimension.

(¢i) Fur jedes ¢ € Qist N(q) := {v € V | q(v) = 0} eine Vereinigung von Ur-
sprungsgeraden.

(i17) Ist N C V eine Vereinigung von hochstens (
gibtesein0 # g € Q mit N C N (q).

m+1

) ) — 1 Ursprungsgeraden, so

Aufgabe 92. Zeigen Sie, dass das Innere und der Abschluss einer konvexen Menge
wieder konvex sind.
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Aufgabe 93. Seien ¢: R™ — R™ eine lineare Abbildungund S C R™, T C R"
zwei konvexe Mengen. Zeigen Sie:

(@) p(S) und p~(T) sind konvex.

(@17) S x T C R™ x R™ = R ist konvex.

Aufgabe 94. Zeigen Sie:

(¢) Die Menge der positiv semidefiniten Matrizen ist ein abgeschlossener konve-
xer Kegel P C Her,,(C).

(¢i) Das Innere von P besteht genau aus den positiv definiten Matrizen.

Aufgabe 95. Seien p € C[t] ein Polynom und z,...,z4 € C seine Nullstel-
len. Zeigen Sie, dass die Nullstellen der Ableitung p’ in der konvexen Hiille von
21, ..., 24 liegen, wenn man C als R? auffasst.

Aufgabe 96. Sei S C R? eine Menge mit mindestens d + 2 Elementen. Zeigen
Sie, dass es disjunkte Teilmengen R, B C S gibt mit

Konv(R) N Konv(B) # 0.

Hinweis: Wihlen Sie paarweise verschiedene Elemente s1, . .., s412 aus S und betrach-
ten sie das lineare Gleichungssystem ) . A;s; = 0,>, A; = 0. Gruppieren Sie die s;
anhand der Vorzeichen der )\; einer nichttrivialen Losung in die zwei Mengen R und B.

Aufgabe 97. Seien A, B € Her,,(C) zwei positiv semidefinite Matrizen. Zeigen
Sie, dass tr(A) > Ound tr(AB) > 0 gilt.

Aufgabe98. Sei K := {a € R™ | ay,...,a,, > 0} CR™
(i) Zeigen Sie, dass K ein endlich erzeugter konvexer Kegel ist.
(¢i) Bestimmen Sie den dualen Kegel K.

Aufgabe 99. (i) Zeigen Sie, dass fiir jedes A € Her,,(C) die folgenden beiden
Bedingungen dquivalent sind:

(@) tr(AB) > 0 fir alle B € Her,,(C) mit B > 0.
b A>D0.

(11) Zeigen Sie, dass die Setzung (A, B) := tr(AB) ein Skalarprodukt auf dem re-
ellen Vektorraum Her,, (C) definiert und bestimmen Sie diesbeziiglich den dua-
len Kegel des Kegels der positiv semidefinite Matrizen.
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Aufgabe 100. Entscheiden Sie die Losbarkeit des folgenden Systems linearer Un-
gleichungen iiber R:

T1+ 209 — x32>1
T1— Ta+ x3>1
—x14+ X9 —223>0

x3 >0

Aufgabe101. Seien A4, ..., A, C R™ konvexe Mengen, so dass jeweils m + 1 der
Mengen einen nichtleeren Schnitt haben. Zeigen Sie, dass dann

AiN-NA, #0

gilt.
Hinweis: Gehen Sie per Induktion itber n vor und benutzen Sie Aufgabe[9¢]

Aufgabe 102. Beweisen Sie Proposition[9.1.€|(i).
Aufgabe 103. Zeigen Sie, dass die injektive Abbildung
/
®v - (1)
jer jel
aus Proposition[9.1.7im Allgemeinen nicht surjektiv ist.
Aufgabe 104. Beweisen Sie Proposition[9.1.12] (ii).

Aufgabe 105. Sei V' = R[t] der Vektorraum der reellen Polynome und

U={peV]p(0)=0}.
Zeigen Sie V/U = R, indem Sie einen Isomorphismus explizit angeben.

Aufgabe 106. Zeigen Sie
@) K™ @ K™ = Mat, . (K) = K™».
(¢1) Mat,,(K) ® Mat, (K) = Mat,,,(K).



	Einleitung und Grundlagen
	Was ist lineare Algebra?
	Notation
	Logische Grundlagen
	Aussagenlogik
	Prädikatenlogik
	Einige Beweismethoden

	Mengen, Relationen und Abbildungen

	Gauß-Algorithmus und Matrixrechnung
	Der Gauß-Algorithmus
	Gruppen, Ringe und Körper
	Grundbegriffe
	Die komplexen Zahlen 
	Endliche Körper

	Matrixrechnung

	Vektorräume und lineare Abbildungen
	Vektorräume
	Grundbegriffe
	Lineare Unabhängigkeit, Basen und Dimension

	Lineare Abbildungen
	Grundbegriffe
	Die Dimensionsformel
	Der Rang einer Matrix
	Darstellungsmatrizen 
	Der Dualraum 


	Die Determinante
	Permutationen
	Die Determinante und ihre Eigenschaften
	Entwicklungsformeln und Cramersche Regel 

	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Polynome und Nullstellen
	Diagonalisierung
	Trigonalisierung
	Die Jordan'sche Normalform
	Der Satz von Cayley-Hamilton und das Minimalpolynom

	Skalarprodukte und Spektralsätze
	Skalarprodukte und Normen
	Orthonormalbasen
	Spektralsätze
	Positiv semidefinite Matrizen

	Bilinearformen
	Grundbegriffe
	Symmetrische Bilinearformen
	Quadratische Formen

	Konvexität
	Grundbegriffe
	Trennungssätze
	Polyeder und Polytope

	Verschiedenes
	Konstruktionen mit Vektorräumen
	Summen und Produkte
	Faktorräume
	Tensorprodukte

	Räume von unendlicher Dimension
	Algebraische Sichtweise
	Algebraisch-analytische Sichtweise

	Kategorientheorie

	Literaturverzeichnis
	Übungsaufgaben

