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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Konstruktionen mit Zirkel und Lineal sowie
mit Konstruktionen, welche mit Faltungen durchgefiithrt werden, das sogenann-
te Origami. Erstere gehoren schon seit Langem zum Unterrichtsstoff eines jeden
Geometrieunterrichts. Origami hingegen findet in den wenigsten Schultypen Eu-
ropas Eingang. Wird Origami in asiatischen Landern oft als eigenes Unterrichts-
fach angeboten, so sind in Europa noch immer die von der antike tiberlieferten
Methoden mit Zirkel und Lineal beherrschend. Im ersten Teil dieser Arbeit wer-
den die wichtigsten im europdischen Raum im Schulunterricht gelernten Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal angefiihrt und anschliefend wird auf die vier
klassischen Konstruktionsprobleme der Antike eingegangen. Diese sind allesamt
nicht mit Zirkel und Lineal l6sbar, was zu beweisen ca. 2000 Jahre dauerte.
Es wird gezeigt, warum die angesprochenen Konstruktionsprobleme nicht mit
Zirkel und Lineal 16sbar sind, bzw. was wir mit Zirkel und Lineal konstruieren
konnen. Im zweiten Abschnitt ist Origami als Schwerpunkt gesetzt. Es wird
erklart, wie Origami mathematisch beschrieben wird, um dann anschlieend
zu zeigen, was, mit Origami konstruiert werden kann. Wir werden sehen, dass
Origami stérker als das Konstruieren mit Zirkel und Lineal ist und dass wir
mit Origami drei der genannten Konstruktionsprobleme l6sen kénnen. Solche
Losungsmethoden werden anschliefend beschrieben und begriindet. Abschlie-
Bend wird darauf eingegangen, welches Potenzial Origami nun im européischen
Schulunterricht hétte, da man ja mit Origami mehr konstruieren kann, als mit
Zirkel und Lineal.

Diese Arbeit behinhaltet viele Abbildungen, welche dem Leser Konstruktions-
schritte und Begriindungen besser verstehen lassen. Diese Abbildungen wurden
mit dem frei erhéltlichen Programm GeoGebra erstellt.

Danken mochte meinem Betreuer Univ.-Prof. Dr. Tim Netzer, welcher mir dieses
Thema vorgeschlagen hat und mich auf Fehler und Verbesserungen aufmerksam
gemacht hat und mir somit eine grofle Unterstiitzung war.



Teil 1

Konstruktionen mit Zirkel
und Lineal



Geschichtliche Entwicklung

Die Geometrie ist das dlteste Teilgebiet der Mathematik und geht auf die Zeit
der alten Griechen, Agypter, Chinesen und Babylonier zuriick. Schon ungefdhr
im flinften Jahrhundert vor Christus waren vier Aufgabenstellungen bekannt,
deren Bewaltigung mit Zirkel und Lineal erfolgen sollte. Diese waren:

e die Konstruktion regelméfiger Vielecke,
e die Quadratur des Kreises,
o die Dreiteilung des Winkels

e und die Verdoppelung des Wiirfels.

Hier ist zu beachten, dass unter dem Begriff ,Quadratur” die ndherungsweise
Bestimmung der Kreisfliche gemeint ist. In fritheren Zeiten, so etwa unter Leib-
niz, verstand man unter ,Quadratur” die Bestimmung eines Fliacheninhaltes von
meist krummlinig begrenzten Figuren. Es stellt sich natiirlich die Frage, warum
sich die Griechen bei diesen Problemstellungen nur auf die Konstruktionsmittel
von Zirkel und Lineal beschrankten. Diese Frage kann aber nicht eindeutig ge-
klart werden, da die damaligen Quellen darauf keine klaren Antworten geben.
Folgende Argumente aber kénnen vorgebracht werden:

e Die geradlinige und kreisférmige Bewegung spielte in der griechischen Na-
turphilosophie eine zentrale Rolle. So galt der freie Fall als Musterbeispiel
fiir die geradlinige Bewegung und die Bewegung der Himmelkorper als
Musterbeispiel fiir die vollkommene Kreisbewegung.

o Zirkel und Lineal sind relativ einfach herstellbar und man kann mit ihnen
auch relativ prézise arbeiten.

e Durch die Beschrankung auf leicht zu beschaffende Instrumente werden
Probleme itibersichtlicher und einfacher verstdandlich fiir ein gréfleres Pu-
blikum.

Es ist auch nicht klar, wann sich diese Beschrankung auf Zirkel und Lineal
durchgesetzt hat. Es ist zum Beispiel bekannt, dass auch schon in der Antike
viele Mathematiker Losungen zu den genannten Problemen vorschlugen, wel-
che nicht nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal auskamen. Bei Euklid (ca. 300 v.
Chr.) zeichnet sich diese Einschrinkung auf Zirkel und Lineal ab, ohne jedoch
explizit genannt zu werden. Erst spéter, wie etwa bei Pappos (4. Jahrhundert
n. Chr.) kann man diese explizite Trennung sehen. Er unterscheidet drei Arten
von Konstruktionen. Dies sind die Konstruktionen, die mit Hilfe von Geraden
und Kreislinien gelést werden konnen, also mit Zirkel und Lineal, Konstruk-
tionen, die mit Hilfe von Kegelschnitten gelést werden kénnen und solche, die
mit anderen, komplizierteren Linien, als die bereits erwdhnten, gelost werden
konnen. Diese und weitere geschichtliche Informationen tiber das Konstruieren
mit Zirkel und Lineal finden sich in [1].



Vorausblickend kann man sagen, dass sich fiir fast zweitausend Jahre diese Be-
schrankung gehalten hat, und andere Losungsvorschléage als nicht zufriedenstel-
lend erachtet wurden. Erst spéter wurden diese Beschrankungen als unnétige
Begrenzung gesehen, sogar als ,Denkblockade” interpretiert und man erweiterte
das Arsenal an Instrumenten. So héngt also die Losbarkeit von Konstruktions-
aufgaben entscheidend von den vorgegebenen ,Spielregeln ab, wie etwa in [5]
ausfiihrlich beschrieben wird.

Es gibt davon zahlreiche Varianten, wie etwa die Folgenden:

e Mit dem Zirkel allein

e Mit dem Lineal allein

e Mit dem Lineal und einem fest vorgegebenen Kreis

e Mit dem Lineal und einer fest vorgegebenen Parabel

e Mit Zirkel, Lineal und einer fest vorgegebenen Parabel

Bemerkenswert ist, dass bereits mit der letzteren Variante eine Winkeldreitei-
lung moglich ist. Das kann man sich dadurch erkldaren, da ein Kreis mit einer
Parabel vier Schnittpunkte haben kann. Siehe dazu beispielsweise [2].

Durch neue Theorien konnte im 19. Jahrhundert erst gezeigt werden, dass eini-
ge Probleme, an denen viele Mathematiker {iber zweitausend Jahre arbeiteten,
nicht gelost werden konnen. Auf diese werden wir etwas spéter eingehen.

Blicken wir nochmals in die griechische Antike. Wie bereits erwéhnt, ist die
Quellenlage, besonders vor Euklids Elementen (ca. 300 v. Chr.) sehr ungiinstig.
Es gibt keine é&lteren Texte, welche im Original erhalten sind. Die Leistung
Euklids besteht vorwiegend im Kompilieren von den damals erhaltenen Arbei-
ten und im konsequenten axiomatisch- deduktiven Aufbau. Im Hinblick auf die
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal finden wir in den Elementen folgende
Postulate:

1. Man kann von jedem Punkt nach jedem Punkt eine Strecke ziehen.
2. Man kann eine begrenzte gerade Linie zusammenhéngend gerade verlangern.

3. Man kann mit jedem Mittelpunkt und Abstand einen Kreis zeichnen.

Es ist anzumerken, dass das in der Schule géngige Verfahren, den Radius in den
Zirkel zu nehmen, in einem Punkt einzustechen und den Kreis zu ziehen bei
Euklid zunéchst nicht vorgesehen war. Der Zirkel kollabiert bei Euklid, wenn
man ihn hochhebt. Ebenfalls ist zu beachten, dass das Lineal nur eine Kante oh-
ne Graduierung ist, also ein Messen damit nicht maoglich ist. Siehe dazu auch [1].

Als Beispiel fiir eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal, wie es in Euklids Ele-
menten beschrieben wird, betrachten wir die Konstruktion eines regelméfigen
Vielecks, in diesem Fall, ein regelméfliges Dreieck. Schon der erste Satz der Ele-
mente enthélt die Konstruktion eines gleichseitigen Dreiecks. Solche Sétze, wel-
che Konstruktionsaufgaben behandeln, werden traditionsgeméfi Probleme ge-
nannt, im Unterschied zu Theoremen, die einen Beweis fordern.



Dieser erste Satz aus [7] lautet:

Satz. [Euklid]
Uber einer gegebenen Strecke soll ein gleichseitiges Dreieck errichtet werden.

Konstruktionsbeschreibung:

Die Strecke AB sei gegeben. Man soll nun iiber dieser Strecke AB ein gleichsei-
tiges Dreieck errichten. Man zeichne den Kreis mit Mittelpunkt A und Radius
AB und ebenso den Kreis mit Mittelpunkt B und Radius AB. Der erhaltene
Schnittpunkt C der beiden Kreise wird mit dem Punkt A zur Strecke AC und
mit dem Punkt B zur Strecke BC verbunden. Damit ist die Konstruktion ab-
geschlossen.

Anschlieflend folgt die Verifikation dieser Konstruktionsbeschreibung, also dass
die beschriebene Konstruktion wirklich das Gewiinschte liefert.

Da Punkt A Mittelpunkt des Kreises o AB ist, ist AC = AB (laut Definition des
Kreises: Ein Kreis ist eine ebene, von einer einzigen Linie umfasste Figur mit
der Eigenschaft, dass alle von einem innerhalb der Figur gelegenen Punkt bis
zur Linie laufenden Strecken einander gleich sind). Ebenso, da B Mittelpunkt
des Kreises oBA ist, ist BC'= AB. Also ist auch AC = BC = AB.

In der Schlussfolgerung schreibt Euklid: Also ist das Dreieck AABC gleich-
seitig und es ist iiber der gegebenen Strecke AB errichtet — dies hatte man
auszufithren. Quod erat faciendum — was zu leisten war. Dies war die typische
Schlussbemerkung Euklids fiir Probleme. Bei Theoremen verwendete er ,,Quod
erat demonstrandum*® — was zu beweisen war. Fiir diese und weitere Konstruk-
tionen in Euklids Elementen siehe auch [1].



Weitere interessante Sétze in Euklids Elemente beziiglich Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal sind die Sétze neun bis zwolf, in welchen die sogenannten
Grundkonstruktionen behandelt werden. Diese sind:

1. Konstruktion der Winkelhalbierenden,
2. Konstruktion der Mittelsenkrechten,

3. Konstruktion der Senkrechten auf einer Strecke in einem vorgegebenen
Punkt,

4. Konstruktion des Lotes von einem Punkt auf eine Gerade.
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Abbildung 1: Euklids Elemente

Diese Grundkonstruktionen finden wir heute noch in der Schulgeometrie. Des-
halb soll im néchsten Kapitel auf diese ndher eingegangen werden.



Konstruktionen im Schulunterricht

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal gehéren zum Basiswissen jeden Geome-
trieunterrichts. Den Umgang mit Zirkel und Lineal lernen die Schiiler in der ers-
ten und zweiten Klasse der allgemeinbildenden héheren Schulen in Osterreich.
Der Lehrplan sieht beispielsweise vor, dass Schiiler der ersten Klasse Zeichen-
gerdte zum Konstruieren von Rechtecken, Kreisen und Schragrissen gebrauchen
lernen und in der zweiten Klasse Konstruktionen von Strecken- und Winkelsym-
metralen durchfithren kénnen. Ebenfalls darf nicht aufler Acht gelassen werden,
dass in einigen Schultypen zusétzlich noch das Unterrichtsfach Geometrisches
Zeichnen angeboten wird, in welchem Konstruktionen mit Zirkel und Lineal noch
ausfiihrlicher behandelt werden. Um die genauen Lehrinhalte an Osterreichs
Schulen nachzulesen, siehe [18].

Damit der Bezug dieses Themas auch zur Schule deutlich wird, sollen in diesem
Kapitel einige Inhalte in Bezug zu Konstruktionen mit Zirkel und Lineal im
Schulunterricht angefiihrt werden. Wir prézisieren zunéchst, wie in [6], welche
Schritte Schiiler dabei durchfithren diirfen:

e Beliebigen Punkt zeichnen.

e Beliebigen Punkt auf einer Geraden, Strecke oder Kreislinie zeichnen.
e Gerade durch zwei Punkte zeichnen.

e Zwei Punkte durch eine Strecke verbinden.

e Schnittpunkte von Geraden, Strecken und Kreislinien zeichnen.

e Kreis um einen gegebenen Mittelpunkt durch einen weiteren Punkt zeich-
nen.

e Kreis um einen gegebenen Mittelpunkt mit einem Radius zeichnen, der
von zwei schon konstruierten Punkten ibernommen werden kann.

Vorausschauend soll bemerkt werden, dass im Gegensatz zu eben aufgezéhlten
Konstruktionsschritten, Faltungen in der Schule fast keinen bis keinen Einzug
gefunden haben, obwohl sie beispielsweise als Vorstufe der Spiegelungen an einer
Geraden gesehen werden konnen. Mit Nadel und Papier lassen sich fiir Schiiler
auf praktische Weise zahlreiche wertvolle Erkenntnisse gewinnen, die mit ande-
rem bereits erworbenem Wissen verwoben werden kénnen. So kénnen verschie-
dene geometrische Figuren, Senkrechte, parallele Geraden und deren Eigenschaf-
ten untersucht werden, aber auch schwierigere Sachverhalte optisch visualisiert
und oft besser verstanden werden. Wie sich Faltungen speziell im Schulunter-
richt einsetzen lassen konnten, soll im zweiten Teil der Diplomarbeit behandelt
werden. Gehen wir nun auf einige Grundkonstruktionen mit Zirkel und Lineal
des Geometrieunterrichts ein, wobei ich mich im Folgenden auf [3] beziehe. Wir
werden sehen, dass all diese Konstruktionen relativ einfach zu konstruieren sind
und die Begriindungen immer {iber Eigenschaften von Dreiecken oder Rauten
gefiithrt werden. Diese sollten deshalb als schon bekannt vorausgesetzt werden.



1. Konstruktion einer Winkelhalbierenden
Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden und ein dadurch gegebener
beliebiger Winkel. Dieser soll halbiert werden.

Konstruktion: Durch den Schnittpunkt P der beiden Geraden wird ein be-
liebiger Kreisbogen geschlagen, welcher die Geraden in A und B schneidet.
Mit dem selben Radius wird je um A und in B ein Kreisbogen geschlagen,
so dass der neue Schnittpunkt dieser beider Kreisbogen @ entsteht. Die
Gerade durch P und @ halbiert den Winkel Z(PA, PB).

Begriindung: Die Punkte P, A und B bilden ein gleichschenkliges Dreieck
mit der Basis AB. Ebenso bildet @, B und A ein gleichschenkliges Dreieck
mit Basis AB. Q ist also Faltungspunkt von P zur Faltachse AB. Die
Gerade PQ geht also durch den Punkt P und steht senkrecht auf AB und
teilt somit den Winkel in zwei gleiche Teile (Eigenschaft der Hohe von
gleichschenkligen Dreiecken).




2. Mittelpunkt einer Strecke (Mittelsenkrechte) zu einer Strecke
Gegeben ist eine Strecke AB und gesucht ist eine senkrechte Gerade dar-
auf, welche diese im Mittelpunkt schneidet.

Konstruktion: Um die Punkte A und B werden mit dem Zirkel zwei gleich
grofie Kreisbégen geschlagen, die sich in zwei Punkten C' und D schneiden.
Die Gerade C'D schneidet die Strecke AB dann im Mittelpunkt M dieser
Strecke.

Begriindung: Die Punkte C' und D haben die selben Absténde zu A und
B, da die Radien der Kreise gleich sind. Deshalb sind die Dreiecke AABC
und AABD gleichschenklig und kongruent mit Hohe M C bzw. M D. Das
Viereck JACBD ist eine Raute und die Diagonalen einer Raute halbieren
sich einander.




3. Féllen eines Lots auf eine Gerade
Gegeben ist eine Gerade g (bzw. Strecke) und ein Punkt P, welcher nicht
auf dieser Geraden liegt. Gesucht ist eine Senkrechte Gerade zur gegebe-
nen Geraden, welche durch den Punkt P verlauft.

Konstruktion: Mit dem Zirkel wird im Punkt P eingestochen und ein Kreis-
bogen gezogen, welcher die Gerade g in zwei Punkten U und V schneidet.
Mit dem selben Radius werden um U und V Kreisbogen geschlagen, die
sich im Punkt @ schneiden. Die Lotgerade entsteht, indem man durch den
Punkt P und @ eine Gerade zieht. Der LotfuBBpunkt L ist der Schnitt-
punkt, der Lotgeraden mit g.

Begriindung: Die Punkte U und V bilden mit dem Punkt P ein gleich-
schenkliges Dreieck. Das Dreieck AUQV ist das davon gespiegelte Drei-
eck. L ist dabei der Mittelpunkt der Strecke UV, da sich die Diagonalen
der Raute einander halbieren. L heifit dann Lotfulpunkt und die Gerade
durch P und @ steht senkrecht auf g.

/




4. Parallele durch einen Punkt auflerhalb einer Geraden
Gegeben ist eine Gerade g (bzw. Strecke) und ein Punkt P, welcher nicht
auf dieser Geraden liegt. Gesucht ist eine parallele Gerade zur gegebenen
Geraden g, welche durch den Punkt P verlauft.

Konstruktion: Auf der Geraden g wird ein Punkt A frei gewihlt und ein
Kreisbogen mit Radius |[AP| = r wird um den Punkt A geschlagen. Der
Kreisbogen schneidet dann die Gerade g in B. Um P und B wird jeweils
ein weiterer Kreisbogen mit Radius r geschlagen und man erhélt so den
Schnittpunkt Q. Die Gerade durch P und @ ist dann parallel zur Geraden
qg.

Begriindung: Durch die Konstruktion entsteht die Raute JABQP, dessen
Eigenschaft es ist, dass gegeniiberliegende Seiten parallel sind. Also sind
auch die verldngerten Geraden parallel.

Diese eben besprochenen Grundkonstruktionen dienen als Grundlage fiir kom-
pliziertere Konstruktionen und finden deshalb haufig Anwendung, wie wir in
spateren Beispielen auch sehen werden.
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Die vier klassischen Konstruktionsprobleme

Im folgenden Abschnitt wollen wir uns mit den zu Beginn genannten Konstruk-
tionsproblemen mit Zirkel und Lineal beschéftigen. Wir wissen bereits, dass die-
se Probleme viele Mathematiker von der Antike bis in die Neuzeit beschéaftigt
haben, wobei die Beweise iiber ihre Losbarkeit erst im letzten Jahrhundert er-
bracht wurden. Wir wollen uns nun schrittweise erarbeiten, welche genannten
Konstruktionsprobleme nun lésbar sind, und welche nicht. Ich werde mich im
Folgenden grofitenteils an die Ausfithrungen von [4] und [2] sowie [8] anlehnen.

Um nun diese Konstruktionsprobleme mathematisch zu untersuchen, miissen
wir die Fragestellungen in die Sprache der Mathematik, in diesem Fall der Al-
gebra, {ibersetzen.

Sei nun Py C R? eine Punktmenge. Betrachten wir dazu unsere zwei Operatio-
nen:

1. Durch zwei Punkte aus Py wird eine Gerade gezogen. Es ist zu beachten,
dass hier keine Abstéande fester Lingen abgetragen werden kénnen, da das
Lineal keine Einteilung besitzt.

2. Ein Kreis wird um einen Punkt aus Py gezogen. Der Radius ist dabei der
Abstand von zwei Punkten aus Pj.

Wir wollen nun definieren, wann wir Punkte als konstruierbar bezeichnen.

Definition. [Konstruierbar/
Sei Py C R? eine Punktmenge.

a) Die Schnittpunkte von Geraden und Kreisen, die aus obigen Operationen
konstruiert werden, nennen wir im ersten Schritt aus Py konstruierbare
Punkte.

b) Seir € R2. r wird von Py aus konstruierbar genannt, falls es eine Kette
von Punkten ri,ro,...,r, =1 gibt, so dass jedes r;,t = 1,...,n im ersten
Schritt aus der Punktmenge Py U {r1,...,r;_1} konstruierbar ist.

¢) Mit Kq bezeichnen wir den Unterkorper von R, der durch die Koordinaten
der Punkte von Py erzeugt wird.

d) Seiry,...,r, =rundr; = (x;,y;) im ersten Schritt aus PBoU{r1,...,1ri_1}
konstruierbar. Dann setze

K; = Ki—l(x%y’i)ai = 1,...,’/7,.

Durch d) erhalten wir eine Kette von Kérpern Ko € K; C --- C K, C R,
welche die einzelnen Schritte der Konstruktion von r wiederspiegelt.
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Sehen wir uns dies an einem Beispiel an. Die Menge Py muss mindestens zwei
Punkte enthalten, da wir sonst unsere zwei Operationen nicht durchfiihren
konnen. Wahlen wir nun Py = {(0,0), (1,0)} als Startmenge. Wir kénnen nun
unsere zuvor definierten Operationen anwenden um dadurch weitere Punkte zu
konstruieren.

Wir sehen, dass wir den Punkt (—1,0) erhalten konnen, indem wir die Gerade
durch die Punkte (0,0) und (1,0) mit dem Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und
Radius 1 schneiden. Also ist der Punkt (—1,0) im ersten Schritt aus Py kon-
struierbar. Wir koénnen auch die Kreise mit Mittelpunkt (0,0) und (1,0) mit
den jeweiligen Radien 1 schneiden und erhalten die Punkte A und B, welche
also ebenfalls im ersten Schritt aus Py konstruiebar sind.

.7 RN R s RN
’ AN ’ s \ AN
’ N /7 / N *
’ \ P é \ \
! \ i ’ ‘\ ‘\
1 1
EN (0, 0) ‘(1,0 b : \ \
o ® ¢ | l0.0) 1(1,0) ]
‘ : | - ’ :
\ \ \
\ / \ \ ! !
N / \ N I ’
N / \ \ U ’
B 7’ N \ /' /’
N .’ N N . L

Wir kénnen also drei elementare Konstruktionsschritte unterscheiden:
Typ 1) Schnitt von zwei nicht identischen Geraden (hdchstens einen Schnittpunkt)
Typ 2) Schnitt von einer Geraden mit einem Kreis (hochstens zwei Schnittpunkte)
Typ 3) Schnitt zweier nicht identischer Kreise (hochstens zwei Schnittpunkte)

Somit wird Py in jedem elementaren Konstruktionsschritt um hochstens zwei
Punkte erweitert. Natiirlich ist alles davon abhénging, welche Startmenge Py
gewahlt wird. Im Folgenden werden wir aber stets annehmen, dass (0,0) und
(1,0) in Py enthalten sind. Dadurch sind die Koordinatenachsen zum Konstru-
ieren neuer Punkte verwendbar. Wir kénnen zum Beispiel aus Py U {(—1,0)}
die Punkte A und B erhalten und haben dann mit den Geraden durch (0,0)
und (1,0) sowie durch (0,0) und A die Koordinatenachsen konstruiert. Es ist
jedoch zu beachten, dass durch die Konstruktion der Koordinatenachsen nicht
alle Punkte auf dieser Geraden konstruierbar sind!
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Im Weiteren wollen wir uns die Frage stellen, welche Koordinaten Punkte haben
diirfen, um konstruierbar zu sein. Dazu folgendes Lemma.

Lemma (1).
Sei Py C P C R?%. Dann ist (z,y) genau dann aus P konstruierbar, wenn (0, )
und (0,y) aus P konstruierbar sind.

Beweis. Wie vorhin schon beschrieben, kénnen wir aus den Punkten (0,0) und
(1,0) die Koordinatenachsen konstruieren. Ist nun (z,y) gegeben, so ist es uns
moglich, die Parallelen durch diesen Punkt (siehe Kapitel 2) zu den Koordian-
tenachsen zu konstruieren. Somit kénnen (0,z) und (0,y) konstruiert werden,
nachdem (z,0) auf auf die y- Achse iibertragen wurde. Sind umgekehrt (0, x)
und (0,y) gegeben, so kénnen wir zunéchst (x,0) konstruieren. Dann erhalten
wir (z,y) indem wir den Schnittpunkt der Senkrechten (sie Kapitel 2) durch
(2,0) und (0,y) bilden.

(0,x)
®
0
.( \Y) .(x,y)
(0, 0) 1(x0)  (1,0)
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Lemma (2).
Sei Py C P C R2. Sind (0,z) und (0,y) aus P konstruierbar, so sind auch die

Punkte (0,z £y), (0,zy) und (0, 7) mit y # 0 konstruierbar.

Beweis.

- Wir konstruieren den Kreis um (0, z) mit Radius Oy. Dieser Kreis schneidet
die y—Achse im Punkt (0,z + y) sowie im Punkt (0,2 — y). Somit sind
(0, z + y) konstruierbar.

(0,x+y)
>

(0, 0) (1,0)

- Sei nun y # 0. Wir ziehen die Gerade durch die Punkte (0,y) mit (1,0).
Anschlielend zeichnen wir die Parallele zu dieser Geraden durch den Punkt
(0,z). So erhalten wir den Schnittpunkt (u,0) mit der x—Achse. Aus der
Definition des Tangens folgt, dass £ = tan(a). Da die Winkel zwischen
der z—Achse und den jeweiligen Parallelen identisch sind folgt £ = ¥, also

u = ¢ Folglich ist (0, %) konstruierbar.

(0,x)
[ ]

(0.y)
)

(0, 0) (1,0) 4(u,0)
T
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- Um (0,zy) zu konstruieren, kénnen wir wie vorher zwei &hnliche, recht-
winklige Dreiecke konstruieren. Das erste Dreieck entsteht durch die Eck-
punkte (0,0),(0,y),(1,0). Das zweite Dreieck hat als Eckpunkte (0,0)
und (z,0), wobei wir den dritten Punkt erhalten, indem wir die Parallele
zur Hypothenuse des ersten Dreiecks durch den Punkt (z,0) legen. Den
Schnittpunkt dieser mit der y—Achse bezeichnen wir mit (0,v). Durch die
Ahnlichkeit dieser Dreiecke gilt dann v = z % y und wir haben den Punkt
(0, z * y) konstruiert.

O.v)
Q
\(ChY)

(0,0) _(1,0) (x,0)
! N

d

Lemma (3).
Sei Py C R? mit (0,0) und (1,0) € Py. Sind z,y € Ky, so ist (z,y) aus Py
konstruierbar.

Beweis. Wir folgern die Behauptung aus den Lemmas (1) und (2). Wir setzen
also dort P = Py. Sei zunéchst (z,y) € Py. Nach Lemma (1) ist dann (0,x)
und (0,y) aus Py konstruierbar. Ky wird aus den Koordinaten der Punkte aus
Py erzeugt. Nach Lemma (2) sind also alle (0,k) mit k € Ky aus Py konstru-
ierbar. Nach Lemma (1) widerum sind also alle (z,y) mit z,y € Ky aus Py
konstruierbar.

O

Der durch die Koordinaten 0 und 1 erzeugte Korper K enhélt stets Q. Also sind
alle Punkte mit rationalen Koeffizienten konstruierbar. Mit dem néchsten Lem-
ma stellen wir einen Zusammenhang mit algebraischen Korpererweiterungen
her.
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Lemma (4).

Sei Py C R? und r = (x,y) im ersten Schritt aus Py konstruierbar. Dann sind
sowohl x als auch y Nullstellen von hdéchstens quadratischen Polynomen mit
Koeffizienten in K.

Beweis. Wie bereits erwdhnt, treten bei Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
drei Arten von Schnittpunkten auf. Wir unterscheiden:

1.
2.
3.

zu 1)

r entsteht als Schnittpunkt zweier Geraden.
r entsteht als Schnittpunkt eines Kreises mit einer Geraden.

r entsteht als Schnittpunkt zweier Kreise.

Wir betrachten die Gerade g durch die Punkte A = (a1, a2) und
B = (b1, bs) sowie die Gerade h durch die Punkte C' = (¢, ¢2)
und D = (d1, d2) Auch sei {al, as,b1,bo,c1,cCo,dq, dg} € K.

Wir bestimmen die Geradengleichung von g und h. Fiir die Gerade g gilt:

y—ay ba—as

Tr — ap o bl — ax
Ebenso gilt fiir die Gerade h:

y—ca dy—co
r — C1 d1—01

Stellen wir beide Gleichungen nach y frei und setzen sie gleich, so erhalten
wir fiir den Schnittpunkt (xz—Koordinate):

by — az dy — c3

(r—a1)+ay= (x—c1) + e

by —ax dy — ¢

Somit ist  Nullstelle eines linearen Polynoms und die Koeffizienten liegen
offentsichtlich alle in K. Stellen wir die Gleichungen nach  um und setzen
sie gleich, so erhalten wir fiir den Schnittpunkt (y—Koordinate):

16



Yy—a
bg*(lg

Yy—0C
d2702

by —a1)+ a1 =

~(d1 —C1)+Cl

und sehen, dass ebenso y Nullstelle eines linearen Polynoms mit Koeffizi-
enten in K ist.

zu 2)  Wir betrachten die Gerade durch die Punkte A = (a,b) und B = (¢, d)
und den Kreis, welcher durch den Mittelpunkt C' = (¢,s) und Radius r
gegeben ist. Den Radius erhalten wir durch den Abstand zwischen den
Punkten (k,!) und (m,n). Weiters sei

{a,b,c,d,t,s,k,l,m,n} € K.
/
s

2
(k.)

g (m,n)

Mit dem Satz des Pythagoras erhalten wir
(m—k)?*+(1—-n)?*=r*c Ky
Den Kreis kénnen wir mit folgender Gleichung darstellen:
(=17 + (y— 5 =17

Die Gerade kénnen wir wie im Fall vorhin, mit folgender Gleichung dar-
stellen:

Das liefert fiir den Schnittpunkt (x—Koordinate):

(d—-b)
(@a—c)

(x—t)2+( ~(x—c)—|—(b—s))2—r2

Wir sehen, dass somit x Nullstelle einer quadratischen Gleichung, also
eines quadratischen Polynoms ist. Ebenso ist y Nullstelle eines quadrati-
schen Polynoms, wenn wir die Geradengleichung nach z auflésen und in
die Kreisgleichung einsetzen.
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zu 3)  Wir betrachten nun zwei Kreise mit nicht identischen Mittelpunkten
A = (a,b) und B = (¢,d) und Radien r und s, welche sich durch die
Abstidnde zwischen den Punkten (ey,es) # (f1, f2) und (k1,k2) # (l1,12)
ergeben.

Wir koénnen die Kreise erneut mit folgenden Gleichungen darstellen:
(x—a)’ +(y = b)* =% (=) +(y—d)?=s

Wir quadrieren beide Kreisgleichungen aus und subtrahieren die eine Glei-
chung von der anderen und erhalten fir z:

2by — 2dy + a® +b* — 2 — d? —r? + &
xr =
2¢ — 2a

und fir y:

_2ax—20x+a2+b2702—d2—7’2+52
v= 2d — 2b

Setzen wir dann in eine der Kreisgleichungen fiir x bzw. y ein, erhalten wir
eine quadratische Gleichung, wobei auch alle Koeffizienten in K liegen.

O

Wiirden uns bei solchen Konstruktionen neben Gerade und Kreis auch Kur-
ven wie Ellipsen, Parabeln oder Hyberbeln zur Verfiigung stehen, so wiirden
wir bis zu vier Schnittpunkte erhalten kénnen, also Polynome bis zum Grad
vier erhalten. Allgemein kénnen zwei Kurven vom Grad m und n bis zu m - n
Schnittpunkte besitzen.
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Im néchsten Schritt bendtigen wir einige Inhalte iiber Algebra, die wir hier nicht
beweisen, aber zur Erinnerung anfiihren.

Satz (W1). [5]
Es seien k C K C L Kérpererweiterungen. Dann gilt:

[L:k]=[L:K] [K:k]

Satz (W2). [5]
Es sei k C K eine Korpererweiterung und a € K algebraisch iber k. Dann gilt:

[k(a) : k] = gr(Min(a, k))

Satz (1).
Sei Py C R? und sei r = (z,y) aus Py konstruierbar. Dann sind [Ko(x) : Ko
und [Ko(y) : Ko] 2—er Potenzen.

Beweis. Wir betrachten nun eine Kette von Punkten im R?, welche wir mit

r1,T2,...,Tn = r bezeichnen. Dabei soll r; = (x;,y;) im ersten Schritt aus Py U
{r1,ra,...,r;—1} konstruierbar sein. K; soll der Unterkdrper von R sein, welcher
durch die jeweiligen Koordinaten der Punkte der Menge Py = {ri,72,...,7;}

erzeugt wird. Nach Lemma (4) haben die z; ein Minimalpolynom héchstens vom
Grad zwei iiber K;_;. Nach Satz (W2) schlieflen wir

[Kifl(l'i) : Kifl] =1 oder 2 bzw. [Kifl(yi) : Kifl] =1 oder 2
Aus Satz (W1) folgt dann
(K@ Kiq] = K1 (v, y5) - Kiz1] =
(Ki—1(wi,yi) : Kio1(2q)] - [Ki—1(x) : K1) = 1,2 oder 4.
Dies bedeutet, dass [K; : K;_1] eine 2—er Potenz sein muss. Wenden wir Satz
(W1) nochmals an, so sehen wir, dass

[Kn N Ko] = [Kn N anl] . [Kn,1 : Kn,Q] s [Kl N KQ]
ist, und folglich [K, : K] eine 2—er Potenz ist. Da
(K, : Ko(x)] - [Ko(z) : Ko] = [K,, : Kg] sowie
(K : Ko(y)] - [Ko(y) : Ko] = [Ky : Ko
ist, sind wie im Satz behauptet, [Ko(z) : Ko] und [Ko(y) : Ko] 2—er Potenzen.
U

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir nun bereits zeigen, welche Konstruktio-
nen nicht konstruierbar sind. Beginnen wir mit dem Problem der Verdoppe-
lung des Wiirfels. Es geniigt, wenn wir den Einheitswiirfel mit Kantenldnge
a =1und V = a® = 1 betrachten. Wir sollen durch die gegebenen Daten,
also Py = {(0,0),(1,0)}, die Seitenlinge eines Wiirfels mit doppeltem Volumen
konstruieren. Das heifit, ist es uns moglich /2 aus unseren Anfangsdaten zu
konstruieren?
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Satz (2). Die Verdoppelung des Wiirfels ist mit Zirkel und Lineal nicht méglich.

(1.0)

Beweis. Wie bereits erwéhnt, soll aus den gegebenen Anfangsdaten Py = {(0,0), (1,0)}
zundchst ein Wiirfel mit einer Ecke im Punkt (0, 1) konstruiert werden und an-
schlieBend ein weiterer Wiirfel mit einer Ecke im Punkt (0, /2) = A. Das be-
deutet, dass der Punkt A aus Py = {(0,0), (1,0)} konstruiert werden soll. Wir
wissen Ky = Q. Wenn A konstruierbar ist, so muss nach Satz (1) [Q(+¥/2) : Q]

eine 2—er Potenz sein. Das Minimalpolynom M zn(\3/§, Q) = 2% — 2 hat aber

Grad drei, was bedeutet, dass nach Satz (W2)

[Q(V2): Q=3

ist. Dies ist aber ein Widerspruch, also ist A nicht konstruierbar.

Widmen wir uns nun dem zweiten Konstruktionsproblem, nédmlich ob sich ein
Winkel im Allgemeinen dreiteilen lésst. Betrachten wir dazu einen Winkel von
60° = %.

3
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Satz (3). Ein Winkel von 60° kann mit Zirkel und Lineal nicht gedreiteilt wer-
den.

(0, 1)

N G e D - ————

©.0)]

~

Beweis. Wenn wir, wie in der obigen Abbildung, einen Winkel von 60° am Ein-
heitskreis konstruieren wollen, so miissen wir den Punkt (cos(%),0) = (3,0) €
Py konstruieren. Wenn wir nun diesen Winkel dreiteilen wollen, so muss auch der
Punkt A = (cos(%),0) konstruiert werden kénnen. Kann dieser Punkt konstru-
iert werden, somit sicher auch der Punkt B = (,0) mit x = 2 cos(§). Nach Satz
(1) muss also [Q(z) : Q] einer 2—er Potenz sein. Mit Hilfe der trigonometrischen

Formel
cos38 =4cos® B —3cos B
erhalten wir

= 37Ty il
cos(3)—4cos (9) 3cos(9).

Durch Substitution von x = 2cos(§) erhalten wir
1 1, 3
5737 3¢

und anschlielend
23 —3x—-1=0

Da nun +1 keine Nullstellen von ® — 3z — 1 = 0 sind, da p(1) = —3 # 0 und
p(—1) =1 # 0 ist, folgt nach dem Satz iiber rationale Nullstellen eines ganzzah-
ligen Polynoms, siehe dazu [20], dass das Polynom keine rationalen Nullstellen
besitzt und somit 2 —3z — 1 = 0 € Q[z] irreduzibel in Q ist. Demnach gilt nach
Satz (W2), dass [Q(z) : Q] = 3 ist. Somit ist der Punkt (z,0), sowie Punkt

A = (cos(7),0) nicht konstruierbar.

O
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Wir haben also gesehen, dass sich ein Winkel von 60° nicht dreiteilen lasst. Wie
sieht es aber mit anderen Winkeln aus? Es kann bei anderen Winkeln vorkom-
men, dass der Korpergrad eine 2—er Potenz ist. Wir haben bisher gezeigt, dass
fiir alle konstruierbaren Punkte der Korpergrad eine 2—er Potenz ist. Jedoch
haben wir noch nicht bewiesen, dass fiir jeden Korpergrad, welcher eine 2—er
Potenz ist auch der jeweilige Punkt konstruierbar ist. Dieser Beweis ist deutlich
schwieriger und bendttigt ein tieferes Verstdndnis tiber Galoistheorie, weshalb
wir in dieser Arbeit dies nicht beweisen werden. Fiir den Beweis siehe [3][S. 100]
oder [4][S. 120].

Ist also nun der Korpergrad eine 2—er Potenz, so ist eine Dreiteilung des Winkels
moglich. Wollen wir uns dazu ein Beispiel ansehen. Wir méchten den Winkel
a mit cos(a) = % in drei gleich grofie Teile teilen. Wir stellen fest, dass wenn
der Punkt (cos(§),0) konstruierbar ist, auch der Punkt (z,0) mit x = 4 cos(§)

3
konstruierbar sein muss und verwenden wie im Beweis folgende Darstellung:

cos(a) = 40053(5) - 3005(5)

Wir erhalten dann wieder durch Substitution

11 3 3z

16 16 4

und damit
22 —120 —11=0
Dieses Polynom ist nicht irreduzibel, denn wir kénnen es faktorisieren in
(z+1) (22 —2-11)=0

Nun ist 22 — z — 11 irreduzibel in Q, da %1 nicht Nullstellen des Polynoms sind.
Das bedeutet nach Satz (W2), dass [Q[z] : Q] = 2 ist, also eine 2—er Potenz

und somit ist 2, und damit auch cos(§) nach Satz (1) konstruierbar.

Das dritte Problem, mit dem wir uns nun beschéftigen, ist die Quadratur des
Kreises. Wie bereits erwahnt, ist damit gemeint, ob es moglich ist, aus einem
gegebenen Kreis in endlich vielen Schritten ein dazu flaichengleiches Quadrat
zu konstruieren. Es geniigt dabei wenn wir den Fall eines Kreises vom Radius
r = 1 betrachten. Zuvor jedoch miissen wir uns iiberlegen, dass 7 traszdendent
iiber Q ist, und gehen dabei wie in [9] vor. Dazu bendgtigen wir den Satz von
Lindemann, welchen wir hier ohne Beweis anfithren.

Satz (Lindemann).
Seien Ai,...,Ap,a1,...,a, € A (algebraisch), mit a; # a; firi# j und A; #0

fiir alle i, dann gilt:
Z Aie“i 7& 0.
i=0
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Folgerung. 7 ist transzendent tiber Q.

Beweis. Wir nehmen also an, dass 7 algebraisch tiber Q ist. Somit wéire dann
auch 7 -4 mit ¢ = y/—1 algebraisch {iber Q, da A abgeschlossen beziiglich der
Multiplikation ist. Nach vorherigem Satz von Lindemann miisste also gelten:

e™i+ el £0
Es ist jedoch €™ = cos(r) +isin(r) = =14+ 0= —1 und €° = 1, also
e+ el =0

und deshalb war unsere Annahme, dass 7 algebraisch ist falsch, also muss w
transzendent sein.

O

Satz (4). Die Quadratur des Kreises ist mit Zirkel und Lineal nicht maéglich.

—

\/

Beweis. Wir betrachten, wie in der obigen Abbildung, einen Kreis mit Radius
r = 1. Die Kreisfliche betrigt dann Ag,eis = 72 -7 = 7. Ein Quadrat mit
Flacheninhalt 7 hat eine Seitenldnge von /7. Wéire nun /7 aus Py konstruier-
bar, so auch m. 7 ist aber, wie vorher gezeigt wurde, transzendent. Also kann
[Q(7) : Q] = oo keine 2—er Potenz sein.

O

Widmen wir uns nun unserem letzen Konstruktionsproblem, die Konstruktion
regelméBiger Vielecke. Wir haben bisher bereits gesehen, dass das regelméflige
Dreieck und Viereck mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind. Auch fiir re-
gelméBige Fiinfecke und Sechsecke waren schon lange Zeit Konstruktionen be-
kannt. Dass zum Beispiel das regelméflige Siebeneck nicht konstruierbar ist,
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konnte erstmals Gauss im Alter von neunzehn Jahren begriinden. Ebenso fand
Gauss heraus, dass es fiir das regelméflige Siebzehneck eine Losung geben muss.
Zu dieser Fragestellung miissen wir nun nicht beweisen, dass etwas nicht kon-
struierbar ist, sondern, was konstruierbar sein wird. Also welche n— Ecke, mit
n € N konstruierbar sind. Sei im Folgenden Py = {(0,0), (1,0)}.

Satz (5). Seien n,m € N.

a) Ist das regelmafSige n— Eck konstruierbar, so ist jedes m— FEck konstru-
ierbar, fir welche m | n gilt.

b) Sind sowohl das regelmdifige n— Eck als auch das regelmdffige m— Eck
konstruierbar, so ist auch das regelmdf$ige m-n— Eck konstruierbar, wenn
99T (n,m) =1 ist.

Beweis.  a) Wir setzen [ = 7-. Wenn wir nun jede /—te Ecke des regelméBigen
n—Ecks verbinden, so erhalten wir ein regelméfliges m— Eck. Im Beispiel:
n=16;m =8 bzw. m =4

b) Sei ggT'(n,m) = 1. Damit kann man (zum Beispiel mit dem euklidischen
Algorithmus) a,b € Z finden, mit a - m + b - n = 1. Dies konnen wir auch
schreiben als:

1 1
——=a-—+b.- —
m-n n m
. . . ° o
Das bedeutet, dass wir aus den konstruierbaren Winkeln % und %,
) o
% konstruieren kénnen, indem wir die gegebenen Winkel %, a—mal

und anschlieSend %, b—mal abtragen. Ist das Vorzeichen von a bzw. b
positiv oder negativ, so wird im oder gegen den Uhrzeiger abgetragen.

O
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Als Beispiel wollen wir ein regelméfliges 12—FEck konstruieren. Wir wissen, dass
das regelméflige Dreieck und Viereck konstruierbar sind und wéhlen deshalb:
n = 4,m = 3; Mit dem euklidischen Algorithmus erhalten wir: 1 =1-4—1-3
und daraus

360° _ 360°  360°

12 3 4
Wir erhalten nun unseren gesuchten Eckpunkt, indem wir den Winkel 260°
360°

einmal gegen den Uhrzeigersinn abtragen und anschliefend den Winkel =
einmal im Uhrzeigersinn abtragen. Wir haben nun eine Seite des regelméfligen
12—Ecks konstruiert und durch wiederholten abtragen dieser Seite, erhalten wir
dann unser gesuchtes 12—Eck.

1. Schr

Aus diesem Satz kénnen wir nun folgern:

Folgerung. Sein € N und n = p{"* - --- - p& die Primfaktorzerlegung der
natirlichen Zahln. Dann kann das regelmafige n— Eck genau dann konstruiert
werden, wenn jedes regelmdfiige pd— Eck konstruierbar ist.

Es stellt sich nun die Frage, fiir welche Primzahlen p ist das p— Eck konstruier-
bar.
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Zunéchst konnen wir folgendes sagen:

Lemma (5). Das regelmdfige 2*— Eck, mit a € N, ist konstruierbar.

Beweis. Wir haben im Kapitel 2 gezeigt, dass wir mit Zirkel und Lineal Winkel
halbieren kénnen. Dies verwenden wir hier, indem wir den Winkel fortlaufend
halbieren. So wie in der Abbildung kénnen wir also ab 90° fortlaufend die Winkel
halbieren.

O

Da zwei die einzige gerade Primzahl ist, miissen wir uns noch iiberlegen, fiir
welche ungeraden Primzahlen p, das p™— Eck konstruierbar ist. Das ist gleich-
bedeutend, ob es mdoglich ist, den Punkt

2r. . 2w
x,y) = (cos(— ), sin(—
() = (cos( pn) ( pn))
also eine Ecke des regelméfigen p”— Ecks, zu konstruieren. Wir betrachten
nun den R? als die GauBsche Zahlenebene C. Dann entspricht ein Punkt ()

der komplexen Zahl x + iy = r - (cos(¢) + isin(¢)). Wir bezeichnen ebenso

€= cos(Z—Zf) +i- sm(Z—Z) =e»" als eine p"— Einheitswurzel.
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Ist nun (z,y) konstruierbar, so gilt nach Satz (1) dass [Q(z,y) : Q] eine 2—
Potenz ist, ebenso gilt dies fir [Q(z,y,%) : Q]. Somit ist auch [Q(e) : Q] eine 2—
Potenz. Dies bedeutet, dass wir uns nun iiberlegen miissen, wann das Minimal-
polynom min(e, Q) einen Grad hat, der eine 2— Potenz ist.

Beschranken wir uns zunéchst auf p— Einheitswurzeln und wollen folgendes
Lemma beweisen:

Lemma (6). Fir jede Primzahl p gilt:

27mi

[Q(e™):Q=p-1

Beweis. Sei also p eine Primzahl und

Zunichst betrachten wir das Polynom I(z) = 2P — 1. € ist eine Nullstelle dieses
Polynoms, denn es gilt

e 1= 1=1-1=0
Dieses Polynom lasst sich faktorisieren in
l(z)=aP —1=(x—1)-(1+ax+ - +aP 1)

Wir sehen, dass € keine Nullstelle von (x — 1) ist, also muss € eine Nullstelle von
(1424 +2P71) sein. Man kann nun zeigen, dass ®,(z) = (1+z+---+2P71)
irreduzibel ist. Dazu betrachten wir

z-Oz+1)=l(z+1)=(x—-1)P -1
Durch Anwendung des binomischen Lehrsatzes erhalten wir
(=1 =1=aP+ )2+ (2P + -+ (0

Also erhalten wir nach Division durch =

Byl +1) =2 (e () (7))
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Wenn wir nun eine Primzahl a finden kénnen, welche alle Koeffizienten des
Polynoms bis zum Grad p — 1 teilt und gleichzeitig den Koeflizienten p—ten
Grades sowie quadriert den konstanten Koeffizienten nicht teilt, so kénnen wir
das Eisenstein-Kriterium anwenden. Wir wahlen dazu a = p. Wir sehen dass fiir
p diese Bedingungen erfiillt sind. Daraus folgt, dass ®,(z + 1) irreduzibel iiber
Q ist. Wenden wir nun ¢ — ¢(z — 1) an, welches ein Ringisomorphismus von
Z[x] ist, so sehen wir, dass auch ®,, irreduzibel ist.

Daraus und da @,, offensichtlich normiert ist, folgt, dass

Min(e,Q) =1+x+ -+ 2P}

das Minimalpolynom von € iiber Q ist. Dessen Grad ist p — 1.

Wir wissen, dass das regelméaflige p— Eck konstruierbar ist, wenn p — 1 eine
2— Potenz ist. Daraus folgt zum Beispiel, dass das regelméflige 5— Eck oder
das regelméaflige 17— FEck konstruierbar sein miissen. Wie sieht es jedoch mit
Potenzen von Primzahlen aus? Sind diese konstruierbar? Dazu sehen wir uns
zuerst folgendes Lemma ohne Beweis an (fiir Beweis siehe [4]):

Lemma (7). Sei p eine ungerade Primzahl, € eine p*>— FEinheitswurzel in C.
Dann gilt

min(e,Q) = aPP~D) 4 2PP=2) 4. 4 gP 41

Mit Hilfe von Lemma (7) kénnen wir nun abschlieflend folgenden Satz formu-
lieren.

Satz (6). Seip eine ungerade Primzahl. Ist das regelmdfige p™— Eck konstru-
ierbar, so muss n = 1 und p eine Fermatzahl, also p = 2™ + 1 fir m € N,
sein.

Beweis. Sei nun n > 2, so ist nach Satz (5)a) auch das regelmifige p?>— Eck

2mi
konstruierbar. Es gilt aber nach Satz (6), dass min(e»* ,Q) = p- (p — 1) eine
2— Potenz sein muss, was aber nicht moglich ist. Also muss n = 1 sein. Dass
nun p eine Fermatzahl sein muss folgt direkt aus Lemma (6).

O
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Die folgende Abbildung zeigt eine Tabelle aller mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbaren n— Ecke bis Hundert.

Konstruierbare n-Ecke bis 100

Eckenzahl 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Konstruierbar| Ja Ja Ja Ja | Nein| Ja | Nein| Ja | Nein| Ja | Nein | Nein | Ja Ja
Eckenzahl aly/ 18 19 20 21 22 23 24 P25 26 27 28 29 30
Konstruierbar| Ja | Nein | Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Ja
Eckenzahl 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
Konstruierbar| Nein | Ja | Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Nein
Eckenzahl 45 46 47 48 49 50 51 52 53! 54 55 56 57 58
Konstruierbar| Nein | Nein | Nein | Ja | Nein | Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein
Eckenzahl 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72
Konstruierbar| Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Nein
Eckenzahl 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86
Konstruierbar| Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Ja | Nein | Nein | Nein | Nein | Ja | Nein
Eckenzahl 87 88 89 90 el 92 S 94 o5 96 97 98 ) 100
Konstruierbar| Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein | Nein Ja Nein | Nein | Nein | Nein

Wir haben also somit gezeigt, dass das regelméflige 17— Eck konstruierbar ist.
Gauss fand folgende Formel fiir cos(2Z), die man als Grundlage fiir die geome-
trische Konstruktion verwenden kann.

2 1
= — ([ —14+ V1T 4+ /34— 2V
cos(17) 16 ( +V17T4+14/3 ﬁ)-ﬁ-
1 \/
+35 68 4+ 1217 — 161/34 + 2V17 — 2- (1 — V17) - \/34 — 2V/17

Dass ebenso das regelméfige 257— Eck konstruierbar ist, sehen wir, da 257—1 =
256 = 28 eine 2—er Potenz ist. Eine Konstruktion hierfiir gab erstmals Richelot
im Jahre 1832 an. Auch das regelmifiige 65.537— Eck ist konstruierbar, denn
65.537 — 1 = 65.536 = 26 ist ebenso eine 2—er Potenz. An einem Konstrukti-
onsverfahren dafiir arbeitete etwa J. Hermes zehn Jahre lang. (Siehe dazu [2])

Abbildung 2: Beispiel Konstruktion eines regelméafigen Siebzehnecks
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Abschlielend zu den Konstruktionen regelméfliiger Vielecke wollen wir uns am
Beispiel des regelméfligen 5— Ecks anschauen, wie wir es konstruieren kénnen.
Wir geben uns den Einheitskreis vor und wollen versuchen e*5* bzw. cos(3F) zu
konstruieren. Wir beginnen damit den Punkt (—%, 0) zu konstruieren, indem wir
einen Kreis mit Radius 7 = 1 um den Punkt (—1,0) schlagen. Wir erhalten die
Schnittpunkte B und E durch welche wir eine Gerade ziehen. Der Schnittpunkt

dieser Geraden mit der Geraden durch (0,0) und (1,0) ist nun (—3,0).

0,1
B ’—--0(—_)\
_ "
< S
7’ ~
7 A Y
7 N
7 AN
7 \

/ \

7 \
I \
I 1 1
1(-1,0) (50 (0,0) 1(1,0)
T A 4
\ ]
\ 1
\ 1

\ 7

AY /
\ /7
AN 7/
A 4
\\ E. //
b -
S c _--
-

Die Strecke vom Punkt (0, 1) nach (—%,0) hat nach dem Satz von Pythagoras

die Lénge
12 /1 5
12+=- =4/14-=—
+2 +4 2

Nun schlagen wir einen Kreis mit Radius ; um den Punkt (—%, 0) und erhalten
so Punkt I als Schnittpunkt dieses Kreises mit der Geraden durch (0,0) und

(1,0).

30



Die Strecke vom Nullpunkt bis zum Punkt I betragt folglich
Vi o1 _VE-l
2 2 2
Um die Lange der Strecke von (0, 1) nach I zu berechnen, verwenden wir wie-
derum den Satz von Pythagoras und erhalten

mzﬂﬁ—l)ip#%z 55

2

4 2

-

-_T_C_—'

Diese Lénge ro entspricht nun genau einer Seitenlédnge des regelméfigen Fiinfecks
am Einheitskreis. Dies konnen wir an folgender Abbildung erkléren.
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Es gilt

sin(a) Gegenkathete
in(a) = ———
@ Hypothenuse
also
5 5 5—1+5
r2=2~sin(36°):2-\/§+\/?—=\/ 2‘/—

Wir schlagen also einen Kreis mit Radius ro mit Mittelpunkt (0, 1) und erhalten
den Schnittpunkt J bzw. K. Nun miissen wir diese Kantenldnge nur noch am
Einheitskreis fortsetzen und abtragen und erhalten so das gesuchte regelmaflige
Fiinfeck.
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Wir haben nun gesehen, welche der genannten geometrischen Konstruktions-
aufgaben 16sbar sind und welche nicht. Dies hidngt entscheidend davon ab, mit
welchen Spielregeln ich konstruieren darf. Die hier behandelte Variante war das
Konstruieren mit Zirkel und Lineal. Es gibt jedoch noch zahlreiche weitere Va-
rianten, wie zum Beispiel:

1. Mit dem Lineal alleine

2. Mit dem Zirkel alleine

3. Mit dem Lineal und einem fest vorgegebenen Kreis

4. Mit dem Lineal und einer fest vorgegebenen Parabel
5. Mit Zirkel, Lineal und einer fest vorgegebenen Parabel

Es scheint iiberraschend, dass mit der finften Variante bereits eine Winkeldrei-
teilung moglich wird. Das kann man sich dadurch erklaren, dass ein Kreis mit
einer Parabel bis zu vier Schnittpunkte haben kann (siehe dazu [2]).

Wir haben in diesem Kapitel gesehen, wie man das Konstruierien mit Zirkel und
Lineal mathematisieren kann und dadurch zeigen kann, welche Punkte konstru-
ierbar sind. Auch haben wir uns die bekannten Konstruktionsprobleme mit Zir-
kel und Lineal angesehen und festgestellt, was konstruierbar ist und was nicht
und dass dies entscheidend von den Spielregeln, bzw. unserem zur Verfligung
stehendem Werkzeug abhinging ist. Im zweiten Teil der Diplomarbeit widmen
wir uns nun einer anderen Art um Punkte zu konstruieren, ndmlich dem soge-
nannten Origami bzw. Faltkunst und werden uns dhnlich wie im diesem Kapitel
dem Thema zunédchst geschichtlich und dann mathematisch ndhern und werden
dann zeigen, welche der antiken Konstruktionsprobleme nun mit Origami l6sbar
werden und welche weiterhin nicht 16sbar bleiben.
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Teil 11

Konstruktionen mit
Origami
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Was ist Origami?

Origami ist eine Kunstform, welche ihre Wurzeln im Asien des letzten Jahr-
tausends hat. Das Wort ,,Origami“ kommt aus dem Japanischen und ist eine
Kombination von ,oru“, was ,falten” bedeutet und , kami“, was mit ,,Papier
iibersetzt werden kann. Dieses Falten von Papier wurde weitldufig in der ja-
panischen Kultur verbreitet, aber ihre Urspriinge liegen vermutlich bereits in
vorjapanischer Zeit. Diese Urspriinge sollen ungefahr 2.000 Jahre zuriickreichen
und beginnen in etwa zu der Zeit der Erfindung des Papiers, welches angeblich
von Ts’ai Lun, einem chinesischen Beamten um 105 nach Christus, entdeckt
wurde. Die Erfindung des Papiers benotigte dann einige Zeit um sich auf der
gesamten Welt zu verbreiten. So brachten buddhistische Ménche im 6. Jahr-
hundert nach Christus das Papier iber Korea nach Japan. Die Araber brachten
es im 7. Jahrhundert nach Agypten und spéter durch die Besetzung Spaniens
und Siziliens nach Europa. Um 1350 war das Papier schon europaweit verbreitet
und wurde fiir viele literarische Arbeiten als Beschreibstoff verwendet. Durch
die Erfindung des Buchdrucks verdrangte das Papier dann endgiiltig andere
Materialien, wie das bis dahin verwendete Leder.

Zu welcher Zeit der Verbreitung des Papiers nun das Origami seine Anfinge
fand, ist heute noch Gegestand einiger Debatten, aber generell wird angenom-
men, dass die Anfénge in China, Korea und/oder Japen liegen. Eine Theorie
besagt, dass mit der Verbreitung des Papiers auch gleichzeitig einige Origami -
Modelle mitgeliefert wurden und somit diese Kunst zusammen mit dem Papier
Verbreitung in der Welt fand. Eine andere Theorie hingegen besagt, dass das
Papierfalten an unterschiedlichen Orten unabhénging entdeckt wurde und es
dann zu einer selbstverstdndlichen Tétigkeit mit Papier wurde. Wichtige Orte
der Origamikunst neben China, Korea und Japan waren spédter auch Spanien,
Italien, England sowie Nordamerika.

Wie bereits erwahnt, ist das Origami mit der japanischen Kultur stark ver-
wurzelt. Die Entwicklung des Origami in Japan ist gut dokumentiert und sie
lasst sich {iber verschiedene Herrschafts-Perioden ab ca. 800 nach Christus gut
nachverfolgen. Die erste schriftliche Quelle, welche Origami beschreibt, entstand
1682. Das bekannteste Werk iiber Origami ist jedoch das 1797 veroffentlichte
Buch ,, Wie faltet man 1.000 Kraniche*. Ab Mitte des 19. Jahrhunderts kam das
Origami zu immer groflerer Beliebtheit und wurde auch in Japans Schulen prak-
tiziert, was bis heute anhélt. Fiir diese und weitere geschichtliche Informationen
iibere Origami bieten sich einige Werke von David Lister an, wie beispielsweise

[19].
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Abbildung 3: Eine Seite des Werkes ,,Wie faltet man 1.000 Kraniche “

Die Kunst des Origami hat aber auch weltweit viele Anhédnger, welche sich in
Gesellschaften und Organisationen zusammenschlieen. So entstand etwa The
Origami Center 1958 in den USA (heute: OrigamiUSA) oder die British Origami
Society 1967 in England.

OrigamiUSA

Abbildung 4: Logo OrigamiUSA

\\SH
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e
Abbildung 5: Logo British Origami Society

Besonders in den letzten zwanzig Jahren erlebt Origami einen starken welt-
weiten Aufschwung mit bemerkenswerten neuen technischen und kiinstlerischen
Leistungen. Auf technischer Seite waren nun viel kompliziertere Strukturen und
Formen konstruierbar und dies fithrte natiirlich zu vielen neuen Moglichkeiten
des Designs. Dieser Fortschritt im Design begriindet sich hauptséchlich im ver-
tieften Versténdnis des Origami im mathematischen und rechnerischen Bezug.
Dieser basiert vorwiegend auf den wesentlichen geometrischen Eigenschaften des
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Origami. Wurde Origami lange Zeit nicht mit Mathematik in Verbindung ge-
bracht, so dnderte sich das allméhlich im 19. Jahrhundert. Die alteste Referenz
des Origami im geometrischen Kontext stammt aus dem Jahr 1840 von Dio-
nysius Lardner, welcher einige geometrische Konzepte mit Hilfe des Papierfal-
tens zu illustrieren versuchte. Auch in anderen spiteren Werken iiber Geometrie
nahm Origami nur den Stellenwert als Hilfsmittel zur [llustration geometrischer
Konstruktionen ein, jedoch wurde es bis dahin nicht selbst als mathematisches
Gebiet analysiert. Erst 1936 wurde begonnen, Origami mathematisch zu ana-
lysieren und es entstanden erste Sammlungen von Axiomen wie zum Beispiel
von Margherita Piazzolla oder spéiter die sogenannten Huzita - Axiome, auf
welche wir im néchsten Kapitel ndher eingehen werden. Einige fundamentale
Theoreme iiber die sogenannten ebenen Faltungen erarbeiteten beispielsweise
Jun Maekawa, Toshikazu Kawasaki und Jacques Justin. Bekannte Mathemati-
ker, welche sich besonders die letzten Jahre intensiv mit Origami befassen, sind
Thomas Hull und Robert Lang. Letzterer veroffentlichte 2003 sein grofies Werk
»Origami Design Secrets*. Dieses Werk gilt heute als Startpunkt fiir die heutige
intensivierte Erforschung des rechnerischen Origamis. Vergleiche dazu auch [11].

SECOND EDITION

V' ORIGAMI

DESIGN
SECRET

Abbildung 6: Robert Lang s Buch ,,Origami Design Secrets*

Bekanntlich ist man bei der Kunstform des Origami nicht mehr, wie bei Zir-
kel und Lineal, auf eine ebene Fliche reduziert, sondern es lassen sich auch
rdumliche Objekte anfertigen. Da wir uns aber im Folgenden nur auf die vier
antiken Konstruktionsprobleme konzentrieren wollen, beschranken wir uns auch
hier auf die sogenannten ebenen Fualtungen, an welchen wir dann einige in-
teressante mathematische Regularitdten erkennen koénnen. In den folgenden
Ausfiihrungen werde ich mich hauptséchlich an [11] und [12] anlehnen.
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Origami in der Mathematik

Wenn wir uns nun dem Origami mathematisch zuwenden wollen, so miissen
zundchst einige Begriffe eingefithrt und geklért werden. Die intuitive Vorstel-
lung iiber das zu verwendende Material, also Papier, und {iber die mdglichen
Faltungen sind relativ einfach. So wird das Blatt Papier als eine zweidimensiona-
le ebene Fldche aufgefasst. Wahrend man in der Origamikunst das Blatt Papier
als eine begrenzte Fliche betrachtet, so ist es in der mathematischen Sichtweise
oft einfacher, es als eine unbegrenzte Ebene (z.B. als GauBl“sche Zahlenebene)
zu sehen. Unter einer Faltbewegung verstehen wir eine durchgehende Bewegung
des Papiers von einer gegebenen Form in eine andere, wobei das Papier nicht
gedehnt, zerrissen oder selbst-durchdrungen werden darf. Besonders der letzte
Punkt ist wichtig, denn das Papier darf sich zwar beriihren, aber nicht durch-
dringen. Betrachten wir das Papier zu einem Zwischenzeitpunkt einer Faltbewe-
gung, so nennen wir diesen den Faltzustand. Im Allgemeinen unterscheiden wir
hier den Anfangsfaltzustand, bei welchem die Faltbewegung beginnt und den
Endfaltzustand, in welchen das Papier tbergefiihrt wird. Normalerweise soll-
te man jede Faltbewegung genau beschreiben, da dies unter Umstdnden sehr
schwierig werden kann, beschrankt man sich hdufig nur darauf, den Endfaltzu-
stand anzugeben. So sehen wir in der folgenden Abbildung nur die jeweiligen
Endfaltzustéinde, wobei die Faltbewegungen mithilfe von Pfeilen dargestellt wer-

den.
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Abbildung 7: Beispiel einer Origami-Anleitung fiir einen Kranich
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Unter einer Falte verstehen wir eine Linie (in manchen Féllen auch eine Kurve)
auf einem Stiick Papier, die uns anzeigen soll, an welcher Linie wir das Papier
falten sollen. Wir konnen hier zwei Arten von Falten unterscheiden, je nachdem
ob nach ,unten “ oder nach ,oben “ gefaltet wird:

1) die Bergfalte, wobei die Falte konventionell als strichlierte Linie dargestellt
wird, oder

2) die Talfalte, wobei die Falte als Strich-Punkt-Linie dargestellt wird.

Bergfalte Talfalte
Mountainfold  Valleyfold

erainfold - Valeytoid \

Abbildung 8: Veranschaulichung zur Berg- und Talfalte

Oft werden diese zwei Arten von Linien mit dem Auge schwer erkannt, beson-
ders, wenn sich einige Linien {iberkreuzen. Deshalb ist es auch iiblich fiir diese
Berg- und Talfalten unterschiedliche Farben zu verwenden. Dariiber hinaus ver-
wenden viele Biicher iiber Origami unterschiedlichste Methoden, um Faltbewe-
gungen darzustellen bzw. zu beschreiben, wie zum Beispiel verschiedene Arten
von Pfeilen.

Wir werden uns nun hauptséchlich mit den Faltmoglichkeiten beschéftigen, die
uns Origami zur Verfiigung stellt und diese mathematisch beschreiben und da-
durch kldren, was geometrisch konstruierbar ist, bzw. welche Zahlen wir kon-
struieren konnen.

Welche Konstruktionsschritte mit Origami durchfiihrbar sind, bzw. welche Punk-
te und Linien konstruierbar sind, wurde bereits grofitenteils von Humaki Huzita
im Jahr 1985 gekldrt. Er beschrieb in einer Sammlung von sechs Axiomen was
durch ,,Origami-Punkte “ und ,, Origami-Linien “ mit einer Faltung konstruier-
bar ist. In diesem Sinn ist eine Linie eine Falte in einem endlichen Stiick Papier.
Auch die Rénder des Papiers werden als Linien aufgefasst. Ein normales Blatt
Papier hat zu Beginn nur die Rénder als Linien. Unter einem konstruierbaren
Punkt verstehen wir im Folgenden immer den Schnittpunkt von zwei (konstru-
ierbaren) Linien.
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Falten wir beispielsweise ein Blatt in der Mitte, so konstruieren wir zwei Punkte,
wo sich die entstandene Linie mit den Randlinien schneidet.

>

¢ ———————————-e

Widmen wir uns nun den sechs Huzita-Axiome, die beschreiben, welche Linien
und Punkte mit Origami konstruierbar sind:

(H1) Sind zwei konstruierbare Punkte A und B gegeben, so ist die Linie a durch
diese Punkte konstruierbar.

(H2) Sind zwei konstruierbare Punkte A und B gegeben, so ist die Mittelsenk-
rechte s auf die Strecke AB konstruierbar, indem man den einen Punkt
auf den anderen faltet.
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(H3) Sind zwei konstruierbare Linien a und b gegeben, so kann man die Linie
h konstruieren, indem wir die eine Linie auf die andere falten. Sind die
Linien nicht parallel, so entspricht die Linie h der Winkelhalbierenden der
zwei gegebenen Linien.

(H4) Ist ein konstruierbarer Punkt A und eine konstruierbare Linie a gegeben,
so kann man Linie b durch den Punkt A senkrecht zur Linie a konstruieren,
indem man Linie a auf sich selbst faltet.

(H5) Sind zwei konstruierbare Punkte A und B und eine konstruierbare Linie
a gegeben, so kann man die Linie b durch den Punkt A so konstruieren,
dass Punkt B auf Linie a abgebildet wird.

Q
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(H6) Sind zwei konstruierbare Punkte A und B sowie zwei konstruierbare Linien
a und b gegeben, so sind jene Linien konstruierbar, wo gleichzeitig Punkt
A auf Linie ¢ und Punkt B auf Linie b abgebildet werden.

Einige Zeit spéter, im Jahr 2002, hat Koshiro Hatori ein siebentes Axiom vor-
geschlagen, welches als nicht dquivalent zu den bereits existierenden Huzita-
Axiomen zu betrachten ist. Dieses Axiom wurde bereits 1989 von Jaques Justin
entdeckt, aber von Hatori wiederentdeckt.

(H7) Ist ein konstruierbarer Punkt A und zwei konstruierbare Linien ¢ und b
gegeben, so kann man eine Linie ¢ konstruieren, welche senkrecht auf eine
der beiden Linien steht und gleichzeitig der Punkt A auf die jeweils andere
Linie abgebildet wird.
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Wie wir spéter sehen werden, kénnen wir mit diesen Konstruktionsschritten be-
liebige Winkel dreiteilen. Das bedeutet, dass diese Origami-Axiome stérker sein
miissen, als die von Zirkel und Lineal. Im ersten Abschnitt haben wir gezeigt,
dass wir mit Zirkel und Lineal die rationalen Zahlen sowie Wurzeln von qua-
dratischen Gleichungen mit konstruierbaren Koeffizienten konstruieren kénnen,
aber nicht mehr. Wir werden zeigen, dass die Axiome (H1) — (H5) dquivalent
zu den Konstruktionschritten mit Zirkel und Lineal sind. Axiom (H6) jedoch
kann man im Allgemeinen nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren. In diesem
Axiom liegt die Moglichkeit bestimmte kubische Gleichungen zu 16sen, nicht nur
Quadratische, so wie mit Zirkel und Lineal. Wir wollen dies anhand von zwei
Abbildungen veranschaulichen.

Betrachten wir zunichst (H5). Punkt A wird hier {iber die konstruierte Linie
b auf Punkt A‘ gespiegelt, weshalb der Abstand an jedem beliebigen Punkt
B der Linie b zum Punkt A gleich ist, wie der Abstand des Punktes B zum
Punkt A‘. Dies zeigt, dass die Linie b tangential zur Parabel mit Brennpunkt A
und Leitgeraden a verlauft, denn fiir jede Parabel gilt, dass der Abstand jedes
Punktes der Parabel zum Brennpunkt gleich ist dem Abstand des Punktes zur
Leitlinie.

A
é
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Da wir diese Situation in (H6) praktisch zweimal konstruieren, ergibt sich hier
eine Linie, welche tangential zu zwei Parabeln liegt. Dies veranschaulichen wir
an folgender Abbildung.

Um so eine Gerade zu finden, welche tangential zu zwei Parabeln liegt, muss
eine kubische Gleichung gelost werden. Da wir nun in der Lage sind, kubische
Gleichungen mit Origamioperationen zu l6sen, kénnen Kérpererweiterungen so-
wohl von 2—er Potenzen als auch von 3—er Potenzen auftreten, wo alle Elemente
dieser Korpererweiterung konstruiert werden kénnen. Da man quartische Glei-
chungen (mit konstruierbaren Koeffizienten) mithilfe von kubischen Gleichungen
16sen kann, sind diese ebenfalls noch mit Origami 16sbar. Dass héhere Gleichun-
gen nicht mehr mit Origami 16sbar sind, hat 1989 Huzita und Scimemi bewiesen,
sowie spéter unabhédnging auch Alperin.

Im Folgenden werden wir uns mit der Frage beschéftigen, welche Zahlen wir
durch Origami konstruieren kénnen. Um dies zu beantworten, werden wir uns an
[12] halten und schrittweise klaren, durch welche Konstruktionsaxiome, welche
Zahlen konstruierbar werden. Alperin betrachtet das Blatt Papier als Gauf} “sche
Zahlenebene, wo die konstruierten Punkte 0 und 1 gegeben sind. Im Gegensatz
zu Huzita’s Axiomen lisst Alperin Axiom (H4) weg, figt jedoch ein Axiom
hinzu, welches besagt, dass der Schnittpunkt von zwei konstruierbaren Linien ein
konstruierbarer Punkt ist. Dies wird von Huzita nicht als Axiom angeschrieben,
jedoch vorausgesetzt. Wir fithren die sechs Axiome nach Alperin nochmals an,
da wir auf sie im Folgenden 6fter Bezug nehmen werden.

1) Eine Linie, welche zwei konstruierbare Punkte verbindet, ist eine konstru-
ierbare Linie.

2) Der Schnittpunkt von zwei konstruierbaren Linien ist ein konstruierbarer
Punkt.

3) Die Mittelsenkrechte einer konstruierbaren Linie, welche zwei konstruier-
bare Punkte verbindet, ist eine konstruierbare Linie.
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4) Die Winkelhalbierende eines jeden beliebigen gegebenen Winkel ist kon-
struierbar.

5) Ist eine konstruierbare Linie ! und zwei konstruierbare Punkte P und @
gegeben, so ist, wann immer moglich, die Linie durch @, welche P auf [
spiegelt, konstruierbar.

6) Sind zwei konstruierbare Linien [ und m und zwei konstruierbare Punkte P
und @ gegeben, so ist, wann immer moglich, die Linie, welche gleichzeitig
P auf auf [ und Q auf m spiegelt, konstruierbar.

Alle Punkte, die durch diese Axiome konstruiert werden koénnen, bilden dann
die Origami-Zahlen. Es ist zu bemerken, dass nicht alle Punkte auf einer Li-
nie konstruierbar sind. Alperin nennt die ersten drei dieser Axiome thalische
Konstruktionen, welche die thalischen Zahlen ergeben. Werden die ersten drei
Axiome durch das vierte Axiom ergénzt, so erhalten wir dadurch die pytha-
gordischen Zahlen. Das funfte Axiom figt die sogenannten euklidischen Kon-
struktionen hinzu, welche Tangenten von Parabeln beinhalten. Wir kénnen zum
Beispiel das erste und vierte Axiom durch dieses fiinte Axiom ersetzen. Somit
wiirden wir nur das zweite, dritte und fiinfte Axiom bendétigen, um geometri-
sche Konstruktionen durchzufiihren. Durch das sechste Axiom erschlie3t Alpe-
rin schlielich die Origami-Zahlen. Wie bereits erwahnt, lassen sich durch dieses
Axiom Gleichungen vom Grad drei, sowie auch vier l6sen, wodurch einige der
antiken Konstruktionsprobleme nun l6sbar werden.

Widmen wir uns nun zunéchst den thalischen Konstruktionen. Sie sind nach
dem griechischen Mathematiker Thales benannt, welcher im 6. Jahrhundert vor
Christus Lehrer von Pythagoras war. Wir setzen die komplexen Zahlen C als
gegeben voraus. Alle Konstruktionen finden nun in der komplexen Zahlenebe-
ne statt. Die Menge der Punkte, welche durch die thalischen Konstruktionen
konstruierbar sind, ist die kleinste Untermenge von konstruierbaren Punkten
I1 =TI{A, B,C} in der komplexen Zahlenebene, welche unter folgenden Opera-
tionen abgeschlossen ist:

1) Die Menge enthélt drei Punkte A, B,C € C, welche nicht alle auf einer
Linie liegen.

2) Die Linie, welche zwei Punkte in II verbindet, ist konstruierbar.
3) Der Schnittpunkt von zwei konstruierbaren Linien befindet sich in II.

4) Die Mittelsenkrechte der Strecke zwischen zwei konstruierbaren Punkten
ist konstruierbar.

Im Folgenden nehmen wir an, dass alle Konstruktionen in einer gegeben Menge
IT stattfinden.

Lemma (8). Ist ein Punkt P und eine Strecke AB gegeben, so konnen wir eine
parallele Strecke der selben Linge und Richtung wie AB, beginnend oder endend
bei P, konstruieren.

Beweis. Nehmen wir zunichst an, dass P nicht auf der Strecke AB liegt. Wir
verbinden P zu A und B und halbieren die konstruierten Seiten des Dreiecks.
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Wir erhalten so die Punkte p, a,b auf der gegeniiberliegenden Seite der bereits
gegebenen Punkte. Wir sehen, dass die Linie ab parallel zur Grundlinie BA
verlauft.
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Wir konstrieren nun die Linie pa, halbieren anschliefend die Strecke Pa und
erhalten somit Punkt d. Nun konstruieren wir die Linie bd.
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Die Linie bd schneidet Linie pa im Punkt D. Die Strecke PD ist parallel zu
AB und hat genau die halbe Linge. Gehen wir nun dhnlich vor wie vorhin und
konstruieren eine parallele Linie zu ap, welche durch B verlduft um somit den
Punkt auf der Linie PD zu erhalten, welcher der entsprechenden Linge AB
entspricht.
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Die Konstruktion, wo P Endpunkt der Strecke ist, funktoniert ebenso. Liegt
Punkt P nun auf der Strecke AB, dann koénnen wir die Strecke so wie oben
beschrieben an einen Start- oder Endpunkt () auBerhalb der Strecke AB ver-
schieben und anschlieBend wieder zuriick in den Punkt P verschieben.

O

Korollar (1). Wir konnen eine Linie konstruieren, welche senkrecht auf eine
Linie m steht und durch den Punkt P verlduft.

Beweis. Wir wéhlen zwei konstruierbare Punkte auf m und konstruieren mit
Hilfe des Axioms (3) die Mittelsenkrechte davon. Diese ist wegen Lemma 1
parallel zur Senkrechten durch P.

Korollar (2). Ist ein Punkt P und eine Strecke ABC' gegeben, konnen wir eine
Strecke ADP so konstruieren, dass das Dreieck NABD dhnlich dem Dreieck
ANACP ist.

Beweis. Wir konstruieren eine Parallele durch Punkt B zur Geraden PC. Liegt
P auf der Strecke ABC machen wir die Konstruktion wie vorhin mit einem
Punkt @ auferhalb dieser Strecke mit der Strecke AFEQ. Mit der Strecke AEQ
und mit Punkt P konnen wir den Punkt D so finden, dass ADP das selbe
Verhiltnis hat wie AEQ, welches das selbe ist wie ABC. Natiirlich liegt D in
diesem Fall auf der Strecke ABC.
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Korollar (3). Ist ein Punkt P und eine Linie | gegeben, so kénnen wir P iber
l spiegeln. Sind zwei Linien | und m gegeben, konnen wir m tuber | spiegeln.

Beweis. Die zweite Konstruktion beinhaltet auch die erste. Wir nehmen nun
zwei konstruierbare Punkte A und B auf [ und konstruieren eine Senkrechte
zu | durch den Punkt A und erhalten als Schnittpunkt mit m den Punkt a.
Dasselbe machen wir mit B. Wir verschieben nun die Strecke Aa in den Punkt
A und erhalten so den neuen Endpunkt C. Dasselbe mit der Strecke Bb. Wir
haben nun zwei gespiegelte Punkte C' und D erhalten und konstruieren durch
diese Punkte eine Linie.

O

Wenn wir nun annehmen, dass der erste gegebene Punkt A null ist und der
zweite gegebene Punkt B die komplexe Zahl 1 ist, dann konnen wir die z— Achse
und auch ihre senkrechte y—Achse konstruieren. Die Menge I1{0, 1, C'} hingt
nunmehr einzig von einer Variablen z, dem Punkt C, ab. Wir bezeichnen nun
IT = II[z] und kénnen somit die z—Achse und y—Achse als Teilmenge der reellen
Zahlen auffassen, mit X = X|[z],Y = Y[z]. Da wir jeden konstruierbaren Punkt
auf die z— oder y—Achse projezieren kénnen, sind X[z] und ¢Y[z] Teilmengen
von II.

Lemma (9). Istt € Y[z] auf der y— Achse ungleich null, dann ist 1 € Y|[z].

Beweis. Wir nehmen an ¢t > 0. Nun konstruieren wir ein rechtwinkliges Dreieck
mit Schenkel ¢ entlang der y—Achse und 1 parallel zur x—Achse. Die Hypo-
thenuse beginnt im Ursprung und endet im Punkt (1,t¢). Wir konstruieren ein
zweites Dreieck indem wir eine Senkrechte zur y—Achse durch den Punkt (1,¢)
konstruieren und ebenso eine Senkrechte zur Hypothenuse im Punkt (1,¢) und
diese bis zur y— Achse verlangern. Die Dreiecke sind nun &hnlichen. Der Schenkel
entlang der y — Achse des zweiten Dreiecks hat die Lange %
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(010)

O

Dass auch fiir Produkte = * y mit x,y € Y[z] gilt, dass x * y € Y[z], sicht man
ebenso mit Hilfe der Konstruktion von &hnlichen Dreiecken. Wir erkennen also,
dass mit diesen Konstruktionsaxiomen bereits Q konstruierbar ist. In [12] fithrt
Alperin ausfiithrlich aus, welche weiteren Zahlen nun noch mit diesen Konstruk-
tionsschritten konstruierbar sind. Wir {iberspringen dies, da uns letztendlich nur
interessiert, welche Zahlen mit allen sechs Axiomen konstruierbar sind.

Um mehr Struktur auf II zu bekommen, nehmen wir Axiom (4) hinzu und
nennen dies nun die pythagorédischen Konstruktionen. Wir nehmen auch an,
dass die ersten zwei gegebenen Punkte in II eins und null sind.

Theorem (1). Sind die Aziome (1) — (3) gegeben, so sind dquivalent:
i) Fine Einheitsstrecke kann auf jeder konstruierten Linie markiert werden.
ii) Aziom (4) dber Winkelhalbierung gilt.

iti) Eine konstruierte Streckenlinge auf einer beliebigen Linie kann auf einer
anderen Linie markiert werden.

Beweis. Wir zeigen nun im Kreisschluss:
1i1) — 1) : Ist trivial.

i) — i) : Wir zeigen zuerst, dass alle konstruierten Winkel zweigeteilt werden
konnen, wenn wir Einheitslingen auf einem konstruieren Strahl konstru-
ieren konnen. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass der Winkel kleiner
als 180° ist. Wie vorhin kénnen wir den Winkel in den Ursprungspunkt
verschieben und auf jedem Strahl, welche die Winkel einschliefen, Ein-
heitslangen markieren, welche uns die Punkte A und B liefern. Im néchsten
Schritt legen wir Senkrechte in die Punkte A und B, welche sich im Punkt
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i) — iii)

C schneiden. Die vier Punkte A, B, C' und der Ursprungspunkt 0 geben
uns zwei rechtwinklige Dreiecke mit einer gemeinsamen Hypothenuse und
zwei Schenkeln, welche sich in 0 bei einer Linge von 1 treffen. Das bedeu-
tet, dass die dritten Seiten gleich sind und somit die Dreiecke kongruent
sind. Also: Der Winkel wurde halbiert.

: Wir nehmen nun an, dass alle konstruierten Winkel halbiert werden
konnen. Wir nehmen auch an, dass eine Strecke AB mit einer gewissen
Lénge konstruiert wurde und ein Strahl L beginnend bei C' gegeben ist.
Wir kénnen die Strecke AB nun so verschieben, dass sie im Punkt C' be-
ginnt (Lemma 1). Nun halbieren wir den Winkel zwischen CD und dem
gegeben Strahl L. Wir spiegeln anschlieBend CD entlang dieser Winkelhal-
bierenden. Nun haben wir die Linge AB entlang dieses Strahls markiert.
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Wir koénnen dieses vierte Axiom als Werkzeug verstehen, mit dessen Hilfe wir
Punkte auf einem Kreis mit konstruierbarem Mittelpunkt P und einem gege-
benen konstruierbaren Radius r, konstruieren konnen, welche auf einer Linie
durch P mit konstruierbarer Steigung liegen. Wir verwenden als Startpunkte
0,1 und 4. ¢ wird mithilfe der Axiome (1) — (4) konstruiert, indem nur mit 0 und
1 gestartet wird, dann der 90°-Winkel zwischen den Achsen halbiert wird und
durch Spiegelung erhalten wir dann die Einheiten auf der y—Achse. Eine weitere
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wichtige Folgerung von Axiom (4) ist, dass Strecken bestimmter Langen kon-
struiert werden konnen. Das bedeutet, dass II fiir jeden konstruierbaren Punkt

(a,b) unter va? + b? abgeschlossen ist.

Um nun zu den euklidischen Konstruktionen zu kommen, fiigen wir Axiom (5)
hinzu. Die Zahlen, die wir damit konstruieren kénnen, nennen wir die Eukli-
dischen Origami Zahlen e, welche wir durch die Startpunkte 0 und 1 erhalten
konnen. Mit diesen ersten fiinf Axiomen kénnen wir exakt dieselben Zahlen kon-
struieren wie mit Zirkel und Lineal. Also die kleinste Menge, welche Q enthélt
und unter Quadratwurzeln abgeschlossen ist. Der Prozess des Wurzelziehens
einer komplexen Zahl z = 7¢’® kann folgendermafien gesehen werden. Wir hal-
bieren den Winkel © und nehmen die Quadratwurzel von r. Natiirlich kénnen
wir jeden konstruierbaren Winkel halbieren, indem wir Axiom (4) beniitzen.
Wir koénnen auch schon einige Quadratwurzeln ziehen, z.B.: 12 + 12 = /2,
aber nicht alle. Deshalb werden wir uns nun einige Konseguenzen vom Axiom
(5) anschauen und erkennen, dass wir dadurch Abgeschlossenheit unter Qua-
dratwurzeln erhalten.

Betrachten wir nun eine Parabel K, mit Leitlinie / und Brennpunkt P. Axiom (5)
erlaubt es uns die Punkte dieser Parabel sowie die Tangenten zu konstruieren.
Um das zu sehen, beniitzen wir Axiom (5) mit Brennpunkt P und Leitlinie [ um
die Linie ¢ zu konstruieren, welche durch einen Hilfspunkt @ verlauft und P auf
[ spiegelt. Die Senkrechte zu ¢t durch den Punkt P schneidet die gegebene Linie [
im konstruierbaren Punkt R. Als néchstes konstruieren wir die Senkrechte von [
im Punkt R. Der Schnittpunkt dieser Senkrechten mit der Linie ¢ ist der Punkt
S.

t ist die Mittelsenkrechte von PR, der Punkt S hat den selben Abstand zu P
sowie zu R und ist somit auf der Parabel K. Die Linie t ist die Tangente der
Parbel im Punkt S, da sie den Winkel ZPSR halbiert. Denn eine Linie ¢ ist
tangential zu einer Parabel K, wenn ¢ den Winkel zwischen der Linie PS und
der Linie parallel zur Achse von K durch Punkt S halbiert.

Es ist nun einfach eine Parabel zu benutzen, um Quadratwurzeln zu konstru-
ieren. Nehmen wir den Punkt (0,1), eine Leitlinie [ und y = —1, dann hat
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die Parabel die Gleichung y = %xQ. Die Tangente an dieser Parabel im Punkt
(zo, img) hat die Steigung %xo. Die Tangentengleichung lautet:

Yy — %x% = %xo(z — 1)
Der Schnittpunkt dieser Tangente mit der Linie £ = 0 gibt uns den Punkt
Q = (0, —523). Nun beniitzen wir Axiom (5), mit Brennpunkt P = (0, 1), Leit-
linie y = —1 und Hilfspunkt @ = (0, —4r), um den Punkt auf der Parabel zu

konstruieren, welcher die z— Koordinate /7 besitzt.

Als Konsequenz konnen wir alle Quadratwurzeln von komplexen Zahlen in e
konstruieren. Ebenso ist es einfach zu sehen, dass jeder mit Axiom (5) neu
konstruierte Punkt nur aus bereits bekannten Operationen und Quadratwurzeln
von vorher konstruierten Zahlen entsteht. Deshalb ist die Menge, welche wir mit
diesen fiinf Axiomen erhalten genau die Menge der Euklidisch konstruierbaren
komplexen Zahlen. Somit kénnen wir folgendes Theorem formulieren.

Theorem (2). Die konstruierbaren Punkte in C, welche wir durch die Aziome
(1) — (5) erhalten, wenn wir mit den Zahlen 0 und 1 starten, also die Menge
der Euklidisch konstruierbaren Zahlen, ist die kleinste Teilmenge von C welche
unter Quadratwurzeln abgeschlossen ist.

Wir nehmen nun abschliefend das sechste Axiom hinzu. Wir wir bereits gese-
hen haben, konnen wir mit diesem Axiom eine Tangente konstruieren, welche
gleichzeitig zu zwei Parabeln tangential liegt. Diese Tangente kann nicht immer
konstruiert werden, da sie nicht immer notwendigerweise existiert. Diese sechs
Axiome zusammen sind die Konstruktionsaxiome um die sogenannten komple-
xen Origami - Zahlen O zu konstruieren. Diese Konstruktionsaxiome erlauben
es uns eine reelle Losung einer kubischen Gleichung mit reellen Koeffizienten in
O zu bestimmen. Um das zu sehen, betrachten wir die Kegelschnitte:

(y — %a)2 =2bzx und y = %9:2

(X4:¥1)
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Diese Kegelschnitte haben Brennpunkte und Leitlinien, welche mit den obigen
Axiomen konstruierbar sind. Betrachten wir nun so eine Tangente, also eine
Linie mit Steigung u, welche durch die Punkte (xo, o), (x1,y1) verlduft. Wir
miissen noch beifiigen, dass man zeigen kann, dass eine konstruierbare Linie
nur dann konstruierbar ist, wenn ihre Steigung in O liegt oder oo ist. Durch
Differntiation erhalten wir:

b
=T1 =M
Yo — 35
1
v =i
(y *%)2 2
= ==}
Zo % 2
und damit
¥ _a_ b
:yl—yo: 2 2 m
T —x0  p— S

Vereinfachen wir dies, erhalten wir folgende Gleichung;:
i Fap+b=0

Damit sehen wir, dass wir (fiir reelle Wurzeln) alle kubischen Gleichungen mit re-
ellen konstruierbaren Zahlen a,b € O 16sen kénnen. Daraus kénnen wir folgern,
dass das delische Problem der Wiirfelverdopplung, also die Konstruktion von
23 mithilfe der obigen Parabeln lésbar ist, indem man die Gleichung p? —2 =0
16st. Ebenso kann man konstruierte Winkel mithilfe der Chebychev - Gleichung
423 — 3z = cos 3® fiir = cos 3® dreiteilen. Um noch die Frage zu beantwor-
ten, welche n—Ecke mit Origami konstruierbar sind, hat zum Beispiel Gleason
gezeigt, dass wir alle n—FEcke mit n = 223°P, P, . .. P, konstruieren kénnen, wo
die verschiedenen Primzahlen P; von der Form 2¢3% + 1 sind. Wir erkennen auch
hier die Ahnlichkeit zu den mit Zirkel und Lineal konstruierbaren n—Ecken. Der
Faktor 3 kommt also davon, dass wir zusétzlich zu quadratischen Gleichungen
auch kubische Gleichungen 16sen koénnen.

Alperin schliefit in [12] mit folgendem Theorem ab, in welchem er nochmals
festhélt, welche Punkte in C konstruierbar sind.

Theorem (3). Die konstruierbaren Punkte in C, welche wir durch die Azio-
me (1) — (6) erhalten, indem wir als Startpunkte 0 und 1 wdhlen, nennen wir
das Feld der konstruierbaren Origami-Zahlen Q. Es ist die kleinste Teilmenge
von C welche unter Quadratwurzeln, Kubikwurzeln und komplexer Konjugation
abgeschlossen ist.

Im néchsten Kapitel werden wir uns die zwei antiken Konstruktionsprobleme an-
sehen, welche nun mit Hilfe von Orgiami 16sbar werden. Ebenso werden wir uns
ein Beispiel zur Konstruktion eines regelméfigen Fiinfecks ansehen. Es bleibt
noch anzufiigen, dass die Quadratur des Kreises auch mit Origami nicht 16sbar
wird.
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Losungen von Konstruktionsproblemen durch Ori-
gami

Wir haben im vorigen Kapitel gezeigt, dass wir Winkel dreiteilen kénnen. Wir
zeigen nun eine Vorgehensweise, wie wir dies machen kénnen und wéhlen die
Konstruktionsanleitung von Abe, auch Abe’s Winkeldreiteilung genannt (siehe
dazu auch [11]). Sei also ein Blatt Papier gegeben mit einer Linie, die den Winkel
« einschlief3t.

1) Im ersten Schritt konstruieren wir die Linie a, indem wir eine Randlinie
auf die andere falten, verwenden also Axiom (H3).

2) Im zweiten Schritt konstruieren wir die Linie b, indem wir Linie a auf die
Randlinie falten, also erneut Axiom (H3) verwenden.
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3) Im dritten Schritt konstruieren wir die Linie ¢, indem wir (H6) verwenden
und die Punkte A und B auf die Linien b und w falten.

“\ w
'\\LA\C
Bl
/ a
— b
\
A A

4) Im vierten Schritt konstruieren wir die Linie d, indem wir (H1) verwenden
und durch die konstruierten Punkte A und A‘ eine Linie konstruieren.
Diese Linie drittelt nun den Winkel a.

Um den Winkel %“ zu erhalten, konstruieren wir zusétzlich wie A‘ auch
C* und verwenden (H1) indem wir durch die Punkte A und C* eine Linie
konstruieren.

a

B\ /o c
A - :
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Begriindung:

Seien die Punkte A, B und C, wie in der Abbildung unten, die durch die zwei
ersten Schritte konstruierten Punkte. Dabei ist C' nach Konstruktion der Mit-
telpunkt der Strecke AB. Nun werden durch den dritten Konstruktionsschritt
diese Punkte durch die konstruierte Linie ¢ auf die Punkte A, B und C* gespie-
gelt, wobei C* widerum der Mittelpunkt der Strecke A‘B* ist. Da nun A‘ auf der
horizontalen Linie b liegt, welche durch den Punkt C' verlauft, der Mittelpunkt
von AB ist, gilt, dass AA° = BA‘. Somit ist das Dreieck AABA* gleichschenk-
lig. Ebenso muss gelten, dass AAA*B* gleichschenklig ist. Nun wird der Winkel
LA‘AB* durch die Gerade durch A und C* geteilt, also LZA‘AC* = LC*AB‘ = a.
Da AAB‘A‘ gleichschenklig ist, gilt LZAA‘C* = 90° — a. Nun ist A* aber eine
Spiegelung der Ecke des gegebenen Quadrats, welche ein rechter Winkel ist.
Dies bedeutet, dass /X A‘A = « sein muss und wegen der Spiegelung auch
/X AA* = « gelten muss. Somit ist der urspriingliche Winkel o gedrittelt wor-
den in S+ B+ 5.
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Widmen wir uns nun einem zweiten antiken Konstruktionsproblem, ndmlich die
Verdoppelung des Wiirfels. Wie im vorigen Kapitel gezeigt, ist dies moglich.
Wir werden uns hier die Konstruktionsvorschrift nach Messer [11] anschauen.

1) Wir starten mit einem quadratischen Stiick Papier (die Konstruktions-
beschreibung gilt auch fiir rechteckige Stiicke Papier) und teilen es in
drei gleiche Teile, indem wir folgendermafien vorgehen. Wir verwenden
zunéchst (H3) um die Mittelsenkrechte zu konstruieren. Anschliefend ver-
wenden wir (H1), indem wir eine Linie durch die Punkten A und B sowie
C und D konstruieren. Den Schnittpunkt dieser Linien nennen wir S.
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Wir kénnen nun in dhnlicher Weise den Punkt R konstruieren, indem wir
die Linien durch E und D sowie B und F konstruieren. Verwenden wir
nun nocheinmal (H1) und konstruieren die Linie durch die Punkte R und
S, so drittelt diese Linie das Blatt Papier. Um die letzte Linie fiir die
Drittelung des Papiers zu erhalten, verwenden wir (H3).

C F
E
Y
N R S
A ® - )
B Jp

2) Im zweiten Schritt verwenden wir (H6) und konstruieren Linie s, indem
wir Punkt B auf Linie b und Punkt G auf Linie a abbilden. Das Verhéltnis
der Strecke ¢ zur Strecke b betrigt dann /2.
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Begriindung:

Bei der Begriindung werde ich mich an [14] anlehnen. Zunéchst gehen wir zur
Vereinfachung davon aus, dass die Seitenlédnge des quadratischen Stiicks Papier
drei betragt. Wir sehen zunéchst, dass die konstruierte Linie durch die Punkte R
und S das Blatt Papier drittelt, indem wir die konstruierten Linien BF := f(x)
und ED := g(x) als Funktionen auffassen und wir B = (0,0) als Nullpunkt
wahlen. Also

9(z) = 3Tt g

Berechnen wir nun die Koordinaten des Schnittpunktes R, so erhalten wir

1 +3
T=—zx+
2 2

3 3

Also drittelt RS das Blatt. Betrachten wir nun die weiteren Konstruktionsschrit-
te.

Dazu seien ¢ := B‘F,d := DB*,e := ID, f := IB‘. Damit gilt c+d = e+ f = 3.
Da nun die Dreiecke AIDB‘ und AG*‘H B* &hnlich sind, gilt

E_c—l
1
Daraus folgt mit f =3 —¢
e c—1
3—e 1
3c—3
¢
und mit e=3 — f
3-f
—=c-1
!
3
f="2
c

Auch gilt, dass d = 3—c. Betrachten wir nun das Dreieck AT D B* und verwenden
den Satz von Pythagoras, so erhalten wir

f2:€2+d2

&) (2 oo
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Potenzieren wir die quadratischen Ausdriicke und erweitern anschliefend mit ¢?
erhalten wir

=663 4+18¢2 —18¢ =0

Da ¢ nun offensichtlich nicht 0 ist, kénnen wir die Gleichung durch ¢ dividieren
und anschliefend multiplizieren wir die Gleichung mit drei und erhalten

3¢® —18¢® + 54c — 54 =10
Diese Gleichung formen wir nun geschickt um und erhalten
= —2¢% 4 18¢% — bde + 54 = 2(27 — 27c + 9¢* — &) = 2(3 — ¢)® = 24°

und damit
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Es stellt sich schlieBlich noch die Frage, wie wir nun die Strecke mit einer Linge
von /2 konstruieren konnen. Wir konstruieren hierfiir zunichst wie zu Beginn
beschrieben den Punkt K, welcher die Seite des Quadrats drittelt. Also K = 1.
Dann konstruieren wir mit (H1) Linie g. Nun verwenden wir (H2) und konstru-
ieren Linie h, indem wir Punkt B‘ auf K falten. Im néchsten Schritt verwenden
wir (H4), indem wir Linie & auf sich durch Punkt F falten und erhalten so Linie
i. Fir die Strecke JK gilt nun JK = 2.

Begriindung:
Die Begriindung erfolgt durch die Verwendung des Strahlensatzes. Es gilt mit
x > 0:

@_ 1
3 1+

d+dx:3éx:3%d:>x:m:$x:

O

SchlieBlich wollen wir uns noch ansehen, wie man mit Origami ein regelméfliges
Fiinfeck konstruieren kann. Wir wissen, da man mit Origami alle regelméfigen
n— BEcke fir n = 2%-3% .p; -+~ pp mit a,8,k € N und p; - --- - py unter-
schiedliche Fermatzahlen sind, konstruieren kénnen. Ich werde im Folgenden
eine exakte Konstruktionsmethode nach David Dureisseix [16] anfithren (Kon-
struktionsmethoden, welche ein regelméfliges Fiinfeck anndhern, gibt es sehr
viele, exakte Konstruktionen sind schwieriger zu finden). Eine weitere Anlei-
tung fiir ein annihernd regelméBiges Funfeck wiirde sich in [15] finden.
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Wir beginnen mit einem quadratischen Blatt Papier (es gibt auch Faltbeschrei-
bungen fiir Rechtecke) und halten uns an folgende Konstruktionschritte:

1) Wir verwenden (H3) und konstruieren somit Linie b, indem wir zwei
Randlinien aufeinander falten. Anschlieflend konstruieren wir mit Hilfe
von (H1) Linie ¢ durch Punkt A und den zuvor konstruierten Punkt D.
Dann, mit (H3), konstrieren wir Linie d, indem wir Linie ¢ auf a falten
und somit die Winkelhalbierende erhalten.

2) Wir konstruieren nun Linie e mit Hilfe von H5, indem wir Punkt F' auf
Linie b abbilden, wobei Punkt B auf e liegen soll.

F B
o o
d
D E
[} o
b
a
C
C‘ o)

3) Wir konstruieren nun Linie f mit (H1) indem wir durch die Punkte B
und H falten. Im néchsten Schritt verwenden wir (H3) und falten die
Winkelhalbierende zwischen den Linien f und a.

4) Nun verwenden wir (H1) und konstruieren Linie ¢ durch die Punkte B
und C. Dann mit Hilfe von (H3) konstruieren wir die Winkelhalbierende
zwischen den Linien g und a.

B B
» ®
°
§ # H
9 a gha
@ © @ O—0
C A C‘ N‘A

5) Im néchsten Schritt bilden wir erneut die Winkelhalbierende Linie j zwi-
schen den Linien ¢ und h mit (H3) und bilden dann mit (H4) Punkt N
auf Linie ¢ iiber j ab und erhalten Punkt O.
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6) Wir falten mit Hilfe von (H2) Punkt B auf O und erhalten somit Linie k
sowie die Punkte P und Q.

7) Die nun erhaltene Linie k& verwenden wir nun durch mehrmaliges Anwen-
den von (H5) um den gewiinschten fiinfzackigen Stern zu erhalten. Durch
die Eckpunkte kénnen wir dann die fiinf gesuchten Seiten des Fiinfecks
konstruieren.
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Begriindung:

Um ein regelméfiges Fiinfeck zu konstruieren, miissen wir den Winkel 2?” kon-
struieren. Um dies zu erreichen, wird bei vielen Konstruktionsbeschreibungen
mit Hilfe des Goldenen Schnittes gearbeitet, denn man kann zeigen, dass die
Diagonale in einem regelméfigen Fiinfeck genau dem 1 - (v/5 + 1)-fachen der
Seitenldnge entspricht. Wir nehmen im Folgenden zur Vereinfachung eine Kan-
tenldnge des Quadrats von 1 an und werden dann schrittweise eine Linie der
Lange

1

T

cos (35)

konstruieren, denn, wie man zeigen kann, ist | die maximale Lénge der Diago-
nalen des in das Quadrat eingeschriebenen regelméfigen Fiinfecks (siehe dazu
[16]). Um nun das regelméBige Funfeck zu konstruieren, werden wir zunéchst
ein Pentagramm mit Diagonalenlénge [ konstruieren.

Im ersten Schritt wird der Winkel ZBAD halbiert.

Es ist:
1

tan ZDAC = 5

und
1 1 =«
/BAF = /FAD = 3 /BAD = 5 (5 — ZDAC)
Wir kénnen daraus berechnen, dass
tan (L BAF) = (\/527*1) _BF

ist. Dieses Ergebnis zeigt uns, dass die Seite im Verhéltnis des Goldenen Schnit-
tes geteilt wurde (siche dazu auch [17]).
Durch die Faltungen im zweiten Schritt erhalten wir:

Da cos (%) = \/5171 sowie BE = 3 gilt, folgt

pFopg- WS-V __ 1 BF

2 ~ 2-cos(Z)  cos(%)

Daraus konnen wir nun schlie3en:

BE

cos (LHBE) = == = cos (%)
/HBE = g
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Im dritten Schritt durch Winkelhalbierung des Winkels ZH BE erhalten wir

/IBA =~
10

Durch erneute Winkelhalbierung von /I BA, erhalten wir

/NBA="_
20

— 1
BN = —
cos(%)

Dies ist nun genau die gesuchte Lénge [, welche der Diagonalen unseres re-
gelméBigen Fiinfecks entspricht. Die néchsten Schritte dienen nun dazu, diese
Diagonale an die richtige Position zu bekommen. Es féllt uns auf, dass wir das
Konstruktionsaxiom (H6) nicht benétigt haben. Wie wir bereits wissen, sind re-
gelméBige Fiinfecke mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Das ist auch der Grund,

warum wir mit den ersten funf Konstruktionsaxomen auskommen.

8= WE-1)
- F "5 B
O @
D
@] . E H E
1
2
- . .
o ® 5 C I N A
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Anwendbarkeit von Origami im Schulunterricht

In diesem letzten Kapitel wollen wir nun kurz auf den schulischen Aspekt von
Origami eingehen. Wir wissen, dass Origami im herkoémmlichen Mathematik-
bzw. Geometrieunterricht selten bis gar nicht zum FEinsatz kommt und vorwie-
gend die Konstruktion mit Zirkel und Lineal bevorzugt wird. Vorteile von Zirkel
und Lineal sind offensichtlich, lassen sich damit wichtige geometrische Opera-
tionen einfach und in beliebiger Gréfle auf einem Blatt Papier konstruieren.
Wiirde Origami benutzt, so miissten Schiiler das Blatt Papier falten, was zu
Problemen fiihrt, wenn die Schiiler ein Mathematikheft benutzen oder fiir die
Konstruktion nur einen Teil des Blattes verwenden moéchten. Jedoch sollte Ori-
gami deshalb nicht schon auf das Abstellgleis geschoben werden. Da ich in dieser
Arbeit ausschliefllich auf ebene Faltungen eingegangen bin und im Unterricht
natiirlich dreidimensionale Faltungen ebenfalls méglich sind und vielfach auch
ausschlieBlich verwendet werden, werden wir im Folgenden unter Origami auch
die dreidimensionale Faltungen miteinbeziehen. Es gibt einige Publikationen,
welche den Nutzen von Origami beschreiben, der durch wissenschaftliche Ex-
perimente und Beobachtungen von Schiilern beurteilt wurde. Ich mochte hier
auf einen solche Aritkel eingehen, nédmlich auf [13]. Ein ebenfalls interessanter
Artikel von Chen [21] beschéftigt sich beispielsweise {iber Origami und seine
Vorteile im Unterricht mit Schwerhérigen oder Gehorlosen. Auf diesen Artikel
mochte ich hier nicht eingehen.

In [13] wird beschrieben, dass es zunehmends Studien tiber die Zusammenhénge
von mathematischen Fahigkeiten und rdumlichem Vorstellungsvermogen gibt.
Demnach beeinflusst das rdumliche Vorstellungsvermogen bestimmte Aspek-
te der numerischen Verarbeitung im Gehirn. Dieses rdumliche Vorstellungs-
vermogen kann durch Origami verbessert werden um dadurch die Entwicklung
der numerischen Verarbeitung im Gehirn zu unterstiitzen.

Da es lange Zeit keine einheitliche Defintion von rdumlichem Vorstellungsvermogen
gab, einigte man sich auf ein zweidimensionales Klassifizierungssystem, welches
auf Newcombe und Shipley basiert. Dabei wir die eine Dimension in eine intrinsi-
sche bzw. extrinsische und die andere in eine statische bzw. dynamische Dimen-
sion unterteilt. Also erhalten wir dadurch folgende vier rdumliche Féhigkeiten:

i) intrinsisch und statisch: Objekte wahrnehmen

ii) intrinsisch und dynamisch: komplexe Objekte aus kleineren, zwei- oder
dreidimensionalen Transformationen erzeugen, mentale Rotation

iii) extrinsisch und statisch: Verstandnis abstrakter, raumlicher Konzepte (z.B.:
das Lot)

iiii) extrinsisch und dynamisch: Visualisierung von Objekten aus einem ande-
ren Blickwinkel (z.B.: Drei-Berge-Aufgabe von Piaget)

Ebenfalls wurde der Begriff der mathematischen Schwierigkeiten hiufig nicht
klar definiert, da diese ein weniger starkes Problem darstellen als Dyskalkulie.
Dennoch kommen mathematische Schwierigkeiten viel h&ufiger vor als Dyskal-
kulie und ein Subtyp von diesen Schwierigkeiten stellen die raumlichen Fahigkeiten
dar. Deshalb kann die Verbesserung dieser rdumlichen Fahigkeiten, eben etwa
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Abbildung 9: Drei-Berge-Aufgabe von Piaget

durch Origami, die mathematischen Schwierigkeiten verringern. Aufgaben mit
Origami sind eine Kombination von mentaler Rotation, mentaler Faltung und
motorischer Aktivitdt. Taylor und Hutton (2013) haben dies nédher untersucht
und man kann zusammenfassend sagen, dass alle Schiiler, welche mit Origami
iibten, im Bereich der rdumlichen Féhigkeiten signifikant besser abschnitten als
die Kontrollgruppe. Man muss aber bemerken, dass bei vielen solcher Experi-
menten die Anzahl der Schiiler limitiert war, also man trotzdem mit vorschnellen
Schliissen vorsichtig sein sollte. Was man aber auf alle Félle festhalten muss, ist
der Aspekt der zusétzlichen Motivation der Schiiler, da Origami die Mathema-
tik, insbesondere die Geometrie, nochmals anschaulicher und erlebbarer macht.

Wir koénnen also zusammenfassend festhalten, dass Origami, besonders die drei-
dimensionalen Faltungen, die rdumlichen Féhigkeiten eines Schiilers positiv be-
einflusst. Diese Fahigkeit ist besonders im gesonderten Geometrieunterricht sehr
wichtig, weniger im herkémmlichen Mathematikunterricht, wo solche Aufgaben,
die das rdumliche Vostellungsvermogen betreffen, seltener anzutreffen sind. Wo-
bei man Origami aber auf alle Félle im Mathematikunterricht einbauen kann,
ist die Verkniipfung der geometrischen Konstruktionen mit Zirkel und Lineal,
also beispielsweise die Halbierung des Winkels, die Konstruktions einer Mittel-
senkrechten, usw. mit den entsprechenden Konstruktionen mit Origami. Dabei
lernen die Schiiler die unterschiedlichen Konstruktionsméglichkeiten kennen und
kénnen somit ein tieferes Verstandnis dafiir entwickeln. Abschlieend méchte
ich nochmals betonen, dass Origami den Mathematik- und Geometrieunterricht
sehr gut erginzen kann und es wiinscheswert wére, wenn auch Origami mehr
Einzug in Schulbiicher bzw. in den Unterricht findet.
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