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Einleitung

Die hier vorliegende Diplomarbeit, welche das Thema algebraische Graphentheo-
rie behandelt, ist in zwei grofe Teilbereiche gegliedert. Durch einen kurzen ge-
schichtlichen Exkurs wird in den ersten Teil der Arbeit eingeleitet und das Thema
historisch eingeordnet. Das besondere liegt hier daran, dass die Graphentheorie-
anders als alle anderen Teilgebieten der Mathematik- nicht aufgrund eines funda-
mentalen Problems der Berechnung entwickelt wurde. Die Entstehungsgeschichte
der Graphentheorie beginnt tatséchlich mit einem Rétsel [2].

Der Grofsteil dieses Abschnittes wird den Definitionen und Begriffen der Graphen-
theorie gewidmet, um einige ausgewahlte Probleme, teils mit Hilfe von Algorith-
men, l6sen zu konnen. Dabei habe ich mich auf jene Teilgebiete der algebraischen
Graphentheorie konzentriert, welche in meinen Augen schulrelevant sind und sich

in der Schule gut umsetzen lassen.

Im zweiten Teil der Arbeit wird eine mogliche Umsetzung der gegenstédndlichen
Theorie fiir den Schulunterricht vorgestellt. Dabei werde ich zu Beginn den Lehr-
plan fiir allgemeinbildende héhere Schulen analysieren und den Bezug zur alge-
braischen Graphentheorie herstellen.

Abschliefsend stelle ich mein Unterrichtskonzept inklusive Bedingungs-, Sach- und
didaktischer Analyse vor.

Die folgende Diplomarbeit soll LehrerInnen Hilfestellungen und Ideen fiir die
Bearbeitung dieses Themas im Unterricht liefern. Aber auch SchiilerInnen sollen
von dieser Arbeit profitieren, wenn sie diese als Vorbereitung auf eine mogliche

vorwissenschaftliche Arbeit verwenden.
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1.1 Historische Entwicklung

Begriindet wurde die Graphentheorie, welche ein Teilgebiet der Algebra darstellt,
bereits 1736 von Leonhard Euler [11]. Der Mathematiker behandelte das bertthm-
te Konigsberger Briickenproblem, welches folgende Frage behandelt: Ist es mog-
lich, eine Route durch die Stadt Konigsberg zu wéhlen, sodass jede der sieben
vorhandenen Briicken nur einmal iiberquert werden muss und falls ja, gelingt es
auch wieder zu seinem Ausgangspunkt zuriickzugelangen?

Konigsberg liegt in Ostpreufen und wird heute Kaliningrad genannt. Durch die
Stadt fliefst die Pregel, ein Fluss, der zwei Inseln umschliefst und sich, wie in Ab-
bildung zu sehen ist, auf der rechten Seite gabelt.

Leonhard Euler wurde 1736 mit dieser Frage konfroniert und gilt seit seiner Lo-

sung des Problems als Begriinder der Graphentheorie [2].

Abbildung 1.1: Kénigsberger Briickenproblem [2]
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Erst nach etwa 100 Jahren wurde der néchste wichtige Beitrag auf diesem Gebiet
geleistet [11].

Gustav Robert Kirchhoff, Physiker des 19. Jahrhunderts, beschéaftigte sich mit
elektrischen Netzwerken und verwendete im Zuge dessen, ohne dies explizit zu
wissen, bereits 1847 die Idee eines aufspannenden Baumes [18].

Sylvester und Cayley leisteten in der Erforschung von Baumen und deren Ei-
genschaften wesentliche Beitriage [I1]. Deshalb diirfen diese zwei Namen in der
Geschichte der Entstehung der Graphentheorie nicht fehlen.

Nach dem 2. Weltkrieg erschien weitere Literatur zur Graphentheorie. Zwei der
wohl wichtigsten Werke [3] sind zum einen Spectra of Graphs [6] von Cvetkovic,
Doob und Sachs, erschienen 1980, und zum anderen Distance-Regular Graphs [4]

von Brouwer, Cohen und Neumaier, erschienen 1989.

Heute hat die Graphentheorie sehr viele verschiedene Anwendungsgebiete, wie
zum Beispiel in der Architektur, dem Bauwesen und Maschinenbau, der Chemie,
der Elektrotechnik oder der Betriebsforschung. Um stets {iber die aktuellen Er-
kenntnisse und Fortschritte auf diesem Gebiet zu informieren, werden das Journal
of Discrete Mathematics, das European Journal of Combiatorics and Graphs and

Combinatorics verdffentlicht [L1].
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1.2 Grundlegendes Konzept und Motivation

Wie in Optimal Analysis of Structures by Concepts of Symmetry and Regula-
rity von Kaveh 2013 sehr deutlich hervorgeht, hingen in vielen Systemen die
Leistungs- und Funktionsfahigkeit nicht nur von den Eigenschaften der Kom-
ponenten ab, sondern auch von ihrer Position in dem System. Wird von einem
Element im System eine Eigenschaft geéndert, so kann sich dies auf das Ge-
samtverhalten auswirken. Daraus lasst sich schliefsen, dass die Eigenschaften der
Komponenten die Leistung beeinflussen kénnen. Allerdings kann dies auch auf-
treten, wenn die Position eines Elements gedndert wird. Dies zeigt, dass auch die
Topologie das System beeinflusst, weshalb es wichtig ist, diese klar zu reprasen-
tieren und unmissversténdlich darzustellen. Als praktisches Werkzeug hierfiir hat

sich das Graphenmodell bewiesen [11].
Wo begegnen wir der Graphentheorie im taglichen Leben?

Viele Situationen, welchen wir im Alltag begegnen, finden sich in der Graphen-
theorie wieder und kénnen dort mathematisch beschrieben werden.

Ein sehr beliebtes Beispiel ist das Haus vom Nikolaus. Jeder hat als Kind schon
einmal versucht, das Haus vom Nikolaus in einem Zug zu zeichnen ohne dabei

eine Seite zweimal oder 6fter zu durchlaufen [19).

Ein weiteres und wohl eines der bedeutendsten Anwendungsgebiete der Graphen-
theorie ist die Routenplanung. Zum einen kann hier die Frage gestellt werden,
wie man die kiirzeste Verbindung (zum Beispiel in einem Straffennetz) zwischen
Ausgangspunkt und Endpunkt findet. Hierzu stelle man sich zum Beispiel das
Bushaltestellennetz der Stadt Innsbruck vor, in dem man den kiirzesten Weg

vom Innsbrucker Hauptbahnhof zum Flughafen sucht.
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Oder man fragt sich, welche Route ein Postbote in seinem Ortsteil zuriicklegen
muss, damit die Gesamtlange minimal bleibt, er jedoch alle Hauser erreicht und

trotzdem am wenigsten Benzin verbraucht.

Wie der kiirzeste und der optimale Weg zu finden ist, werde ich in der folgenden

Arbeit genauer betrachten und beantworten.
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1.3 Grundlegende Definitionen und Begriffe der

algebraischen Graphentheorie

1.3.1 Grundbegriffe und zugehérige Definitionen

Definition Graph

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) disjunkter Mengen, wobei die Elemente von
E 2-elementige Teilmengen von V sind. Die Menge V' (V von engl. vertex) ist
die Menge der Ecken (oder Knoten) und ist nicht leer, ihre Elemente v sind die
Ecken (oder Knoten) des Graphen G. Die Menge E (E von engl. edge) ist die
Menge der Kanten (oder Linien), ihre Elemente e sind die Kanten (oder Linien)
des Graphen G [§].

Bildlich kann G dargestellt werden, indem man die Ecken als Punkte zeichnet

und diese durch Linien im euklidischen Raum verbindet [11].

Beispiel: G = (V, E) mit V = {1,2,3,4,5} und
E={{1,2}.{2,3}.{3,4}. {4, 1}, {4,5}. {5, 2}}

In der Literatur ist auch héufig V(G) fiir die Menge der Ecken und E(G) fiir
die Menge der Kanten zu finden. Diese Notation wird verwendet, falls es sich um

einen bekannten Graphen handelt.

Ein Graph G heifst endlich bzw. unendlich, falls die Menge der Ecken V(G)
endlich bzw. unendlich ist [§]. In dieser Arbeit werden nur endliche Graphen von

Bedeutung sein.



1 Mathematische Grundlagen

In der Graphentheorie kann man auch auf Graphen stofsen, welche mehrere Kan-
ten zwischen zwei Ecken haben, diese werden dann Mehrfachkanten oder auch
parallele Kanten genannt. Ist eine Ecke mit sich selbst verbunden, wird die ent-
sprechende Kante als Schlinge bezeichnet [14]. In dieser Arbeit werde ich mich,
falls nicht explizit anders angegeben, ausschlieflich auf einfache Graphen, also

Graphen ohne Schlingen und ohne Mehrfachkanten, beziehen.

Beispiel: Ein Graph mit Mehrfachkanten (parallele Kanten) und einer Schlinge
[14]

Schlinge

parallele Kanten

Abbildung 1.2: Graph mit Besonderheiten [14]

Aus diesem Beispiel erkennt man deutlich, dass die Kanten eines Graphen nicht

zwingend gerade Linien sein miissen. Sie konnen genauso gut gebogen sein.

Definition Teilgraph

Es sei G' = (V' E') ein weiterer Graph. Gilt V/ C V und E’ C FE, so ist G’
ein Teilgraph von G und G ein Obergraph von G’, also G' C G. Haufig wird
umgangssprachlich einfach gesagt, dass G den Graphen G’ enthdlt [§].

Beispiel: G der Graph wie oben und G’ = (V/,E') mit V' = {1,2,3,4} und
E' ={{1,2},{2,3},{3,4},{4,1}, } der Teilgraph G’ von G



1 Mathematische Grundlagen

Definition inzident & adjazent

Eine Ecke v € V und eine Kante e € E inzidieren miteinander, beziehungsweise
eine Ecke ist mit einer Kante inzident, falls v € e gilt [§].

Zwei Ecken vi,v5 € V eines Graphen G heifsen adjazent oder benachbart, falls
{v1,v9} € F ist, also falls eine Kante zwischen v; und vy existiert.

Zwei nicht gleiche Kanten sind benachbart, falls sie eine gemeinsame Endecke

haben [§].

Definition vollstindig
Ein Graph heifst vollstindig, falls je zwei Ecken von G benachbart sind [§].

Beispiel: fiir einen vollstandigen Graphen

Definition Grad einer Ecke

Es sei G = (V, E) ein Graph, welcher nicht leer ist, sprich V' # ). Der Grad (oder
auch Valenz) einer Ecke v, bezeichnet mit deg(v), ist die Anzahl der angrenzenden
Kanten [IT]. Besitzt eine Ecke den Grad 0 (deg(v) = 0), so nennt man diese
isoliert [§].

Satz: In jedem (einfachen) Graphen gibt es mindestens zwei Ecken, die denselben
Grad besitzen [14].

Beweis:

Die Anzahl der Ecken ist |V| = n, so ist der maximale Eckengrad n — 1, denn
laut Voraussetzung ist der Grad einfach und somit ohne Schlingen oder Mehr-
fachkanten. Und damit kann jede Ecke nur héchstens so viele Kanten haben, wie
es andere Ecken gibt.

Fall 1: Eine Ecke hat den Grad n — 1 und ist somit mit allen anderen Ecken
verbunden. Also gibt es keine isolierten Ecken, und damit hat auch keine Ecke

den Grad 0. Es treten also nur maximal die Gradzahlen 1, 2, ...n — 1 auf. Das sind
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héchstens n — 1 Zahlen, welche auf n Ecken zu verteilen sind, weshalb mindestens
eine Gradzahl doppelt oder mehrfach auftritt. Damit ist fiir diesen Fall der obige
Satz bewiesen.

Fall 2: Keine Ecke hat den Grad n— 1, womit die héchste vorkommende Gradzahl
n—2 betragt. Es kommen also nur Grade 0, 1,2, ...n—2, oder Teile davon in Frage.
Auch hier haben wir wieder n — 1 Gradzahlen fiir n Ecken, womit ebenso min-
destens eine Gradzahl doppelt oder 6fter vorkommen muss. Damit ist der Satz
bewiesen und in einfachen Graphen gibt es mindestens zwei Ecken, die dieselbe
Gradzahl besitzen [14]. O

Definition Weg

Fiir paarweise verschiedene x; € V| fiir i € {0, ...k}, ist ein Weg ein nicht leerer
Graph P = (V, E), mit V = {xg,x1,...,2x} und E = {{xo, 1}, ..., {®r_1, 21} }
[8].

Geht der Weg von der Ecke zy zur Ecke xj, so werden diese beiden Ecken En-
decken des Graphen P genannt, und sie sind durch den Graphen P miteinander
verbunden.

Hingegen werden die Ecken xq, ..., 21 als innere Ecken bezeichnet [§].

Die Linge eines Weges wird durch die Anzahl der Kanten eines Weges bestimmt,

und wir schreiben P* fiir einen Weg der Linge k [11].

Definition Kantenzug
Salopp gesprochen kann man sich einen Kantenzug als eine Folge von aneinander

stofenden Kanten, die man ohne abzusetzen zeichnen kann, vorstellen [10].

Mathematisch korrekt wiirde man einen Kantenzug (der Lénge k) in einem Gra-
phen G als eine nicht leere Folge vgegvier...ex_1v, von abwechselnd Ecken und
Kanten aus G beschreiben. Wobei e; = {v;, v;41} fiir alle ¢ < k.
Der Kantenzug wird geschlossen genannt, falls vy = vy, gilt [§].

Ein Kantenzug mit nur einer Ecke wird als trivialer Kantenzug bezeichnet.

Falls die Ecken v; paarweise verschieden sind, wird durch einen Kantenzug ein
Weg in G definiert [§].
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Der Unterschied zwischen Wegen und Kantenziigen wird nach Hufsmann [10]
treffend beschrieben: Wege, im Gegensatz zu Kanten konnen sich selbst nicht
iiberkreuzen. Kantenziige jedoch schon und diese kénnen sogar Kanten mehrfach

verwenden.

Definition zusammenhingend
Ein nicht leerer Graph heifst zusammenhdangend, wenn er fiir je zwei seiner Ecken
einen Weg enthalt [§].

Definition Komponente
Es sei G = (V, E) ein Graph. Die maximalen zusammenhéngenden Teilgraphen

von G sind seine Komponenten [§].

Definition Briicke

Eine Briicke ist eine Kante in einem zusammenhéngenden Graphen G = (V, E),
bei deren Wegnahme der Graph G eine Komponente mehr bekommt, als er zuvor
hatte [10].

Beispiel: Ein zusammenhéngender Graph mit Briicke e

LI

Beispiel: Ein nicht zusammenhéngender Graph, zwischen den Ecken x und y

existiert kein Weg. Der Graph zerfallt in seine Komponenten.

LI L

10
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Definition Kreis

Ist P = xg...x;_1 ein Weg mit k > 3, so ist der Graph C' := Pxj_ 29 ein Kreis.
Sprich, ein Kreis ist ein Weg fiir welchen gilt, dass o = xy_1 ist, also Anfangs-
und Endknoten die selben sind und jeder Knoten nur einmal durchlaufen wird.
Die Anzahl der Kanten bestimmt die Liange des Kreises [8]. Enthélt der Graph

keinen Kreis, so wird er kreisfrei genannt.

Definition Baum & Wald

Eine spezielle Art von Graphen sind die Baume. Um dies zu definieren, miissen
wir zuerst verstehen, was ein Wald ist.

Ein Wald ist ein Graph, der keinen Kreis enthélt. Ein zusammenhéngender Wald
ist ein Baum. Also ist ein Baum ein Graph, welcher zusammenhéngend und kreis-
frei ist. Alle Ecken des Baumes, welche Grad 1 besitzen, werden Bldtter genannt.

Jeder Baum, welcher nicht trivial ist, besitzt ein Blatt [§].

Satz: Bei Béaumen ist die Anzahl der Knoten (|V]) stets um 1 grofer als die
Anzahl der Kanten (|E]) [16]:

VI=I[El+1

Beweis:
Wenn man sukzessive ein Blatt und die daran anhidngende Kante entfernt, d.h.
16scht, verringert man laufend (|V]) und (| E|) gleichméfig. Was iibrig bleibt, ist

am Schluss nur noch ein Knoten [16]. OJ

11
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Beispiel: Um den Beweisgedanken zu veranschaulichen

Bemerkung: Ein zusammenhéngender Graph, welcher k Ecken besitzt, ist ein

Baum, wenn er £ — 1 Kanten hat [§].

Definition Spannbaum
Enthélt ein Baum T C G alle Ecken von G, wird er als Spannbaum von G

bezeichnet. Spannbédume kommen nur in zusammenhéngenden Graphen vor [§].

12



1 Mathematische Grundlagen

1.3.2 Darstellungsarten von Graphen

Wie bereits erwéhnt, hat die Graphentheorie viele verschiedene Anwendungsge-
biete und kommt auch im Alltag héufig vor. Um diese unterschiedlichsten Pro-
bleme moglichst effizient 16sen zu kénnen, werden oft Algorithmen zur Hilfe ge-
nommen. Diese Algorithmen werden normalerweise nicht von Hand, sondern von
Computern durchgefiihrt, weshalb die Frage auftaucht: Wie kann man Graphen
"computertauglich" darstellen? [10]

Die Antwort darauf liefern verschiedene Darstellungsformen, wobei ich mich auf

die Adjazenzmatriz und Inzidenzmatriz beschranken werde.

Adjazenzmatrix

Wie der Name schon verrdt, handelt es sich um eine n x n-Matrix (n ist die
Anzahl der Ecken), diese ist quadratisch und symmetrisch [10)].

Die Adjazenzmatrix A = (a;;),xn des Graphen G ist definiert durch [§]:

1, fallsvjv; € B
CLZ‘]' =
0 sonst.

Dies bedeutet, dass die Eintrage der Adjazenzmatrix zeigen, ob es eine Kante

zwischen zwei Ecken gibt (falls der Eintrag 1 ist) oder nicht (Eintrag 0).

Beispiel: Graph G = (V, E) mit V = {a,b,¢,d,e, f,g} und
E={{a,b},{a,g}.{g, [}.{a. f}.{a, e}, {b,d} . {g,c} . {[, c}}

13
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Die zu dem Graphen G zugehorige Adjazenzmatrix setzt sich, wie in der Definition

erlautert, wie folgt zusammen [10]:

a b cde [ g
a0 1 00 1 1 1
b{1 001000
c{0O0 000 11
d{0 100 000
e/l 00 0O0O0O
fl1 01 00 0 1
g/1 01 00 10

Inzidenzmatrix
Die Inzidenzmatrix B = (b;;),xm eines Graphen G = (V, E) mit Eckenmenge
V ={vy,...,v,} und Kantenmenge E = {ey, ..., €, } ist definiert durch [8]:

1, fallsv; € e
bij =
0 sonst.

Sie ist eine n X m-Matrix mit n Anzahl der Ecken und m Anzahl der Kanten des
Graphen G.

Beispiel: Graph G = (V, E) mit V = {a,b,c,d,e, f, g} und
E={{a,b},{a, g} {9, /}.{a, [}, {a, e}, {b,d} {g.c}, {f ¢}, {e. f}}

14
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Die zu dem Graphen G = (V,FE) zugehorige Inzidenzmatrix, ergibt sich laut
obiger Definition [10]:

a b cde [ g
{a,0} |1 1 0 0 0 0 O
{a,e} |1 0 0 0 1 0 O
{a,f}|1T 0 0 0 0 1 O
{a,g} |1 0 0 0 0 0 1
{bd} {0 1 0 1 0 0 O
{c,g} |0 01 0 0 0 1
{, f+y/0 0 1 00 1 0
{f,g} |0 0000 1 1
{e;f}/0 0001 10

Die Adjazenz- und Inzidenzmatrix sind zwei sehr wichtige Matrizen, denn diese
kénnen zur Darstellung eines Graphen auf dem Computer genutzt werden. Das
einzige Problem, welches hierbei auftreten kann, ist die Speicheranforderung. Die
beiden Matrizen enthalten sehr viele (unnétige) Nullen und benétigen somit eine
hohe Speicherkapazitit,weshalb sie in der Praxis oft nicht brauchbar sind. Des-
halb gibt es weitere Darstellungsweisen, welche keinen so hohen Speicherbedarf

aufweisen.

Als Beispiel sei die Adjazenzliste genannt. Dies ist eine Liste, die aus n Zeilen
und d Spalten besteht. Die i-te Zeile enthélt alle Nachbarn der i-ten Ecke.
Gegeniiber der eingangs erwidhnten Adjazenz- und Inzidenzmatrix, ist die Spei-
cheranforderung der Adjazenzliste deutlich geringer. Der Speicher, welchen eine
Adjazenzliste benétit, betragt n x d, wogegen die Speicheranforderung der Ad-
jazenzmatrix proportional zu n X n und die der Inzidenzmatrix proportional zu
m x (n—1) ist [11].

15
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Beispiel: Graph G = (V, E) mit V ={1,2,3,4,5} und
E={{1,2},{2,3},{1,4},{2,4},{4,5},{2,5},{3,5}}

Die dazugehorige Adjazenzliste wiirde in diesem Fall folgendermafen lauten [11]:

o ]
1345

AL = |2 5
125
2 3 4 |

16
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1.3.3 Breitensuche

Die Breitensuche, im englischen auch als Breadth-First-Search (BFS) oder Shortest-
Route-Tree (SRT) bekannt, beschreibt ein Verfahren, bei dem die Knoten eines
Graphen durchlaufen werden. Ziel ist es, einen Weg von einem Startknoten zu
einem Endknoten beziehungsweise zu allen anderen Knoten zu finden, welcher

eine minimale Anzahl von Kanten aufweist [10].

Um in einem Graphen einen kiirzesten Weg zwischen zwei Ecken zu finden, beno-
tigt ein Computer zur Ausfithrung des Breadth-First-Search-Algorithmus Infor-
mationen iiber den Graphen. Diese bekommt er von der Adjazenzmatrix, welche-
bei Betrachtung einer Ecke Auskunft dariiber gibt- wie viele und welche Nachbarn
diese hat. Aus der Adjazenzmatrix ist also nicht ersichtlich, in welcher Richtung
sich eine Endecke befindet [10].

Damit der Algorithmus dennoch zum gewiinschten Ziel fiihrt, besteht die Grund-
idee in der sogenannten Breitensuche. Beginnend bei einem Startknoten betrach-
ten wir alle Knoten, welche eine Kantenlédnge entfernt sind, welche zwei Kanten-

ldngen entfernt sind und so weiter [10].

Im folgenden mochte ich eine mogliche Formulierung des Breadth- First- Search-
Algorithmus angeben. In der Literatur sind unterschiedlich detaillierte Ausfiih-
rungen des Alogrithmus zu finden. Der Detaillierungsgrad der Formulierung héngt
oft vom Kontext und der Zielgruppe ab, weshalb ich mich fiir eine gut nach-
vollziehbare Variante entschieden habe. Hier werden die Knoten beim Besuch
mit Nummern markiert, sogenannten Breitensuchenummern. Knoten, welche die
gleiche Breitensuchenummer aufweisen, bilden ein Niveau. Der Startknoten wird

immer mit niv(e) = 0 markiert [17].

17
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BFS- Algorithmus : [10]

Eingabe: Graph G = (V, E) mit Knotennamen und ein Startknoten s (Zielkno-
ten nicht zwingend noétig, da der BFS kiirzeste Wege zu allen anderen Knoten

konstruiert)

Ausgabe: kiirzeste Wege (bzgl. Kantenanzahl) vom Startknoten zu allen anderen

Knoten

Schritt 1: Markiere den Startknoten mit der Nummer niv(s) = 0 und dieser gilt

somit als besucht. Der Startknoten hat Niveau 0 und setze ¢ := 0.

Schritt 2: Suche alle noch nicht besuchten und markierten Knoten, welche mit
einer mit 1 bewerteten Ecke durch eine Kante verbunden sind. Markiere diese
Knoten mit 7 + 1.

Schritt 3: Fiihre Schritt 2 solange aus, bis alle vom Startknoten aus erreichbaren

Knoten markiert sind. Ist dies der Fall, so endet der Algorithmus.

Wir haben damit die kiirzesten Wege vom Startknoten zu allen anderen Kno-
ten gefunden und markiert. Durch die Nummerierung sind diese auch leicht zu

erkennen.

Um den Breadth- First- Search- Algoritmus zu veranschaulichen, méchte ich nun
ein Beispiel ausfiihrlich besprechen und mit Hilfe des BFS- Algorithmus den kiir-

zesten Weg in einem Graphen finden.
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Beispiel: BFS- Algorithmus

Gegeben sei der Graph mit Knotennamen: V' = {a,b,¢,d, e, f, g, h, 7, j} und Start-

knoten s :=d

ae 5 g od
f g

ceo

he o o]

1. Als Startknoten wéhlen wir d; und dieser hat Niveau niv(d) = 0.

Qe b g ®()
f g

co
1 .
he ® o]

2. Von d aus, fithren Kanten nach ¢ und g, weshalb wir diese mit Breitensu-

chenummer 1 markieren.
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ae ()
f
ceo
i .
he ® o]

3. Da noch nicht alle vom Startknoten aus erreichbaren Knoten markiert sind,

fithren wir den Algorithmus fort.

4. Die Knoten ¢ & ¢ sind mit b durch eine Kante verbunden und ¢ zusétzlich

noch mit Knoten j, weshalb b & 7 mit 2 bewertet werden.

ae 3 ()
f
co
1
he ® o2

5. Da noch nicht alle vom Startknoten aus erreichbaren Knoten markiert sind,

fiihren wir den Algorithmus fort.

6. Wir suchen alle noch nicht markierten Knoten, die mit b oder j durch eine

Kante verbunden sind und markieren diese mit 3.
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co

he e

7. Da noch nicht alle vom Startknoten aus erreichbaren Knoten markiert sind,

fithren wir den Algorithmus fort.

8. Von Knoten a aus fiithrt eine Kante nach e und von Knoten 7 eine nach h.

[\

L d0)

L

9. Alle vom Startknoten aus erreichbaren Knoten sind markiert, und der Algo-
rithmus endet. Damit haben wir nun die kiirzesten Wege vom Startknoten zu

allen anderen Knoten erhalten.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass wir mit Hilfe des Breadth- First- Search- Algo-
rithmus wirklich die kiirzesten Wege von einer Startecke zu allen anderen Ecken

finden. Dafiir dient der nachfolgende Satz inklusive Beweis.

Satz: Es sei G ein Graph. Fiir jede Ecke gibt niv(e) die Anzahl der Kanten eines

kiirzesten Weges von der Startecke zur Ecke e an [17].

Beweis:

Diese Aussage lasst sich durch vollstdndige Induktion nach dem Niveau i zeigen.
Alle Knoten, die mit 1 markiert wurden, sind mit der Startecke direkt verbunden.
Es sei nun e eine Ecke mit niv(e) = ¢ + 1 und ¢’ eine Ecke aus Niveau 4, welche
direkt mit e verbunden ist.

Nach Induktion existiert ein Weg, welcher sich aus ¢ Kanten von der Startecke zur
Ecke €’ zusammensetzt. Und damit gibt es ebenso einen Weg von der Startecke
zur Ecke e, welcher aus 7 + 1 Kanten besteht.

Wiirde es umgekehrt einen Weg von der Startecke zur Ecke e mit weniger als
1+ 1 Kanten geben, so wiirde daraus folgen, dass sich e in einem Niveau k mit
k < i+ 1 befande.

Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung [17]. O
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Die folgende Abbildung zeigt eine mogliche Art den BFS- Algorithmus zu

implementieren, und zwar mit Hilfe von Python [20].

import queue as g

def breitensuche (adj, start, suche):
# adj ist die Adjazenzliste {knoten: [kanten]}
# start ist der Index des Knoten, in dem die Suche beginnt
# suche ist der gesuchte Knoten
queue = J.Queue ()
queue.put (start)
besucht = []
while queue.qgsize () > O:
aktiverKnoten = queue.get ()
besucht.append (aktiverKnoten)
for andererKnoten in adjlaktiverKnoten]:
if andererKnoten in besucht:
continue
if andererKnoten == suche:
# Enoten gefunden
return True
queue.put (andererKnoten)

return False
Abbildung 1.3: Implementierung BFS- Algorithmus [20)]

Der Breadth-First-Search Algorithmus findet vor allem seine Niitzlichkeit, wenn
man U-Bahn-Verbindungen genauer betrachten mdchte. Gibt es zum Beispiel
einen Kurzstreckentarif fiir S- und U-Bahnen, dann beinhaltet dieser Tarif, dass
man zum Beispiel nur die Halfte des urspriinglichen Preises zahlt, wenn man

hochstens 4 Stationen mit der S- oder U-Bahn fahrt.

Dann kann der Breitensuche-Algorithmus zur Anwendung kommen, denn dieser
kann Fragen beantworten, wie zum Beispiel: Welches ist der kiirzeste Weg zwi-
schen dem Richard-Wagner-Platz und der Stadtmitte im Berliner Liniennetzplan,
welcher in Abbildung [I.4] zu sehen ist.
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Abbildung 1.4: Ausschnitt aus dem Berliner S- und U-Bahnnetz [10]

Dies ist natiirlich ein beliebiges Beispiel, kann jedoch fiir den Schulunterricht sehr
interessant werden. Oft bekommen SchiilerInnen nur ein begrenztes Taschengeld
und das normale Bahn-Ticket ist fiir die Ferienzeit nicht giiltig. So konnen sie ganz
einfach kiirzeste Wege zwischen zwei beliebigen Stationen finden und mogliche

Kurzstreckentarif Angebote verwenden.
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1.3.4 Der Algorithmus von Dijkstra

Bisher haben wir nur eine Strategie gefunden, mit der man Wege findet, welche
eine minimale Anzahl an Kanten haben. Allerdings reicht dies nicht aus, um alle
Probleme in der Routenplanung zu losen. Mochten wir etwa wissen, welches die
schnellste oder giinstigste Strecke von einem Startort zu einem Zielort ist, so
miissen wir noch zusétzliche Informationen iiber die Graphen und deren Kanten
erhalten. Die Graphen, welche wir bisher betrachtet haben, reichen also nicht
aus. Deshalb benétigen wir noch einige Definitionen, bevor ich schlussendlich

den Dijkstra Algorithmus néher erlautern kann [10].

Definition gerichteter Graph

Bei einem gerichteten Graphen G oder auch kurz Digraphen (di von engl. direc-
ted), muss zusétzlich zur Angabe, welche Knoten durch Kanten verbunden sind,
noch die Kantenrichtung angegeben werden. Dies geschieht am einfachsten durch

Angabe des Anfangs- und Endknotens als Paar von geordneten Knoten|I6].

Beispiel: Ein gerichteter Graph und der zugrundeliegende ungerichtete Graph

a b

Y

Abbildung 1.5: a. ein gerichteter Graph, b. ein ungerichteter Graph [I1]

In ungerichteten Graphen haben wir bisher den Graphen G = (V, E) mit seiner
Knoten- und Kantenmenge meist folgendermafen angegeben: V' = {uvg,..., vz}
und die Elemente der Kantenmenge E beispielsweise geméfs e; = {v;,v;} mit
J, 1 €H0,....k}.

Fiir gerichtete Graphen werden wir die Elemente der Kantenmenge F in Zukunft
wie folgt angeben: e; = (v;, v;). Durch die Angabe als Paar ist somit eine Richtung

vorgegeben und der Start- und Endknoten eindeutig festgelegt.
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Durch die Einfiihrung von gerichteten Graphen kénnen wir uns nun realen Situa-
tionen wie zum Beispiel Einbahnstrafsen widmen. Um aber auch andere Faktoren,
wie etwa Geschwindigkeitsbegrenzungen oder Ahnliches beriicksichtigen zu kon-

nen, miissen wir noch eine Definition einfiihren.

Definition gewichteter Graph

Ein gewichteter Graph ist ein Graph mit einer zuséatzlichen Gewichtsfunktion, die
jeder Kante eine Zahl zuordnet [10]. Die Gewichtsfunktion wird oft auch Kosten-
funktion genannt: w : £ — R, und die Zahl w(e) fiir e € E als Kantengewicht,

oder einfach nur Gewicht, bezeichnet.
Besitzt ein Graph keine Gewichtsfunktion, so heifst dieser ungewichteter Graph.

Die Ldnge eines Weges in einem gewichteten Graphen G ist definiert als die

Summe der einzelnen Kantengewichte w(e) des Weges.

Beispiel: ein gewichteter Graph G = (V, E) mit V' = {a,b,¢,d, e, f, g} und

E = {{a,b},{a,g9},{9, [}, {a, [}, {a,e}, {b,d},{g,c}, {f c}}.

Die Kantengewichte der Kanten e; = {a, b}, es = {a, g}, e3 = {g, [}, ea = {a, [},
es = {a, e}, eg = {b,d}, er = {g,c} und eg = {f, ¢} lauten:

w(er) = 12, w(eg) = 27, w(ez) = 1, w(ey) = 6, w(es) =9, w(eg) = 4, w(er) = 2,
w(eg) = 11

Bemerkung: In diesem soeben angefiihrten Beispiel fithrt ein Weg von a nach ¢
iiber g, dieser hat dann die Lange 27 + 2 = 29. Ein anderer Weg fiihrt {iber die
Ecke f und hat die Lange 6 + 11 = 17.
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Fiir gewichtete Graphen kénnen wir die oben eingefiihrte Darstellungsart der Ad-
jazenzmatrix einfach erweitern. Die Kantengewichte tauchen als Eintréage in der
Adjazenzmatrix auf.

Wird die Darstellung mittels Adjazenzliste gefiihrt, so lésst sich die Liste der
Nachbarn erweitern, indem zusétzlich noch die Gewichte der entsprechenden Kan-

te abgespeichert werden [17].

Beispiel: Der Graph G wie im Beispiel oben und seine zugehorige Adjazenzmatrix
[10]

b ¢ d e f g
a 12 0 09 6 27
b{12 0 0 4 0 0 O
cl0O 0 0 0 0 11 2
dl0o 4 0 00 0 0
el9 0 0 00 0 O
fl6 0 11 00 0 1
g|27 0 2 00 1 O

Der Algorithmus von Dijkstra:

Mit Hilfe der Dijkstra-Algorithmus kénnen wir nun tatséchlich in gewichteten
Graphen den kiirzesten Weg zwischen zwei Ecken finden. Edsger Wybe Dijkstra,
ein niederldndischer Mathematiker und Informatiker, hat diesen Algorithmus
1960 erfunden und bewiesen, dass er in jedem Fall den kiirzesten Weg zwischen
zwei Ecken in gewichteten Graphen findet [14].

Die Aufgabe besteht darin, ausgehend von einer Startecke, einen Weg mit der
kleinsten Gewichtung zu einer Endecke zu finden. Wir erhalten damit auch au-
tomatisch einen Weg mit minimaler Gewichtung zu allen anderen Ecken [14].
Problemstellungen dieser Art finden sich héufig im Alltag, wie zum Beispiel die
Suche nach einer Strecke von einem Ort zu einem anderen, mit der minimalsten
Kilometeranzahl. Oder man interessiert sich fiir die kiirzeste Fahrzeit zwischen

den beiden Orten, hier kann jedoch ein ganz anderer Weg die Losung sein.
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Wie sieht der Algorithmus nun aber im Detail aus?
Eingabe: ein gewichteter Graph mit Gewichten w(e) € R und ein Startknoten
Ausgabe: kiirzeste Wege vom Startknoten zu allen anderen Knoten

Schritt 1: Zu Beginn bekommen alle Knoten die Distanz unendlich. (Distanz ist

hier immer Weglidnge zum Startknoten)

Schritt 2: Gib dem Startknoten die permanente Distanz 0. Er ist nun ein aktiver

Knoten.

Schritt 3: Berechne die Distanzen (temporére Distanzen) aller noch nicht mit
permanenten Distanzen versehenen Nachbarknoten der aktiven Knoten: Kanten-

gewicht der verbindenden Kante + Distanz der aktiven Knoten

Schritt 4: Ist diese neu berechnete Distanz fiir einen Knoten kleiner als die
bereits vorhandene, so wird die vorherige Distanz geloscht, die kleinere Distanz
notiert, und dieser aktive Knoten wird als Vorgénger dieses Knotens gespeichert.
Ein vorher gespeicherter Vorgénger dieses Knotens wird geloscht (Mit dieser Vor-
géangerliste lasst sich am Ende der Weg rekonstruieren). Ist die neu berechnete
Distanz grofler als die bereits vorhandene, éndert sich nichts an Distanz und

Vorgénger.

Schritt 5: Wahle einen Knoten mit minimaler temporarer Distanz. Dieser Kno-
ten wird nun zu einem neuen aktiven Knoten. Seine Distanz wird unveridnderlich

festgeschrieben (permanente Distanz).

Schritt 6: Wiederhole Schritt 3 bis 6 so lange, bis es keinen Knoten mit per-
manenter Distanz mehr gibt, dessen Nachbarn noch temporére Distanzen haben
[10].

Um den Dijkstra-Algorithmus noch verstandlicher zu machen, méchte ich diesen

noch an einem Beispiel durchfiihren.
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Beispiel: Dijkstra-Algorithmus

Gegeben sei der gewichtete Graph G

2. Wihle Startknoten A, dieser bekommt die permanente Distanz 0, er ist der

aktive Knoten.

3. Berechne die Distanzen aller noch nicht mit permanenten Distanzen versehenen
Nachbarknoten des aktiven Knotens A. Die Nachbarknoten sind C' und B.

Weg | AB AC
Distanz‘ 1 5)
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4. Die neu berechneten Distanzen sind grofer als die bereits vorhandene, also

andert sich nichts an Distanz und Vorgénger.

5. Wéhle Knoten mit minimaler temporéarer Distanz, Knoten B. Er wird nun

zum aktiven Knoten, und seine Distanz wird festgelegt (permanente Distanz).

6. Berechne Distanzen zu Nachbarknoten der aktiven Knoten:

Weg | AC ABD ABE
Distanz | 5 4 7

7. Der Knoten D hat die minimale temporare Distanz, deshalb wird er zum

aktiven Knoten und seine Distanz permanent.

8. Berechne die Distanzen aller noch nicht mit permanenten Distanzen versehenen

Nachbarknoten der aktiven Knoten:

Weg | AC ABDC ABE ABDE ABDF
Distanz | 5 6 7 9 12
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9. AC hat die minimale temporére Distanz und seine Distanz wird nun perma-

nent.

10. Wir berechnen wieder die Distanzen aller noch nicht mit permanenten Di-

stanzen versehenen Nachbarknoten, dies sind die Ecken F und F'.

Weg | ACF ABDF ABE ABDE
Distanz | 12 12 7 9

11. Die Ecke E bekommt die permanente Distanz 7.

12. Nun ergibt die Berechnung der Distanzen folgendes:

Weg | ACF ABDF ABEG
Distanz\ 12 12 10

13. Die Ecke G gekommt die permanente Distanz 10.
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14. Die letzte Berechnung ergibt:

Weg | ACF ABDF ABEGF
Distanz | 12 12 16

15. Da wir zwei gleiche Distanzen haben, kénnen wir uns die Kante aussuchen.

In unserem System haben wir jede Ecke nur einmal erreicht. Dies bedeutet, dass
alle Wege zusammen einen Baum bilden. In unserem Beispiel haben wir folgenden

Baum erhalten:

Uns gelingt es also mit Hilfe des Dijkstra-Algorithmus, einen kiirzesten Weg in ei-

nem gewichteten Graphen, ausgehend von einer Startecke zu allen anderen Ecken
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zu finden. Zum Beispiel fiihrt der kiirzeste Weg von A nach G iiber die Ecken B
und E und hat die Léange 10.

Der soeben eingefiihrte Algoritmus von Dijkstra, sowie auch der zuvor vorgestelle

Breitensuche-Algorithmus kénnen ganz analog auf gerichtete Graphen angewandt
werden [10].
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1.3.5 Eulersche Graphen

Wir wollen nun eine Antwort auf das eingangs erwahnte Konigsberger Briicken-
problem finden und auch verstehen, wie Leonhard Euler 1736 dieses Problem
16ste.

Seine Losung veroffentlichte er in einem Artikel unter dem Titel Solutio proble-
matis ad geometriam situs pertinentis, woraus schon ersichtlich ist, dass nur die
Art der Anordnung der Flussarme und Briicken eine Rolle beim Loésen des Pro-
blems spielt [9]. Er konzentrierte sich nur auf die wesentlichen Details, welche er
von der Stadt Konigsberg kannte.

Das Konigsberger Briickenproblem kann durch den zugehorigen Graphen model-
liert werden. Hierbei sind die Stadtteile die Ecken und die Briicken werden als

Kanten représentiert, wie in Abbildung zu erkennen ist.

Abbildung 1.6: Koéngisberger Briickenproblem als Graph modelliert [9]

Studieren wir den Graphen in Abbildung [I.6] so erkennen wir, dass die Grade
der Knoten 3 beziehungsweise 5 sind. Das bedeutet, dass 3 beziechungsweise 5
Briicken aus den jeweiligen Stadtteilen fithren. Diese Modellierung und die Be-
riicksichtigung der Grade der einzelnen Knoten fiihrten zum Erfolg von Euler. Er

zeigte folgende Aussagen und loste somit das Problem [5]:

1. Gibt es mehr als zwei Stadtteile, aus denen eine ungerade Anzahl von Briicken

tritt, ist das Problem unldsbar.

2. Treffen sich in genau zwei Stadtteilen eine ungerade Anzahl an Briicken, ist
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der Spaziergang nur dann moglich, wenn man ihn in einer der zwei Stadtteile

beginnt und im anderen beendet.

3. Treffen sich in allen Stadtteilen gerade Anzahlen von Briicken, dann kann man
den Spaziergang in einem beliebigen Stadtteil beginnen und auch dort wieder

beenden.

Wir erkennen also, dass die Knotengrade zur Losung des Problems entscheidend

sind. Deshalb folgen hier zwei wichtige Satze.

Handshaking Lemma: In jedem Graph ist die Summe aller Eckengrade doppelt
so grof wie die Anzahl der Kanten [14].

Beweis:

Jede Kante in einem Graphen hat zwei Enden, deshalb ist die Anzahl der Enden
eines Graphen mit n Kanten gleich 2 % n. Dies ist zugleich die Summe der Grade
aller Ecken, denn beim Aufsummieren der Eckengrade wird jede Kante doppelt
gezahlt. Auferdem ist die Zahl gerade. [J

Satz: In jedem Graphen ist die Anzahl der Ecken mit ungeradem Grad eine gerade
Zahl [14].

Beweis:
Die Aussage dieses Satzes wollen wir mit Hilfe von folgendem Graphen, dem

erweiterten Haus vom Nikolaus, zeigen.

O ungerade
® gerade

Ecken mit ungeradem und geradem Grad

Dazu addieren wir alle Ecken mit ungeradem FEckengrad und nennen die Summe
u. Das gleiche machen wir mit den Ecken mit geradem Eckengrad, diese Sum-

me nennen wir g. Die Summe aller Eckengrade ist dann ¢ = w + g. Nach dem
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Handshaking Lemma ist a eine gerade Zahl. Ebenso ist g gerade, da es die Summe
von geraden Zahlen ist. Wir kénnen u auch wie folgt ausdriicken: u = a — g. Als
Differenz von zwei geraden Zahlen ist u somit auch eine gerade Zahl. Bedenken
wir, dass u aus der Addition von lauter ungeraden Zahlen zustande gekommen
ist, dann kann die Anzahl dieser Summanden nur eine gerade Zahl sein. Womit

wir den Satz gezeigt haben. [J

Um die Aussagen von Euler besser nachvollziehen zu kénnen, folgen noch einige

Definitionen.

Definition Eulerweg
Ein Weg, der durch jede Kante eines zusammenhéangenden Graphen genau einmal
fithrt, heifst Fulerweg [10].

Definition Eulertour
Eine FEulertour, oder auch Fulerkreis genannt, ist ein Eulerweg, der wieder im

Ausgangknoten endet [9].

Definition eulersch

Ein Graph, der einen Eulerkreis enthélt, nennt man eulersch [9].

Beispiel: Das wohl bekannteste Beispiel fiir einen Graphen, der einen Eulerweg

enthalt, ist das Haus vom Nikolaus.

Ein Graph, welcher genau zwei Ecken mit ungeradem Grad besitzt und die rest-
lichen Ecken geraden Grad haben, kann in einem Zug gezeichnet werden, ohne

eine Linie doppelt zu durchlaufen, es existiert also ein Eulerweg [14].

Im Haus vom Nikolaus gibt es zwar einen Eulerweg, jedoch keine Eulertour. Wenn

wir es zeichnen, sind Start- und Endknoten verschieden.
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Beispiel: In der nachfolgenden Abbildung sind eulersche Touren zu erkennen
[14].

i Sul

Vier eulersche Graphen

Wann wird jetzt aber ein Graph als eulersch bezeichnet?
Um diese Frage zu beantworten, dient folgender Satz:

Satz von Fuler: Ist ein Graph zusammenhdngend und der Grad jeder Ecke gerade,
so ist der Graph eulersch [14].Insbesondere ist ein Graph G eulersch, wenn jede
Ecke von G geraden Grad hat. Und umgekehrt gilt: Gibt es eine Eulertour, so
haben alle Knoten geraden Grad [10].

Um dies nun direkt fiir das Konigsberger Briickenproblem anwenden zu konnen,
miissen wir uns nur noch einmal iiberlegen, was die Problemstellung mathema-
tisch beudetet: Ist der Graph des Konigsberger Briickenproblems eulersch?

Da wir nun wissen, dass der Satz von Euler darauf eine Antwort liefert, betrach-

tetn wir noch einmal genau den Graphen und die Grade der Ecken.
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Die Zahlen an den Knoten zeigen die Grade an. Da alle Grade des Graphen
ungerade sind, existiert keine Eulertour, und die Frage nach dem Spaziergang
in Konigsberg kann beantwortet werden. Es ist nicht moglich einen Spaziergang
so zu wahlen, dass man in einem Stadtteil startet, jede Briicke genau einmal

tiberquert und wieder zum Ausgangspunkt zuriickkehrt.
Wir wollen nun den Satz von Euler beweisen.

Beweis:

Wir betrachten eine beliebige Ecke e € V. Zu zeigen ist, dass die Anzahl der
Kanten, die an e angrenzen, gerade ist. Uberlegen wir dazu, dass die Eulertour
die Ecke e ofters durchlauft. Wie oft genau wissen wir nicht, nehmen wir an, es
sei a mal.

Bei jedem Durchgang durch e verbraucht die Eulertour 2 Kanten, dies sind dann
in a Durchgingen durch e insgesamt 2 x ¢ Kanten. Da keine Kante zweimal
durchlaufen werden darf, ist der Grad der Ecke e also mindestens 2 * a.

Der Grad der Ecke e kann aber auch nicht grofser sein, da jede Kante, und somit
auch alle Kanten, die an e grenzen, in der Eulertour einmal vorkommen muss.

Womit der Satz von Euler bewiesen ist [1]. O

Wie findet man nun in einem Graphen eine Eulertour, von dem man bereits weifs,
dass es ein Eulergraph ist?

Dies gelingt zum Beispiel mit Hilfe des Zwiebelschalen-Algorithmus, welcher auch
als Hierholzer-Algorithmus bekannt ist. Der Algorithmus zeigt, dass in jedem
zusammenhdngenden Graphen mit geraden Graden der Ecken eine Eulertour ge-

funden werden kann [10].
Zwiebelschalen- Algorithmus [10]
Eingabe: ein Eulergraph
Ausgabe: eine Eulertour
Schritt 1: Wahle einen Startknoten.

Schritt 2: Laufe von diesem Knoten aus entlang noch unmarkierter Kanten und
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markiere die verwendeten Kanten solange, bis ein Knoten erreicht wird, von dem
keine unmarkierte Kante mehr ausgeht. Priife, ob alle Kanten des Graphen be-
reits markiert wurden.

Falls ja: Gehe zu Schritt 3.

Falls nein: Suche einen Knoten, der noch unmarkierte Kanten besitzt und wie-
derhole Schritt 2.

Schritt 3: Die Eulertour wird nun aus den Kreisen zusammengesetzt:

Gehe entlang des ersten Kreises, bis er einen weiteren Kreis beriihrt. Folge dem
neuen Kreis, bis dieser wiederum an einen nachsten Kreis stofit, und so weiter.
Findest du keinen neuen beginnenden Kreis, so gehe den zuletzt begonnenen
Kreis zu Ende und dann wieder in den vorherigen hinein. Und so weiter, bis alle

Kanten besucht wurden.
Beispiel: Hierholzer-Algorithmus

Gegeben sei ein Eulergraph G

1. Wahle einen Startknoten
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2. Von dieser Ecke aus laufen wir entlang noch unmarkierter Kanten und mar-
kieren die verwendeten Kanten solange, bis ein Knoten erreicht wird, von dem

keine unmarkierte Kante mehr ausgeht.

3. Da noch nicht alle Kanten des Graphen markiert sind, suchen wir einen Knoten,

der noch unmarkierte Kanten besitzt und wiederholen Schritt 2.

4. Es sind immer noch nicht alle Kanten des Graphen markiert, weshalb wir wie-
der einen Knoten suchen, der noch unmarkierte Kanten besitzt und wiederholen
Schritt 2.
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5. Nun sind alle Kanten des Graphen markiert, weshalb wir zu Schritt 3 iiberge-
hen und die Eulertour nun aus den Kreisen zusammensetzen. Eine mit Hilfe des
Zwiebelschalen-Algorithmus ermittelte Eulertour lautet:

(a,b,i,e,d,c,b,d,i,g,e, f,g,h,i,a)

Fiir den soeben ausgefiihrten Algorithmus waren zwei Arbeitsschritte notwendig,
um eine Eulertour zu erzeugen.

Noch schoner wére jedoch ein Algorithmus, welcher eine Eulertour in nur einem
Arbeitsschritt konstruiert. Dazu dient der sogenannte Fleury-Algorithmus, wel-

chen ich im Folgenden kurz vorstellen mochte.

Der Algorithmus von Fleury
Eingabe: ein Eulergraph
Ausgabe: eine Eulertour

Schritt 1: Wéhle einen Knoten als Startknoten aus, dieser ist nun der aktuelle

Knoten.

Schritt 2: Wahle die ndchste noch unmarkierte Kante so, dass sie mit dem aktu-
ellen Knoten inzidiert und unter den noch unmarkierten Kanten keine Briicken-

kante ist.

Schritt 3: Markiere diese soeben gewéahlte Kante. Sie ist nun in der Kantenfolge

der Eulertour. Der zweite Knoten der Kante ist nun der aktuelle Knoten.
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Schritt 4: Sind noch unmarkierte Kanten im Graphen iibrig, gehe zu Schritt 2.

Ansonsten endet der Algorithmus hier.

Bei diesem Algorithmus kann mit Hilfe des Begriffs der Briicke ein sehr kurzer Al-
gorithmus angegeben werden um Eulertouren erzeugen zu konnen. Das Problem
bei diesem Algorithmus ist es herauszufinden, ob eine Kante eine Briickenkante
ist. Dies macht den Arbeitsaufwand nicht wirklich geringer als fiir den Hierholzer-
Algorithmus [10].
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Das chinesische Postbotenproblem

Wir wollen nun noch zum Schluss Touren von Postautos beziehungsweise Brieftri-
gern finden. Da ein Brieftrager meist mehrere Strafsen in seiner Schicht befahren
muss und seine Arbeitszeit gut einteilen mochte, soll sein Weg moglichst kurz
sein. Zusétzlich mochte der Brieftrager auch wieder bei seinem Ausgangspunkt
ankommen, um etwaige Pakete oder Briefe, welche er nicht zustellen konnte, wie-
der im Depot zu hinterlegen. Um dieses Problem zu modellieren fassen wir die
Straken als Kanten und die Kreuzungen als Knoten eines Graphen auf. Da die
Lange der Strafen eine Rolle spielt, betrachten wir gewichtete Graphen. Der chi-
nesische Mathematiker Mei Go Guan hat sich im Jahre 1962 als Erster damit
beschéftigt, deshalb ist dieses Problem nach ihm benannt und heute als das chi-
nesische Postbotenproblem bekannt.

Graphentheoretisch betrachtet suchen wir einen geschlossenen Kantenzug durch
einen zusammenhéngenden gewichteten Graphen, welcher alle Kanten mindes-
tens einmal enthélt und dessen Gesamtgewicht minimal ist [14]. Haben wir eine

solche Tour gefunden, bezeichnen wir diese als optimale Tour.

Um dieses Problem losen zu kénnen, miissen wir zwei verschiedene Félle betrach-
ten. Wir unterscheiden dazu zwei Arten von Graphen, die die Eigenschaft eulersch
zu sein aufweisen und jene die dies nicht sind.

Handelt es sich um einen eulerschen Graphen, dann ist die Losung ganz einfach,
denn der Brieftrager kann jede Eulertour als seinen Rundgang wéhlen und hat

damit eine optimale Tour gefunden [I4].

Ist der Graph aber nicht eulersch, wird die Losung schon ein wenig komplizier-
ter. Beschrianken wir uns auf den Fall, dass der Graph genau zwei Knoten mit
ungeradem Knotengrad besitzt. Dies wére auch leicht zu losen, wenn der Brief-
trager in einem Fck mit ungeradem Grad beginnen darf und im anderen Eck, mit
ungeradem Grad, seine Tour beenden wiirde. Allerdings méchten wir, dass der
Kantenzug geschlossen ist. Deshalb muss der Brieftriger einige Kanten doppelt
ablaufen, ndmlich genau jene zwischen den beiden Knoten mit ungeradem Grad.
In unserem Problem muss dieser Riickweg moglichst kurz sein, womit wir aber
diese Aufgabe losen kénnen. Wir suchen ndmlich den kiirzesten Weg zwischen

zwei Knoten, und diesen Weg muss der Postbote doppelt laufen, alle anderen nur
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einmal. Wir gehen also wie folgt vor:

1. Wir suchen die beiden Knoten mit ungeradem Grad und einen kiirzesten Weg
zwischen ihnen.

2. Anschliefsend verdoppeln wir die Kanten dieses kiirzesten Weges, welchen wir
soeben ermittelt haben.

3. Was wir nun erhalten haben, ist ein eulerscher Graph und wir kénnen somit

eine Eulertour suchen [14].

Um dieses Prozedere kurz zu veranschaulichen, méchte ich ein Beispiel aus [14]

vorstellen:

, Jw!

Die StraBen, in denen Herr FleiBig die Briefe zu verteilen hat
(mit Entfernungsangaben)

Die Kantengewichte beschreiben die Entfernungen von einer Ecke zur néchsten.
Betrachten wir die Eckengrade genauer, erkennen wir, dass die Ecken D,B,H,G,E
und F geraden Grad und die beiden Ecken A und C ungeraden Grad haben.
Deshalb suchen wir den kiirzesten Weg zwischen den Knoten A und C. Es ist
leicht zu erkennen, dass der kiirzeste Weg AEFGC ist. Das bedeutet, im néchsten

Schritt miissen wir diese Kanten verdoppeln:

Ein minimaler eulerscher Graph zu dem vorigen Graphen
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Was wir erhalten haben ist ein gewichteter eulerscher Graph, und wir kénnen mit
Hilfe der vorgestellten Algorithmen eine Eulertour finden.
Das Problem kann natiirlich auch auf die Miillabfuhr, den Schneerdumungsdienst,

der Strafenreinigung oder auf Stadtrundgénge analog angewandt werden [14].

Besitzt ein Graph aber mehrere Ecken ungeraden Grades, so ist die Anzahl der
Ecken ungeraden Grades immer gerade. Daher kann man diese Ecken (ungeraden
Grades) in Paare zusammenfassen und nennt dieses Prozedere Matching. Da wir
immer noch den kiirzesten Weg zwischen zwei Ecken ungeraden Grades moch-
ten, fassen wir jene zwei Ecken zusammen, sodass die Summe der Entfernungen
zwischen den Ecken minimal wird. Auch hier verdoppeln wir wieder fiir jedes der

Paare die Kanten des kiirzesten Weges [15].

Falls, der Graph ein gerichteter Graph ist, kann das chinesische Postbotenproblem
ganz analog zum ungerichteten Fall behandelt werden. Die einzig nétige Anderung
ware die Betrachtung des Verhéltnisses von Ein- und Ausgangsgrad des Graphen
statt der Knotengrade [10].

In der realen Arbeitswelt wird ein Graph, welcher ein Straffennetz repréasentieren
soll, weder gerichtet noch ungerichtet sein. Denn in den meisten Stadten gibt
es neben den gewohnlichen Strafsen auch Einbahnstraften, womit wir einen soge-
nannten gemischten Graphen erhalten. Dieses Problem, das gemischte chinesische
Postbotenproblem, gehort zu der Klasse der NP- schweren Probleme. Das bedeu-
tet, dass es vermutlich keinen effizienten Algorithmus gibt, um dieses Problem zu
16sen. Es zéhlt zu den 7 Milleniumsproblemen, fiir deren Losung im Jahr 2000,
ein Preisgeld von je 1.000.000 US$ ausgesetzt wurde [10].
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im Schulunterricht

2.1 Lehrplanbezug

Ziel dieses Abschnittes wird es sein, zu diskutieren, ob und inwieweit das The-
ma algebraische Graphentheorie an allgemeinbildenden héheren Schulen (AHS)
bearbeitet werden kann/soll. Ausgangspunkt dafiir ist die aktuelle Fassung des
AHS-Lehrplans, tiber den das Rechtsinfomationssystem des Bundes (RIS) Aus-
kunft gibt [7].

Es verwundert keineswegs, dass die Graphentheorie in den ersten vier - allge-
meinen - Teilen des AHS-Lehrplans (Allgemeines Bildungsziel, Allgemeine Di-
daktische Grundsétze, Schul- und Unterrichtsplanung, Stundentafeln) nicht ge-
nannt wird. Dass sie jedoch auch an keiner Stelle der AHS-Fachlehrpléne fiir den
Pflichtgegenstand Mathematik - sowohl fiir die Unterstufe wie fiir die Oberstu-
fe - genannt ist, verwundert doch. Obwohl der konkrete Hinweis auf die alge-
braische Graphentheorie in den detaillierten Lehrstoffangaben der Mathematik-
Fachlehrpléne fehlt, ist daraus nicht ableitbar, dass die Behandlung der alge-
braischen Graphentheorie im Mathematikunterricht an AHS keinen Platz hat.
Warum es also gerechtfertigt ist, dieses Thema mit Schiilerlnnen zu behandeln,

zeigt ein genauer Blick auf unterschiedliche Stellen des AHS-Lehrplans.

Im Fachlehrplan des Pflichtgegenstands Mathematik fiir die AHS-Unterstufe ist

als Bildungs- und Lehrauftrag unter anderem formuliert:
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e Das Bilden mathematischer Modelle und das Erkennen ihrer Grenzen soll
zu einem verantwortungsvollen Umgang mit Aussagen fiihren, die mittels

mathematischer Methoden entstanden sind [7]

e Die SchiilerInnen sollen durch das Benutzen entsprechender Arbeitstechni-
ken, Lernstrategien und heuristischer Methoden Losungswege und -schritte
bei Aufgaben und Problemstellungen planen und in der Durchfihrung er-

proben [

In sehr vereinfachter Form lésst sich schon in héheren Klassen der Unterstufe
ein Stadtplan als Graph darstellen und somit ein mathematisches Modell bilden.
Auch einfache Algorithmen sind bestimmt schon in diesen Schulstufen durchfiihr-

bar und setzen die eben dargestellten Forderungen aus dem Lehrplan um.

Der zitierte Fachlehrplan fordert vom Mathematikunterricht die Entwicklung kon-

kret genannter mathematischer Grundtatigkeiten, unter anderem:

e Darstellen und Interpretieren, insbesondere: verbales, formales oder graphi-

sches Darstellen von Sachverhalten [7]

Im Bereich der Didaktischen Grundsétze des zitierten Fachlehrplanes wird zur

Motivierung von SchiilerInnen ausgefiihrt:

e Mit Hilfe von Problemstellungen aus Themenkreisen, die den Erfahrungen
und Interessen der Schiilerinnen und Schiler entsprechen, sollen mathe-
matisches Wissen und Konnen entwickelt und gefestigt werden. Dabei soll
die Niitzlichkeit der Mathematik in verschiedenen Lebens- und Wissensbe-
reichen erfahren werden. Wiinschenswert fiir diese Phase ist eine Mitver-
antwortung durch die Schiilerinnen und Schiiler. Hilfen oder Informationen
sollen dann erfolgen, wenn sie verlangt oder bendtigt werden. Selbststindiges
Entdecken und Erfolgserlebnisse sind ein wesentlicher Beitrag zur Motiva-
tion. [

Die algebraische Graphentheorie beinhaltet einige Themen, welche bereits 12- bis

14- jahrige SchiilerInnen interessieren, sei es der kiirzeste Weg von zu Hause bis
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zur Schule oder Ahnliches.

Auch im Fachlehrplan Mathematik fiir die Oberstufe finden sich an mehreren
Stellen Hinweise, die eine Behandlung der algebraischen Graphentheorie im Un-
terricht sinnvoll erscheinen lassen. So wird im Bereich der Bildungs- und Lehr-

aufgabe unter anderem gefordert:

e Die mathematische Beschreibung von Strukturen und Prozessen der uns
umgebenden Welt, die daraus resultierende vertiefte Finsicht in Zusammen-
hinge und das Losen von Problemen durch mathematische Verfahren und

Techniken sind zentrale Anliegen des Mathematikunterrichts. [7]

Auch die im Folgenden angefiihrten Hinweise im Lehrplan lassen sich als Argu-

mente fiir die Behandlung der Graphentheorie im Unterricht heranziehen:

o Mathematik ist eine spezielle Form der Erfassung unserer Erfahrungswelt.
Sie ist eine spezifische Art, die Erscheinungen der Welt wahrzunehmen und
durch Abstraktion zu verstehen. Mathematisierung eines realen Phdnomens

kann die Alltagserfahrung wesentlich vertiefen. [7]

o Der Unterricht soll aufzeigen, dass Mathematik in vielen Bereichen des

Lebens (Finanzwirtschaft, Soziologie, Medizin, ...) eine wichtige Rolle spielt.

i

e Viele Naturphdnomene lassen sich mit Hilfe der Mathematik addquat be-
schreiben und damit auch verstehen. Die Mathematik stellt eine Fiille von

Methoden zur Verfiigung, mit denen Probleme bearbeitbar werden. [7]

o Mathematik besitzt neben der deduktiven auch eine induktive Seite. Vor al-
lem das Experimentieren im Rahmen der Bearbeitung neuer Aufgaben und
Probleme macht diese Seite sichtbar, bei der Kreativitit und Einfallsreich-

tum gefordert werden. [

Auch der folgende Satz aus den Didaktischen Grundsitzen des Fachlehrplans
fiir die Oberstufe mag als Beleg fiir die Sinnhaftigkeit der Beriicksichtigung der

Graphentheorie im Oberstufenunterricht dienen:
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o Anwendungsorientierte Kontexte verdeutlichen die Nitzlichkeit der Mathe-
matik in verschiedenen Lebensbereichen und motivieren so dazu, neues Wis-

sen und neue Fahigkeiten zu erwerben. [

Im neuen Lehrplan fiir die AHS-Oberstufe sind die mathematischen Kompe-
tenzen komplett iiberarbeitet worden und an das Kompetenzmodell angepasst.
Es unterscheidet die Inhalts-, Handlungs- und Komplexitatsdimension. Welche
Dimension inwieweit bei der Erarbeitung der algebraischen Graphentheorie ge-
rade im Einsatz ist, kommt individuell auf die Durchfiihrung an und kann nicht

pauschal gesagt werden. Weshalb ich hier auf das RIS [7] verweisen mochte.

Zusammenfassend sei bemerkt, dass die Fachlehrplane Mathematik sowohl fiir
die Unterstufe als auch fiir die Oberstufe gute Argumente fiir die alters- und
situationsangepasste Behandlung von Elementen der Graphentheorie im Pflicht-
gegenstand Mathematik liefern. Zudem bietet der AHS-Lehrplan auch aufserhalb
des Pflichtgegenstandes Mathematik Moglichkeiten, die Graphentheorie zu the-
matisieren. Insbesondere der vertiefende Wahlpflichtgegenstand Mathematik (ab
der 6. Klasse/10. Schulstufe), aber auch Freigegensténde fiir besonders motivier-
te/begabte SchiilerInnen (z.B. Kurse zur Mathematikolympiade) seien genannt.
Dariiber hinaus eignet sich die algebraische Graphentheorie auch sehr gut fiir
eine vorwissenschaftliche Arbeit (VWA) eines Maturanten oder einer Maturan-
tin. Ein weiterer idealer Zeitpunkt, um einen Unterrichtsblock diesem Thema
zu widmen, sind die Unterrichtsstunden vor etwaigen Ferien, sofern der regulére
Lehrstoff schon bearbeitet worden ist, oder Projekttage. Je nach Schulstufe lassen
sich der Schwierigkeitsgrad und Komplexitéit adaptieren, indem man zum Beispiel
auf Beweise verzichtet oder diese nur skizziert. Des weiteren steht es auch jeder
Lehrperson offen, welche Themen der Graphentheorie behandelt und welche Al-
gorithmen besprochen werden. Somit kann die Lehrperson diese Stunden sinnvoll
nutzen, indem sie nicht nur ihren Lehrauftrag erfiillt und den Lehrplan befolgt,
sondern noch zusatzlich den SchiilerInnen spielerisch ein sehr interessantes und

faszinierendes Fachgebiet der Mathematik ndher bringt.
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2.2 Graphentheorie unterrichten

Die Frage nach dem Wie (Wie unterrichtet man Graphentheorie am besten?) ist
nicht verallgemeinernd zu beantworten. In der Didaktik wurden diverse didak-
tische Prinzipien formuliert, welche die verschiedenen Forschungsbereiche, wie
etwa die Erziehungswissenschaft, der Padagogik, der Psychologie und viele wei-
ter, beinhalten und den Lehrpersonen eine Stiitze sein sollen.

Die Anwendung ist von der Klassensituation und auch von der Personlichkeit und
den Lehrerfahrungen der Lehrperson abhéngig.

Es soll helfen, den Unterricht zu planen, reflektieren und diesen zu rechtfertigen.
Welche Prinzipien fiir welche Klasse, Schulstufe oder Unterrichtsstoff am Besten

geeignet ist, kann die Lehrperson selbst entscheiden. [12].

Beispielhaft mochte ich hier das operative Prinzip genauer erldutern und die
Lernkultur handlungsorientierter Unterricht vorstellen. Beide eignen sich
meiner Meinung nach gut fiir die Bearbeitung des Themas algebraische Graphen-

theorie.

Bevor ich jedoch diese Theorien vorstelle, méchte ich noch ein Zitat des chinesi-
schen Philosophen Konfuzius (551 - 479 v. Chr.) aufgreifen.

Loage es mir, und ich werde es vergessen. Zeige es mir, und ich werde es

vielleicht behalten. Lass es mich tun, und ich werde es konnen.“

Ich habe dieses Zitat im Laufe meines Studiums kennengelernt und es hat mich
von Beginn an beeindruckt und bis jetzt begleitet. Nicht nur weil ich der Meinung
bin, dass SchiilerInnen etwas erst richtig konnen, wenn sie es anwenden, sondern
auch weil ich selbst schon diese Erfahrung bei meinen NachhilfeschiilerInnen und
bei mir selbst gemacht habe. Erst wenn ich mit Herz, Hirn und Hand bei der Sa-
che bin, kann ich personlich sagen, dass ich es wirklich kann. Und genau dies ist
der Grundgedanke eines handlungsorientierten Unterrichts. Der Unterricht soll
das Augenmerk auf die aktive Konstruktion der SchiilerInnen legen und nimmt
dafiir sogar den Verzicht auf inhaltliche Vollstandigkeit in Kauf. Wichtig ist, dass

die SchiilerInnen Hirn und Hand in einem ausgewogenem Verhéltnis verwenden

20



2 Algebraische Graphentheorie im Schulunterricht

und mit Herz bei der Sache sind. Das Lernen mit Herz, Hirn und Hand geht
auf Johann Heinrich Pestalozzi (1746-1827) zuriick und soll verdeutlichen, dass
Lernen ganzheitlich geschieht [13].

Ebenso sagt das sogenannte operative Prinzip oder auch aktives Lernen, dass
die Anweisungen der LehrerInnen von aktiven Konsturkionen der SchiilerInnen
begleitet werden sollen, damit der Unterricht zum gewiinschten Ziel fithrt [12].
Um diese Theorie jetzt aber auch umsetzten zu koénnen, sollen folgende Mafsnah-

men aus [12] helfen:

e angreifbares Unterrichtsmaterial

e inhaltlich interessanter und an die Lebenserfahrung der SchiilerInnen an-
kniipfender Stoff

e Problemaufgaben und spielerische Momente

Natiirlich ist all dies keine Garantie dafiir, dass der Unterricht damit gelingt und
perfekt ablauft. Vielmehr soll es, wie bereits eingangs erwéhnt, eine Stiitze fiir
Lehrpersonen sein. Das hier vorgestellte Unterrichtskonzept ist ein Vorschlag fiir

Lehrpersonen und bedarf der Anpassung an die jeweils aktuelle Lernsituation.
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2.3 Unterrichtskonzept

Am Ende meiner Arbeit mochte ich nun ein von mir entwickeltes Unterrichts-
konzept fiir die Behandlung des Themas "Routenplanungin einer 6. Klasse (10.
Schulstufe) vorstellen. Es ist von den schon erlduterten unterrichtstheoretischen

Prinzipien (operatives Lernen; Handlungsorientierung) gepragt.

Kontextiiberlegung

Thema: Routenplanung

Fach: Mathematik

Schultyp: Allgemeinbildende héhere Schule

Schulstufe: 2. Klasse Oberstufe, 10. Schulstufe

zur Verfiigung stehende Unterrichtsstunden: 3 Doppelstunden zu je 100 Minuten

Bedingungsanalyse
Ziel der Bedingungsanalyse ist es, sich genau vor Augen zu fithren, wem ich etwas

vermitteln mochte. Dazu helfen einige Leitfragen:

Was wissen und konnen die SchiilerInnen bereits?

Voraussetzungen an ein fachliches Vorwissen gibt es auffer dem Rechnen mit
natiirlichen Zahlen keine. Es muss also kein bestimmtes mathematisches Thema
vor dieser Unterrichtseinheit abgehalten worden sein. Allerdings ist es von Vorteil,
wenn sich die Klasse bereits mit anderen Algorithmen auseinandergesetzt hat, wie
zum Beispiel mit dem Algorithmus zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen
Teilers. Ich gehe bei meiner Planung davon aus, dass die SchiilerInnen wissen,

was ein Algorithmus ist und wie Algorithmen im Allgemeinen ablaufen.

Wo gibt es Ankniipfungsmoglichkeiten zur Lebenswelt der SchiilerInnen?

Routenplanung kommt nicht nur dann vor, wenn man sein Navigationsgeréit nach
der optimalen Route fragt, sondern auch dann, wenn man zum Beispiel die kiir-
zeste U-Bahn-Verbindung zwischen zwei Orten sucht. Im Alter von 15 oder 16

Jahren machen einige SchiilerInnen in den Sommerferien schon erste Arbeitserfah-
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rungen in einem Sommerjob, so zum Beispiel mit dem Austragen von Zeitungen
oder Briefen. Aus diesem Grunde liegt es auf der Hand, dass sie an einem optima-
len Weg interessiert sind. Da die Graphentheorie eine grofe Anwendungsspanne

aufweist, ist das Interesse der SchiilerInnen als hoch einzuschétzen.

Wie setzt sich die Schiilergruppe zusammen und welche SchiilerInnen sind besonders auffallig?

Es erscheint sinnvoll, wenn sich die Lehrperson im Vorhinein mit diesen Fragen
befasst, um z.B. durch ein situationsangepasstes Setting (Wahl der Unterrichts-

form) Unterrichtsstérungen moglichst auszuschliefsen.

Sachanalyse
Der Kern der Sachanalyse besteht darin, sich zu iiberlegen, was der fachliche

Hintergrund des Themas ist. Dies wird im ersten Teil dieser Arbeit dargestellt.

Didaktische Analyse
Die Bearbeitung der folgenden vier Fragen im Vorfeld des Unterrichts erscheint

fiir eine erfolgreiche Gestaltung der Unterrichtssequenz sinnvoll:

Warum ist das Thema fiir die SchiilerInnen wichtig?

Wie schon so oft erwahnt, ist die Graphentheorie ein Wissenschaftsgebiet der
Mathematik, welches auch im SchiilerInnen-Alltag Einzug findet. Die Tatsache,
dass die algebraische Graphentheorie noch nicht vollstandig erforscht ist, und sich

standig weiterentwickelt, kann fiir SchiilerInnen reizvoll und motivierend sein.

Wohin soll der Unterricht fithren?

Der Unterricht soll die SchiilerInnen befdhigen, Graphen zu modellieren, den his-

torischen Bezug und den Ursprung der Graphentheorie zu kennen. Sie werden
den Breitensuche-Algorithmus kennenlernen und Eulertouren in Eulergraphen

mit Hilfe des Hierholzer-Algorithmus finden kénnen.

Wie gehe ich vor und warum wéhle ich diese Schritte?

Eine gut reflektierte Unterrichtsplanung zieht sich wie ein roter Faden durch die

dem Thema gewidmeten Unterrichtseinheiten.
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1. Doppelstunde

Nach dem Begriifsungsritual und der Klarung diverser organisatorischer Dinge,
kiindigt die Lehrperson an, was in den néchsten drei Doppelstunden passieren
wird. In der ersten Doppelstunde wird durch einen geschichtlichen Exkurs in das
Thema eingefithrt und der Begriff Graph erldutert. Die néchste Unterrichtsein-
heit steht zur Verfiigung um kiirzeste Wege zu finden. Dabei erarbeiten sich die
SchiilerInnen ihr Wissen selbststandig mit Hilfe eines Arbeitsblattes und am En-
de der Doppelstunde wird gemeinsam der BFS-Algorithmus festgehalten. In der
letzten Doppelstunde geht es dann um Eulergraphen und Eulertouren. Auch hier

wird vieles durch selbststéndiges Handeln der SchiilerInnen erarbeitet.

Den SchiilerInnen wird dadurch eine inhaltliche Klarheit geboten. Sie wissen
was sie zu erwarten haben und was in den ndchsten Stunden geschehen wird.

Es wird ihnen dadurch ein Uberblick gegeben.

Anschliefsend an diese Verlaufserérterung folgt die geschichtliche Einfithrung in
das Thema der algebraische Graphentheorie durch das Konigsberger Briickenpro-
blem. Dieses wird von der Lehrperson erzéhlt, und zuséatzlich wird der Stadtplan

an die Wand oder Tafel projiziert.

Die geschichtliche Einfihrung wird deshalb gewdhlt, damit die SchilerInnen
das Thema historisch einordnen konnen und thnen bewusst wird, dass die al-
gebraische Graphentheorie, im Gegensatz zu vielen anderen mathematischen

Gebieten, recht neu ist. Zur Veranschaulichung dient der Stadtplan.

Nun sollen sich die SchiilerInnen selbst mit dem Problem auseinandersetzen und
tiberlegen, welche Wege es gibt und versuchen, den Stadtplan etwas vereinfachter
zu zeichnen und eine Skizze davon anzufertigen. Im Anschluss kénnen freiwillige

SchiilerInnen ihre Erkenntnisse in kleinen Prasentationen vorstellen.

Hier wird das aktive Lernen umgesetzt. Die SchiilerInnen setzen sich spiele-

risch mit der Materie ausetnander und versuchen so das Problem zu losen.

Nach der Pause geht es etwas frontal weiter, indem die Lehrperson die Begriffe
Graph, Grad einer Ecke und zusammenhédngend, definiert. Dieses neu erlernte

Wissen soll nun mit ihrer vorherigen Skizze in Verbindung gebracht werden. Da-
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nach wird noch gemeinsam der Stadtplan von Konigsberg als Graph modelliert.

Durch die Vernetzung der neuen Begriffe und der Skizze bekommen die

SchiilerInnen einen Sinn hinter ihrer Tdtigkeit.

Die Methode stille Post, welche ich im Laufe meines Studiums kennenlernen durf-
te, kommt danach zum Einsatz, um die Darstellung der Graphen noch einmal zu
iiben. Durch das Auffalten des Blattes konnen die SchiilerInnen selbst die Kor-

rektheit iiberpriifen.

Um noch vertrauter mit dem Begriffen zu werden, konnen die SchiilerInnen

wieder spielerisch selbst handeln.

Am Ende dieser Doppelstunde leitet die Lehrperson zum BFS-Algorithmus tiber
und projiziert das Bild eines U-Bahn-Plans an die Wand. Es wird besprochen,
dass es Ziel der néchsten Stunde sein wird, den kiirzesten Weg von A nach B zu

finden. Abschlieffend sollen die SchiilerInnen den Plan als Graph modellieren.

Durch den Ausblick, was ndchste Stunde geschehen wird, bekommen die

SchiilerInnen einen Uberblick.

2.Doppelstunde
Zu Beginn fasst die Lehrperson die wichtigsten Erkenntnisse der ersten Doppel-
stunde zusammen, bevor die SchiilerInnen ihren Graphen, welchen sie am Ende

der letzten Einheit erstellt haben, vorstellen.

Die Lehrperson holt damit das neu erlernte Wissen der SchiilerInnen wieder

ins Geddchtnis und die SchiilerInnen kénnen leichter ankniipfen.

Der Grofsteil dieser Stunde wird zur Bearbeitung des Arbeitsblattes verwendet.
Die Lehrperson teilt jedem Schiiler/jeder Schiilerin ein Exemplar aus und be-
spricht Verstédndnisfraen mit den SchiilerInnen. Wahrend die SchiilerInnen aktiv

sind und das Arbeitsblatt bearbeiten, steht die Lehrperson als Coach zur Verfii-
gung.

Die SchiilerInnen sind auch hier wieder selbst aktiv und es ist das operative
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Prinzip zu erkennen. Durch die eigene Tdtigkeit werden Hand, Herz und
Hirn angesprochen und dies soll den SchiilerInnen eine Hilfe sein, die Dinge

leichter zu lernen.

Nach der kurzen Pause leitet die Lehrperson zu den Prisentationen iiber. Die
SchiilerInnen sollen in Zweierteams ihre Ergebnisse vorstellen. Dabei fangt eine
Gruppe an und ein Team mit dhnlichen Erkenntnissen ergénzt. Dies geschieht
solange, bis alle Gruppen an der Reihe waren, oder niemand mehr etwas ergdnzen
mochte. Die Lehrperson notiert wahrenddessen die Ergebnisse stichwortartig an
der Tafel.

Zum einen geht es natirlich darum, dass die SchiilerInnen erkennen sollen,
dass sie das Arbeitsblatt nicht umsonst ausgefillt haben und ihre Ergebnisse
den Unterrichtsverlauf spdter beeinflussen werden. Aber ein weiterer, ganz
wichtiger Aspekt dieser kleinen Prdisentationen soll das Sprechen vor einer
Gruppe darstellen. Die SchiilerInnen sollen damit auf spdtere Berufssitua-

tionen vorbereitet werden.

Unter Beriicksichtigung der Notizen an der Tafel wird nun der Breitensuche-
Algorithmus von der Lehrperson an der Tafel vollstandig formuliert und aufge-

schrieben.

Dies ist notig, damit alle SchiilerInnen am Ende der zweiten Dopplestunde
den selben - und richtigen - Algorithmus in ihren Heften haben. Natirlich
wird zu den Notizen eine Verbindung hergestellt, damit die Arbeit der Schii-

lerInnen auch gewiirdigt wird.

3. Doppelstunde
Auch zu Beginn dieser dritten Doppelstunde wird die vergangene Einheit in gro-
ben Ziigen wiederholt. Die Lehrperson kommt hier zum Schluss, dass das Konigs-

berger Briickenproblem immer noch nicht beantwortbar ist.

Die Wiederholung dient ebenfalls wieder dazu, dass das neu gelernte Wissen
wieder ins Geddchtnis gerufen wird. Durch die Ankniipfung an das Konigs-
berger Briickenproblem wird ein grofier Bogen zum Beginn der Unterrichts-

rethe gespannt.
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Die restliche Stunde wird fiir die Bearbeitung des Arbeitsblattes zu Eulergraphen
verwendet. Die Lehrperson leitet wieder an; den Grofteil der Stunde sind dann
jedoch die SchiilerInnen aktiv und die Lehrperson halt sich im Hintergrund auf,

beziehungsweise gibt jenen Hilfestellungen, die diese bendtigen.

Durch die selbstindige Bearbeitung des Blattes sind die SchiilerInnen wieder

aktiv und handeln selbststindig.

Der zweite Teil der Doppelstunde wird dafiir verwendet, um das vorherige Ar-
beitsblatt im Plenum zu besprechen. Das Gesprach im Plenum soll im Idealfall
zu einem sehr wichtigen Satz {iber Eulertouren fithren. Dieser wird anschlieftfend

gemeinsam formuliert.

Die SchiilerInnen tibernehmen Verantwortung fiir thre eigenen Arbeits-
schritte; durch das Aufgreifen ihrer Erkenntnisse erfahren sie Wertschit-

2ung.

Den Abschluss der gesamten Unterrichtseinheit bildet wieder ein Arbeitsblatt.
Die SchiilerInnen und die Lehrperson nehmen die bekannten Rollen ein. Dieses
Arbeitsblatt zu Eulertouren muss allerdings nicht mehr gemeinsam besprochen
werden, da sich die SchiilerInnen am Ende gegenseitig kontrollieren. Sollten den-

noch Fragen auftauchen, steht die Lehrperson natiirlich zur Verfiigung.

In den letzten fiinf Minuten beendet die Lehrperson die Einheit und fasst noch
einmal das Wichtigste zusammen. Hier ist auch noch Platz fiir Verweise auf ak-
tuelle Anwendungsgebiete der Graphentheorie, um den SchiilerInnen die Allatgs-

relevanz dieser Methode neuerlich vor Augen zu fiihren.

Den SchiilerInnen wird dadurch noch einmal vor Augen gefiihrt, was sie in

den letzten Stunden alles geleistet und gelernt haben.
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Welche Materialien gehdren dazu?

Zum einen benotigen die SchiilerInnen ein Stiick Karton und eine Schere, um sich
eine Lochblenden zu basteln. Ansonsten wird aufer ein paar Zetteln, der Tafel,
Kreide und eventuell einem Beamer oder Overheadprojektor nicht viel zusétz-
liches Material benétigt. Die SchiilerInnen sollen allerdings einige Gedanken in
ihren sogenannten Laborheften festhalten. Sie sind mit dieser Arbeitsweise ver-
traut und wissen wie sie ihr Laborheft zu verwenden haben. Falls die Klasse nicht
mit Laborheften arbeitet, kann stattdessen auch einfach das Schuliibungsheft zur

Hand genommen werden.

Unterrichtsentwurf

Der Unterrichtsentwurf besteht zum einen aus den ausformulierten Lernzielen und
zum anderen aus dem geplanten Verlauf. Letzteres wird meist in Form einer Ta-
belle iibersichtlich dargestellt. Die Lernziele, welche ich in der ILS-Lehrveranstaltung
so kennenlernen durfte, setzen sich aus den fachlichen Kompetenzen, welche die
SchiilerInnen erlangen sollen, und den {iberfachlichen Kompetenzen, wie den so-
zialen und personalen Kompetenzen, zusammen. Generell sollten Lernziele mog-
lichst konkret benannt werden und eine Messbarkeit aufweisen, dies bedeutet, es
muss iiberpriift werden kénnen, ob das gewiinschte Ziel erreicht worden ist. Des
Weiteren sollte es akzeptabel und realistisch sein und in einer bestimmten Zeit
erreicht werden koénnen.In aller Kiirze: Sie sollten SMART (spezifisch, messbar,

akzeptabel, realistisch und terminisiert) sein.

Lernziele:
Die SchiilerInnen konnen...
e ... diverse Stadtpldne und Strafsennetze als Graph modellieren.
e ... aus gegebener Ecken- und Kantenmenge einen Graphen zeichnen.

e ... Ecken und Kanten unterscheiden und Eigenschaften der beiden Mengen

aufzahlen.
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e ... in einem Graphen den kiirzesten Weg mit Hilfe des Breitensuche-Algorithmus

bestimmen.

.. eine Eulertour von einem Eulerweg unterscheiden und beide in eigenen

Worten definieren.

... entscheiden, ob es in einem Graphen eine Eulertour gibt.

... mit Hilfe des Hierholzer-Algorithmus eine Eulertour in einem eulerschen

Graphen bestimmen.

Geplanter Verlauf:
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1. Doppelstunde:

Zeit

Grobgliederung

Lernaktivitat

Sozialform

Material

0:00 - 0:05

Begriifsung

kiindigt den

Verlauf der nachsten Unter-

Lehrperson

richtseinheiten an

0:05 - 0:15

Einfithrung (Konigs-

berger  Briickenpro-

blem)

LehrerIn erzahlt Geschich-
te von Konigsberg, proji-
ziert Stadtplan von Konigs-

berg an Tafel

Frontal

Beamer

0:15 - 0:20

Arbeitsauftrag anwei-

sen

LehrerIn stellt der Klas-
se die Frage, welche We-
ge moglich sind und ob der
Plan auch leichter bzw. ein-
facher darstellbar ist. Schii-
lerInnen sollen sich dies
mit Sitznachbarn {iberlegen
und Gedanken im Laborheft

festhalten.

Frontal

0:20 - 0:35

Arbeitsauftrag

SchiilerInnen  besprechen
Banknachbar die

Fragen und schreiben Uber-

mit

legungen ins Laborheft.

PA

Laborheft

0:35 - 0:50

Ergebnissicherung

SchiilerInnen  présentieren
ihre Erkenntnisse und stel-
len ihre Moglichkeiten vor
(freiwillige). Lehrperson
greift (falls notwendig) ein

und stellt richtig.

kleine
Prasenta-

tionen

evt. Tafel
und Kreide

Anschliefsend folgt eine kurze Pause (meistens 5 Minuten).

Fortsetzung 1. Doppelstunde:
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Zeit

Grobgliederung

Lernaktivitat

Sozialform

Material

0:00 - 0:15

Def. Graph und Co

die

zusaim-

Lehrperson  definiert
Graph,
und  Grad

einer Ecke und stellt Bezug

Begriffe:

menhéngend

zu den Prisentationen der

SchiilerInnen her

Frontal

Tafel
Kreide

und

0:15 - 0:20

Bsp Graph

Bear-

Bei-
spiels: ges: Graph, geg:
V =4{1,2,3,4,5} und E =
{{1.2},{2,3},{3,4}, {4, 1},
{4,5},{5,2}}

gemeinsame

beitung eines

Frontal

Tafel

0:20 - 0:35

Graphen und Stille
Post

SchiilerInnen sind in 3er

Gruppen eingeteilt, alle
Knoten- und
Kantenmenge auf Blatt,
nun geht Blatt die Runde

und zweiter zeichnet den

schreiben

durch die Mengen beschrie-
benen Graphen, falten die
erste Zeile um und geben
Nun
die

Knoten und Kantenmenge

Blatt wieder weiter.

wird von Graphen

abgelesen.

Stille Post,

3er Teams

Zettel und
Stift

0:35 - 0:40

Kontrolle

Zettel wird aufgefaltet und
in 3er Teams besprochen fiir

Fragen ist Lehrperson da.

0:40- 0:45

Einfiihrung Breiten-

suchalgorithmus

Lehrperson projiziert
U-Bahn- Plan, Ziel der
ndchsten  Stunde  einen

kiirzesten Weg zu finden.

Plenum

Beamer

0:45 - 0:50

Modellieren

SchiilerInnen sollen den U-
Bahn Plan als Graph mo-

dellieren.

PA
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2. Doppelstunde

Zeit Grobgliederung Lernaktivitat Sozialform | Material
0:00 - 0:05 | Begriikung + kurze | Lehrperson fasst die wich- | Frontal evt. Tafel
WH tigsten FErkenntnisse der und Kreide
letzten Stunde zusammen
0:05 - 0:10 | Graph modellieren U-Bahn-Plan als Graph von | Prasenta- | Tafel und
SchiilerInnen vorgestellt | tionen Kreide
(von letzter Stunde)
0:10 - 0:15 | Anweisung  Arbeits- | Lehrperson teilt Arbeits- Arbeits-
blatt BFS blatt zu BFS aus und be- blatt BFS
spricht diesen mit den Schii-
lerInnen kurz, Fragen wer-
den geklart und SchiilerIn-
nen in zweier Gruppen ein-
geteilt
0:15 - 0:45 | Arbeitsblatt BFS SchiilerInnen sind aktiv und | PA Arbeits-
Lehrperson fiir Fragen da blatt, Kar-
ton  und
Schere
0:45 - 0:50 | Abschluss Lehrperson achtet darauf,

dass SchiilerInnen zu Ende

kommen und ein Ergebnis

haben

Anschlieflend folgt eine kurze Pause (meistens 5 Minuten).

Fortsetzung 2. Doppelstunde:
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Zeit Grobgliederung Lernaktivitat Sozialform | Material
0:00 - 0:05 | Uberleitung zu Pri- | alle Zweierteams sollen ih- | Frontal
sentationen re Ergebnisse vorstellen, ein

Team féngt an und das
Team mit ahnlichen Ergeb-
nissen macht weiter und er-
ganzt

0:05 - 0:40 | Prasentationen Schiilerlnnen  préasentieren | Priasenta- | Tafel und
und Lehrperson schreibt | tion Kreide
Stichworter an Tafel mit

0:40 - 0:50 | BFS-Algorithmus for- | Lehrperson schreibt, un- | Frontal Tafel

mulieren

ter Beriicksichtigung der
SchiilerInnen-Ergebnisse,

den Algorithmus an die

Tafel

Bemerkung: An dieser Stelle kann nach Bedarf auch eine Hausiibung gegeben

werden. Zum Beispiel sollen die SchiilerInnen an einem Graphen den Algorithmus

uben.
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3. Doppelstunde:

Zeit Grobgliederung Lernaktivitat Sozialform | Material
0:00 - 0:05 | Begriikung
0:05-0:15 | WH + Uberleitung | Lehrperson wiederholt | Frontal
zum Konigsberger | wichtigsten = Punkte der
Briickenproblem letzten Stunde und kommt
zum Schluss, dass Konigs-
berger Briickenproblem
nocht nicht beantwortbar
ist —> Arbeitsblatt
0:15 - 0:45 | Arbeitsblatt ~ Euler- | SchiilerInnen sind aktiv und | EA Arbeits-
sche Graphen arbeiten am Arbeitsblatt, blatt Eu-
Lehrperson steht fiir Fragen lersche
zur Verfiigung Graphen
0:45 - 0:50 | Abschluss Lehrperson achtet darauf,

dass SchiilerInnen zum En-

de gelangen

Anschlieflend folgt eine kurze Pause (meistens 5 Minuten).

Fortsetzung 3. Doppelstunde:
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Zeit Grobgliederung Lernaktivitat Sozialform | Material
0:00 - 0:15 | Besprechung Arbeits- | Lehrperson bespricht im | Plenum Arbeits-
blatt Eulersche Gra- | Plenum die L&sungen der blatt FEu-
phen SchiilerInnen lersche
Graphen
0:15 - 0:20 | Satz Eulertour Ein zusammenhangen- | Frontal Tafel
der Graph, mit geraden
Eckengraden existiert eine
Eulertour. (im Idealfall ist
dies bereits aus Gesprich
im Plenum herausgekom-
men)
0:20 - 0:45 | Arbeitsblatt Eulertou- | Schiilerlnnen aktiv, Lehr- | PA Arbeits-
ren person fiir Fragen bereit blatt Eu-
lertouren
0:45 - 0:50 | Abschluss Lehrperson fasst zusammen | Frontal

was in den letzten 3 Dop-
pelstunden passiert ist und
verweist noch einmal auf
die Anwendungsgebiete der

Graphentheorie
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2.3.1 Arbeitsblatter

1. Arbeitsblatt: Breitensuche

1. Modelliere den folgenden U-Bahn-Plan [9] als Graph in dein Laborheft. Achte

darauf, dass du deinen Graphen grof$ genug zeichnest.

Rosenheimer

Donnersberger- ] Karlsplatz
‘ Isartor Platz

briicke (Stachus)

Kolumbus- Untersbe
platz straBe

Fraun- Silber-

Westend- hofer- B84 jhorn-
straBe - straBe straBe

Candidplatz & Fasangarte

Partnachpl.

PoccistraBe Wettersteinplatz

Facanannal
2. Suche den Weg von Harras zum Marienplatz, welcher die kleinste Anzahl an
Kanten benétigt.

Notiere dabei genau, wie du vorgegangen bist.

3. Bastle aus Karton und Schere (bekommst du von deiner Lehrperson am Pult)

eine Lochblende, so grofs, damit du sie fiir deinen Graphen verwenden kannst.
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In der Realitit sind U-Bahn-Netze viel grofser und die kiirzesten Wege von A nach
B werden mit Hilfe eines Algorithmus von Computern gefunden. Der Computer
kennt zu Beginn nur den Ausgangspunkt.

Du darfst jetzt auch einmal Computer spielen, und damit du dich besser in die

Lage versetzten kannst, kommt nun die Lochblende zum Einsatz.

4. Lege diese iiber den Ausgangspunkt, und dein Partner oder deine Partnerin
gibt dir nun genaue Anweisungen.

Der oder die Partner(in) muss nun versuchen, durch exakte Anweisungen, den
Computer zum gewiinschten Zielpunkt zu fiithren, wobei nur médglichst wenig
Kanten gefahren werden sollen. Wir suchen ja immer noch den kiirzesten Weg.

Notiere alle Vorgehensweisen moglichst genau in dein Laborheft.

5. Versuche nun mit deinem Partner oder deiner Partnerin einen Algorithmus
zu formulieren, sodass jeder, der den Algorithmus dann ausfiihren wiirde, den
kiirzesten Weg von einem Ausgangspunkt zum Zielpunkt findet. Vergiss dabei

nicht auf Ein- und Ausgabe des Algorithmus.
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2. Arbeitsblatt: Eulersche Graphen

1. Modelliere den Stadtplan von Konigsberg als Graph in dein Laborheft.

2. Ziel der Bewohner von Konigsberg war es, einen Spaziergang so zu finden,
dass jede Briicke genau einmal iiberquert wird und man anschliefsend wieder
beim Ausgangspunkt endet.

Versuche durch Hinzufiigen oder Wegnehmen von Kanten einen solchen Rundweg
zu finden. Probiere solange, bist du einen gefunden hast und zeichnen diesen

Graphen neben den urspriinglichen Graphen.

3. Vergleiche nun deinen gednderten Graphen mit dem Graphen der Stadt Ko-
nigsberg.

Welche Unterschiede fallen dir auf.

Beachte hierbei besonders die Grade der Ecken.

Da Leonhard Euler das Konigsberger Briickenproblem 16ste, ehrte man ihn und

nannte Wege, Touren und sogar ganze Graphen nach ihm.

Ein Eulerweg ist ein Weg, der duch jede Kante eines zusammenhéngenden Gra-
phen genau einmal fiihrt.
Eine Eulertour ist ein Eulerweg, der wieder im Ausgangknoten endet.

Ein Graph heifit eulersch oder Eulergraph, wenn er eine Eulertour enthélt.
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4. Einen Eulerweg kennt ihr alle! Es ist das Haus vom Nikolaus.

Versuche das Haus vom Nikolaus selbst als Eulerweg zu zeichnen.

5. Wie ihr bestimmt bemerkt habt, funktioniert dies nur, wenn man in einer
bestimmten Ecke anfiangt. Welche sind das, und wie unterscheiden sie sich von

den anderen Ecken?

6. Versuche ein Kriterium anzugeben, wann ein Graph ein Eulergraph ist, also

wann er eine Eulertour enthalt und wann nicht.
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3. Arbeitsblatt: Eulertouren

1. Vervollstandige folgende Séatze:

Ich erkenne nun, wann ein Graph eulersch ist, ndmlich genau dann, wenn eine
............ zu finden ist.

Gibt es eine Eulertour, so haben alle Knoten ....... Grad. Auch die Umkehrung
gilt: Ist ein Graph ........ und haben alle ...... geraden Grad, so ist der Graph .......

2. Betrachte nun noch einmal den Graphen der Stadt Konigsberg und begriinde,

warum es keinen Spaziergang, so wie ihn die Bewohner gerne gehabt hétten, gibt.

Die Frage, welche du dir jetzt wahrscheinlich stellst ist: Wenn ich jetzt aber weif,
dass der vorliegende Graph ein Eulergraph ist, wie kann ich dann eine Eulertour

darin finden?

Antwort darauf bietet der sogenannte Hierholzer- Algorithmus, er ist auch als
Zwiebelschalen-Algorithmus bekannt. Dieser kommt in nur zwei Arbeitsschritten

zu einer Eulertour und sieht wie folgt aus:
Zwiebelschalen-Algorithmus

Eingabe: ein Eulergraph

Ausgabe: eine Eulertour

Schritt 1: Wahle einen Startknoten.

Schritt 2: Laufe von diesem Knoten aus entlang noch unmarkierter Kanten und
markiere die verwendeten Kanten, solange bis ein Knoten erreicht wird, von dem
keine unmarkierte Kante mehr ausgeht. Priife, ob alle Kanten des Graphen be-
reits markiert wurden.

Falls ja: Gehe zu Schritt 3.
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Falls nein: Suche einen Knoten, der noch unmarkierte Kanten besitzt und wie-
derhole Schritt 2.

Schritt 3: Die Eulertour wird nun aus den Kreisen zusammengesetzt:

Gehe entlang des ersten Kreises, bis er einen weiteren Kreis beriihrt. Folge dem
neuen Kreis, bis dieser wiederum an einen nachsten Kreis stofit, und so weiter.
Findest du keinen neuen beginnenden Kreis, so gehe den zuletzt begonnenen
Kreis zu Ende und dann wieder in den vorherigen hinein. Und so weiter, bis alle

Kanten besucht wurden.

3. Zeichnet euch nun gegenseitig einen Eulergraphen auf ein Blatt Papier und
findet mit Hilfe des oben beschriebenen Zwiebelschalen-Algorithmus eine Euler-

tour.
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