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,Darum sage ich dir, daf$ es bei der Formung des Menschen nicht vor allem
darauf ankommt, ihn zu belehren, denn es ist sinnlos, wenn er nur noch ein
Buch auf zwei Beinen ist, sondern ihn zu erheben und ihn auf die Stufen
hinaufzufiihren, in denen es nicht mehr Dinge gibt, sondern Gesichter, die aus
dem gdttlichen Knoten hervorgingen, welcher die Dinge verkniipft. “
(Antoine de Saint-Exupery, Die Stadt in der Wueste, Citadelle)
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1 Einleitende Worte

SMathematik ist das Alphabet, mit dessen Hilfe Gott das Universum beschrieben
hat. “
(Galileo Galilei)

Die Wissenschaft der Mathematik begeistert und begleitet die Menschheit bereits
seit Anbeginn der Zeit. Wie bereits Galileo Galilei gesagt hat, ist die Mathema-
tik das Alphabet unseres Universums und wird als Wissenschaft bezeichnet, die
logische Ablédufe sowie auch Muster und abstrakte Strukturen auf ihre Eigenschaf-
ten untersucht. Viele bekannte Personlichkeiten widmeten der Mathematik und
Wissenschaft etliche Jahre und bewiesen und erforschten damit undenkbar viele
logische Ablaufe und Strukturen. Pierre de Fermat entdeckte und erforschte im
17. Jahrhundert Quadratzahlen wéhrend Newton und Leibnitz sich Ende des 17.
Jahrhunderts Methoden aneigneten, um mit dem unendlich Kleinen umzugehen.

(Springer)

Die Faszination der Unendlichkeit geht zuriick bis in die Antike, die Theo-
rie dazu lieferte Georg Cantor im 19. Jahrhundert. Carl Friedrich Gauf}, Blaise
Pascal, Leonhard Euler, bis hin zu Euklid und Archimedes und noch unzéhlige
Mathematiker mehr trugen einen wesentlichen Beitrag zur Entwicklung und Er-
forschung der Wissenschaft bei. Doch nicht nur historisch gesehen zieht sich die
Wissenschaft der Mathematik bereits durch die gesamte Geschichte der Mensch-
heit, sondern findet sie auch heute im Alltag iiberall seine Anwendung. Man
denke nur an die vier Grundrechnungsarten Addieren, Subtrahieren, Multipli-
zieren und Dividieren. Auch ist es von Vorteil die Prozentrechnung sowie das
Bruchrechnen zu beherrschen. Dies sind nur einige kleine Beispiele dafiir, warum
die Mathematik im schulischen Lehrplan eine sehr grofie Rolle einnimmt. Von
der Grundschule {iber die Mittelschule bis hin zur Matura, sowie Polytechnische
Schulen und Berufsschulen - in jedem Schultyp hat Mathematik als Schulfach den

Einzug gewonnen.



1 FEinleitende Worte

Die Herausforderung im Mathematikunterricht besteht darin die Theorie mit
der Praxis zu verbinden und im Unterricht folgende Handlungsbereiche laut dem

osterreichischen Bundesinstitut fiir Bildungsforschung abzudecken:

e Darstellen, Modellbilden
e Rechnen, Operieren
e Interpretieren

e Argumentieren, Begriinden

Inhaltlich werden vom osterreichischen Bundesinstitut fiir Bildungsforschung
unter Bedachtnahme des Lehrplans jeder Schulstufe mathematische Themen fest-

gelegt und zu folgenden Inhaltsbereichen zusammengefasst:

e Zahlen und Mafe
e Variable, funktionale Abhéngigkeit
e Geometrische Figuren und Koérper

e Statistische Darstellungen und Kenngrofien

Im Laufe der gesamten Schulzeit lernen Schiiler und Schiilerinnen viele rele-
vante mathematische Inhalte, Theorien, Ablaufe und Eigenschaften kennen und
lernen, damit zu rechnen bzw. zu operieren, diese zu interpretieren, diese darzu-
stellen und diese zu begriinden. Nun stellt sich hier die Frage inwieweit sich die
Knotentheorie als Teilgebiet der Mathematik in den Osterreichischen Lehrplan
eingliedern lésst und wie man die Knotentheorie in der Schule unterrichten kénn-
te. Im Laufe dieser Arbeit werde ich diese Fragestellung iiberpriifen, indem ich
die Grundlagen der Knotentheorie genauer erlautern werde und Beispiele dafiir

geben werde, wie die Knotentheorie im Unterricht eingebaut werden koénnte.
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2 Geschichte der Knotentheorie

Der Begriff des Knotens geht in der Geschichte der Menschheit weit zuriick. Be-
reits aus der Steinzeit konnten archéologische Funde gemacht werden, in denen
man verdrehte Schniire entdecken konnte. Spéter als der Mensch sesshaft wurde
entwickelte er Kniipf- und Webtechniken, die vor allem fiir Textilien und Seile
genutzt wurden. Auch in der Seefahrt war der Knoten ein wichtiges Element. Des
Weiteren fand der Knoten in der Medizin etwas spéter seinen FEinzug. Dort wur-
den Wunden mit speziellen Verschlingungstechniken verbunden. Selbst Kiinstler
entdeckten den Knoten fiir sich und bauten vor allem symmetrische Knotenmus-
ter oftmals in Ornamente ein. (Epple und Moritz 1998, S. 35-37)

Bei der Knotentheorie als Teilgebiet der Mathematik handelt es sich um ein
recht modernes Teilgebiet der Mathematik. Die Geschichte der Knotentheorie
fithrt uns zuriick ins 18. Jahrhundert, wo die Knotentheorie das erste Mal kon-
kret in einem Aufsatz erwdhnt wurde. Der Aufsatz wurde vom Mathematiker
Alexandre-Théophile Vandermonde im Jahre 1771 verfasst. Alexandre-Théophile
Vandermonde befasste sich mit dem Bewegungsspielraum der Figur des Sprin-
gers auf dem Schachbrett und mit Uberschneidungen von Kurven, die durch die
Bewegungen der Spielfigur entstehen. Nachdem Vandermonde den Begriff des
Knotens in seinem Aufsatz erwéihnte, entwickelte Carl Friedrich Gaufl im Jahre
1833 bereits Ansétze zu einer Theorie der Knoten mit der noch heute bekann-
ten Verschlingungszahl. Die Verschlingungszahl wird fiir die Anzahl der Win-
dungen von Kurven umeinander benétigt. Gaufl definierte jedoch nicht nur die
Verschlingungszahl, sondern erforschte auch die Unterscheidung von Knoten.
Damit war es Carl Friedrich Gauf3, der der Knotentheorie ihren Namen verlieh.
Als eigentlicher Begriinder und Vater der Knotentheorie gilt jedoch Sir William
Thomson. (Gratzer und Neumaier 2014, S. 56)

Bei Sir William Thomson, der zum Baron Kelvin von Largs ernannt wurde,
handelte es sich um einen anerkannten Wissenschaftler und Physiker. Thom-
son veroffentlichte nicht nur 667 wissenschaftliche Dokumente, sondern definierte
auch die Temperaturskala Kelvin und arbeitete im Bereich der Thermodynamik.
(Klassen et al., S. 1) Der Physiker bezeichnete in seinen Arbeiten Atome als
stabile, verknotete Atherwirbel und stellte die weitere Hypothese auf, dass che-

mische Elemente auf unterschiedliche Formen von Knoten beruhen. Dabei baute
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er auf die Arbeit iber Wirbelbewegung (1858) von Helmholtz auf. (Gratzer und
Neumaier 2014, S. 56) Mit seiner Atomtheorie deutete er an, dass man durch
das Versténdnis von Knoten Einsicht in die Wissenschaft der Chemie gewinne,
da es laut Thomson Zusammenhénge zwischen den chemischen Eigenschaften der
Elemente und den Verknotungen zwischen Atomen gébe. (Livingston 1995, S.1)
Nun regte sich auch das Interesse an der Knotentheorie beim schottischen Physi-
ker Peter Guthrie Tait. Dieser stellte systematische Untersuchungen von Knoten
an und klassifizierte die Knoten anhand der Anzahl ihrer Kreuzungen. (Gratzer
und Neumaier 2014, S. 57) Tait etablierte eine Liste aller Knoten, die mit einer
kleinen Anzahl an Kreuzungen gezeichnet werden kénnen. Gemeinsam mit dem
Mathematiker C.N. Little schaffte er es um 1900 fast die Aufzéhlung von Knoten
mit bis zu zehn Kreuzungen zu vollenden. Damit in seiner Liste keine gleichen
Knoten doppelt vorkamen, bezeichnete er zwei Knoten als dquivalent, sofern es
moglich war den einen Knoten so zu verformen, sodass dieser die gleiche Gestalt
annahm wie der andere bzw. gleich aussah wie der andere. Somit lédsst sich er-
kennen, dass Tait versuchte eine Liste zu erstellen, die jeden Typ von Knoten nur
einmal enthielt. (Die Liste der Knoten nach Tait findet man im Anhang dieser
Arbeit.) Dies stellt sich jedoch als herausfordernde Aufgabe heraus. An folgendem

Beispiel wird die Schwierigkeit der Erstellung der Liste von Tait veranschaulicht.
oAy
/

Abbildung 1: Schwierigkeit bei Auflistung von Knoten nach Tait (Livingston
1995, S.2)

10
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In der oben angefiihrten Abbildung 1 ist veranschaulicht, dass sich der Knoten
im Bild rechts oben in den Knoten links oben iiberfithren lidsst. Das heifit, der
Knoten rechts oben kann so umgeformt werden, dass eine einfache Schleife ent-
steht. Jedoch lassen sich die Knoten rechts und links unten, auch nicht mit einem
noch so groflen Aufwand, in den Knoten links oben, also in eine einfache Schleife,
iiberfithren. Dies verdeutlicht anschaulich die Schwierigkeiten mit denen Tait bei
der Erstellung der Liste zu tun hatte. Die Entwirrung bzw. das Uberfiihren eines
Knotens in einen anderen erfordert Hilfsmittel des mathematischen Formalimus,
die zu Zeiten von Tait noch nicht gegeben waren. Also waren die Nachweise, dass
die Liste der Knoten vollstdandig war empirischer Art. (Livingston 1995, S.1)
Somit wurden um 1900 mathematische Methoden entwickelt, die es ermé6glichten,
Elemente der Knotentheorie zu definieren und dazugehorige Sétze zu beweisen.
Dazu war die Verkniipfung der Algebra mit der Knotentheorie ein ausschlagge-
bender Schritt in der Entwicklung der Knotentheorie. Im Jahre 1914 schaffte es M.
Dehn zu beweisen, dass die zwei Knoten in Abbildung 2 zwei verschiedene Knoten
sind. Das heifit beide Knoten stellen zwei Vertreter verschiedener Knotentypen
dar und es lésst sich der eine Knoten nicht in den anderen {iberfithren bzw. kann

einer der Knoten nicht so umgeformt werden, sodass der andere entsteht.

e

Abbildung 2: Beispiel fiir zwei verschiedene Knotentypen (Livingston 1995, S.2)

Durch diesen Beweis liefl sich nun erstmals die Algebra mit der Knotentheorie
verkniipfen und es gab somit algebraische Hilfsmittel, mit denen man iiberpriifen
konnte, ob es sich bei zwei Knoten unterschiedlicher Form um denselben Knoten-
typ handelte. Doch es stellte sich immer noch die Frage, ob es sich bei der Liste
von Tait um eine vollstdndige Auflistung aller Knoten handle und ob keine Knoten
doppelt vorkamen. Also etablierte James W. Alexander im Jahre 1928 ein wei-
teres Werkzeug, indem er jedem Knoten ein Polynom zuordnete. Es handelt sich
dabei um die heute unter dem Namen bekannten Alexander — Polynome. Zwei
Knoten vom selben Knotentyp werden auf dasselbe Polynom abgebildet, somit

kann klar unterschieden werden, welche Knoten zum selben Knotentyp gehoren

11
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und welche nicht. In den Arbeiten von James W. Alexander bemerkt man, dass
seine Berechnungen und Beweise auf Untersuchungen des Diagramms eines Kno-

tens beruhen, jedoch ohne Hinzunahme der Algebra.

Der néchste wichtige Schritt in der Etablierung der Knotentheorie war das Werk
Knotentheorie, das Kurt Reidemeister, ein deutscher Mathematiker und Profes-
sor an der Universitdt Wien, um ca. 1932 verdffentlichte. Dieses Buch beinhaltet
sehr viele interessante theoretische Werkzeuge, mit denen es moglich war, fast je-
des Paar von Knoten zu unterscheiden, jedoch handelt es sich um sehr schwierige
und vor allem langwierige Berechnungen, die sich als unpraktisch herausstellten.

(.3)

Das Interesse an der Knotentheorie verbreitete sich immer weiter und viele Kno-
tentheoretiker, Wissenschaftler und Mathematiker erforschten das Gebiet weiter
und erkannten immer mehr ausschlaggebende Zusammenhénge. Sowie auch H.
Schubert, der 1947 geometrische Methoden verwendete, um Beweise iiber die
Zerlegung von Knoten zu erstellen. Nun war somit auch der Zusammenhang zwi-
schen der Geometrie und der Knotentheorie geschaffen, jedoch fehlten immer noch

praktische Methoden zur Untersuchung von Knoten. (S.5)

Erst ab dem Jahr 1970 erlebte die Knotentheorie einen regelrechten Aufschwung,
da sie sich ab diesem Zeitpunkt mit enormer Geschwindigkeit weiterentwickelte.
Nun wurden weitgehend interessante algebraische, sowie auch geometrische Me-
thoden eingefiihrt, und schliellich 16sten die zwei Mathematiker Cameron McAl-
len Gordon und John Edwin Luecke im Jahre 1988 ein grundlegendes Problem
des Gebietes. Die zwei Mathematiker schafften es zu beweisen, dass Knoten mit

dquivalenten Komplementen selbst dquivalent sind.

Es ldsst ich also erkennen, dass obwohl der Begriff des Knotens weit in der Ge-
schichte zuriick liegt, die Knotentheorie erst in den letzten Jahren als Teilgebiet
der Mathematik entdeckt und weiterentwickelt wurde. Da es sich immer noch um
ein Gebiet handelt, das noch nicht komplett erforscht ist und sich somit stets
weiterentwickelt, bleiben noch immer einige Fragen ungeklédrt und offen, jedoch
sind die Resultate der bisherigen Forschungen vielversprechend und liefern eine
sehr gute Einsicht in das Gebiet. (S.7)

12
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3 Grundlagen der Knotentheorie

Fiir das Verstdndnis der Knotentheorie werden vorweg einige Grundbegriffe benétigt.
Im folgenden Kapitel werden wir zuerst einige grundlegende Definitionen und Ei-
genschaften mathematischer Knoten kennenlernen. Wir werden uns auflerdem
mit Deformationen von Knoten befassen und definieren, wann zwei Knoten als
dquivalent oder gleich gelten. Als néchstes werden wir Knoten in der Ebene be-
trachten und der Begriff der Orientierung eines Knotens wird definiert, da wir

all diese Begrifflichkeiten fiir das Verstédndnis der Knotentheorie benotigen.

3.1 Definition eines Knotens

Vorerst stellt sich die Frage was man in der Mathematik als Knoten versteht. Da
der Begriff des Knotens umgangssprachlich haufig verwendet wird, ist es wichtig
darauf zu achten, dass die Definition eines Knotens im mathematischen Sinne rich-
tig verstanden wird. Um einen mathematischen Knoten vereinfacht zu erkléren,
nehme man sich eine Schnur und verschlinge diese nach Belieben. Anschlielend
fiige man die beiden Endpunkte der Schnur so zusammen, dass nicht mehr zu
erkennen ist, dass die Schnur an dieser Stelle vorher unterbrochen war. Stelle
man sich nun die Schnur unendlich diinn vor, so haben wir nun einen Knoten im

mathematischen Sinne erkldrt. (Gratzer und Neumaier 2014, S. 59)

Wenn man nach Definitionen von Knoten sucht, sto3t man auf viele Definitionen,
wobei nicht alle Definitionen fiir das Rechnen mit Knoten geeignet sind. Es gilt
also einen Knoten so zu definieren, dass mathematisch korrekt damit umgegangen
werden kann, und dass Berechnungen korrekt ausgefiihrt werden kénnen. Wenn
man sich einen Knoten vorstellt, wiirde man annehmen, dass es von Vorteil wére
einen Knoten als Kurve im dreidimensionalen Raum zu betrachten. Hier tritt
allerdings das Problem auf, dass eine unendlich oft verknotete Schlinge auch in
Betracht gezogen werden miisste. Betrachten wir dazu als Beispiel den Wilden
Knoten. Einen wilden Knoten erhélt man durch unendliche Knotenprozesse, wie
in Abbildung 3 genauer ersichtlich ist. Solch ein Knoten wére zugelassen. Aller-
dings muss ausgeschlossen werden, dass man Knoten als Kurven im R? definiert,
da sie weit von der Intuition eines Knotens und von physikalischen Verknotungen

entfernt liegen.

13
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Daher wihlen wir fiir den weiteren Verlauf eine Definition von Knoten, die
Knoten als Polygonziige definiert und somit Knoten, wie zum Beispiel den wilden
Knoten ausschliefen. (Livingston 1995, S.11-12)

(/)—T//) _?//)_?’/)-9-30-

Abbildung 3: Wilder Knoten (Livingston 1995, S.12)

Livingston (1995, S.14) definiert Knoten als eine geschlossene Kurve, die man
durch ,, Verbinden “ von Punkten erhélt. Seine Definition entspricht also einer De-
finition von Knoten als Polygonziigen und schlieffit somit unendlich verknotete

Schlingen aus.

Definition 3.1.1
Zu je zwei Punkten p und ¢ im dreidimensionalen Raum sei [p, ¢] die Strecke,
die die beiden Punkte verbindet. Es sei weiters (p, ..., p,) eine geordnete Menge
voneinander verschiedener Punkte. Dann nennt man die Vereinigung aller Stre-
cken [p1,pal, [p2, p3l, - [Pn—1,Pn), [Pn, p1] einen geschlossenen Polygonzug. Wenn
jede der Strecken genau zwei andere Strecken schneidet, und zwar jede an einem

Endpunkt, dann nennt man die Kurve ein fach. (S.14)

Definition 3.1.2
Ein Knoten ist ein einfacher geschlossener Polygonzug im dreidimensionalen

Raum.

14
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In folgender Abbildung sieht man den Kleeblattknoten zur Verdeutlichung der

Definition eines Knotens als Polygonzug.

Abbildung 4: Kleeblattknoten als Polygonzug

Definition 3.1.3
Ein durch drei nicht kollineare Punkte festgelegter Knoten wird als Unknoten

oder trivialer Knoten bezeichnet.

Abbildung 5: Unknoten

In weiterer Folge werden die Knoten nicht immer als Polygonziige dargestellt,
sondern oftmals als Kurven, wobei intuitiv klar ist, dass eine Kurve durch Poly-
gonziige mit einer sehr hohen Anzahl an Strecken, sehr gut approximiert werden

kann.

15
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3.2 Aquivalenz und Deformation von Knoten

Wie bereits im ersten Kapitel erkléart, gab es immer wieder das Problem zu er-
kennen beziehungsweise zu berechnen, wann zwei Knoten als dquivalent galten,
beziehungsweise stellte man sich die Frage, ob man einen Knoten so deformieren
kann, sodass ein anderer entsteht. Vom selben Knoten gibt es viele verschiede-

ne Bilder. Als Beispiel fithren wir hier den Achterknoten in drei verschiedenen

B

Abbildung 6: Achterknoten in drei Projektionen (angelehnt an Adams 1995, S.15)

Projektionen an.

Der Achterknoten ist ein Knoten mir vier Kreuzungen, da es von ihm eine Pro-
jektion mit vier Kreuzungen gibt und keine mit weniger als vier Kreuzungen.
Sieht man sich die Bilder der Knoten an, so wiirde man meinen, es wéren unter-
schiedliche Knoten, obwohl jede dieser Projektionen denselben Knoten darstellt
- némlich den Achterknoten. (Adams 1995, S.15)

Nun geht es darum zu verstehen, wann zwei Knoten im mathematischen Sinne
als dquivalent gelten. Stelle man sich vor, man habe zwei auf den ersten Blick
unterschiedliche Knoten vor sich liegen. Wenn wir nun die Schnurstiicke eines
Knotens in ihrer Lage so verdndern konnen, dass die Erscheinung des Knotens
in die des anderen iibergeht, ohne dabei eine Schere zu verwenden, dann sind
diese beiden Knoten zueinander dquivalent. Zusammengefasst gesagt, sind zwei
Knoten dquivalent, genau dann, wenn sich ein Knoten durch Deformieren in den

anderen umformen lasst. (Gratzer und Neumaier 2014, S. 59)
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3 Grundlagen der Knotentheorie

Definition 3.2.1
Ein Knoten J wird als elementare Deformation des Knotens K bezeichnet, falls
einer der beiden Knoten durch eine Folge von Punkten (py,...,p,), der andere

durch die Folge (po, p1, ..., pn) bestimmt ist, wobei

e der Punkt pg nicht kollinear mit p; und p,, ist, und

e das von (po, p1, pn) aufgespannte Dreieck den durch (p, ..., p,) bestimmten

Knoten nur in der Strecke [py, p,] schneidet.

Definition 3.2.2
Zwei Knoten K und J nennt man &dquivalent, wenn es eine Folge von Knoten
K = Ky, K, ..., K, = J gibt, so dass K; fiir jedes ¢ > 0 eine elementare Defor-
mation von K;_; ist. (Livingston 1995, S.16-17)

Der Aquivalenzbegriff, der in Definition 3.2.2 verwendet wird, besitzt die de-
finierende Eigenschaft einer Aquivalenzrelation, also die der Symmetrie, Transi-
tivitdt und Reflexivitét, die hier alle erfiillt sind. Somit meinen wir, wenn wir
davon sprechen, dass zwei Knoten verschieden sind, dass sie in zwei unterschied-
lichen Aquivalenzklassen liegen. Mochte man zeigen, dass ein Knoten nicht trivial
ist, reicht es zu zeigen, dass er nicht in derselben Aquivalenzklasse liegt, wie ein
trivialer Knoten. (Livingston 1995, S.18)

Beweis 3.2.1

e Reflexivitit: Jeder Knoten J ist immer zu sich selbst dquivalent. Man
kann immer durch eine Modifikation eine elementare Deformation K; von
K finden. Dann ist auch K eine elementare Deformation von K; und fiir
die Folge K = Ky, Ky, Ky = K gilt, dass K; fiir i« = 1,2 eine elementare

Deformation von K;_; ist.

e Symmetrie: Wenn ein Knoten K zu einen Knoten J dquivalent ist, was so
viel bedeutet, wie es gibt eine Folge von Knoten K = Ky, K1, K», ... K, =
J, so dass K; fiir 1 < i < n eine elementare Deformation von K ist, so
ist J zu K &quivalent. Es gilt, dass wenn K; eine elementare Deformation
von K ist, dann ist auch K eine elementare Deformation von K;. Fiir
die Folge J = Jy, Ji, ..., J, = K von Knoten mit J; := K, 1,0 < k < n,
gilt also, dass J; = K,_; fiir alle 1 < ¢ < n eine elementare Deformation

von Ji—l = Kn—i+1 ist.
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3 Grundlagen der Knotentheorie

e Transitivitiat: Wenn ein Knoten K zu einem Knoten J dquivalent ist, das
heifit gibt es eine Folge von Knoten K = Ky, K4, ..., K,, = J, so dass K;
fiir jedes 1 < ¢ < n eine elementare Deformation von K; i ist, und ist
weiteres J zu einem Knoten L #dquivalent, was bedeutet es gibt eine Folge
von Knoten J = Jy, Ji,...,J, = L, so dass J; fiir jedes 1 < ¢ < n eine
elementare Deformation von J;_; ist, so ist auch K zu L dquivalent, da die
Folge K = Ky, Ky,....K,, = J = Jy, J1,....,J, = L die Bedingung erfiillt,
dass jeder in ihr vorkommende Knoten eine elementare Deformation des

vorangegangen ist. (Veyhelmann 2011, S.10-11)

Abschlielend noch ein Beispiel fiir eine legitime und eine nicht zugelassene De-

formation eines Knotens.

Beispiel 3.2.1
Die Abbildung 7 zeigt eine legitime Deformation wobei man hingegen in Abbil-

dung 8 ein Bild sieht, das eine nicht zugelassene Deformation darstellt.

(T

Abbildung 7: Legitime Deformation

Abbildung 8: Nicht zugelassene Deformation
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3 Grundlagen der Knotentheorie

Bemerkung 3.2.1

Es ist zusammenfassend also wichtig, dass man zwischen einem mathematischen
Knoten und einem umgangssprachlich verwendeten Knoten genau unterscheidet.
Anhand der Definitionen 3.1.1 und 3.1.2 kénnen wir nun erkennen, dass ein ma-
thematischer Knoten also immer geschlossen ist. Das heifit, der Knoten besitzt
kein Ende und keinen Anfang. Durch die Definition 3.1.3 lésst sich nun erkennen,
dass ein mathematischer Knoten beliebig dehn- und zusammenziehbar ist, was
wiederum eine Eigenschaft eines mathematischen Knotens ist. Als dritter und
letzter Punkt gilt fiir einen mathematischen Knoten, dass er keine Dicke besitzt,

das heiflt, dass der Knoten unendlich diinn ist.
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3 Grundlagen der Knotentheorie

3.3 Darstellung von Knoten in der Ebene

Im mathematischen Sinne haben wir den Knoten als dreidimensional, das heifit
als Teilmenge des Raumes definiert. Trotzdem arbeitet man mit Knoten meist in
der Ebene, dies ist moglich, indem man mit Projektionen arbeitet. Dazu werden
wir nun die Begriffe Knotendiagramm und Projektionen von Knoten genauer
definieren und betrachten. Vereinfacht gesagt wird einem Tripel (z,y, z) im Raum
ein Paar in der Ebene (z,y) zugeordnet, dies nennt man Projektionsabbildung.
Das Bild eines Knotens wird dann als Projektion dieses Knotens bezeichnet. Da
Projektionen nicht mehr umkehrbar sind, das heifit, dass sich aus einer Projekti-
on das genaue Urbild nicht mehr bestimmen l&sst, muss bei der Erstellung einer
Projektion folgendes beachtet werden: Sobald die Kurve auf der Ebene projiziert
ist, ldsst man Liicken in den Zeichnungen der Projektion, um anzumerken, welche
Teile des Knotens durch einen anderen Teil hindurchlaufen. Eine solche Zeichnung

wird als Knotendiagramm bezeichnet.

Definition 3.3.1
Eine Knotenprojektion heifit requlare Projektion, sofern nie drei Punkte des
Knotens auf denselben Punkt projiziert werden und kein Eckpunkt auf denselben

Punkt projiziert wird, wie irgendein anderer Punkt des Knotens.

Wenn man mit Knotendiagrammen arbeitet, so werden die Punkte im Dia-
gramm, die den doppelten Punkten in der Projektion entsprechen, als Kreuzungen
oder Kreuzungspunkte bezeichnet. Die Zweige des Knotens, die iiber einem
Kreuzungspunkt liegen nennt man Uber fithrung oder Uberkreuzung. Die Zweige
des Knotens, die unterhalb eines Kreuzungspunktes liegen nennt man Unter fiihrung

oder Unterkreuzung.

Nun noch ein Satz, der Knotendiagramme und Knoten miteinander in Bezie-

hung setzt und somit die Wichtigkeit der Knotendiagramme zeigt.
Satz 3.3.1

Besitzen zwei Knoten K und J regulére Projektionen und identische Diagramme,

so sind sie dquivalent. (Livingston 1995, S.19-22)
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3 Grundlagen der Knotentheorie

3.4 Orientierung eines Knotens

Wie der Name des Kapitels bereits verrdt, konnen Knoten orientiert werden.
Dabei wird an einer Stelle eine Durchlaufrichtung gewéhlt, in der dann der ge-
samte Knoten durchlaufen wird. Fiir die Definition der Orientierung des Knotens

benotigen wir vorab die Definition der Eckpunkte von Knoten.

Definition 3.4.1
Wenn die geordnete Menge (py, ...,p,) einen Knoten definiert und es aber kei-
ne echte geordnete Teilmenge gibt, die denselben Knoten definiert, so heiflen die
Elemente der Menge {p;} Eckpunkte des Knotens. (Livingston 1995, S.15)

Definition 3.4.2
Ein orientierter Knoten besteht aus einem Knoten und einer Anordnung seiner
Eckpunkte. Die Anordnung muss dabei so gewéhlt werden, dass sie den urspriing-
lichen Knoten definiert. Man bezeichnet dann zwei Anordnungen als dquivalent,

wenn sie sich nur um eine zyklische Permutation unterscheiden. (S.23)
Die Orientierung von Knoten wird meist anhand von Pfeilen in ihrem Dia-
gramm angegeben. Man unterscheidet dann in rechtshandigen Kreuzungen und

linkshandigen Kreuzungen.

In der Abbildung 9 sieht man eine rechtshindige Kreuzung (blau) und eine

linkshéndige Kreuzung (griin).
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3 Grundlagen der Knotentheorie

>
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Abbildung 9: Orientierung von Knoten

Durch die Definition der Aquivalenz von Knoten und der der Orientierung von

Knoten, konnen nun auch orientiert aquivalente Knoten definiert werden.

Definition 3.4.3
Zwei orientierte Knoten heiflen orientiert aquivalent, wenn es eine Folge von ele-

mentaren Deformationen gibt, die den einen orientierten Knoten in den anderen
tiberfithren. (Livingston 1995, S.24)

Beispiel 3.4.1 (Unknoten)
cos(t)
Betrachten wir als Beispiel fiir den Unknoten die Kreislinie ¢(t) = | sin(t)
0

Jeder zur Kreislinie ¢(t) dquivalent orientierter Knoten heifit Unknoten.

Abbildung 10: Kreis

Folgender Knoten ist auch ein Unknoten:

Denn es gilt:
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3 Grundlagen der Knotentheorie

Abbildung 11: Beispiel fiir Unknoten

(a) Unknoten (b) Deformation (c) Kreis

Abbildung 12: Beispiel fiir Deformation bis Unknoten

Bei der Unterscheidung zwischen Aquivalenz und der orientierten Aquivalenz
von Knoten handelt es sich um eines der schwierigsten Probleme in der Knoten-
theorie, da aus dquivalent nicht immer orientiert dquivalent folgt. Das bedeutet
zwei orientierte Knoten, die dquivalent sind, miissen nicht immer orientiert dqui-
valent sein. Dies zeigte H. Trotter bereits im Jahre 1963 fiir das Beispiel des
Brezelknotens. (Livingston 1995, S.24)

Bemerkung 3.4.1

Trotz diesen sehr aufschlussreichen Definitionen fiir Knoten gibt es immer noch
die Schwierigkeit zu entscheiden, ob zwei Knoten zueinander dquivalent sind oder
nicht. Stelle man sich vor, man nehme eine Schnur ohne Ende und Anfang und
spiele mit dieser Schnur einige Zeit herum, bis man es schafft die Schnur zu ent-
wirren. Somit hat man die Gewissheit, dass es sich um einen Unknoten handelt.
Was wire aber, wenn man es probiert den Knoten zu entwirren und es nach drei
Wochen immer noch nicht geschafft hat? Es konnte dann immer noch sein, dass
es sich bei diesem Knoten um einen Unknoten handelt, hdtte man sich vielleicht
10 Minuten ldnger damit beschéftigt, so hédtte man es vielleicht geschafft den
Knoten zu entwirren. Dies verdeutlicht, dass dieses Experiment also kein Ende
zu nehmen scheint.

Doch verdffentlichte Wolfgang Haken bereits im Jahre 1961 ein Verfahren, das
dariiber entscheidet, ob es sich bei einem Knoten um einen Unknoten handelt.

Jedoch handelt es sich dabei nicht um ein einfaches Verfahren, sondern man
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3 Grundlagen der Knotentheorie

wiirde dafiir einen Computer benotigen, wo es moglich wére die Knotenprojek-
tion einzugeben. AnschlieBend wiirde der Computer den Algorithmus ausfithren
und am Ende mitteilen, ob es sich bei dem eingegebenen Knoten um einen Unk-
noten handelt. Trotzdem, dass der Algorithmus von Wolfgang Haken bereits seit
1961 bekannt ist, ist es noch immer nicht gelungen ein Computerprogramm zu
entwickeln, mit dem man den Algorithmus ausfithren kénnte, da dieser zu kom-
pliziert ist. Es handelt sich bei der Knotentheorie also um ein Gebiet, wo noch
viele spannende Fragen offen sind. (Adams 1995, S.16)
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3 Grundlagen der Knotentheorie

3.5 Zusammengesetzte Knoten

Hat man zwei Projektionen von Knoten gegeben, so ist es moglich aus den beiden
Projektionen einen neuen Knoten zu bilden. Dabei schneidet man einen kleinen
Bogen aus beiden Projektionen heraus und verbindet die vier gerade entstandenen
Eckpunkte mit zwei neuen Bégen - daraus entsteht ein neuer Knoten. Dies wird

Zusammensetzung beider Knoten oder zusammenhangende Summe genannt.

O (AL

Abbildung 13: Zusammensetzung von zwei Knoten (angelehnt an Adams 1995,
S.20)

Beim Verbinden der beiden Projektionen der Knoten gilt Folgendes zu beach-
ten: Man nehme an, die beiden Projektionen iiberlappen sich nicht. Um Uber-
kreuzungen zu vermeiden, werden die beiden Bogen, die rausgeschnitten werden
so gewahlt, dass sie an den Auflenseiten der jeweiligen Projektion liegen. An-
schliefend werden die beiden neuen Bogen so konstruiert, dass sie einander nicht
kreuzen und, dass sie auch die urspriingliche Knotenprojektion nicht kreuzen. So
wie auch in Abbildung 13 oben dargestellt.

Sofern also zwei nicht dquivalente Knoten als zusammenhéngende Summe darge-
stellt werden kénnen, nennt man den neu entstandenen Knoten zusammengesetzt.
Die beiden Knoten, aus denen der zusammengesetzte Knoten entstanden ist, wer-
den als Faktorknoten bezeichnet. Zu beachten gilt jedoch, dass die Zusammen-
setzung eines Knotens mit dem Unknoten wieder denselben Knoten ergibt. Das
bedeutet zum Beispiel, dass die Zusammensetzung eines Kleeblattknotens mit
dem Unknoten wieder den Kleeblattknoten ergibt. Dies kann man vergleichen
mit der Addition einer ganzen Zahl und Null. Addiert man zu einer ganzen Zahl

die Zahl Null, so erhélt man wieder dieselbe ganze Zahl.
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3 Grundlagen der Knotentheorie

D) - Qo

Abbildung 14: Zusammensetzung von einem Knoten mit dem Unknoten (ange-
lehnt an Adams 1995, S.21)

Wenn man einen Knoten gegeben hat, der nicht die Zusammensetzung zweier
Knoten ist die nicht dquivalent sind, so spricht man von einem Primknoten. Ein
geeignetes Beispiel dafiir ist wieder der bereits bekannte Kleeblattknoten. Auch
dies ist wieder ein komplexer Bestandteil der Knotentheorie, da es nicht immer
ersichtlich ist, ob es sich bei einem Knoten um einen Primknoten handelt oder
nicht. Wenn man den Kleeblattknoten oder beispielsweise auch den Achterknoten
betrachtet, so ist ziemlich schnell ersichtlich, dass es sich dabei um Primknoten
handelt. Dies ist jedoch nicht immer der Fall. Betrachtet man den Knoten in Ab-
bildung 15 so ist es sehr schwierig mit blolem Auge zu erkennen, ob es sich dabei

um einen Primknoten oder um einen zusammengesetzten Knoten handelt.

Abbildung 15: Primknoten oder zusammengesetzter Knoten? (angelehnt an
Adams 1995, S.21)

Somit haben wir es auch hier mit einer Fragestellung der Knotentheorie zu tun,
die sehr schwierig und nur mit komplexen Vorgéingen losbar ist. (Adams 1995,
S.20-21)
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4 Kombinatorische Techniken

4.1 Reidemeister-Bewegungen

Die Reidemeister — Bewegungen gehen, wie der Name bereits sagt, auf den deut-
schen Mathematiker Kurt Reidemeister zuriick. Im Jahre 1932 veroffentlichte er
sein Buch Knotentheorie, indem er einige interessante und wichtige Ergebnisse
seiner Forschung {iber Knoten verschriftlichte. Sein Buch besteht aus vier Kapi-
teln, in denen er die Beziehung zwischen Knoten und Matrizen, zwischen Knoten

und Gruppen und zwischen Knoten und ihren Projektionen beschreibt.

Unter anderem definiert er in seinem Buch auch die Retdemeister — Bewegungen,
bei denen es um die Deformation eines Knotens geht, bzw. beschreibt er mit wel-
chen Schritten man einen Knoten in einen anderen iiberfithren kann. Reidemeis-
ter {iberlegte sich vorab wie viele verschiedene Deformierungsschritte iiberhaupt
moglich waren. Dabei fand er heraus, dass sich die Knotendiagramme von zwei
dquivalenten Knoten mit nur drei Arten von Schritten ineinander {iberfiihren las-
sen. Diese drei Arten von Schritten nannte er Reidemeister — Bewegungen, die

wir im Folgenden genauer betrachten werden. (Gratzer und Neumaier 2014, S. 59)

Reidemeister-Bewegungen

1. Ent-/Verdrillung (Typ 1)

N

N\

S

\

Abbildung 16: Reidemeister-Bewegung vom Typ 1

/

Bei der Reidemeister-Bewegung vom Typ 1 wird dem Knoten eine Schleife
hinzugefiigt oder eine aus ihm herausgenommen. Es wird vorausgesetzt, dass
das Knotendiagramm bzw. die Projektion bis auf die im Bild dargestellte

Anderung unveréndert bleibt.
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2. Ent-/Verhikelung (Typ 2)

Abbildung 17: Reidemeister-Bewegung vom Typ 2

Bei der Reidemeister-Bewegung vom Typ 2 ist es erlaubt zwei Kreuzungen

hinzuzufiigen oder zu entfernen.

3. Verschiebung von Schnurstiicken (Typ 3)

N /H\/
I NN

Abbildung 18: Reidemeister-Bewegung vom Typ 3

Bei der Reidemeister-Bewegung vom Typ 3 ist es erlaubt einen Strang des
Knotens von einer Seite der Kreuzung auf die andere zu verlegen. (Adams
1995, S.25)

Nach der Definition der Reidemeister — Bewegungen erhalten wir weitere Bewe-
gungen, die den Reidemeister — Bewegungen sehr dhnlich sind und deshalb auch

meist dazugerechnet werden. Hier einige Beispiele fiir die genannten Bewegungen:
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y

<

Abbildung 19: Beispiel fiir weitere Reidemeister-Bewegung vom Typ 1
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Abbildung 20: Beispiel fiir weitere Reidemeister-Bewegung vom Typ 2

Abbildung 21: Beispiel fiir weitere Reidemeister-Bewegung vom Typ 3

/

4 /\

Abbildung 22: Beispiel fiir weitere Reidemeister-Bewegung vom Typ 3
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Zu beachten ist, dass sich durch Reidemeister-Bewegungen niemals der Knoten
verandert, sondern nur die Projektion des Knotens, der Knoten bleibt derselbe.
Vor ca. 94 Jahren fiihrte der Mathematiker den dafiir ausschlaggebenden Beweis
durch. Wenn man zwei unterschiedliche Projektionen von Knoten gegeben hat, so
ist es moglich durch eine Folge von Reidemeister-Bewegungen die eine Projektion
in die andere tiberzufithren. Dies formulierte er in folgendem Satz: (Adams 1995,
S.25)

Satz 4.1.1
Sind zwei Knoten dquivalent, so lassen sich ihre Diagramme durch eine Folge von

Reidemeister-Bewegungen ineinander iiberfiihren.

Beweisidee

Es seien K und J zwei dquivalente Knoten und besitzen beide reguldre Projektio-
nen, dann kann der Knoten K in den Knoten J durch eine Folge von elementarer
Deformationen iibergehen, da die Knoten iiber eine Folge von Deformationen zu-
sammenhédngen. Eine zusétzliche kleine Drehung sichert, dass die Projektionen
aller Knoten der Folge reguldr sind. Der Beweis wird deshalb auf den Fall zuriick-
gefiihrt, dass zwei Knoten iiber eine elementare Deformation zusammenhéngen.
Anhand einer weiteren Drehung ldsst sich feststellen, dass das Dreieck, entlang
dem die Deformation durchgefithrt wurde, auf ein Dreieck in der Ebene proji-
ziert wird. Sollten sich viele Kreuzungen innerhalb des Dreiecks befinden, was
durchaus sein kann, so ldsst sich das Dreieck in viele kleine Dreiecke untertei-
len, wobei jedes dieser Dreiecke dann hochstens eine Kreuzung enthalten soll.
Somit lasst sich anhand dieser Unterteilung die elementare Deformation durch
eine Folge vieler kleiner Deformationen beschreiben. Zuletzt wird iiberpriift, dass
bei kleinen Deformationen nur Reidemeister-Bewegungen auftreten, dann ist der
Beweis abgeschlossen. (Livingston 1995, S.28-29)
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Beispiel 4.1.1

Entknotung mit Reidemeister-Bewegungen:

X ( o

(a) Entknotung mit Reidemeister-Bewegung (b) Entknoteter Kno-
ten

Abbildung 23: Beispiel fiir Entknotung mit Reidemeister-Bewegung

Durch den Satz 4.1.1. von Kurt Reidemeister erhélt man einen elementaren
Zugang zur Knotentheorie. Sein Satz besagt, dass zwei Knoten genau dann aqui-
valent sind, wenn sie sich durch Reidemeister-Bewegungen ineinander iiberfithren
lassen. Das heifit mit anderen Worten, dass es einen endlichen Algorithmus gibt,
der entscheidet, ob zwei Knotendiagramme zueinander dquivalent sind. Vor Rei-
demeister war ein solcher Entknotungsalgorithmus nicht bekannt, und gerade
deshalb stellen die Reidemeister-Bewegungen in der Knotentheorie einen sehr

wichtigen Bestandteil dar.

Doch wie bereits im vorherigen Kapitel der Geschichte der Knotentheorie ge-
schrieben, handelt es sich oft um sehr schwere und duflerst komplizierte Vorgéinge,
wenn man die Reidemeister-Bewegungen anwendet, deshalb stellen sie zwar einen
elementaren Zugang zur Knotentheorie dar, jedoch handelt es sich noch um
ein unpraktisches Werkzeug. Als Beispiel mochten wir hier den Kleeblattkno-
ten erwahnen. Vom Kleeblattknoten ist bekannt, dass er nicht seinem Spiegelbild
gleicht, jedoch ist kein Beweis dieser Tatsache bekannt, indem die Reidemeister-
Bewegungen angewandt werden. Dies hat den Grund, dass selbst wenn man be-
weisen konnte, dass es mit 1.000.000.008 Reidemeister-Bewegungen nicht gelingt,

kénnte es immer noch mit der 1.000.000.009 Bewegung gelingen.
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4.2 Dreifarbigkeit von Knoten

In dieser Arbeit wurde bisher eine sehr wichtige Tatsache der Knotentheorie zwar
bereits erwihnt, jedoch noch nicht genauer betrachtet und bewiesen. Es handelt
sich dabei um die Tatsache, dass es tatséchlich auler dem Unknoten noch weitere
Knoten gibt. Wir haben bereits Moglichkeiten kennengelernt einen Knoten auf
einen Unknoten iiberzufithren und vor allem iiber Taits Knotentafel gesprochen,
in der er versucht hat, alle nicht dquivalenten Knoten, die es gibt, aufzuzéhlen,
wobei dabei keiner doppelt vorkommen sollte und auch keiner vergessen werden
sollte. Weiteres wurde des Ofteren erwihnt, dass es sich dabei um eine sehr kom-
plexe und herausfordernde Aufgabe handelt, da Tait nur sehr wenige Werkzeuge
zur Verfiigung hatte. Jedoch haben wir uns noch nicht die Frage gestellt, ob es
tatséchlich noch weitere Knoten aufler dem Unknoten gibt. Wenn dies nicht so
wére, so wiirde man jeden Knoten in den Unknoten iiberfithren konnen. Intuitiv
ist klar, dass dies nicht der Fall sein kann, trotzdem muss eine Moglichkeit gefun-
den werden, dies auch zu zeigen. Dazu werden wir im Folgenden den Begriff der
Dreifarbigkeit definieren und anschliefend zeigen, dass neben dem Unknoten

noch mindestens ein weiterer Knoten existiert.

Definition 4.2.1
Eine Verschlingung ist eine Menge von verknoteten Schleifen, die wiederum al-
le untereinander verschlungen sein koénnen. Zwei Verschlingungen werden als
gleich angesehen, sofern sich eine von den beiden in die andere so deformieren
ldsst, dass sich zu keinem Zeitpunkt beim Deformieren eine der Schleifen der

einen Verschlingung mit sich selbst oder mit irgendeiner der anderen schneidet.

Definition 4.2.2
Ein Abschnitt, der eine Kreuzung mit einer anderen verbindet und dabei andere
Abschnitte des Knotens nur oberhalb kreuzt wird Strang in der Projektion einer

Verschlingung genannt.

Definition 4.2.3
Man nennt die Projektion eines Knotens dre:farbig, wenn jeder ihrer Stringe
mit einer von den drei Farben so eingefarbt werden kann, dass an jeder Kreu-
zung, die sich dort treffenden Strénge entweder genau drei verschiedene oder alle
dieselbe Farbe aufweisen. Insbesondere wird fiir die Dreifarbigkeit gefordert, dass

mindestens zwei der drei Farben Verwendung finden.
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Nun weiter mit unserer Frage, ob es neben dem Unknoten noch weitere Knoten
gibt. Dazu betrachten wir den Kleeblattknoten. Die Abbildung 24 zeigt das Kno-
tendiagramm eines Kleeblattknotens. Dort erkennt man, dass die Projektion des
Kleeblattknotens dreifarbig ist, da an jeder Kreuzung drei verschiedene Farben

zusammentreffen und bei keiner Kreuzung genau zwei Farben aufeinandertreffen.

Abbildung 24: Kleeblattknoten dreifarbig

Beweis 4.2.1
Es ist nun noch sehr wichtig anzumerken, dass Reidemeister-Bewegungen jedes
Typs keinen Einfluss auf die Dreifarbigkeit eines Knotens haben. Nur so gelingt es
uns mit der Dreifarbigkeit einen Knoten zu finden, der vom Unknoten verschieden
ist. Dafiir werden wir nun jeden der drei Typen der Reidemeister-Bewegungen

genauer betrachten:

e Ent-/Verdrillung (Typ 1): Wird eine Reidemeister-Bewegung vom Typ
1 auf einen Knoten angewandt, das heifit, es wird entweder eine neue Kreu-
zung gebildet oder beseitigt, so bleibt die Dreifarbigkeit erhalten, da wir

die Farben aller Stringe so belassen kénnen, wie sie sind.

- 0

Abbildung 25: Typ 1 verdndert die Dreifarbigkeit nicht
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e Ent-/Verhikelung (Typ 2): Bei der Reidemeister-Bewegung vom Typ 2
ist es erlaubt, zwei Kreuzungen hinzuzufiigen oder zu entfernen. Betrach-
ten wir zuerst den Fall, dass zwei Kreuzungen hinzugefiigt werden. Sind
die beiden urspriinglichen Stréinge unterschiedlich geférbt, so haben wir die
Moglichkeit, den Bogen, der die neuen Kreuzungen verbindet, als neuen
Strang einzufithren und diesen mit der dritten Farbe einzufarben. Somit ist
die durch Typ 2 entstandene Knotenprojektion dreifarbig. Wenn die beiden
urspriinglichen Strange bereits die gleiche Farbe haben, so miissen wir die
Farbe des neuen Stranges nicht &ndern, konnen diese also belassen und an
den neu entstandenen Kreuzungen erhalten wir die eine Farbe. Betrachten
wir nun den Fall, dass zwei Kreuzungen entfernt werden. In diesem Fall
haben alle Strédnge entweder die gleiche Farbe, oder es kommen drei ver-
schiedene Farben, so wie in Abbildung 26 (b), vor. Somit erhélt auch die
Reidemeister-Bewegung vom Typ 2 die Dreifarbigkeit. (Adams 1995, S.35-
37)

ok

(a) Gleiche Farbe ) Unterschiedliche Farben

Abbildung 26: Typ 2 verdndert die Dreifarbigkeit nicht

e Verschiebung von Schnurstiicken (Typ 3): Bei der Reidemeister-Bewegung

vom Typ 3 ist es erlaubt, einen Strang des Knotens von einer Seite der
Kreuzung auf die andere zu verlegen. Auch der Typ 3 der Reidemeister-
Bewegungen beeinflusst die Dreifarbigkeit nicht. Dies muss in drei unter-
schiedlichen Féllen gezeigt werden.
Im ersten Fall nehmen wir an, dass die betrachteten Strange im Knoten-
diagramm zwei mehrfarbige und eine einfarbige Kreuzung bilden. Wendet
man auf diese Ausgangssituation nun die Reidemeister-Bewegung vom Typ
3 oder dessen Umkehrung an, so bleiben oder werden immer mindestens
zwei Kreuzungen mehrfarbig.

Im zweiten Fall gehen wir davon aus, dass die betrachteten Strdnge im
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Knotendiagramm drei mehrfarbige Kreuzungen bilden. Auch in diesem Fall
bleiben oder werden immer mindestens zwei Kreuzungen mehrfarbig, wenn
man die Reidemeister-Bewegung vom Typ 3 oder dessen Umkehrung darauf
anwendet.

Im dritten Fall gehen wir davon aus, dass die betrachteten Stringe im Kno-
tendiagramm gleichfarbig sind und somit eine einfarbige Kreuzung bilden.
Bei dieser Ausgangssituation wird durch die Reidemeister-Bewegung vom
Typ 3 und dessen Umkehrung keine weitere Farbe hinzugefiigt, und somit
bleibt die Dreifarbigkeit des Knotens erhalten.

VAVIVAN
SNANPANVAN

(a) Gleiche Farbe (b) Unterschiedliche Farben
(¢) Unterschiedliche Farben (d) Unterschiedliche Farben

Abbildung 27: Typ 3 verdndert die Dreifarbigkeit nicht

Wir haben nun also gesehen, dass keine der Reidemeister-Bewegungen Einfluss
auf die Dreifarbigkeit eines Knotens nimmt, das heifit, Reidemeister-Bewegungen
erhalten die Dreifarbigkeit. Dies ist eine sehr wichtige Erkenntnis, da uns diese
darauf schlielen ldsst, dass entweder jede Projektion eines Knotens oder keine
einzige dreifarbig ist. Das heifit die Dreifarbigkeit hdngt nur vom Knoten und

nicht von dessen Projektion ab.

Zuriick also zu unserem Beispiel des Kleeblattknotens. Dies bedeutet nun al-

so, dass nicht nur das oben abgebildete Knotendiagramm des Kleeblattknotens
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(Abbildung 24) dreifarbig ist, sondern jede Projektion des Kleeblattknotens ist
dreifarbig. Betrachtet man jedoch den Unknoten, so konnen wir diesen mit Ge-
wissheit nur in eine Farbe farben, da dieser nur aus einem Strang besteht. Somit
ist gezeigt, dass es sich bei dem Kleeblattknoten und dem Unknoten definitiv um
zwei verschiedene Knoten handelt. Also gibt es vom Unknoten mindestens einen

nicht dquivalenten Knoten.
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In diesem Abschnitt dieser Arbeit werden wir den Begriff der Invarianten einfiithren.
Bei dem Begriff der Invariante handelt es sich um eine Eigenschaft eines Knoten-
diagrammes. Dabei wird einem Knotendiagramm eine Eigenschaft zugeordnet.
Bei dieser Eigenschaft kann es sich zum Beispiel um eine Zahl, eine Matrix, ein
Polynom usw. handeln. Wichtig ist, dass man von dieser Eigenschaft bewiesen
hat, dass die Reidemeister-Bewegungen auf sie keinen Einfluss nehmen, also dass
ein Knotendiagramm mit einer solchen Eigenschaft, nach der Anwendung der
Reidemeister-Bewegungen immer noch diese Eigenschaft besitzt. Eine solche Ei-
genschaft wird als Knoteninvariante bezeichnet. Die Knoteninvariante teilt die
Menge aller Knoten somit in zwei Klassen ein, ndmlich in die Klasse der Knoten,
die die Eigenschaft besitzen und in die Klasse der Knoten, die die Eigenschaft
nicht besitzen. Damit lasst sich zeigen, dass zwei Knoten, die beziiglich der
Knoteninvariante in zwei verschiedenen Klassen liegen, verschiedene Knoten sind.

Liegen sie in derselben Klasse, so ist noch nichts entschieden. (Haftendorn, S.7)

5.1 Die Entknotungszahl

Betrachtet man Knotendiagramme, so fallt schnell auf, dass jedes dieser Knoten-
diagramme eine gewisse Anzahl an Kreuzungen hat. Nun stelle man sich vor, man
nehme ein Knotendiagramm und &ndert alle Kreuzungen in diesem Diagramm so
ab, dass eine rechtshiandige Kreuzung zu einer linkshéndigen wird und umgekehrt.

Dies schafft man auf folgende Art und Weise:

Gegeben sei also bereits ein Knotendiagramm. Man erstellt nun ein zweites neu-
es Knotendiagramm, bei dem man beginnend bei einem Punkt ¢ an der Knoten-
projektion entlanglauft. Dabei wird jeder Knotenpunkt zwei Mal passiert, jedoch
soll beim zweiten Passieren der Strang unterhalb des ersten verlaufen. Dazu das
Beispiel am Kleeblattknoten in der Abbildung 28 unterhalb. (Livingston 1995,
S.117-118)
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O

Abbildung 28: Kleeblattknoten rechts- und linkshéndig

Definition 5.1.1
Ein Knoten K hat die Entknotungszahl n, genau dann, wenn es eine Projektion
des Knotens gibt, in der die Anderung von n Kreuzungen zu einer Projektion
des Unknotens fithrt und wenn es keine anderen Projektionen gibt, bei der weni-
ger als n derartige Anderungen diese Wirkung erzielen. Die Entknotungszahl n

bezeichnet immer die minimale Anzahl von Kreuzungsdnderungen.(Adams 1995,

S.69)

Satz 5.1.1
Die Entknotungszahl jedes Knotens ist endlich.

Dies folgt daraus, dass man anhand der Anderung einer Teilmenge der Menge
aller Kreuzungen dieser Projektion jede Knotenprojektion in die Projektion des

Unknotens tiberfithren kann.

Beweis 5.1.1
Gegeben sei eine Knotenprojektion, auf der wir einen Anfangspunkt p wéhlen.
Dabei treffen wir die Annahme, dass der Punkt p kein Kreuzungspunkt ist. Aufler-
dem wahlen wir am Anfangspunkt eine Richtung, in der wir dem Knotenverlauf
folgen. Wir beginnen nun im Punkt p und gehen in die vorgegebene Richtung ent-
lang des Knotendiagrammes. Sobald wir auf die erste Kreuzung treffen, dndern
wir, falls nétig, die Uberkreuzungsart so ab, dass der Strang, auf dem wir uns
gerade bewegen, oben liegt. Sollte der Strang bereits oben liegen, so ist keine
Anderung nétig. Wir machen damit solange weiter, bis wir wieder am Anfangs-
punkt p ankommen. Sollten wir auf dem Weg zum Punkt p eine Kreuzung pas-
sieren, an der wir bereits waren, so dndern wir die Uberkreuzungsart nicht ab,
sondern passieren die Kreuzung nun auf dem Strang, der unterhalb liegt. Wieder
am Punkt p angelangt, haben wir nun eine Knotenprojektion vor uns liegen, die
aus der urspriinglichen Knotenprojektion, durch Anderungen der Kreuzungen,

entstanden ist. Wir werden nun im Weiteren beweisen, dass es sich dabei um eine
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Projektion des Unknotens handelt.

Um sich dies besser vorstellen zu koénnen, betrachten wir nun den Knoten im
dreidimensionalen Raum. Dabei soll die z — Achse senkrecht aus der Projekti-
onsebene in Richtung auf den Betrachter herausragen. Anschliefend starten wir
wieder mit unserem Anfangspunkt p, den wir in der Hohe der Ebene mit der
z — Koordinate 1 anordnen. Wihrendem wir nun dem Knotenverlauf vom Punkt
p aus wieder folgen, verkleinern wir die z — Koordinaten der Punkte des Kno-
tens gleichméfig. Dies machen wir so lange, bis wir fast wieder im Anfangspunkt
p angekommen sind. Nun soll dieser letzte Punkt die 2 — Koordinate 0 haben.
Anfangs haben wir jedoch dem Anfangspunkt p die z — Koordinate 1 gegeben.
Somit liegen nun Anfangs- und Endpunkt in den z — Koordinaten 1 und 0, die
wir durch eine senkrechte Linie verbinden, um die Knotenlinie zu schliefSen. Be-
trachten wir nun die Knotenprojektion in Richtung der z — Achse nach unten, so
sehen wir die Knotenprojektion, die wir durch die Anderungen der Kreuzungen
erzeugt haben. Wenn wir uns die Knotenprojektion jedoch von der Seite ansehen,
so sehen wir eine Projektion, die keine einzige Kreuzung besitzt. Somit handelt
es sich dabei um den Unknoten. Zur Verdeutlichung dieses Beweises fithren wir
dafiir eine Abbildung an. (Adams 1995, S.70-71)

(a) Abgeénderte Projektion (b) Schrig von der Seite

z/

z:0

(c) Seitliche Perspektive

Abbildung 29: Blickwinkel aus drei Perspektiven(angelehnt an Adams 1995, S.71)
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Bemerkung 5.1.1.

Wie sich vielleicht bereits erahnen ldsst, ist es im Allgemeinen sehr schwierig,
die Entknotungszahl zu bestimmen. Betrachtet man beispielsweise eine einzige
Projektion eines Knotens und schlieit aus dieser eine gewisse Entknotungszahl,
so ist es nicht sicher, dass diese Entknotungszahl auch die richtige ist. Es konnte
durchaus sein, dass die Entknotungszahl geringer oder grofler ist, als aus dieser
einen Projektion ersichtlich. Um die Entknotungszahl genau zu bestimmen muss
ein relativ groffer Aufwand betrieben werden. Beispielsweise dauerte es 100 Jahre
bis es ein Mathematiker schaffte zu zeigen, dass Primknoten die Entknotungszahl
1 besitzen. (Adams 1995, S.72)
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5.2 Die Kreuzungszahl

Wie der Name des Kapitels bereits verrdt werden wir im néchsten Abschnitt die

Kreuzungszahl definieren.

Definition 5.2.1.
Die kleinstmogliche Zahl von Doppelpunkten, die in einer Projektion eines Kno-

tens vorkommen, wird Kreuzungszahl genannt.

Wie wir bereits in mehreren Abbildungen von Knoten gesehen haben, besitzt
jede regulidre Projektion eines Knotens eine endliche Anzahl von Doppelpunk-
ten. Die Anzahl dieser Doppelpunkte kann je nach Projektion variieren, da die
Reidemeister-Bewegungen vom Typ 1 und 2 diese verdndern. Als Beispiel lasst
sich jedoch leicht erkennen, dass der Unknoten die Kreuzungszahl 0 besitzt und
der Kleeblattknoten die Kreuzungszahl 3. Trotzdem, dass es zu jeder Kreuzungs-
zahl nur endlich viele Knoten gibt, ist es schwierig all diese Knoten aufzulisten.
(Livingston 1995, S.116-117)

41



5 Knoteninvarianten

5.3 Die Briickenzahl

Bei der Briickenzahl handelt es sich um eine weitere Knoteninvariante. Wie bereits
bekannt ist, ldsst sich ein Knoten in mehreren Projektionen darstellen. Zusatzlich
ist es moglich jede Projektion so zu verformen, dass es nur endlich viele relative
Maxima und Minima gibt. In Abbildung 30 sieht man einen Knoten, bei dem die

Maxima und Minima markiert sind. (Livingston 1995, S. 123)

L

Abbildung 30: Maxima und Minima im Knoten (angelehnt an Livingston 1995,
S.123)

In der Abbildung 31 sehen wir die Projektion eines Achterknotens. Bei diesem
Knotendiagramm stelle man sich den Knoten nun als Gebilde vor, das die Ebene
durchdringt, und nicht als Gebilde, das in der Ebene liegt. Nun stelle man sich
noch weiter vor, dass die dicker gezeichneten Teile des Knotens oberhalb und die
diinner gezeichneten Linien unterhalb der Ebene liegen. Der Knoten schneidet die
Ebene dann genau in vier Punkten. Man erkennt dann, dass zwei unverknotete
Bogen oberhalb der Ebene liegen. Dabei handelt es sich um die kleinste Anzahl
solcher unverknoteter Bogen, die in irgendwelchen ihrer Projektionen auftreten
konnen. Deshalb sagen wir in diesem Fall, dass die Briickenzahl hier die Zahl 2

betragt.
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Abbildung 31: Maxima und Minima im Achterknoten (angelehnt an Adams 1995,
S.76)

Fiir den allgemeinen Fall sei die Projektion eines Knotens K in der Ebene gege-
ben. Nun definieren wir den Begriff Uberfiihrung als einen Teilbogen des Knotens,
der oberhalb von mindestens einer Kreuzung und niemals unterhalb einer solchen
Kreuzung verlduft. Eine Uberfihrung, die in dieser Weise nicht mehr verlingert
werden kann, nennt man mazimale Uberfihrung (Maximum). Die zwei Endpunk-
te einer mazimalen Uberfiihrung befinden sich genau vor, beziehungsweise hinter
einer solchen unterliegenden Kreuzung. Als Briickenzahl der Projektion bezeich-
net man die Anzahl der darin vorhandenen mazimalen Uberfihrungen (Maxima).
7Zu beachten gilt, dass es fiir jede Kreuzung eine maximale Uberfiihrung gibt, die
sie oberhalb kreuzt. Man kann auch zeigen, dass die Anzahl der Minima gleich
der Anzahl der Maxima ist. (Adams 1995, S.76)

Somit konnen wir nun die Definition der Briickenzahl angeben.

Definition 5.3.1.
Die kleinste Anzahl aller Maxima und Minima wird als Briickenzahl des Knotens
K bezeichnet.

Auch hier ist es moglich, dass unterschiedliche Projektionen eines Knotens
unterschiedlich viele Maxima und Minima besitzen, deshalb ist es wichtig zu
beachten, dass die Briickenzahl immer die kleinste Anzahl aller Maxima und
Minima angibt. (Livingston 1995, S. 123)
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Wir haben bisher einen aufschlussreichen Einblick in die Knotentheorie erhalten
und sehr viele Grundlagen der Knotentheorie kennengelernt. Auch haben sich
sehr viele Wissenschaftler, Mathematiker und Forscher mit diesem Teilgebiet der
Mathematik beschéftigt. Trotzdem bleibt immer noch eine wichtige Frage offen.
Wofiir brauchen wir die Knotentheorie eigentlich und in welchen Bereichen fin-
det sie ihre Anwendung? Dieser sehr wichtigen Frage ist nun folgendes Kapitel

gewidmet.

Die Knotentheorie entstand aus nicht mathematischen, hauptséchlich chemi-
schen, Uberlegungen. Jedoch benétigten diese Uberlegungen rasch mathematische
Hilfsmittel, da viele der Uberlegungen auf mathematische Grundlagen fithrten. So
entwickelte sich die Knotentheorie zu einem eigenen Teilgebiet der Mathematik,
wie bereits im Kapitel 1 beschrieben. Lange Zeit war es so, dass sich ausschliefSlich
eine kleine Gruppe von Spezialisten mit der Knotentheorie beschéftigte. Heute
sind viele Anwendungen der Knotentheorie bekannt, so ist es auch fiir einen grofie-
ren Kreis von Menschen interessanter geworden damit zu arbeiten. Nicht nur in
der Mathematik stellt die Knotentheorie einen wichtigen Bestandteil dar, sondern
auch in spezifischen Bereichen der Chemie, Physik und der Biologie. Immer dann,
wenn es um bestimmte topologische Eigenschaften geht, wird die Knotentheorie

zu einem interessanten Thema. Betrachten wir dazu die DNS:

Bei der DNS, genauer gesagt bei der Desoxyribonucleinséure, handelt es sich
um ein Molekiil, das aus einem Paar von Molekiilketten besteht. Diese sind durch
Leitersprossen miteinander verbunden und winden sich spiralartig umeinander.
Bei diesem Vorgang bilden sie eine Doppelhelix. Die DNS bildet eine wesentliche
Voraussetzung fiir unser Leben. Sie muss fiir viele lebenswichtigen Funktionen
zur Verfiigung stehen und weiters muss es fiir Biochemiker moglich sein, die DNS
darzustellen, da diese wissen miissen wie gewisse Enzyme auf die DNS wirken.
Dabei ist es interessant anzumerken, dass geschlossene DNS-Molekiile tatsédchlich
in der Natur vorkommen. (Adams 1995, S.187)

Es wurden verschiedene Arten von Knoten in der DNS und auch in Proteinen
gefunden. Dabei ist ein Beispiel von natiirlichen Makromolekiilen das Lactofer-

rinprotein, das Knoten enthélt und die Fahigkeit besitzt Eisen (III)-Ionen zu
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transportieren.

Allerdings sind die topologischen Eigenschaften von natiirlichen Makromo-
lekiilen nicht durch die synthetische Biologie und die damit verkniipften Ver-
suche der kiinstlichen Gensynthese bedeutsam geworden, sondern héingt die Ent-
deckung der DNS-Struktur mit Beobachtungen iiber die rdumliche Anordnung
ihrer Komponenten zusammen. Biologische Makromolekiile bzw. lebende Orga-
nismen kénnen nur unter bestimmten Bedingungen entstehen, wozu deren raumli-
che Struktur und Anordnung gehéren. Somit hat es auch nicht lange gedauert, bis
genau diese raumliche Struktur der DNS genauer betrachtet wurde. Dabei konnte
man verkettete Ringe sowie auch Kleeblattknoten in der DNS entdecken. Wie heu-
te bekannt ist, miissen Korperzellen standig erneuert werden und somit muss auch
unsere DNS stédndig erneuert werden bzw. muss unsere DNS sténdig fiir Replika-
tionen, Transkriptionen und Rekombinationen zur Verfiigung stehen. Mit diesen
Begriffen meinen wir die Prozesse, die dafiir zusténdig sind, ein DNS-Molekiil zu
kopieren, einen Abschnitt der Molekiilkette zu kopieren und das DNS-Molekiil
zu modifizieren. Bei der Rekombination der DNS spielen Enzyme als Katalysa-
toren eine sehr wichtige Rolle. Da ihre Wirkung auf die DNS allerdings nicht
direkt beobachtet werden kann, liegt es nahe, die durch sie bewirkten topologi-
schen Verdnderungen der Kernséure zu studieren, um ein besseres Versténdnis der
Enzymmechanismen zu erhalten. Mit diesem Verstdndnis der Verdnderung lasst
sich mathematisch ein Knoten-Gleichungssystem erstellen, um die Struktur des
DNS-Molekiils und auch um die Anderungen, die durch den Enzymmechanismus
bewirkt werden, herauszufinden. Von Ernst und Sumners wurde gezeigt und be-
wiesen, dass es eine eindeutige Losung fiir ein solches Knoten-Gleichungssystem
gibt, somit wurde durch knotentheoretische Analyse die Wirkung des Enzyms
bewiesen. (Gratzer und Neumaier 2014, S. 66-72)
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In diesem Abschnitt werden wir diskutieren, ob und inwiefern das Thema Knoten-
theorie an Allgemeinbildenden Hoheren Schulen eingefiithrt bzw. bearbeitet wer-
den kann beziehungsweise soll. Dafiir werden wir als Ausgangspunkt auf die ak-
tuelle Fassung des AHS-Lehrplans des Bundes zuriickgreifen. Der AHS-Lehrplan
des Bundes besagt folgendes:

Laut dem 6sterreichischen Lehrplan soll der Mathematikunterricht dazu beitra-
gen, dass Schiiler und Schiilerinnen dazu gefiihrt werden, konzentriert, sorgfaltig,
planméfig und iiberlegt zu arbeiten. Schiiler und Schiilerinnen sollen mit rationa-
len Denkweisen Situationen untersuchen und Probleme bearbeiten und dabei aber
auch Grenzen gewisser Denkweisen in der Anwendung erkennen. Somit also auch
kritisches Denken entwickeln und offen gegeniiber verschiedenen Standpunkten
und Sichtweisen sein. Auflerdem sollen Schiiler und Schiilerinnen im Mathema-
tikunterricht lernen sowohl selbststéndig, als auch kooperativ zu arbeiten und

dabei Freude an kreativem Verhalten und intellektuellen Leistungen gewinnen.

Der Unterricht der Mathematik soll besonders als Vorbereitung auf die Arbeits-
und Berufswelt dienen, aber auch zur Politischen Bildung, Umwelterziehung und

Wirtschaftserziehung, sowie zur Konsumentenerziehung beitragen.

Im Teilgebiet der Arithmetik sollen Schiiler und Schiilerinnen mit rationalen
Zahlen operieren, Rechenergebnisse abschétzen konnen, elektronische Taschen-
rechner beniitzen kénnen und Gesetzméfligkeiten des Rechnens kennen und an-

wenden konnen.

Im Bereich der elementaren Algebra sollen Schiiler und Schiilerinnen Variablen
als Werkzeug zum Beschreiben von Sachverhalten, insbesondere von Gesetzméfig-
keiten und funktionalen Beziehungen verwenden konnen. Des Weiteren sollen Va-
riablen zum Losen von Problemen angewandt werden konnen und Schiiler und
Schiilerinnen sollen algebraische Ausdriicke und Formeln bzw. Gleichungen um-

formen konnen.
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In der Geometrie sollen Schiiler und Schiilerinnen lernen mit grundlegenden
geometrischen Begriffen und mit Beziehungen zwischen diesen Begriffen umzu-
gehen, sorgfiltige zeichnerische Darstellungen von ebenen und rdumlichen Gebil-
den sollen angefertigt werden konnen, das rdumliche Vorstellungsvermégen soll
entwickelt werden und elementare Léngen-, Flichen- und Volumsberechnungen
sollen durchgefiithrt werden kénnen. Auflerdem soll es fiir Schiiler und Schiilerin-
nen moglich sein, Sachverhalte geometrisch darzustellen und umgekehrt solche

Darstellungen deuten zu koénnen.

Alle Teilgebiete der Mathematik sollen nicht isoliert betrachtet werden, son-
dern mit vielfiltigen Vorstellungen verbunden werden, damit die Mathematik
als beziehungsreicher Tétigkeitsbereich erscheint. Dies vor allem deshalb, damit
Schiiler und Schiilerinnen ihr mathematisches Wissen und Kénnen in verschiede-
nen Bereichen anwenden konnen. Im Unterricht soll die Mathematik nicht immer
alle Probleme 16sen kénnen, denn auch ihre Grenzen der Anwendbarkeit und Pro-

bleme in der Anwendung sollen verdeutlicht werden.

Natiirlich soll die Mathematik in Bezug zur Arbeits- und Lebenswelt stehen,
damit Schiiler und Schiilerinnen ihr mathematisches Wissen und Handeln stets

reflektieren und somit auch in Beziehung setzen konnen.

Auch der Umgang mit der Mathematik soll Schiilern und Schiilerinnen im Un-
terricht vermittelt werden. Es soll ihnen bewusst werden, dass die Mathematik

verantwortungsvoll und nicht missbréuchlich verwendet werden soll.

Hier noch ein Ausschnitt von mathematischen Grundtétigkeiten, die Schiiler
und Schiilerinnen im Zusammenhang mit dem Erwerb mathematischer Kennt-
nisse, von Fertigkeiten, Fahigkeiten und Einsichten, mit der Erarbeitung mathe-
matischer Methoden und Denkweisen, mit deren Anwendung in aulermathema-
tischen Bereichen und mit der Reflexion iiber das Arbeiten in der Mathematik

durchfithren und entsprechende Lernziele anstreben sollten:

e Analysieren von Problemen

Begriindungen

Darstellungen mathematischer Objekte

Argumentieren und exaktes Arbeiten

Prazises Beschreiben von Sachverhalten
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e Begriinden und Beweisen

e Rechtfertigen von Entscheidungen

e Kritisches Denken

e Erkennen von Unzuldnglichkeiten mathematischer Modelle

e Erkennen von Méngeln in Darstellungen oder Begriindungen

e Uberlegen von Bedeutungen mathematischer Methoden und Denkweisen
e Darstellen und Interpretieren

e Verbales, formales oder graphisches Darstellen von Sachverhalten

e Geometrisch-zeichnerisches Darstellen von Objekten

e Finden und Interpretieren graphischer Darstellungen

e Erstellen und Interpretieren von mathematischen Modellen auflermathema-

tischer Sachverhalte

Bei den Stoffgebieten der Mathematik startet der Lehrplan in der Unterstufe
mit mathematischen Grundlagen, wie den natiirlichen Zahlen, Bruchzahlen, ein-
fachen Gleichungen, geometrischen Grundlagen usw. und fiihrt uns in der Ober-
stufe bis hin zur anwendungsorientierten und komplexen Mathematik. (Osterrei-

chischer Lehrplan)

Der neue Lehrplan hat die mathematischen Kompetenzen nochmals komplett
iiberarbeitet und an das Kompetenzmodell vom Bundesinstitut fiir Bildungsfor-
schung, Innovation und Entwicklung des dsterreichischen Schulwesens angepasst.
Dieses unterscheidet nun in Inhalts-, Handlungs- und Komplexititsbereiche, wie
bereits in der Einleitung dieser Arbeit erwahnt. Auf diese werden wir nun noch-
mals etwas genauer eingehen. Fiir folgenden Bereich basieren wir uns auf die vom
Bundesinstitut fiir Bildungsforschung, Innovation und Entwicklung des osterrei-

chischen Schulwesens definierten Bildungsstandards.
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Zuerst zu den fiir den Mathematikunterricht definierten Handlungsdimensio-

nen.

e Handlungsbereich: Darstellen, Modellbilden (H1)
. Darstellen meint die Ubertragung gegebener mathematischer Sachverhal-
te in eine (andere) mathematische Reprisentation bzw. Reprisentations-
form.
Modellbilden erfordert iiber das Darstellen hinaus, in einem gegebenen
Sachverhalt die relevanten mathematischen Beziehungen zu erkennen (um
diese dann in mathematischer Form darzustellen), allenfalls Annahmen zu

treffen, Vereinfachungen bzw. Idealisierungen vorzunehmen u. A.*

e Handlungsbereich: Rechnen, Operieren (H2)

,Rechnen im engeren Sinn meint die Durchfiihrung elementarer Rechen-
operationen mit konkreten Zahlen, Rechnen in einem weiteren Sinn meint
die regelhafte Umformung symbolisch dargestellter mathematischer Sach-
verhalte.

Operieren meint allgemeiner und umfassender die Planung, sowie die kor-
rekte, sinnvolle und effiziente Durchfithrung von Rechen- oder Konstruk-
tionsablaufen und schlieft z.B. geometrisches Konstruieren oder auch das
Arbeiten mit bzw. in Tabellen und Grafiken mit ein. Rechnen/Operieren
schliefit immer auch die verstiandige und zweckméfige Auslagerung opera-

tiver Téatigkeiten an die verfiighbare Technologie mit ein.*

e Handlungsbereich: Interpretieren (H3)
,Interpretieren meint, aus mathematischen Darstellungen Fakten, Zusam-
menhénge oder Sachverhalte zu erkennen und darzulegen sowie mathema-

tische Sachverhalte und Beziehungen im jeweiligen Kontext zu deuten.*

e Handlungsbereich: Argumentieren, Begriinden (H4)
»Argumentieren meint die Angabe von mathematischen Aspekten, die fiir
oder gegen eine bestimmte Sichtweise/Entscheidung sprechen. Argumen-
tieren erfordert eine korrekte und addquate Verwendung mathematischer
Eigenschaften/Beziehungen, mathematischer Regeln sowie der mathemati-
schen Fachsprache.
Begriinden meint die Angabe einer Argumentation(skette), die zu bestimm-

ten Schlussfolgerungen/Entscheidungen fiihrt. ¢

Die Inhaltsdimensionen werden vom Bundesinstitut fiir Bildungsforschung, In-
novation und Entwicklung des osterreichischen Schulwesens fiir die jeweiligen

Schulstufen definiert und in folgende Themengebiete kategorisiert:
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e Zahlen und Mafle (I1)
e Variable, funktionale Abhangigkeit (12)
e Geometrische Figuren und Koérper (13)

e Statistische Darstellungen und KenngroBen (14)

Bei dem Komplexititsbereichen geht es darum, verschiedene Aufgaben nach ih-
rer Schwierigkeit bzw. Komplexitédt zu unterscheiden. Dabei werden verschiedene
mathematische Aufgaben, je nach Komplexitét, in einen der drei unten angefiihr-

ten Bereiche eingeordnet:

e Komplexititsbereich: Einsetzen von Grundkenntnissen und -fertigkeiten (K1)
e Komplexitétsbereich: Herstellen von Verbindungen (K2)

e Komplexititsbereich: Einsetzen von Reflexionswissen, Reflektieren (K3)
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7.1 Einordnung der Knotentheorie in den 6sterreichischen

Lehrplan

Nach genauer Betrachtung des Gsterreichischen Lehrplanes und der neu definier-
ten Bildungsstandards stellt sich die Frage, wo man die Knotentheorie mit Be-
achtung des Lehrplans und der Bildungsstandards im Unterricht einordnen kann.
Beginnen wir dazu die Knotentheorie inhaltlich einzuordnen. Sieht man sich dazu
nochmals oben aufgelistete Inhaltsbereiche an, so ist der Knoten als Teilmenge
des dreidimensionalen Raumes und als rdumliches Objekt in die Inhaltsdimensi-
on ,, Geometrische Figuren und Koérper® einzuordnen. Greift man nochmals auf
den Lehrplan zuriick, so findet man dort unter diesem Inhaltsbereich Folgendes

erklart:

,Beim Erwerb grundlegender geometrischer Kenntnisse, Fertigkeiten
und Fahigkeiten sollen in allen Schulstufen die folgenden Aspekte be-
achtet werden: Geometrie ist ein Mittel zur Umwelterschliefung; geo-
metrische Begriffe und deren Eigenschaften sowie Mafibeziehungen
an geometrischen Objekten sollen moglichst oft mit Objekten unserer
Umwelt in Beziehung gebracht werden; die Schiiler sollen besonders
mit zeichnerischen Darstellungen von solchen Objekten vertraut wer-
den; ihr rdumliches Vorstellungsvermoégen soll geschult werden. Geo-
metrie ist ein Bereich, in dem beim Konstruieren zur Sorgfalt und
Genauigkeit erzogen werden kann. Die Schiiler sollen aber auch skiz-

zenhaftes Zeichnen iiben.“

Zu den Lernzielen in der Geometrie gehéren aulerdem zeichnerische Darstellun-
gen von ebenen und rdaumlichen Gebilden. Das raumliche Vorstellungsvermogen
soll entwickelt werden. Auflerdem soll es fiir Schiiler und Schiilerinnen méoglich
sein, Sachverhalte geometrisch darzustellen und umgekehrt solche Darstellungen
deuten zu kénnen. Wenn man dies nun genauer betrachtet, so lédsst sich die Kno-
tentheorie hier wunderbar einbinden. Darunter fillt das Beschreiben von geo-
metrischen Figuren in unserer Umwelt und das Darstellen von geometrischen
Figuren in der Ebene und im dreidimensionalen Raum. Wie wir bereits gesehen
haben, kommen Knoten als solche sehr hédufig in unserer Umwelt und Natur vor.
Des Weiteren haben wir gesehen, wie sich diese in Form von Projektionen in der
Ebene darstellen lassen. Dies wére ein moglicher Punkt im Lehrplan, um an die

Knotentheorie anzukniipfen.
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Betrachtet man die Handlungsbereiche, so lédsst sich fiir die Knotentheorie auch

hier eine Ankniipfung finden.

,In der Geometrie sind vielfiltige Problemstellungen moglich, die pro-
duktives Denken fordern konnen. Ebenso kann das Argumentieren

geilibt werden. “

Gerade bei Knotendiagrammen lassen sich geometrische Eigenschaften von
Knoten beschreiben. Begriindungen und Argumentationen fiir gewisse Eigen-
schaften, wie Kongruenz, Symmetrie, Ahnlichkeit und Lagebeziehungen lassen
sich auch durchfithren. Somit léasst sich auch hier an den Lehrplan und an die

Bildungsstandards ankniipfen.

Schiiler und Schiilerinnen sollen im Laufe ihrer schulischen Karriere lernen
Probleme zu l6sen. Auch hier haben wir gesehen, dass die Knotentheorie eini-
ge Beispiele dafiir liefert. Denke man beispielsweise daran, einen Knoten mit
Reidemeister-Bewegungen zu entknoten, so handelt es sich dabei um eine Pro-

blemstellung, die mathematisch gelost werden soll.

Wichtig ist hier auch zu erwéihnen, dass Schiiler und Schiilerinnen an die Gren-
zen der Mathematik stoflen sollen und lernen sollen, dass auch die Mathematik
nicht jedes Problem l6sen kann und lernen sollen, Sachverhalte kritisch zu hin-
terfragen. Auch hier finden sich in der Knotentheorie einige interessante offene
Fragen, die noch nicht gelost wurden. Denke man hier zum Beispiel an das Fest-
stellen der Entknotungszahl eines Knotens. Wir wissen, dass Knoten in unter-
schiedlichen Projektionen dargestellt werden kénnen und somit steigt auch die

Schwierigkeit, die Entknotungszahl festzustellen.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass sich in Anbetracht des 6sterreichischen
Lehrplans und der osterreichischen Bildungsstandards viele Moglichkeiten erge-
ben, die Knotentheorie in den Unterricht einzubauen. Besonders im Teilgebiet
der Geometrie lasst sich die Knotentheorie sehr gut einordnen. Doch nicht nur im
reguldren Unterricht, sondern auch auflerhalb des Pflichtgegenstandes der Mathe-
matik, lasst sich die Knotentheorie einbauen. An vielen Schulen werden Forderun-
terrichte oder auch vertiefende Wahlpflichtgegenstinde (ab der 10.Schulstufe) an-
geboten. Unter anderem wird hier hdufig vertiefender Mathematikunterricht von
den Schulen angeboten. Gerade in solchen Wahlpflichtfachern liefle sich die Kno-
tentheorie sehr gut unterrichten. Dabei konnte man unabhéngig vom reguléren

Unterricht auf die Knotentheorie eingehen und dieses als Teilgebiet der Mathe-
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matik behandeln.

Sofern bereits alle verpflichteten Teilgebiete des Lehrplans unterrichtet wur-
den, lasst sich die Knotentheorie auch zusétzlich in Schulstunden vor den Ferien
einbauen. Denke man an die letzten Mathematikstunden vor Weihnachten, Os-
tern oder vor dem Sommer, so eignen sich Knobelaufgaben und Basteleien der

Knotentheorie sehr gut fiir diese Schulstunden.

Fiir Schiiler und Schiilerinnen, die gerne mehr mathematische Inhalte {iber den
reguldren Unterricht hinaus lernen mochten, konnte man auch Aufgaben der Kno-
tentheorie bereitstellen. Besonders konnte man fiir Maturanten und Maturantin-

nen das Teilgebiet der Knotentheorie als Thema fiir ihre Facharbeit bereitstellen.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Knotentheorie als Teilgebiet der
Mathematik sehr gut in den schulischen Unterricht eingebaut werden kann. Sei
es als Teil des reguldren Unterrichts oder auch auflerhalb des verpflichtenden
Unterrichts.
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8 Anwendungsbeispiele fiir die Schule

In diesem letzten Kapitel widmen wir uns der Frage wie die Knotentheorie in der
Schule unterrichtet werden kann. Allgemein lésst sich diese Frage nicht beant-
worten, da es im Unterricht nicht nur auf das Themengebiet ankommt, sondern
auch auf die Rahmenbedingungen und der Klasse selbst. Eine Schulklasse besteht
aus vielen verschiedenen Schiilern und Schiilerinnen, deshalb sollte gerade beim
,wie darauf geachtet werden, das Unterrichtskonzept auf die jeweiligen Schiiler
und Schiilerinnen anzupassen. Wir werden nun eine Unterrichtssequenz als An-

haltspunkt fiir Knotentheorie in der Schule sehen.

8.1 Voriiberlegung

In diesem Kapitel werde ich nun ein von mir erstelltes Unterrichtskonzept fiir eine
Doppelstunde {iber Knotentheorie in der Schule vorstellen. Dazu werde ich das
ARIVA-Modell nach René Miiller-Spoerri verwenden. Dieses werde ich hier kurz
vorstellen. Das ARIVA-Modell geht zielorientiert und methodisch vor und teilt

eine Unterrichtsstunde in folgende fiinf Phasen ein.

A - Ausrichten

R - Reaktivieren

I - Informieren

e V - Verarbeiten

o A - Auswerten

In der ersten Phase Ausrichten geht es darum die Tageslernziele bekannt zu
geben bzw. diese mit den Schiilern und Schiilerinnen zu vereinbaren. Aufflerdem
wird in diesem Abschnitt der Unterrichtsstunde die Art der Zusammenarbeit ver-
einbart und dariiber informiert, welche Abléufe die Unterrichtsstunde beinhalten
wird. Dieser Teil sollte etwa 5 Prozent der zur Verfiigung stehenden Zeit ausma-

chen.

In der zweiten Phase Reaktivieren geht es darum an bereits vorhandenes Wissen

anzukniipfen und dieses wiederzubeleben. Wichtig dabei ist, dass es hierbei nicht
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darum geht, bereits Gelerntes zu wiederholen, sondern dieses bewusst anzuspre-
chen und anschlielend einzusetzen. Auch dieser Teil sollte in etwa 5 Prozent der

zur Verfiigung stehenden Zeit ausmachen.

In der dritten Phase Informieren werden neue Inhalte vermittelt. Dies heif3t nicht,
dass dies immer durch Frontalunterricht geschehen muss, sondern mit Einsatz
aller zur Verfiigung stehenden Mittel und Medien. Dazu zéhlen die Tafel, ein
Projektor, Flipchart, Beamer usw. Beim Informieren kénnen verschiedenste Me-
thoden angewandt werden, um den entsprechenden Inhalt zu vermitteln. Dieser

Teil sollte ca. 40 Prozent der zur Verfiigung stehenden Zeit in Anspruch nehmen.

Nun weiter zur Phase des Verarbeitens. Hier geht es darum, die eben neu gelern-
ten Inhalte aus der Phase Informieren zu verarbeiten. Dabei werden die neuen
Inhalte mit bereits Bekanntem vernetzt. Es geht besonders auch darum, die neu
gelernten Inhalte mit der Praxis zu verkniipfen und dort Anwendungen zu fin-
den. Wie auch die Phase Informieren, sollte dieser Teil ca. 40 Prozent der zur

Verfiigung stehenden Zeit einnehmen.

Nun noch zur Phase Auswerten. In diesem Abschnitt wird iiberpriift, inwieweit
die vorab definierten Lernziele erreicht wurden und neu gelernte Inhalte wer-
den nochmals zusammengefasst. Dieser Abschnitt sollte etwa 10 Prozent der zur

Verfiigung stehenden Zeit in Anspruch nehmen. (Breendli 2014)

8.2 Unterrichtskonzept

Dieses Modell habe ich bereits am Anfang meines Studiums kennengelernt und
seither oft angewandt. In all meinen geplanten Unterrichtstunden hat sich das
Modell bereits bewéhrt, deshalb werde ich es auch fiir diese Doppelstunde ver-
wenden. Natiirlich gibt das Modell keine Garantie dafiir, dass der Unterricht

gelingt, trotzdem soll es als Stiitze dienen, um Schulstunden zu planen.

Konzept

e Thema: Einfithrung der Knotentheorie und Reidemeister-Bewegungen

e Fach: Mathematik
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Schultyp: Allgemeinbildende Hohere Schule

Schulstufe: ab der 1. Klasse Oberstufe, 9. Schulstufe

Zur Verfiigung stehende Unterrichtsstunden: 2 Doppelstunden zu je
50 Minuten

Lernziele:

— Schiiler und Schiilerinnen kennen die Definition eines mathematischen

Knotens
— Schiiler und Schiilerinnen kennen die Definition des Unknotens
— Schiiler und Schiilerinnen kennen die Reidemeister-Bewegungen
— Schiiler und Schiilerinnen kénnen anhand der Reidemeister-Bewegungen
einfache Knoten entknoten
e Vorwissen:

— Schiiler und Schiilerinnen kennen den Begriff der Projektion und kénnen

Graphen in der Ebene darstellen.

— Schiiler und Schiilerinnen kennen den Begriff des Polygonzuges und

wissen, dass sich Kurven durch Polygonziige annédhern lassen.
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Unterrichtsplanung
Phase Zeit Inhalt Sozialform Material
1) 5 min Begriilung Frontal- Tafel / Flip-
Ausrichten und Organisa- | unterricht chart
torisches
Beamer
Erklarung
des Ablaufes
der Schul-
stunden
2) 5 min Ankniipfen an | Schiiler- -
Reaktivieren Vorwissen der | Lehrer-
Schiiler  und | Gespréch
Schiilerinnen
iiber Knoten
3) 10 min Finden  von | Schiiler- Gummiband
Informieren Eigenschaften | Lehrer-
eines Gummi- | Gespréch Schulheft
bandes
Mind-Map Tafel / Flip-
chart
Partnerarbeit
4) 5 min Definieren ei- | Frontal- Tafel / Flip-
Informieren nes mathema- | unterricht chart
tischen Kno-
tens Schulheft
5) 5 min Definieren des | Frontal- Tafel / Flip-
Informieren Unknotens unterricht chart
Schulheft
6) 10 min Erkennen, Partnerarbeit | Arbeitsblatt 1
Verarbeiten ob es sich
um einen | Schiiler-
mathemati- Lehrer-
schen Knoten | Gesprich
handelt oder
nicht
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Phase

Zeit

Inhalt

Sozialform

Material

7)

Verarbeiten

10 min

Erkennen ob
sich  Knoten
in Unknoten
umformen
lassen  oder
nicht. Da-
zu werden
vorgegebene
Knoten  mit
einer Schnur
von den
Schiilern und
Schiilerinnen
nachgestellt
und es wird
iiberpriift, ob
es sich um
Unknoten
handelt oder
nicht

Schiiler-
Lehrer-
Gesprich

Arbeitsblatt 2

Schnur

Pause

8)

Verarbeiten

20 min

Umformen
von Knoten in
Unknoten und
schrittweise
festhalten, wie
umgeformt
wird und
anschlieffend
Zusammen-
fassung  der
Schritte  an
der Tafel /
Flipchart. Er-
arbeitung der
Reidemeister-
Bewegungen
durch Beispie-
le.

Schiiler-
Lehrer-
Gesprich

Partnerarbeit

Arbeitsblatt 3
Schnur

Tafel / Flip-
chart
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Phase Zeit Inhalt Sozialform Material
9) 10 min Definition der | Frontal- Schulheft
Informieren Reidemeister- | unterricht
Bewegungen Tafel / Flip-
chart
10) 10 min Beispiele  zu | Partnerarbeit | Arbeitsblatt 4
Verarbeiten Reidemeister-
Bewegungen
11) 10 min Zusammen- Schiiler- -
Auswerten fassung  der | Lehrer-
Ergebnisse Gesprich
und  wieder-
holen der
neu erlernten
Definitionen

In der ersten Phase 1) Ausrichten begriifit die Lehrperson die Schiiler und
Schiilerinnen und organisatorische Pflichten, wie das iiberpriifen der Anwesenheit
werden erledigt. Anschliefend listet die Lehrperson den Ablauf der Doppelstunde
in Form einer Gliederung an der Tafel auf oder projiziert die Gliederung mit dem

Beamer.

In der zweiten Phase 2) Reaktivieren geht es darum, an das Vorwissen der
Schiiler und Schiilerinnen anzukniipfen und das Interesse der Schiiler und Schiile-
rinnen zu wecken. Dabei fragt die Lehrperson einen beliebigen Schiiler oder eine
beliebige Schiilerin was ein Knoten ist. Diese Frage wird anschlieBend von mehre-
ren Schiilern und Schiilerinnen beantwortet und die Antworten werden anschlie-
Bend verglichen. Bei der Einfithrung der Knotentheorie gibt es einige Hindernisse
fiir Schiiler und Schiilerinnen, auf die unbedingt aufmerksam gemacht werden
muss. Wenn man in der Schule erstmals von einem Knoten spricht, so denken
Schiiler und Schiilerinnen meist an einen alltédglichen Knoten, den sie bereits ken-
nen. Mit dem Begriff Knoten wird meist jeder mogliche Knoten in Verbindung
gesetzt, sei es ein verknoteter Schniirsenkel oder ein Seemannsknoten. Nun unter-
scheidet sich der mathematische Knoten von diesem alltéglichen Knoten jedoch
sehr und deshalb ist es wichtig dies vorab richtig zu definieren und den Schiilern
und Schiilerinnen zu erkldren. Deshalb wird in dieser Phase festgestellt welche
Definition von Knoten die Schiiler und Schiilerinnen bereits kennen, um an die-

se dann ankniipfen zu konnen, um den mathematischen Knoten anschliefend zu
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definieren. Damit wird der Unterschied zwischen einem mathematischen Knoten
und einem alltédglichen Knoten besser herausgehoben.

Man geht hier davon aus, dass die Schiiler und Schiilerinnen bei der Frage was
ein Knoten eigentlich ist, einen alltdglichen Knoten definieren werden. Natiirlich
kann man ein Gespréch im Vorhinein nicht planen und es konnte auch sein, dass
ein Schiiler oder eine Schiilerin einen mathematischen Knoten definiert. Dies wire
jedoch auch in Ordnung, da man als Zusammenfassung dieser Phase alle Antwor-
ten vergleichen wird und Unterschiede in den einzelnen Definitionen herausheben
und besprechen wird. Als Uberleitung zur dritten Phase erklirt die Lehrperson
nun, dass im weiteren Verlauf der mathematische Knoten genauer definiert und
betrachtet wird.

In der dritten Phase 3) Informieren geht es nun darum, den mathematischen
Knoten zu definieren. Dafiir erhélt jeder Schiiler und jede Schiilerin vorab ein
Gummiband. Nun werden vorerst in Partnerarbeit (jeweils zu zweit) Eigenschaf-
ten des Gummibandes in Form eines Mind-Maps von den Schiilern und Schiile-
rinnen gesammelt und im Schulheft notiert. Diese gesammelten Eigenschaften
werden nun zusammengefasst und an der Tafel / Flipchart von der Lehrperson
festgehalten. Dies soll dazu dienen sich an den Begriff des Knotens in der Mathe-
matik anzunidhern. Anschliefend wird in den néchsten fiinf Minuten die genaue
Definition eines mathematischen Knotens von der Lehrperson angegeben. Dafiir

erklirt die Lehrperson Folgendes (4) Informieren):

,otelle man sich vor man nehme sich eine Schnur und verschlinge
diese nach Belieben. Anschlielend fiige man die beiden Endpunkte
der Schnur so zusammen, dass nicht mehr zu erkennen ist, dass die
Schnur an dieser Stelle vorher unterbrochen war. Stelle man sich nun
die Schnur unendlich diinn und unendlich dehn- und zusammenzieh-
bar vor, so haben wir nun einen Knoten im mathematischen Sinne
erklért.“ (Gratzer und Neumaier 2014, S. 59)

Dies soll dazu dienen, dass sich die Schiiler und Schiilerinnen ein genaues Bild
von einem mathematischen Knoten machen kénnen. Anschliefend wird der Kno-
ten als einfacher geschlossener Polygonzug im dreidimensionalen Raum definiert,
um Wilde Knoten gleich auszuschliefen. Dies wird von der Lehrperson an die
Tafel / Flipchart geschrieben und die Schiiler und Schiilerinnen sollen dies in das
Schulheft tibernehmen. Aulerdem schreibt die Lehrperson folgende drei Bedin-
gungen, die ein mathematischer Knoten erfiillen muss an die Tafel und wieder

werden diese von den Schiilern und Schiilerinnen in das Schulheft iibernommen:
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e Kein Anfangs- und Endpunkt
e Keine Dicke / unendlich diinn
e Unendlich dehn- und zusammenziehbar

Die Lehrperson verweist darauf, dass mathematische Knoten oftmals als Pro-
jektionen von Kurven und nicht als Polygonziige dargestellt werden, da intuitiv

klar ist, dass jede Kurve von einem Polygonzug angenédhert werden kann.

Nachdem der mathematische Knoten definiert ist, wird nun der Begriff des Unk-
notens eingefiithrt und definiert (5) Informieren). Dieser Begriff wird auch auf
die Tafel / Flipchart geschrieben und dazu werden folgende Abbildungen an die
Tafel / Flipchart gemalt. Dies wird wiederum von den Schiilern und Schiilerinnen
in das Schulheft {ibernommen.

(a) Unknoten als Polygon- (b) Unknoten als Kurve
zug

Abbildung 32: Darstellung von Unknoten

In der néchsten Phase 6) Verarbeiten werden nun Beispiele zu den gerade
gelernten Definitionen durchgefiihrt. Diese Beispiele werden wieder in Partner-
arbeit (zu zweit) bearbeitet, sodass sich die Schiiler und Schiilerinnen tiber ihre
Denkweisen und Schlussfolgerungen austauschen kénnen. Auf dem Arbeitsblatt
(Arbeitsblatt 1) sind Projektionen von alltédglichen Knoten und Projektionen von
mathematischen Knoten zu sehen. Die Schiiler und Schiilerinnen sollen nun ent-
scheiden, ob es sich um mathematische Knoten handelt oder nicht. Weiteres sollen
sie ihre Entscheidungen begriinden kénnen. Anschlielend werden die Beispiele in

Form eines Schiiler-Lehrer-Gespriches verglichen und falls notig korrigiert.

Anschlieflend (7) Verarbeiten) erhilt jeder Schiiler und jede Schiilerin eine

Schnur ohne Anfangs- und Endpunkt. Nun sollen die Schiiler und Schiilerinnen
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verschiedene Knoten, die von der Lehrperson vorgegeben werden, mit der Schnur
nachlegen. Falls es moglich ist diese Knoten mit der Schnur nachzulegen ist klar,
dass es sich dabei um einen Unknoten handelt, ist dies nicht der Fall, so handelt
es sich nicht um einen Unknoten. Auch dies wird in Form eines Schiiler-Lehrer-
Gespréchs durchgefiihrt. Jeder Knoten wird einzeln von der Lehrperson vorne an
die Leinwand projiziert oder an der Tafel / Flipchart dargestellt. Die Schiiler und
Schiilerinnen probieren diese nachzustellen und entscheiden dann gemeinsam, ob
es sich um einen Unknoten handelt oder nicht. Zusétzlich erhalten die Schiiler und
Schiilerinnen das Arbeitsblatt 2, wo alle von der Lehrperson gezeigten Unknoten
abgebildet sind, um auch dort entscheiden zu koénnen, ob es sich um Unknoten
handelt oder nicht.

Nach der Pause (8) Verarbeiten) werden nun wieder dieselben Knoten be-
trachtet, wie im Abschnitt vorhin. Alle Knoten, die vorher als Unknoten bezeich-
net wurden werden nun nochmals aufgegriffen. Erneut werden die Knoten mit der
Schnur nachgelegt, doch nun sollen die nachgelegten Knoten schrittweise wieder
entknotet werden. Jeder Schritt, der ausgefiihrt wird, soll von den Schiilern und
Schiilerinnen genau festgehalten werden. Am Arbeitsblatt 3 sind diese Knoten
abgebildet. Bei jedem der Knoten soll nun graphisch genau festgehalten werden,
welche Schritte benétigt werden, um die Knoten in Unknoten umzuformen. An-
schliefend werden die Schritte der Schiiler und Schiilerinnen an der Tafel / Flip-
chart zusammengefasst und nochmals aufgegriffen. Dabei soll fiir die Schiiler und
Schiilerinnen ersichtlich werden, dass es sich stets um dieselben drei Bewegungen
handelt. Dies soll als Einleitung, beziehungsweise Einfiihrung der Reidemeister-

Bewegungen dienen, die im néchsten Abschnitt genau definiert werden.

Nun werden die Reidemeister-Bewegungen genau von der Lehrperson definiert
und an der Tafel / Flipchart abgebildet (9) Informieren). Die drei Arten der
Reidemeister-Bewegungen werden aufgelistet und durch Grafiken oder Zeichnun-
gen unterstiitzt und von den Schiilern und Schiilerinnen in das Schulheft iiber-
nommen. Die Definition der Reidemeister-Bewegungen sind in Kapitel 4.1. die-

ser Arbeit definiert und konnen hierfiir verwendet werden.

Im néchsten Abschnitt (10) Verarbeiten) erhalten die Schiiler und Schiile-
rinnen nun noch ein Arbeitsblatt (Arbeitsblatt 4), wo verschiedene Typen von
Reidemeister-Bewegungen dargestellt sind. Die Schiiler und Schiilerinnen sollen
nun feststellen, um welchen Typ der Reidemeister-Bewegungen es sich handelt

und dies am Arbeitsblatt angeben. Dies dient vor allem dazu, die drei Typen der
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Reidemeister-Bewegungen zu verinnerlichen und anzuwenden.

Im letzten Abschnitt (11) Auswerten) der Doppelstunde werden nun noch-
mals alle neu gelernten Inhalte in Form eines Schiiler-Lehrer-Gespréaches gemein-
sam wiederholt. Es werden die Ergebnisse der Arbeitsblatter und Erkenntnisse

nochmals aufgegriffen und verinnerlicht.
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Arbeitsblatt 1

Einfithrung in die Knotentheorie
Handelt es sich bei den folgenden Projektionen von Knoten um einen wie von uns

definierten mathematischen Knoten oder nicht? Kreise ein und begriinde!

0 C

—

JA / NEIN JA / NEIN JA / NEIN JA / NEIN

Begrindung: Begriindung: Begriindung: Begrindung:

JA / NEIN JA / NEIN JA / NEIN JA / NEIN

Begrindung: Begriindung: Begriindung: Begrindung:
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Arbeitsblatt 2

Einfithrung in die Knotentheorie
Probiere die vorgegebenen Knoten mit deiner Schnur nachzulegen und entscheide

dann, ob es sich um einen Unknoten handelt oder nicht.

o) V) L

JA / NEIN JA / NEIN JA / NEIN JA / NEIN

A

JA / NEIN JA / NEIN JA / NEIN JA / NEIN
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Arbeitsblatt 3

Umformen von Knoten in Unknoten
Lege die Knoten vorerst mit deiner Schnur nach. Anschliefend wird die Schnur
wieder entknotet und schrittweise zuriick in den Unknoten umgeformt. Halte da-

bei jeden deiner Umformungsschritte zeichnerisch fest.

C 5

\-n._-/

Schrittweise Entknotung: Schrittweise Entknotung:

Schrittweise Entknotung: Schrittweise Entknotung:
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Arbeitsblatt 4

Reidemeister-Bewegungen
Entscheide, um welchen der drei Typen von Reidemeister-Bewegungen es sich

handelt. Beschrifte dazu jeden Pfeil entweder mit Typ 1, Typ 2 oder Typ 3.

M

O ¢ o0
S o
?&/)
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Abbildung 33: Knotentafel nach Tait (aus Livingston 1995)
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Abbildung 34: Knotentafel nach Tait (aus Livingston 1995)
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Abbildung 35: Knotentafel nach Tait (aus Livingston 1995)
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Abbildung 36: Knotentafel nach Tait (aus
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