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Man begniigt sich ja meistens damit, dass jeder Schritt im Beweise als richtig
einleuchte, und das darf man auch, wenn man nur von der Wahrheit des zu
beweisenden Satzes tiberzeugen will. Wenn es sich aber darum handelt, eine
FEinsicht in die Natur dieses Einleuchtens zu vermitteln, geniigt dies Verfahren
nicht, sondern man muss alle Zwischenstufen hinschreiben, um das volle Licht
des Bewusstseins auf sie fallen zu lassen. Den Mathematikern kommt es ja
gewdhnlich nur auf den Inhalt des Satzes an, und dass er bewiesen werde. Hier
ist das Neue nicht der Inhalt des Satzes, sondern wie der Beweis gefiihrt wird,
auf welche Grundlagen er sich stiitzt.

Gottlob Frege, Grundgesetze der Arithmetik



Vorwort

In dieser Arbeit haben sich die drei folgenden Schwerpunkte herauskristallisiert:

1. Der Hauptgegenstand dieser Arbeit ist eine neue Variante der von Jiirgen-Michael Glubrecht,
Arnold Oberschelp und Giinter Todt in den 70er Jahren entwickelten Klassenlogik. Sie soll
vorgestellt, analysiert und mit der urspriinglichen Form verglichen werden.

2. Um die Untersuchungen auf einer sicheren Grundlage zu fiithren, schien es mir nétig, einen
exakten Kalkiil-Begriff einzufiihren und dem Hauptteil der Arbeit ein paar allgemeine Uber-
legungen zu logischen Systemen und Kalkiilen vorauszuschicken. Dies hat auch zu einem
Programmentwurf fiir einen Proof-Checker gefiihrt, der im Anschluss an diese Arbeit im-
plementiert werden soll.

3. Im Verlaufe der Auseinandersetzung wurde ich dahin gedréngt, einige eigene Notationen
und Begrifflichkeiten einzufiihren. Von Vereinheitlichungsbediirfnissen getrieben, konnte ich
mich, darauf aufbauend, dann nicht mehr zuriickhalten, auch einige Standardsymbole (wie
etwa die Funktionsanwendungsklammern) abzuéndern.

Wenngleich diese drei Bestandteile nicht unabhéngig voneinander dargestellt sind, bitte ich den
Leser darum, sie getrennt voneinander zu beurteilen. Insbesondere moge eine Kritik an meinen
Notations-Entscheidungen nicht auf die Klassenlogik tibertragen werden.

An dieser Stelle mochte ich nun noch ein paar Worte des Dankes anschliefsen.

Zuallererst sei natiirlich Glubrecht, Oberschelp und Todt fiir das Herausarbeiten der Klassenlogik
in ihrer modernen Form gedankt. Ihr 1983 erschienenes Hauptwerk Klassenlogik [GOTS83] ist die
wichtigste Quelle dieser Arbeit.

Weiter danke ich meinen Betreuern Prof. Dr. Tim Netzer und Prof. Dr. Manfred Droste, die mir
einerseits vollkommen freie Hand liefen und andererseits bei Fragen und Problemen, welcher Art
auch immer, jederzeit zur Verfligung standen.

Ein besonderer Dank gilt meinem Studienkollegen Laurens Wittchow, der mir die erste Begeg-
nung mit der Klassenlogik verschafft hat. Mit ihm konnte ich in vielen Stunden und Spaziergdngen
iiber die grofen Bogen und die kleinen Details diskutieren.

Abschliefsend méchte ich Gottlob Frege, einem Schopfer und Vordenker der modernen Logik,
meine Verehrung aussprechen. Seine anregenden Worte und Werke sind noch heute in ihrer
Schérfe und Feinfiihligkeit, insbesondere im Hinblick auf eine Einordnung ins Grofie und Ganze,
ein wichtiger Ausgangspunkt.

Milon Brunner, Leipzig, Januar 2019 Mail: milon@pelea.de
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Einleitung

Wenn wir die Tatsachen eines bestimmten mehr oder minder umfassenden Wis-
sensgebietes zusammenstellen, so bemerken wir bald, dafS diese Tatsachen ei-
ner Ordnung fihig sind. Diese Ordnung folgt jedesmal mit Hilfe eines gewissen
Fachwerkes von Begriffen in der Weise, dafi dem einzelnen Gegenstande des
Wissensgebietes ein Begriff dieses Fachwerkes und jeder Tatsache innerhalb
des Wissensgebietes eine logische Beziehung zwischen den Begriffen entspricht.
Das Fachwerk der Begriffe ist nichts anderes als die Theorie des Wissensge-
bietes. ... Wenn wir eine bestimmte Theorie ndher betrachten, so erkennen
wir allemal, dafl der Konstruktion des Fachwerkes von Begriffen einige wenige
ausgezeichnete Sdtze des Wissensgebietes zugrunde liegen und diese dann al-
lein ausreichen, um aus thnen nach logischen Prinzipien das ganze Fachwerk
aufzubauen.

David Hilbert, Aziomatisches Denken

Das vergangene Jahrhundert hat gezeigt, dass ein rigoros axiomatischer Aufbau der gesamten
Mathematik prinzipiell moglich ist. Ausgehend von den Systemen von Frege, Russel, Zermelo
und anderen sind dabei im Wesentlichen drei Fundierungsansétze entstanden:

a) Mengenlehre b) Typentheorie c) Kategorientheorie!

Es wird sich wohl keiner dieser Ansétze als die vollkommen iiberlegene Herangehensweise durch-
setzen. Vielmehr wird man unter verschiedenen Gesichtspunkten verschiedene Herangehensweisen
bevorzugen. Wir wollen nicht weiter auf die Ansétze b) und c¢) eingehen, sondern nur andeuten,
wie sich a), die axiomatische Mengenlehre, unter den beiden folgenden Gesichtspunkten verhalt:

i) Einfachheit in den Grundlagen / im Ausgangspunkt

ii) Natiirlichkeit in der Anwendung / im Aufbau

Unter axiomatischer Mengenlehre wird fiir gewohnlich die auf den Zermelo-Fraenkel-Axiomen
(kurz ZFC) aufbauende priadikatenlogische Theorie 1. Stufe verstanden. Ohne Frage ist insbe-
sondere die Semantik (um die es ja letztendlich geht) dieses Systems von sehr einfacher Gestalt:
die Modelle von ZFC sind gegeben durch eine Gesamtheit U von Gegenstanden (die ,Mengen*)
und eine zweistellige Relation € auf U (die ,Elementbeziehung®), die den in den Axiomen formu-
lierten Bedingungen geniigen muss. Gerade durch die semantische Einfachheit ist ZFC ein dank-
barer Gegenstand fiir die metatheoretischen Untersuchungen der Modelltheorie. Weiter glaube
ich, dass es eine hervorhebungswiirdige Eigenschaft der Mengenlehre ist, dass die fiir eine exak-
te Definition und elementare Meta-Untersuchungen notwendige Metatheorie mengentheoretisch

'Hier sei beispielsweise die von Lawvere in [Law64| formulierte Elementary Theory of the Category of Sets (ETCS)
erwahnt.



verhiltnisméRig leicht und natiirlich zu fassen ist;?> wir haben es mit einer Objekt- und einer Hin-
tergrundmengenlehre zu tun. Da ein absolutes, voraussetzungsloses Fundament der Mathematik
niemals zu finden ist, scheint es mir im Hinblick auf die Erkenntnissicherheit ein erstrebenswertes
Ideal zu sein, dass sich in der Formulierung des unbegriindeten Ausgangspunktes die Objekt- und
die Meta-Ebene so weit wie moglich und natiirlich nahekommen.?

Wie sieht es nun aber mit dem zweiten Gesichtspunkt aus? Ist eine Zuriickfithrung der gesamten
Mathematik auf die pradikatenlogische ZFC-Mengenlehre natiirlich?

Hier finden sich sehr schnell einige Einwéande:

1. In ZFC sind alle Gegensténde Mengen. Insbesondere werden wir also auch die reellen Zahlen
als Mengen auffassen miissen. Es ist somit sinnvoll nach den Elementen von 7 zu fragen.
Dies passt jedoch nicht zu der intuitiven Vorstellung, die wir von den reellen Zahlen haben;
reelle Zahlen haben keine Elemente. Aufgrund des Extensionalitdtsaxioms gibt es jedoch
in ZFC nur einen elementlosen Gegenstand: die leere Menge.

Ein gangbarer Ausweg aus diesem ,Problem* ist eine ZFC-Variante mit Urelementen,
d.h. mit Nicht-Mengen, die natiirlich auch keine Elemente haben.

2. In der pradikatenlogischen Sprache der ZFC-Mengenlehre sind die Variablen die einzigen
Terme. Im Gegensatz dazu verwenden wir im intuitiven Mathematisieren eine sehr term-
reiche Sprache, auch wenn wir mengentheoretisch gefarbte Objekte vor Augen haben. So
sind etwa Terme der Form

AUB, f(z), P(N), [[4s {neN;n=>5}

el

omniprésent in allen Bereichen der Mathematik. Die ersten drei von ihnen lassen sich leicht
per pridikatenlogischer Definitionserweiterung in die ZFC-Syntax aufnehmen.* Sowohl der
Produktbildungsoperator [[,.; A(v), als auch der Mengenbildungsoperator {v € I'; p(v)}
bereiten mehr Probleme.® Durch die Abhéngigkeit von einer Bindungsvariablen v lassen
sie sich nicht als Signatur-erweiternde Funktionssymbole realisieren. Natiirlich kénnte man
jede konkrete Instanz (wie etwa [[;cy N* oder {n € N; n > 5}) dieser Operatoren als Kon-
stantensymbole auffassen; dies verschiebt jedoch den Zusammenhang der durch diese Ope-
ratoren entstehenden Terme auf die Meta-Ebene und ist in konkreten Situationen sicher-
lich nicht sehr praktisch. Ublicherweise fasst man derartige Operatoren daher als ,informal
notions” auf, die noch eliminiert werden miissen, um einen exakten pradikatenlogischen
Ausdruck zu erhalten.

Um eine termreichere Sprache zu verwenden, liefte sich auch eine Pradikatenlogik mit
Kennzeichnungsoperator ¢ verwenden. Der Kennzeichnungsoperator entspricht dem be-
stimmten Artikel und bezeichnet den durch eine eindeutige (d.h. auf genau einen Gegen-
stand zutreffende) Eigenschaft ¢(v) bestimmten Gegenstand durch tvp(v). Hierbei stofen
wir jedoch auf das Problem, wie wir mit uneigentlichen Kennzeichnungen, d.h. wenn ¢(v)
keine eindeutige Eigenschaft ist, umgehen sollen.

Dies wird hoffentlich auch in dieser Arbeit erlebbar. Alle metatheoretischen Definitionen und Uberlegungen zur
Klassenlogik sind so gefiihrt, dass es unmittelbar nachvollziehbar sein sollte, wie sie in der exakten klassenlogi-
schen Sprache zu formulieren wéren.

3Mir schwebt das Bild eines sich in seiner Bewegung selbsterhaltenden Doppelstern-Systems vor Augen.

4Die Vereinigung und Funktionsanwendung als zweistellige Funktionssymbole, die Potenzmenge der natiirlichen
Zahlen als Konstantensymbol oder als auf ein Konstantensymbol (N) angewendetes Funktionssymbol (P).

Hierbei stehe v fiir eine Variable, I und A(v) fiir Terme und (v) fiir einen Ausdruck. In den interessanteren
Fallen kommt die Variable v in A(v) bzw. ¢(v) frei vor.



3. Manchmal wollen wir iiber Gesamtheiten sprechen, die zu groft sind, um sie als Mengen
aufzufassen. Sie werden iiblicherweise als echte Klassen bezeichnet. So sind zum Beispiel die
Gesamtheit aller Gruppen, aller Ordinalzahlen oder aller Mengen echte Klassen. Wenngleich
man in ZFC nicht direkt iiber echte Klassen sprechen kann, fiihrt man dennoch haufig
entsprechende Redeweisen ein, die man dann als ,informal notions* auffasst, die in einer
exakten Formalisierung zu eliminieren sind.

Mit NBG (Neumann-Bernays-Godel-Mengenlehre) und MK (Morse-Kelley-Mengenlehre)
gibt es Erweiterungen von ZFC, die von Anfang an mit Klassen umgehen koénnen.

4. Theoreme (samt ihren zugehorigen Beweisen) bzgl. anderen pradikatenlogischen Axiomen-
systemen (wie beispielsweise der in der Peano-Arithmetik beweisbare Satz von den unend-
lich vielen Primzahlen) lassen sich nicht unmittelbar in ZFC benutzen. Vielmehr miissen
die Beweise noch einmal innerhalb von ZFC gefiihrt werden. Hierbei hilft natiirlich der
schon gefiihrte Beweis.

Um Unzulénglichkeiten dieser Art zu beheben und eine natiirlichere formale Mengenlehre zu
ermdglichen, haben Jiirgen-Michael Glubrecht, Arnold Oberschelp und Giinter Todt in den 70er
Jahren die Klassenlogik entwickelt.® Sie ist eine konservative Erweiterung der Pridikatenlogik
erster Stufe und somit prinzipiell fiir die Beschreibung vieler mathematischer Strukturen geeig-
net. Konzipiert ist sie jedoch ohne Frage als logischer Rahmen fiir einen mengentheoretischen
Aufbau der Mathematik. Der wesentliche Unterschied zur Pradikatenlogik besteht darin, dass ei-
ne Elementrelation € und ein Klassenbildungsoperator {-; -} zu den Grundoperatoren —, A, V, =
hinzugefiigt wurden und somit Ausdriicke der Gestalt

a€b

und Klassenterme
{v; o} (zu lesen als ,die Klasse aller v mit ¢"),

ein allgemeiner Bestandteil der klassenlogischen Syntax sind. In der Klassenlogik ldsst sich al-
so nicht nur iiber Individuen (die wir Gegensténde 1. Stufe nennen wollen), sondern auch iiber
Klassen von Individuen sprechen. Man kénnte daher vermuten, dass es sich um eine zweitstufige
Logik handelt und deshalb kein vollstdndiger Beweiskalkiil existiert. Glubrecht, Oberschelp und
Todt haben jedoch gezeigt, dass sich bei geschickter Definition der Semantik ein vollstdndiger
Beweiskalkiil angeben ldsst. Allerdings erkauft man sich die Vollstéandigkeit des Beweiskalkiils mit
den aus der Pradikatenlogik erster Stufe bekannten Nichtstandardmodellen. Wir werden spéter
sehen, dass wir die Klassenlogik sowohl als echte zweitstufige Logik, als auch als erststufige Logik
(mit einem vollstandigen Beweiskalkiil) verwenden konnen.

Ein grundsatzlicher Unterschied zur Pradikatenlogik 2. Stufe ist jedoch, dass in der Klassenlo-
gik manche Klassen auch Gegensténde 1. Stufe sein kénnen. Derartige Klassen nennen wir dann
Mengen. Es lassen sich somit unter Umsténden Klassen von Klassen bilden. Da die Klassenlogik
als logischer Rahmen keine Existenzaxiome beinhalten soll, wird aber fiir keine Klasse allgemein
gefordert, dass sie eine Menge ist. Es sind daher auch sehr triviale klassenlogische Strukturen mit
keinem Gegenstand 1. Stufe moglich.” (Siehe Unterabschnitt 2.2.1.) Andererseits lisst sich durch
Zusatzaxiome, in denen von manchen Klassen gefordert wird, dass sie Gegenstéande 1. Stufe, d.h.
Mengen sind,® ein grofer Reichtum an Gegenstinden 1. Stufe erreichen. Insbesondere lassen sich
die ZFC-Axiome fordern, wodurch klar ist, dass eine klassenlogische Fundierung der Mathematik

Das erste klassenlogische System wurde von Oberschelp in [Obe74] aufgestellt. Daher werde ich im Folgenden
auch von der Oberschelp’schen Klassenlogik sprechen.

"Zumindest in der in dieser Arbeit entwickelten Variante der Klassenlogik. Vgl. dazu Abschnitt 2.4.

8Die Forderung, dass alle Klassen Gegenstiande 1. Stufe sind, ist nach der Russel’schen Antinomie inkonsistent.



grundséitzlich moglich ist. In seinem Buch Allgemeine Mengenlehre [Obe94, S. 263| dufert Ober-
schelp die Uberzeugung, dass eine klassenlogische Sprache fiir eine systematische Entwicklung
der Mengenlehre nicht nur praktisch und natiirlich, sondern sogar unausweichlich ist:

Es zeigt sich allerdings, dafs die préadikatenlogische Sprache niemals weiter als iiber
die Formulierung der Axiome hinaus wirklich durchgehalten wird. Die Behauptung
es handele sich bei der pradikatenlogischen Sprache mit der zweistelligen Relations-
konstanten € um ,die Sprache der Mengenlehre‘, ist ganz einfach Fiktion. Die pradi-
katenlogische Sprache ist vielmehr nicht geeignet, die Entwicklung der Mengenlehre
wirklich zu tragen. Dafiir ist die klassenlogische Sprache (und zwar auch im Fall
der fundierten und reinen Mengenlehre) einfach unausweichlich. Die klassenlogischen
Sprechweisen machen dariiber hinaus deutlich, daf es den intuitiven Vorstellungen
entspricht, Klassen auch als Objekte zu behandeln. ...

Als Basislogik fiir die Mengenlehre wird jedoch gewohnlich die Pradikatenlogik ge-
nommen. Strenggenommen muf man dann nachweisen, daft die erweiterten klassenlo-
gischen Ausdrucksmittel (die man ja benutzt) sich in Formeln zugunsten rein prédika-
tenlogischer Ausdrucksmittel eliminieren lassen. Dafs 1dsst sich, wenn keine Klassen-
logik vorausgesetzt wird, nicht einfach durch ... [einen knappen Hinweis| erledigen.
Vielmehr ist es (selbst wenn man sich auf den Fall beschrankt, dak alle Objekte
Klassen sind) durchaus aufwendig ... und unterbleibt deshalb oft.

Bisweilen findet man eine ,halbklassenlogische’ Sprache ..., in der Klassenterme
{z|e(x)} zwar nicht als eigenstdndige Terme erlaubt sind, aber immerhin als Be-
standteile von Formeln vorkommen koénnen. Man hat dann mindestens Formeln der
Art y € {z|e(x)} mit dem Abstraktionsschema y € {z|o(x)} < ¢(y) als logisches
Axiom. Klassenterme links von € und in Gleichungen konnen als weitere Formeln
(mit entsprechenden Axiomen) erlaubt sein oder auch als Abkiirzungen auftreten.
Ein gewisser Mangel dieser Auffassung ist es, dafs Klassenterme nicht als eigenstén-
dige Ausdriicke zugelassen sind, was dem intuitiven Verstdndnis entsprechen wiirde.
Der Hauptmangel ist jedoch, dafs es eine ,Basislogik’, auf die man sich dann stiitzen
konnte, eigentlich nirgendwo gibt. ...

Dagegen scheint mir, dafs die Klassenlogik ... eine geeignete Basislogik fiir die Mengen-
lehre ist. Die Klassenlogik ist eine konservative Erweiterung der Pradikatenlogik und
benutzt wie diese einen allgemeinen Individuenbegriff, ohne voraussetzen zu miissen,
alle Objekte seien Klassen. Sie gehort ebenso zur Logik der ersten Stufe und hat eine
ebenso prézise Semantik, wie es bei der Pradikatenlogik der Fall ist. Dariiber hinaus
kommt sie der Intuition entgegen, da sie alle Klassenterme mit Denotaten versieht.“

Mir scheinen die klassenlogische und die pradikatenlogische Mengenlehre gar nicht direkt mit-
einander konkurrieren zu miissen; vielmehr ergénzen sie sich. Fiir allgemeine modell- und be-
weistheoretische Untersuchungen haben sich die pradikatenlogischen Formulierungen der Men-
genlehre als sehr fruchtbar erwiesen. Ob auch die Klassenlogik hier einen Beitrag leisten kann,
muss sich erst noch zeigen. Die grofe Stérke der Klassenlogik sehe ich, wie Oberschelp, in der
ausdrucksstarken Sprache, die einen natiirlichen und zugleich prazisen Aufbau der Mathematik
ermdglicht. Die Spanne der Anwendbarkeit erstreckt sich dabei von einer unscheinbaren Hin-
tergrundlogik, die vor allem fiir einheitliche und prézise Definitionen genutzt wird, bis zu einer
vollsténdig axiomatisierten Bibliothek mathematischer Beweise (wie etwa in Bourbakis Haupt-



werk ,Eléments de mathématique“ oder auch im computerverifizierbaren Mizar-System). In
jedem Falle stellt die klassenlogische Mengenlehre ein viel zu wenig beachtetes Mitglied in der
Familie der mengentheoretischen Fundierungsanséatze der Mathematik dar.

Was ist nun aber das konkrete Ziel dieser Arbeit?

Im Wesentlichen soll hier eine neue Variante der Oberschelp’schen Klassenlogik vorgestellt wer-
den, die, meiner Meinung nach, in Bezug auf die beiden oben angesprochenen Gesichtspunkte
(Einfachheit in den Grundlagen und Nattirlichkeit in der Anwendung) eine weitere Verbesserung
darstellt. Der Ausgangspunkt hierzu war die Beobachtung, dass es sich auch in der von Oberschelp
formulierten klassenlogischen Variante von ZFC beim Aussonderungsaxiom (wie auch beim Er-
setzungsaxiom) um ein Schema handelt. Der intuitive Gedanke hinter dem Aussonderungsaxiom
ist der folgende: ,Alle Teilklassen von Mengen sind Mengen.“ Das Problem dabei ist, dass iiber
Klassen quantifiziert wird. Da auch in der Oberschelp’schen Klassenlogik nur iiber Gegensténde
1. Stufe quantifiziert werden kann und nicht iiber Gegenstande 1. und 2. Stufe (zu denen auch
alle Klassen von Gegenstédnden 1. Stufe gehdren), muss man auch dort ein Axiomen-Schema
verwenden: Fiir jede durch eine Formel ¢(z) beschriebene Klasse hat man das (hier informell
angegebene) Axiom

SFur alle Mengen A ist auch {z; v € AA ¢(x)} eine Menge.“

Mein Ausgangsfrage war daher:

Lasst sich eine Variante der Klassenlogik formulieren, in der der Allquantor iiber Gegenstén-
de 1. und 2. Stufe quantifiziert, die jedoch noch immer einen addquaten (d.h. korrekten und
vollsténdigen) Beweiskalkiil besitzt?

Mit dieser Arbeit kann diese Frage bejaht werden. Es ist eine unmittelbare Folge des méchtigeren
Allquantors, dass sich in dieser Klassenlogik die ZFC-Mengenlehre endlich axiomatisieren lésst.
Genau genommen handelt es sich durch den zur Verfiigung stehenden Begriff der Klasse nicht um
ein klassenlogisches Analogon von ZFC, sondern um ein Analogon der Morse-Kelley-Mengenlehre
(MK)!9, einer echten Erweiterung von ZFC, die aber in der Priidikatenlogik 1. Stufe auch nicht
endlich axiomatisierbar ist. In gleicher Weise lassen sich auch die Peano-Axiome anders als in
der Priadikatenlogik 1. Stufe durch endlich viele Axiome ausdriicken.

Da im Verlaufe meiner Auseinandersetzung mit der Klassenlogik noch weitere Anpassungen
hinzugekommen sind, habe ich mich dazu entschlossen, in dieser Arbeit zunédchst die von mir
angepasste Version der Klassenlogik unabhéngig von der urspriinglichen Version Oberschelps
darzustellen. Im Anschluss daran wird dann in Abschnitt 2.4 auf alle konkreten Anderungen
gegeniiber der Oberschelp’schen Version einzeln eingegangen.!!

9In Kapitel 4 dieser Arbeit wird angedeutet, wie eine solche klassenlogische Bibliothek begonnen werden konnte.
(Man beachte auch den auf Seite 31 exakt definierten Begriff der Bibliothek.) Zudem ist mit dem den Ausdrucks-
und den Beweiskalkiil der Klassenlogik umfassenden ,,grofien vereinheitlichten Kalkiil“ in Kapitel 5 eine Grundlage
fiir eine maschinenverifizierbare klassenlogische Bibliothek gelegt.

OWir werden MK in Abschnitt 4.4 kurz vorstellen.

"Dem mit der Oberschelp’schen Klassenlogik vertrauten Leser ist deshalb zu empfehlen, zunéchst einen Blick auf
diese Anderungen zu werfen.
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Ich méchte nun noch ein paar Worte zur Gliederung dieser Arbeit verlieren:

e In Kapitel 1 werden in erster Linie Notationen eingefiithrt und ein exakter Kalkiil-Begriff
vorgestellt. Da ich das Experiment gewagt habe, auch einige Standard-Notationen abzuén-
dern, bitte ich den Leser darum, dem Notationsabschnitt mehr Aufmerksamkeit als tiblich
zu schenken. Der Abschnitt 1.5 mit einer etwas technischen Darstellung der Priadikatenlogik
wird erst im Anhang C bendtigt.

e Kapitel 2 ist der Kern der Arbeit. In ihm wird die Klassenlogik vorgestellt und die Ad-
dquatheit des Beweiskalkiils bewiesen.

e Kapitel 3 présentiert ein allgemeines Prinzip klassenlogischer Syntaxerweiterungen. Erst
durch sie ist eine echte praktische Nutzbarkeit der Klassenlogik geschaffen. Auch die durch
Syntaxerweiterung entstehenden klassenlogischen Systeme besitzen einen addquaten Be-
weiskalkiil. Der Nachweis dieses Resultats ist vielleicht das einzig wirklich Neue an dieser
Arbeit. Der wesentliche Teil des Beweises hierfiir wurde in den Anhang verschoben.

e In Kapitel 4 wird schliefslich angedeutet, wie mit der Klassenlogik gearbeitet werden kann.

e Kapitel 5 stellt einen Ausdrucks- und Beweiskalkiil der Klassenlogik vereinigenden Kalkiil
vor. Fr ist in gewisser Weise die letzte Konsequenz der axiomatischen Methode: auch die
fiir den Beweiskalkiil notwendigen syntaktischen Nebenbedingungen (wie z.B. das Nicht-
frei-Vorkommen von Variablen) werden axiomatisch beschrieben.

e Kapitel 6 beschreibt eine Turing-vollstindige Gesamtheit von Kalkiilen: die sogenannten
Post-Kalkiile. Die angegebenen Beispiele (Turing-Maschinen und eine Substitutions- und
Logik-freie Version der Primitiven Rekursiven Arithmetik) kénnten fiir sich genommen von
Interesse sein. Weiter wird mit dem PostInspector (PI) ein Post-Kalkiil-Checker angekiin-
digt. Da es sich beim ,,grofsen vereinheitlichten Kalkiil* aus Kapitel 5 um einen Post-Kalkiil
handelt, wire damit auch ein Proof-Checker fiir die Klassenlogik gegeben.

e Der Anhang enthilt, wie bereits erwihnt, die wesentlichen Beweise zu Kapitel 3.'2 Zu-
dem wird im Anhang gezeigt, dass die Klassenlogik eine konservative Erweiterung der
Pradikatenlogik ist. Allerdings miissen wir uns hierbei auf abzéhlbare pradikatenlogische
Symbolmengen beschrinken. Um die Einbettung pradikatenlogischer Systeme mit iiberab-
zéhlbaren Symbolmengen zu erméglichen, miisste die Klassenlogik noch etwas angepasst
werden.

Um einen ersten Eindruck von der Klassenlogik zu bekommen, empfehle ich dem Leser zunéchst
die Einleitung von Kapitel 2 zu lesen und sich dann durch das Uberfliegen von Kapitel 4 einen
Uberblick iiber die Ausdrucksstirke der Klassenlogik zu verschaffen. Im Anschlusse daran kann
ein grindlicheres Studium mit Kapitel 1 begonnen werden.

12Es handelt sich hierbei im Ubrigen um den Teil der Arbeit, der mir mathematisch gesehen die groften Schwierig-
keiten bereitet hat. Von der Richtigkeit der beiden Hauptséitze (Satz 3.1 und die Korrektheit des Beweiskalkiils
fiir die Klassenlogik mit Syntaxerweiterungen) war ich von Anfang an iiberzeugt, konnte jedoch lingere Zeit
keinen zielfiihrenden Beweisansatz finden.

13Siehe dazu Abschnitt 2.4.

11



1. Vorbereitungen

1.1. Hintergrundmengenlehre

3

»Das Spdtere ist das Frihere*

Wir wollen unsere Untersuchungen auf einer sicheren Grundlage fithren. Es seien deshalb ein
paar Worte zur Hintergrundmengenlehre vorausgeschickt.

1) Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht der Aufbau der Klassenlogik. Hierbei wollen wir deut-
lich machen, dass auch ein logisches System, wie die Klassenlogik, auf Konstruktionen in
der reinen Mengenlehre zuriickgefithrt werden kann. Dies hat, meiner Meinung nach, die
folgenden Vorteile:

a)

Bei der Charakterisierung eines logischen Systems, welches spéter selbst eine tragende
Funktion fir mathematische Argumentationen innehaben wird, ist es erstrebenswert
die unbegriindeten Hintergrundvoraussetzungen so gering wie nur moglich zu hal-
ten und explizit zu erwéahnen. Da neben einer unumgénglichen Hintergrundlogik in
der Mathematik zumeist auch auf mengentheoretische Prinzipien und Konstruktionen
nicht verzichtet werden kann, bietet es sich daher an, auch die exakte Beschreibung
eines logischen Systems auf mengentheoretischer Basis zu fithren. Es lédsst sich dann
verhdltnisméakig leicht feststellen, welche Axiome der Mengenlehre zur Beschreibung
des logischen Systems wirklich notwendig sind. Wir werden in dieser Arbeit jedoch
nicht genauer darauf eingehen.!

Wir wollen natiirlich auch einige Aussagen dber die Klassenlogik beweisen. Auch hier-
bei kommen wir um mengentheoretische Argumentationen nicht herum. Sind nun
von Anfang an alle Bestandteile der Logik (Ausdrucksmenge, Folgerungsbeziehung,
Beweiskalkiil etc.) als mengentheoretische Objekte in einer Hintergrundmengenlehre
angelegt, so erspart man sich ein nachtragliches Einbetten.

Letztendlich soll es moglich sein, auch in der Klassenlogik iiber die Klassenlogik zu
sprechen. Da sich in der Klassenlogik eine natiirliche Mengenlehre formulieren ldsst,
ist mit einer mengentheoretischen Definition der Klassenlogik die wesentliche Arbeit
dafiir bereits geleistet.

'Erwahnt sei nur, dass das Auswahlaxiom selbst im Beweis des Vollstandigkeitssatzes nicht benétigt wird. Dies
liegt daran, dass wir in der in dieser Arbeit beschriebenen Version der Klassenlogik auf nicht-logische Symbole
verzichtet haben. Im Hinblick auf die notwendigen Hintergrundvoraussetzungen steht die Klassenlogik dieser
Arbeit auf der selben Stufe wie die auf abzdhlbare Symbolmengen beschriankte Pradikatenlogik.
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2) Da wir zeigen wollen, dass die Klassenlogik eine Erweiterung der Pradikatenlogik ist, ist es
notwendig die beiden logischen Systeme auf einer gemeinsamen Grundlage vergleichen zu
kénnen.

3) Wir werden fiir die Definition und systematische Entwicklung der Klassenlogik als ma-
thematischem Objekt neben dem Mengenbegriff an ein paar wenigen Stellen auch den
Klassenbegriff verwenden.?

Um diesen Punkten gerecht zu werden, ldge es nahe, die Neumann-Bernays-Godel-Mengenlehre
(NBG) als Hintergrundmengenlehre vorauszusetzen.® Da wir an keiner Stelle iiber alle Klas-
sen quantifizieren, kénnte man jedoch auch in ZFC arbeiten und Klassen als ,informal notions“
auffassen.? Wir kénnten sogar eine klassenlogische Mengenlehre verwenden, die ja, wie in der Ein-
leitung angesprochen, fiir die Verwendung als Hintergrundmengenlehre konzipiert ist, um in ihr
eine exakte Definition der Objekt-Klassenlogik (samt einer klassenlogischen Objekt-Mengenlehre)
zu geben. Diese scheinbare Zirkelhaftigkeit ist, meiner Meinung nach, gar keine Schwéche logi-
scher Systeme, sondern vielmehr ein Charakteristikum der Grundlagen der Mathematik. Auch
bei der Definition der ZFC-Mengenlehre setzt man bereits eine Hintergrundmengenlehre voraus,
die man zuerst nur unbestimmt andeutet, und dann oft hinterher ,zirkelhaft als Modell von
ZFC charakterisiert.” Da die Klassenlogik in der hier gegeben Form ja erst in diesem Dokument
angegeben wird, ist es jedoch am besten, wenn sich der noch nicht mit der Klassenlogik vertraute
Leser die folgenden Untersuchungen auf Basis von NBG oder ZFC denkt.

2Die hiermit gemeinten Klassen und Mengen sind natiirlich zunéchst von den Klassen und Mengen in der Klassen-
logik zu unterscheiden. Verwendet man eine klassenlogische Hintergrundmengenlehre, so entsprechen die Begriffe
gerade einander.

3Fiir eine Definition von NBG siehe Abschnitt 4.4.

4Siche dazu etwa [Jec06, S. 5]: ,Although we work in ZFC which, unlike alternative axiomatic set theories, has
only one type of object, namely sets, we introduce the informal notion of a class. We do this for practical reasons:
It is easier to manipulate classes than formulas.“

5Wenngleich dafiir auch sehr viel schwichere Axiome reichen.
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1.2. Notationen

At this point an apology is also needed regarding the “order” used when denoting
the composition of morphisms. Certainly mankind (or at least mathematician-
kind) will long be plagued by the regrettable historical accident that the value of
a function f at a point x has been denoted f(x) rather than (x)f. Because of
this notation, the value of « L+ o £ o at x is written g(f(x)) and, consequently,
the composition of f and g is denoted by go f. This form of designation consti-
tutes a switch in the order, and it would be far preferable both ascetically and
practically to write the composition as f o g.

Horst Herrlich und Georg E. Strecker, Category Theory

In dieser Arbeit méchte ich ein kleines Experiment wagen. Es werden im Folgenden einige men-
gentheoretische Notationen festgesetzt und dabei auch ein paar weitverbreitete Standardnotatio-
nen abgeindert. Wenngleich keine dieser Anderungen grundlos geschieht, werde ich nicht auf alle
meine Entscheidungen eingehen. Vielmehr hoffe ich, dass dem Leser, nach Uberwindung der an-
fénglichen Befremdungsphase, der ein oder andere Vorteil der neuen Notationen erlebbar wird.

Insbesondere sollen alternative Funktions- und Relationsnotationen eingefiihrt werden, die eine
Prafix- und eine Postfix-Schreibweise erlauben. Hierbei kommt es mir weniger auf die konkret
gewahlten Symbole, als auf die grundsétzliche Umsetzbarkeit dieses Vorhabens an. Ein starker
Eingriff ist wohl, dass die runden Klammern () ihrer Funktion als Funktionsanwendungsklammern
beraubt werden; sie sollen im Wesentlichen nur noch als Gruppierungsklammern dienen. Vor einer
systematischen Zusammenstellung soll zuniichst ein grober Uberblick gegeben werden:

Sei f : A — B eine Abbildung. f~! bezeichne die Umkehrrelation von f.

1. Den Funktionswert von f an der Stelle a € A bezeichnen wir durch
fla, und La'f .
Ist f zudem injektiv und b ein Element des Bildes von f, so bezeichnen wir analog durch
fLb! und "bof

das Urbildelement von b unter f. Es gilt also offenbar f b = f~17b..

2. Um eine entsprechende Prifix- und Postfix-Darstellung der Komposition zu ermoglichen
muss offenbar das {ibliche Kompositionssymbol o durch ein asymmetrisches Symbol ersetzt
werden. Ist g : B — C eine weitere Abbildung, so bezeichnen daher

g<f und fog

beide die Komposition ,erst f dann ¢*. Es ist also g < f die iibliche ,Prafix-Komposition*
go fund f > g die entsprechende Postfix-Darstellung.

3. Ein weiteres ,Problem* das mit den neuen Notationen gelost werden soll, ist das folgende:

Sei @ ein Element oder eine Teilmenge von A. Ublicherweise bezeichnet dann
f(a) im ersteren Fall den Funktionswert von f an der Stelle a, im zweiteren
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aber die Bildmenge von a unter f. Diese Mehrdeutigkeit ist in vielen Féallen
unproblematisch; zu Verwirrungen kann es jedoch kommen, wenn etwas zugleich
Element als auch Teilmenge des Definitionsbereiches einer Funktion ist (man
denke z.B. an von-Neumann’sche Ordinalzahlen als Definitionsbereich).

Wir wollen daher die Bildmenge einer Menge C C A unter f durch

f1el und o [C1f

bezeichnen. Auch fiir die Urbildmenge von D C B unter f verwenden wir nicht die mehr-
deutige Darstellung f~1(D) sondern

fID] wd  [DJf
Es gilt auch hier f| D] = f~'[D].

4. FEin weiterer wichtiger Begriff ist der der Faser eines Elementes b € B. Sie wird gewohnlich

durch f=1(b) oder f~1({b}) bezeichnet. Wir wollen
fub] und [baf
dafiir schreiben. Natiirlich kénnen wir sie auch durch f~'[{b}| angeben.
In diesem Dokument werden wir nur im Falle der Komposition auch von einer Postfix-Darstellung
Gebrauch machen. Daher wird auch in den folgenden Definitionen nur fiir die Komposition

eine Postfix-Variante angegeben. Die gerade angedeuteten entsprechenden Postfix-Notationen
der anderen Funktions-Relations-Begrifflichkeiten liegen jedoch auf der Hand.

Elementare Mengenlehre

Es sei Zay die Allklasse, d.h. die Klasse aller Mengen. Fiir A, B € Py definieren wir:

Definiendum Definiens

P(A) Potenzmenge von A
A\ B die Menge A\ {B}
(A, B), das Kuratowski-Paar {{A, B}, {B}} von A und B

Natiirliche Zahlen

An einigen Stellen wird es sich als sehr praktisch herausstellen, das von-Neumann-Modell der
natiirlichen Zahlen zu verwenden. Eine natiirliche Zahl n € N wollen wir also auffassen als die
Menge {0, ...,n — 1} aller kleineren natiirlichen Zahlen; insbesondere ist 0 = (). Damit kénnen
wir z.B. anstatt Fir alle £ € N mit £ < n ... auch kiirzer ,Fir alle £ € n ... schreiben. Die
Menge N\ 0 aller positiven natiirlichen Zahlen bezeichnen wir durch N*.

N ist also gerade die (von-Neumann’sche) Ordinalzahl w.
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Endliche Tupel

Seien n € N und ay, ..., a, € Zay. Dann definieren wir das n-Tupel von aq, ..., a, durch”

(a1,...,an) = ={(0,a1),,....,(n—1,an) } .

Insbesondere ist () = () das leere Tupel. Mit den endlichen Tupeln kénnen wir nun leicht das
cartesische Produkt endlich vieler Mengen A1, ..., A, (n > 2) definieren:®

Ain---MA4, ::{(al,...,an>; a1 GAl,...,anEAn} .
Insbesondere sei fiir A € a3 und n € N
"A = {(a1,...,an); a1,...,an € A}

und damit

A=A

i€EN
die Menge aller endlichen Tupel iiber A. Man beachte, dass A = {()} = {0}.

Fiir eine Menge M kann man nun den Tupelabschluss definieren:
(M) = | M;  wobei induktiv My := M und My := M; U*M; .
1€N

Es lésst sich leicht zeigen, dass (M) die kleinste Obermenge N von M ist, welche abgeschlossen
unter endlicher Tupel-Bildung ist, d.h. fiir die *N C N gilt.

Sind 7 = (a1, ...,an) und o0 = (b1, ..., by,) endliche Tupel, so sei Txo := (a1,...,an,b1,...,bpn)
die Verkettung von 7 und o. Ist, allgemeiner, (i) ein Term, der ein endliches Tupel bezeichnet,
wann immer wir 7 als eine natiirliche Zahl interpretieren,’ so definieren wir induktiv:

Kelyim 0 wd k(i) (X))« el

1€0 1en+1

Korrespondenzen & Abbildungen

Eine Korrespondenz (oder auch binire Relation) ist eine Menge R von 2-Tupeln. In diesem
Falle ist die Menge
def R := {z; Jy mit (z,y) € R}

"Die verschachtelte Tupel-Definition
(a1,a2) := (a1,a2),, (a1,a2,a3) = ((a1,a2),a3), etc.

wollen wir hier nicht verwenden, da sonst die Lange eines Tupels nicht eindeutig bestimmt wére. Ein Tripel wére
z.B. gleichzeitig auch ein Paar. Auflerdem lédsst sich unsere Tupel-Definition leicht verallgemeinern, wie wir in
Kiirze sehen werden.
8Wir verwenden hier nicht die {ibliche Darstellung A; x --- x A, um auch symbolisch deutlich zu machen,
dass unsere Tupel keine verschachtelten Kuratowski-Paare sind. Auflerdem spiegelt sich in unserer Darstellung
unmittelbar der Zusammenhang zum allgemeinen cartesischen Produkt ], ; ¢(¢) wider (siche unten).
9Wie diese zuerst einmal etwas schwammige Beschreibung klassenlogisch exakt aufgefasst werden kann, wird
deutlich durch Kapitel 3. Bei Bezeichnungen wie *ien(4), [1;c; (i), (¢(i))ier, etc. handelt es sich eigentlich
um verallgemeinerte Quantoren (mit der Bindungsvariablen 7).
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der Definitionsbereich von R und

im R := {y; 3z mit (z,y) € R}

das Bild von R. Sind R, S Korrespondenzen und a, b, A, B € D)1, so definieren wir:

Definiendum Definiens iibliche Bezeichnung'’
S <aRoder R> S {{z,2); Jy((z,y) € RA(y,z) € S)} SoR

R {(y.2); (2,y) € R}

RIA RN (ANimR) Rla

R|B RN (def RM B)

R[A| {y;3r € A:(zx,y) € R} R(A) oder R“A

R|B] {z; Iy € B: (z,y) € R} R7Y(B)

R"a] {y; (a,y) € R}

RLb] {z; (z,b) € R} R7L(b) oder R™1({b})

Falls entsprechende Eindeutigkeiten gegeben sind, definieren wir aufserdem:

Definiendum Definiens iibliche Bezeichnung
R a, dasjenige b mit (a,b) € R R(a)

R.b dasjenige a mit (a,b) € R R7L(b)

R[A dasjenige b mit A = R.b]

R|B™ dasjenige a mit B = R"a|

Fiir R" a_ schreiben wir manchmal einfach Ra (oder in seltenen Féllen auch R(a)) und anstatt
R (a1,...,a,), zumeist R aq,...,an .

Eine Korrespondenz R heifst eindeutig, falls fiir alle a € Zaj hochstens ein b € Pa; mit
(a,b) € R existiert. Eine Abbildung oder Funktion ist eine eindeutige Korrespondenz. Analog
heift R coeindeutig oder injektiv, falls fiir alle b € P4y hochstens ein a € Py mit (a,b) € R
existiert.

Sind A, B Mengen, so seien

Abb(A, B) :={f; f Abbildung mit def f = A und im f C B}
und

pAbb(A, B) :={f; f Abbildung mit def f C A und im f C B}

die Menge aller Abbildungen bzw. partiellen Abbildungen von A nach B. Fiir f € Abb(A4, B)
bzw. f € pAbb(A, B) schreiben wir, wie iiblich, auch f: A — B bzw. f: A — B.

Ist A eine Menge und ¢(z) ein Term, der ein Element von Za) bezeichnet, wann immer wir
als ein Element von A interpretieren, so sei:

(v € A o)) = {{z, p()); = € A} .

100\ feist werden diese Bezeichnungen nur fiir Abbildungen, d.h. spezielle Korrespondenzen verwendet.
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Offenbar ist (x € A — ¢(x)) eine Abbildung mit Definitionsbereich A. Ist ¢(x) ein Ausdruck,
der ein Element von B bezeichnet, wann immer wir x als ein Element von A interpretieren, so
schreiben wir anstatt ,,f := (x € A — ¢(x))* oft auch

Sel fiA— B, x— ().

Allgemeine Tupel

Ein Tupel ist eine Menge 7 von Kuratowski-Paaren, sodass fiir alle a € Za; hochstens ein
b € Pay mit {(a,b), € 7 existiert. Offenbar fallen auch die oben eingefiihrten endlichen Tupel'!
unter diesen allgemeineren Tupelbegriff. Ist I eine Menge und ¢(7) ein Ausdruck, der ein Element
von Yy bezeichnet, wann immer wir ¢ als ein Element von [ interpretieren, so ist

(@) ;ep = {0, 0(0)) ;s i € T}

offenbar ein Tupel.

Zu jedem Tupel 7 existiert eine ,isomorphe Abbildung {{a,b); (a,b), € 7}. Tupel sind also im
Wesentlichen nichts anderes als Abbildungen.!? Es lassen sich damit unmittelbar alle Definitionen
und Bezeichnungen fiir Korrespondenzen wie def,im, < etc. auf Tupel {ibertragen. Ist def 7 eine
Ordinalzahl, so nennen wir len 7 := def 7 auch die Linge von 7. Weiter schreiben wir fiir 77 i_
zumeist pr; 7 und, wenn keine Missverstindnisse zu befiirchten sind, oft auch einfach 7;;'3 d.h.

es gilt 7 = (7)icdef r-

Im Falle von endlichen Tupeln haben wir also 7 = (7)iclens = (705 -+ Tlenr—1)- Ist 7 # (), so
schreiben wir auch pr_; 7 fiir pry,, ,_; 7. Im Falle von Vektorpfeil-Variablen @ schreiben wir a;
anstatt d;.

Sei I eine Menge. Ein Tupel 7 mit def 7 = I nennen wir auch ein I-Tupel. Sei M eine weitere
Menge. Wir definieren dann:

IM :={r; 7 ist I-Tupel mit im7 C M} .

Ist, allgemeiner, (i) ein Ausdruck, der eine Menge bezeichnet, wann immer wir ¢ als ein Element
von [ interpretieren, so definieren wir das allgemeine cartesische Produkt durch

H(p(z) := {7; 7 ist I-Tupel, sodass pr; T € (i) fir allei € I} .
i€l

Es gilt offenbar, mit weiteren Mengen Ao, ..., A, (n > 0)

HM:IM und HAZ-:AOW-'HAn.
iel i€En+1

Somit handelt es sich wirklich um eine Verallgemeinerung der endlichen Produkte.

"Djese endlichen Tupel sind natiirlich eine echte Teilklasse der Klasse aller Tupel, die als Menge endlich sind. Im
Folgenden ist also ,endliche” in endliche Tupel“ nicht als eigenstindiges Adjektiv zu lesen. Vielleicht wére es
besser von ,natiirlichen Tupeln“ zu reden.

12Da Abbildungen Mengen von 2-Tupeln sind, lassen sich jedoch Tupel und Abbildungen nicht absolut identifi-
zieren.

13 Anstatt vom ,Wert von 7 an der Stelle 7 sprechen wir hier von der ,i-ten Komponente von 7. Ein Tupel ist
somit injektiv genau dann, wenn die Komponenten des Tupels paarweise verschieden sind.
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Wir wollen auch die ,gemischte* Hintereinanderschaltung von Tupeln 7 und Abbildungen f
zulassen. Hierbei legen wir fest, dass die Kompositionen 7 < f und f < 7 wieder Tupel sind.
Insbesondere definieren wir also fiir 7 € M und f: M — N

farm={{z,2); W({z,y) €TA{y,2) € f)} .

Offenbar gilt f <7 = (f"7;_)ier € IN, d.h. f < 7 ist nichts anderes als eine kompakte Bezeich-
nung der ,punktweisen Anwendung von f auf 7.

Zusammenfassend noch einmal die wichtigsten vom Standard abweichenden Bezeichnungen:'4

S <aRoder R> S die Komposition ,erst R, dann S

fra, der Funktionswert von f an der Stelle a

R[A] das Bild von A unter R

RuLb| der R-Vorbereich von b (oder auch die Faser von R iiber b)
M die Menge aller I-Tupel in M

Ain---MA, das cartesische Produkt der Mengen Ay, ..., A,

Ich hatte mir eigentlich vorgenommen die Latex-Darstellungen einiger Notationen noch etwas zu verschénern.
Beispielsweise sdhe es vielleicht ansprechender aus, wenn die neuen Funktionsanwendungsklammern das Argu-
ment etwas enger umschliefen wiirden. Leider habe ich es nicht mehr geschafft mich damit auseinanderzusetzen.
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1.3. Logische Systeme

The distrust of mathematicians towards the notion ... [of truth]| is reinforced by
the current opinion that this notion is outside the proper limits of mathematics
altogether. The problems of making its meaning more precise, of removing the
confusions and misunderstandings connected with it, and of establishing its fun-
damental properties belong to another branch of science — metamathematics.

Alfred Tarski, On Definable Sets of Real Numbers

Ein logisches System!® X ist gegeben durch:

e eine Menge Ly, die Ausdrucksmenge von X
e cine Klasse'S .#y, die Klasse der Interpretationen zu X

e zwei Klassen-Abbildungen!”

VERyx : #x — Pan und  INTy : Ay — Abb(Lyx, Dan)

VER% "7, nennen wir das Wahrheitsobjekt und INTx " J die Interpretationsabbildung
zur Interpretation J. Sind keine Missverstédndnisse zu befiirchten, so benutzen wir auch die Be-
zeichnungen V5 fiir VERyx "J_ sowie J fiir INTy"J_.

Axiomensysteme von X sind Teilmengen von Ly. Elemente aus *Lyx nennen wir Sequenzen.
Fiir Sequenzen wie (7y1,...,7v,) oder I' x (71,...,7,) verwenden wir oft einfach die Schreibweise

Y2 oo Y bzw. Dy ya oo e

Sei X ein logisches System, ® ein Axiomensystem von X und J eine Interpretation zu X. Wir
sagen dann J ist Modell von ® oder ® gilt in J und schreiben

Tl @,

falls 3[®| = {V5}. Ist € Ly, so schreiben wir anstatt J IFx {p} zumeist J IFx ¢. Ein Axiomen-
system @ fiir das eine Interpretation J mit J IFyx & existiert, heift erfiillbar.

In jedem logischen System X lésst sich eine Folgerungsbeziehung Fx C P(Lx) M Ly definie-
ren:
D FEx gdw. fiir alle J € A% mit J IFx @ gilt auch J Ik ¢ .

5Ein allgemeinerer Begriff ist der Begriff der Institution. Siehe dazu etwa [Mos+05]. Fiir unsere Zwecke reicht
jedoch der hier formulierte Begriff des logischen Systems.

$Denkt man an die Gesamtheit aller priidikatenlogischen Interpretationen (zu einer gegebenen Signatur), so ist
klar, dass es sich dabei um eine echte Klasse handelt. Schon die Gesamtheit aller Gruppen ist keine Menge. Also
ist an dieser Stelle der Klassenbegriff notwendig.

" Rine Klassen-Abbildung F' ist natiirlich nichts anderes als eine Klasse von 2-Tupeln, sodass fiir alle a € Pan
hochstens ein b € Zan mit (a,b) € F existiert. Es sollte klar sein, wie die Notationen und Definitionen fiir
Mengen-Abbildungen auf Klassen-Abbildungen {ibertragen werden kénnen.
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1.3.1. Konservative Systemerweiterungen

Ein logisches System X, ist eine konservative Systemerweiterung eines logischen Systems
X, falls eine Abbildung A : Ly, — Lx, und ein ¥ C Ly, existieren, sodass fiir alle ® C Ly, und
alle ¢ € Ly,:

PEx, ¢ gdw. VUA[P|Ex, A", .

Ist X5 eine konservative Systemerweiterung von X; und X; eine konservative Systemerweiterung
von X, so nennen wir X; und X, Aquivalent.

Spéater werden wir zeigen, dass die Klassenlogik eine konservative Systemerweiterung der Pré-
dikatenlogik ist und dass die Klassenlogik mit Syntaxerweiterungen dquivalent zur Klassenlogik
ohne Syntaxerweiterungen ist.

Anmerkung:

Es ldsst sich mit dem Begriff der konservativen Systemerweiterung sogar eine Kate-
gorie £ konstruieren. Die Objekte sind die logischen Systeme,'® die Morphismen sind
die Paare (A, ¥) mit den oben genannten Eigenschaften.'® Die Komposition . ist
gegeben durch:

<A1, \I’1> >, <A2, \If2> = <A1 > AQ, Wy U Ag [\IJ1J>

Der Identitétsmorphismus zu einem logischen System X ist dann (idp,, ). Leider
entspricht aber der Isomorphie-Begriff dieser Kategorie nicht unserem Aquivalenzbe-
griff von logischen Systemen. Dennoch hilft uns diese Kategorie etwas weiter, denn die
Wohldefiniertheit der Komposition impliziert sofort die Transitivitat, die Existenz der
Identitatsmorphismen die Reflexivitat der Relation ,,. . . ist konservative Systemerwei-
terung von ...“ Wir gewinnen diese Relation sogar aus der Kategorie durch die De-
finition: X ist eine konservative Systemerweiterung von X; :gdw. Mor (X1, X2) # 0,
d.h. sie ist gerade die durch die Kategorie induzierte Quasiordnung.

¥Da in logischen Systemen die Gesamtheit der Interpretationen eine echte Klasse sein kann, muss man, um eine
Klasse von Objekten zu erhalten, eigentlich eine Klasse von vertretenden ,Namen* fiir logische Systeme wihlen.
(Oder man arbeitet mit Grothendieck-Universen.)

¥Genau genommen miissen die Morphismen noch mit den entsprechenden Objekten indiziert werden, damit die
Morphismenmengen zwischen verschiedenen Objekten disjunkt sind. D.h. man verwendet etwa statt des Paares
(A, ), das Tripel <%1, (A, \1/>,3€2>.
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1.4. Kalkiile

Statt eine SchlufSreihe unmittelbar an eine Tatsache anzuknipfen, kann man,
diese dahingestellt sein lassend, ihren Inhalt als Bedingung mitfihren. Indem
man so alle Tatsachen in einer Gedankenreihe durch Bedingungen ersetzt, wird
man das Ergebnis in der Form erhalten, daf$ von einer Reihe von Bedingungen
ein Erfolg abhingig gemacht ist.

Gottlob Frege, Grundlagen der Arithmetik
Die Ausdrucksmenge eines logischen Systems wird oft durch einen Kalkiil bestimmt. Ein solcher
Ausdruckskalkiil enthélt zumeist zwei Bestandteile:
i) eine Menge A von ,atomaren Ausdriicken

ii) eine Menge R von Regeln, geméf denen man aus schon gebildeten Ausdriicken weitere
Ausdriicke erhélt

Die Ausdrucksmenge ist dann der Abschluss der Menge A unter den Regeln aus R.?"

Zum Beispiel kann die Menge aller aussagenlogischen Ausdriicke definiert werden als die kleins-
te Menge L von Zeichenketten, die die Zeichen T, 1 und alle Aussagenvariablen Ag, A1, ... enthélt
und fiir die die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

d) Ist p € L, so ist auch —p € L. e) Sind p,q € L, so ist auch (pAq) € L.

Kompakter gibt man diesen Ausdruckskalkiil auch an durch:

D p
a) T b) T C) T firie N d) — e) q
Z v (pAa)
Hieraus sieht man schon, dass sich auch die atomaren Ausdriicke, als durch Ausdrucksbildungs-
regeln gebildet, auffassen lassen. Eine aus den Pramissen P, ..., P, und der Konklusion K
bestehende Regel
Py
P,
K

die wir auch als Schluss bezeichnen wollen, ist hierbei zu lesen als:
Sind Py,...,P, € L, soist auch K € L.

Wie etwa bei a), b) und c) ist auch der Fall n = 0 zugelassen; es wird dann nichts anderes
gefordert, als dass K € L.

20Wie in der Pridikatenlogik (siche Abschnitt 1.5) kann zudem eine solche Definition in zwei Schritten geschehen:
1. Es werden atomare Terme und Termbildungsregeln angegeben, um die Menge aller Terme zu bestimmen.

2. Mit Hilfe der Termmenge werden atomare Ausdriicke definiert. Zusammen mit den Ausdrucksbildungs-
regeln bestimmen sie dann die Ausdrucksmenge.
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Betrachten wir die Regeln d) und e), so fillt auf, dass es sich eigentlich um Schlussschemata
handelt: fiir beliebige Zeichenketten p und ¢ erhalten wir einen Schluss als Instanz des entspre-
chenden Schemas. Variablen wie p und ¢ in solchen Schemata werden wir im Folgenden, auch
um sie von ,Objekt-Variablen“ wie Ag, A1, ... abzugrenzen, als Metavariablen bezeichnen.

Wir wollen nun einen exakten Kalkiilbegriff einfiihren, der uns nicht nur fiir die Ausdruckskalkiile,
sondern auch fiir die noch zu betrachtenden Beweiskalkiile eine feste Grundlage geben wird.?!
Im Folgenden sei M eine beliebige nichtleere Menge.

Ein S € *M \ () ist ein Schluss in M. Die durch S eindeutig bestimmte natiirliche Zahl n mit
S € "M nennen wir die Pramissenanzahl von S und bezeichnen sie durch prem S. Einen
Schluss (P, ..., Py, K) geben wir auch an durch:

Py
P,
K

Ein Menge N C M ist abgeschlossen unter einem Schluss 5, falls
mit S[prem S| = {pr; S; i € prem S} C N auch pr_;SeN.

Ist S =(Py,...,P,, K), soist also N abgeschlossen unter S, wenn im Falle von Py,..., P, € N
auch K € N gilt.

Beispiel:

Seien M = R und a,b € R fest gewdhlt. Dann ist N abgeschlossen unter dem Schluss
(a,b,a+0b), da im Falle von a,b € N auch a+b € N. Weiter ist N abgeschlossen unter
(1,0,—1,m) aber nicht unter (1,0,7,4,—2).

Ein F € SCHy := U, neny Abb(™M, "1 M) ist cin Schlussschema in M. Die durch F ein-
deutig bestimmten natiirlichen Zahlen m und n mit F : ™M — "*M nennen wir die Para-
meteranzahl und die Pramissenanzahl von F' und bezeichnen sie durch par F' bzw. prem F'.
Wir kénnen ein Schlussschema auffassen als einen ,parametrisierten” Schluss: jedem ,Parameter-
Tupel“ wird ein Schluss zugeordnet.

Ein Schlussschema F' mit par F' = 0 bzw. prem F' = 0 nennen wir parameterlos bzw. pramis-
senlos. Wegen |"M | = |{()}| = 1 lassen sich Schliisse offenbar als parameterlose Schlussschemata
auffassen. Wir wollen uns daher im Folgenden weitestgehend nur noch mit Schlussschemata be-
fassen.

Eine Menge I C SCHj; von Schlussschemata ist ein Kalkiil iiber M. Die Menge M ist der
Triger von K.%? Ist K ein Kalkiil und I eine Menge, so nennen wir ein C' € /K einen Katalog?®
zu K.

21Eigentlich alle Resultate in diesem Abschnitt sind intuitiv unmittelbar einleuchtend. Da ich jedoch keine Quelle
gefunden habe, die sich mit diesen Intuitivitdten auseinandersetzt, habe ich mich dazu entschlossenen alle
Beweise mit anzugeben. Sie kénnen ohne Bedenken iibersprungen werden. Allerdings bieten sie andererseits
eine gute Gelegenheit sich mit den neuen Notationen vertraut zu machen.

22Enthélt ein Kalkiil nur parameterlose Schlussschemata, so ist durch den Kalkiil kein eindeutiger Triiger be-
stimmt.

23Ein Katalog ist also gewissermafen ein ,indizierter Kalkiil“. Der Begriff des Katalogs wird benétigt, da wir
zulassen wollen, dass man in einer Bibliothek (siehe unten) fiir ein Schlussschema zwei (oder mehr) verschiedene
Ableitungen angeben kann. Das Schlussschema bekommt dann einfach zwei Namen /Indices.
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Schreibweise:

Zumeist definieren wir einen Katalog bzw. einen Kalkiil durch eine Liste von Schluss-
schemata, die wir in der folgenden Form angeben:**

P ()
Name(X : 5
(X) P,(X)
K(X)
Hierbei seien P (X), ..., P,(X) und K (X) Terme, welche Elemente aus M bezeichnen,

wann immer wir die Komponenten von X als Elemente von M interpretieren.?®

Das hierdurch bestimmte Schlussschema sei
Name : "“"*M — "TIM, & (Pi(Z),... P(&), K(Z)) .
Name ist gewissermafsen ein Name des Schlussschemas Name.

«26

Ist I die Menge aller angegebenen ,Namen“<®, so ist der durch die Liste bestimmte

Katalog gegeben durch

<Name > Nameel *

Weiter haben wir insbesondere den Kalkiil
{Name; Namec I}

bestimmt.

Beispiel:
Sei M = R und I = {Null, Eins, Plus} eine 3-elementige Menge. Durch

Null . — FEins : — Plus(a,b) : b
0 1
a+b

werden die folgenden Schlussschemata definiert:
Null : 'R — R, ( 0
Eins : 'R — 'R, ( 1
Plus : R — 3R, (a,b) — (a,b,a + b)

) —
) =

—_
~ ~—

und damit der Katalog Cggp := {(Null, Null), , (Fins, Eins), , (Plus, Plus), } sowie
der Kalkiil Kggp := { Null, Eins, Plus}.

24In Name(X) lassen wir die Tupel-Klammern von ¥ ggf. weg, d.h. wir schreiben Name(xo, ..., Xm—1) anstatt
Name({xo,...,Xm—1)). AuBerdem schreiben wir im Falle m = 0 (d.h. wenn wir das Schussschema als Schluss
auffassen konnen) Name fiir Name(()).

25Wir schreiben hier die Variablen in nicht-kursiver fetter Schrift xo, X1, ..., a, b, ¢ ... (auch um Verwechslungen
mit der entsprechenden Darstellung fiir Schliisse zu vermeiden) und nennen sie Metavariablen.

26Die genaue mengentheoretische Definition der ,Namen“ ist natiirlich unwichtig.
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Durch einen Kalkiil K wird eine Menge von Schliissen K := | rex im F' bestimmt.

Ist K ein Kalkiil iiber M und N C M abgeschlossen unter allen Schliissen aus K, so nennen wir
N abgeschlossen unter /C.

Die durch K generierte Menge Gy ist nun gegeben durch
Gk = ﬂ {N C M; N abgeschlossen unter £} .

Gy ist selbst abgeschlossen unter K, d.h. G ist die kleinste unter K abgeschlossene Teilmenge
von M.

1.1 Lemma

Sei K ein Kalkil iber M. Dann ist Gx abgeschlossen unter K. Ist K' ein weiterer Kalkiil
iber M mit K C K/, so gilt G C G-

Beweis: Sei S € K mit S[prem S| C Gx. Nach Definition von G gilt auch S[prem S| C N und
damit pr_; S € N fiir alle unter K abgeschlossenen Teilmengen N von M. Also muss pr_; S € G
gelten. Folglich ist Gx abgeschlossen unter K.

Offenbar ist jede unter K’ abgeschlossene Teilmenge von M auch abgeschlossen unter K. Die
zweite Aussage ist damit klar. |

Beispiel:

Mit M = R und Kgg, wie oben gilt Gip,, = N. Offenbar ist ndmlich N abgeschlossen
unter Kpgsp, d.h. Ggy,, € N und umgekehrt ist 0 € G, wegen Null und mit Eins
und Plus folgt aus a € Gky,, auch a +1 € Giy,,, d.h. NC Giy,,.

Sei im Folgenden ein beliebiger Kalkiil I iiber M gegeben. Wir wollen noch eine andere Cha-
rakterisierung von Gx angeben. Dazu definieren wir induktiv fiir n € N:27

Gr,<n = {pr_l S; S €K mit S[prem S| C U Gl(:,<k} .

ken

1.2 Lemma
(i) Gx,<n € Gx,<n+1 fiir allen € N.

(ii) Ist no € N mit Gi <ng+1 = Gi,<ng, S0 gilt G <n = Gic,<n, fir alle n > ng.

(iii) Es gilt
Gr = | Gro<n -

neN

Beweis:

(i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Definition von G <y,.

(iii) Wir zeigen zuerst Gx C UﬂeN Gk,<n, indem wir die Abgeschlossenheit von J, Gk ,<n
unter K nachweisen. Sei S € K mit S[prem S| C J,cyGk,<n- Da S[prem S| endlich ist,
gibt es ein ny € N, sodass S[prem S| C Uneno Gix,<n. Nach Definition von Gi <y, ist also

*"Hierbei ist wie iiblich |J, ., Gx,<r = 0.
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pr_y 5 € Gr<ny € Upen Gk <n-

Nun zeigen wir induktiv, dass G <, € Gx. Nehmen wir dazu an, dass n € N mit G < € G
fir alle K € n. Ist 2 € Gx <, so gibt es ein S € K mit z = pr_; S und S[prem S| C
Uken Gk,<k © Gx. Da Gx abgeschlossen ist unter K, gilt also = pr_; S € Gi. Folglich
gilt auch G <, C Gk. |

Damit ist die Abbildung
rgx : Gk = N, e —» min{n € N; z € Gg <p}
wohldefiniert und durch

r <y gdw. rgrr<rgry

ist auf G eine wohlfundierte Relation erklart. Wegen (i) und (ii) des gerade gezeigten Lemmas
gilt imrgx = N oder imrgy € N. Geméf Lemma A.3 (ii) ist damit rgy- die Rangfunktion dieser
Wohlfundierung. Fiir alle n € N gilt zudem offenbar

Gi,<n ={x € Gk; rgxz <n} .

Dies ist der Grund fiir die Bezeichnungsweise G <,. Weiter deutet sich schon an, dass die
Elemente von G in endlich vielen Schritten mit den Schliissen aus K ,erzeugt® werden konnen.
Wir wollen an dieser Stelle aber keinen exakten Begriff der Ableitung eines Elements von Gy
formulieren. Vielmehr werden wir im néchsten Abschnitt den allgemeineren Begriff der Ableitung
eines Schlussschemas einfithren.

Mit der Wohlfundierung <y léasst sich der allgemeine Rekursionssatz (Satz A.1 (ii)) fiir wohlfun-
dierte Mengen anwenden, um Funktionen auf Gy zu definieren.

1.3 Satz

Seien'Y eine Menge, K ein Kalkil iber M und g : G MpAbb(Gx,Y) — Y eine Abbildung.
Dann gibt es genau eine Abbildung f : Gx —'Y mit

ffes=g z f](=Rcex])s  fir alexz € X .

Zur Erinnerung: <xLz] = {y € Gx; y < x} ist der <x-Vorbereich von x.
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1.4.1. Zulassige und ableitbare Schlussschemata

Sei K ein Kalkiil iiber M.
Ein Schlussschema F' € SCHy; heiftt zuléssig in /C, falls

Grugry = Gk -

Weiter heifst Z C SCHj; zuléssig in K, falls alle F' € Z zuléssig in K sind.

1.4 Lemma

Ein Z C SCHyy st zuldssig in K genau dann, wenn Gxyuz = Gi.

Beweis:

»=" Wegen Lemma 1.1 reicht es Gxuz C Gx zu zeigen. Da nach Voraussetzung (und Lemma 1.1)
Gx = Gxuqry abgeschlossen unter K U {F'} fiir alle ' € Z, ist G auch abgeschlossen unter
KU Z. Es muss also Gz C G gelten.

»,<= Sel F' € Z beliebig, dann gilt (wieder mit Lemma 1.1)

Gk C Grugry € Gruz = Gk,

dh. Grury = Gk ]

Durch das Hinzufiigen zuléssiger Schlussschemata lassen sich also keine neuen Elemente ,.generie-
ren“. Ob ein gegebenes Schlussschema zuléssig ist, ist oft eine wichtige Frage.?® Ein hinreichendes
Kriterium fiir die Zuléssigkeit ist die Ableitbarkeit, mit der wir uns nun beschéaftigen wollen.

Es ist im Folgenden sehr praktisch die Projektionen pr;, pr_; als Abbildungen aufzufassen.
Entweder definiert man sie hierzu global als Klassen-Abbildungen, oder man wahlt lokale Defi-
nitionen, wie etwa

pr;: {7 € *M;lent > j} — M, 7+ pr;T fir j € N
und

pry:"M\() > M, T—pr_;7.

Fiir die in der folgenden Definition angegebenen Kompositionen wie etwa pr_; < F' ist nur wich-
tig, dass die Projektionsabbildungen pr; bzw. pr_; mindestens auf {7 € *M ; lenT > j} bzw.
*M \ () definiert sind.

Sei F' € SCH); und C = (F;)ics ein Katalog zu SCHy,. Eine Ableitung von F' bzgl. C ist eine
endliche Folge A = <<Zk, Tk, Mk>> mit [ € N* | sodass

kel
Zi1=pr_; < F
und fir alle k € I:

Zp P EM = M, rpel und gy PUTM s PP

Z8Wir werden spéter sehen, dass sich fiir jede (in der Klassenlogik formulierbare) mathematische Aussage die
Frage, ob diese Aussage wahr ist, auffassen lasst als die Frage, ob ein entsprechendes Schlussschema zuléssig ist.
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mit
Z=pr_y < Fp <

und

prj < Fo <pp € {Zs; s € k}U{pr, <« F'; t € prem F'} fir alle j € prem F,, .
In diesem Falle definieren wir Ref4 := {ry; k € I}, d.h. Refy ist die Menge aller ,Namen* der
Schlussschemata, die in der Ableitung A verwendet werden.

Schreibweise:
Sei C = (F})ier ein Katalog und F : ™M — "T1M gegeben durch

P (X)

Ist A = ((Zg, s, '“k>>k:el eine Ableitung von F' bzgl. C die bestimmt ist durch

Zy: ™M — M, & Ap(Z) und gy ™M — P IN # e By(Z)
mit Termen Ay(Z) und By(Z), welche Elemente von M bzw. P& M bezeichnen,
wann immer wir xo,...,Tm,m—1 als Elemente von M interpretieren, so geben wir A

zumeist an in der Form:2°

Demonstratio:
P (X) Praemissio

P,(X)  Praemissio
Ao(X)  ro(Bo(X))

;41_1 (X) ;”1_1 (Bi-1(xX))
qed.

A;_1(X) ist natiirlich nach Definition des Ableitungsbegriffs nichts anderes als K (X).

Ein Schlussschema F € SCHj; ist ableitbar in /C, falls es eine Ableitung von F' bzgl. eines
Katalogs zu K gibt.

Beispiel:
Das Schema
a
Beispiell(a,b) : b
3-a+b+1

ist ableitbar und damit (nach folgendem Lemma) auch zuléssig in Kggp. Offenbar ist
néamlich

29 Auch hier lassen wir, wie bei Angabe von Schlussschemata, unnétige Klammern in (Bk (5(')) weg.
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Demonstratio:

a Praemissio

b Praemissio

ata Plus(a, a)

(a+a)+a Plus(a + a, a)

(a+a)+a)+b Plus((a+a) + a,b)

1 Eins

((a+a)+a)+b)+1 Plus(((a+a)+a)+b,1)
qed.

eine Ableitung von Beispiell bzgl. C’Bsp.30 Dagegen ist das Schema

a
Mal(a,b) : b
a-b

zwar zuléssig, aber nicht ableitbar in Kgg, (was wir an dieser Stelle aber nicht zeigen
wollen). Das Schema
a+1

a

Vorginger(a) :
ist nicht zuléssig in Kpsp, denn es gilt Giep U vorgingery = Z 7 N = Gy,

Wir wollen nun zeigen, dass ableitbare Schlussschemata auch zuléssig sind. Der Kern der Argu-
mentation steckt in folgendem Lemma.

1.5 Lemma

Sei N C M abgeschlossen unter K, C = (F;)ier ein Katalog zu K, F € SCHy und
<(Zk,rk,,uk>>kel mit | € N eine Ableitung von F bzgl. C. Dann gilt fir alle T € P*ENf

mit F'r,[prem F| CN auch Z"7,€ N firallekel.
Da Z;_y =pr_; < F ist N insbesondere auch abgeschlossen unter KU {F'}.

Beweis:
Wir fiithren Induktion tiber .

IA: Es gelte | = 1. Sei 7 € P* M mit F™7,[prem F| C N. Wegen
pr; 4 Fr, < po € {pr; < F'; t € prem F'} |
d.h. insbesondere
pr; Fry"po" 7o € {pry F' 745 t € prem F} = F' 7 [prem F] C N
fiir alle j € prem F,, gilt auch
Zo'Ta=(proqy 9 Fpy <o) 7o=pr_ Fpy)"po 7oL €N,

denn F,, € K und N ist abgeschlossen unter K.

a a
39Hjerbei ist nur zu beachten, dass b und b dasselbe Schlussschema bestim-
3-a+b+1 (((a+a)+a)+b)+1

men.
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IV: Seilp € N* und gelte die Aussage fiir alle Ableitungen der Lange | = lo.
IS: Betrachten wir nun den Fall [ = Iy + 1. Wir definieren G : P& F)\f — pPrem FHIAT qurch
o= <prj Fro-—'>j€premF * <Zl0_1r0-—'> :

Es ist klar, dass <(Zk, Tk, '“k>>kelo eine Ableitung von G bzgl. C ist. Sei 7 € P& F [ = parG g

mit G'7,[prem G| = F' 7 [prem F'| C N. Nach Induktionsvoraussetzung gilt Z;" 7, € N
fiir alle k € lg. Weiter gilt fiir jedes j € prem F% wegen

prj < By <, € {Zg; k €lop U{pr, < F; L € prem F'} |

auch
pr; FTZO,_IU/ZO,_T_I_I e{Zy 7, kel UF 7 [prem F| C N .

Mit der Abgeschlossenheit von N folgt also
ZZOI—T_] = (pr_l < FTZO < /.,LZO)I—TJ = pr_l F«,«lo,_/.,(,lo,_T_lJ € N .

Folglich gilt Z,"7,€ N fir alle k € I =y + 1.

1.6 Satz
Ist ' € SCHyy ableitbar in IC, so ist F' auch zuldssig in K.

Beweis: Es reicht Gyurry C G zu zeigen. Dies ist aber klar, da G abgeschlossen unter K und
damit nach vorigem Lemma auch abgeschlossen unter U {F'} ist. |

Von einem sinnvollen Ableitbarkeitsbegriff erwartet man wohl folgendes:

Hat man die Ableitbarkeit eines Schlussschemas in einem Kalkiil gezeigt, und findet
nun fiir ein weiteres Schema eine Ableitung in dem um das erstere Schema erwei-
terten Kalkiil, so ist das zweitere Schema auch ohne das erstere, direkt aus dem
urspriinglichen Kalkiil ableitbar.

In der Tat hat unser Ableitungsbegriff diese Eigenschaft. Um dies in seiner allgemeinsten Form zu
zeigen, fithren wir die Begriffe ,Ableitungsnetz” und ,,Bibliothek* ein. Im Falle von Beweiskalkiilen
(die wir in Kiirze besprechen werden) handelt es sich bei einer Bibliothek gewissermafen um
eine Sammlung von mathematischen Theoremen (und ein paar Axiomen) samt ihren Beweisen,
wobei die Referenzen auf andere Theoreme in den Beweisen ein ,wohlfundiertes Netz“ bilden.
Insbesondere sind keine zirkelhaften Beweise enthalten.

Sei I eine beliebige Menge und C' = (Fj);cr ein Katalog zu SCHy;. Ist N = (A;)jer, mit Ip C I
ein Ip-Tupel, sodass A; eine Ableitung von Fj bzgl. C ist fiir jedes j € Iy, so nennen wir N ein
Ableitungsnetz fiir C, falls die Relation <z C I x I mit

i<xJ gdw j € Ipund i € Refy,

wohlfundiert ist.
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Eine Bibliothek tiber K ist ein Paar (C,N') bestehend aus einem Katalog C' zu SCHy; und
einem Ableitungsnetz N fiir C, sodass pr; C' € K fiir alle i € def C'\ def NV

1.7 Theorem
Ist <<Fi>i€1, (Aj)j€10> eine Bibliothek tber IC, so existiert fiir jedes j € Iy sogar eine Ablei-
tung Bj von Fj bzgl. (Fi)icq\1,- Damit ist dann auch <<Fi>i61, (Bj>j€]0> eine Bibliothek tiber
K. Insbesondere sind alle F; ableitbar und zuldssig in K und Gxuqr,; iery = Gk

Beweis: Sei N := (A;)er,. Natiirlich ist < := < N (Ip M Ip) wohlfundiert auf Iy. Wir kénnen
daher die Zuordnung j +— B; rekursiv definieren. Sei also jo € Iy, sodass fiir alle j < jo bereits
eine Ableitung

Bi = Vi, b)) oy, (5 €NY)

von Fjj bzgl. (Fi)ier 1, gegeben ist. Fiir alle j < jo gilt also

Jj .
‘/2]'71 =Pr < E] (11)
und fiir alle a € [;:
Vi BN M sl eI\l und v P o PRy (1.2)
mit ' '
VJ)=pr_;« Fj < v) (1.3)
und
pr, < F,; < Vi€ {Vej, e € a} U {prq a4 F;; g € prem Fj} fiir alle p € prem F; . (1.4)
Sei weiter
Aj() - <<Zk7rk7lu’k>>k;el (l € NX) ’
d.h. es ist
Z1—1 =pr_; 4 Fj, (1.5)
und fiir alle k € [:
Zp P oM M, rpel  und gy P TN — PA I g (1.6)
mit
Z=pr_y < F, <pp (1.7)
und
pr, < Fp Qpx €{Zc; c€ k}U{pr, < Fj; t € prem Fj,}  fiir alle ¢ € prem F;,, . (1.8)
Auferdem gilt rip <ar jo und damit
re <Jjo gdw. 1 € I fir alle k el . (1.9)

Wir definieren nun fir k£ € 1

H. - {<<VaTk QA g, SHE VTR G ,Uzk>>ael7.k, falls 7, < jo
k=

<<Zk7rk7,uk>>7 sonst
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und damit

= % H .
B; pel "

Da fiir alle k£ € [ mit (1.2), (1.6) und (1.9) im Falle 7 < jo
VIR P ER L N g P EON s P F g e T\ Ty, pik s ParEnyp o PRy
fir alle @ € [,, und im Falle 7 A jo
Zy P TN — M, 1 eI\ Iy,  pg o PEEoM — ParEr g
sind die Hj wohldefiniert und es ist B, von der Form
Bj, = <<V2>j0’ Sgo7ygo>>bezj0 (Lj, € N¥)
mit

par

, A A F;
Vi P Fior — M, sl eI\, v°:PFoM - M firalle b€l .

Wir zeigen nun, dass By, eine Ableitung von Fj, bzgl. (Fj)icp\ g, ist. Sei b € [j, beliebig. Es gibt
dann ein k € [, sodass

(a) Fall r < jo:

VP =ViR qu, s’ =sir und )’ =vFapu,  fireinacel,

(b) Fall Tk 74 jo: ] ) )
V=2 s’ =rp und 1)’ =

In beiden Féllen gilt fiir alle ¢ € k entweder r. < jo und damit wegen (1.7) und (1.1)

Ze=pr_1 < F <p.=pr_1 < F.)<pe.= l:Z—l Qpe =propr_q He € {Vdjo ;de b}
oder r. £ jo und damit auch

Z.=propr_, H. € {Vdjo i d € b} )
Es gilt also in jedem Fall
(*) Z.e {Vdjo; deb} fiir alle ¢ € & .
Gelte nun Fall (a). Wir haben also mit (1.3)
VPO = Vi = (pr_y < Fy 9uf%) < =pr_y < Fyre < (V% < ) = pr_y < Fjo < e

und fiir alle p € prem Fsgo = prem Fri:

pr, < Fsio < VZO =pr, < Fri < (voF < )

= (pry @ Fore Qvgh) < py

e{Vk qpu; e€alU {prq <4 F., < ;g €premFy, } mit (1.4)
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Da
VI'F Qg = propr, Hy € {Vjo; de b} fir allee € a

erhalten wir mit (1.8) und (x):
pr, < Fsio < I/go S {Vdjo ;d € b} U {pr; <« F},; t € prem Fj,}
fiir alle p € prem Fsio‘ Ist b=1j, —1,somuss k =1—1und a = [, —1 gelten und damit gemé&f
(1.1), (1.7) und (1.5)
‘/qu = Vbjo =V,h <app = Vl::_l Qup =pr_y A F Qup =2y =21 =pr_; < Fj, .
Gelte nun Fall (b). Auch hier ist mit (1.7)
Vbjo =Zp=pr_ < F, Qup=pr_; < Fsio 4 Z/ZO
und fiir alle p € prem Fsio = prem F;, :
pr, < stb-o < ygo =pr, < Fyp < pg

€{Z.; ce k} U{pr; < Fj,; t € prem Fj, } mit (1.8)

- {Vdjo ; de b} U {pr; <« Fj, ; t € prem Fj, } mit ()
Ist b =1, — 1, so muss k = — 1 gelten und folglich mit (1.5)

Ve =V =2k =Zii=pr A F .

Wir haben also gezeigt, dass
VZS—l =Ppr_; < Fjo
und dass fiir alle b € [j;: ‘ '
V) =pr_; < Fs{}’ SRV

und

pr, < Fsio SEVANS {deo i de b} U{pr, « Fj,; t € prem Fj,} firallepe plremFSiO .
Damit ist Bj, = <<V})j°, SZO, Vgo>>belj0 eine Ableitung von Fj, bzgl. (Fi)ieq 1, -

Sei nun N’ := (Bj)jer,- Da
i<n1j = i€lI\Ipundjel,

ist <z offenbar wohlfundiert und damit A’ ein Ableitungsnetz fiir (F;);c NI, und damit na-
tiirlich auch fir (F;);er, d.h. auch <<Fz‘>i€[, <Bj>j610> ist eine Bibliothek tiber K. Die restlichen
Aussagen folgen leicht mit Satz 1.6 und Lemma 1.4. |

Bemerkung: Stellt man entsprechende Berechenbarkeits- bzw. Entscheidbarkeits-Kriterien an KC,
(Fi)ier und (A;)jer,, so sind auch die Zuordnungen j — B; und (A;j) cr, — (B;)jer, berechen-
bar.

Ist eine endliche Indexmenge gegeben, so gibt es ein einfacherer zu iiberpriifendes hinreichendes
Kriterium fiir Ableitungsnetze.
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1.8 Satz

Sei I eine Menge und Iy C I endlich, C = (F;);cr ein Katalog zu SCHps und zu jedem
j € Iy sei A; eine Ableitung von F; bzgl. C. Gilt dann mit N := (A;)icr,:

1 <Nt fir keini € Iy,

so ist N ein Ableitungsnetz fiir C. Hierbei bezeichne < den transitiven Abschluss von <.
Beweis:
Angenommen < ist nicht wohlfundiert. Dann gibt es eine Folge o = (iz)ren € N mit dp 41 <pr
i) fur alle k € N (Lemma A.2 (i)). Nach Definition von < muss im a C I gelten. Also ist auch
im a endlich und folglich gibt es k1, k2 € N, ky < ko mit i, = ig,. Es gilt also
k) = Uky <N Uk

im Widerspruch zur Voraussetzung. |

Jedes Element a von M lésst sich als parameter- und pramissenloses Schlussschema
Atomg : —
a

auffassen.

1.9 Satz
Fiir alle a € M ist Atom, ableitbar in K gdw. a € Gx.

Beweis:

»,= Sei Atom, ableitbar in K. Damit ist Atom, auch zuldssig in K, d.h. es gilt Gx =
Gxu{Atom,}- Insbesondere ist G abgeschlossen unter dem Schluss Atom," (), = (a). Also
gilt a € G.

»<"“ Wir fithren Induktion {iber rgy a. Sei also a € Gx und sei Atom, ableitbar in K fiir alle
b € G mit rge b < rgx a. Nach Definition von rgy a gibt es ein F € K und ein 7 € P M mit
a=pr_; F'7 und F' 7 [prem F'| C Ukag’ca Gk <k. Sei n := prem F und fiir j € n

bj:=pr; F'7,;

wegen rgi bj < rgi a ist nach Induktionsvoraussetzung Atom,, ableitbar in K. Zu jedem j € n

gibt es also einen Katalog €7 = <Fij)i€1j zu K und eine Ableitung A; von Atomy, bzgl. C.
OBdA. sei angenommen, dass die Mengen I°,...,I" !, n + 2 paarweise disjunkt sind. Damit
definieren wir
I'=JPu(n+2)
JjEN
und den Katalog C' = (F;);cr durch

C = U ciu {(j, Atombj>K; je n} U{(n, Atom,), } U{(n+1,F), } .

JEN
Sei weiter A, = <<Zk, Tk, 'uk>>ken+1 gegeben durch

Zyp: M = M, )b, =k, pp:'M =M, )= () fallsken
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und
Zn:OM—>M7 <>'_>a/7 rn::n‘i‘l’ :u’n:OM_>parFM7 <>'_>T

Man beachte, dass par Atom, = prem Atom, = 0 fiir beliebiges x € M, F,, = F,,41 = F und
F,, = I, = Atomy, fiir k € n. Damit gilt offenbar fiir k € n

Zk . par AtomaM N M, re € I7 Lk par AtomaM _y par FTkM
mit
Zy =pr_y < Atomy, < pp =pr_; < F. <Qpy

und da prem F,, = prem Atom;, = 0, trivialerweise
prj < Fr <pp € {Zs; sen}  fiiralle j € premF,, =0 .
Auflerdem gilt

Zn : par AtomaM — M, Ty € I, T par AtomaM N parF,«nM
mit
Zp=pr_1 A F ap,=pr_y < F., <y

und
pr; 9 Fr, Qi =pr; < F < pp, =pr_y < Atomy, = Z; € {Zs; s € n}

fiir alle j € prem F;,, = n. Da schlieflich
Zn =pr_; < Atomg ,

ist A, eine Ableitung von Atom, bzgl. C. Sei N := (Ag)rens1. Wir wollen nun zeigen, dass
(C,N) eine Bibliothek iiber K ist. Seien 4,j € I mit i <y j, d-h. j € n 41 und i € Refy;.
Ist ¢ € n+ 1, so folgt nach Definition von N offenbar i € n und 57 = n. Da kein k € I mit
n <, k existiert, kann es also kein ¢ € n + 1 geben mit ¢ <y ¢. Nach Lemma 1.8 ist also A/ ein
Ableitungsnetz fiir C. Weiter ist def C'\ def N = {J,¢,, IV U{n+ 1} und damit

F), fallsie I/
F, fallsi=n+1

priC:Fi:{ ek

fir i € def C'\ def N, d.h. (C, N) ist eine Bibliothek iiber K. Insbesondere ist nach Theorem 1.7
also Atom, = F,, ableitbar in K. [ |

Es lassen sich also alle Elemente von G als ableitbare Schlussschemata auffassen. Um einzuse-
hen, dass ein a € M zu G gehort, reicht es somit zu zeigen, dass Atom, in K ableitbar ist.
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1.4.2. Ausdruckskalkiile

Wir wollen nun zeigen, wie sich mit unserem Kalkiilbegriff Ausdruckskalkiile exakt definieren
lassen. Da wir uns hier auf abzéhlbare Ausdrucksmengen beschrénken wollen, sei M := (N)) der
Tréger aller hier betrachteten Kalkiile.?! Weiter wollen wir annehmen, dass das logische System
nur eine Variablensorte besitzt. Schreiben wir v; fiir das Paar (0,4), so sei daher

Vi={vi;ieN}C M die allgemeine Variablenmenge.*?

Betrachtet man die Ausdrucksbildungsregeln der Pradikatenlogik, so fallt auf, dass sie sich in
zwei Arten einteilen lassen:

Junktorenregeln: Aus einem bzw. zwei schon gebildeten Ausdriicken ¢ und ¢ (den Operanden)
werden durch Negation, Konjunktion, Disjunktion etc. die neuen Ausdriicke =, ¢ A 9,
p V1 ete. gebildet.

Quantorenregeln: Aus einem Ausdruck ¢ (dem Operanden) und einer Variablen v (der Bin-
dungsvariablen) wird die neue All- bzw. Existenzaussage Yvp bzw. Jup gebildet. Hierbei
verdndert sich zudem evtl. die ,Funktion“ der in ¢ vorkommenden Instanzen von v; die
Quantoren ,binden* die Variable v in .

In Kapitel 3 iiber klassenlogische Syntaxerweiterungen werden wir Quantoren mit mehr als einer
Bindungsvariablen und mehr als einem Operanden betrachten. Wir wollen daher den allgemei-
neren Begriff des Operators einfiihren. Ein allgemeiner Operator mit Unterscheidungsindex ¢

bildet aus den Variablen u1,...,u,, und den Ausdriicken ¢, ..., ¢, den neuen Ausdruck?®
<i, U1y« .oy U, (4,01,...,g0n>> , wobei i, m,n € Nund ¢ 20 .
Wir nennen ¢ den Operatorindex, u,...,u, die Haupt-Bindungsvariablen und ¢y, ..., ¢,

die Operanden des Ausdrucks <z’, (Uly ooy Um), (P1, - - (pn>>

Beispiel:

Im Hinblick auf die Syntax der Klassen- und Pradikatenlogik wollen wir fiir die syn-
taktische Représentation der logischen Standardoperatoren die folgenden Festlegun-

gen treffen:

(a=10b) fir <1, (), (a, b>>
(and) fir (2,(),(a,b))
(acb) fir <3, (), (a, b>>
Yva fir - (4, (v), (a))

Wir schreiben wa fir (5, (v), (a))
{via} flir <6, (v), <a>>
T fiir  (7,(),())
1 fiir (8, (),())
-a fiir <97 <>7 <a>>

31 Allgemeiner wiirde sich fiir Ausdrucksmengen der Kardinalitiit s der Triiger () anbieten.

32Fiir mehrere Variablensorten oder auch zweitstufige Variablen lisst sich die Definition leicht anpassen. Man
konnte entsprechende Variablenmengen auch in V jhineincodieren®. Z.B. kénnte man die Variablen mit geradem
Index als erststufige und die tibrigen als zweitstufige Variablen auffassen.

33Ublicherweise werden Ausdriicke als Zeichenketten, d.h. als endliche Tupel von elementaren , Zeichen* realisiert.
Wir wollen hier einen anderen Weg gehen und Ausdriicke als verschachtelte Tupel auffassen. Dies wird sich
gerade bei rekursiven Definitionen und in induktiven Beweisen als sehr hilfreich erweisen und entspricht, meiner
Meinung nach, auch mehr dem ,Baum-Charakter von Ausdriicken.
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Diese Festlegungen konnten auf den ersten Blick etwas befremden. Wie schon in Fufs-
note 33 angedeutet, wird uns jedoch die gleichférmige und verschachtelte Gestalt der
Ausdriicke gerade bei systematischen Untersuchungen von grofser Hilfe sein. Zudem
wird im Vergleich zur iiblichen linearisierten ,Zeichenketten-Représentation deut-
licher, dass die syntaktische Représentation mathematischer Aussagen vollkommen
unabhéngig ist von einer moglichen Interpretation. Formale Ausdriicke sind irgend-
welche konkreten mathematischen Objekte; wie sie interpretiert werden, ist ihnen
egal®.

Es sind aber nicht nur logische Operatoren denkbar. Wir werden vielmehr sehen, dass
sich viele mathematischen Operatoren und Eigenschaften als Operatoren in unserem
Sinne realisieren lassen. So liefe sich etwa fiir das allgemeine cartesische Produkt
bzw. fiir die Surjektivitdt von Abbildungen folgende Wahl treffen:

,,H b*  steht fir <in, (v), (a, b>>

vea

bzw.
»a : b — cist surjektiv  steht fiir <isur, (), (a, b, c>> i

Hierbei seien iy und ig,, irgendwelche festen natiirlichen Zahlen. Die genaue Wahl
der Operatorindices ist natiirlich letztendlich (auch bei obigen Grundoperatoren)
irrelevant.

d.h. es ist

a1
Operator® . (ai,...,a,) : ' ,
bl k) an
(i, 7, (a1, ..., a,))
Operatorgmm COM = "PIML @ s @k (i, d)

Die Menge aller moglichen Operatoren ist damit gegeben durch

OP := {Operator?’m’n; t,m,n €N,i#0und @ € mV} C SCHy, .

AK A R = {Atom,; a € A}UR

L¥":=Gr<n={p€L;rgcp<n} .

Wir wollen nun noch eine genauere Definition von ,Operator geben. Dazu definieren wir fiir
i,m,n €N, i 0und & € ™V das Schlussschema

Jetzt konnen wir endlich genau festlegen, was wir in dieser Arbeit unter einem Ausdruckskalkiil
verstanden wissen wollen. Ist A C M eine Menge von ,atomaren Ausdriicken und R C OP eine
Menge von ,,Ausdrucksbildungsregeln®, so sei

der durch A und R bestimmte Ausdruckskalkiil und damit L s g := Gk, , € M die durch A
und R bestimmte Ausdrucksmenge. Ist K ein Ausdruckskalkiil, L die zugehorige Ausdrucks-
menge und n € N so setzen wir auferdem
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Es lassen sich ein paar schone, allgemeine Eigenschaften von Ausdruckskalkiilen feststellen.

1.10 Satz
Seien A C M, R C OP beliebig, K := AK 4 r und L := Ly . Dann gilt:

(i)

LzAU{(i,U,éZ); ie N* 4 €*V,d e *L mit Operator’ *len 7 len & GR} :
(ii) Fir ¢ € L gilt
0, falls o € A oder p = < 12’(>>
Tr =
s max {rge aj; j €Elend} +1, falls o ¢ A und ¢ = (i,q,a) mit o # ()

Ist ¢ = (i,u,d) ¢ A, so gilt damit

1gic of < 18, d.h. of < @ fiir alle j € lena .

(i) Fir jedes ¢ € L sei A(p) eine wahre oder falsche Aussage. Kdonnen wir die beiden
Behauptungen

Sl:  Es gilt A(yp) fir alle p € A.

SIl: Fir alle p € L'\ A folgt aus der Annahme, dass A() fir alle ¥ € L mit ¢ <xc ¢
auch A(yp).%

beweisen, so gilt A(p) fir alle ¢ € L.

(iv) Seien Y eine beliebige Menge, h : A —Y und g : LM*Y — Y. Dann gibt es genau
eine Abbildung f: L —Y mit

Fo = h o, falls p € A
g o, fad,, falls ¢ A mityp=(idad)

Beweis:
(i) Da L abgeschlossen ist unter K folgt die Inklusion ,,O* unmittelbar. Man zeigt nun leicht,
dass auch die rechte Seite der Gleichung abgeschlossen ist unter K. Also gilt die Gleichheit.

(ii) Ist p € A, so gilt Atom, € K. Damit gilt ¢ € L=0, d.h. rgic p = 0.
Sei nun ¢ ¢ A. Nach (i) gilt ¢ = <i,{[, 62> fiir i e N*, & € *V,& € *L mit

Operator? ek.

i,len ,len &

Sei n € N. Ist ¢ € L=", d.h. ¢ = pr_; S fiir ein S € K mit S[prem S| C e, L=F, so gilt

offenbar S = Operator’ lenitlena 0o = % (p) und damit

ima = S[prem S| C U L=k
ken

34st = (i, @, d) ¢ A so reicht oft die Annahme, dass A(a;) fiir alle j € len &, um auf A(y) zu schliefen.
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Andersherum folgt aus ima C J¢,, L=F wegen Operator} ., i iena

@ € L=". Also ist
e LS"  gdw. rgg aj < n fiir alle j € lend@

fiir alle n € N und folglich

rgc ¢ = min{n € N; rgi a; < n fiir alle j € lena}

max {rgi o, ; j € lend}+1, sonst

B {0 , falls lena@ =0

(iii) folgt unmittelbar aus der Wohlfundiertheit von <.

(iv) ist ein Spezialfall von Satz 1.3. Wir definieren
G:LMpAbb(L,Y) = Y

durch

h" o, falls p € A
(p,p) = { -

g p.pad,, fallsp=(iq,d) ¢A
Nach Satz 1.3 gibt es dann genau eine f : L — Y Abbildung mit

froa=3g"e, fI(=krel)s
h" o, falls p € A
N {g'_cp, FH(=xeg]) @ ds, falls o = (i, @ &) ¢ A
h" o, falls p € A
:{g'_cp,f<162_,, falls p = (i,@,d) ¢ A

fir alle ¢ € L. Die letzte Gleichheit folgt, da nach (ii) a; <x ¢ fiir alle j € lena.

"d, = a* (p) unmittelbar

Das in (iii) beschriebene Beweisverfahren nennt man strukturelle Induktion. Sie ist offenbar
ein Spezialfall der Induktion auf wohlfundierten Mengen.?® Wir werden im Folgenden viele struk-
turelle Induktionen fiihren. Hierbei werden wir die Induktionsvoraussetzung in SII (welche wir,
um Missverstédndnisse in Doppelinduktionen zu vermeiden, manchmal auch mit SIV bezeichnen

wollen) selten explizit erwdhnen.

Wegen (iv) lassen sich Funktionen auf L rekursiv {iber den Aufbau der Ausdriicke definieren. Der-
artige rekursive Funktions-Definitionen geben wir im Folgenden an durch die iiblichen Schreib-

weisen wie

h o, A
f:L—=Y, (pl—){ v v e

g o fads, o¢ Amit o= (i i,da)

35Zu beachten ist, dass die strukturelle Induktion nicht immer gleichzusetzen ist mit einer Induktion iiber den
Rang der Ausdriicke, da Operatoren mit n = 0 pramissenlosen Schlussschemata entsprechen, die Elemente mit

Rang 0 ,erzeugen, aber im Induktionsschritt SII behandelt werden.
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Eine besondere Ausdrucksmenge ist gegeben im Falle von A =V und R = OP. Wir setzen
Lsup = Lv’op und Aleup = AKVQP .

Alle klassenlogischen Ausdrucksmengen, die wir in diesem Dokument betrachten werden, haben
die Gestalt Ly g mit R C OP. Natiirlich gilt dann AKy p € AKsyp und damit Ly g C Leyp.°
Die Menge Lgyp, ist also eine Obermenge aller klassenlogischen Ausdrucksmengen. Insbesondere
lassen sich die folgenden Definition fiir alle klassenlogischen Ausdrucksmengen verwenden.

Es lassen sich rekursiv leicht drei Hilfsabbildungen definieren, die die in einem Ausdruck vor-
kommenden ,Operanden-Variablen®, Bindungsvariablen bzw. Operatorindices bestimmen:

{o}, falls p € V

var : Leyp, — P(V), ¢+
P ( ) 7 {Ujelend'varajv fal]s(p:<i,ﬁ,a>

falls p € V

—

bind : Leyp — P(V), ¢ 0, . L
bind o;, falls ¢ = <7,, i, a

imaUJ

j€lend

falls
opi : Lgyp = P(N), ¢ — 07. ) ascpEV‘q_,
{i} U Ujelen&()pl aj, falls p = <z,u, a>

Wegen Lgyp N *Lsyp = 0°7 kénnen wir die Abbildung var fortsetzen auf *Lgy, durch

v = U varvy; .
j€leny

Weiter ist es sehr praktisch die Minimumsfunktion von den natiirlichen Zahlen auf V zu tiber-
tragen. Fiir X C V sei daher

ming X = Umin{ieN; v;€X} X#0
Vo sonst

und damit induktiv fiir j € N:
min;1 X = min;(X \ mingX) .

Gewissermafien bezeichnet min; X also die ,,(j + 1)-kleinste in X vorkommende Variable. Fiir
j € Nund I' € *Lg,p, sei nun

0;(I") :== min;(V \ (varI' U bind I))

die ,,(j + 1)-kleinste” nicht in I" vorkommende Variable. Es gilt offenbar v;(()) = v; fiir alle
jeN

36Es gilt sogar L%f}% = L5% N Ly, fiir alle n € N.

37Fiir alle Ausdriicke ¢ € Lgyp gilt unter Beachtung von Satz 1.10 (i) einerseits ¢ # () und pryp € N und
andererseits ¢ ¢ N wegen unseren Definitionen von Tupeln und N. Ein Ausdruck kann also nicht gleichzeitig
ein Tupel von Ausdriicken sein.
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Abschlieffend wollen wir auf Lg,p eine ,starre” Substitutionsfunktion definieren. Anders als die
spéter zu betrachtende ,intelligente” Substitution (siehe Seite 63) ersetzt die starre Substitution
auch Bindungsvariablen und fiithrt keine kollisionsvermeidende Variablenumbenennung durch.

Wir definieren zunéchst die Menge
SK C Lgup M *Lgup M *V
der ,,Substitutions-Konstellationen durch

(p,7,w) € SK
gdw.

W injektiv, leny =lenw, bindpUvare Cimw, Vj €lenw: (w; € bindp = v; € V)

und damit die starre Substitution

SSUB : SK — Ly, (0,7, @) — o~
W
durch
(pj: Vi falls ¢ = w; mit j € lenw
w (i, (w1, ... un L), (a1, ..., aun L)), falls ¢ = (i, 4, @) '

Man iiberlegt sich induktiv leicht, dass fir R € OP und (p,¥,%) € SK mit ¢ € Ly r und

5y € *LV7R auch (,0% € Ly g gilt.

Die starre Substitution werden wir erst im Kapitel 3 iiber klassenlogische Syntaxerweiterungen

bendGtigen.
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1.4.3. Beweiskalkiile

Sei X ein logisches System.
Ein Beweiskalkiil®® fiir X ist ein Kalkiil K {iber *Ly mit Gxc C *Lx \ (). Ist K ein Beweiskalkiil
fir X, so ist die (durch K gegebene) Beweisbarkeitsrelation Fx x C P(Lx) M Ly definiert

durch:
Oy gdw es gibt ein T' € *® mit T'x () € Gk .

Ein Beweiskalkiil IC fiir X heifét

e korrekt, falls -y x C Fx
e vollstindig, falls Fx C Fx «

e adéquat, falls Fx x = Fx

Ein ® C Ly heift K-inkonsistent, falls ® -x x ¢ fiir alle ¢ € Lx. Andernfalls nennen wir ®
K-konsistent.

Wenn ein Beweiskalkiil oder ein logisches System fixiert wurde, so lassen wir den entsprechenden
Index zumeist weg. D.h. wir schreiben einfach ,Fx“ bzw. ,Fx“ (oder sogar einfach ,F“) und ,,®
ist inkonsistent® etc.

Ist I' € *Lyx und ¢ € Ly, so nennen wir I' x () korrekt, falls im I" Fx ¢.

1.11 Satz
Sei IC ein Beweiskalkil fiir X. Sind alle I' € G korrekt, so ist K korrekt.

Beweis: Gelte ® Fx x ¢. Es gibt also ein I' € *® mit I' x (¢) € Ggx. Nach Voraussetzung ist
[ % (¢) korrekt, d.h. es gilt im I" Fx ¢. Da im I’ C & gilt natiirlich auch ® Fx ¢. |

In Abschnitt 2.3 werden wir uns intensiv mit einem konkreten Beweiskalkiil fiir die Klassenlogik
beschéftigen. Daher wollen wir an dieser Stelle nicht genauer auf diesen Begriff eingehen und
auch keine Beispiele angeben.

38Wir beschrinken uns hier auf Sequenzenkalkiile mit genau einem Sukzedens. Die Definitionen lassen sich leicht
anpassen, wenn man andere Kalkiile, wie z.B. die Hilbertkalkiile benutzen mochte.
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1.5. Pradikatenlogik

Wir wollen hier eine Definition der Pradikatenlogik geben, die eine Einbettung in die Klassenlogik
besonders einfach macht. Mochte man die Prédikatenlogik als ein fiir sich stehendes logisches
System einfithren, wiirde man sicherlich aus asthetischen Griinden eine leicht andere Definition
wahlen. Da wir eine Vertrautheit mit der Préadikatenlogik voraussetzen, soll dieser Abschnitt kurz
und kompakt gehalten sein; ohne Beispiele und Erlduterungen.

Wieder sei M := {(N)) der Tréger aller hier zu betrachtenden Kalkiile. Die Menge der méoglichen
pradikatenlogischen (nicht-logischen) Symbole sei

Isym == {2n+1; n e N\ 5} = {11,13,15,17,...} .3
Ein Tripel o = (F, R, ar) ist eine (priadikatenlogische) Signatur, wenn
o F,R C Igym mit FNR =10 (Menge der Funktions- bzw. Relationssymbole)

e ar: FUR = N (Stelligkeit der Symbole)

Konstantensymbole werden hier durch 0-stellige Funktionssymbole vertreten. Bei O-stelligen Re-
lationssymbolen handelt es sich um boolesche Konstantensymbole.

Sei nun o = (F, R, ar) eine feste Signatur.

1.5.1. Syntax der Pradikatenlogik

Sei
VP = {1,‘%; 7 € N} - %

die Menge der (pradikatenlogischen) Variablen. Ist f € F, so schreiben wir

Stio o tapy fir (f, 0, (E b)) -

Damit sei die Menge T, aller o-Terme bestimmt durch’

t1

— firveVp und : fir feF.

Weiter schreiben wir

(t=1) fir - (1,(), (t, 1))
(o A) fir (2,0, (v, 9))
Yop fiir (4, (v), ()
e fiir <97 < <90>>

Rty ... tar(R) fiir <R, (), <t1, R ,tar(R)>> wenn R € R

39Wir beschrinken uns hier auf abzihlbare Symbolmengen.
40D h. es gilt Ty = Ly, x mit X := {Operatorf)o a(r)s [ € .7-"}.
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Sei
Ag :={(t =t"); t,{' e T, } U{Rt1.. . typy; RER 1, ... tayr) € To}

die Menge aller atomaren o-Ausdriicke. Die Menge L, aller o-Ausdriicke ist dann gegeben
durch®!

a

a a
— fiirpe A, b e y fiirv e Vp .
@ a’b) —a va
1.5.2. Semantik der Pradikatenlogik
Eine (prédikatenlogische) o-Struktur ist ein Paar 2 = (U, By) mit
e Uy nichtleere Menge (Tréger/Universum der Struktur)
o By € TYRPy, sodass (Symbolbelegung)

f¥ = pr; By € Abb(* Uy, Uy) fiir alle f € F
R¥ :=prp By C a(B)ry fiir alle R € R

Ein Paar J = (205, hy) bestehend aus einer o-Struktur 23 = (Us, Bs) und einer sogenannten
Variablenbelegung hy : Vp — Uj ist eine (pradikatenlogische) o-Interpretation. Wir schreiben
dann auch 27 fiir 2%,

Ist v € Vp und a € Uy, so definieren wir 3¢ := (U3, hy ), wobei

a, falls x = v
hyt :Vp — A, x+— -
hy x_, sonst

Durch jede o-Interpretation J ist eine Terminterpretationsabbildung J:T, — U; bestimmt:

hy't_, falls t € Vp
POt O tarpyan, falls t = ftyo oty

Sei {Vp, Fp} eine zweiclementige Menge. Wir bezeichnen Vp als das Wahrheits- und Fp als
das Falschheitsobjekt (der Pradikatenlogik). Es ldsst sich nun auf eindeutige Weise zu jeder o-
Interpretation J eine Ausdrucksinterpretationsabbildung J : L, — {Vp, Fp} definieren, sodass
fir alle R € R, t,t/,t1,... star(r) € Tpy uw € Vp und alle o, 8 € L, die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

— Vi falls 37t =3¢/
T(t=t),={ " - -
Fp, sonst

Vp, falls <§I—t1_|, ) 5I—ta,lr(R)J> S R

3"Rty...t =
! ar(R)- {Fp, sonst

“D.h. es gilt Ly = La, x mit X := {Operatorgoj, Operatoréfoyl} U {Operatorfﬁf,l ;U E Vp}.
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Vp, falls 3 a,=Vpund 373, =Vp
Fp, sonst

I (anp)a= {

~I

_ Vp, falls nicht 3" a_ = Vp
Y =
- Fp, sonst

Ve, falls 3° o = Vp fiir all b € Uy

T Vua, =
Fp, sonst

Wir kénnen nun das logische System PL, definieren durch:
o Lpr, =1L,
o /p1, sei die Klasse aller o-Interpretationen
e VERpL, : ApL, = Dan, I— Vp

o INTpy, : MpL, — Pan, I — J
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2. Klassenlogik

Since it is now well known that the whole of mathematics can be constructed
within set theory, or the theory of classes, the problem [of whether mathematical
notions are logical notions| reduces to the following one: Are set-theoretical
notions logical notions or not? Again, since it is known that all usual set-
theoretical notions can be defined in terms of one, the notion of belonging, or the
membership relation, the final form of our question is whether the membership
relation is a logical one in the sense of my suggestion.

Alfred Tarski, What Are Logical Notions?

Wenden wir uns nun endlich dem Hauptgegenstand dieser Arbeit, der Klassenlogik CL zu. Sie ist
ein logisches System im Sinne des ersten Kapitels. Bevor wir die exakten Definitionen angeben,
wollen wir ein paar motivierende Gedanken vorausschicken.

Der Ausgangspunkt mathematischer Untersuchungen ist zumeist eine manchmal mehr, manch-
mal weniger klar umgrenzte Gesamtheit D von Gegenstédnden, die wir Domé&ne nennen wollen.
Wir interessieren uns hierbei weniger fiir die einzelnen Gegenstinde an sich, als fiir die Re-
lationen der Gegenstinde zueinander.! Die einfachsten Relations-Formen sind die (1-stelligen)
Eigenschaften. Durch eine Eigenschaft ist fiir jeden Gegenstand der Doméne festgelegt, ob er
diese Eigenschaft besitzt oder nicht. Dies ist auch der Grund warum Frege unter Eigenschaften,
die er Begriffe nennt, Funktionen f : D — {Wahr, Falsch} versteht. Man kann eine Eigenschaft
aber auch als eine Teilgesamtheit der Doméne auffassen, ndmlich gerade als die Teilgesamtheit
aller Gegensténde aus D, die diese Eigenschaft besitzen. Oft nennt man derartig gebildete Teil-
gesamtheiten Begriffsumfinge; in der Klassenlogik wollen wir sie als Klassen bezeichnen.

K lassen

e

Gesehshﬁm"t

"Wenn scheinbar doch einmal ein einzelner Gegenstand unsere gesamte Aufmerksamkeit auf sich zieht, so liegt
dies wohl daran, dass er eine reichhaltige innere Struktur besitzt, die alsbald zum eigentlich Interessierenden
wird, sodass wir es also wieder mit einer Vielheit von Gegenstdnden zu tun haben.
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Nun kommt es aber recht bald vor, dass wir Eigenschaften/Klassen selbst zu Gegenstianden
unserer Untersuchung machen wollen. So fasst man beispielsweise in der axiomatischen Punkt-
Geometrie, in der man von einer Gesamtheit von Punkten ausgeht, die Klasse aller zu zwei
gegebenen Punkten a,b kollinear liegenden Punkte, als die a und b verbindende Gerade auf,
die man dann oft im weiteren Verlauf als etwas Gegenstidndliches behandelt wissen mdchte.
Es liegt also nahe unseren Gegenstandsbereich D zu einem groferen Gegenstandsbereich U,
dem Universum, zu erweitern. Er enthélt neben unseren urspiinglichen Gegenstinden, d.h.
den Elementen der Doméne, die wir von nun an Gegenstinde 1. Stufe nennen wollen, auch
Gegenstinde 2. Stufe, unsere Klassen, die nun als neue Einheiten, als Gegensténde zu denken
sind und nicht als Vielheiten. Hierbei nehmen wir einen extensionalen Standpunkt ein, d.h.
Klassen mit denselben Elementen seien gleich. Um den Ubergang , Teilgesamtheit von D, als
Vielheit gedacht* zu , Teilgesamtheit von D, als neue Einheit gedacht“ explizit zu machen, wollen
wir uns genauer eine Injektion

A:P(D)—-U,

den sogenannten Abstraktor, denken. D.h. wir ordnen jeder Teilgesamtheit X von D (als Viel-
heit gedacht?) einen ,Vertreter (die Abstraktion A(X) von X) in unserem Gegenstandsbereich
U zu.? Genau genommen wollen wir erst diese Vertreter als Klassen bezeichnen. Das Bild von
A besteht also aus allen Klassen. In vielen Fallen ist A die identische Injektion, d.h. es gilt
A(X) =X fir alle X C D.

(abstah/e te )
K lassen

Der Zwischenschritt des ,Abstrahierens” {ibertrégt sich natiirlich auf die Elementbeziehung e
zwischen Gegensténden 1. Stufe und den Klassen von Gegenstidnden 1. Stufe, d.h. fiir a € D und
b € U setzen wir

aeb :gdw. es existiert ein X C D mit b= A(X), sodass a € X .

Gilt a € b, so sagen wir oft einfach ,,b enthélt a* und verwenden die iiblichen mengentheoreti-
schen Sprechweisen. Im Falle einer identischen Injektion A ist € eine Einschrankung der Meta-
Elementrelation €.

2Natiirlich behandeln wir auf der Meta-Ebene auch diese ,Vielheit-Gesamtheiten® (allein schon durch die Bildung
der Potenzgesamtheit P (D)) als Einheiten.

3Auch in Cantors beriihmter Mengencharakterisierung (siche [Can32, S. 282]) wird diese Vereinheitli-
chung/Verdinglichung thematisiert: ,,Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente‘ von M
genannt werden) zu einem Ganzen.*
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Wie gehen wir nun aber vor, wenn wir Eigenschaften auf dem ganzen Universum U, d.h. insbe-
sondere Gesamtheiten von Klassen untersuchen wollen?

Eine Moglichkeit wére, den gerade geschilderten Vorgang zu wiederholen. Bezeichne hierzu U; die
Domaéne, d.h. die Gesamtheit der Gegenstande 1. Stufe und Us das Universum von Gegenstédnden
1. und 2. Stufe. Die Klassen von Gegenstdnden 1. Stufe nennen wir Klassen 1. Stufe. Klassen
zweiter Stufe enthalten Gegensténde 1. und 2. Stufe; sie sind Gegenstiande 3. Stufe und erweitern
Us zu Us. Dieser Prozess liasst sich wiederholen, sodass wir eine aufsteigende Hierarchie von
Universen erhalten. Das Universum U; besteht aus allen Gegensténden der Stufen 1 bis ¢, der
Abstraktor A; : P(U;) — U;41 ,abstrahiert” Teilgesamtheiten von U; zu Klassen i-ter Stufe.
Klassen i-ter Stufe sind also Gegensténde (i+ 1)-ter Stufe und enthalten Gegensténde der Stufen
1 bis 4.

In hoherstufiger Pradikatenlogik geht man diesen Weg, nur dass man identische Injektionen A;
wiahlt und zudem die Universen U; nur aus Gegenstidnden i-ter Stufe bestehen (d.h. Klassen
i-ter Stufe enthalten nur Gegenstéande i-ter Stufe), sodass man die hoherstufigen Universen nicht
explizit erwithnen muss.*

Konnten wir diese sich auftiirmende Hierarchie nicht vermeiden, indem wir einfach fordern, dass
alle Klassen (1. Stufe) auch Gegenstiande 1. Stufe sind? Frege tat genau dies, was bekannterma-
flen zum Zutagetreten der Russel’schen Antinomie gefiithrt hat. Es ist ndmlich nach dem Satz von
Cantor keine Injektion P(D) — D moglich. Es gibt einfach ,mehr Eigenschaften von Gegen-
stdnden als Gegensténde. Aber kénnten wir nicht zumindest von manchen Klassen fordern, dass
sie sogar Gegenstdnde 1. Stufe sind? Ja, das ist moglich! Der von Zermelo und Fraenkel einge-
schlagene Weg nimmt sich gerade diesen Ansatz zum Ausgangspunkt. Die Klassen, die zugleich
Gegensténde 1. Stufe sind, werden {iblicherweise als Mengen bezeichnet. Die axiomatische Men-
genlehre beschéftigt sich im Wesentlichen mit der Frage, welche Klassen Mengen sein diirfen, wie
derartige Forderungen logisch zusammenhéngen und welche Schlussfolgerungen sich aus ihnen
ziehen lassen.

Auch die Klassenlogik ermdglicht die Bildung von Klassen von Klassen in dieser Weise. Da sie
jedoch einen logischen Rahmen darstellen mochte, wird von keiner Klasse allgemein gefordert,
dass sie sogar eine Menge ist. Dies geschieht erst durch konkrete hinzuzunehmende nicht-logische
Axiome.? Eine klassenlogische Struktur ist somit (im Wesentlichen) gegeben durch ein Universum
U, eine Doméne D C U und einen injektiven Abstraktor A : P(D) — U. Das Bild im A ist die
Gesamtheit aller Klassen und im A N D die Gesamtheit aller Mengen dieser Struktur. Klassen
die keine Mengen sind, werden echte Klassen genannt und Gegenstidnde 1. Stufe, die keine
Klassen sind, Urelemente.

Bis hierhin haben wir uns nur mit den einfachsten Relations-Formen, den Eigenschaften/Klassen
beschéftigt. Wie sieht es mit komplizierteren, wie etwa den n-stelligen Funktionen "D — D oder
den zweistelligen Relationen®, d.h. Teilmengen von 2D aus? Wie in der NBG-Mengenlehre lassen
sie sich mit Hilfe einer mengentheoretischen Definition des geordneten Paares als spezielle Klassen
auffassen,” sodass wir unseren Strukturbegriff nicht um derartige Objekte erweitern miissen.

4Es gilt namlich einfach U; = Pifl(Ul).

5In Kapitel 4 werden wir uns mit derartigen Axiomen beschéftigen.

Frege nennt sie einfach Beziehungen und fasst sie als Funktionen 2D — {Wahr, Falsch} auf.
"Hierzu ist allerdings die Existenz gewisser endlicher Mengen zu fordern. Siehe Kapitel 4.
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Hiermit ist im Wesentlichen die Semantik der Klassenlogik beschrieben. Da man jedoch letzt-
endlich nicht nur an der Definition mathematischer Strukturen interessiert ist, sondern vor allem
an Aussagen, die in entsprechenden Strukturen gelten, wollen wir uns nun der Sprache, d.h. der
Syntax der Klassenlogik zuwenden.

Es ist ein Verdienst der formalen Logik, dass uns heutzutage sehr angepasste formale Sprachen
fiir den Umgang mit mathematischen Strukturen zur Verfiigung stehen. Diese ermdglichen uns
nicht nur eine dem mathematischen Anspruch gerecht werdende Préazision, sondern bereiten auch
das Feld fiir genaue metamathematische Untersuchungen.

Der Ausgangspunkt der klassenlogischen Syntax ist die Pradikatenlogik 1. Stufe mit Gleichheit
und dem zweistelligen Elementsymbol €. D.h. wir erlauben es uns aus Termen ¢; und ¢y die
Ausdriicke t1 = t9 und t; € t9 sowie aus Variablen v und Ausdriicken « und g8 die Ausdriicke
-, a A S und Yva zu bilden. Was sind nun aber unsere Terme? Neben den Variablen V =
{vo,v1,v9, ...}, die in einer pradikatenlogisch entwickelten ZFC-Mengenlehre die einzigen Terme
sind, wollen wir in der Klassenlogik fiir jede Variable v und jeden Ausdruck a (in dem in den
interessanten Fillen die Variable v frei vorkommt) auch die Klassenterme

{v;a},
zu lesen als ,die Klasse aller v mit o, und die Kennzeichnungsterme
wa

in Worten ,dasjenige v mit o, zulassen. Der Term {v; a} soll also gerade die Klasse bezeichnen,
die genau die Gegenstéinde 1. Stufe enthilt, auf die a(v)® zutrifft. Der Kennzeichnungsope-
rator (oder auch Jota-Operator) ¢ entspricht dem bestimmten Artikel: bezeichnet a(v) eine
Eigenschaft, die genau auf einen Gegenstand zutrifft, so bezeichnet (va gerade diesen Gegen-
stand. Doch was passiert, wenn «(v) auf keinen bzw. auf mehr als einen Gegenstand zutrifft?
Anstatt zu sagen, dass v in diesen Féllen nichts bezeichnet, wollen wir jeder klassenlogischen
Struktur ein Unsinnsobjekt N hinzufiigen, das genau in solchen Situationen als Denotat fiir
wa fungiert. Wir fordern N ¢ im AU D, d.h. N sei ein Gegenstand 2. Stufe, aber keine Klasse.

8Wir schreiben hier a(v) fiir o, um den Bezug zu v deutlich zu machen.
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Eine Struktur (zusammen mit einer Variablenbelegung V — U) bestimmt also einerseits eine
Terminterpretationsfunktion, die jedem Term einen Gegenstand des Universums zuordnet und
andererseits eine Ausdrucksinterpretationsfunktion, die jeden Ausdruck mit einem Wahrheitswert
(,Wahr* oder ,Falsch”) bewertet.

Frege war wohl der erste, der an diesem Punkt den folgenden, sehr interessanten Weg geht: er
fasste auch die beiden Wahrheitswerte als Gegenstande des Universums auf und verschmolz da-
durch Terme und Ausdriicke zu einer einheitlichen Kategorie von Ausdriicken. Konsequenterweise
erlaubte er deshalb auch Ausdriicke wie

(22=4)=(2>1);°

dieser ist zu interpretieren als: ,Der Wahrheitswert von 22 = 4 (d.h. Wahr') ist gleich dem
Wahrheitswert von 2 > 1 (d.h. ,Wahr).“

Glubrecht, Oberschelp und Todt iibernahmen diese Verschmelzung von Termen und Ausdriicken
in ihrer konsequentesten Formulierung der Klassenlogik, die sie die Ausdruckslogik nennen, und
auch wir wollen es tun. Es sind daher in jedem Universum zwei Objekte V' (Verum), F' (Falsum)
als Wahrheitswerte auszuzeichnen. Wir werden spéter sehen, dass wir dadurch die Negation
als Grundoperator entbehren kénnen. Unsere vollstiandige Definition der klassenlogischen Syntax
sieht nun folgendermafien aus:

1. Alle Variablen vy, v, vs,... sind Ausdriicke.
2. Sind « und S Ausdriicke, so sind auch (o = (), (a A B) und (« € ) Ausdriicke.

3. Ist u eine Variable und « ein Ausdruck, so sind auch Yua, (ua und {u; «} Ausdriicke.

Auf semantischer Seite entsprechen den sechs Grundoperatoren im groben die folgenden Bedeu-
tungen:

Ausdruck Aussprache Bedeutung

(a=p) ,a gleich B¢ « und S bezeichnen dasselbe Objekt
(anp) o und 3¢ o und 3 sind wahr

(a € pB) ,,& Element von g « ist Element der Klasse

Yoo Jfir alle v gilt of fiir alle v € U gilt a(v)

Lo ,dasjenige v mit o dasjenige v € U mit «a(v)

{v;a} wdie Klasse aller v mit o  die Klasse aller v € D mit «a(v)

In [Fre08a, S. 49f] schreibt Frege: ,Zunichst nehme ich zu den Zeichen +,— usw., die zur Bildung eines Funkti-
onsausdruckes dienen, noch hinzu Zeichen wie =, >, <, so daf ich z.B. von der Funktion z? = 1 sprechen kann,
wo z wie frither das Argument vertritt. ... Ich sage nun: »der Wert unserer Funktion ist ein Wahrheitswert«
und unterscheide den Wahrheitswert des Wahren von dem des Falschen. Den einen nenne ich kurz das Wahre,
den andern das Falsche. Hiernach bedeutet z.B. »2? = 4« das Wahre ebenso, wie etwa »2%« 4 bedeutet. Und es
bedeutet »2% = 1« das Falsche. Demnach bedeuten »2% = 4«, »2 > 1«, »2* = 42« dasselbe, nimlich das Wahre,
so daf wir in

(2°=4)=(2>1)

eine richtige Gleichung haben.“
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Zu beachten ist, dass der Klassenbildungsoperator!'® anders als der Allquantor und der Kenn-
zeichnungsoperator nur iiber die Doméne, d.h. iiber Gegenstinde 1. Stufe quantifiziert.'! Um
diesen Unterschied deutlich zu machen, wére es sicherlich hilfreich, den Klassenbildungsoperator
durch

{ve D;p}

auszudriicken. Da wir jedoch umgekehrt einen syntaktischen Ausdruck 1), der die Domine'?

bezeichnen wird, durch den Klassenbildungsoperator definieren und zudem allgemein {v € A; p}
als Abkiirzung fiir {v;v € A A ¢} auffassen werden, wollen wir bei der einfacheren Darstellung
{v; !} bleiben.!?

In Abschnitt 2.3 werden wir einen korrekten Beweiskalkiil fiir die Klassenlogik angeben. Ist er
auch vollstdndig bzgl. unserer gerade angedeuteten Semantik? Leider nein. Die Totalitat der
Abstraktoren (d.h. dass die Abstraktoren auf der gesamten Potenzmenge der Doméne definiert
sein miissen) fiihrt dazu, dass wir es bei der bisher angedeuteten Klassenlogik mit einer echten
zweitstufigen Logik zu tun haben, fiir die es ja grundsédtzlich unmoglich ist, einen vollstdndigen
Beweiskalkiil anzugeben, der mit endlichen Antezedenzen arbeitet. Wir wollen daher unseren
Strukturbegriff etwas aufweichen, indem wir auch partielle Abstraktoren A : P(D) — D zulas-
sen. Wichtig ist nur, dass alle (klassen-)logisch beschreibbaren Klassen existieren. In Unterab-
schnitt 2.3.2 werden wir zeigen, dass bzgl. dieses allgemeineren Strukturbegriffs unser Beweiskal-
kiil vollstdndig ist. Die Strukturen mit totalem Abstraktor nennen wir dann volle Strukturen.
Die Klassenlogik verhalt sich wie eine erststufige Logik, d.h. es liegt ein vollstdndiger Beweis-
kalkiil vor (aber es existieren Nichtstandardmodelle), wenn wir beliebige Strukturen und wie
eine zweitstufige Logik ohne einen vollsténdigen Beweiskalkiil, wenn wir nur volle Strukturen
zulassen.

Die Klassenlogik lésst sich also als erststufige und als zweitstufige Logik verwenden, ohne dass
wir auf syntaktischer Seite etwas davon mitbekommen; in beiden Féllen benutzen wir denselben
Beweiskalkiil.

Wir wollen nun noch einmal kurz auf die vielleicht etwas fremd anmutende ,,Abstraktion zurtick-
kommen. In unserem Strukturbegriff sind wir von einem Abstraktor ausgegangen und haben dann
mit ihm eine Elementrelation definiert. In pradikatenlogischen Charakterisierungen der Mengen-
lehre, wie zum Beispiel in ZFC, geht man umgekehrt von einer zweistelligen Elementrelation e
auf einer Gesamtheit D von ,Mengen“ aus. Auch hier muss man jedoch zwischen einer ,Menge*
und dem e-Vorbereich dieser Menge (einer Teilgesamtheit von D) unterscheiden. Ist fiir diese
Elementrelation Extensionalitét gefordert, so ldsst sich auch ein partieller Abstraktor (d.h. eine
partielle injektive Abbildung A : P(D) — D) definieren, der den e-Vorbereichen die zugehorigen
Mengen zuordnet. Abstraktor und (extensionale) Elementrelation sind also gewissermafen zwei
Seiten einer Medaille. Wir haben uns hier dafiir entschieden, den Abstraktor als semantischen
Grundbestandteil zu wahlen, da dieser so oder so fiir die Interpretation der Klassenbildungsterme
benotigt wird und es zudem recht natiirlich scheint, den Ubergang Vielheit-Einheit funktional
zu beschreiben.

Kommen wir nun zu den exakten Definitionen.

Der ja gerade dadurch, dass er nur eine auf Gegenstiande 1. Stufe beschriankte Klassenkomprehension ermdglicht,
die Russel’sche Antinomie vermeidet.

"Die Erweiterung von Allquantor und Kennzeichnungsoperator auf das gesamte Universum ist der Hauptunter-
schied der in dieser Arbeit dargestellten Variante der Klassenlogik zu der von Glubrecht, Oberschelp und Todt
entwickelten. Man siehe dazu auch den Abschnitt 2.4.

'20der genauer gesagt die Abstraktion der Domiéine.

13Mit den gerade angedeuteten Abkiirzungen wird aber natiirlich § - {v; ¢} = {v € D; ¢} gelten.
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2.1. Syntax der Klassenlogik

Sei M := (N)) und
V={vi;ieN}C M

Sind a,b € M und u € V so schreiben wir:'®

(a=10) fir <1,(>,<a,b>>
(and) fir <2, (), (a, b>>
(acb) fir <3, (), <a,b>>

YVua fiir (4, (u), (a))
Lua fiir (5, (u), (a))
{wa}  fiir (6, (u), (a))

die Grundjunktoren,
Indices Igy :={1,2,3}

die Grundquantoren,
Indices Igq = {4,5,6}

die Variablenmenge der Klassenlogik.

die Grundoperatoren,
Indices Igo := Igj U I(;Q

Damit sei der Ausdruckskalkiil A, der Klassenlogik gegeben durch die folgenden Schlusssche-

mata in M:

Variablen
fir jedes u € V

Atom, : —

Junktoren

Gleich(a,b) : b

Quantoren

Alley(a) :

Dasjenige,(a) :
Vua Lua

Und(a,b) :

a a
b Element(a,b) : b
(a/Ab) (acb)

a
Klasse,(a) : fiir jedes u € V

{u;a}

Wir definieren nun die klassenlogische Ausdrucksmenge durch:

LCL = G-AKCL .

Offenbar gilt fiir die obigen Schlussschemata mit den Bezeichnungen aus Unterabschnitt 1.4.2:

0

Gleich = Operatory,
Und = Operatorgw und
Element = Operatorg(]’2

MDje v;’s seien definiert wie in Unterabschnitt 1.4.2.

15Sjehe hierzu auch das Beispiel in Unterabschnitt 1.4.2.

Alle, = Opemtorfffil
Dasjenige, = Operatorézil
Klasse,, = Operatorézfil
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d.h. mit

R := {Gleich, Und, Element}
U{Alle,; v € V}U{Dasjenige,; u € V}U{Klasse,; u €V}
gilt
Acr, = AKy R und  Ler, = Ly,r C Loup -

Es lassen sich also alle Definitionen und Aussagen aus Unterabschnitt 1.4.2 anwenden.

Ein Ausdruck ¢ € Lo, mit prgp € {1,2,3,4} heift boolesch. D.h. ¢ ist boolesch, falls er die
Gestalt (a = ), (a A ), (a € ) oder Vua hat.

Nun wollen wir noch ein paar Abkiirzungen einfiihren:'6

Abbrevians'” Abbreviandum Bedeutung'®

T Yoo (vg = vp) Wahrheit

L Yvovg Falschheit

$ 1vg L Unsinn

D {vo; T} Doméne, Allklasse
%) {vo; L} leere Klasse

Fiir ¢, v € Lo, und u € V sei

Abbrevians Abbreviandum Bedeutung

- (p=T)=1 Negation

(e V) (= A ) Disjunktion

(o =) —(o A ) Implikation

(p <) (¢ =) A (b = ¢) Aquivalenz

Jugp =Vu-p Existenzquantor

I~ up JwVu(p <> u = w)  Eindeutigkeitsquantor

wobei w := vg(u ), d.h. w ist die erste nicht in u ¢ vorkommende Variable. All diese Abkiir-
zungen bezeichnen offenbar boolesche Ausdriicke.

16Hjer und im Folgenden wollen wir einige Klammern weglassen, falls keine Missversténdnisse zu befiirchten sind.
Dabei beziechen wir uns auf die iibliche Operatorrangfolge (in absteigender Prioritit), wie etwa:
1L.yunNn 2.=¢€ 3. - 4 AV b = <

17 Abbrevians - ,das Abkiirzende“, Abbreviandum - ,das Abzukiirzende®. Diese Bezeichnungen sind nicht iiblich.
Da ich in dieser Arbeit aber unterscheiden mochte zwischen Abkiirzungen und Definitionen, ist es nur konse-
quent an dieser Stelle auch andere Bezeichnungen als Definiendum/Definiens zu verwenden. Man beachte die
grammatikalische Umkehrung im Vergleich zu Definiendum /Definiens: im einen Falle ist das Definiendum das
zu definierende, im anderen das Abbrevians.

¥Djie Bedeutung wird natiirlich erst mit dem semantischen Interpretationsbegriff genau festgelegt.
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2.2. Semantik der Klassenlogik

So werden wir dahin gedringt, den Wahrheitswert eines Satzes als seine Be-
deutung anzuerkennen. Ich verstehe unter dem Wahrheitswerte eines Satzes
den Umstand, dafS er wahr oder dafl er falsch ist. Weitere Wahrheitswerte gibt
es nicht. Ich nenne der Kiirze halber den einen das Wahre, den anderen das
Falsche. Jeder Behauptungssatz, in dem es auf die Bedeutung der Wérter an-
kommdt, ist also als Eigenname aufzufassen, und zwar ist seine Bedeutung, falls
sie vorhanden ist, entweder das Wahre oder das Falsche.

Gottlob Frege, Uber Sinn und Bedeutung

Eine (klassenlogische) Pra-Struktur 2 ist ein 6-Tupel (Usg, Dy, Ay, Vi, Fa, Nyg) mit

e Uy Menge (Universum von 2)
o Dy C Uy (Domaéne von 2A)
o Vi, Fy, Ny € Uy mit Vi # Fy und Ny ¢ Dy

(Wahrheits-, Falschheits- und Unsinnsobjekt von 2A)
o Ay : P(Dg) — Uy Abbildung, wobei {(z,y) € Ay ; y # Ny} injektiv

(Abstraktor!® von 2/)

echie

Klassey Wabrheds objele +

:ra ‘Sclv[»tc.'"s Ob‘)eh-‘-

Mengen
ukS(l««:eb"}Qt‘-\.

. Gesehs“:;wle 4. Shfe

(/(YEIEVhewIQ x GeJcm%Awe 2 Shufe

¥Dem aufmerksamen Leser der Einleitung dieses Kapitels ist sicherlich aufgefallen, dass wir den Abstraktor doch
nicht wie dort angekiindigt als partielle Funktion P(Dg) — Uy auffassen. Im Grunde genommen machen wir
aber doch nichts anderes, nur das wir den Teilgesamtheiten der Doméne die nicht abstrahiert werden sollen
nicht nichts zuordnen, sondern unser Unsinnsobjekt. Diese leichte Umformulierung hat sich bei der Definition
des Struktur-Begriffs als recht praktisch herausgestellt.
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In diesem Falle definieren wir die Menge der 2-Klassen
Clsy :=im Ag \ Ny
und damit die Menge der 2-Mengen
Setg := Clsg N Dy .
Die 2-Elementrelation ey C Dg M Uy ist gegeben durch

aegb :gdw. be Clsg und a € Agb'
gdw. es existiert X C Dy mit Ag" X  =b# Nyund a € X .

Agb™ = Ay '"b nennen wir auch die A-Extension von b.

Durch eine derartige Pra-Struktur sind folgende Interpretations-Grundfunktionen bestimmt:

Vo, fallsa=1b

Hlm Uy MUy — Uy, {(a,b) — {
Fy, sonst

Vo, falls a = Vg und b = Vi

HY : Uy MUy — Uy, {a,b) — {
Fy, sonst

Vo, falls aeyb

HY : Uy N Uy — Uy, {a,b) — {
Fy, sonst

Vo, falls X = Uy

HY:P(Uy) = Uy, X — {
Fy, sonst

HE . P(Uy) — U, X s {das einzige Element von X, falls |[X|=1
Ny, sonst

HY - P(Uy) — Uy, X — Ay" X N Dy

Eine Variablenbelegung in 2l ist eine Abbildung A& : V — Uy. Die Menge der Variablenbelegun-
gen in A sei Bely := Abb(V, Uy). Ist h € Bely, u € V und a € Uy, so definieren wir h{ € Bely
durch:

a, falls x = u

h"x,, sonst

he 2V = Us, {
Eine (klassenlogische) Pra-Interpretation J ist ein Paar (25, hy), bestehend aus einer Pra-
Struktur 23 und einem hy € Bely,. Es sei dann U; := Uy,, Dy := Dy, Ay = Ag,, V5 =

Vo, Fy = Fy,, Ny := Ny, Clsy := Clsg,, Sety := Setg,, €5 := €9, und Hf = Hf‘f’ flir
ie{l,...,6}.

Ist J eine Pré-Interpretation, © € V und a € Usy, so schreiben wir fiir die Pri-Interpretation
(A3, h32) auch 3¢ .20

20 S S T ~ai A,
Zudem setzen wir It 0 = (L (T01) L)

a
U
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2.1 Lemma
Zu jeder Pri-Interpretation J lisst sich eine Interpretationsabbildung J : Lo, — U,
definieren, sodass die folgenden (von einer Interpretationsabbildung zu erwartenden) Be-
dingungen gelten:

Fiir alle w € V und alle o, 5 € Ly, gilt

1. jr’LLJ = hjru_|

2. j’_a — /BJ — Vja falls jl—oé_, — ;’_ﬁ_l
Fja sonst
3 T g, (T T =V wmd 5=
F37 sonst
3 V7 Il jl_ SI—
4jra€ﬁJ_{j faS O[_lfj B_,
Fja sonst
TI— —_— .
5. 3o, = Va,  falls 3, oy =Vj fiir alle b € Uy
Fy,  sonst

6 A {dasjem’ge b mit E'—a_, =V5, falls Hb € Usy; ﬁ'_ou = Vj}‘ =1
T we, =

N7, sonst

7. j'_{UZOC}J = Aj,_ {b S Dj; ﬁ'_a_n = Vj} _

Beweis:
Wir definieren zuerst fiir jede Pra-Struktur 2 die Abbildung 2 : Lcy, M Bely — Uy durch:

hI—SO_’ ) ¥ € V
(o, h) — « HA o, b, A" B, h ¢ = (i,(), (o, B)) mit i € Iy
HY {a € Uy; A, =Va} 5, =i, (u),(a)) mit i € Inq

Durch (p1,h1) < (p2,h2) :gdw @1 <4k, @2 ist mit Ler, auch Ly, M Bely wohlfundiert. Die

Definition von 2l ist also gerechtfertigt durch Satz A.1 (b).?!

Ist J eine Préi-Interpretation, so definieren wir damit 3 : Ler, — Uy durch ¢ — 257, hy . Aus
der Definition von 2 folgt unmittelbar, dass J die gewiinschten Eigenschaften hat. |

21 Alternativ lieRe sich auch mit Satz 1.10 (iv) eine ,schongefinkelte Abbildung Lcr, — Abb(Bely, Us) definieren.
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Aus diesem Beweis folgt unmittelbar, dass

h e, peV
jrSD_I = Hijl—jl—aJ,jl—ﬁ_u ) Y = <i, <>, <Oé,6>> mit ¢ € Igg
HP" {anj; jzra_l:Vj}J ;= (i,(u), (a)) mit i € Iaq

fiir jede Pri-Interpretation J. Dies ist in systematischen Uberlegungen sehr hilfreich.

Pra-Interpretationen in denen alle ,klassenlogisch beschreibbaren Teilgesamtheiten der Domé-
ne existieren, d.h. nicht als ,,Unsinn®“ interpretiert werden, nennen wir Interpretationen. Ge-
nauer ist eine Pra-Interpretation J eine (klassenlogische) Interpretation, wenn fiir alle Pré-
Interpretationen J’ mit Ay = Ay

" {u;al, # Ny fiiralleuw € V, o € Lgy, .

Eine Pra-Struktur 2 heift (klassenlogische) Struktur, wenn fiir alle (oder dquivalent: fiir ein)
h € Bely die Pra-Interpretation (2, h) sogar eine Interpretation ist.

Sei nun ¢, die Klasse aller (klassenlogischen) Interpretationen und
VERCL : ///CL — -@Alb T Vj sowie INTCL : //CL — QAH, J— j .

Damit ist die Klassenlogik CL ein logisches System im Sinne des ersten Kapitels. Insbesondere
ist also eine Modellbeziehung IFcr, und eine Folgerungsbeziehung Fcr, definiert. Im Folgenden
lassen wir, wenn keine Missverstédndnisse zu befiirchten sind, den Index CL zumeist weg, d.h. wir
schreiben L fiir Lor, rg fir rg i, » I IF o fiir T l-cp ¢ ete. Auferdem schreiben wir fiir 3,
zumeist einfach J" ¢ .

Weiter wollen wir die Modellbeziehung auch fiir Pra-Interpretationen definieren. Hierzu setzen
wir fiir Pra-Interpretationen J und ¢ € L ebenfalls

JFe :gdw. T @, =V5.
Schliefslich setzen wir fiir Pra-Strukturen 2A
Al gdw. (A, h) - fiir alle h € Bely .

Wie wir spéter sehen werden, héngt insbesondere bei Ausdriicken, die keine freien Variablen
enthalten, der Wert der Interpretationsabbildung nur von der zugrunde gelegten Struktur ab.

Wir zeigen nun, dass die oben eingefiihrten syntaktischen Abkiirzungen auch wirklich die dort
angegebenen ,Bedeutungen“ haben.
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2.2 Lemma

Sei J eine beliebige Pri-Interpretation. Dann gilt fir alle o, 8, p,v € L und alle uw € V:

Q2

) o, e {Va, Fy},  falls ¢ boolesch®
) IT,=Vs, 3 1,=F und 3T $,=N;5; insbesondere J 1= T und J I L
) JFa=8  gdw. Ja,=73"3
) JIF —a gdw. nicht J Ik «
) JlFanpB gdw. JFaundJIFp
) JlFavVvp gdw. JIFa oder JIF
(vii) JFa— 5 gdw. JIF o impliziert J I+ 3
) JFa+ 3 gdw. JIFa gdw. JIF 5
) T Vua gdw. 3% I o fir alle b € Uy
) JIF Jua gdw. JZ IF o fiir mindestens ein b € Us
) JhFacp  gdw. T oy ey I 6
) ID,=A3 Dy, und T @,=A50,
Ist J sogar eine Interpretation, so gilt
(xiii) 3" {u; a} € Clsy, insbesondere also 3D, 3" @, € Clsy

und JFyeD gdw. J'v,€ Dy

Beweis:
(i), (iii), (v), (ix) und (xi) folgen unmittelbar aus den in Lemma 2.1 angegebenen Eigenschaften
der Interpretationsfunktion J.

(ii): Mit (iii) und (ix) gilt

jI—T_I = jl—v{'()@,'(') = {‘U>_| = sz gdW j?[' - Vo = Vo fur alle b < Uj
b

vo

gdw.  J° Tuo, =30 Tug fiir alle b € Uy

vo
Also ist 3" T, = V5. Ebenfalls mit (ix) und (i) folgt aus 3?'—170_, = Fy # V3, d.h. JIF'? IF vo,
sofort 3" L, = 3" Vuguy, = Fy. Wegen {b € Uy; jﬁ']rj__, = Vj} ={beU;; Fs=V3} = 0 ist
schlieRlich 3"$_, = 3" 1vg L, = N5.
(iv): Mit (iii), (ii) und (i) gilt

JlE=p gdw. TJlF(p=T)=1 gdw. T o=T,=731,=F;
gdw. T, AT T,=V; gdw. nicht JlF¢

22F{ir boolesche Ausdriicke reicht es somit zu wissen, ob J Modell ist von ¢, um den Wert 3”@ zu bestimmen.
Es gilt nédmlich fiir ¢ boolesch

T, = Vi, falls JIF ¢
F5, sonst
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(vi), (vii), (viii) und (x) folgen leicht aus (iv), (v), (ix) und den entsprechende Definitionen.
(xii): Mit (ii) folgt

3D = 3 {0p: Ty = Ay” {b €Dy; 3" TTL= vj} L= A Ds,
und

I @, =3 (v L} = Ay {b €Dy; 3% "L = vj} L= A0,

(xiii): Aus der Definition der Interpretationsabbildung folgt 3" {u; o}, € im A5. Ist J Interpreta-
tion gilt zudem J" {u; a} 5 # Ny. Mit (xi) und (xii) erhalten wir weiter

JFyeD gdw. T v, ey I D,
gdw. D, e Clsy und jr'y_. € Aij'_D_,—l = AjLAjl—DjJ—l = Djy
gdw. Ty, € Dy

2.2.1. Beispiel-Strukturen

Eine Pra-Struktur (bzw. Struktur bzw. Pré-Interpretation bzw. Interpretation) 2 nennen wir
voll, falls Ny ¢ im Ag. Insbesondere ist dann Ag injektiv. Offenbar ist jede volle Pra-Struktur
sogar eine Struktur. In vollen Strukturen gibt es auf der Meta-Ebene keine Teilgesamtheiten der
Doméne, die nicht (als durch den Abstraktor ,abstrahiertes* Objekt) in der Struktur vorhanden
sind. Weiter nennen wir eine Pra-Struktur (bzw. Struktur bzw. Pra-Interpretation bzw. Inter-
pretation) 2[ natiirlich, falls Ay" X ; = X fiir alle X C Dy mit Ay" X, # Ny. In natiirlichen
Strukturen 2f ist die 2-Elementrelation also gerade eine Einschriankung der ,echten Elementre-
lation €. Das ,echte, ,platonische Hintergrund-Mengen-Klassen-Universum (falls es ein solches
tiberhaupt gibt) denkt man sich intuitiv sicherlich als eine volle und natiirliche Struktur (bzgl.
des Meta-Meta-Universums Gottes ;-).

Triviale Strukturen

Die einfachsten Pra-Strukturen enthalten nur zwei Objekte. So ist etwa durch
o Uy = {Va, Fy}
e Dy =10
o Ny = Fy
o Ay :P(0) — Uy, O — Vy

eine Struktur bestimmt. Sie ist voll und im Fall Vg = () auch natiirlich.
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Aber auch
o Uy = {Va, Fu}
o Dy = {Va}
o Ny = Fy
o Ay : P({Va}) = Uy, 0 — Ny, {Va} — Vi
bestimmt eine Pri-Struktur 2. Sie ist offenbar keine Struktur?® und damit insbesondere nicht

voll (und nicht nattrlich genau dann, wenn {Vy} # Vy). Es gilt hier 2 IF D « D.

Natirliche Strukturen

Aus jeder beliebigen Menge M lasst sich durch
e Doy =M
o V5 und Fy seien zwei beliebige (voneinander verschiedene) Objekte
e Ny sei ein beliebiges Objekt, welches nicht in M U P (M) vorkommt
o Uy :=MUPM)U{Vy, Fy, No }

° AQ{P(M)—)UQ[,XP—)X

eine volle und natiirliche Struktur konstruieren. Die oben genannte erste triviale Struktur lasst
sich in diesem Sinne aus der leeren Menge konstruieren.

Mengentheoretische Universen

Ist (M, e) ein pradikatenlogisches Modell von ZFC (oder eines anderen ,e-Axiomensystems” in
dem Extensionalitit gefordert wird) und f : P(M) — N injektiv mit im f N M = (), so erhalten
wir daraus eine volle klassenlogische Struktur durch:

[ ] DQ[ =M

o V5 und Fy seien zwei beliebige (voneinander verschiedene) Objekte

e Ny sei ein beliebiges Objekt, welches nicht in M U N vorkommt

o Uy :=MUN U {Vy, Fy, Ny}

2Denn die leere Klasse ist ,beschreibbar, aber ,,Unsinn®, d.h. (2, h) @, = Ay 0, = Ny fiir alle h € Bely.

60



a, falls X =eca]l ={beM; bea}

Ag : P(M) — Uy, X —
* Au:P(M) % {f'_X_,, sonst

Die Extensionalitét sichert, dass es zu jedem X C M hochstens ein a € M mit X = eLa] gibt.
Modelle (M, €) von MK (Morse-Kelley-Mengenlehre) oder von NBG,?* die sowohl Mengen als
auch Klassen beinhalten, sind noch besser geeignet, um daraus kanonische klassenlogische Pra-

Strukturen zu basteln:

o Dy :={a € M; es gibt ein b € M mit aeb} (die Gesamtheit aller Mengen von (M, €))

o V5 und Fy seien zwei beliebige (voneinander verschiedene) Objekte
e Ny sei ein beliebiges Objekt, welches nicht in M vorkommt

o Uy := MU {Va, Fy, Ny}

. a, fallsX=ea]l={beM;bea}

Ag : P(Dy) = Uy, X —
2 (Da) 2 {NQ[, sonst

Im Fall von MK ist 21 wahrscheinlich sogar eine Struktur.?® Bei NBG ist dies wohl nicht not-
wendigerweise der Fall. Diese Vermutungen zu begriinden, konnte ein interessantes Vorhaben
sein.

24Fiir eine Definition von NBG und MK siche man Abschnitt 4.4.
2’Denn vermutlich sind alle klassenlogisch beschreibbaren Klassen auch in MK beschreibbar, da die Klassenkom-
prehension in MK wie in der Klassenlogik impréadikativ ist.
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2.3. Ein adaquater Beweiskalkiil fiir die Klassenlogik

Thanks to the progress of mathematical logic we have learnt, during the cour-
se of recent decades, how to present mathematical disciplines in the shape of
formalized deductive theories. In these theories, as is well known, the proof of
every theorem reduces to single or repeated application of some simple rules of
inference - such as the rules of substitution and detachment. These rules tell us
what transformations of a purely structural kind ... are to be performed upon
the axioms or theorems already proved in the theory, in order that the sentences
obtained as a result of such transformations may themselves be regarded as pro-
ved. Logicians thought that these few rules of inference exhausted the content of
the concept of consequence. Whenever a sentence follows from others, it can be
obtained from them ... by means of the transformations prescribed by the rules.

Alfred Tarski, On the Concept of Logical Consequence

Fiir die Klassenlogik lasst sich ein adédquater Beweiskalkiil angeben. Wie in der Pradikatenlogik
bendtigt man dazu zwei Hilfsabbildungen.

a) Die freien Variablen eines Ausdrucks:

{e}, peV

frei: L — P(V), ¢ =  freia Ufrei 8, ¢ = (3,(), (o, B)) mit i € Iy

freia \ u, ¢ = (i, (u), (a)) mit i € Igq

Offenbar ist freip C var ¢ fiir alle ¢ € L. Wie im Falle von var kénnen wir ferner auch hier wegen
LN*L =0 die Abbildung frei fortsetzen auf *L durch ¥ — ;¢ 5 freiy; fiir ¥ € *L. Fiir j € N

und I' € *L sei damit

U?fr(l“) ;= min;(V \ freil)

die ,,(j + 1)-te* Variable, die nicht in T" frei vorkommt.

Das wichtige Koinzidenzlemma zeigt, dass bei der Interpretation eines Ausdrucks die Belegung
der nicht frei vorkommenden Variablen irrelevant ist.

2.3 Lemma (Koinzidenzlemma)

Seien ¢ € L und J1, Jo Pra-Interpretationen mit Ay, = Wg,. Ist T1" vy = T v fir alle

v € freip, so gilt

jlrSO_l = 32r80_: .

Beweis durch strukturelle Induktion iiber den Aufbau von ¢:

Sl: Fiir p € V folgt die Behauptung wegen frei ¢ = {¢} unmittelbar aus den Voraussetzungen.

SlI: 1. Fall ¢ = (i, (),

(v, ﬁ>> mit ¢ € Igy. Unter Beachtung von frei o, frei 8 C frei o folgt

31 =31"(i, (), (@, B)) s = H" "3 ", 317 B

v ngrjeréJ,jQrﬂ_l_l - 32r<i7 0, (a, 5>>J — 30,
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2. Fall ¢ = (i, (v), (o)) mit i € Igq. Wegen freia C freip U {v} gilt auch hier

j1,_90—1 = j1[_<'L'7 <U>a <a>>J = Hijl[_ {b € U31 ; jlzra_l = V:ﬁ} -

g H?Qr {b S Ujg N jQZrO(J = ‘/32} = 32'_<’L.7 <U>, <a)>J = jQI—QO_l
|

b) Die ,intelligente Substitutionsfunktion:

2.4 Lemma

Es gibt eine Abbildung sub: LM LMY — L, (p,v,v) = @], sodass

;

7, falls p =v
©, falls p € V\ v
07 =i 0. @B, falls o= (i, (). {0 B)) mit i € Iy

® ‘ . und v = v oder v ¢ freip
. a falls o = (i, (u), (@) miti € Igq
\<Z7 (a), <(0‘u)z>>7 sonst
Il frei
wobei U = u,f fails w ¢ freiy ; in beiden Fdllen ist also o ¢ frei(v v ).
o5 (v vy «), sonst

Insbesondere ist ] = @, falls v = v oder v ¢ freip. Weiter ist rgp,) =g falls w € V.

Beweis:
Wir definieren rekursiv zu jedem n € N eine Abbildung

sub, : L"MLNOY — L
und zeigen parallel, dass
rgsub, "p,w, v, =rgp firalle g € LS w,v eV .

Fall n = 0: Es gilt L=% = V. Sei subg : VT LMV — L gegeben durch

v, fallsu=wv
U, Y, V) —
(w,7,0) {u, sonst

Damit gilt natiirlich rg subg " u, w, v = 0 = rgu fiir u, w,v € V.
Sei nun sub,, : LS" M LMY — L bereits definiert und gelte
(%) rgsub, "o, w, v, =1g¢ fiiralle p € LS w,v €V .

Wir erweitern nun sub,, zu suby,1 : L= LNV — L durch
1. Fall ¢ € L=™:

<(107 v U> = SUbn I_907 Y,V
2. Fall ¢ = (i, (), (a, B)) € L=\ L=" mit i € Iay:

<S07 v, U> = <Z7 <>7 <SUbn ’_(,Y, Y, U, Sllbn r/87 v UJ>>
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3. Fall o = (i, (u), (a)) € L=\ L=" mit i € Igq:

falls v = v oder v ¢ freiyp

(@,7,0) — {‘p.’

(i, (@), (sub, " suby, ", @, u, y,v1)), sonst

. u, falls u ¢ freivy
wobei % := £
o5t (v vy ), sonst

Im dritten Fall beachte man, dass sub, ", @, u, € L=" wegen (). Wir wollen nun zeigen, dass
auch
rgsubp1" o, w, vy =1g¢ fiir alle p € LS w0 eV .

Fiir ¢ € L=" folgt dies unmittelbar aus (x). Ist ¢ = (4, (), (o, 8)) € L="*1\ L=" mit i € Iy, so
gilt
rgsubpi1 @, w, v, = rgsub,1 (i, (), (a, B)), w, v
=1g (i, (), (sub, "o, w, v, sub, "B, w,v_))
= max{rgsub,,"a,w,v_,rgsub, " B,w,v } +1
= max{rga,rg S} +1 mit (%)
=rg¢
Sei nun ¢ = (i, (u), (a)) € L=\ L=" mit i € Igq. Der Fall y = v oder v ¢ frei¢p ist trivial.
Ist schliefslich v # v und v € frei ¢ so gilt mit @ wie oben
rgsubp 41" @, w,v5 =rgsubyi1 " (4, (u), (@), w, v
= 1g (i, (@), (suby, " suby, "o, @, u_, w,v_))

=rgsub, " sub, "o, @, u, w,v,+ 1

=rgsub, o, t,u;+1 mit ()
—rga+1 mit (x)
=rgy

Die Abbildung sub := J, o suby, erfiillt damit offenbar die gewiinschten Eigenschaften. |

Das ,Wesen* der Substitution zeigt sich deutlich mit dem folgenden Lemma.

2.5 Lemma (Substitutionslemma)

Fiir alle Pra-Interpretationen J und alle o,v € L, v € V ist

~ ~3T
J'_SDZ_I =J, o,

Beweis durch strukturelle Induktion {iber den Aufbau von ¢:

SI: Fiir ¢ € V sind zwei Félle zu untersuchen.
1. Fall ¢ = v: Es folgt unmittelbar
’J'_QDZ_I =3y, = ngJrv_‘ _ jzrwrw_l

2. Fall ¢ # v: Da hier v ¢ frei ¢ folgt mit dem Koinzidenzlemma

3'_4,07)_1 — jl_sp—‘ — jg’_’w’_@_l
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SIl: 1. Fall ¢ = <2', O, <a,ﬁ>> mit ¢ € Igy.

jr@z-‘:ﬁr<i7<>7<a37ﬂz>>_l :Hijl—jl—a’y Nl—ﬂry_l_l
zHgl’jgrwr jﬁ wrﬁ ~3 74|—< ’<>’<a,5>>_‘:jgmr¢_l
2. Fall ¢ = (i, (u), (a)) mit i € Igq und v = v oder v ¢ frei .
jr(PZJ = jI—QD_I = jgr’y_,l—@_l

Die letzte Gleichheit ist im Falle v = v trivial. Falls v ¢ frei ¢ folgt sie aus dem Koinzidenzlemma.
3. Fall ¢ = (i, (u), (a)) mit i € Igq und v # v und v € frei .

Ty 2=37( (@), {(a,)))-
_Hﬁr{ ZI—OZ)_I—VB}
{

J 3 b
=1 {veUs; (377) i =15}
_~jr4l_
_Jv’y <7“’ >
~TTya
:JU,Y’_QO_I

denn fiir u ¢ freiy und damit a = u gilt

3%'_(042)3_.:32'—043_. Lemma 2.4
= (jz) gzrw Tag Induktionsvoraussetzung
= (33) grw "o Koinzidenzlemma; u ¢ freiy
= (32%)2'—(1_, u#v (dawv € freip =freia \ u)

i ~ br i .
3T (™) = (32)TaT InduktionsvoraussetzungZ®
u’v u/ v u g
r U . . ~ .
= (3%)3 ra Koinzidenzlemma; @ ¢ freiy
Jr b 71 ~
_ (37 bra, ito
_ (43 (3779 brasr .
= (J > ) il @ . Induktionsvoraussetzung
_ ~TTvya\b \br
- ((Jv ) ﬁ) u &
_ ~JITya\b \br
- ((Jv )u) a &
~ITYa\ b o . :
= (Jv )u o Koinzidenzlemma; @ ¢ frei o

26Man beachte rgai =rga.
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Bevor wir zur Angabe des Beweiskalkiils kommen, wollen wir noch ein kleines semantisches
Lemma einschieben.

2.6 Lemma

Seit J eine Prd-Interpretation. Fir o,y € L, u,v € V gilt
(i) JIFF=lwp  gdw. 3% IF ¢ fir genau ein b € Uy

(i) jZI—QDZJ =73, ., fallsbe Us und u ¢ freip \ v

Y
(@ii) Ist J eine Interpretation, so gilt

JEyc{vier gdw. TlEycDund Il p)

Beweis: (i): Sei w := vg(v ¢), also insbesondere w # v und w ¢ freip. Mit Lemma 2.2 und
Koinzidenzlemma gilt damit
JIFFTloe  gdw.  TIF IwVele & v = w)
gdw. es gibt ein b € U, sodass fiir alle ¢ € Uy
(@)l e  gdw. (30)CIFv=uw
gdw. es gibt ein b € Uy, sodass fiir alle ¢ € Uy
(30)n Fe mdw (35,)5Tvs = (35), 0

gdw. es gibt ein b € Uy, sodass fiir alle ¢ € Uy
JolFe gdw. c=b
gdw. JZ IF ¢ fiir genau ein b € Uy

(ii): Mit dem Substitutionslemma ist
br
jZI—SDu_I _ (jb)gu U = (jb)br% _ (jb)b'—go_l _ jbl—()p_I )

v u u/ v v/ u v

Die letzte Gleichheit folgt im Falle u # v (und damit u ¢ freip) aus dem Koinzidenzlemma.

(iii): Mit Lemma 2.2 und Substitutionslemma gilt

JlEye{viel gdw. T v,ey T {vip},
gdw. T {vip} € Clsy und 3" v, € A7 T {v;p} "
odw. 3y, € Ay As" {b €Dy; 30, = Vj} = {b €Dy; 30p, = Vj}

gdw. Ty, € Dyund V5 = jgr’le—SO_l = jl—(,OZJ
J

gdw. FycDund JIF @)

Im Folgenden werden wir zumeist keine Verweise auf Koinzidenz- und Substitutionslemma mehr
angeben.
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Der Beweiskalkiil BICqr, fiir die Klassenlogik CL enthalte die folgenden parameterlosen Schluss-
schemata.?”

Fiir alle ¢,v,v,7 € L, alle ' € *L und alle u,v,w € V:

Grund- und Junktorenregeln

Monotonieregel Voraussetzungsregel Kettenschlussregel
MONF,F',QD . VORFW . KSI‘W@ .
r
r %) 4
F/ I‘ u
¥ 2 2 T "

fiir jedes IV € *L mit im T’ C im I

Fallunterscheidungsregel Frege-Regel

BFUF,(,D,@[J . FREF,cp :
r
@ (G r ;
' op=1 P
T p=T
r (G

falls ¢ boolesch

Konjunktionsregeln
KONIr 4. : KONZr ;. : KON3Sp 4 :
r @
r @ I (G —
r p NP
Gleichheitsregeln
Reflexivitatsregel Substitutionsregel
REFT,, SUBr ¢~ w -
r @0t
I 9=y
F — 7
Y= T SD’Z)

2"Man erinnere sich (Seite 20), dass wir Sequenzen, d.h. Elemente aus *L, zumeist in klammer- und kommafreier
Darstellung notieren. Auch das Kalkiil BKcr ist also ein Kalkiil iiber M = {N}).
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Allquantorregeln

Generalisierungsregel
GENFp,u,v .

Partikularisierungsregel
PARTT 4~ -

r oy r Yoy
T Yo r @Z
falls u ¢ frei (I" Voyp)
Kennzeichnungsregeln
KZG1F7907’va7u : KZGQF’QD’/U :
r gl
" P r Yo—p
T ©, U =y
r  wep-—=8
r e =y
falls u ¢ frei(T" top v)
Klassenregeln
KLS]F,fy;y’,v : KLSQR%,Y/ :
r v e r v ey
I ~={vvexy} r +eD
falls v ¢ frei~y
Abstraktionsregeln
ABSIrpqw ABSZrpq 0
r yeD
N I ~e{vy}
T 0. T o
I ye{ve) °
Extensionalititsregel
EXTF7¢7w7u7U7w :
I' ve {ugp} ve{wp)
' ve {wy} ve {u g}
r {us o) = {w; ¥}

falls v ¢ frei(T" {u; ¢} {w;9})

KZG3r oy
r @Y
r @l
L =(y=79)
r wp = $
KLS3p a0 :

r —({via}=29)

Unsinnsregel
NONST :
r -($ D)
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2.3.1. Korrektheitssatz

Als erstes zeigen wir die Korrektheit des Beweiskalkiils BKcy,.

2.7 Satz (Korrektheitssatz)
(a) Sind ® C L und ¢ € L mit ® Fpiy, . so gilt auch ® E .

(b) Alle erfillbaren Aziomensysteme sind BKcy,-konsistent.

Beweis:

(a) Gemaf Satz 1.11 reicht es zu zeigen, dass alle I' € G, korrekt?® sind. Da Gpicg,, die
kleinste unter BK 1, abgeschlossene Menge von Sequenzen ist, sind wir somit fertig, wenn wir
zeigen konnen, dass auch die Menge aller korrekten Sequenzen abgeschlossen unter B¢y, ist,
d.h. dass jeder Schluss aus BK ¢, korrekte Sequenzen in korrekte Sequenzen iiberfiihrt. Hierbei
werden wir vor allem Lemma 2.2 verwenden.

MONr 17 ,: Sei I' ¢ korrekt und J I- IV.% Da imT C imI” gilt auch J I T' und damit J IF ¢
nach Voraussetzung. Also ist auch IV ¢ korrekt.

VORr,,: Sei JI-T ¢. Es gilt insbesondere J |- ¢. Somit ist I" ¢ ¢ korrekt.

KSr . Seien I'p und I' ¢ korrekt und J |- I'. Nach der ersten Annahme folgt J I ¢ und
damit J IF T, also J IF ¢ nach der zweiten Annahme.

BFUr 4 Seien ' und I' (¢ = L) korrekt und J IF I'. Ist zudem J IF ¢, so folgt sofort
J Ik 9 nach der ersten Annahme. Ist J I ¢, d.h. 3" # V3, so muss 3", = F5 = 3" 1|
gelten, da ¢ boolesch. Folglich gilt J I ¢ = 1, d.h JIF % nach der zweiten Annahme.

FREr ,: Sei I'p korrekt und J Ik T'. Dann gilt J I+ ¢, dh. 379, = V53 = 3" T und somit
JFEe=T.

KONIr 4 und KON2p , : Sei I' (p A ) korrekt und J |- I'. Dann gilt I IF ¢ A9, d.h. TlF
und J IF 9.

KONGSr 4 Seien I' o und I"9 korrekt und J IF T". Dann gilt T I- ¢ und J IF 4, d.h. TlF o A .
REFT ~: Sei JIF T'. Natiirlich gilt 3"y, =3"~,, d.h. Tk v = .

SUBr .~ Seien T'o7 und T'(y" = 7) korrekt und J I- I'. Nach Annahme ist J IF ¢/ und
JIF o =5, dh. 37y = 3"y Folglich gilt Vs = 377 , =37 Tp =377 Tp, =307 |,
dh Il

2Zur Erinnerung: T'x (p) € *L ist korrekt, falls im T F ¢.
29Fiir Sequenzen I' schreiben wir zumeist einfach J I T' anstatt J |- im T
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GENT o 00 Sei Fcp;‘ korrekt und J IF I'. Fiir beliebiges b € Uy gilt mit dem Koinzidenzlemma
auch 32 I-T' (denn w ¢ freil'). Also ist 32 I- 3, dh. mit Lemma 2.6 (ii) V5 = Jb'_gpu =
3% fiir alle b € Uy. Folglich gilt 3 I Vop.

PARTY 4~ : Seil Vvp korrekt und J IFT'. Da somit J IF Vo, gilt insbesondere V3 = ”jrw'_go a=
Tl dh. JIFe?.

KZGIr gy wu: Seien Tl und T'¢l (u = ) korrekt und J I- T'. Mit JI- o7 gilt V5 =377, =
33 7T ,. Sei andererseits b € Uj mit J° r<,0_, = V5 beliebig. Geméfs Koinzidenzlemma ist
auch 3% IF T (denn u ¢ freil") und auRerdem J° JSpn = jbrap_, = V3 mit Lemma 2.6 (ii),
d.h. "Z I- . Es ist also ”z IF u = ~ und damit b = ~Zr Uy = ery_, = 7"~ (beachte
u ¢ freivy).
Folglich gilt ergo_, = V5 gdw. b = 3"~ fiir alle b € Uy und somit 3" 1vp, = I+, d.h.
T wp = 7.

KZG2r 0 Sei I Vo= korrekt und J IF I'. Dann gilt J IF Vo= und somit ’JZ I o, d.h. js’)’_% #
V5 fiir alle b € Uy. Also ist 3" 1w, = Ny = 3" $, und damit J I 1vp = $.

KZG3r 00 Seien F@V, Fcpzl und I' =(y = 4/) korrekt und J - T'. Es ist also V3 = 3" 7, =

53" 37 o und Vs = ‘PZ/J _ jg“/w% sowie J I v = «/, d.h. 3"y # 3"+/_. Folglich muss

3 e, = Ny = J'_$J und damit J I 1vp = $ gelten.

KLS1p 0 Sei I' (7 € ) korrekt und J |- T'. Dann gilt J I- 4/ € 4 und somit 3", € Cls;
und 3"/, € A5 3", " Insbesondere existiert also ein X C Dy mit 3"y, = A;" X, # N3.
Fiir b € D5 gilt nun Jbrv ey, =V; gdw. 3"y, = 3"y, € Clsy und b = ”b'_fuJ €
AijZl—’}/_J—l = A3 3y "= A5 A X' =X gdw. b€ X (beachte v ¢ frei~y). Folglich ist

I {viv eyl = Ay {b €Dy; 3w, = Vj} L= A X, =3y, dh Ty = (v e
V-
KLS2r 2 Sei T' (v € ) korrekt und J IF T'. Dann gilt J IF 4/ € v und somit 3", € Clsy

und 3"+, € A3 3"y, "' C Dy = A3LA3" Dy, = A3 .3"D, . Folglich ist auch J I+ € D
(beachte Lemma 2.2 (xii) und (xiii)).

KLS3p 0 Sei JIFT'. Mit Lemma 2.2 (xiii) gilt 3" {v; ¢} # Ny =3"$_. Alsoist I IF =({v; ¢} =
$).

ABSIr ;0 Seien T'(y € D) und ' korrekt und J |- T'. Wegen J Iy € D und J |- ¢ folgt
mit Lemma 2.6 (iii) unmittelbar J I- v € {v; ¢}.

ABS2r o0 Sei I'(y € {vip}) korrekt und J IF I'. Wegen J I v € {v; ¢} folgt mit Lemma 2.6
(iii) unmittelbar J I- o).

NONSr: DaJ3'8$,=Ny¢ Dy = A5 3D, ", gilt nicht 38, 5 37D, d.h. esist TIF ~($ € D).

EXTr o puvw: Seien I'(v € {u;9}) (v € {w;v}) und I' (v € {w:v}) (v € {u;¢}) korrekt und
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JIFT. Sei nun b € D5 beliebig. Da v ¢ freil', ist auch 32 IF I". Weiter haben wir

be Dyund 3° 7o, = V5
gdw. Jf)'_v_. € D3 und jf)'_goz_. =V;  Lemma 2.6 (ii)

gdw. JZ IFv e {up} Lemma 2.2 (xiii) und Lemma 2.6 (iii)
gdw. 'JZ IFve {wp} Voraussetzungen
gdw. 37w € Dyund 327" =V5  Lemma 2.2 (xiii) und Lemma 2.6 (iii)
gdw. b€ Dy und qurwJ =V Lemma 2.6 (ii)

Also ist

TJ'_{u: QO}_| = Ajl_ {b € Dy; jzr@_l = Vj} J
:A{{bepj; jf[szw}J
= jl—{ww}—l )

d.h. JTIF {u: o} = {w; ).

(b) Sei ® C L erfiillbar und J IF ®. Angenommen ¢ wire inkonsistent. Insbesondere hétten
wir dann @ - L, d.h. auch ® F L mit (a). Damit miisste J I L gelten, im Widerspruch zu
Lemma 2.2 (ii). [ |
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2.3.2. Vollstandigkeitssatz

Kommen wir nun zum schwierigeren Teil: der Vollstdndigkeit unseres Beweiskalkiils. Hierzu sind
einige abgeleitete Schlussregeln vonnoten. Wir werden daher in diesem Abschnitt immer mal
wieder ein paar Ableitungen einstreuen. Dies wird uns auch mit dem Beweiskalkiil etwas ver-

trauter machen. Um dem Leser eine Hilfe zu geben, haben wir in den Ableitungen Zeilennummern
hinzugefiigt und entsprechende Verweise beim Anwenden von Schlussschemata angegeben. Sub-
stitutionsumformungen (S-Umformung) und Abkiirzungsumformungen (A-Umformung) werden
nicht als eigenstdndige Zeilen gezahlt.

KS2r o - Demonstratio:
1. I ¢ Y Praemissio
Lo (G 2. r v X Praemissio
r w X 3. r %) X MONFl/),Fpr,X auf 2.
I o X 4. r o X KOSt g, auf 1. und 3.
qed.
SYMr o : Demonstratio:
1. T a=0 Praemissio
I a-p 2. r 8=B  REFpg
I =« 2.1 r B = w)i S-Umformung in 2.
3 r B=w) SUBr,(8—w) 80w auf 2.1 und 1.
3.1 T b=« S-Umformung in 3.
qged.

wobei w := 03"

(8)

TRANr o8~ : Demonstratio:
1. T
L a=p 2. r
I f=y 21 T
r a =y 3 T
3.1 T
qed.

wobei w := 3T

R ERED 2 W

I = @
I

g £
2

2 2

Q

()

Praemissio

Praemissio

S-Umformung in 2.

SUBP (w—~),8,a,0 auf 2.1 und 1.

S-Umformung in 3.
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SUBZr oy - Demonstratio:
1. T Praemissio
r ©, 2. r Praemissio
L+ 3. T SYMp ., auf 2.
r 07 4 r SUBF .~ auf 1. und 3.
ged.
SUBS3r . - Demonstratio:
1. T Praemissio
r i 2. r Praemissio
I J=9 1.1 r S-Umformung in 1.
r (4 3 r SUBr . p,0, auf 1.1 und 2.
3.1 T S-Umformung in 3.
qged.
SUBr Demonstratio:
1. T %) Praemissio
r @ 2. r © =1  Praemissio
I e=v 3. T b=¢  SYMr,, auf 2.
r (4 4. r ¢ SUBSp ., auf 1. und 3.
ged.
VERyp : Demonstratio:
1. r REFT 4,
r T 1.1 T S-Umformung in 1.
2. T GENF ()=o) w,0, auf 1.1
2.1 T A-Umformung in 2.
qed.
wobei w := 03 (I Voo (vo = v0))
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FREZr o : Demonstratio:

1. T =T Praemissio
Lop=T 2. r T  VERr
r i 3. r @ SUBSp 1, auf 2. und 1.
qed.
FUp - Demonstratio:
1. I o P Praemissio
Loy (& 2. L -y ¢ Praemissio
L 21 T (p=T)=1 ¢ A-Umformung in 2.
I ¥ 3. ' o=T =T VORr (o)
4. I' o=T @ FREZp (,—7),, auf 3.
D. ' o=T P KS2r (o-7),4p auf 4. und 1.
6. T Y BFUp (-7, auf 5. und 2.1
qed.

Den Beweis des Vollstandigkeitssatzes fiihren wir wie iiblich, indem wir zeigen, dass jedes kon-
sistente Axiomensystem erfiillbar ist. Nehmen wir dies ndmlich an und sind ® C L und ¢ € L
mit ¢ F ¢, so kénnen wir folgendermafen argumentieren:

1. @ U{—¢} ist inkonsistent:
Wiére ® U {—p} konsistent und damit nach Annahme erfiillbar, so gébe es eine Inter-
pretation J I- ® U {—=p}. Mit Lemma 2.2 (iv) wiirde also J IF ® und J | ¢ gelten, im
Widerspruch zur Annahme @ F ¢.

2. D+
Mit 1. gilt insbesondere ® U {—¢} F ¢, d.h. es existiert ein I' € *(® U {—¢}) mit
I'¢ € Gpk. Natiirlich gibt es ein IV € *® mit imT' C im(I" ). Gemak MONp -y
gilt also I =p ¢ € Gpx. Da mit VORy , auch IV p ¢ € Gpk, folgt mit der allgemeinen

Fallunterscheidungregel FUr , ,, dass I" ¢ € Gpx und damit ® F .

Wir zeigen nun zuerst, dass konsistente Axiomensysteme mit gewissen Eigenschaften, sogenann-
te Henkin-Mengen, erfiillbar sind. Im zweiten und abschlieffenden Schritt beweisen wir dann,
dass sich jedes beliebige konsistente Axiomensystem als Teilmenge einer Henkin-Menge auffas-
sen lasst.

Von nun an wollen wir bei Verweisen auf Schlussregeln (im Text oder auch in Ableitungen)
auf die entsprechenden Indices verzichten. D.h. wir schreiben z.B. in der nichsten Ableitung

(EFQ-Regel) einfach PART fiiv PARTT ) .0,

30Da immer aus dem Kontext ersichtlich ist, welche Instanz (bzw. Instanzen) einer Regel an den entsprechenden
Stellen verwendet wird, stellen die Indices fiir den Leser keine wirkliche Hilfe dar. Vermutlich sind sie sogar
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Ein Axiomensystem ® C L

e ist negationsvollstandig, falls

dF¢e oder @F —p fiir alle ¢ € L

e enthilt Beispiele, falls

fiir alle p € L,v € YV mit ® F Jvp ein u € V existiert, sodass @+ ¢

Ein konsistentes und negationsvollstdndiges Axiomensystem ® C L, dass Beispiele enthélt, nen-

nen wir eine Henkin-Menge. Im Folgenden wollen wir fiir jede Henkin-Menge ein Modell kon-

struieren, die (zumindest in der Pridikatenlogik) sogenannte Terminterpretation?®!.

Im folgenden Abschnitt sei nun ® C L eine beliebige feste Henkin-Menge. Auf L erkldren wir
eine Relation ~ durch

e~ gdw. PR =19

Wegen der Regeln REF, SYM und TRAN ist ~ eine Aquivalenzrelation®?. Wir wollen nun eine
Pra-Struktur 2 = (U, D, A, V, F, N) definieren und zeigen, dass sie zusammen mit der Belegung
h:V — U, uw [u] ein Modell von ® bildet. Hierzu setzen wir

U:=L/~=A{[¢]; o€ L} und D:={lp]; p€Ll, PreecD}CU.

2.8 Lemma
Ist o € L mit [p] € D, so gilt @+ ¢ < D.

Beweis: Da [p] € D, gibt esein ) € L mit ® F ¢ € D und ¢ ~ 1, d.h. & F ¢ = . Mit SUB
gilt also auch ® - ¢ < D. |

LEx falso sequitur quodlibet*

EFQr,, : Demonstratio:
1. r 1 Praemissio
r 1 1.1 T Yuoug A-Umformung in 1.
e 2. r vo?  PART auf 1.1
2.1 T % S-Umformung in 2.
qed.

eher verwirrend, da durch sie die Sache komplizierter erscheint, als sie eigentlich ist. Nichtsdestotrotz ist die
Darstellung mit Indices die exaktere.

310b diese Bezeichnung auch fiir die Klassenlogik, in der ja die Unterscheidung Term/Ausdruck wegféllt, passend
ist, wollen wir hier nicht diskutieren.

%2Die Aquivalenzklasse eines Reprisentanten ¢ € L werde wie {iblich durch [p] bezeichnet.

75



»Ex contradictione sequitur quodlibet”

ECQr . Demonstratio:
1. T © Praemissio
r ¥ 2. r - Praemissio
L -y 2.1 r (p=T)=1 A-Umformung in 2.
r (& 3. r ©o=T  FREauf 1.
4. I 1L SUB4 auf 3. und 2.1
5 T Y EFQ auf 4.1
qed.

Mit FFQ und ECQ erhalten wir sofort zwei weitere Charakterisierungen fiir die Inkonsistenz
eines Axiomensystems:

2.9 Lemma
(a) Fiir ® C L sind dquivalent:

(i) ® ist inkonsistent
(ii) ®F L
(ii1) Es gibt ein ¢ € L mit ® - ¢ und ® - —¢p

(b) Ein Aziomensystem ® ist konsistent genau dann, wenn alle endlichen Teilmengen von
® konsistent sind.

Beweis:

(a) folgt unmittelbar aus der Definition von ,inkonsistent* und mit FFQ und ECQ.

(b) Die Richtung ,=* ist trivial. Die Riickrichtung beweisen wir per Kontraposition. Sei also ®
inkonsistent angenommen. Nach (a) gilt ® - L, d.h. es gibt ein I' € *® mit I" 1 € Gpx. Damit

ist aber (wieder mit (a)) imI" eine inkonsistente endliche Teilmenge von ®. [ |
WIDIr ;. : Demonstratio:
1. I o P Praemissio
Loy (& 2. r o - Praemissio
Lo 3. r o —p ECQ auf 1. und 2.
r P 4. I -y -¢  VOR
) I - FU auf 3. und 4.

qed.
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WID2r . - Demonstratio:

1 I —p P Praemissio
L= (& 2 r -y - Praemissio
L~ = 3 r -y ® ECQ auf 1. und 2.
r @ 4 r o ¢  VOR
) I @ FU auf 4. und 3.
qed.
ESr oq0 - Demonstratio:
1. r Y Praemissio
r v, 2. ' Yo ot MON auf 1.
r Jvp 3. ' Yo Yo VOR
4. I' Vv (—p) Y PART auf 3.
4.1 I' Yo —(¢)) S-Umformung in 4.
D. T Vo WID1 auf 2. und 4.1
6. T Jup A-Umformung in 5.
qed.
2.10 Lemma

Es gibt eine Abbildung n: U —V, a — n, mit

(i) na] =a  fir allea € U

(i) ®Fm =@ firalepel

(iti)) ®+n, €D fir allea € D

Beweis:

(i) Seien @ € U und ¢ € a beliebig. Natiirlich gilt ® + ¢ = ¢ (geméf REF) und damit
® F (v = ¢)? fiir eine beliebige Variable v ¢ freip (man beachte dazu Lemma 2.4). Mit ES
folgt ® F Jv(v = ). Da ® Beispiele enthélt, gibt es ein v € V mit ® F (v = ¢),, d.h.
® F u = . Damit gilt [u] = [¢] = a. Da a beliebig gewéhlt war, folgt die Existenz einer Abbil-

dung n: U — V, a+ n, mit [,] = a fiir alle a € U.
(ii) Sei ¢ € L beliebig. Mit (i) folgt [ny)] = [¢], d.h. @ F 5

¢l = P

(iii) Ist @ € D, so gilt mit (i) auch [n,] € D. Also ist ® - 7, € D mit Lemma 2.8.
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FNEGr, : Demonstratio:

1. T =1 Praemissio
I =1 2. I ¢ p=_1 MON auf 1.
r P 3. I ¢ % VOR
4. I ¢ L SUBY4 auf 3. und 2.
D. I' ¢ - EFQ auf 4.
6. T —p WID1 auf 3. und 5.1
qed.
NEGFy, : Demonstratio:
1. T - Praemissio
I R 2. I ¢ - MON auf 1.
I p=1 3. I o © VOR
falls ¢ boolesch 4. I ¢ p=1 ECQ auf 3. und 2.
D. ' o =1 p=1 VOR
6 T p=_1 BFU auf 4. und 5.
ged.
NEGIr,, : Demonstratio:
1. T © Praemissio
I © 2. I -y @  MON auf 1.
I - 3. I —p —p VOR
4 T S’ WID1 auf 2. und 3.
qed.
NEGZr , : Demonstratio:
1. T i Praemissio
L = 2. r -y Eanll” MON auf 1.
I © 3. I —p —p VOR
4 I @ WIDZ2 auf 3. und 2.

qged.




NEANr Demonstratio:

1. T =Jvp Praemissio
[ —3vp 1.1 r —=Vo-p A-Umformung in 1.
L Ve 2. r Yoo  NEG2auf 1.1
qed.
NAENy - Demonstratio:
1. T Vo Praemissio
I vy 2. I Vo —Vop MON auf 1.
I 3. I Yoo Yv-—p  VOR
4. ' Vo= (=) PART auf 3.
4.1 I' Yoo () S-Umformung in 4.
5. I Yo @, NEG2 auf 4.1
6. I' Vo= Yop GEN auf 5.
7. T Vo WID1 auf 6. und 2.
7.1 T Ju—p A-Umformung in 7.
qed.

wobei w := v§™ (I Vo= Vo)

2.11 Lemma

Fiir allep e L, v eV gilt
(a) @F ey  gdw. PE ™ fir mindestens ein a € U
(b) @+ Yvp  gdw. PF ol firaleacU

Beweis:

(a) ,= Gelte ® - Jup. Da @ Beispiele enthilt, gibt es ein u € V mit & - ¢ 7. Mit ® =y, = u
(Lemma 2.10 (ii)) folgt ® - ¢ “ gemif SUB.

,<="* folgt unmittelbar mit ES.

(b) ,,= folgt mit PART.

<" mittels Kontraposition: Gelte ® I/ Vvp, d.h. ® - =Vup, da ® negationsvollstindig. Es folgt
® F v gemdk NAEN. Also gibt es mit (a) ein a € U, sodass ® - —¢™. Wegen der Konsistenz
von ® muss daher ® I ¢ fiir dieses a gelten (siche Lemma 2.9). |
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NVFr : Demonstratio:

1. I T=_1 T VER
L =(T=1) 2. r T-=1 T—=1 VOR
3. I T=1 1 SUB/ auf 1. und 2.
4. I T=1 T EFQ auf 3.
5. T -(T=1) WID1 auf 1. und 4.
qed.

Wir definieren nun weiter das Wahrheits-, Falschheits- und Unsinnsobjekt in naheliegender Weise
durch

V:=[T], F:=[Ll] und N:=[9].
Gemék NVFE gilt ® - —=(T = 1), aufgrund der Konsistenz von ® also ® t/ T = 1. Damit

folgt T o L, dh. V # F. Wiare N € D, so miisste nach Lemma 2.8 ® - § ¢ D gelten. Dies
widerspricht aber wegen der Konsistenz von ® der Grundschlussregel NONS.

Fiir boolesche Ausdriicke ¢ € L gilt [¢] € {V, F}. Ist ndmlich [¢] # V, dh. ® t/ ¢ = T, so
folgt ® I/ ¢ mit FRE. Aus der Negationsvollstindigkeit von ¢ folgt dann ® + —p und damit
O+ = L gemdl NEGF, da ¢ boolesch. Also gilt [p] = [L] = F.

IMPIp oy - Demonstratio:
1. T P Praemissio
r Y 2. L o/ ¥ MON auf 1.
I =9 3. I oA oN—p  VOR
4. ' pn—9 =) KON2 auf 3.
5. r = A ) WID1 auf 2. und 4.
5.1 T =Y A-Umformung in 5.
qed.
IMP2p . : Demonstratio:
1. T —p Praemissio
r R 2. r on— - MON auf 1.
I eo—=9 3. I oA oAN—p  VOR
4. ' on—y ©® KONT auf 3.
5. r =@ A\ ) WID1 auf 4. und 2.
5.1 T =Y A-Umformung in 5.
qed.
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MPr . : Demonstratio:
1. T © Praemissio
r g 2. r o= Praemissio
L o= 3. r — ® MON auf 1.
I (0 4. r — ) VOR
D. r — A KON auf 3. und 4.
6. I = =Y MON auf 2.
6.1 r — =@ A ) A-Umformung in 6.
7. r Y WIDZ2 auf 5. und 6.1
qed
AEQIp . ¢ Demonstratio:
1. T © Praemissio
r e 2. r P Praemissio
r Y 3. r ©—1  IMP1 auf 2.
I ooy 4. r Y — ¢  IMP1 auf 1.
5. r (=) N (Y = p) KON3 auf 3. und 4.
5.1 T Y A-Umformung in 5.
qed.
AEQ2p .y Demonstratio:
1. T - Praemissio
r P 2. r —) Praemissio
r Y 3. r ©—1  IMP2auf 1.
I ooy 4. r Y — ¢  IMP2 auf 2.
5. r (=) N (Y =) KON3 auf 3. und 4.
5.1 T Y A-Umformung in 5.
qed.
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AEQ2.Ip 4y Demonstratio:
1. r (@ 1) Praemissio
I (o < 1) 2. r —) Praemissio
r Y 3. I —p - VOR
r @ 4. I -y —)  MON auf 2.
5. I' —o Y AQE2 auf 3. und 4.
6. I —¢ —(p < 1) MON auf 1.
7. T @ WIDZ2 auf 5. und 6.
qed.
AEQSp 4y ¢ Demonstratio:
1. T Y Praemissio
r poy 1.1 r (=)A= ) S-Umformung in 1.
I' ¢ (G 2. r ¢ —1v  KONIaufl.l
3. | ) ® VOR
4. I o =Y MON auf 2.
) I' ¢ Y MP auf 3. und 4.
qged.
AEQ4r 5y - Demonstratio:
1. T Y Praemissio
r p oy 1.1 r (=) N (Y — ) S-Umformung in 1.
I ¢ © 2. r Y —¢  KON2auf 1.1
3. r Y VOR
4. I ¢ V= MON auf 2.
) r ¢ @ MP auf 3. und 4.
qed.
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EXT2r o 800w :

r
r

a={viv e a;}

B

= {uwu e B}

' Vw(we a+weB)

r

a5

falls v ¢ freia, u ¢ frei 8 und w ¢ frei(a B)

Demonstratio:
1. r a={vveal Praemissio
2. r B ={uiuc B} Praemissio
3. r Vw(w € a > w € f) Praemissio
4. r (weaswef), PART auf 3.
4.1 r rca+xcf S-Umformung in 4.
4.2 r (xcyoazep), S-Umformung in 4.1
5. r (xecycrze ﬁ)jj”wea} SUB2 auf 1. und 4.2
5.1 r re{vvealxef S-Umformung in 5.
5.2 r (xe{viveal < axc y)'g S-Umformung in 5.1
6. r (xc{viveal oxcy) j}uzugﬁ} SUB2 auf 2. und 5.2
6.1 r re{viveal o re{uuc f) S-Umformung in 6.
7. I' ze¢{vivea) ze{uue f} AEQ3 auf 6.1
8. ' ze€{uwucp} xe{vve al AEQ/ auf 6.1
9. r {viveal ={uwucf} EXT auf 7. und 8.
10. r a={u;uc B} TRAN auf 1. und 9.
11. r {fuiue gy =p SYM auf 2.
12. r a=/p TRAN auf 10. und 11.

qged.

wobei z := 03" (I {v;v € a} {u;u < B})
y =08z {v;v € a} B)

Den Abstraktor definieren wir durch

fiir ei L mit ®Fa= {v;
[a], falls X ={beD; dFmncal ir ein o € L mi a={viveal,

A:PD)—-U, X wobei v € V, v ¢ freia

N, sonst

Im ersten Fall gilt offenbar A" X ;= [a] = [{v:v € a}] # N geméal KLS3 (da ® konsistent).
Wohldefiniertheit von A:

Seien o, f € L, u,v € V, v ¢ freia, u ¢ frei f mit @+ a = {v:iv e a}, P+ = {u;u c S} und
dFmeca gdw. P, c Bfirallebe D. Ist b€ U mit @ -1, € «, so folgt @ - 1, € D geméls
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KLS2 und damit b = [np] € D nach Definition von D. Also gilt ® t/ n, € « fiir alle b € U \ D.
Analog folgt ® t/ n, © B fiir alle b € U \ D. Folglich gilt sogar ® - n, € a gdw. & - €
fir alle b € U. Mit AEQ1, AEQ2 und der Negationsvollstindigkeit von ® erhalten wir somit
PEmecacmecfbaw. @b (weaewe )P mitweV, wd frei(af) fir alle b € U.
Geméf Lemma 2.11 (b) ist also

O FVw(w e awep)
Es folgt daher ® - o = 3, d.h. [o] = [f] mit EXT2.
Injektivitét von {(x,y) € Ay ; y # Na}:
Seien X1, Xo € D mit A" X7, = A" X5 # N. Nach Definition von A gibt es o, 3 € L mit X; =

{beD; dFmeal, Xo={beD; dFmpcf}und [a] = A" Xy, = A" Xy, = [5], dh. I
a = . Mit SUB und SUB2 folgt ® -n, € @ gdw. ® Fn € § fiir alle b € D, d.h. X1 = X».

Damit ist 2 eine Pra-Struktur, die mit h : V — U, v + [v] eine Pré-Interpretation J = (2, h)
bildet. Wir wollen nun zeigen dass J sogar eine Interpretation ist und dass J I+ ®.

KPIp gy - Demonstratio:
1 I ¢ P Praemissio
I o Y 2 I - ¢ ¥ MON auf 1.
' =y =e 3 I — —~  VOR
4 r —¢ ¢ - MON auf 3.
) r — - WID1 auf 2. und 4.
qed.
KP2p . : Demonstratio:
1. I' - Y Praemissio
I = ¢ 2. r — -—¢  KP1auf 1.
I ¢ ¢ 3. I — ¢  NEG2 auf 2.
qed.
EAr o puw Demonstratio:
1. r o) ) Praemissio
P o, ¥ 2. T - ~"  KPlauf 1.
I Jvp ¢ 2.1 r — (—p)n S-Umformung auf 2.
falls u ¢ frei(I" vy ) 3. I = Yo GEN auf 2.1
4. I Vo ) KP2 auf 3.
5. ' Jvp Y A-Umformung in 4.
qed.
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E1Kr 0

r Iy
r o7
' wp=xvy
Demonstratio:
1. r
2. r
1.1 r
3. I' Vo(p < v=uw)
4. I' Vo(p < v=uw)
4.1 ' Yo(p < v=uw)
4.2 I' YVo(p < v=uw)
5. I' Vo(e ¢ v=w)
6. I' Vo(e < v=w)
7. I' Vo(e ¢ v=w)
8. I' Vo(p < v=uw)
8.1 I Vo(e < v=w)
8.2 I' Yo(p < v=uw)
9. ' Vo(e < v=w)
10. I' Vo(e ¢ v=w)
11. I' YVo(p < v=uw)
12. I' Vo(e ¢ v=w)
13. I' Yo(p < v=uw)
14. ' Yo(p+v=uw)
15. I' Vo(p < v=uw)
16. I' Vo(p < v=uw)
16.1 ' (Vo(p < v=2)
17. I' F2Vu(p < v=2)
18. r
qed.

wobei z :=vg(p v)

€ € € € € €

= )

o

Vv (p < v = 2)
Yo(p <> v =w)

(o v=uw)l

el &y =w

(b, 27 =w) A (y=w—=p))
el =y =w

o

T w

(e v=uw)y
QU= W
(pr mu=w)A(u=w—p,)
QU= W

v Yo
o Qo = U= w
- U= w
v v=w
v w =
v u="
wp =y
Lp = 7y
e =1y
e =7y

w = 08" (v T F2vo(p < v = 2) (e = 7))

w =0 (' Yo(p & v = w) we )

Praemissio
Praemissio
A-Umformung in 1.
VOR

PART auf 3.
S-Umformung in 4.
A-Umformung in 4.1
KONT auf 4.2

MON auf 2.

MP auf 6. und 5.
PART auf 3.
S-Umformung in 8.
A-Umformung in 8.1
KONT auf 8.2

VOR

MON auf 9.

MP auf 10. und 11.
MON auf 7.

SYM auf 13.

TRAN auf 12. und 14.

KZG1 auf 6. und 15.
S-Umformung in 16.
EA auf 16.1

KS auf 1.1 und 17.
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NE1Kp s

I -3y
T wp-$
Demonstratio:
1. r
1.1 r
2. I —=3Jvyp
2.1 ' —dvyp
3. I —3vp
4. I —3Jvep
5. r oy
6. | 3
7. r o
8. | i
8.1 | 3
9. r oy
10. Loy (e, ¢ w=u)
11. L' ol —(py w=u) w=u
12. L' ooy (o, w=u) w=u
13. L' o —(py w=u) w=u
14. L' oy (o, w=u) w=u
15. L' oy ey w=u) w=u
16. L oy (e, ¢ w=mu)
17. L' ooy (e, ¢ w=u)
18. L' oy —(p,) ¢ w=mu)
19. L' ooy (e, < w=u)
19.1 L e (~(eev=u))
20. L' oy Jv(pev=u)
21. I o,
22. I Jup
23. r
qed.

wobei  z := vo(p v)

nfr

U = by

nfr

w = vy

(v T v (lvp = 9))
(T ey Foa(p & v=u) (lwp=39))

-3~y

—J2Vo(p <> v = 2)
—Jvp

Vo

Vo—p

wp =$

o

—3zVv(p <> v = 2)
Vz=Vu(p > v = z)
(~olp v = 2)) "
—Vo(p <> v =u)
Jv=(p <> v = u)
(P o w = w)

w—=1u

Praemissio
A-Umformung in 1.
VOR
A-Umformung in 2.
NEG2 auf 2.1
KZG2 auf 3.

VOR

MON auf 1.1
NEAN auf 6.
PART auf 7.
S-Umformung in 8.
NAEN auf 8.1

VOR

VOR

MON auf 5.

SUB auf 12. und 11.

AEQ1 auf 13. und 11.

MON auf 10.

WID1 auf 14. und 15.

AEQ2.1 auf 10. und 16.

MON auf 5.

KZG3 auf 17., 18. und 16.

S-Umformung in 19.

EA auf 19.1

KS auf 9. und 20.
EA auf 21.

FU auf 22. und 4.
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KLKLp 50

I {vipp = {uuc {viph}

falls u ¢ frei{v; ¢}

Demonstratio:
1. ' ve{vep} v e {v;p} VOR
1.1 ' ve{vp} (uc {vip})y S-Umformung in 1.
2. I' ve{vip} veD KLS2 auf 1.
3. I' ve{vy} ve{uue {vipl) ABST auf 2. und 1.1
4. I veluue {vipl} ve{uue {viel}) VOR
5. I' veluwue {vip}} (uc {vip}), ABS2 auf 4.
5.1 I veluue {vipl} v e {v;p} S-Umformung in 5.
6. r {vip; ={u;u e {v;p}} EXT auf 3. und 5.1
qed.
2.12 Lemma

(a) Fir alle p € L gilt
I ea=lgl

(b) 3" {via} s # N firalea€L,vey

Beweis:
(a) Es bezeichne A(p) die Aussage 3" ¢ = [p]. Man beachte im Folgenden, dass wegen FRE

und FRE2 offenbar
Oy gdw. [ =[T]=V

Wir fithren nun einen Beweis per Induktion {iber den Rang von ¢.

fiir alle ¢ € L.

IA: Ist rg =0, d.h. ¢ € V, so folgt unmittelbar 3" o = h" ¢ = [¢] .
IV: Sein € N und gelte A(yp) fiir alle ¢ € L mit rgp < n.

IS: Wir fiihren zuerst ein paar Hilfsbetrachtungen. Hierzu sei
R :={Gleich, Und} U {Alle,; ue V} .

Damit definieren wir den Ausdruckskalkiil K’ := AK <. p und die zugehorige Ausdrucks-
menge L' := Lj<n p. Die Menge der atomaren Ausdriicke von L' ist also gerade L=". Weiter
gilt mit v € V und @, 1 € L auch (¢ =), (¢ NY), Yop € L.
Zuerst zeigen wir:

(%) rgir 0, = T€xr P fiir alle p € L', v,w € V
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Man beachte, dass rg¢,’ = rge fiir alle ¢ € L',v,w € V bereits in Lemma 2.4 gezeigt
wurde. Insbesondere gilt damit

e L= gdw. o, € L= fiir alle p € L', v,w € V
Beweis von (x):
SlI: Ist ¢ € L=" und damit auch ¢’ € L=", so gilt rgxs ¢ =0 = rgys ¢.

Sll: Sei ¢ € L'\ L=" und gelte rgy 92 = rgxs ¢ fiir alle v,w € V und alle ¢ € L’ mit
1 < p. Weiter seien nun v, w € V beliebig.

Fall ¢ = (i, (), (o, B)) mit i € {1,2}, d.h. ¢ = (a = ) oder ¢ = (a A B):
Wegen Lemma 1.10 (ii) sind «, 5 <xr ¢ und weiter

g o =rgr (3, (), (@, BY)) Lemma 2.4
= max{rgr o, rgir B} +1 Lemma 1.10 (i) (beachte ¢ ¢ L=")
= max{rgys a,rgcs B} + 1 da o, B <k ¢
= rgxr (i, (), (a, B)) Lemma 1.10 (ii) (beachte ¢ ¢ L=™)
=18k ¥

Fall ¢ = (4, (u), (o)), d.h. ¢ = Vua:
Ist w = v oder v ¢ freiyp, so gilt ¢! = ¢ und es bleibt nichts zu zeigen. Im
anderen Falle konnen wir ¢ = (4, (a), <(a3)$>> fiir ein @ € V annehmen (siehe
Lemma 2.4). Wegen Lemma 1.10 (ii) ist o <xs ¢ und damit rg, aZ =r1gra <
rgir ¢, d.h. auch OzZ <x . Folglich gilt rg,c/(ag)f = rg,c,ag = 1g)s . Damit
erhalten wir

rgi ¢y = rgr (4, (@), () )

=g (ag)z’ +1 Lemma 1.10 (ii) (beachte ¢ ¢ L=")
=rga+1

= g (4, (u), (@) Lemma 1.10 (ii) (beachte ¢ ¢ L=")
=18k ¥

In beiden Féllen gilt also rgx ¢, = rgi: . Dies schlieft den Beweis von (x).

Weiter zeigen wir ebenfalls per struktureller Induktion, dass A(yp) fiir alle ¢ € L' gilt.

(xx) Insbesondere gilt dann A(yp) fiir alle Ausdriicke ¢ der Gestalt (o = ), (a /A 3), Vv
und 3= wa, wenn v € V und a, 3 € L=".33

SI: Fiir ¢ € L=" folgt A(y) mit IV.

SIl: Sei nun ¢ € L'\ L=" und es gelte A(¢) fiir alle ¢ € L' mit ¢ <xr ¢, d.h. mit
ISy ¢ < I8y .

33Im Falle von 3~ v vergegenwiirtige man sich, dass 3= v eine Abkiirzung ist fiir einen Ausdruck, der ausgehend
von «a nur mit Hilfe von Variablen und den Operatoren =, A,V aufgebaut wurde.
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Fall p = (a = B):
Nach Lemma 1.10 (ii) sind «, 5 < . Also gilt

o g, {V, falls 3", =375
F, sonst
)V, falls [of =[]
B F, sonst
Vv, falls®Fa=p
B F, sonst
Vv, falls[a=g]=V
| F, falls o= 8] =F
=[a = 7]

Fall o = (a A B):
Auch hier gilt a, 8 <x/ ¢ und damit

Janp,= {V’ falls 3", =3"8, =V

F, sonst

_JV, falls[o] =[] =V
F, sonst

)V, falls®kFaund ®F 3

B F, sonst

falls @ +

_ {V’ alls Fanp mit KON1, KON2 und KON3
F, sonst

VY, falls[an gl =V

| F, fallsjanrf]=F

=larp]

Fall ¢ = Vva:

Mit a <xr ¢ gilt wegen (x) auch a!P <y ¢ fiir alle b € U. Da i, € V € L=" folgt
mit SI

erou = ﬁg}"b]'—aJ = ’Jgr"b”_ou = JraZbJ = [a®] fiir alle b € U.
Fiir alle b € U ist somit

3Ta, =V gdw. [@P]=V gdw. ®Fal.
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Folglich gilt mit Lemma 2.11 (b)

iy V, falls 3’ a =V firallebe U
vy =
- , sonst
B {V, falls ® - ™ fiir alle b € U

F, sonst

B {V, falls ® - Voo

F, sonst

a
F, falls [Vva]
= [Vwa]

)V, falls [Yoa] =V
= e

Damit ist A(y) fiir alle ¢ € L' gezeigt. Kommen wir nun zu unserem Hauptbeweis zurtick.
Sei dazu ¢ € L mit rgo =n + 1.

Fall p = (a = ), (a N B), Yva:
Da in diesen Fillen o, 3 € L=", folgt hier A(p) unmittelbar mit (xx).

Fall p = (o € B):
Es ist

F, sonst F, sonst

o p, {V, falls 7o e 378 _ {V, falls [o] 5 [5]

Mit SUB, SUB2, KLS1, KLS2, REF und Lemma 2.10 (ii) gilt3*

[o] 5 [B]  gdw. [l €im A\ N und [a] € AL[F]"
gdw. esgibt ¢ € Lund v e V\ freie) mit &+ ¢ = {v;v € Y}
[6] = [¢] und [a] e {be D; @ Fny < b}
gdw. esgibt ¢ € Lund v e V\ freiy) mit &+ ¢ = {v;v € ¢}
PFB =1, [a]€Dund @y €

gdw. esgibt ¢y € Lund v eV \ freiy) mit &+ ¢ = {v;v € P}
P =¢Yund PFacy

gdw. PFacp

Somit gilt
V, falls @t ac V, fall cpl=V
er&G,BJ: 9 alls « ﬁ: ’ as[a /8] :[QQB]
F, sonst F, falls[ac Bl =F
In beiden noch fehlenden Fillen ¢ = iva, {v: a} gilt wegen o € L=" mit IV
ITay=3Mra =37Mm T =3a™ = [a™] firallebe U

34Fir die Riickrichtung der letzten Aquivalenz setze man o = f.
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Fall p = wa:
(a) Sei zuerst ® - F=lva angenommen. Mit (x*) gilt dann 3" 37 lva, = [F7lva] =

V. Also gibt es nach Lemma 2.6 (i) ein ¢ € U mit {c¢} = {b eU; erOé_l = V} =

{beU; [aP]=V}={beU; @+ al} und 3" wa, = c. Wegen ® - o gilt weiter
P F wa = n, gemaf F1K. Folglich ist

I way =c=n) = [wa] .

(b) Nun gelte ® I/ 3=tva, d.h. @ F =3=lva. Mit NEIK folgt ® - iva — $. Weiter gilt
auch @ - 37lva = | gemiR NEGF. Wieder mit (+x) ist somit 3" 37 va, = [F71va] =
F, d.h. geméf Lemma 2.6 (i) ist Hb eU; ’JZ'_@_, = V}‘ # 1. Folglich ist auch hier

J"wa, =N =[$] = [va] .

Fall p = {v; a}:
Fiir alle b € D gilt ® 1, € D (Lemma 2.10 (iii)) und somit

32'—04_; =V gdw. [aP]=V gdw. ®Fa gdw. Ot c {via}
gemif ABS1 und ABS2. Unter Beachtung von KLKL folgt somit

’Jr{v:a}J:Ar{beU; ’JZ'—aJ:V}J:A'—{bGU; e {vial},=[{vall.

Hiermit ist 3" ¢, = [p] fiir alle p € L gezeigt.

(b) Da nach (a) 3" {v:a}, = [{v;a}], folgt " {v;a}, # N wegen der Konsistenz von ® unmit-
telbar aus KLS3.

Zeigen wir nun noch, dass J sogar eine Interpretation ist. Seien dazu h € Bely beliebig und
J = (A, h) die zugehdrige Pré-Interpretation. Es zeigt sich nun, dass sich jedem ¢ € L ein
Ausdruck ¢ € L zuordnen lésst, sodass 3" ¢ = J" ¢_.

Ist u € V, so sei @ := n;,, . Mit dem gerade gezeigten Lemma 2.12 (und mit Lemma 2.10) gilt

(*) 3 au=0"n5, o= 05, ) =0 us=3"u,.
Sei nun ¢ € L. Sind u1,...,u, € V genau die freien Variablen von ¢, so setzen wir
wi =M (o uy U Uy ... ) fir alle i € {1,...,n}
und damit i i
L CETY ( CPPYCH RS IO RFTRERD M
3D.h. freig = {u1,...,us} und ui,...,u, paarweise verschieden.
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Mit mehrmaligem Anwenden von Substitutions- und Koinzidenzlemma folgt

3G = (o (ol )i ) i
= (...33;?” ...)irla“'—(. N )g:J beachte w; ¢ frei(d; ... up)
= (... ((32;11”4 . .)jwrla“)g;am ...)Zza“'—cp_, beachte w; ¢ {uy ... up}
= (...t e beachte w; ¢ freip
= (...'Jz;“’” . ..)Zzu“rgo_l mit (x)
= 3, beachte freip = {uy,...,u,}

Ist ¢ = {v;a} mit v € V, a € L, so folgt aus der Definition der Substitution, dass v’ € V, o/ € L
existieren, sodass ¢ = {v'; @/ }. Wegen Lemma 2.12 (b) ist somit

5'—{11: aj,=73"{v:d} #N,

Es ist also gezeigt, dass 2| eine Struktur und J eine Interpretation ist.

Fiir ein beliebiges ¢ € ® gilt natiirlich ® - ¢ = T mit VOR und FRE. Geméf Lemma 2.12 (a)
ist damit
o=l =[T]=V.

Es ist also endlich J IF ® gezeigt und damit der folgende Satz bewiesen.

2.13 Satz
Jede Henkin-Menge ist erfiillbar.

Wir wollen nun diesen Satz auf beliebige konsistente Axiomensysteme erweitern. Hierzu ist jedoch
ein weiterer Zwischenschritt notig.

2.14 Lemma

Sei &g C @1 C ... eine aufsteigende unendliche Kette von Aziomensystemen und | J;cy ®;
inkonsistent. Dann ¢ibt es ein i € N, sodass bereits ®; inkonsistent ist.

Beweis: Dies folgt leicht, da sich die Ableitungsbeziehung auf endliche Sequenzen bezieht. W

2.15 Satz

Ist ® C L konsistent und V \ frei ® unendlich, so gibt es eine Henkin-Menge © C L mit
® C O. Insbesondere ist ® somit erfillbar (gemaf$ Satz 2.13).

Beweis:
Schritt 1: Beispiele hinzufiigen
Mit V und L ist auch V M L abzihlbar. Sei nun (o;);en eine injektive Abzihlung von V 1 L.36
Wir schreiben im Folgenden z; fiir pry «; und ; fiir pry o, d.h. es ist a; = (x;, ¢;) fir alle i € N.
Damit definieren wir induktiv fir n € N

VY 1= ITnpn — On ",

wobei y,, die kleinste Variable aus V \ frei ® sei mit

Yn ¢ frei{ey;; i €n}  und vy, ¢ freivVa,—p, .
36D.h. esist {a;; i €N} =V L.
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Da nach Voraussetzung V \ frei ® unendlich, ist y,, wohldefiniert.3”
Setzen wir ®,, := ® U {¢);; i € n}, so gilt offenbar
(%) yn & frei(®, U{Vz,—p,}) firalleneN.

Wir wollen nun zeigen, dass ¥ := |J,.y ®n konsistent ist. Angenommen W ist inkonsistent.
Gemifs Lemma 2.14 gibt es ein n € N mit ®,, inkonsistent. Wir wéhlen n minimal mit dieser
Eigenschaft. Da &, = ® konsistent ist, ist k¥ := n — 1 € N. Aus der Inkonsistenz von ®,, :=
O U {9y} folgt insbesondere ®,, - Jxgpx /A ek Z’; . Unter Beachtung von MON gibt es somit ein
' € *®, sodass T ¥ (Fxppr AN @k g’;) € Gpx. Weiter konnen wir damit ableiten:

1. ' Fzpen — on gz Az A Pk Z’; Definition von 1),
1.1 ' =(Fxppr A~k Z’Z) Iz N\ TPk Z’Z A-Umformung in 1.
I' Jarer A —or ik Jzppor A 2ok VOR
r Fzper N\ ok Z’Z FU auf 2. und 1.1
r dxrek KON auf 3.
4.1 r Vg A-Umformung in 4.
r -k z’; KON2 auf 3.
r Vap—ox GEN auf 5., beachte (%)

Wegen 6. und 4.1 ist daher imI" und damit ®; inkonsistent im Widerspruch zur Wahl von n.
Folglich ist ¥ konsistent.

Schritt 2: negationsvollstdndig machen
Sei (fBi)ien ein Abzéhlung von L. Wir definieren rekursiv ¥y := ¥ und

U, U, U{s,}, falls ¥, U{B,} konsistent
mr v, sonst

und setzen damit © := UneN W,,. Da nach Definition alle ¥,, konsistent sind, ist mit Lemma 2.14
auch © konsistent.

© ist negationsvollstandig:
Sei ¢ € L mit © I/ —p. Es gibt ein k € N mit 8 = p. Ware Uy, U {p} inkonsistent, so gébe
es insbesondere ein I' € "Wy, C *O mit ' ¢ - € Gr. Mit VOR und FU folgte somit
I' =p € Gpi im Widerspruch zur Annahme © / —p. Also ist ¥y, U {¢} konsistent und
folglich Uy, U{¢} = U, U{Br} = Vi1 C O©. Damit gilt natiirlich © F ¢.

O enthilt Beispiele:
Seien v € V, v € L mit © F Jvp. Da (v, ) = ay, fiir ein k € N ist

Fvp = oIt = Frppn = rit =P €V C O

und damit © - Jup — . Mit MP folgt © F p¥".

37Genauer ist y, := ming {v € V; v ¢ frei ®, v ¢ frei{¢;; i € n}, v ¢ frei Vo,~pn} .
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2.16 Satz

Jedes konsistente Axiomensystem ist erfillbar.

Beweis:
Wir fithren zuerst ein Hilfsabbildung ein:

U241, falls p =v; €V
T:L—L, o=, (T a,T ), falls o= (i,(), (e, B)) und i € Igy
(i,(T"v.),(T"al)), falls o = <z, ), {a)) und i € Iaq

Fiir beliebige Interpretationen J = (2, h) gilt
(x) 3T o,,=37"¢, firallepel,
wobei J7 := (A, h < T'). Wir beweisen (*) per struktureller Induktion.

Sl: Fiir ¢ € V folgt
jT,_QD_J = (h < T)’_QOJ = h,,_T,_QO_u = j’_TrQO_u .

SIl: Fall ¢ = (i, (), (o, 8)) und i € Igy:

Ir" s = H Jr"al, Ir" B

=H 3 T o, 37T B (Induktionsvoraussetzung)
=3"(i, (), (T al, T"BI)).
= j,_TI—(pJ_] .

Fall ¢ = (i, (v), (a)) und i € Igq:
Fiir alle b € U gilt

IriTas= @A, (haT)")
= (2[, hg—‘er 4 T>I—Oé_|
= (j;er)TraJ
= 31}% T (Induktionsvoraussetzung)
und damit
JT(,DJ—HQM_{Z)GU JT O[_I—VQ[}
—I{g”1 {b J T T'_Oé_u:VQ[}J
37 (T 0a), (T )
= JI_TI—QDJ_, .

Weiter definieren wir zu jeder Interpretation J = (2, h) noch eine weitere Interpretation J7 :=
(A, KT, wobei
KT v',, fallsveimT
KTV = Uy, UI—>{ -

h' v, sonst
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Da
(T «aT) v, =hT" T o, ,=h"T T v, ,=h"v, firalleveV,
gilt
Oy = (@) = QAT «T) = (A, h) =3
und damit
3T ¢ ()", =3, firallepe L.

Zusammen mit (x) gilt also fir alle ® C L
(xx) @ erfilllbar  gdw. T[®] erfiillbar .

Ist nimlich J IF @, so gilt 37T p,, = 3 ¢, = V5 = Vir fiir alle ¢ € L, d.h. 37 |- T[®]. Und
ist andererseits J I T'[® |, so gilt Ip" o =TT o, =V = V5, fir alle ¢ € L, d.h. Ip |k P.

Offenbar erfiillen endliche Axiomensysteme die Bedingung aus Satz 2.15. Zusammen mit Satz 2.7 (b)
sind also endliche Axiomensysteme konsistent genau dann, wenn erfiillbar. Unter Beachtung von
Lemma 2.9 (b) und () gilt somit fiir alle & C L

® konsistent gdw. alle endlichen Teilmengen von ® sind konsistent
gdw. alle endlichen Teilmengen von ® sind erfiillbar
gdw. alle endlichen Teilmengen von T'[® | sind erfiillbar
gdw. alle endlichen Teilmengen von T'[®] sind konsistent
gdw. T[®] konsistent

Sei nun & C L ein beliebiges konsistentes Axiomensystem. Nach dem gerade gezeigten ist

auch T[®| konsistent. Weiter ist offenbar V \ frei7[®]| unendlich.?® Also ist T[®] erfiillbar
mit Satz 2.15. Mit (x*) ist damit auch ® erfiillbar. |

Zusammen mit dem Korrektheitssatz ist also der Addquatheitssatz bewiesen:

2.17 Theorem
BKc1, ist ein addquater Beweiskalkiil fiir die Klassenlogik.

38Fs ist ndmlich {vq;; j € N} CV\ frei T[®].
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2.4.

Unterschiede zur Oberschelp’schen Klassenlogik

Wir wollen nun die gerade vorgestellte Klassenlogik (CL) mit der urspriinglichen, von Glubrecht,
Oberschelp und Todt entwickelten Version vergleichen. Hierbei beziehen wir uns auf das in
|GOTS83, Kapitel 5] vorgestellte, Ausdruckslogik (LA) genannte, klassenlogische System.

a)

Abweichende Benennungen

Zunéchst sei erwdhnt, dass wir in CL ein paar abweichende Benennungen verwendet haben:

LA CL

Objektbereich Universum
Individuenbereich Doméne

Objekt Gegenstand, Objekt
Individuum, reales Objekt Gegenstand 1. Stufe
virtuelles Objekt Gegenstand 2. Stufe
eigentliche Klasse echte Klasse
Ersatzobjekt, Joker Unsinnsobjekt
Bewertungsbasis Interpretation
Bewertung Interpretationsfunktion

Meiner Meinung nach sollten in einer Klassenlogik auch die echten Klassen die Bezeichnung
real“ verdienen.

Keine Sorten

LA ist als eine mehrsortige Logik angelegt. Zu jeder Sorte gibt es eine eigene Variablen-
menge und jede Struktur enthélt eine Abbildung, die jeder Sorte eine Teilgesamtheit der
Domaéne, den sogenannten Bereich der Sorte, zuordnet. Variablen diirfen nur durch Objek-
te aus dem Bereich der zugehorigen Sorte belegt werden.

In CL haben wir vollstandig auf Sorten verzichtet. Dies vereinfacht Semantik und Syn-
tax. Auflerdem glaube ich, dass sich in der praktischen Verwendung der Klassenlogik Sorten
in flexiblerer Art und Weise durch geeignete Konventionen und Schreibweisen auf héherer
Ebene simulieren lassen.

Keine nicht-logischen Symbole?’

In klassenlogischen Systemen lassen sich (auf der Doméne definierte) Relationen und Funk-
tionen durch die zur Verfiigung stehenden Klassen als Gegenstédnde des Universums (ge-
nauer als Klassen von Paaren) auffassen. In LA konnen daher die Konstantensymbole auch
die Rolle der Relations- und Funktionssymbole iibernehmen, d.h. es wird nur eine Art von
nicht-logischen Symbolen benétigt.

Wir gehen in CL noch einen Schritt weiter und verzichten ganz auf nicht-logische Sym-

39Wir verwenden hier die heute iiblichen Bezeichnungen. In [GOT83] werden nicht-logische Symbole als (nicht-
logische) Konstanten bezeichnet und dementsprechend Relations-, Funktions- und Konstantensymbole als
Relations-, Funktions- bzw. Individuenkonstanten.
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bole.*® Dadurch werden natiirlich die Semantik und die Syntax weiter vereinfacht. Insbe-
sondere wird der in LA formulierte Begriff des Rahmens iiberfliissig.!

Auch in ZFC werden (bis auf das Relationssymbol €) zunéchst keine nicht-logischen Sym-
bole benoétigt. Sehr bald wird man jedoch in der Praxis einige Symbole durch prédikatenlo-
gische Definitionserweiterungen hinzufiigen wollen. In Kapitel 3 werden wir eine neue und
méchtigere Art der Syntaxerweiterung vorstellen, durch die keine neuen nicht-logischen
Symbole, sondern neue (logische) Operatoren eingefiihrt werden.

Wie gehen wir nun aber vor, wenn wir pradikatenlogische Systeme, die ganz wesentlich auf
Relations-, Funktions- und Konstantensymbolen aufbauen, in CL erfassen wollen? Im An-
hang C (Einbettung der Pradikatenlogik) werden wir Variablen als Ersatz fiir die nicht vor-
handenen (nicht-logischen) Symbole benutzen. Eigentlich sind Konstantensymbole nichts
anderes als Variablen, die nicht gebunden werden diirfen. Da wir nur abzéhlbar viele Varia-
blen zur Verfiigung haben, miissen wir uns allerdings auf die Einbettung pradikatenlogischer
Systeme mit abzdhlbaren Symbolmengen beschrinken.*?

Der eigentliche Grund fiir den Verzicht auf nicht-logische Symbole ist jedoch, dass es mir
so scheint, als ob in der Praxis in vielen Féllen, in denen man iiblicherweise nicht-logische
Symbole verwendet, Meta-Variablen (in Kombination mit dem Ansatz ,Theoreme sind
Schlussschemata®) einen besseren Job machen. Wir werden darauf in Abschnitt 3.2 etwas
genauer eingehen.

Ich glaube, dass (in der Klassenlogik) durch Syntaxerweiterungen, Variablen und Meta-
Variablen alle Funktionen der nicht-logischen Symbole abgedeckt werden konnen, mehr
noch, dass durch diese ,Arbeitsteilung” natiirlichere Ausdrucksmoglichkeiten vorliegen.*?

Anmerkung:

Meiner Meinung nach héngt damit auch der von Frege und Hilbert gefiihrte
,Definitions-Streit* zusammen. In [Fre03| kritisiert Frege Hilberts Verwendung
des Wortes ,definieren“.** Hilbert spricht davon, dass die geometrischen Axio-
me in seinen Grundlagen der Geometrie die geometrischen Grundbegriffe (wie
LPunkt”,  Gerade®, ,zwischen®, etc.) definieren. Fiir Frege ist aber Definieren die
Festsetzung der Bedeutung eines Wortes oder Zeichens;  keine Definition er-
weitert die Erkenntnis, sondern sie ist nur ein Mittel, einen mannigfachen Inhalt
in einem knappen Worte oder Zeichen zusammenzufassen und ihn uns dadurch
handlicher zu machen.“ Genau diesen Vorgang des Definierens werden wir mit
den Syntaxerweiterungen zu erfassen versuchen. Offenbar kann das Wort ,,Punkt*
in Hilberts Axiomen nicht in diesem Sinne als eine abkiirzende Erweiterung der
Syntax aufgefasst werden. Nach modernem Verstédndnis (und Hilbert war sicher-

4OEine Variante von CL mit Konstantensymbolen ist aber durchaus maéglich, ja sogar Relations- und Funktions-
symbole fiir Relationen und Funktionen auf dem ganzen Universum kénnte man hinzufiigen. Einbettungen der
Pradikatenlogik wiren dann trivial.

41'Unseren Strukturen entsprechen in LA die Rahmen. Eine Struktur ist dort ein Rahmen mit einer Konstanten-
interpretation, d.h. einer Abbildung, die jedem Konstantensymbol ein Individuum zuordnet.

“2Im Ubrigen kann durch die gesicherte Abzihlbarkeit der Ausdrucksmenge von CL (wie fiir die pridikaten-
logischen Systeme mit abzéhlbarer Symbolmenge) der Vollstdndigkeitssatz ohne das Auswahlaxiom bewiesen
werden.

43 Auch an dieser Stelle sei noch einmal betont, dass damit in keiner Weise die Bedeutsamkeit der Pradikatenlogik
(in der nicht-logische Symbole unverzichtbar sind) angezweifelt werden soll.

41n ihrer Auseinandersetzung geht es auch noch um andere Begrifflichkeiten wie etwa die Widerspruchsfreiheit,
auf die ich hier nicht eingehen werde. Man vergleiche dazu auch [Blal8].

97



lich der gleichen Ansicht) sagt ein Axiomensystem @ fiir sich genommen weder
etwas aus, noch bestimmt es eine einzelne, konkrete Struktur. Vielmehr wird
durch @ eine (eventuell auch leere) Klasse von Strukturen, die Klasse aller Mo-
delle von @, charakterisiert. Wird nun eine Schlussfolgerung ¢ aus ® gezogen, so
bedeutet das semantisch, dass in allen Strukturen dieser Modellklasse auch die
Aussage ¢ gilt. Kommen in ¢ die unbestimmten Grundbegriffe /Symbole ¢q, ¢s . ..
vor, so konnen wir das auch folgendermafsen formulieren: ,Wenn ¢y, cs ... so ge-
wahlt werden, dass ® gilt, dann gilt auch ¢.“ Durch die letzte Formulierung wird
deutlich, dass es sich auch bei nicht-logischen Symbolen um ,Variablen“ handelt.
Quantifiziert wird hier auf der Meta-Ebene und der Skopus des Allquantors er-
streckt sich iiber den gesamten Schluss, d.h. iiber die Axiome (Préamissen) ® und
die Konklusion ¢. Vollkommen analog verhalten sich unsere Meta-Variablen in
unseren Schlussschemata. Frege beschreibt das in [Fre03| folgendermafien:

,Die Worter ,Punkt‘, ,Ebene‘, usw. sollen also dazu dienen, dem Lehr-
satze Allgemeinheit des Inhalts zu verleihen wie die Buchstaben in der
Algebra. ... Wir sehen auch bestédtigt, dak diese sogenannten Defini-
tionen keine Definitionen sind, ebensowenig wie in dem Satze ,Wenn
a > 1 ist, so ist a®> > 1° der uneigentliche Satz ,a > 1‘ eine Definiti-
on ist. Buchstaben, die einem Satze Allgemeinheit des Inhalts verleihen
sollen, werden nicht erkldrt; denn sie sollen nichts bezeichnen, sondern
nur andeuten. ... Die Worter ,Punkt‘, ,Ebene‘, usw. werden hier wie
Buchstaben gebraucht. Was wie eine Erklarung solcher Worter aussieht,
ist ein uneigentlicher Bedingungssatz. ... Da das Wort ,Bedingungssatz
vollkommen geniigt, so ist nicht einzusehen, warum dafir die irrefiihren-
den Worter ,Definition‘ und ,Axiom‘ gebraucht werden sollen, die von
alters her eine andere Gebrauchsweise haben. Was Herr Hilbert Definiti-
on nennt, wird in den meisten Féllen ein uneigentlicher Bedingungssatz,
ein unselbstdndiger Teil eines allgemeinen Lehrsatzes sein.”

Letztendlich handelt es sich wohl bei dem ,Definitions-Streit* zwischen Hilbert
und Frege um einen ,Streit um Worte; schliefslich versteht man in der modernen
Mathematik insbesondere durch Hilberts Bemiihungen unter einem , Axiom‘ in
den meisten Féllen nichts anderes als einen Bedingungssatz. Nichtsdestotrotz
scheint mir Freges Kritik nicht unwichtig zu sein, da sie vermutlich auch ihren
Teil zu dieser Entwicklung beigetragen hat und aufserdem auf einen wichtigen
Unterschied in der Verwendung von Symbolen/Namen hinweist.*

Angemerkt sei noch, dass Hilbert ein kategorisches Axiomensystem angibt, d.h.
ein (erfiillbares) Axiomensystem dessen Modelle alle isomorph zueinander sind.
Es lasst sich daher in gewissem Sinne doch der Standpunkt vertreten, dass durch
dieses Axiomensystem im Wesentlichen eine Struktur bestimmt /definiert wird.

d) Konjunktion statt Ur-Paar
In LA ist ein Paar-Begriff als Grundbegriff gegeben. Syntaktisch steht uns dort also die

Paarbildung (-, -) als Grundoperator zur Verfiigung und jede LA-Struktur enthélt eine (auf
dem ganzen Universum U definierte) injektive Paar-Funktion P : U MU — U, sodass das

45Undefinierte Namen fiir die Grundbegriffe auf der einen und definierte, abkiirzende Namen auf der anderen
Seite.
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Paar von Gegenstéanden 1. Stufe wieder ein Gegenstand 1. Stufe ist. Fassen wir Relationen
und Funktionen (auf der Doméne) als Klassen von solchen Paaren auf, ist also in LA die
Existenz aller (beschreibbaren) Relationen und Funktionen von vornherein gesichert. Aller-
dings erzwingt die Injektivitdt der Paar-Funktion, dass alle LA-Strukturen eine unendliche
Doméne besitzen.%6

Mir scheint es nicht angemessen zu sein, dass ein logisches System allgemein die Existenz
von unendlich vielen Gegenstdnden fordert. Ich hatte daher in einer fritheren Version von
CL zunéchst mit einem partiellen Paar-Begriff herumexperimentiert. Man musste durch
Zusatzaxiome fordern, dass Gegenstinde ,paarbar® sind. Wenngleich sich durch dieses Sys-
tem sowohl endliche als auch unendliche Strukturen beschreiben liefen, erschien es mir
zunehmend unnatiirlich und ablenkend tber die Paarbarkeit von Gegenstédnden nachzu-
denken. Darauthin habe ich mich dazu entschlossen, den Urpaar-Begriff komplett iiber
Bord zu werfen und den Paarbegriff durch Kuratowskis berithmte Definition auf den Klas-
senbegriff zurlickzufithren. Damit wird der Struktur-Begriff um ein weiteres Bestimmungs-
stiick erleichtert. Allerdings ist natiirlich dadurch das Paarbarkeits-Problem eigentlich nur
verschoben, da sich das Kuratowski-Paar nur dann wie ein sinnvolles Paar verhilt, wenn
entsprechende Paarklassen Gegenstdnde 1. Stufe sind. Da wir jedoch so oder so dariiber
nachdenken werden, welche Klassen Gegenstdnde 1. Stufe sein sollen, erschien mir diese
Vereinfachung trotzdem sinnvoll. M6chte man wie in LA ohne Bedenken Relationen und
Funktionen bilden kénnen, so bietet es sich an zu fordern, dass alle endlichen Klassen Ge-
genstande 1. Stufe sind. Dadurch stehen einem dann auch schon die natiirlichen Zahlen (im
von-Neumann’schen Sinne) zur Verfiigung.*” Wir werden in Kapitel 4 genau so vorgehen.

Allerdings hat der Verzicht auf den Urpaar-Begriff die harmlose Folge, dass wir anders als
in LA die Konjunktion als eigenstdndigen Grundjunktor fordern miissen. Demgegeniiber
kann man in LA mithilfe des Urpaars die Konjunktion zweier Ausdriicke ¢ und 1 definieren
durch den Ausdruck (p, ) = (T, T).

e) Wahrheitswerte miissen keine Gegenstinde erster Stufe sein

Anders als in LA wollen wir nicht fordern, dass die beiden Wahrheitswerte Gegensténde
1. Stufe sein miissen. Dadurch sind in CL auch ganz triviale Strukturen mit einer leeren
Doméne moglich.

f) Keine Klasse ist Unsinn

Auch in LA wird zunéchst ein Pra-Struktur-Begriff eingefiihrt. Allerdings wird dort der
Abstraktor als partielle Abbildung P (D) — U realisiert. Dadurch wird die Definition der
Interpretationsfunktion fiir Pria-Strukturen etwas komplizierter.*® Wie wir in Fuknote 19
auf Seite 54 angemerkt hatten, gehen wir mithilfe des Unsinnsobjekts leicht anders vor.
Dies hat zur Folge, dass in CL das Unsinnsobjekt niemals eine Klasse ist.

¢) Einfachere Elementbeziehung

46Man beachte, dass in LA die beiden Wahrheitswerte Gegenstéande 1. Stufe sind und somit die Doméne mindestens
zwei Elemente enthalten muss.

4"Damit haben wir natiirlich auch die Unendlichkeit der Doméne erzwungen. Allerdings durch ein Zusatzaxiom.
Wenngleich die Beschreibung von unendlichen (Grofteile der Mathematik umfassenden) Universen die grofe
Stéarke von klassenlogischen Systemen ist, ist es in CL grundsétzlich auch mdglich, endliche Strukturen zu
beschreiben.

“8Siehe [GOTS83, S. 345].
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Anders als in CL ist in LA die Elementbeziehung nicht durch den Abstraktor bestimmt.
In [GOTS83, S. 162] finden wir:

,Als nichstes muss in den logischen Rahmen eine Elementbeziehung aufgenom-
men werden. Dabei ist wieder die Wahl zwischen einer engen und einer weiten
Auffassung zu treffen. Nach der engen Auffassung handelt es sich um eine Bezie-
hung zwischen Individuen und Klassen von Individuen, nédmlich die Beziehung
zwischen den jeweiligen Elementen einer Klasse und dieser Klasse selbst. Nach
der weiten Auffassung konnen auch Nichtklassen Elemente haben. Es handelt
sich dann um eine Beziehung, die die spezielle Elementbeziehung zwischen Indi-
viduen und Klassen umfafst. Wieder macht es keine Miihe, die Elementbeziehung
in diesem allgemeinen Sinne aufzufassen.*

Mir scheint die weitere Auffassung keinen Vorteil zu bieten. Vielmehr verkompliziert sie die
Semantik unnétig und ist nicht sehr intuitiv. In CL habe ich mich dehalb fiir die engere
Auffassung entschieden. Dies fiihrt dazu, dass Elementrelation und Abstraktor gegenseitig
aufeinander zuriickfiihrbar sind.*’

Und wenn einem doch einmal die Struktur der ,engeren Elementbeziehung zu klein er-
scheint, lasst sie sich ohne Probleme leicht anreichern. So kann man etwa in einer klassenlo-
gisch formulierten ZFC-Mengenlehre die Existenz eines Grothendieck-Universums fordern,
wodurch man in gewisser Weise eine ,Allmenge* zur Verfiigung hat.?”

Starkerer Allquantor

Wie schon in der Einleitung angesprochen, quantifiziert der Allquantor (und der Kenn-
zeichnungsoperator) in LA nur iiber Gegensténde 1. Stufe. Konsequenterweise werden auch
Variablen nur mit Gegenstdnden 1. Stufe belegt. Durch diese Beschrankung des Allquan-
tors auf die Doméne ist der Allquantor als Grundoperator entbehrlich; es ldsst sich dann
namlich Yve definieren durch {v; ¢} = {v;v = v}.

Ich glaube jedoch, dass eine Erweiterung des Allquantors auf das ganze Universum einen
groken Gewinn darstellt.”! Wir kénnen dann insbesondere iiber alle Klassen quantifizieren.
In Kapitel 4 werden wir sehen, dass sich dadurch viele Begrifflichkeiten sehr natiirlich und

. . =
ohne Axiomenschemata formulieren lassen."?

In [Obe94, S. 22| kritisiert Oberschelp die Systeme NBG und MK, die wie CL eine Quan-
tifizierung iiber Klassen zulassen, folgendermafien:

»,Das heifst aber, daf man in diesen Systemen den logischen Individuenbegriff
(worauf man sich mit gebundenen Variablen beziehen kann) nicht mit dem Ele-
mentbegriff (was Element eines Individuums sein kann) gleichsetzen kann. Die
realen eigentlichen Klassen sind gewissermafsen unterprivilegierte Individuen, da

“9Tn LA sind Elementrelation und Abstraktor unabhingige Bestimmungsstiicke einer Struktur.
50 Anstatt also tiber der Doméne zusitzliche Struktur hinzuzufiigen, ,schiebt man die Doméne einfach eine Etage

tiefer, indem man sie zum Gegenstand 1. Stufe macht. (Nattrlich ist die ,verschobene Doméne dann nicht mehr
die Doméne der Struktur.)

51Dass wir dadurch den Allquantor als einen selbsténdigen Grundoperator fordern miissen, nehmen wir gerne in

Kauf.

52Man vergleiche insbesondere unsere Definition der natiirlichen Zahlen auf Seite 126 mit der entsprechenden

Definition in [Obe94, S. 135]. Auch die Morse-Kelley Mengenlehre l4sst sich anders als in LA endlich axiomati-
sieren.
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sie nicht, wie andere Individuen, fiir die Mengenbildung herangezogen werden
diirfen. So gibt es nicht fiir beliebige Individuen z,y die Menge mit genau die-
sen beiden Elementen, vielmehr miissen x,y Mengen (in NGB und MK) bzw.
Mengen oder Urelemente (in NBGU und MKU) sein. Die Einfiihrung eigentli-
cher Klassen im Sinne von Neumanns fiihrt also dazu, daf nicht alle Individuen
gleichberechtigt sind.“

Meiner Meinung nach ist diese Kritik entweder eine reine Bezeichnungs-Kritik oder aber
nur die Feststellung einer (aufgrund der Russel’schen Antinomie unausweichlichen) Eigen-
schaft von mengentheoretischen Systemen. In LA haben wir zwar keine unterprivilegierten
Individuen, dafiir aber mit den virtuellen Objekten unterprivilegierte Objekte. Um die
Zweistufigkeit

Gegenstéande 1. Stufe — Gegensténde 2. Stufe
Mengen — echte Klassen
reale Objekte — virtuelle Objekte

kommen wir einfach nicht drum herum.

Auch den Kennzeichnungsoperator lassen wir in CL {iber das ganze Universum quantifizie-
ren. Allerdings hat das nicht so grofte Folgen wie die Verallgemeinerung des Allquantors.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass CL durch den erweiterten Allquantor ein ausdrucks-
stirkeres System als LA darstellt, welches noch immer eine sehr simple Syntax aufweist®?
und sogar eine einfachere Semantik besitzt.?*

%In CL haben wir 3 Grundjunktoren (=,A,€) und 3 Grundquantoren (V,¢,{-;-}); in LA 3 Grundjunktoren
(=,(-,), €) und 2 Grundquantoren (¢, {;-}).

54 Eine CL-Struktur ist bestimmt durch die 6 Bestimmungstiicke Universum, Doméne, Abstraktor, Unsinnsob-
jekt, Wahrheitsobjekt und Falschheitsobjekt; wobei die eigentliche ,Struktur® génzlich im Abstraktor steckt.
Demgegeniiber enthélt selbst eine ,sortenlose LA-Struktur die 9 Bestimmungstiicke Universum, Doméne, Ele-
mentbeziehung, Abstraktor, Paarbegriff, Unsinnsobjekt, Wahrheitsobjekt, Falschheitsobjekt und Konstanten-
interpretation; wobei Elementbeziehung, Abstraktor und Paarbegriff strukturgebend sind.
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3. Syntaxerweiterungen

Es kommt hier darauf an, sich klar zu machen, was Definiren ist und was da-
durch erreicht werden kann. Man scheint thm vielfach eine schépferische Kraft
zuzutrauen, wihrend doch dabei weiter nichts geschieht, als dass etwas abgren-
zend hervorgehoben und mit einem Namen bezeichnet wird. Wie der Geograph
kein Meer schafft, wenn er Grenzlinien zieht und sagt: den von diesen Linien
begrenzten Theil der Wasserfliche will ich Gelbes Meer nennen, so kann auch
der Mathematiker durch sein Definiren nichts eigentlich schaffen. Man kann
auch nicht einem Dinge durch blosse Definition eine Figenschaft anzaubern,
die es nun einmal nicht hat, es sei denn die eine, nun so zu heissen, wie man
es etwa benannt hat.

Gottlob Frege, Grundgesetze der Arithmetik

Schon bei der Formulierung des klassenlogischen Beweiskalkiils und noch deutlicher im Beweis des
Vollstandigkeitssatzes haben wir gesehen, dass es sehr hilfreich, wenn nicht sogar unumgénglich
ist, aufbauend auf den sechs Grundoperatoren die {iblichen logischen Operatoren wie T, L, =, V,
Jetc. als Abkiirzungen einzufiihren und mit ihnen in {iblicher Art und Weise zu hantieren. Anders
als in der Prédikatenlogik lassen sich aber in der Klassenlogik nicht nur logische Operatoren als
Abkiirzungen realisieren. So werden wir im néchsten Kapitel iiber klassenlogische Mengenlehre
andeuten, dass sich auch mathematisch-mengentheoretische Begriffe als Abkiirzungen klassenlo-
gischer Ausdriicke auffassen lassen. Dies hat zur Folge, dass wir auf Definitionserweiterungen im
Sinne der Pridikatenlogik! verzichten kénnen. Wir haben nur eine Art der Spracherweiterung,
die sogenannten Syntaxerweiterungen.

Weiter wollen wir nun dazu iibergehen solche Syntaxerweiterungen nicht mehr nur als reine
meta-sprachlichen Abkiirzungen zu sehen, sondern vielmehr, wie der Name schon sagt, als eine
echte Erweiterung der klassenlogischen Syntax. Die so entstehenden erweiterten klassenlogischen
Systeme sind alle dquivalent zur Klassenlogik ohne Syntaxerweiterungen, d.h. es lassen sich in
ihnen letztendlich genau dieselben Gedanken ausdriicken.

Um unsere spateren Festlegungen zu motivieren, wollen wir uns hier exemplarisch eine mog-
liche klassenlogische Definition des Kreuzprodukts anschauen. Gewohnlich, d.h. in der naiven,
inhaltlichen Mathematik, definiert man fiir zwei Mengen A und B das Kreuzprodukt durch

ANB:={(a,b); a€ ANbe B}

'Hierbei wird die priadikatenlogische Signatur erweitert und in Zusatzaxiomen die Bedeutung der neuen Relations-
und Funktionssymbole festgelegt. Z.B. denkt man sich die ZFC-Axiome zumeist formuliert in der Pradikatenlogik
mit nur einem Relationssymbol (dem Elementsymbol). Wenn man dann jedoch etwa das Durchschnittssymbol
benutzen mdochte, so fiigt man ein Zusatzaxiom hinzu, welches eben gerade die Bedeutung des Durchschnitts-
symbols festlegt. Ein entscheidender Unterschied zu den Abkiirzungs-Erweiterungen wie — oder 3 ist nun, dass
das Durchschnittssymbol nicht als reine Abkiirzung aufgefasst werden kann, d.h. die Regel, wie eingefiihrte Sym-
bole eliminiert werden koénnen, ist komplizierter. So wiirde man etwa den Ausdruck ,a Nb = ¢ iibersetzen in
2Vz(z € c 4> (2 € a) A (z € b))“, d.h. wir kénnen nicht einfach den Term aNb durch einen gleichwertigen ersetzen,
sondern miissen den gesamten Ausdruck &ndern. Siehe etwa Ebbinghaus etc.
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Wegen
{{a,b); a€ ANbe B} ={z; JaFb(a € ANbE BAz={a,b))}

ldsst sich also das Kreuzprodukt rein klassenlogisch definieren; vorausgesetzt eine klassenlogische
Definition des Paares (a, b) ist gegeben. Zu beachten ist, dass paarweise verschiedene Variablen
z,a,b zu wihlen sind, die nicht in A oder B frei vorkommen. Anstatt nun A M B als Abkiirzung
fiir

{#; Jadb(a € ANbe BA(a,b)=2z)}

aufzufassen, kénnen wir jedoch auch zunéchst fiir beliebige Variablen 1, o und beliebige Aus-
driicke «, ¢ die ,,2-Ersetzungsklasse

{52120 ¢} i={2; Fx1322(¢ A 2 =)} mit 2z nicht frei in 1 22 ¢
definieren, um dann
AN B :={(a,b);qp a € ANb€ B} mit a,b verschieden und nicht frei in A B

zu setzen. Dieser Weg ist sogar zu bevorzugen, da die Ersetzungsklassen-Notation in der alltdgli-
chen Mathematik ein weitverbreitetes Darstellungsmittel ist und daher an vielen Stellen auf na-
tiirliche Art und Weise genutzt werden kann.? Zudem ist die Definition des Operators {a ;z, 2, ©}
ein sehr gutes Beispiel, um sich allgemeine Prinzipien der Syntaxerweiterungen klarzumachen:?

1. Es handelt sich um einen Operator mit zwei Bindungsvariablen x1, xo und zwei Parametern
a, . Um unsere Syntax zu erweitern wahlen wir daher einen beliebigen noch nicht genutz-
ten Operator-Index igpys, fassen {a; 5, z, ¢} als Schreibweise fiir <i2ErS, (x1,m2), (v, <,0>> auf
und fiigen die Regeln

a
2BrsetzungsKlasse,, ,,(a,b) : b fir x1, 20 € V
{22, b}

zu den Ausdrucksbildungsregeln hinzu. Allgemeiner fiigt man fiir einen einzufithrenden
Operator mit m Bindungsvariablen und n Operanden nach Wahl eines geeigneten Operator-
Indexes i die Schlussschemata

Operatorgmm firue ™y

zum Ausdruckskalkiil hinzu. Durch eine oder mehrere solcher Syntaxerweiterungen erhalten
wir also eine erweiterte Ausdrucksmenge Lp O Lr..

2. Ist J eine Interpretation, so werden wir die Interpretationsfunktion J so auf Lp erweitern,
dass

Tai g 20t =0"{z 3z 3z2(p A (2 = a))}

gilt, falls z nicht frei in x1 2 a ¢ vorkommt. Genauer werden wir eine , Entpackungsfunk-
tion“ Redp : Lp — Lcy, definieren, mit der wir dann

3" p,:=3"Redpp, firpeLp\ LcL

2Es sollte klar sein, wie die ,,n-Ersetzungsklassen® {c ;... 2, ¢} zu definieren sind. Bei konkreten derartigen
Ersetzungsklassen ist meist (wie bei der Definition des Kreuzprodukts) aus dem Zusammenhange klar, welche
Variablen z1,...,z, gemeint sind; dann ldsst man den Index ., ,...,», auch weg.

3Der Einfachheit halber gehen wir hierbei davon aus, dass 3 zu den Grundoperatoren gehort.
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setzen konnen. Der Rekursionsschritt fiir den Operator {ac; 2, 2, ¢} ist gegeben durch
Redp {a gy 2, ¢} = {2z;dz1d22(Redp ¢ A (2 = Redp ) ) }
mit
z:=vg(x1x20¢), d.h.insbesondere z nicht frei in x; xz2 ¢ .

Neben den beiden ,sichtbaren“ Bindungsvariablen xi,z2 und den zwei Operanden «, ¢
,Steckt” also in {4, 2, ¢} noch eine ,unsichtbare* Bindungsvariable z, die beim ,Entpa-
cken“ immer so zu wéhlen ist, dass sie nicht mit den freien Variablen in x1 z2 a ¢ kollidiert.

Sei nun wieder allgemeiner ein Operator mit Index ¢ einzufithren. Wir werden ihm drei
Zahlen zuordnen:

ki, die Anzahl der unsichtbaren Bindungsvariablen
m;, die Anzahl der sichtbaren Bindungsvariablen
n;, die Anzahl der Operanden

Zudem ist eine ,Definition”“ des Operators anzugeben. Hierbei handelt es sich um einen
Ausdruck §; mit dem wir dann fiir beliebige & € ™) und & € ™Lp einen einfachen
Entpackunsschritt angeben kénnen durch:

PN 20 21 -+ Rki—1 U a
<z,u,a> ~ 0 !

Up V3 ... U3(ki_1) V1L V4 ... 1'3(7711'—1)-"-1 Vg V5 ... 'I,’3(ni_1)+2

wobei
zp:=v(u d) furallel €k; .

Insbesondere sind also die gewéhlten unsichtbaren Bindungsvariablen paarweise verschie-
den voneinander, verschieden von allen sichtbaren Bindungsvariablen und kommen nicht
in den Operanden vor. Dass wir im ,Definitionskern §; gerade die Variablen v, vs,... als
Platzhalter fiir die unsichtbaren Bindungsvariablen, die Variablen v, v,,... als Platzhal-
ter fiir die sichtbaren Bindungsvariablen und die Variablen v, vs, . .. als Platzhalter fiir die
Operanden gewahlt haben, ist natiirlich eine willkiirliche Festlegung, die wir aber in diesem
Dokument stets treffen wollen. Werden mehrere neue Operatoren hintereinander eingefiihrt,
darf der Definitionskern eines Operators auch bereits eingefithrte Operatoren beinhalten.
Wichtig ist hierbei allerdings, dass die Operatoren diesbeziiglich in einer wohlfundierten
Relation zueinander stehen.

Angewendet auf unserer konkretes Beispiel erhalten wir k;,, . = 1, miy,. . = 2, Nj g, = 2
und iy, = {v0: Jv1dvs(vs A (vg = v2))}, denn es ist offenbar

2 1T @
{z; x1Fz2(0 A (2 = @)} = {vo; FviFva(vs A (V9 = v2)) } ————
vp V] V4 V2 Us
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Bevor wir zu den exakten Definitionen kommen, geben wir nun noch ein paar Beispiele an.*

(i, U, &) Darstellung k; m; n; 6;

(7,0, 0) T 1 0 0 Vu(vo=o)

<87 <>7 <>> 1 1 0 0 V'L‘()'(,‘(J

<9, (), (a>> e 0 0 1 (nu=T)=1

<107 <>7<aa6>> (OZ — ﬁ) 0 0 2 ﬁ(/['2 Aﬁrl"»’?)

(11, (), (o, B8)) (a <+ B) 0 0 2 (v2—ws5)A(vs— v2)

(12, (v), () Jvp 0 1 1 —Yu—we

<13, <U>, <(,0>> 3:111()0 1 1 1 3['()Vl'1<’(,‘2 — U1 = “(,))

(14, (z1, 22), (@, @) {20 ) 1 2 2 H{ve;FviFvg(vs A (vg = v2))}

Als erstes wollen wir nun unsere Variablenmenge in drei Bereiche zerlegen:

Vi={vsj; jeNy V= {vgjp; jEN} V"= {vz42; j €N}

Wie oben bereits angesprochen, fungieren die Variablen in V' = {vy, v3,...} als Platzhalter fiir
unsichtbare Bindungsvariablen, die Variablen in V" = {vy,v4, ...} als Platzhalter fiir sichtbare
Bindungsvariablen und die Variablen in V"' = {v, v, ... } als Platzhalter fiir Operanden. Weiter

setzen wir fur k € N:

V= {vsj; j €k} V) = {vsj+1; j € k} V= {vsj2; j € k}

Jedem ¢ € Lg,p lassen sich drei Zahlen zuordnen:

k, :=min {k € N; (varp Ubindp) NV C V. }
my :=min{m € N; (varp Ubindp) NV" C V] }
n, = min {n € N; (varp Ubindp) NV" C V,’l”}
Ist beispielsweise my, = 3, so bedeutet dies, dass v7 = v3.(3_1)41 die ,grokte” Variable aus V" ist,

die in ¢ vorkommt. Gilt ny, = 0, so kommen in ¢ keine Variablen aus V" vor.

Offenbar ist

V,’% = {v3j; J € kgt = {v0, 03, -+, U3(kp—1) }
V{{w ={usjy1; j € mgp} = {v1, 04, ..., Zf'3(mg,—1)+1}
VZ; = {("3]'-0-2 ;] € nw} = {1,‘2, Uy e vy 1'3(”99_1)""2}

und
var ¢ U bind ¢ C V,'% U V?th U V,’{fp

Ein potentieller Definiens ist ein ¢ € Lg,, mit

bind ¢ = V,’W U V,'Tllw und V;{; Cvarep .

D.h. in einem potentiellen Definiens ¢ sind die Bindungsvariablen gerade die ersten k, Platz-
halter fiir unsichtbare Bindungsvariablen und die ersten m,, Platzhalter fiir sichtbare Bindungs-
variablen. Weiter enthalten die Operanden-Variablen die ersten n, Platzhalter fiir Operanden.
Insbesondere kommen also die Platzhalter fiir Operanden nicht als Bindungsvariablen vor.

4Man beachte auch das nichste Kapitel, in dem viele Syntaxerweiterungen getétigt werden.
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Ist ¢ ein potentieller Definiens und @ € ¢V, @ € ™#V und a € "¢ Lup s0 schreiben wir anstatt®

w iU a
(p 9, 1. M ) 7 73] 1, 1 1
Up V3 ... [S(kwfl) U1 V4 ... {’3(m¢71)+1 U2 Vs . ['3(n¢71)+2
auch kiirzer oo
w U
Vo U1 V2
Damit setzen wir: (7 @)
v, (U @) U &
- oo ®
o(u,d) == ¢
(9] U1 V2
wobei O, (@ @) := (0o(& @), ... ,05,_1(T @)).

Sei Lger die Menge aller potentiellen Definientia und D : Ip — Lger eine Abbildung mit Ip C
N\ 7. Wir setzen 6; := D"i, fir ¢ € Ip und Ip := Igo U Ip. Wir nennen D eine Pra-
Syntaxerweiterung, falls die durch

t<pJ :gdw. J € Ip und 7 € opid;
auf Ip M Ip definierte Relation <p wohlfundiert ist.%

Wir setzen dann weiter k; := ks;, m; := ms,, n; :== ng, fiir i € Ip sowie m; := 0 und n; := 2
fiir die Grundjunktoren (d.h. fiir i € Igy) und m; := 1 und n; := 1 fiir die Grundquantoren (d.h.
fir i € Igq).

Durch eine Pré-Syntaxerweiterung D ist ein Ausdruckskalkiil bestimmt:
AKp = {Operatorzmmi ci€lp,i€ miV} = AKcp U {Operatorgmim i1 €lp, i€ miV} .
Wir erhalten also eine erweiterte klassenlogische Ausdrucksmenge
Lp: =G AKp -
Um die Interpretation der erweiterten Ausdriicke festzulegen, wollen wir eine Abbildung definie-

ren, die einen Ausdruck mit Syntaxerweiterungen in einen Ausdruck ohne Syntaxerweiterungen
iibersetzt. Dazu definieren wir zuerst eine ,,1-Step-Reduktion®

©, falls p € V
Rp:Lp— Lp, ¢+ < (i,4,Rp < @), falls p = (i,d,d) mit i € Igo
0i(u, d), falls ¢ = (i, 4, @) mit i € Ip

Der entscheidende Fall ist natiirlich der letzte: ein Ausdruck (i, @, @) mit i € Ip wird ,ausgepackt®
indem die Parameter # und @ in das ,Definiens” §; eingesetzt werden. Der folgende Satz besagt,
dass nach endlichmaligem Anwenden der ,1-Step-Reduktion“ alle Definitionen ausgepackt sind
und ein Ausdruck der Klassenlogik ohne Syntaxerweiterungen vorliegt.

5Man vergewissere sich, dass eine fiir die starre Substitution notwendige ,,Substitutions-Konstellation* vorliegt.
5Diese Wohlfundiertheitsbedingung verhindert zirkelhafte Operatordefinitionen. Man erinnere sich daran, dass
opi ¢ die Menge aller in ¢ vorkommenden Operatorindices ist.
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3.1 Satz
i) Fir alle ¢ € Lp gilt
Rpp=¢ gdw. @ € Lcy, -

ii) Fiir alle ¢ € Lp existiert ein d € N mit”

(Rp)* € Lew

Beweis: Siehe Satz B.1 im Anhang. |
Es ist also die folgende ,,Ubersetzungs*-Abbildung wohldefiniert:

Redp : Lp — L, ¢ +— (RD)d¢r¢J wobei d,, := min {d eN; (RD)d'—ng € LCL}

Nun kénnen wir mit freip := frei < Redp den Begriff des ,freien Vorkommens“ auf die erweiterte
Klassenlogik {ibertragen.®

Eine Pra-Syntaxerweiterung D mit
freip 6; C V" fir alle ¢ € Ip

ist eine Syntaxerweiterung (der Klassenlogik). In einer Syntaxerweiterung wird also gefordert,
dass in allen ,Definitionskernen® §; die Platzhalter fiir unsichtbare und sichtbare Bindungsvaria-
blen nur gebunden vorkommen.

Durch eine Syntaxerweiterung D ist mit
LCLD = LD s '//CLD = %CL 5 VERCLD = VERCL

und
INTcy, : Acr, = Pan, I — INT¢y, "3, < Red
ein logisches System CLp bestimmt. Fiir INT¢r,, " T schreiben wir im Folgenden J. Unter J

verstehen wir noch immer INT ¢, "J_.

3.2 Theorem
CL und CLp sind dquivalente logische Systeme.

Beweis:
(i) CLp ist eine konservative Erweiterung von CL:

Wir wahlen
A:Lcy, — Lp, o= und U:=0.

Zu zeigen ist also

OlFcrLp gdw. P FcL, ¢ fiir alle ® C Ler, ¢ € Lor -

7(RD)d bezeichne die d-fache Komposition Rp < ... < Rp.

8 Auch freip wollen wir durch 7 — Uiclen 7 freip v auf Sequenzen (aus *Lp) fortsetzen.
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Dies ist aber klar, da fiir alle 3 € #cp, = #cL wegen J | Ler, = (J< Redp) | Lo = J
insbesondere
J “_CL ) gdw. J “_CLD © fur alle (NS LCL .

(ii) CL ist eine konservative Erweiterung von CLp:

Wir wahlen
A:=Redp: Lp — Ly, und U:=10.

Zu zeigen ist also
® ko, ¢ gdw. Redp[®] Fcr Redp ¢ fir alle ® C Lp, o € Lp .
Aber auch das ist klar, da fiir alle J € .#c1,,, = .#c1, insbesondere
JlFeL, ¢ gdw.  Jlkcr Redp g fiir alle p € Lp ,

Wegenﬁzjq Redp. |

Auch fiir die erweiterte Klassenlogik CLp lésst sich ein addquater Beweiskalkiil angeben. Hierzu
erweitern wir zuerst die Substitution. Vollkommen analog zu Lemma 2.4 (Wohldefiniertheit der
Substitution in CL) zeigt man das folgende Lemma.

3.3 Lemma

Es gibt eine Abbildung sub’ : Le, M Lp MY — Lp, (@,7,v) — @7, sodass

Vs falls p =v

P, falls o € V\ v
oy =3 (6 0:ad,B0)),  falls o = (i, (), (e, B)) mit i € Ia,

2 . . und vy = v oder v ¢ freip

_ alls o = (i, (u), {a)) miti € [
G @iy, T e Bl @)miticloe
Il frei
wobei U = u,f Jalls Z # freipy ; in beiden Fdllen ist also . ¢ freip(v v ¢).
o5t (v v @), sonst

Insbesondere ist o = @, falls v = v oder v ¢ freip.

Durch
subp : Lp M Lp MY — Lp, {@,v,v) — sub’ " (Redp ¢, 7, v)

erhalten wir damit die gewiinschte Substitutionsabbildung. Offenbar gilt sub C subp.'® Wieder

schreiben wir einfach ¢ fiir subp ", ~, v_.

Auch der Begriff des booleschen Ausdrucks lésst sich leicht erweitern: Ein Ausdruck ¢ € Lp ist
boolesch, wenn Redp ¢ boolesch ist.

Folglich lassen sich alle Schlussregeln des klassenlogischen Kalkiils auf Ausdriicke aus Lp verall-
gemeinern. Um einen vollstdndigen Beweiskalkiil fiir CLp anzugeben, bendtigen wir jedoch noch

9Es ist klar wie ugfr(-) mit freip auf *Lp erweitert werden kann.

10Giehe Lemma 2.4.
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weitere Regeln, die es uns erlauben ,Definitionsumformungen® zu téatigen. Hierzu fithren wir den
Begriff der syntaktischen Aquivalenz =g ein:

Es sei =g die kleinste Aquivalenzrelationen auf Lp mit!!

(i) Wenn a@ =g v und f =g § dann auch <i, <>,<a,ﬁ>> =g <i, O, (7, 5>> fir alle ¢ € Iqy,
o, f3,0,7 € Lp

(ii) Wenn a =g 8 dann auch (i, (u), (o)) =g (i, (u), (8)) fiir alle i € Iqq, o, 8 € Lp, u €V
(i) (7, (u), () =g (i, (w), (@) fiir alle i € Iqq, @ € Lp, u,w € V mit w ¢ freip a \ u
(iv) Wenn o =g 8 und v =g § dann auch o) =g 627 fir alle o, 8,9,v € Lp, u € V

(v) (i,ii,@) =g 6;-2-0 fiir alle i € Ip, & € "Lp, @ € ™V und alle injektiven @ € iV,

sodass w; ¢ freip(u &) fiir alle j € lenw

Die Bedingung (v) wird es uns ermoglichen, in syntaktischen Beweisen von Definiens zu De-
finiendum (und umgekehrt) iiberzugehen. Die Bedingungen (iii) und (iv) sind eigentlich nicht
unbedingt notig, erlauben es uns aber in manchen Situationen einfachere formale Beweise zu
fiihren.'? Die Bedingung (iii) wird manchmal auch Alpha-Aquivalenz genannt.

Leicht lasst sich die syntaktische Aquivalenz auf *Lp erweitern:

(a1, o) =5 (B1,..-,Bn) gdw. a; =g B; fiiralleje{l,...,n}

Der Beweiskalkiil BKp fiir die durch D erweiterte Klassenlogik CLp bestehe aus allen Schluss-
schemata aus By, wobei hierbei natiirlich an entsprechenden Stellen beliebige Ausdriicke aus
Lp zugelassen sind,'® und den zusitzlichen Regeln:'4

r

SEQry T fiir alle T, T" € *Lp \ () mit T' =g T”

3.4 Satz
BKp ist ein addquater Beweiskalkil fiir CLp.

Beweis: Siehe Unterabschnitt B.2 im Anhang. |

Nach dem Einsehen des Addquatheitssatzes, wiirde sich die durch die folgende zusétzliche Be-
dingung gegebene Erweiterung der syntaktischen Aquivalenz anbieten:

(vi) a =g B fiir alle , € Lp mit O Fp o = 3

1D h. der Durchschnitt aller Aquivalenzrelationen mit den genannten Eigenschaften.

12Zudem stellen sie im groRen Kalkiil in Kapitel 5, in dem die Substitution nicht nur ein Meta-Bestandteil der
Syntax ist, eine echte Erweiterung dar, wenn wir nicht nur an parameterlosen Schlussschemata interessiert sind.

BDaher miissen wir natiirlich auch die erweiterten Abbildungen freip und subp verwenden.

14Wir schreiben im Folgenden Fp fiir Fpicy,.
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Die dadurch ebenfalls erweiterte Regel SEQ ermoglicht uns dann insbesondere tautologische
Aquivalenzumformungen auch in unter Quantoren stehenden Teilausdriicken in iibersichtlicher
Art und Weise vorzunehmen.

Dem aufmerksamen Leser ist sicherlich aufgefallen, dass es durch diese Anderung jedoch zu einer
zirkuldren Abhéngigkeit von Fp und =g kommt. In anderen Worten: die beiden Relationen
miissen gemeinsam definiert werden. Genau das werden wir in Kapitel 5 tun.'®

Mit der Korrektheit von Fp folgt unmittelbar aus der Bedingung (vi), dass es sich bei der so
erweiterten Relation =g dann um keine geringere, als die im Anhang verwendete ,Interpretations-
Aquivalenz“ =; handelt.'®

3.1. Operator-Darstellungen

Im bisherigen Teil dieses Kapitels haben wir dargestellt, wie sich aufbauend auf den sechs Grund-
operatoren weitere Operatoren einfithren lassen. Auch alle dadurch hinzukommenden Ausdrucks-
bildungsregeln haben die Gestalt

aj

an

<i,ﬁ, <a1, N ,an)>

Fiir systematische Untersuchungen ist die Tupel-Gestalt (i, , @) von grokem Vorteil, wie man
hoffentlich in den letzten beiden Kapiteln (und insbesondere im Anhang) sehen konnte. Nichts-
destotrotz wiirde man in der praktischen Verwendung bei derartig dargestellten Ausdriicken sehr
schnell Schwierigkeiten bekommen, die Bedeutung der Ausdriicke zu erfassen. Genau aus diesem
Grunde haben wir ja auch fiir alle bisher betrachteten konkreten Operatoren die {iblichen spezi-
fischen Darstellungen (wie z.B. (a = ) fiir (1, (), (, 8)) oder Vva fiir (4, (v),(a))) als lesbare
Schreibweisen mit angegeben.

Da jedoch derartige Schreibweisen zumeist keinen systematischen Charakter haben, sondern
vielmehr rein historischen Ursprungs sind und es zudem vielen Operatoren an einer symbolischen
Darstellung mangelt, sodass man fiir gewohnlich eine wort-sprachliche Bezeichnung (wie zum
Beispiel bei ,,(G, o) ist eine Gruppe") verwendet, wollen wir nun eine lesbare und systematische
Darstellung vorstellen, die im Ubrigen auch die Grundlage fiir den in Kapitel 6 angekiindigten
Proof-Checker ist:

Fiir jeden Operator (mit Operatorindex i) ist ein Name zu wéahlen, mit dem wir dann den
Ausdruck (i, (w1, ..., um),{a1,...,a,)) (hierbei sei m := m; und n := n;) auch folgendermafen
angeben koénnen:

5Genau genommen muss dann auch der Beweis des Korrektheitssatzes angepasst werden. Es wire wohl besser
gleich von Anfang an o =g 8 als Abkiirzung fiir § Fp o = § aufzufassen. Manche der Forderungen (i) - (iv)
liefen sich dann vermutlich sogar beweisen.

a =5 B:gdw. I"a, = J"3, fiir alle Interpretationen J. Wir zeigen im Anhang, dass =s C =;, wobei hier =g
die noch nicht erweiterte syntaktische Aquivalenz bezeichnet.

16
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a) im Falle eines booleschen Operators'”

(ug, ..., U AL v v v s an]Name
b) im anderen Fall
Name[u,..., Uy Qs e v - s an)
Falls m = 0, so schreiben wir
lay,...,ap)Name bzw. Namelap,..., ay)

und wenn auch n = 0 zumeist sogar einfach Name anstatt [[Name bzw. Namel].

Auf etwaige spezifische Schreibweisen wollen wir jedoch im Folgenden keineswegs verzichten;
sie sind einfach als optional anzugebende Aliase aufzufassen. Es seien dabei keinerlei stilistische
Vorgaben gemacht. Zudem kénnen auch mehrere spezifische Schreibweisen angegeben werden und
situationsabhéngig Klammern weggelassen werden. Selbst prinzipiell uneindeutige Schreibweisen
werden sicherlich vorkommen. Wichtig ist nur, dass in der jeweiligen konkreten Verwendung aus
dem Kontext ersichtlich ist, welchen Operator man gerade bezeichnen mdochte.

Fiir die Grundoperatoren setzen wir:

eigentliche systematische optionale
mathematische lesbare spezifische
Repréasentation Darstellung Darstellung
(1,0, (@, 8)) o, B]Equal (a=8)
(2,0, (. B)) o, B]And (a1 B)
(3,0, (. B)) [, BElement  (a € f)

{4, (v), (a)) [v; ] All Voo

(5, (v), (a)) The[v: o] wa

(6, (v), () Class[v; ] {via}

Da die konkrete Wahl der Operatorindices vollkommen irrelevant ist, wollen wir von nun an, bei
der Definition neuer Operatoren, auf die Angabe der eigentlichen mathematischen Représentation
verzichten; d.h. die noch folgenden Operator-Definitionen haben die Gestalt:

Definiendum Definiens Schreibweise
[ug,.... U al, ..., ap|Name der definierende (optional)
bzw. Ausdruck

Nameluy, ... up;a, ..., ap) )

Wie sich derartige Definitionen als Syntaxerweiterungen im exakten Sinne auffassen lassen, sollte
in jedem konkreten Falle klar sein. Insbesondere sind alle von u1, . . ., tm, a1, . . . , a, verschiedenen
in 6 vorkommenden Variablen als unsichtbare Bindungsvariablen aufzufassen.

"D h. wenn der zugehdrige definierende Ausdruck §; boolesch ist.
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3.2. Theoreme als Schlussschemata

Fiir gewohnlich versteht man unter einem Theorem in pradikatenlogischen Systemen eine Be-
hauptung der Form ® I ¢ samt einem Nachweis dieser Beziehung. So wiirde man etwa die Aus-
sage ,,Alle Gruppen mit ausschliefslich selbstinversen Elementen sind abelsch.” exakt ausdriicken
durch

Theorem A: O, U{Vz(xoz=e)} F VaVy(zoy=youx)

~~

$9 Pabelsch

Hierbei sei ¢, etwa {VaVyVz((roy)oz=x0(yoz)),VaIy(roy =e),Vr(roe=1x)}

Nun ist es aber so, dass die meisten Theoreme dazu bestimmt sind, in einem anderen Kontext
angewendet zu werden. So kénnen wir mit Theorem A leicht feststellen, dass die Permutations-
Gruppe

H:={(),(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

(mit der Komposition'® < als Verkniipfung und der Identitit () als neutralem Element) abelsch
ist.

Wie lésst sich ein derartiges Anwenden von Theoremen in einem exakten axiomatischen Rahmen
beschreiben?

Zunéchst ist ein formales System X notwendig, in dem wir die Gruppe (H, <, ()) definieren und
untersuchen konnen. Ein naheliegender Kandidat hierfiir ist die Pradikatenlogik erster Stufe mit
dem ZFC-Axiomensystem. Fiir den weiteren Anwendungsverlauf gibt es dann mindestens zwei
Moglichkeiten:

(A) Da ZFC stark genug ist die Syntax und Semantik der Pradikatenlogik zu fassen, konnen
wir ®g F ©apelsch als eine mengentheoretische Aussage auffassen und beweisen, d.h. wir
kénnen ZFC F | @y F @apersen’ zeigen, wobei die Aussage ®g F @apelsch in die ZFC-Sprache
Hhineincodiert” werden muss. Mit dem internen Korrektheitssatz erhalten wir dann weiter
ZFC F @9 F @abelseh’*- Da sich ZFC + [ (H, <,()) Ik ®¢* zeigen lésst, gilt somit auch
ZFCF ,(H, <,()) IF @abelsch’“- Mit Hilfe der internen Modellbeziehungs-Definition erhalten
wir schliefllich die gewiinschte Aussage ZFC - Va,b € H. a < b=b < a“.

Diese Herangehensweise entspricht wohl in etwa einem intuitiven Anwenden von Theo-
rem A. Die vielen Zwischenschritte sind einem nur deshalb nicht bewusst, da sie einem
einheitlichen sich immer wiederholenden Prinzip folgen und zudem das die Argumentation
tragende System X iiblicherweise nicht als ein formales System aufgefasst wird, sondern
dem {iiber viele Jahre angereicherten, intuitiven, inhaltlichen mathematischen Denken ent-
spricht.

(B) Alternativ lasst sich der formale Beweis fiir ®¢ F @abelsch als eine schematische Konstrukti-
onsanweisung lesen, aus der wir fiir die konkrete Gruppe (H, <, ()) einen konkreten Beweis
fiir Va,b € H. a < b = b < a gewinnen kénnen.

Der hieraus entstehende formale Beweis fiir ZFC + Va,b € H. a<b = b < a* wird
ohne Frage kiirzer sein als das entsprechende Analogon geméaf (A). Nur entspricht dieses
Wiederholen des Beweises von @ F ©apelseh fiir jeden konkreten Fall nicht dem Modulari-
sierungsprinzip der modernen Mathematik.

8In gruppentheoretischen Zusammenhéngen wird das Symbol « oft fiir die Normalteiler-Beziehung verwendet.
Wir verstehen in dieser Arbeit unter < immer die Komposition von Korrespondenzen. Vielleicht wére es auf-
grund dieser Doppeldeutigkeit angebracht das Kompositionssymbol noch etwas anzupassen.
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Bei der oben gestellten Frage handelt es sich allgemeiner um die Frage, wie sich formale Beweise
bzgl. eines Axiomensystems in formalen Beweisen bzgl. eines anderen Axiomensystems nutzen
lassen.

Wir wollen nun darauf eingehen, wie wir in der Klassenlogik mit diesem ,,Problem"“ umgehen wer-
den. Die entscheidenden Ausgangspunkte sind hierbei, dass wir von Anfang an in einem formalen
System arbeiten und zudem den Ansatz ,,Theoreme sind Schlussschemata®“ verfolgen wollen. An-
statt also einen absoluten Beweis flir ®g F apelsch zu flihren, wiirden wir die Ableitbarkeit des
Schlussschemas'

r |G, 0. e|Gruppe

TheoremA(G,0,e): T Vac G.(aoa=e)
' Va,beG.(aob=boa)

zeigen.?? Der Vorteil dabei ist ndmlich, dass Schlussschemata dafiir gemacht sind, angewendet
zu werden. Durch jedes in der Klassenlogik als Schlussschema abgeleitete Theorem erweitern
wir also unseren Schlussapparat und ermoglichen uns dadurch ein unmittelbares Anwenden der
bereits gewonnen Resultate. Um TheoremA im Beweise des klassenlogischen Analogons von
ZFC F Va,b € H. a <b = b<a“ zu verwenden, sind zunéchst die klassenlogische Operatoren
(oder zumindest Terme) ZFC, H, < und () zu definieren, mit denen sich dann die folgende
Ableitung tatigen lasst:

n. ZFC [H. <,()|Gruppe

m. ZFC VacH. (a<da=c¢e)
(m+1). ZFC VYabe H. (a<b=b<a) TheoremA(H, <, ()) auf n. und m.

Der Theoremanwendung entspricht ein einziger Schritt in unserer Ableitung. Wie die hier nur an-
gedeutete Herangehensweise exakt durchgefiihrt werden kann, sollte nach dem Lesen des néchsten
Kapitels klar sein.

Ein weiterer Vorteil dieser Herangehensweise ergibt sich daraus, dass zumeist keine rein pradi-
katenlogischen Theoreme vorliegen.?! So beschiiftigt sich die Gruppentheorie in den seltensten
Féllen mit rein pradikatenlogischen Schlussfolgerungen aus den Gruppenaxiomen. Beispielsweise
wird in dem noch sehr einfachen 1. Sylow-Satz neben den Gruppenelementen auch iiber natiir-
liche Zahlen und Untergruppen gesprochen. In der Klassenlogik kénnen wir jedoch leicht ein

9Mit entsprechend einzufiihrenden Operatoren und Schreibweisen wie [-,-, ]Gruppe, Vz1,..., T . @ bzw. a0
b. Nach dem Lesen des néchsten Kapitels sollte klar sein, wie diese Operatoren zu definieren sind. Es ist
entscheidend, dass es sich bei G,0 und e um Metavariablen handelt.

20Da wir Relationen und Funktionen als Klassen von Paaren auffassen, miissen wir allerdings dafiir sorgen, dass
gewisse Klassen Mengen sind. Dies kann man in die Definition des Operators [-, -, -|Gruppe einbauen, oder man
fordert in einer zusétzlichen Prémisse, dass endliche Klassen Mengen sind. Wir werden das Zweitere tun. Es
bietet sich an, die endliche Mengenlehre als Standard-Pramisse zu betrachten, da durch sie alle Relationen und
Funktionen auf der Doméne gebildet werden kénnen und die natiirlichen Zahlen zur Verfiigung stehen.

21Von der grundsitzlichen Zuriickfiihrbarkeit auf ZFC abgesehen.
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entsprechendes Schlussschema formulieren:

—

ZFC

|G, 0, e|Gruppe
[p]Primzahl
r.mcN

m, p| Teilerfremd
|G| =p"-m

Vser+1.9UCG. ([H,G,o,e|Untergruppe A |H| = p®)

s B Bl Bl B B

Es unterscheidet sich nicht grundsétzlich von unserem TheoremA. Wir haben einfach ZFC zu
unseren Pramissen hinzugefiigt und schon konnen wir mengentheoretische Beweise fiihren.

Durch den Ansatz ,,Theoreme sind Schlussschemata“ haben wir nicht nur die beiden Ableitungs-
kategorien ,Schlussschemata“?? und ,Theoreme” zu einer einzigen Kategorie vereinigt, sondern
uns auch ein dem natiirlichen Denken sehr nahekommendes ,,Arbeiten auf einem Tisch* ermog-

licht.

Wir wollen nun noch zwei praktische Ableitungsschreibweisen einfiihren.

a) Sich wiederholende Antezedenzen lassen Ableitungen unnotig kompliziert erscheinen. Sie
sollen daher durch vertikale Striche symbolisiert werden. Die Ableitung

1. T ¢ % VOR

2. T v x x VOR

n. I' ¢ x ¥
(n+1). T ¢-x —x VOR

m. ' p-x ¥ e
(m+1). T ¢ (0 FU auf n. und m.
(m+2). T =P DED auf (m + 1).

stellen wir also auch dar durch

22Tm Ubrigen kommt man auch in der Pridikatenlogik um abgeleitete Schlussregeln /Schlussschemata nicht herum.
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. ' —— o VOR

— X VOR
(n+1). — X VOR
m. P
(m+1). P FU auf n. und m.
(m + 2). =P DED auf (m +1).

Insbesondere die ,,Annahmen-Winkel“ sind eine grofse Lesehilfe.

b) Manchmal méchte man einen nur lokal genutzten Namen X als abkiirzende Schreibweise
fiir einen Ausdruck ¢ einfiithren. Es wére unangemessen einen eigenen Operator zu definie-
ren. Auch die Zusatzannahme X — ¢ zu treffen wiirde die Sache unnétig verkomplizieren.?3
Wir wollen X einfach als eine rein meta-sprachliche Abkiirzung auffassen. Derartige Ab-
kiirzungen werden in formalen Ableitungen durch eingeschobene Zeilen der Gestalt

X:=0p

getatigt.

2380 miisste die Annahme in der Ableitung ja spéter auch wieder eliminiert werden. Weiter wiirden wir hin und und
her substituieren miissen, wenn einerseits die Gestalt von ¢ und andererseits die Kompaktheit der Darstellung
X genutzt werden sollte. Aufserdem wére darauf zu achten, dass X eine ungenutzte Variable bezeichnet.
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4.

Klassenlogische Mengenlehre

Die Mengenlehre hat mich seit meiner Studienzeit in besonderer Weise
angezogen, doch hat mich die Diskrepanz zwischen der in der Logik tiblichen
pradikatenlogischen Sprache und Semantik und der tatsdchlich verwendeten
mathematisch-mengentheoretischen Sprache stets gestort.

Eine klassenlogische Sprache entspricht der tatsdchlich verwendeten mathema-
tischen Sprache weit besser als eine prdadikatenlogische Sprache.

Arnold Oberschelp, Allgemeine Mengenlehre

Bis hierhin haben wir vor allem allgemeine Betrachtungen tber die Klassenlogik angestellt. Wir
wollen nun endlich dazu iibergehen, das Arbeiten in der Klassenlogik vorzustellen. Um den Rah-
men dieses Dokuments nicht zu sprengen, werden wir auf reine , Fleifs-Beweise verzichten bzw.
nur Beweisskizzen angeben. Im Ganzen hat dieses Kapitel eher einen skizzenhaften Charakter.
Zudem wollen wir uns im Wesentlichen auf drei Aspekte beschrianken:

2)

c)

Ohne Zusatzaxiome ist in der Klassenlogik die Existenz keines einzigen Gegenstandes erster
Stufe gesichert, d.h. die Doméne kann leer sein.! Weiter ist auch nicht gesichert, dass die
Paarklasse zweier Gegenstande erster Stufe wieder ein Gegenstand erster Stufe ist. Dies
bedeutet insbesondere, dass das Kuratowski-Paar {{a,b},{b}} die leere Klasse ergeben
kann, selbst wenn a und b Gegensténde erster Stufe sind, d.h. das Kuratowski-Paar, welches
rein syntaktisch immer gebildet werden kann, verhéalt sich nicht immer als ein solches. Mit
der Forderung, dass endliche Klassen Gegenstiande erster Stufe sind, lassen sich diese beiden
Unannehmlichkeiten aus dem Wege rdumen. Man kann den Standpunkt vertreten, dass es
sich bei dieser Forderung um ein logisches Axiom handelt.?

Fiir die Einbettung von priadikatenlogischen Systemen in die Klassenlogik (sieche Anhang C)
ist es notwendig einen Relations- und Funktionsbegriff in der Klassenlogik zur Verfiigung
zu haben. Wir werden daher in diesem Kapitel ebensolche Begriffe einfiihren und zeigen,
dass sie sich auch semantisch entsprechend verhalten.® Damit schaffen wir einerseits die
Grundlagen fiir den Anhang C, andererseits sind Relationen und Funktionen von solch
grundlegender Natur, dass sie wohl in fast allen interessanten klassenlogisch formulierten
Theorien vonnoten sind.

Wie schon mehrfach angesprochen, eignet sich die Klassenlogik insbesondere als eine Hin-
tergrundlogik fiir einen mengentheoretischen Aufbau der Mathematik. Es liegt also nahe

!Siehe Unterabschnitt 2.2.1.

2In einem schwicheren Sinne nimmt Oberschelp mit seinem logischen Urpaar-Begriff diesen Standpunkt ein. Vgl.
dazu auch Abschnitt 2.4.

3Die Auswahl der in diesem Kapitel gezeigten Lemmata, ist wesentlich bestimmt durch die im Anhang C benétigten
Aussagen.
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darzustellen, wie sich die ZFC-Axiome in der Klassenlogik formulieren lassen und welche
Vorteile eine solche Formulierung mit sich bringt. Hierbei werden wir nicht versuchen eine
einfachstmogliche Formulierung zu finden. Vielmehr werden wir viele eingefithrte Opera-
toren verwenden, sodass sich die Axiome fast wie eine umgangssprachliche Formulierung
lesen lassen.

In Kapitel 2 hatten wir bereits einen Grofiteil der folgenden Operatoren eingefiihrt:*

Definiendum Definiens Schreibweise
True Yo(v = o) T
False YVov L
Nonsense wl $
Domain {v; T} D
Void {v; L} 2, {}
[a]Not (a=T)=1 —a
la,b]Or —(—a N —b) (aVb)
[a, b]Implies —(a N —b) (a—b)
la, b]IfF (@—b)N(b—a) (@< b)
[v; a]| Exists —Yva Jva

[v; a] ExistsExactlyOne JwVv(a < v = w) I va
[a, b]Inequal —(a=0) (a#0b)
[a, b))NotElement “(acb) (a ¢ b)

Es ist sehr praktisch ein paar mehrstellige Versionen der schon eingefithrten Operatoren zur
Verfiigung zu haben:

Definiendum Definiens Schreibweise
[©1,...,¢n]And (.1 Aw2)... App) (1 Ao Ap)
[¢1,....¢n|Or (o (1 Vipa)... V) (1 V... Vn)
[a1,...,an, b]Element ap €bAN...Na, €D (a1.....an €Db)
[U1,...,0n; @] All Yur ... Vope VU1, .y Up @
1, ..., vn; p| Exists vy .. o Jr, .0 @

Es handelt sich offenbar um schematische Definitionen (fiir n > 2). Zudem betreiben wir hier

zum ersten Mal ein ,Namen-Overloading“.> Wir werden dieses bei Existenz- und Allquantor

4Dort haben wir sie jedoch noch als metasprachliche Abkiirzungen aufgefasst. In diesem Kapitel werden wir es
dagegen mit einer kontinuierlich wachsenden Syntaxerweiterung zu tun haben. Wir verzichten dabei natiirlich
auf entsprechende Indices, d.h. wir schreiben einfach L, J I ¢, freip, 3" ¢_, etc.

5Dies ist vollkommen unproblematisch, da sich aus den angegebenen Namen zusammen mit den
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noch weiter ausreizen, indem wir auch die beschrinkten Quantifikationen mit demselben Namen
bezeichnen:

Definiendum Definiens Schreibweise

[v1,.... vn; A, p|All Yoy, ..., Up (U1, ...,0p € A — ) Yoy, ..., vy €A p
oder V4vy,....v,

[v1,.... vn; A, p|Exists  Juy, ..., Up (V1,...,0p € AN ) vy, o €A
oder Jd4v1,..., Up P

4.1. Klassen und Mengen

Klassen und Mengen sind ohne Frage die wichtigsten Begriffsbildungen der Klassenlogik. Wir
wollen nun die entsprechenden syntaktischen Operatoren angeben.

Definiendum Definiens Schreibweise
[A]Class A={vive A}

[A]Set [A]Class N A €D

Sets {x; [x]Set}

[A]Inhabited Jr(x e A)

Auf Seite 87 haben wir nichts anderes gezeigt, als dass Klassenterme Klassen bilden, d.h. wir
haben die Regel

r [{v; a}|Class

abgeleitet. Sets ist die Klasse aller Mengen. Man kann zeigen, dass®

[A]lInhabited gdw. A # @ und [A|Class .

Die eingefiihrten Operatoren sind so definiert, dass sie in einer konkreten Struktur die ent-
sprechenden semantischen Objekte bzw. Sachverhalte addquat beschreiben. Wir werden dies im
Folgenden fiir einige Operatoren exemplarisch genauer begriinden. Dabei beschrinken wir uns
jedoch an manchen Stellen darauf, zu zeigen, wie sich die Operatoren unter natiirlichen Inter-
pretationen verhalten.”

Bindungsvariablen- und Operanden-Stelligkeiten leicht ein eindeutiger Operator-Index wahlen lésst.
SHier beginnen wir langsam damit, die formale Ebene inhaltlich aufzufassen. Die exakte Formulierung dieser
Aussage wire: Fiir A € L ist die Regel

T [A]Inhabited <+ A # @ A [A]Class

zuléssig (ja sogar ableitbar). Wir werden uns im Folgenden zunehmend liberaler ausdriicken. Es sollte jedoch im-
mer aus dem Kontext ersichtlich sein, wie die entsprechenden Aussagen letztendlich im exakten Sinne aufzufassen
wéaren.

"Man erinnere sich daran, dass in natiirlichen Interpretationen (siehe Unterabschnitt 2.2.1) der Abstraktor im

118



4.1 Lemma

Sei J eine Interpretation.

(i) Fir A € L gilt:
JIF[A]Class  gdw. 3J"A, e Clsy

und
JI-[A]Set  gdw. J"A, € Sety
(ii) Fir B,p € L undv €V mit v ¢ frei B und J |+ [B|Class gilt:

JIFvweB. g gdw  3° - firallebe Ay 3BT

(iii) Fir e € L und x,y € V mit x # y gilt:

IV yeD. ¢ gdw 320 IF @ fir alle a,b € D;

Beweis:
(1): Sei v ¢ frei A beliebig. Gelte J Ik [A|Class, d.h. J1F A = {v;v € A}. Es folgt

A, =7 {vive A}, € Clsy .
Gelte umgekehrt J" A € Clsy. Wir erhalten dann
I {viv e A} :A{{be Dy; 30 kv e A}J
= A {be Dyibe 43387 AL) L

= Aj,_ {b € Dj, b S Aij’_AJ—l} |
= jl—A_j

Die zweite Aussage folgt leicht.
(ii): Es gilt

JIFYwe B.p gdw. JIFYv(ve B — )
gdw. 3'IFve B g firalle b e Us
gdw. 3% I o fiir alle b € Uy mit 3° kv e B
gdw. 3% Ik ¢ fiir alle b € A5 3" B

(iii): Es gilt

JIEVze.yeD. ¢ gdw. JIEVa,ylz,ycD — @)
gdw. JIFVeVylzxc DAyeD— p)
~ab e
gdw. Jiyll—(:nEDAyED%gp)furallea,bEUj

gdw. 3;2 Ik o fiir alle a,b € Dy

Wesentlichen der Identitédt entspricht, d.h. Klassen- und Element-Begriff der Interpretation stimmen mit den
entsprechenden meta-sprachlichen Begriffen iiberein.
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Mit den folgenden Operatoren steht uns die iibliche Klassenalgebra zur Verfiigung.

Definiendum Definiens Schreibweise
[A, B]Subclass [A|Class A [B]Class A\Vaec A.ac B (AC B)

[Ay,..., Ay, B]Subclass AiCBA...NA, CB (Ag,.... A, € B)
Union[A4;,...,A,] {z;z€ Ay V...VzeE Ay} (AjU...UA,)
Intersection[A;, ..., Ay] {zize Ay N...Nz€E A} (A1N...NA,)
Complement[A, B] {z;z€ ANz ¢ B} (A\ B)
Complement[A] {z;z¢ A} A°

Unionli; I, A {z;diel. zc A} UierA
Intersection[i; I, A] {z;Viel. ze A} (Nic1A
Hugelntersection[i; p, A] {z;Vi(p - 2z € A)} ﬂfDA, MN,AS

Es liefe sich etwa das De-Morgan’sche Gesetz

([NeerA) = serA

beweisen.

4.2 Lemma

Sei J eine natirliche Interpretation.

(i) Fir alle A,B € L mit J I [A]Class und J I+ [B|Class gilt:
JFACB gdw. 3"A,CJ B,

(ii) Fir alle A, B € L gilt:

J"A,UT By, falls 31F [A]Class, J |- [B]Class

TAUB . - JA, falls 3|k [A]Class, J | [B]Class
"o B, falls 3 1f [A]Class, I [B]
[ ]

0, falls 31 [A]Class, J I [B]Class

Beweis:
1): Sei v ¢ frei(A B). Mit den Annahmen gilt
(i) ¢ g
JFACB gdw. JlFYwe A veB
gdw. 3’ IFve Bfirallebe Ay 3" A" =3"A,
gdw. be Ay 3" B,'=73"B_firallebe 3 A,
gdW jI_A_] g jrBJ

8Wenn sich die Variable i aus dem Kontext ergibt.
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(ii): Sei v ¢ frei(A B). Es gilt

JAUB,=3"{vive AVve B},
= A" {be Dy; 3 Ibv e Aoder 3 kv e B

((beDy; be Ay 37 A oder be Ay 37 B}, falls JIF [A]Class, 3 - [B]Class
_J{beDy; be A3 3" ALTY, falls J I [A]Class, J IJ% [B]Class
) {beDs; be A3 3B}, falls J It [A]Class, J IF [B]Class

0, falls J Iff [A|Class,J | [B|Class
J"A,UT B, falls JIF [A]Class, T IF [B]Class
_JITAL, falls J IF [A]Class, J | [B]Class
- ) 9"B., falls J I [A]Class,J I [B]Class
0, falls J Iff [A]|Class,J | [B]Class

]

Um {iber alle Teilklassen einer gegebenen Klasse zu quantifizieren, fiihren wir die folgenden
Quantoren ein:
Definiendum Definiens Schreibweise
[Xl,...,X A, ]AllClasa VXl....,Xn(Xl,....XnQA%(,O) VXl,...,XngA.(p
[X1,..., Xn; A, p|ExistsClass AXg X (X X C AN X X, C Al

Ist A die Doméne D, so quantifizieren wir gerade iiber alle Klassen.

Zwei viel genutzte Varianten des Klassenbildungsoperators sind die beschréankte Klassenkompre-
hension {v € A; ¢} und die Term-Klassenkomprehension {a: ¢} bei der a einen beliebigen Term
(und nicht nur eine beliebige Variable) bezeichnet.

Definiendum Definiens Schreibweise
Class[v; A, ¢] {vive AN} {ve A e}
ReplacementClass[zy, ..., Zn;a,0] {v;321,...,Zn(p A z2=0a)} {@izy. 2.9}, {0;0}°

Jr{a 21 xngo}_l = {ﬁcl on I7&_:; Cly...,Cp € Uy mit jillcn I QO} N D5

~~~~~ T1...Tn LT

9Der Index z1....z, darf nur dann weggelassen werden, wenn der Bezug auf die Variablen zi,..., ,Tn aus dem
Kontext ersichtlich ist.
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4.2. Erblich endliche Mengen

Wie oben angekiindigt, wollen wir nun fordern, dass alle endlichen Klassen Mengen sind. Zumin-
dest die Existenz aller erblich endlichen Mengen' ist dadurch gesichert. Zudem steht uns damit
bereits die Peano-Arithmetik zur Verfiigung.!! Alle konkreten endlichen Klassen kann man durch
die folgenden Operatoren konstruieren:

Definiendum Definiens Schreibweise
FiniteClass]] @ {}
FiniteClass[a] {z:2 =a} {a}
FiniteClass[ay, .. ., ay] {ziz=a1V...Vz=ay} {aj,... an}

Es lassen sich leicht Aussagen zeigen wie

Va.b,e,d e D). ({a, b} = {c.d} »(a=c N b=d)V(ia=dNb=c))

Unter natiirlichen Interpretationen entspricht FiniteClass|...| seinem meta-sprachlichen Ana-
logon:

4.3 Lemma

Fir alle natirlichen Interpretationen J und alle a1, ...,a, € L gilt

Jay,....an} s =4{3"a14,...,3 ani} N Dj

Beweis: Sei z ¢ frei(a; ... a,). Dann gilt

JHay,....anta=1{z;2=a1 V... Vz2=au}
=A;"{b€ Dy; b=7"ay, oder ... oder b
:{jral_.,...,j'_an_,}ﬂDg

I
QQ

ral_,} i

Da es sich bei FiniteClass|...| um eine unendliche Familie von Operatoren handelt, konnen
wir leider keinen Operator definieren, der unmittelbar aussagt, dass die Doméne abgeschlossen
unter allen durch FiniteClass[...] bestimmten Klassenkonstruktionen ist. Ublicherweise geht
man daher so vor, dass man die Abgeschlossenheit unter der Adjunktion fordert, d.h. man fordert
dass mit a,b auch a U {b} in der Doméne liegt. Um einen Konstruktionsanfang zu haben, muss
man zudem noch @ € D annehmen.

0Tn der naiven Mengenlehre charakterisiert man die erblich endlichen Mengen als endliche Mengen, deren Ele-
mente wiederum erblich endliche Mengen sind. Man beachte, dass die leere Menge in diesem Sinne offenbar
erblich endlich ist.

HEs l4sst sich sogar zeigen, dass die Theorie der erblich endlichen Mengen &quivalent ist zur Peano-Arithmetik.
Siehe [KWOT).
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Definiendum Definiens Schreibweise
[A]AdjunctionClosed geANVa.be A aU bl € A

FiniteSetTheory [D]AdjunctionClosed FIN
HereditarilyFiniteSets () [x]AdjunctionClosed X HF

Es ldsst sich zeigen, dass unter der Annahme von FIN die Klasse der erblich endlichen Mengen
HF alle ZFC-Axiome aufer dem Unendlichkeits-Axiom erfiillt.'> Wir wollen hier aber nur zeigen,
dass mit FIN auch wirklich alle endlichen Klassen Mengen sind.

4.4 Lemma

Sei FIN angenommen. Fir allen € N und alle aq, .

d.h. alle endlichen Klassen sind Mengen.

Beweis: Wir zeigen die Ableitbarkeit von

.oyan € L gilt dann {ay. ... ay} € Sets,

per Induktion iiber n.

IA: Beweisskizze:

1. T
2.\

FIN
{} eD

Préamisse
aus 1.

IS: Beweisskizze:

1. T FIN

2. Va.belD.alU{b} €D

3. {al,...,an}eﬂ)

4. An+1 eD

5. r {ar,....any U{aps1r €D
6. An+1 ¢D

7. {7 {an+1} =

8. {ag,...;an} U{aps1} € D
9. {ar,....an} Uf{apsrr €D
10 {al,...,an+1} eD

Pramisse

mit 1.
Induktionsvoraussetzung
Annahme

mit 3., 4. und 2.

Annahme

mit 6.

mit 3. und 7.
Fallunterscheidung 5. und 8.
mit 9.

12D h. man kann einen Operator [A]FiniteMK einfithren, der besagt, dass die Klasse A alle MK-Axiome (und
damit insbesondere alle ZFC-Axiome) aufer dem Unendlichkeits-Axiom erfiillt und dann die folgende Regel

ableiten:
T

FIN

I'  [HF]FiniteMK

Wie ein solcher Operator definiert werden kann, sollte spatestens nach dem Lesen des Abschnitts iiber ZFC und

MK klar werden.
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Wenden wir uns nun den Kuratowski-Paaren zu.

Definiendum Definiens Schreibweise
KuratowskiPair[a, b] {{a,b},{b}} (a.b) K
KuratowskiProduct[A, B] {{a,b)x;ac AND e B} (A xx B)

Mit FIN handelt es sich offenbar bei allen Kuratowski-Paaren (a, b) - um Mengen. Natiirlich ist
das Kuratowski-Paar nur fiir Gegenstdnde 1. Stufe nutzbar. Werden Gegensténde zweiter Stufe
eingesetzt verhalten sich die beiden Komponenten des Kuratowski-Paares unterschiedlich.

4.5 Lemma

(a) Gelte FIN.

(i) Sind a,b.c,d € 1D mit (a,b) = (c.d)x, so folgt a = c und b = d.

(ii) Ist (a.b) € D x5 D, so folgt b € 1. Auf a € 1D ldsst sich jedoch leider nicht
allgemein schliefen.!® Es gilt ndmlich (a.b)x — (b,b) i falls a ¢ 1.

(b) Sei J eine natiirliche Interpretation mit 3 |- FIN. Fir alle a,b € L mit Ik a,b < D

qilt:

Beweis: (a) (i):

3'_<a, b>[\"_| = <j’_a_|,j'_bJ>K

1. T FIN Prémisse
2. a,b,e,d e D Préamisse
3. (a.b) = (c.d)x Pramisse
4. Ha, b}, {b}} = {{c.d},{d}} mit 3.
5. {a,b},{b}, {c.d}. {d} € D mit 2. und 1.
6. ({a,b} = {e.d} N {b} = {d}) mit 5. und 4.
V({a. b} = {d} n{b} = {c.d})
7. — {a,b} = {c.d} N{b} = {d} Annahme
8. b=d mit 2. und 7.
9. {a,b} = {c. b} mit 7. und 8.
10. a=cVa=»b mit 2. und 9.
11. a=-c Annahme
12. r a=c/ANb=d mit 11. und 8.
13. a=1»b Annahme
14. {a,a} = {c, b} mit 7. und 13.
15. c=a mit 2. und 14.
16. a=cNb=d mit 15. und 8.
17. a=c/Nb=d mit 10., 12. und 16.
18. — {a,b} = {d} N {b} = {e. d} Annahme
19. a=d mit 2. und 18.
20. b=d mit 2. und 18.
21. c=b> mit 2. und 18.
22. a=cNb=d mit 19., 20. und 21.
23. a=cNb=d mit 6., 17. und 22.

3Dies ist ein weiterer Grund, warum wir unsere 2-Tupel von den Kuratowski-Paaren unterscheiden wollen.
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(a) (i)

—_
PO No otk W

[

FIN
<CL‘ b>1( eEDxgD

Je,d e ). (a,b)r = le,d)x

— c.delDAlab) g = (c.d)x

{c.d} £ o

{4} # 2

o ¢ e d)x

g %é <a’7b>[\"

(b} o

beD

beD

Andererseits gilt:

Gl W=

a¢D

{a.b) = {{a b}, {b}}
{{a.b}. {b}} = {{b.b}. {b}}
{{b.b}, {b}} = (b;b) i

(a. b> K = <b, b> K

Prémisse
Pramisse
mit 2.
Annahme
mit 4.

mit 4.

mit 5. und 6.
mit 4. und 7.
mit 8. und 1.
mit 9.

mit 3. und 10.

Pramisse
Definition

mit 1.
Definition

mit 2., 3. und 4.

(3"a,, 30k = {{3"a, 370}, {3"b,}}
={{3"a,,3"0,} N D5,{3"b,} N D5}
={3"{a, b}, 3" {b}_}
={3"{a.b}_,3"{b} } N Djy
=7"{{a.b}. {b}},

= jr<a’1 b>1\"_l

Unter den erblich endlichen Mengen finden sich insbesondere die natiirlichen Zahlen in der Von-
Neumann-Gestalt. Wir konstruieren sie ausgehend von der leeren Menge durch einen Spezialfall
der Adjunktion, der Ordinalzahl-Nachfolgerbildung.

Definiendum Definiens Schreibweise
Successor|a] alJ{a} (a+1), 0(a)
0 16

1 0+1

2 1+1

3 241

4 3+1
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[A]SuccessorClosed!* DcANYacA at1cA

NaturalNumbers ﬂ [X]SuccessorClosedX Na w

Wir koénnen also durch 0 := 0, 1 := 1, 2 := 2 etc. jeder konkreten natiirlichen Zahl n einen
Ausdruck n zuordnen der n in der Klassenlogik représentiert. Das Definiens des Ausdrucks n + 1
ist (bis auf Definitionsumformungen) n + 1.

Offenbar gilt mit FIN auch [[D|SuccessorClosed. Damit folgt leicht n € Sets (und auch n € N)
fiir alle n € N.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass sich mit unseren klassenlogischen natiirlichen Zahlen induk-
tive Beweise fiihren lassen.

4.6 Lemma
Sei FIN angenommen. Weiter gelte ©(0) und fir jedes n € N mit p(n) auch o(n + 1).
Dann gilt
o(n)  fir allen e N .

Beweis:
Wir zeigen
r FIN
r gog
I nclN ¢l QOZH
r Ve e N. ¢
1. T FIN Pramisse
2. g 7 Pramisse
3. neN 7 @ZH Pramisse
X ={z e N;p}
4. 0eX mit 2.
5. neX Annahme
6. neNAp? mit 5.
7. pnt! mit 6. und 3.
8. n+1lelN mit 6. und 1.
9. n+leX mit 8. und 7.
10. [X]SuccessorClosed mit 4. und 9.
11. NCX mit 10.
12. X CN nach Definition von X
13. X =N mit 11. und 12.
14. Ve e N. @ mit 13.

MDerartige Klassen nennt man auch induktiv.

126



Induktiv konnen wir z.B. zeigen, dass alle (von-Neumann’schen) natiirlichen Zahlen transitive
Mengen sind.

4.7 Lemma

Set FIN angenommen. Ist n € N, so ist n eine Menge und alle Elemente von n sind auch
Teilmengen von n.

Beweis:
1. T FIN Pramisse
2. O0cSets\Vxze0.2CO0 mit 1.
3. ncNAnecSets \Veen.xCn Annahme
4. — zen+1 Annahme
5. r=nVzren mit 4.
6. rT=n Annahme
7. r rCn mit 6. und 3.
8. rTeEN Annahme
9. r rCn mit 3.
10. rCn mit 5., 7. und 9.
11. rCn-+1 mit 10.
12. n+leSetsA\Vren+1.xCn+1 mit 11. und 1.
13. VneN. (neSets \Veen.xCn) mit 1., 2. und 12.
|
Mit dem gerade gezeigten Lemma lasst sich leicht die Injektivitét der Nachfolgerfunktion zeigen.
4.8 Lemma
Sei FIN angenommen. Sind n,m € N mit n # m, so gilt auchn + 1 4 m + 1.
Beweis:
1. T FIN Pramisse
2. — nmeNAn+1l=m+1 Annahme
3. nU{n} =muU{m;} mit 2.
4. n=mV(nemAmen) mit 2. und 3.
5. nem/iAmen Annahme
6. T nCm/AmCn mit 1., 5. und Lemma 4.7
7. n=m mit 6.
8. n=m mit 4. und 7.
9. nmeN. (n#m-—>n+1#+m+1) mit 8.
|

Wir kénnten sogar die Addition und Multiplikation auf N einfithren. Damit hétten wir dann die
Peano-Arithmetik zur Verfiigung. Wir wollen uns hier jedoch nur vergewissern, dass wir es unter
natiirlichen Interpretationen auch mit den ,echten’ natiirlichen Zahlen zu tun haben.
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4.9 Lemma
(i) Sind n,m € N mit n #m, so gilt FIN Fn # m.

(ii) Sei J eine natirliche Interpretation mit J 1= FIN. Fir alle n € N gilt dann:

’J'_QJ:TL.

Beweis:

(i): Seien n,m € N mit n # m. OBdA. gelte n = m + k fiir ein k € N*. Man zeigt leicht, dass
FIN F k # 0. Durch m-maliges Anwenden von Lemma 4.8 erhélt man also FIN + k+m #
0+ m, d.h. FIN F n # m.

(ii) per Induktion iiber n € N:

1A: er_,:T_@_,:(Z):O.

IS: Mit Lemma 4.2 (ii), Lemma 4.3 und der Induktionsvoraussetzung gilt

ITn+1,=3n+1,=0nU{n}, =3 n,UT {n},=nU{d n}=nU{n}=n+1.

Wie auf der Meta-Ebene wollen wir nun die natiirlichen Zahlen benutzen, um endliche Tupel
einzufiihren.

Definiendum Definiens Schreibweise
Tuple]] o ()
Tuple[a;] {(0,a1) 1} (a1)

Tuple[ay, as] {(0.a1)r, (1, a2) Kk} (a1, az)

Tuplelay, .. ., an| {0,a1)k ... in=1.an) i} (ag,.... ap,)
CartesianProduct[Ay, ... Ay {(a1,...,an);a1 € AL A .. Nag © Ay} P (A1, A,)
OCartesianPower[4] {0} ‘A
1CartesianPower[A] {{a1):a1 € A} A
2CartesianPower[A] {{a1,a2):a1.a2 € A} ‘A

Mit FIN handelt es sich offenbar bei allen (endlichen) Tupeln (a1, ... a,) um Mengen.

5 Genauer {{a1,....an) aq,....an01 € A1 N ... Nap € Ap}
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4.10 Lemma
(a) Gelte FIN.

(i) Sind ay.....an, b1,....bp €D mit (ay,...,an) = (b1,... by), so folgt
a1 = by und ... und a, = by,

(i) Ist (aq,.... an) € "D, so folgt ay, ... a, c .10

(iii) Es gilt (ay, ..., an) € A1 71... 1A, genau dann, wenn a; € Ay, ..., ap € Ayp.

(iv) Es gilt (ay,....an) € "A genau dann, wenn ay, ..., a, ¢ A.

(b) Sei J eine natirliche Interpretation mit J |- FIN.

(i) Fir alle ai,...,an € L mitJlFay..... an € D gilt:

a1, ....an)s={3"a1 ..., 3" a, )

(ii) Fir alle A, B € L mit 3 |- [A]Class und J |+ [B|Class gilt:

j’_A’_‘B_]:j'_A_]l_Ij,_B_]

(iii) Fur alle A € L mit 3 IF [A]Class gilt:

anA_I - njrAJ

Beweis:

(a) (1): Wir wollen hier nur exemplarisch den Fall n = 2 zeigen. Fiir den allgemeinen Fall fithre
man Induktion und verwende Lemma 4.9 (i).

1. T FIN Préamisse

2 a,b,c,de D Prémisse

3 (a,b) = (c,d) Pramisse

4 {(0,a)k, (1,b)k} = {(0,¢)k, (1,d) i } Definition

5 (0,a) = (1.d)x Annahme

6 {7 0=1 mit 1., 2. und Lemma 4.5 (a) (i)

7 L mit 1. und 6.

8 (0 a)r = (0,¢) N{(Lb) e = (1.d) i aus 1., 4. und 7.

9 =cNb=d mit 1., 2., 8. und Lemma 4.5 (a) (i)

16 An dieser Stelle findet sich der Grund dafiir, dass wir das Kuratowski-Paar (a,b) - durch {{a,b}, {b}} und nicht
wie {iblich durch {{a}, {a,b}} definiert haben. Hatte wir die zweite Variante gew&hlt, wiirde die hier bewiesene
Aussage nicht gelten.
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(a) (ii):

1. T
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.
10.
11.

(a) (iii):
1. T
2.

3.
4.
9.
6.
7.
8.
9.
10.
11.
12.

(b) (ii):

<i—1,ai>[( GDX[(]D)
a; €D

(al,...,an>€A1H...ﬂAn

Prémisse

Pramisse

mit. 2.

Annahme

trivial

mit 4. und 5.

mit 1.

mit 7. und 6.

mit Lemma 4.5 (a) (ii)

mit 9.

mit 3. und 9.
Prémisse
Annahme
mit 2.
mit (a) (ii)

cee Ty mit 2.

..... Tn) Annahme
mit 1., 6. und (a) (i)
mit 7. und 6.
mit 5. und 8.
Annahme
mit 10.
mit 9. und 11.

I ar,....an) s =T{0a1)x,..., n—1an) K},

= {jl—<0, CL1>[\"'_|, .

, 3" (n—1.an) 4} N Dy

= {<j’_0_|,j’_al_1>K, ceuy <j’_n — 1_|,3'_anJ>K}

= {<0, ’Jra1_|>K, ..

= <jl—a1_|, . ,j,_CLnJ>

jrAWBJ:f]r{{awaGAAbGB}_,

o {n—=1,T"an) }

_ {jgir<a,b>J; ¢,d € Uy mit 3¢ IFaeAAbEB}ﬂDg

— {380 b s cde Uy mit 35 Fac Anb e B)

ab
={{c,d); c€3"A,,dc T B}
== jI_A_] |_|jrB_|
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IT"A =T {lay,..., an)iag, ..., an € A}
= {3211 ."(;7;'_<a1 ..... an)J; C1, cn €Uy mit J 3’; IFaq,...,
= {3211 o ar, . JAp)as ClyeyCq € Uz mit T Ihag, ...
={{c1,...,cn); c1,...,cn €T AL}
="3"A,

4.3. Relationen und Abbildungen

anEA}ﬂDg
J

Relationen und Abbildungen fassen wir wie auf der Meta-Ebene als Klassen von 2-Tupeln auf.

Definiendum Definiens Schreibweise
Domain|f] {a;GbcD. (a,b) € f} def f
Image|f] {b:dacD. (a,b) € f} im f
[f]RightUnique Va,b,ceD. ({a,b),(a,c) € f—b=r¢)

[f]LeftUnique Va,b,cecD. ((b,a),(c,a) € f—b=rc) f injektiv

[f. A B|Map f C AnBAdef f = AN[f]RightUnique f: A — B

[f, A, B]Bijection f:A—= BAimf=DBA|[f|LeftUnique f: A<+ B
Apply[f,d] b((a,b) € f) fra.
Image[f, A] {b;Ja € A. (a,b) € f} flA]

[f: A, B, p|AllMap VI((f:A— B)— ) Vf:A— B.yp
[f;: A, B, p|ExistsMap Af((f:A— B)Nyp) df A~ B.y
[f; A, B, p]AllBijection Vi((f: A< B) — o) Vf:A< B.yp
[f: A, B, p|ExistsBijection Jf((f: A<+ B)Ay) df A< B.yp
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4.11 Lemma
Gelte FIN und sei f : A — B.

(a) Fir alle a, b, ¢ mit (a.b) € f und (a.c) € f gilt b= c.

(b) Istac A, so gilt (a,f a,) € fund ffa,c B.

Beweis:

(a): Wir zeigen

r FIN
r f:A—B
r (a.b) € f
r la.c) e f
r b=c
1. T FIN Pramisse
2. fiA—B Pramisse
3. (a.b) € f Préamisse
4. (a,c) € f Pramisse
5. fCAMNB mit 2.
6. fC?D mit 5.
7. (a,b), (a,c) € %D mit 3., 4. und 6.
8. a.b.ceD 1., 7. und Lemma 4.10 (a) (ii)
9. [f]RightUnique mit 2.
10. b—c 8., 9.

(b) (i): Wir zeigen

FIN
f:A—B
ac A

sl B B M|

[
w N = o o

NS OUE WD

<CL, fr(lJ> S f

r

-

FIN

f:A— B

ac A

def f=A

a € def f

beD. (ab) e f

be DA lab) e f

uelDA (a,u) € f

u=~a

weD. (la,v)e f)=0b

fla,=1b

<a=fraJ>6f
)ef

la, fra,

Pramisse
Pramisse
Pramisse

mit 2.

mit 3. und 4.
mit 5.
Annahme
Annahme

mit 1., 2., 7., 8. und (a)
mit 7. und 9.
mit 10.

mit 11. und 7.
mit 6. und 12.
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(b) (ii): Wir zeigen

r FIN

r f:A— B

r ac A

r ffa, B

1. I FIN Pramisse

2. fA— B Pramisse

3. ac A Pramisse

4. fCAMB mit 2.

5. la, ffa)) e f 1., 2., 3. und (b) (i)
6. (a.f"a;)c ATTB  mit 5. und 4.

7. ffa,eB mit 6. und Lemma 4.10 (a) (ii)

Mit dem bisher Gezeigten erhalten wir insbesondere:

4.12 Lemma
Sei J eine natirlichen Interpretation mit J |- FIN. Fir alle f € L mit 3|+ [f|Class gilt:

3" def fy={a € Dy; es gibt ein b € Dy mit (a,b) € " f_}

Es ist sehr praktisch Funktionsbildungsoperatoren zur Verfligung zu haben.

Definiendum Definiens Schreibweise
Map|z: 8, A, B] {z, )iz xc ANB € B} (xe A— B e B)
Maplz; D, o, 8,A.B] (ac A—~wwdzecD. (a=arb=p)cB) (acA—,ppBcB)
oder
(e A—p e B)
kook ok

Wenden wir uns noch einmal den natiirlichen Zahlen zu. Mit den schon eingefiithrten Operatoren
lasst sich leicht ein Operator fiir die Peano-Axiome angeben.

Definiendum Definiens

[N, S,O]Peano OcN
ANS:N— N
AN O ¢imS

A [S]LeftUnique
A VX C N. ([X]SuccessorClosed -+ X = N)
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Definieren wir nun noch die Nachfolgerfunktion der von-Neumann’schen natiirlichen Zahlen
durch

Definiendum Definiens Schreibweise

NaturalSuccesorFunction (ne€Nw~—n+1¢€N) o

so zeigt man leicht, dass FIN F [N, o, 0] Peano. Wir haben also wirklich die natiirlichen Zahlen
vor uns. Mochte man nicht mit den von-Neumann’schen natiirlichen Zahlen arbeiten, so kénnte
man aber auch alternativ die Existenz der natiirlichen Zahlen axiomatisch fordern; entweder
durch die Standard-Pramisse [N, S. O|Peano oder durch die Existenz einer Bijektion f : N <> N
von den von-Neumann’schen auf die ,echten* natiirlichen Zahlen.'”

Es sollte nun auch klar sein, wie sich etwa der ,Gruppen-Operator® |-, -, -|Gruppe aus Ab-
schnitt 3.2 definieren l&sst.

4.4. ZFC und MK

Nachdem wir uns bisher nur mit ein paar Schlussfolgerungen der endlichen Mengenlehre FIN
beschéftigt haben, wollen wir uns nun noch kurz mit der eigentlichen Grundlage der modernen
Mathematik beschéftigen, der durch die ZFC-Axiome beschriebenen unendlichen Mengenlehre.
Vergegenwértigen wir uns zunéchst einmal die ZFC-Axiome in ihrer pradikatenlogischen For-
mulierung.'® Wir orientieren uns hierbei an [Kun13].

Axiom 1. Extensionalitit
VaVy(Vz(z €z <> 2z €y) = =y)

~Mengen mit den gleichen Elementen sind gleich.

Axiom 2. Fundierung
Ve(Jyly € x) >y €cx-Iz€x(z€y))

Jede nichtleere Menge enthdlt ein €-minimales Element.“

Axiom 3. Aussonderungsschema

Fiir jeden Ausdruck ¢ mit y ¢ frei ¢ das Axiom
VodyVe(z € y <>z € v A p(x))

LTeilklassen von Mengen sind Mengen.“

"Man kann dann auch zusitzlich annehmen, dass die Elemente von N Urelemente sind.
¥Hijerbei verwenden wir ein paar logische Abkiirzungen, wie die beschrankten Quantoren und den Eindeutigkeits-
=1
quantor 37"
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Axiom 4. Paarmenge
VaVy3z(z € z Ny € 2)

Zu zwei Mengen gibt es stets eine Menge, die diese beiden Mengen als Elemente enthdlt.“

Axiom 5. Vereinigung
VaIyVz € zVv € z (v € y)

»Zu jeder Menge gibt es eine Menge, die alle Elemente der Elemente dieser Menge enthdlt.“
Axiom 6. Ersetzungsschema

Fiir jeden Ausdruck ¢ mit v ¢ frei p das Axiom
Vz(Vr € 2 37y o(x,y) — Ve € 2Ty € vo(z,y))

»Das Bild einer Menge unter einer Klassenabbildung ist eine Menge.“

Mithilfe der Axiome 1,3,4,5 kénnen wir die folgenden Definitionserweiterungen tétigen:

xCy & Vz(zex—z€y)

r=0 & Vz(z ¢
y=9S(z) & Vz(z€eycrzexVz=ux)
y=vNw < Ve(xeycrzevAzew)
SING(z) & 3FJyecavVzez(z=y)

Mit ihnen lassen sich die noch fehlenden drei Axiome sehr viel einfacher formulieren.

Axiom 7. Unendlichkeit
Jx(0 e x AVy € 2 (S(y) € x))

»Fs gibt eine unter Ordinalzahl-Nachfolgerbildung abgeschlossene Menge,
die die leere Menge enthdlt.“

Axiom 8. Potenzmenge
VedyVz(z C oz — z € y)

,Zu jeder Menge gibt es eine Menge, die alle Teilmengen dieser Menge enthdlt.“

Axiom 9. Auswahl
V20 ¢ zAVz € zVy e z(x £y —xNy=0) = IVr € z SING(cNz))

»2Zu jeder Menge von nichtleeren zueinander disjunkten Mengen gibt es eine Auswahlmenge.“

Um diese Axiome klassenlogisch zu formulieren, benétigen wir noch ein paar wenige Operatoren.

135



Definiendum Definiens Schreibweise

Powerset[a] {z:x Ca} Pla)

[m, X]MinimalElement —-Ja€X.acm

[A, B]Disjoint ANB=0

[X]DisjointFamily [X]Class A Va € X . [a]Inhabited A
Va.b e X . (a#b— [a, b|Disjoint)

[X]Singleton dacD. X = {a}

[C, X]ChoiceClass [C]Class A Va € X . [C N a]Singleton

Kommen wir nun zu den Axiomen. Mit dem uns zur Verfiigung stehenden Klassenbegriff liegt es
nahe, Extensionalitdts- und Fundierungsaxiom gleich fiir Klassen zu formulieren.

Definiendum Definiens

Extensionality VA, BCD. (Vz2(z€ A< z2€ B)— A=DB)

Foundation VX CD. (X # @ — 3dm e X. [m, X|MinimalElement)
Separation VA,BCD.(AC BAB e Sets —+ A € Sets)

Pairing Va,b e D. {a,b} € Sets

Union Va € Sets. Ua € Sets

Replacement VA, BCD.Vf:A— B. (A€ Sets — im f € Sets)

Infinity N € Sets
Powerset Va € Sets. P(a) € Sets
Choice VX € Sets. ([X]DisjointFamily — 3C € Sets. [C, X]ChoiceClass)

Auch das Auswahlaxiom l&sst sich fiir Klassen formulieren. Es wird dann ,,Global Choice genannt
und fiir gewohnlich etwas anders formuliert. Relativ zu den anderen Axiomen sind die beiden
Formulierungen équivalent zueinander.

Definiendum Definiens

ClassChoice VX CD. ([X]DisjointFamily — 3C C D. [C, X]ChoiceClass)
GlobalChoice df :Sets\ {g} > D.Vacdef f. ffa,€a

Da wir es mit endlich vielen Axiomen zu tun haben, kénnen wir sie in einem Operator zusammen-
fassen. Das Extensionalitdtsaxiom folgt zudem rein klassenlogisch und kann daher weggelassen
werden. 1

19 Auch das Aussonderungsaxiom Separation ldsst sich mit unseren anderen Axiomen beweisen. (Insbesondere
werden dafiir das Ersetzungsaxiom und interessanterweise fiir die Aussonderung der leeren Menge auch das
Unendlichkeitsaxiom bendtigt.) Wir wollen es hier jedoch aus systematischen Griinden mit dazu nehmen, da
man manchmal auch Mengenlehren untersuchen méchte, in denen das Ersetzungsaxiom bzw. das Unendlich-
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Definiendum Definiens Schreibweise

SetTheory Foundation MK
A Separation
A Pairing
A Union
A Replacement
A Infinity
A Powerset
A GlobalChoice

Genau genommen haben wir nicht die ZFC-Mengenlehre in der Klassenlogik formuliert, sondern
die etwas stérkere Morse-Kelley Mengenlehre (MK). Da wir uns in diesem Dokument schon das
ein oder andere Mal auf sie bezogen haben, wollen wir sie hier auch noch kurz angeben. Wie
ZFC wird MK gewohnlich in der (einsortigen) Priadikatenlogik 1. Stufe mit einem zusétzlichen
Relationssymbol € formuliert. Anders als bei ZFC, besteht ein Modell von MK jedoch nicht aus
,Mengen"“ sondern aus ,Klassen®. Eine ,Menge* kann in MK definiert werden als ein , Klasse®, die
in (mindestens) einer ,Klasse* enthalten ist. Wir kénnen daher leicht Mengenquantoren einfiihren
durch
Vv :gdw. Yo(3Z(v € Z) — @)

und
Inve :gdw. W(EZ(veZ)Nyp) .

Hierbei sei Z eine von v verschiedene Variable. Wie {iblich wollen wir dem Leser eine Hilfe geben
indem ,Mengenvariablen“ klein und ,Klassenvariablen“ grof geschrieben werden.?’

Die Axiome von MK sind:

Axiom 1. Extensionalitit
VXVY (Vyz(ze X < 2€Y)—> X =Y)
Axiom 2. Fundierung
VX Tny(ye X) = Iyye X ~3yz € X (2 €y))
Axiom 3. Aussonderungsschema
Mengenkomprehension (1 Axiom):

VZVyvIpyVuyx(z €y c€vie € Z)

LTeilklassen von Mengen sind Mengen.“

und Klassenkomprehension (Schema):

Fiir jede Aussage ¢ mit Z ¢ freip das Axiom
AZVyx(r € Z < p(x))

yJede Mengen-Figenschaft bestimmt eine Klasse.“

keitsaxiom nicht gilt.
2°Durch den expliziten Index p; an den Quantoren ist dies in unserer Formulierung jedoch eigentlich nicht nétig.
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Axiom 4. Paarmenge
Ve Vary Iz (x € 2z ANy € 2)

Axiom 5. Vereinigung
Yarx Iy Varz € xVav € 2 (v € y)

XCY & Vyz(ze X —z€Y)
=0 & Vyz(z ¢
y=9S(z) & VYuz(zeyszeaxVz=ux)
z={z,y} & Vwyv(vezsv=axVv=y)
z={ryr & z={{zy}{y,y}}
GlobalFunction(F) < VYyp € F3yax3ny (p = (7, y)x) AVuz33iy((z, y)x € F)

Axiom 6. Ersetzungsschema

VF(GlobalFunction(F') — VYasady bz € a3y € b ((z,9)kx € f))

Axiom 7. Unendlichkeit

dpx(0 € x AViry € 2 (S(y) € z))

Axiom 8. Potenzmenge
VyzIpyVyz(z Cx — z € y)

Axiom 9. Auswahl (Global Choice)

JF (GlobalFunction(F) AVayrz(z # 0 — Iy € x ((x,y)x € f)))

Die Analogie zu SetTheory ist nicht zu iibersehen. Das einzige Axiomenschema von MK, die
Klassenkomprehension, folgt in der Klassenlogik rein logisch.?! Dadurch kénnen wir MK end-
lich axiomatisieren. Set Theory ist eigentlich nichts anderes als ein abgekiirzter klassenlogischer
Ausdruck.

Die Ebenfalls mit Klassen arbeitende nach von Neumann, Bernays und Godel benannte NBG-
Mengenlehre unterscheidet sich von MK in nur einem einzigen Punkt: die Klassenkomprehension
ist auf Ausdriicke beschrinkt, in denen alle Quantoren Mengenquantoren (Vy; und 3j/) sind.??
Anders als MK und ZFC lisst sich NBG pridikatenlogisch endlich axiomatisieren.?3

Es lasst sich zeigen, dass NBG eine konservative Erweiterung von ZFC ist, d.h. aus NBG und
ZFC folgen dieselben Aussagen iiber Mengen.?* Daraus folgt insbesondere das NBG und ZFC

2IDer Klassenbildungsoperator ist ja sogar ein essentieller Bestandteil der Grundsyntax. Man beachte auch die
Abstraktionsregeln des klassenlogischen Beweiskalkiils.

22Dass es sich hierbei um eine wirkliche Einschrinkung handelt, folgt aus dem im Folgenden besprochenen
Konsistenz-Verhéltnis von MK und NBG. Wie Mostowski in [Mos50] gezeigt hat, ldsst sich jedoch auch di-
rekt ein Ausdruck bestimmen, fiir den die Existenz der zugehorigen Klasse nicht aus NBG folgt.

ZSiehe [G6d40].

24Giehe [RW50].
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relativ konsistent zueinander sind.?® Aufgrund des zweiten Godel’schen Unvollstindigkeitssatzes
kann damit jedoch in keinem der beiden Systeme die Konsistenz des anderen bewiesen werden.
Anders verhilt es sich mit MK. In MK lassen sich Modelle von ZFC und NBG angeben und
damit die Konsistenz der beiden Systeme zeigen.?S Es handelt sich also bei MK um eine nicht
konservative, echte Erweiterung von ZFC.?"

Erwahnt seien an dieser Stelle noch zweil alternative Axiome fiir NBG bzw. MK bzw. unsere
klassenlogische Mengenlehre.

Definiendum Definiens

LimitationOfSize VX CD. (X € Sets <» -3f : X < D)

ChoiceReplace VX CD. ([X]DisjointFamily
— (X € Sets < 3C € Sets. [C, X]ChoiceClass))

Das (zuerst von von Neumann formulierte) Axiom LimitationOfSize ist (relativ zu den restli-
chen Axiomen) dquivalent zu Separation, Replacement, GlobalChoice und Union, d.h.

MK < FIN A Foundation A Pairing A Infinity A Powerset A LimitationOfSize

ist eine klassenlogische Tautologie.?®

Das zweite Axiom ChoiceReplace ist dquivalent zu Ersetzungs- und (lokalem) Auswahlaxiom.?”

Wir wollen abschliefend den einzig interessanten Bestandteil dieser Aquivalenz (ChoiceReplace
impliziert Replacement) skizzenhaft nachweisen. Gleichzeitig ist dies auch der erste und einzige
Versuch in dieser Arbeit einen (nicht-trivialen) klassenlogischen formalen Beweis anzudeuten.

4.13 Satz
Gelte FIN, Separation, Union, Pairing und Powerset. Dann gilt

ChoiceReplace gdw. Choice und Replacement .

Beweis:
Wir zeigen hier nur ChoiceReplace = Replacement.

Zunéchst beweisen wir das Ersetzungsaxiom fiir injektive Funktionen:

2’Dass die Konsistenz von NBG die Konsistenz von ZFC impliziert ist klar. Fiir die Riickrichtung nehmen wir an
das NBG inkonsistent ist. Es gilt also insbesondere NBG + () # (). Da NBG eine konservative Erweiterung von
ZFC ist, muss auch ZFC F () # () gelten, d.h. auch ZFC ist inkonsistent.

?6Siehe etwa [Kunl3, Exercise 11.10.2] fiir eine Beweisskizze.

27 Allerdings reicht es die Existenz einer unerreichbaren Kardinalzahl zu fordern, um umgekehrt in ZFC ein Modell
von MK zu erhalten.

28 Aus Sicherheitsgriinden haben wir auch noch FIN mit hinzugenommen, damit sich die Funktionen adiquat
verhalten. Eventuell ist dies aber gar nicht notwendig. Fiihrt man wie gewohnlich Funktion direkt auf das
Kuratowski-Paar zuriick, reicht natiirlich in jedem Falle das Paarmengen-Axiom.

29Mir ist nicht bekannt, ob es an anderer Stelle bereits studiert wurde. Uber einen entsprechenden Hinweis wiirde
ich mich sehr freuen.
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10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.

© oo AE WD =

—

-

FIN
Separation
Union

Pairing
ChoiceReplace
A BCD
f:A— B

A € Sets

f injektiv

C:={acA fa ¢A}
C € Sets
X :={{a, ffa,};acC}

Vz € X . [z]Inhabited

a,be CAhzela ffa b 0{b fTb}
ffald AnNfb, ¢ A
(z=alhz=fb)V(iz=bAz=fa,)
zeC

ze A

z¢ A

L
(z=fla,nz=f"b)
a=">

a=1>

Ve,y € X (x#y— [z, y|Disjoint)
[X]DisjointFamily
acC

fla, ¢ A

flfa,¢C

Crifa fra}={a}

[C N {a, fMa_ }]Singleton
[C, X]ChoiceClass

X € Sets

UX € Sets

flC)cux

fIC| € Sets

ANim f € Sets
fIC]U(ANim f) € Sets
flICTU(Anim f) Cim f
ac A

a¢C

fla,c A

flfa, e Anim f

acC

fra e fiC]

ffa,e fIClU(ANimf)
imf C f[C]U(ANimf)
ffCoU(ANim f) =im f
im f € Sets

Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse

mit 2. und 8.

mit Def. von X
Annahme

mit 12. und Def. von C
Annahme

mit 14. und 12.

mit 15. und Def. von C
mit 14. und 13.

mit 16. und 17.
Annahme

mit 12. und 9.

mit 12., 18. und 20.
mit 21. und Def. von X
mit 11. und 22.
Annahme

mit Def. von C

mit 25. und Def. von C
mit 24. und 26.

27. und 24.

mit 28. und Def. von X
mit 23., 10. und 29.
mit 30. und 3.

mit Def. von C und X
mit 32., 31. und 2.

mit 8. und 2.

mit 33., 34., 4. und 3.
trivial

Annahme

Annahme

mit 37., 38. und Def. von C
mit 39., 37. und 7.
Annahme

mit 41.

mit 40. und 42.

mit 7. und 43.

mit 36. und 44.

mit 45. und 35.
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Nun betrachten wir den allgemeinen Fall:

10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

© 0N wN

r

FIN
Separation
Union

Pairing
Powerset
ChoiceReplace
A BCD
f:A— B

A € Sets

(] =1{bc A flx,= f b}
A/~ = {[z]wix € A}

recA

[x]~ € A
A/~ CP(A)
P(A) € Sets
A/~ € Sets

foi={z]le e A/~ ffax, € B)

Va1, 29 € A. ([xl]N = [xg]N L f'_le = f’_ng)
fui A/~ — B

[f~]LeftUnique

im f. € Sets

imfo =1imf

im f € Sets

Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse
Pramisse

Annahme

mit Def. [z].

mit 11. und Def. A/~
mit 9. und 5.

mit 12.; 13. und 2.

mit Def. [z]~

mit 15., 8. und Def. f.
mit 15., 8. und Def. f.
mit 1.-9., 16., 17. und (i)
mit 8. und Def. f.

mit 19. und 18.
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5. Der grolde vereinheitlichte Kalkiil

Das Ideal einer streng wissenschaftlichen Methode der Mathematik, die ich hier
zu verwirklichen gestrebt habe, und das wohl nach Euklid benannt werden kénn-
te, maochte ich so schildern. Dass alles bewiesen werde, kann zwar nicht verlangt
werden, weil es unmdoglich ist; aber man kann fordern, dass alle Sdtze, die man
braucht, ohne sie zu beweisen, ausdriicklich als solche ausgesprochen werden,
damit man deutlich erkenne, worauf der ganze Bau beruhe. Es muss danach
gestrebt werden, die Anzahl dieser Urgesetze mdglichst zu verringern, indem
man alles beweist, was beweisbar ist. Ferner, und darin gehe ich tber FEuklid
hinaus, verlange ich, das alle Schluss- und Folgerungsweisen, die zur Anwen-
dung kommen, vorher aufgefihrt werden. Sonst ist die Erfillung jener ersten
Forderung nicht sicherzustellen.

Gottlob Frege, Grundgesetze der Arithmetik

Bei allen bisher von uns angegebenen konkreten Ausdrucks- und Beweiskalkiilen handelt es sich
notwendigerweise um unendliche Kalkiile. Das liegt daran, dass es fiir gewisse Schliisse, die wir
uns zwar gedanklich als nach einem einheitlichen Prinzip gebildet denken, unmoglich ist, sie als
ein Schlussschema in unserem exakten Sinne aufzufassen, da fiir sie keine Parametrisierung nach
dem Triiger des Kalkiils, d.h. in unserem Falle nach M = (N})), moglich ist.! So lassen sich zum
Beispiel in den Ausdruckskalkiilen die ,Variablen-Schliisse®

— fiir jedes u € V
u

nicht zu einem Schlussschema zusammenfassen, da es offensichtlich falsch ist, dass jedes u € M
einen Ausdruck bildet. D.h. die ,Parametrisierungs-Variable u lasst sich nicht als Metavariable
(in unserem exakten Sinne) auffassen. Auch alle Schlussregeln des klassenlogischen Beweiskalkiils
sind nur , meta-schematisch”, da sie allesamt Nebenbedingungen besitzen. Auch Forderungen wie
» ist Ausdruck® entsprechen in unserem Beweiskalkiil, in dem Sequenzen und keine Ausdriicke
abgeleitet werden, einer Nebenbedingung. Einzig und allein diejenigen Sequenzen I'; an die keine
Nebenbedingungen gestellt sind und die in mindestens einer Pramisse vorkommen, kdnnten wir
als Metavariablen auffassen.?

Ist es grundsatzlich unmoglich einen endlichen Kalkiil anzugeben, der unseren Beweisbegriff
erfasst?

Versteht man darunter einen endlichen Kalkiil I, dessen generierte Menge G genau die Menge
aller korrekten klassenlogischen Sequenzen ist, so wird man diese Frage wahrscheinlich bejahen

'Es spielt hierbei keine Rolle, welchen konkreten Triger wir fiir unsere Kalkiile wihlen und ob wir Ausdriicke als
verschachtelte Tupel oder als Zeichenketten auffassen.
2Was wir aber aus Griinden der Einheitlichkeit nicht getan haben.
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miissen. Ist man jedoch damit zufrieden, dass die Menge aller korrekten Sequenzen eine wohl-
bestimmte (d.h. genauer eine entscheidbare) Teilmenge von Gi ist, so lautet die Antwort auf
unsere Frage: Nein!?

In diesem Kapitel soll ein solcher Kalkiil GUK* angegeben werden. Es handelt sich um einen
Ausdrucks- und Beweiskalkiil vereinigenden Kalkiil. Genauer gesagt lassen sich in ihm die fol-
genden Pradikatsbestimmungen ableiten:

Pradikatsbestimmung Bedeutung

v : Variable v ist eine Variable

u : Before : w die Variable u kommt vor der Variablen v

w : Distinct : v die Variablen v und v sind verschieden

a : Bool a ist eine boolescher Ausdruck

a : Formula a ist eine Ausdruck

s : Sequent s ist eine Sequenz

s : IncludedIn : ¢ alle Glieder der Sequenz s sind auch in ¢ enthalten
v : NotFreeln : s die Variable v kommt in der Sequenz s nicht frei vor
s : Equivalent : ¢ die Sequenzen s und ¢ sind syntaktisch dquivalent
s : Entails : a der Ausdruck a folgt aus der Sequenzen s

Da dieser ,,grofse vereinheitlichte Kalkiil“ im Folgenden nicht weiter theoretisch untersucht werden
soll, wollen wir an dieser Stelle eine Zeichenketten-Repriisentation wihlen.® Den Namen der
Schlussschemata haben wir zudem Bezeichnungen wie #Axioma oder #Lemma hinzugefiigt. Dies
strukturiert und gibt uns eine zusétzliche Freiheit in der Benennung: Axiome und Lemmata
konnen denselben Namen tragen.’

Um die Lesbarkeit zu erleichtern werden wir zwischen die Definitionen der Schlussschemata ein
paar Kommentare einstreuen. Diese haben aber nur ergdnzenden Charakter. Der grofle Kalkiil
sollte, mit dem Vorwissen der vorherigen Kapitel, eigentlich auch selbsterklarend sein.

3Diese Aussagen betreffen im Ubrigen nicht nur unseren klassenlogischen Beweiskalkiil, sondern auch das pradi-
katenlogische Analogon und vemutlich sogar alle interessanten mathematischen Beweiskalkiile.

“Grand Unified Kalkuel ;-)

5Es sollte aber klar sein, dass sich auch hier leicht verschachtelte Tupel nutzen lieRen. Z.B. koénnte man etwa
v : Variable als Schreibweise fiir (—1,v) und s : Etails : a als Schreibweise fiir (—10,s,a) auffassen. In
diesem Falle wiirden wir natiirlich auch fiir die Variablen, Ausdriicke und Sequenzen unsere Tupel-Représentation
verwenden.

5Genau genommen enthilt der eigentliche Name das entsprechende Kontrollwort. Die Eindeutigkeit der Namen
ist ndmlich im Kontext unseres Bibliothek-Begriffs notwendig.
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5.1. Variablen

Die abzéhlbar vielen Variablen stellen wir in ,gestrichener Form dar:

#Axioma varO

V : Variable

#Axioma varnext (v)

v : Variable

v' : Variable

Um die Verschiedenheit von Variablen zu ,definieren” benutzen wir deren natiirliche Ordnung;:

#Axioma befnext (v)

v : Variable

v : Before

.Vl

#Axioma distbef (v|w)

v : Before

W

v : Distinct : w

Leiten wir einmal aus diesem Teilkalkiil beispielhaft die Verschiedenheit von vs und v3 ab:

Beispiel:

#Lemma somethingveryinteresting

:VIII

S

A

1

ra

[

e

:Vlll

v''''t . Dictinct
#Demonstratio

V : Variable

V' : Variable

V'' : Variable

V''' : Variable

v'''t . Before : V'"'
v'''' : Variable
v'''' . Before

v''' : Before : V'"!
V''' : Dictinct
vt'''t : Dictinct
#qed

#Axioma beftran(ul|v|w)

u : Before : v
v : Before : w

u : Before : w

#Axioma distsym(v|w)

v : Distinct : w

w : Distinct : v

#Axioma varO

#Axioma varnext (V)
#Axioma varnext(V')
#Axioma varnext(V'')
#Axioma befnext(V''')
#Axioma varnext(V''')
#Axioma befnext(V'''')

#Axioma beftran(V'''|[y'''r|yrrrry)
#Axioma distbef(V'''|V''''")
#Axioma distsym(V'''[V''''')

144



5.2. Ausdriicke

Die ,termhaften Ausdriicke und die booleschen Ausdriicke werden gemeinsam abgeleitet:

#Axioma formvar (v)

v : Variable

v : Formula

#Axioma booleq(al|b)

a : Formula
b : Formula

[a,b]Equal : Bool

#Axioma boolel(al|b)

a : Formula
b : Formula

[2,b]Element : Bool

#Axioma formthe(v|a)

v : Variable
a : Formula

The[v;a] : Formula

#Axioma formbool(a)

a : Bool

a : Formula

#Axioma booland(a|b)

a : Formula
b : Formula

[2,b]And : Bool

#Axioma boolall(v|a)

v : Variable
a : Formula

[v;alAll : Bool

#Axioma formclass(v|a)

v : Variable
a : Formula

Class([v;a] : Formula
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5.3. Sequenzen und Teilsequenzen

Sequenzen werden durch Konkatenation von Ausdriicken mit einem Leerzeichen als Trennzeichen
dargestellt.” Auf den Umgang mit der leeren Sequenz gehen wir weiter unten noch einmal ein.

#Axioma seqempty #Axioma seqform(a)

-—- a : Formula
Sequent -—-
a : Sequent

#Axioma seqadd(s|t)

s : Sequent
t : Sequent

s t : Sequent

In der Monotonieregel bendtigen wir eine ,, Teilmengen“-Beziehung von Sequenzen:

#Axioma incempty(s) #Axioma incref(s)

s : Sequent s : Sequent

___IncludedIn : s ;_: IncludedIn : s

#Axioma incaddleft(r|s|t) #Axioma incaddrightl(r|s|t)
r : IncludedIn : t t : Sequent

s : IncludedIn : t r : IncludedIn : s

;_; : IncludedIn : t ;_? IncludedIn : t s

#Axioma incaddright2(r|s|t)

t : Sequent
r : IncludedIn : s

r : IncludedIn : s t

"Bei einem Verzicht auf die Postfix-Darstellung |...]Name von booleschen Ausdriicken wiirde sich alternativ
auch eine Konkatenation ohne Trennzeichen anbieten. Wir haben uns hier aber aus Griinden der Lesbarkeit
dagegen entschieden.
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5.4. Nicht freies Vorkommen

Zur Erinnerung betrachte man die Definition

{e}, peV
frei : Lop — P(V), ¢ = { freiaUfrei 8, ¢ = (i,(),{(a,B)) mit i € Iy

freia \ u, ¢ = (i, (u), () mit i € Iaq

Der Ausgangspunkt des nicht freien Vorkommens ist die Verschiedenheit von Variablen:

#Axioma nfrdist(ulv)
u : Distinct : v

u : NotFreeln : v

Bei den Grundoperatoren reicht es die beiden Operanden zu betrachten:

#Axioma nfreq(vlalb) #Axioma nfrand(v|al|b)

a : Formula a : Formula

b : Formula b : Formula

v : NotFreeln : a v : NotFreeln : a

v : NotFreeln : b v : NotFreeln : b

v : NotFreeIn : [a,b]Equal v : NotFreelIn : [a,b]lAnd

#Axioma nfrel(vl|al|b)

a : Formula

b : Formula

v : NotFreeln : a

v : NotFreeln : b

v : NotFreelIn : [a,b]Element
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Fiir jeden Grundquantor brauchen wir zwei Schlussschemata: das erste besagt, dass die im Ope-
randen nicht frei vorkommenden Variablen auch in dem quantifizierten Ausdruck nicht frei vor-
kommen; die zweite, dass die Quantifizierungs-Variable nicht frei vorkommt.

#Axioma nfralll(v|ula)

a : Formula
v : NotFreeln : a

v : NotFreeln : [u;a]All

#Axioma nfrthel(v|ula)

a : Formula
v : NotFreeln : a

v : NotFreelIn : Thel[u;a]

#Axioma nfrcli(v|ula)

a : Formula
v : NotFreeln : a

v : NotFreelIn : Class[u;a]

Schlieflich iibertragen wir die Beziehung des nicht freien Vorkommens auf Sequenzen.

#Axioma nfrempty(v)

v : Variable

v : NotFreeln :.

#Axioma nfrall2(v|a)

v : Variable
a : Formula

v : NotFreeln : [v;alAll

#Axioma nfrthe2(v|a)

v : Variable
a : Formula

v : NotFreeIn : Thelv;a]

#Axioma nfrcl2(v|a)

v : Variable
a : Formula

v : NotFreelIn : Class[v;a]

8

#Axioma nfradd(v|s|t)

v : NotFreeln : s
v : NotFreeln : t

v : NotFreeln : s t

8Hier und im Folgenden stellen wir das Leerzeichen manchmal auch dar durch . .
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5.5. Syntaktische Aquivalenz

Auch hier ist es sinnvoll sich noch einmal die Definition der syntaktischen Aquivalenz vor Augen
zu fiihren:

=g ist die kleinste Aquivalenzrelationen auf Lp mit:

(i) Wenn @ =g v und 8 =g ¢ dann auch <i, <),<a,ﬁ>> =g <i, 0, (v, 5>> fir alle i € Igy,
a7ﬁ7 577 € LD

(ii) Wenn a =g 3 dann auch (i, (u), (@) =g (i, (u), (8)) fiir alle i € Igq, o, 8 € Lp, u €V
(iti) (7, (u), (@) =g (i, (w), (a)) fiir alle i € Igq, @ € Lp, u,w € V mit w ¢ freia \ u

(iv) Wenn o =g 8 und v =g § dann auch a! =g 62, fir alle o, 8,0,y € Lp,u €V

(v) (i,@,@) =g 6; 229 fiir alle s € Ip, & € “Lp, @ € ™V, @

il'u v1 V2
w; ¢ frei(d &) fiir alle j € lenw

€ kY injektiv, sodass

Fordern wir also zunichst die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation:

#Axioma equivref (s) #Axioma equivsym(s|t)
: Sequent : Equivalent :

: Equivalent : : Equivalent :

#Axioma equivtran(r|s|t)

: Equivalent :
: Equivalent :

: Equivalent :
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Bedingung (i):
#Axioma equiveq(alblcld)

: Formula
: Formula

T

: Equivalent : c¢
b : Equivalent : d

[a,b]Equal : Equivalent : [c,d]Equal

#Axioma equivel(alblcl|d)

: Formula
: Formula

p TP

: Equivalent : c
b : Equivalent : d

#Axioma equivand(a|blc|d)

: Formula
: Formula

p TP

: Equivalent : c¢
b : Equivalent : d

[a,b]And : Equivalent : [c,d]And

[a,b]Element : Equivalent : [c,d]Element

Bedingungen (ii) und (iii)

#Axioma equivalll(v|alb)

v : Variable
a : Formula
a : Equivalent : b

[v;2alAll : Equivalent : [v;bJAll

#Axioma equivthel(v|a|b)

v : Variable
a : Formula
a : Equivalent : b

The[v;a]l : Equivalent : Thel[v;b]

#Axioma equivcli(v|al|b)

v : Variable
a : Formula
a : Equivalent : b

Class([v;a] : Equivalent : Class[v;b]

#Axioma equivall2(v|alb)

v : Variable
a : Formula
w : NotFreeln : [v;a]lAll

[v;alAll : Equivalent : [w;Sub{a;w,v}]JAl1l

#Axioma equivthe2(v|alb)

v : Variable
a : Formula
w : NotFreeln : [v;a]lAll

The[v;al : Equivalent : Thel[w;Sub{a;w,v}]

#Axioma equivcl2(v|alb)

v : Variable
a : Formula
w : NotFreeln : [v;a]All

The[v;al : Equivalent : Thel[w;Sub{a;w,v}]
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Bedingung (iv)
#Axioma equivsub(alc|v|bl|d)

: Formula

: Formula

: Variable

: Equivalent : b
: Equivalent : d

o P < 0P

Sub{z;c,v} : Equivalent : Sub{b;d,v}

Auf Bedingung (v) ist bei der Definition jeder konkreten Syntaxerweiterungen einzugehen.

SchlieRlich ist die syntaktische Aquivalenz auf Sequenzen zu iibertragen.

#Axioma equivadd(qls|r|t)

q : Equivalent : s
r : Equivalent : t

q r : Equivalent : s t
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5.6. Substitution

In Kapitel 3 hatten wir sub’ : L, MLp MV — Lp, (@,7,v) — ¢ definiert durch

(

e faHS()O:’U
®, falls p € V\ v
pr =1 (0,0, (), B1)), falls o= (i,(), (e, B)) mit i € Igy
¥, . o und y = v oder v ¢ frei p
_ falls © = (7, {u), tiel
g (anyyy, PTGl ) mitic g

fall frei
wobei 4 := u,f alls u & freip ; in beiden Fillen ist also @ ¢ freip(v v ¢).
v (v vy ), sonst

und damit dann die allgemeine Substitution subp durch
subp : Lp M Lp MV — Lp, (@,7,v) — @) :=sub’"(Redp ¢,7,v) .

Auch die Substitutionsumformungen realisieren wir mit der syntaktischen Aquivalenz. Mit Hin-
blick auf das gerade angegebene #Axioma equivsub reichen offenbar die folgenden Regeln aus.”

Der Variablenfall und der erste Fall der Grundquantoren werden abgedeckt durch:
#Axioma subtrivi(v|c) #Axioma subtriv2(al|v)

: Variable : Formula
: Formula : Variable

Sub{v;c,v} : Equivalent : Sub{a;v,v} : Equivalent :

#Axioma subtriv3(alc|v)

: Formula
: Formula
: NotFreeln :

Sub{z;c,v} : Equivalent :
Fiir die Grundjunktoren:

#Axioma subeq(alblc|v)

: Formula
: Formula
: Formula
: Variable

Sub{[2,b]Equal;c,v} : Equivalent : [Sub{a;c,v},Sub{b;c,v}]Equal

9Man beachte auch, dass @) =, falls v = v oder v ¢ frei p.
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#Axioma suband(al|blc|v)

a : Formula
b : Formula
c : Formula
v : Variable

Sub{[a,b]And;c,v} : Equivalent : [Sub{z;c,v},Sub{b;c,v}]And

#Axioma subel(alblcl|v)

a : Formula
b : Formula
c : Formula
v : Variable

Sub{[a,b]Element;c,v} : Equivalent : [Sub{a;c,v},Sub{b;c,v}]Element

Der zweite Fall der Grundquantoren ist enthalten in:

#Axioma suball(ulalc|v]|w)

¢ : Formula
v : Variable
w : NotFreeln : [u;a]All c v

Sub{ [u;a]All;c,v} : Equivalent : [w;Sub{Sub{a;w,u};c,v}]ALl

#Axioma subthe(ulalc|v|w)

c : Formula
v : Variable
w : NotFreeIn : [u;alAll c v

Sub{The[u;a];c,v} : Equivalent : Thel[w;Sub{Sub{a;w,u};c,v}]

#Axioma subcl(ulalc|v|w)

c : Formula
v : Variable
w : NotFreeIn : [u;alAll c v

Sub{Class[u;al;c,v} : Equivalent : Class[w;Sub{Sub{a;w,u};c,v}]
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5.7. Syntaxerweiterungen

Wir definieren nun noch die in der Formulierung des Beweiskalkiils verwendeten eingefiihrten
Operatoren.

#Definitio true(v) #Definitio false(v)
v : Variable v : Variable

True : Equivalent : [v;[v,v]Equal]All False : Equivalent : [v;v]All

#Definitio nonsense(v) #Definitio domain(v)
v : Variable v : Variable
Nonsense : Equivalent : The[v;False] Domain : Equivalent : Class[v;True]

#Definitio not(a)

a : Formula

Not[a] : Equivalent : [[a,True]Equal,False]Equal

Die eingefiihrten Operatoren erben die freien Variablen und die Eigenschaft des Boolesch-Seins
von ihren Definientia, deshalb benétigen wir die folgenden Schlussschemata.

#Axioma boolequiv(al|b) #Axioma formequiv(al|b)
a : Equivalent : b a : Equivalent : b

a : Bool a : Formula

b : Bool b : Formula

#Axioma nfrequiv(v|s|t)

v : NotFreeln : s
s : Equivalent : t

v : NotFreeln : t
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5.8. Beweisrelation

Nun haben wir alle Vorbereitungen getroffen um die Schlussschemata des Beweiskalkiils anzuge-
ben:

Grundregeln

#Axioma mon(s|t|a) #Axioma assum(s|a) #Axioma chain(s|al|b)
s : IncludedIn : t s : Sequent s : Entails : a
a : Formula s a : Entails : b

s : Entails : a -
o —— s : Entails : b

t : Entails : a s a : Entails : a

#Axioma case(s|alb) #Axioma fre(s|a)

a : Bool s : Entails : a

s a : Entails : b s : Entails : [a,TruelEqual

s [a,FalselEqual : Entails : b

s : Entails : b

Konjunktionsregeln

#Axioma konl(s|al|b) #Axioma kon2(s|alb) #Axioma kon3(s|al|b)

s : Entails : [a,b]And s : Entails : [a,b]And s : Entails : a
-—- -—- s : Entails : b
s : Entails : a s : Entails : b -—-
s : Entails : [a,b]And

Gleichheitsregeln

#Axioma ref (s|a) #Axioma sub(sl|alcld|v)
s : Sequent s : Entails : Sub{a;c,v}
a : Formula s : Entails : [d,c]Equal

— s : Entails : Sub{a;d,v}
s : Entails : [a,a]Equal
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Allquantorregeln

#Axioma gen(s|alulv)

u : NotFreeln : s [v;a]All
s : Entails : Sub{a;u,v}
s : Entails [v;a]All

Kennzeichnungsregeln

#Axioma thel(sl|alclulv)

u : NotFreeIn : s Thel[v;al] c
s : Entails : Sub{a;c,v}
s Sub{a;u,v} : Entails [u,c]Equal

s : Entails [The[v;al,clEqual

#Axioma the3(slalcld|v)

: Sub{a;c,v}
: Sub{a;d,v}
[[c,d]Equal]lNot

s : Entails
s : Entails
s : Entails

s : Entails

Klassenregeln

#Axioma cli(s|cldl|v)
s : Entails [d,c]Element

s : Entails

#Axioma cl3(sl|alv)
s : Sequent

a : Formula
v : Variable

s : Entails

[The[v;a] ,Nonsense] Equal

[c,Class[v; [v,c]Element] ]JEqual s

#Axioma part(slalc|v)
s : Entails [v;a]All

s : Entails : Sub{a;c,v}

#Axioma the2(s|alv)
s : Entails [v; [a]Not]All

s : Entails [The[v;a],Nonsense]Equal

#Axioma cl2(s|c|d)
s : Entails [c,d]Element

: Entails [c,Domain]Element

[[Class[v;2a],Nonsense]Equal]lNot
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#Axioma absi(s|alc|v) #Axioma absi(s|alc|v)
s : Entails : [c,Domain]Element s : Entails : [c,Class[v;a]]Element
s : Entails : Sub{a;c,v} -

R s : Entails : Sub{a;c,v}
s : Entails : [c,Class[v;a]l]lElement

#Axioma nons(s)

s : Sequent

s : Entails : [[Nonsense,Domain]Element]Not

#Axioma ext(slalblulv|w)
w : NotFreeln : s Class[u;a] Class([v;b]

s [w,Class[u;al]lElement : Entails : [w,Class[v;b]l]Element
s [w,Class[v;b]]Element : Entails : [w,Class[u;a]]Element

s : Entails : [Class[u;a],Class[v;b]l]Equal

Regel der syntaktischen Aquivalenz

#Axioma seq(slalt|b)
s : Entails : a
s : Equivalent : t

a : Equivalent : b

t : Entails : b
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5.9. Leere Sequenzen

Wir haben hier Sequenzen als eine durch Leerzeichen getrennte Folge von Ausdriicken dargestellt.
Der Verkettung von Sequenzen entspricht dann das durch ein Leerzeichen getrennte Hinterein-
anderschreiben von Zeichenketten. Das ist sehr praktisch und intuitiv. Allerdings bringt die leere
Sequenz, die wir durch die leere Zeichenkette darstellen, eine Schwierigkeit mit sich: Es kénnen
ungewollte Leerzeichen entstehen. So hat etwa die Voraussetzungsregel

#Axioma assum(s|a)

Sequent
Formula

Entails
wenn fiir s die leere Sequenz eingesetzt wird, die folgende Gestalt:

#Axioma assum(|a)
Sequent

Formula

Entails

Fiir einen vollstdndig exakten Gebrauch dieses Kalkiils sind deshalb noch die beiden folgenden
Schlussschemata notwendig. '

#Axioma wsleftdel (x) #Axioma wsleftadd(x)

Finem mit dem Kalkiil arbeitenden Menschen (oder auch einem Proof-Checker) kann und sollte man natiirlich
sagen, dass er vorangestellte Leerzeichen ignorieren darf. Die Berechtigung dafiir sind jedoch die hier angegebe-
nen Aufrdum-Regeln. Ein anderer Ausweg wére natiirlich, dass man fiir die entsprechenden Regeln (wie etwa
die Voraussetzungsregel) ein eigenes Axiom fiir die leere Sequenz fordert.

Ich glaube im Ubrigen, dass es keine bessere Darstellungsmdoglichkeit fiir Sequenzen gibt. Auch mit anderen
Darstellungen von Sequenzen als Zeichenketten wird man dhnliche Probleme bekommen. (Man beachte, dass
wir eine liickenlose Hintereinanderschreibung von Ausdriicken aufgrund unserer Prafix- und Postfix-Notation
der Operatornamen nicht verwenden kénnen. Verwendet man nur die Prafix-Notation wére eine solche liicken-
lose Verkettung aus mathematischer Sicht sicherlich asthetischer. Allerdings ldsst sie sich nicht so gut lesen
und zudem wiirde man eventuell Probleme mit der Bezeichnung von direkt nebeneinander geschriebenen Meta-
Variablen bekommen.)
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5.10. Erganzungen

Wenngleich die obigen Schlussschemata prinzipiell ausreichen, um alle korrekten klassenlogischen
Sequenzen (in Form von parameter- und pramissenlosen Schlussschemata mit Konklusionen der
Gestalt ... : Entails : ...) abzuleiten, wollen wir hier noch ein paar praktische Erweite-
rungen einfiihren, die bei der Ableitung von einigen Schlussschemata (die Parameter enthalten)
sogar notwendig sind.

Zunichst halten wir die Beobachtung fest, dass die Substitution das Boolesch-Sein eines Aus-
druckes nicht beeinflusst.

#Axioma boolsub(al|c|v) #Axioma formsub(al|c|v)
Bool : Formula
Formula : Formula
Variable : Variable
Sub{a;c,v} : Bool Sub{a;c,v} : Formula

Weiter wollen wir auch hier iiber die n-te in einer Sequenz s nicht (frei) vorkommende Variable
sprechen kénnen. Wir bezeichnen sie durch v{s}, wobei v die n-te Variable in der Folge der
Variablen V, V?, V> ... sei.!! Dies ermdglicht uns auch beim Vorhandensein von Meta-Variablen
noch nicht genutzte Variablen einzufiihren.

#Axioma varvnfr(v|s) #Axioma distvnfr(v|wl|s)
Variable : Distinct
Sequent : Sequent
{s} : Variable {s} : Distinct : w{s}
#Axioma nfrvnfr(v|s) #Axioma nfrincl(v|s|t)
Variable : NotFreeln :
Sequent : IncludedIn :
{s} : NotFreeln : : NotFreeln :

1Es ist hierbei egal, ob man die Variable v{s} so interpretiert, dass sie in s gebunden vorkommen darf, oder
nicht. Wichtig ist nur, dass sie nicht frei in s vorkommen darf.
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Ebenfalls praktisch fiir die Ableitung von Schlussschemata mit Meta-Variablen sind die folgenden

,Backwards-Regeln‘:
#Axioma nfrbackandl(v|alb)

v : NotFreeln : [a,b]lAnd

v : NotFreeln : a

#Axioma nfrbackeql(vl]alb)

v : NotFreeIn : [a,b]lEqual

v : NotFreeln : a

#Axioma nfrbackell(v|alb)

v : NotFreelIn : [a,b]Element

v : NotFreeln : a

#Axioma nfrbackall(v|ula)

v : Distinct : u
v : NotFreeln : [u;alAll

v : NotFreeln : a

#Axioma nfrbackclass(v|ula)

v : Distinct : u
v : NotFreelIn : Class[u;a]

v : NotFreeln : a

#Axioma nfrbackand2(v|alb)

v : NotFreeln : [a,b]lAnd

v : NotFreeln : b

#Axioma nfrbackeq2(vl|alb)

v : NotFreeIn : [a,b]lEqual

v : NotFreeln : b

#Axioma nfrbackel2(v|alb)

v : NotFreelIn : [a,b]Element

v : NotFreeln : b

#Axioma nfrbackthe(v|ula)

v : Distinct : u
v : NotFreelIn : Thelu;a]

v : NotFreeln : a
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Es lassen sich manche der obigen Schlussschemata so anwenden, dass auch innerhalb oder nachfol-
gend der Zeichenkette iiberfliissige Leerzeichen entstehen. Wir konnten deshalb weitere Aufraum-

Regeln hinzufiigen.?

#Axioma wsbetdel (x|v)

#Axioma wsrightdel (x|y)

#Axioma wsbetadd(x|v)

#Axioma wsrightadd(x|y)

Im Ubrigen ist es sehr praktisch die syntaktische Aquivalenz mit der antezedenslosen abgeleiteten
Gleichheit zu identifizieren. Dafiir ist nur noch das folgende Schlussschema notwendig.!?

#Axioma equiveq(alb)

Entails : [a,b]Equal

Equivalent

2 Auch hier will man natiirlich die Anwendung dieser Regeln in den seltensten Fillen zu Gesicht bekommen. Da
entsprechende Situationen nur durch Ungeschick entstehen kénnen (was noch genauer zu priifen wére), sind diese
Regeln im Ubrigen auch nicht notwendig. Allerdings ist zu bemerken, dass durch die Regeln wsrightdel und
wsrightadd in gewisser Weise gerechtfertigt wird, dass in den Beweiszeilen von formalen Ableitungen zwischen
Inhalt und Angabe des angewendeten Schlussschemas beliebig viele Leerzeichen stehen diirfen. Hier stofsen
wir auf das Problem, dass das Leerzeichen sowohl als inhaltliches Zeichen, als auch als reines Layout-Zeichen

aufgefasst wird.

13 Allerdings muss dann genau genommen ein neuer Korrektheitsbeweis durchgefiihrt werden. Man siehe dazu

auch Seite 109.
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5.11. Beispiel-Ableitungen

Abschlieftend wollen wir hier einmal beispielhaft die Ableitungen der KS2-Regel und SYM-Regel
von Seite 72 angeben bzw. andeuten:

#Lemma ks2(s|alblc)

Sequent
Formula
Formula

O o o0

Formula

s a : Entails : b
s b : Entails : c

s a : Entails : c

#Demonstratio

s Sequent #Praemssio

a Formula #Praemssio

b Formula #Praemssio

C Formula #Praemssio

s a : Entails : b #Praemssio

s b : Entails : c #Praemssio

s : IncludedIn : s #Axioma incref (s)

a : Sequent #Axioma seqform(a)

s : IncludedIn : s a #Axioma incaddright2(s|sla)

b : Sequent #Axioma seqform(b)

s : IncludedIn : s a b #Axioma incaddright2(s|s alb)
b : IncludedIn : b #Axioma incref (b)

b : IncludedIn : a b #Axioma incaddrightl(blalb)

b : IncludedIn : s a b #Axioma incaddrightl(blsla b)
s b : IncludedIn : s a b #Axioma incaddleft(s|bls a b)
s a b : Entails : ¢ #Axioma mon(s bls a blc)

s a : Entails : c #Axioma chain(s al|blc)

#qed

Es ist erstaunlich wie viele Zwischenschritte notwendig sind, um die offensichtliche Inklusionsbe-
ziechung s b : IncludedIn : s a b abzuleiten; das ist der Preis fiir die absolut-axiomatische
Methode. Natiirlich miissten zumindest die fiir den Menschen vollkommen uninteressanten Ab-
leitungen syntaktischer Beziehungen automatisch generiert werden konnen und lesbarere Dar-
stellungen moglich sein, wenn ein derartiges System wirklich genutzt werden sollte.!

147ch glaube, dass sich grundsétzlich auf dem hier angegebenen voll-axiomatischen Kalkiil aufbauend ein derartiges
System realisieren lésst, welches einerseits durch liickenfiillende Hilfsprogramme und automatisch generierbare
Darstellungen praktisch nutzbar ist und andererseits (bei Bedarf) die vollstdndigen zugrundeliegenden Ablei-
tungen ausgeben kann. Ein paar Gedanken dazu habe ich am Ende des nédchsten Kapitels niedergeschrieben.
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Die wesentlichen Schritte der Ableitung von SYM sind gegeben durch:

#Lemma sym(s|al|blc)

: Sequent
: Formula
: Formula

O T o w0

: Formula
s : Entails : [a,b]Equal

s : Entails : [b,a]Equal

#Demonstratio

s : Sequent #Praemssio

a : Formula #Praemssio

b : Formula #Praemssio

c : Formula #Praemssio

s : Entails : [a,b]Equal #Praemssio

s : Entails : [b,b]Equal #Axioma ref(s|b)

[b,b]Equal : Equivalent : Sub{[b,V{b}]Equal;b,V{b}}

s : Entails : Sub{[b,V{b}]Equal;b,V{b}}

s : Entails : Sub{[b,V{b}]Equal;a,V{b}} #Axioma sub(s|[b,V{b}]Equall|blalV{b})
Sub{[b,V{b}]Equal;a,V{b}} : Equivalent : [b,alEqual

s : Entails : [b,a]Equal
#qed
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6. Post-Kalkile

Man kann freilich die Zahlzeichen mechanisch gebrauchen, wie man papagei-
mafig sprechen kann; aber Denken mdchte das doch kaum zu nennen sein. Es
ist nur maglich, nachdem durch wirkliches Denken die mathematische Zeichen-
sprache so ausgebildet ist, dafl sie, wie man sagt, fir einen denkt.

Gottlob Frege, Grundlagen der Arithmetik

Wenden wir uns nun noch einmal dem Kalkiil-Begriff zu. Wir wollen mit den (nach Emil Leon
Post benannten) kanonischen Post-Kalkiilen (engl. Post canonical systems) eine natiirliche Ge-
samtheit von Kalkiilen iiber Zeichenketten angeben, die Turing-vollstédndig ist. Durch ein paar
Beispiele soll deutlich gemacht werden, wie sich viele formale Systeme auf recht natiirliche Art
und Weise durch Post-Kalkiile beschreiben lassen.

Abschliefsend wollen wir einen Programmentwurf fiir einen Post-Kalkiil-Checker andeuten, wel-
cher (zumindest theoretisch) beliebige endliche Bibliotheken iiber solchen Kalkiilen verifizieren
kann. Da es sich bei dem grofsen vereinheitlichten Kalkiil von Kapitel 5 um einen Post-Kalkiil
handelt, wiare damit insbesondere ein Proof-Checker fiir die Klassenlogik gegeben.

6.1. Post-Kalkile

Sei A ein Alphabet, d.h. eine nichtleere endliche Menge, und M := *A die Menge aller Zei-
chenketten iiber A. Alle verbreiteten Kalkiile K iiber Zeichenketten haben die Eigenschaft, dass
die Zeilen (d.h. die Prémissen und Konklusionen) der Schlussschemata F' € K Funktionen der
Gestalt

f : parFM — M, ar> bo*aio*---*bk,l*aiMI * by,

sind, mit Konstanten bg,...,by € M und ig,...,ir_1 € par F. Fiir n € N definieren wir daher
die Menge aller n-stelligen Ersetzungsfunktionen in A durch

BFy = { /s fe b e =i

wobei
fll "M —> M, da— *_}(bj*aij) * b

b leni *
Lb jelend

Setzen wir
Kot = {F € SCHy; pr; <« F € EFf,  fiir alle j € len F'}

so ist ein kanonischer Post-Kalkiil iiber A ein endliches K C ICiS‘OSt. Ein unendliches IC C ICiS‘OSt
wollen wir hier einen unendlichen Post-Kalkiil nennen.
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Es ist ein bekanntes Resultat, dass die Gesamtheit aller kanonischen Post-Kalkiile im folgenden
Sinne Turing-vollsténdig ist:

6.1 Satz

Sei A ein beliebiges Alphabet. Fin X C *A ist rekursiv aufzdhlbar genau dann, wenn ein
Alphabet B D A und ein kanonischer Post-Kalkil IC tiber B existiert mit X = G N *A.

Alle in Kapitel 1 und 2 angegebenen Ausdruckskalkiile (und trivialerweise auch der parameterlose
klassenlogische Beweiskalkiil) sind, falls wir sie (mithilfe einiger willkiirlicher Festlegungen) als
Kalkiile iiber Zeichenketten auffassen, unendliche Post-Kalkiile. Der grofe vereinheitlichte Kalkiil

ist sogar ein kanonischer Post-Kalkiil. Aber auch andere ,Formalismen* lassen sich auf natiirliche
Art und Weise als Post-Kalkiile auffassen:

6.1.1. Turingmaschinen

Wir wollen hier exemplarisch eine Turingmaschine My,q43, die (in Bindrdarstellung) die Funktion
,modulo 3 berechnet, durch einen Post-Kalkiil beschreiben.

Das Bandalphabet von M43 besteht aus dem Leerzeichen (.) und den Ziffern 0 und 1. Dies
erfassen wir durch die drei (parameterlosen) Schlussschemata

#Axioma symbolspace #Axioma symbolO #Axioma symboll

: Symbol 0 : Symbol 1 : Symbol

M0a3 besitzt die Zusténde A, B, C und den Endzustand Halt. Der Anfangszustand sei A. Die
Uberfithrungsfunktion von My,0q3 ist gegeben durch:

aktueller aktuelles neues Lesekopf- neuer
Zustand Symbol  Symbol Bewegung Zustand

A - 0 rechts Halt
A - rechts A
A 1 - rechts B
B - 1 rechts Halt
B - rechts C
B 1 - rechts A
C o 1 rechts A
C - rechts B
C 1 - rechts C

Das leere rechts-unendliche Band der Maschine geben wir an durch
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Da wir natiirlich kein wirklich unendliches Band durch eine endliche Zeichenkette reprasentieren
konnen, simulieren wir ein potentiell-unendliches Band mithilfe einer (bei Bedarf anwendbaren)

schrittweisen Bandverldngerung.

#Axioma extendright (x)

X

% |

Befindet sich die Maschine im Zustand X und der Lesekopf an einer bestimmten Position, so

machen wir dies deutlich durch:

Wir kénnen nun die Uberfiihrungsregeln von M0q3 leicht als Schlussschemata angeben:

#Axioma ruleAspace(x,y,z)

y : Symbol
z|A: |ylz

%|0|Halt:y |z

#Axioma ruleBspace(x,y,z)
y : Symbol

%|B: |ylz

%|1|Halt:y |z

#Axioma ruleCspace(x,y,z)

y : Symbol
z|C: |ylz

“|1lA:y]z

#Axioma ruleAO(x,y,z)

y : Symbol
“|A:0]y]z
| |A:y]z

#Axioma ruleBO(x,y,z)

y : Symbol
%|B:0|y|z
| |C:ylz

#Axioma ruleCO(x,y,z)

y : Symbol
z|C:0|y|z
| |B:yl|z

Dann schmeiflen wir die Maschine mal an ...

#Axioma rulelAl(x,y,z)

y : Symbol
“|A:1]y]z
| IB:ylz

#Axioma ruleBl(x,y,z)

y : Symbol
%|B:1lylz
| [A:ylz

#Axioma ruleCl(x,y,z)

y : Symbol
z|C:1lylz
| 1C:ylz
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Beispiel 1: 14 modulo 3 = 2

#Theorema 14mod3

[A:1]1]1]0]

[ I | | [1]0]|Halt:

#Demonstratio
[A:1[1]1]0]

: Symbol
0 : Symbol
1 : Symbol
| IB:1]1]0]
| | lA:1]0]
[ | | IB:0Ol
| 1 1 IB:0Ol |
11 Ic: |
LD Ic: ||
[ I B R D S
[ O R B S
[ | | | I1/0|Halt:
#qed

Beispiel 2: 27 modulo 3 = 0

#Theorema 27mod3

[A:1]1]0]1]1]

111 || [0lHalt:

#Demonstratio
[A:1]1]0(1]1]
: Symbol

0 : Symbol

1 : Symbol

| IB:1]0l1]1]

| | [A:0[1[1]

[ 1 A1)

I 1| IB:1]
L1 IB:Ll |
[ O A
Frr 1 TA |
Ll

#qed

| | |0lHalt:

#Praemissio

#Axioma symbolspace
#Axioma symbolO
#Axioma symboll
#Axioma ruleAl1(,1,110/)
#Axioma ruleB1(| ,1,0])
#Axioma ruleAl(]| | ,0,)

#Axioma extendright(| | | |B:0l)

#Axioma ruleBOC| | | , ,)

#Axioma extendright(| | | | IC: |)

#Axioma ruleCspace(| | | | , ,)

#Axioma extendright(| | | | |1]1A: |)

#Axioma ruleAspace(| | | | 11, ,)
#Praemissio

#Axioma symbolspace
#Axioma symbolO

#Axioma symboll

#Axioma ruleAl1(,1,0[1]11])
#Axioma ruleB1(| ,0,111[)
#Axioma ruleAO(| | ,1,1])

#Axioma ruleAl (| | | ,1,)

#Axioma extendright(| | | | [|B:1l)
#Axioma ruleB1(| | | | , ,)

#Axioma extendright(| | | | | | [A: |)
#Axioma ruleAspace(| | | | | |, ,)
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Beispiel 3: 37 modulo 3 = 1

#Theorema 37mod3

[A:1]0]0[1]0]1]

[ L[| 1 [1lHalt: |
#Demonstratio
[A:1]0]0l110]1] #Praemissio
: Symbol #Axioma symbolspace
0 : Symbol #Axioma symbolO
1 : Symbol #Axioma symboll
| IB:0lOI1]0]1] #Axioma ruleAl(,0,0]1]10]11])
| | |c:ol1l0(1] #Axioma ruleBO(| ,0,1]0/1])
[ | | IB:1]0[1] #Axioma ruleCO(| | ,1,0111)
[ | | | [A:0]1] #Axioma ruleB1(| | | ,0,1])
[ 11 || 1A:1] #Axioma ruleAOC| | | | ,1,)
[ 11 || JA:1] | #Axioma extendright(| | | | | [A:1])
[ L1 IB: | #Axioma ruleAlCl | | | | , ,)
[ T T T - O #Axioma extendright(l | | | | | IB: |)
[ 1| 1 | | |1|Halt: | #Axioma ruleBspace(l | | | | | , ,)

#qged

Die Turingmaschine M43 ist natiirlich noch sehr simpel. Um anzudeuten, dass Turingmaschinen
sehr leicht und natiirlich durch Post-Kalkiile beschrieben werden konnen, reicht sie uns jedoch
allemal.

Man beachte, dass wir mit unserem Kalkiil auch unsinnige Zeichenketten wie etwa
,0 @ Symbol | [

ableiten konnen. Es ist in vielen Post-Kalkiilen der Fall, dass die ,interessierende Menge* ei-
ne echte Teilmenge der durch das Kalkiil generierten Menge ist. (Man beachte dazu auch den
Satz 6.1.) Wir hitten im Ubrigen auch auf Kennzeichnungen der Art x : Symbol ginzlich ver-
zichten konnen. Anstatt der einen Regel

#Axioma ruleAspace(x,y,z)

: Symbol
[A: |yl

[O|Halt:v|

miissten wir dann allerdings die drei Regeln

#Axioma rulel(x,z) #Axioma rule2(x,z) #Axioma rule3(x,z)
[A: | | [A: |0} [A: |1}
[0|Halt: | [0|Halt: 0| [O|Halt:1]|
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formulieren. In unserem konkreten Falle kénnten wir auch nur die Regel
#Axioma ruleAspace(x,z)

[A: |

[0|Halt:

verwenden. Diese Vereinfachung lasst sich jedoch (aufgrund unserer Postfix-Notation |X:al| des
Lesekopfs) fiir Regeln, die Lesekopf-Bewegungen nach links beschreiben, nicht durchfiihren.

6.1.2. Primitiv Rekursive Arithmetik

Die Primitiv Rekursive Arithmetik (PRA) wird oft als eine konkrete Erscheinungsform des
finiten Schliefens aufgefasst.! In [Goo54] hat Goodstein eine besonders einfache und Logik-freie
Formulierung von PRA gegeben. Wir fithren hier eine weitere Vereinfachung durch, indem wir
auch auf die Substitution verzichten.?

Der Ausgangspunkt von PRA sind die Null 0 und die Nachfolgerfunktion S. Wir kénnen damit
bereits alle natiirlichen Zahlen durch Terme der Gestalt S S ... S 0 darstellen. Neben den
natiirlichen Zahlen beschéftigen uns ferner endlichstellige Funktionen auf den natiirlichen Zahlen.
Die Aussage ,,f ist eine n-stellige Funktion® driicken wir aus durch

f : Function : n

Hierbei fassen wir die natiirlichen Zahlen als O-stellige Funktionen auf. Sind a,b,c natiirliche Zah-
len und £ eine 3-stellige Funktion so verwenden wir fiir die Funktionsanwendung die klammerfreie
Darstellung

fabc.

Wir erlauben uns auch eine partielle Anwendung £ a, durch die wir in diesem Falle eine 2-stellige
Funktion erhalten wiirden. Genauer sei das Bisherige zusammengefasst durch die drei folgenden
Schlussschemata:

#Axioma funczero #Axioma funcsuc #Axioma funcapply(f,a,k)

-—- -—- : Function : S
0 : Function : O S : Function : S O : Function : O

: Function :

Es ldsst sich damit bereits fiir jede natiirliche Zahl ableiten, dass sie eine O-stellige Funktion
ist.

!Siehe etwa [Tai81].

’In [Goob4] wird eine metasprachliche Substitution vorausgesetzt, auf die gar nicht explizit eingegangen wird.
Auch ist das System mit seinen 4 angegebenen Schlussregeln nur scheinbar einfacher als das unsrige, da einige
Nebenbedingungen dort nur metasprachlich angedeutet sind.
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Auch in PRA gibt es Variablen. Wie im grofen vereinheitlichten Kalkiil wollen wir sie durch
Lw2Apostrophierung® aus einer ,Urvariablen® erzeugen.

#Axioma varO #Axioma varnext (x)

-——- : Variable
X : Variable -

! Variable

Variablen stehen immer fiir natiirliche Zahlen. Allerdings ist es notwendig, eine neue Kategorie
von Funktionsausdriicken einzufiihren. Wir nennen sie XFunktionen, da sie Variablen enthalten
diirfen (welche die Rolle von Parametern spielen).

#Axioma xfuncvar (x) #Axioma xfuncfunc(f,k) #Axioma xfuncapply(f,a,k)
Variable : Function : : XFunction : S
-—- -—- : XFunction : O

XFunction : O : XFunction : -——
XFunction

Nachdem wir uns bisher eigentlich nur mit Term-Charakterisierungen beschéftigt haben, wollen
wir uns nun den eigentlichen Aussageformen von PRA zuwenden, den Gleichheiten.? Die Gleich-
heit sei eine Aquivalenzrelation zwischen XFunktionen? (zu denen natiirlich die Zahl-Terme ge-
horen), die bei der Funktionsanwendung vererbt wird.

#Axioma eqref (f,k) #Axioma eqsym(f,g) #Axioma eqtran(f,g,h)

XFunction : = =

#Axioma eqapply(f,a,g,b,k)

XFunction : S
XFunction : O

3Es wire sicherlich systematischer, die Gleichheit durch a : Equal : b auszudriicken. Wir haben uns hier aller-
dings fiir die lesbarere Darstellung a = b entschieden.

“Hier weichen wir von den iiblichen PRA-Darstellungen ab, in denen die Gleichheit auf Zahl-Terme beschrinkt
ist. Ich glaube jedoch, dass sich in dem hier angegebenen System keine zusétzlichen (interessanten) Aussagen
ableiten lassen, dass also letztendlich die gleiche Ausdrucksstéirke vorliegt. Es konnte ein interessantes Vorhaben
sein, diese Vermutung zu prézisieren und zu beweisen bzw. zu widerlegen. Betont sei jedoch, dass sich in unserem
System anders als etwa in Godels System T (siehe [G6d58|) keine Funktionen von Funktionen bilden lassen.
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Das Herzstiick von PRA sind die Induktionsaxiome. Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es n Instan-
zen: je eine fiir jede Argument-Stelle der n-stelligen Funktionen.” Wir geben hier die Axiome
fiir die 1- und 2-stelligen Funktionen an und eines fiir die 3. Stufe. Es sollte klar sein, wie die
hoherstelligen Instanzen zu formulieren sind.

#Axioma eqindl_1(f,g,h) #Axioma eqind2_2(f,g,h) #Axioma eqind2_1(f,g,h)
Function SO0 Function SSO Function SSO
Function SO0 Function SSO : Function SSO

: XFunction : S 0 : XFunction : S 0O : XFunction : S 0O
0=g20 X' 0=gX'0 0X'"=go0X'
S X = X X' s X = X' X S X X' = X X'
S X = X X' s X = X' X S X X' = X X'
#Axioma eqind3_3(f,g,h)
Function SSSO
Function SSSO
XFunction : S O
X"X''"0=gX"X'""O0
X" X''" s X = X' X' X
X" X' S X = X' X' X

Mit den bisher angegebenen Schlussschemata ist der fixe Kern von PRA beschrieben. Hinzu
kommen nur noch explizite und induktive Funktionsdefinitionen. Allerdings muss dazu gesagt
sein, dass in diesem Falle (anders als etwa in der Klassenlogik) die Definitionen zu einer groferen
Ausdrucksstirke fithren.%

Die Definition einer Funktion enthélt zwei Bestandteile. Es muss die Stelligkeit der Funktion fest-
gelegt und dann die eigentliche Definition gegeben werden. Die entsprechenden Schlussschemata
bezeichnen wir durch #Definiendum und #Definitio; sie verhalten sich syntaktisch natiirlich
vollkommen identisch wie die Axiome. Die Namen der Funktionen wollen wir mit einem Grofs-
buchstaben beginnen lassen.

SMithilfe der unten beschriebenen Funktions-Definitionen wiirde es jedoch reichen (auf Kosten von technischeren
Beweisen), fiir jede Stufe nur ein Axiom zu fordern.

Dies liegt natiirlich im Wesentlichen an den induktiven Definitionen. Bei ihnen handelt es sich némlich nicht
um Abkiirzungs-Definitionen im Sinne Freges (Siehe die Anmerkung auf Seite 97), sondern eher um implizite
axiomatische Charakterisierungen. In stidrkeren Systemen, wie etwa ZFC, ist es jedoch moglich, dass induktive
Definitionen als explizite Definitionen aufgefasst werden kénnen. Das ist auch der Grund, warum man die indukti-
ven Definitionen von PRA als Definitionen akzeptiert, man denkt ndmlich fiir gewShnlich (zumindest unbewusst)
in einem stirkeren Meta-System, dass die eindeutige Existenz der entsprechenden Funktionen sichert.
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Beispiele fiir explizite Definitionen

1. Identitatsfunktion:
#Definiendum defumid #Definitio defid(a)

- a : XFunction : O
Id : Function : S O o
Id a = a

2. Plus-3-Funktion:
#Definiendum defumplus3 #Definitio defplus3(a)

== a : XFunction : O
Plus3 : Function : S O R
Plus3 a =S S S a

3. 3-stellige konstante 2-Funktion:

#Definiendum defumzweil #Definitio defzwei3(a,b,c)
-—- a : XFunction : O
Zwei3 : Function : S S S 0 b : XFunction : O

¢ : XFunction : O

Zwei3 a b c =850
Beispiele fiir induktive Definitionen
1. Vorgéngerfunktion:

#Definiendum defumpred

Pred : Function : S O

#Definitio defpredzero #Definitio defpredsuc(a)

___ a : XFunction : O
Pred 0 = 0 ---
Pred S a = a

2. Addition:

#Definiendum defumplus

Plus : Function : S S O
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#Definitio defpluszero(a) #Definitio defplussuc(a,b)

: XFunction : O : XFunction : O
-—— : XFunction : O
Plus 0 = -——-
Plus S = S Plus
3. Multiplikation:
#Definiendum defummult
Mult : Function : S S O
#Definitio defmultzero(a) #Definitio defmultsuc(a,b)
: XFunction : O : XFunction : O

o : XFunction : O
Mult 0=0 -
Mult S = Plus Mult

Das Prinzip der expliziten und induktiven Definitionen sollte damit klar sein. Im konkreten
Arbeiten mit PRA kénnen Definitionen bei Bedarf hinzugefiigt werden. Dass syntaktisch korrekte
und zirkelfreie Definitionen gefiihrt werden, muss natiirlich von auflerhalb gepriift werden. Es
sei allerdings darauf hingewiesen, dass gewisse syntaktische Eigenschaften auch innerhalb des
Systems tiberpriift werden kénnen. So kénnten wir etwa iiberpriifen, ob das Definiens der Addition
im Nachfolgerschritt wirklich eine Zahl bezeichnet:

#Lemma defensplussuc(a,b)

: Function : O
: Function : O

S Plus : Function : O
#Demonstratio
: Function : O #Praemissio
: Function : O #Praemissio
Plus : Function : S S 0O #Definiendum defumplus
Plus : Function : 8 0 #Axioma funcapply(Plus,a,S 0)
Plus : Function : O #Axioma funcapply(Plus a,b,0)
S : Function : 80 #Axioma funcsuc
S Plus : Function : O #Axioma funcapply(S,Plus ,0)
#qed

Es liefse sich nun leicht eine grofse Sammlung von primitiv-rekursiven Funktionen einfiihren.
Wirklich interessant wird es jedoch erst, wenn wir dazu libergehen Aussagen zu beweisen. In
[Goob4] wird gezeigt, wie sich logische Beziehungen nur durch Gleichheiten ausdriicken lassen.”

"Der Ausgangspunkt dafiir ist die Beobachtung, dass « = y dquivalent ist zu |z —y| = 0. Da die Abstandsfunktion
| — y| primitiv rekursiv ist, kénnen wir daher die Konjunktion bzw. Disjunktion der Aussagen x =y und v = v
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Wir wollen darauf nicht weiter eingehen, sondern nur exemplarisch die Assoziativitéit der Addition

beweisen.

Hierzu verwenden wir zwei Hilfsdefinitionen.

#Definiendum defumtriplusleft

TriPlusL Function SSSO

#Definiendum defumtriplusright

TriPlusR Function SSSO

#Definitio deftriplusleft(a,b,c)

a : XFunction : O
b : XFunction : O
¢ : XFunction : O

TriPlusL a b ¢ = Plus Plus a b ¢

#Definitio deftriplusright(a,b,c)

a : XFunction : O
b : XFunction : O
¢ : XFunction : O

TriPlusR a b ¢ = Plus a Plus b ¢

Mit dem folgenden Lemma ist eigentlich bereits alles gezeigt.

#Lemma eqtriplusleftright

TriPlusL = TriPlusR

#Demonstratio
X : Variable #Axioma
X' : Variable #Axioma

X'' : Variable

X : XFunction : 0
X' : XFunction : O
X'' : XFunction : 0
0 : Function : O

0 : XFunction : 0

#Axioma
#Axioma
#Axioma
#Axioma
#Axioma
#Axioma

TriPlusL X' X'' 0 = Plus Plus X' X'' O
Plus : Function : S 80

Plus : XFunction : S S 0

Plus X' : XFunction : S 0

Plus X' X'' : XFunction : O

Plus Plus X' X'' 0 = Plus X' X''
TriPlusL X' X'' 0 = Plus X' X'
TriPlusR X' X'' 0 = Plus X' Plus X'' 0
Plus X'' 0 = X''

#Axioma
#Axioma
#Axioma

#Axioma

Plus X' = Plus X' #Axioma
Plus X'' : XFunction : S 0 #Axioma
Plus X'' 0 : XFunction : O #Axioma

Plus X' Plus X'' 0 = Plus X' X''
TriPlusR X' X'' 0 = Plus X' X''
Plus X' X'' = TriPluskR X' X'' 0O

#Axioma
#Axioma
#Axioma

TriPlusL X' X'' 0 = TriPlusR X' X'' O #Axioma
S : Function : 8§ 0 #Axioma
S : XFunction : S 0 #Axioma
S

X : XFunction : O #Axioma
TriPlusL X' X'' S X = Plus Plus X' X'' § X
Plus Plus X' X'' S X = S Plus Plus X' X'' X
TriPlusL X' X'' S X = § Plus Plus X' X'' X
TriPlusL X' X'' X = Plus Plus X' X'' X

Plus Plus X' X'' X = TriPlusL X' X'' X
S=35

#Axioma

#Axioma
#Axioma

var0
varnext (X)
varnext (X')
xfuncvar (X)
xfuncvar (X')
xfuncvar (X'")
funczero
xfuncfunc(0,0)

#Definitio deftriplusleft(X',X'',0)
#Definiendum defumplus

xfuncfunc(Plus,S S 0)
xfuncapply (Plus,X',S 0)
xfuncapply (Plus X',X'',0)

#Definitio defpluszero(Plus X' X'')

eqtran(TriPlusL X' X'' 0,Plus Plus X' X'' 0,Plus X' X'')

#Definitio deftriplusright(X',X'',0)
#Definitio defpluszero(X'')

eqref (Plus X',S 0)

xfuncapply (Plus,X'',8 0)

xfuncapply (Plus X'',0,0)

eqapply (Plus X',Plus X'' 0,Plus X',X'',0)
eqtran(TriPlusR X' X'' O0,Plus X' Plus X'' 0,Plus X' X'')

eqsym(TriPlusR X' X'' 0,Plus X' X'')

eqtran(TriPlusL X' X'' O0,Plus X' X'' ,(TriPlusR X' X'' 0)
funcsuc

xfuncfunc(S,S 0)

xfuncapply(8,X,0)

#Definitio deftriplusleft(X',X'',S X)
#Definitio defplussuc(Plus X' X'',X)

eqtran(TriPlusL X' X'' S X,Plus Plus X' X'' S X,S Plus Plus X' X'' X)

#Definitio deftriplusleft(X',X'',X)

egsym(TriPlusL X' X'' X,Plus Plus X' X'' X)
eqref(S,S 0)

ausdriicken durch |z — y| + |u — v| = 0 bzw. | — y| - |lu — v| = 0. Die Negation von z = y beschreiben wir durch
10|z —y| =0, wobei © die Cut-Off-Subtraktion bezeichne.
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Plus Plus X' X'' : XFunction : S 0 #Axioma xfuncapply(Plus,Plus X' X'',8 0)

Plus Plus X' X'' X : XFunction : O #Axioma xfuncapply(Plus Plus X' X'',X,0)

S Plus Plus X' X'' X = S TriPlusL X' X'' X #Axioma eqapply(S,Plus Plus X' X'' X,S,TriPlusL X' X'' X,0)

TriPlusL X' X'' S X = S TriPlusL X' X'' X #Axioma eqtran(TriPlusL X' X'' S X,S Plus Plus X' X'' X,S TriPlusL X' X'' X)
TriPlusR X' X'' S X = Plus X' Plus X'' S X #Definitio deftriplusright(X',X'',s X)

Plus X'' S X = S Plus X'' X #Definitio defplussuc(X'',X)

Plus X'' § X : XFunction : O #Axioma xfuncapply(Plus X''.,8 X,0)

Plus X' Plus X'' S X = Plus X' S Plus X'' X #Axioma eqapply(Plus X',Plus X'' S X,Plus X',S Plus X'' X,0)

TriPlusR X' X'' S X = Plus X' S Plus X'' X #Axioma eqtran(TriPlusR X' X'' S X,Plus X' Plus X'' S X,Plus X' S Plus X'' X)
Plus X'' X : XFunction : 0 #Axioma xfuncapply(Plus X'',X,0)

Plus X' S Plus X'' X = S Plus X' Plus X'' X #Definitio defplussuc(X',Plus X'' X)

TriPlusR X' X'' S X = S Plus X' Plus X'' X #Axioma eqtran(TriPlusR X' X'' S X,Plus X' S Plus X'' X,S Plus X' Plus X'' X)
TriPlusR X' X'' X = Plus X' Plus X'' X #Definitio deftriplusright(X',X'',X)

Plus X' Plus X'' X = TriPlusR X' X'' X #Axioma eqsym(TriPlusR X' X'' X,Plus X' Plus X'' X)

Plus X' Plus X'' X : XFunction : 0 #Axioma xfuncapply(Plus X',Plus X'' X,0)

S Plus X' Plus X'' X = S TriPlusR X' X'' X #Axioma eqapply(S,Plus X' Plus X'' X,S,TriPlusR X' X'' X,0)

TriPlusR X' X'' S X = S TriPlusR X' X'' X #Axioma eqtran(TriPlusR X' X'' S X,S Plus X' Plus X'' X,S TriPlusR X' X'' X)
TriPlusL : Function : § 8 8 0 #Definiendum defumtriplusleft

TriPlusR : Function : § 8 8 0 #Definiendum defumtriplusright

TriPlusL = TriPlusR #Axioma eqind3_3(TriPlusL,TriPlusR,S)

#qed

Damit konnen wir leicht direkt die Assoziativitat der Addition ausdriicken.
#Lemma assoplus(a,b,c)

XFunction : O

o

XFunction
XFunction : O

Plus Plus = Plus Plus

#Demonstratio

a : XFunction : O #Praemissio
b : XFunction : 0 #Praemissio
c : XFunction : O #Praemissio

TriPlusL a b ¢ = Plus Plus a b ¢ #Definitio deftriplusleft(a,b,c)
Plus Plus a b ¢ = TriPlusL a b ¢ #Axioma eqsym(TriPlusL a b c¢,Plus Plus a b c)

TriPlusL = TriPlusR #Lemma eqtriplusleftright

a=a #Axioma eqref (a,0)

TriPlusL : Function : § 8 8 0 #Definiendum defumtriplusleft

TriPlusL : XFunction : S S S 0 #Axioma xfuncfunc(TriPlusL,S S S 0)

TriPlusL a = TriPlusR a #Axioma eqapply(TriPlusL,a,TriPlusR.,a,S S 0)
b=> #Axioma eqref (b,0)

TriPlusL a : XFunction : S S 0 #Axioma xfuncapply(TriPlusL,a,S S 0)

TriPlusL a b = TriPlusR a b #Axioma eqapply(TriPlusL a,b,TriPlusR a,b,S 0)
c=c #Axioma eqref(c,0)

TriPlusL a b : XFunction : S O #Axioma xfuncapply(TriPlusL a,b,S 0)

TriPlusL a b ¢ = TriPlusR a b c #Axioma eqapply(TriPlusL a b,c,TriPlusR a b,c,0)

Plus Plus a b ¢ = TriPlusR a b ¢ #Axioma eqtran(Plus Plus a b c¢,TriPlusL a b c,TriPluskR a b c)
TriPlusR a b ¢ = Plus a Plus b ¢ #Definitio deftriplusright(a,b,c)

Plus Plus a b ¢ = Plus a Plus b ¢ #Axioma eqtran(Plus Plus a b c¢,TriPlusR a b c¢,Plus a Plus b c)
#qed

Offenbar handelt es sich bei dem hier angegebenen Post-Kalkiil aufgrund der unendlich vielen
Induktionsaxiome und der Definitionen um ein unendliches Kalkiil. Intuitiv kann man wohl davon
ausgehen, dass sich grundsétzlich auch ein endliches Post-Kalkiil formulieren liefe, welches PRA
beschreibt.®

8Wie in unserem grofen vereinheitlichten Kalkiil miissen nur entsprechende Nebenbedingungen (Definitionsvor-
aussetzungen etc.) innerhalb des Systems beschrieben werden. Vermutlich wiirde man wie bei der Definition der
primitiv-rekursiven Funktionen ein paar Grundoperatoren einfithren, die beschreiben, wie sich aus schon definier-
ten Funktionen neue Funktionen gewinnen lassen. Wenn eine Benennung der Funktionen erwiinscht wird, muss
eine solche auch durch das System selbst zur Verfiigung gestellt werden. Ob ein solches System gefunden werden
kann, welches trotz seiner Endlichkeit einigermafsen mit der Schlichtheit und Natiirlichkeit des hier angegebenen
Systems mithalten kann, konnte eine interessante Fragestellung sein.
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6.2. Der Post-Inspector

Im Anschlusse an diese Arbeit méchte ich mich der Implementierung eines Post-Kalkiil-Checkers
widmen. Genauer soll mit dem ,PostInspector” (kurz PI) ein Programm entstehen, welches end-
liche Bibliotheken iiber kanonischen Post-Kalkiilen iiberpriift. Das Projekt ist bereits jetzt auf
GitHub zu finden.” Insbesondere soll eine an das klassenlogische Kalkiil von Kapitel 5 angepasste
Version entstehen. Dabei mochte ich mich von den folgenden Gedanken leiten lassen.

Ideal einer computerverifizierbaren mathematischen Bibliothek:

e die eigentlichen, letztendlich zu priifenden Beweise sollten eine einfachstmogliche systema-
tische Struktur (Core-Syntax) besitzen und dennoch eine vom Menschen lesbare Form

e damit zusammenhéngend sei die Funktionalitdt des eigentlichen Proof-Checkers so primitiv
wie nur moglich

o auf diesem Kern (Core Syntax und Proof-Checker) aufbauend sind die folgenden Erweite-
rungen anzustreben:

— die konkreten, vom Menschen anzugebenden Beweise sollen eine zunehmend liberalere
Struktur erhalten, d.h. eher einer Beweisskizze entsprechen

— es sollen Kommentare und Erlduterungen méoglich sein
— unbedeutende Beweisschritte sollen zunehmend weggelassen werden konnen

— ein praktisches Eingabe-Interface inklusive einer Live-Latex-Darstellung, Auto-Ver-
vollstdndigung und Instant-Feedback bei Syntax- und Beweis-Fehlern ist zu entwickeln

— aus den gepriiften Beweisen sollen Dokumente in verschiedenen Formaten (wie Latex,
HTML) und in anpassbarer Detail-Genauigkeit (mit/ohne elementaren Beweisschrit-
ten) automatisch generiert werden kénnen

e um diese Erweiterungen umzusetzen, sind die folgenden Hilfs-Programme zu schreiben:

— Cleaner: entfernt Kommentare und tiiberfliissige Whitespaces

— Completer: ersetzt Abkiirzungen und vervollstindigt Referenzen u.a.

— Prover: fiillt Liicken in den Beweisskizzen (die konkrete Funktionalitét héngt natiirlich
sehr von dem zugrunde gelegten Kalkiil ab)

diese drei Programme generieren also aus der Beweisskizze einen liickenlosen Beweis, der
vom Checker verifiziert wird

Ein entscheidender Vorteil dieser iiblichen Strukturierung ist, dass die iiber den Proof-Checker
hinausgehenden Programme beliebig komplex sein kénnen, ja sogar fehlerbehaftet. Wichtig ist

https://github.com /sutaner /postinspector
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nur, dass der Checker korrekt ist. Letztendlich bietet es sich wohl an, anstatt einem einzelnen
eine ganze Familie von unabhingigen Proof-Checkern auf die formalen Beweise loszulassen. !’

Inwiefern ein auf dem grofsen vereinheitlichten Kalkiil GUK fuflender axiomatischer Aufbau klas-
senlogisch formulierter (interessanter) Mathematik praktisch wirklich durchfithrbar ist, kann ich
nicht abschiitzen.!! Sicherlich miissten dazu einige arbeitserleichternde Hilfsprogramme geschrie-
ben werden. Einen Vorteil gegeniiber schon sehr ausgereiften Systemen (wie etwa dem auf der Ty-
pentheorie fukenden Coq, siehe https://coq.inria.fr/), sehe ich in dem primitiven, trotzdem
prinzipiell lesbaren und leicht zuginglichen letztendlich gepriiften Code.'? Eventuell lieke sich ja
sogar eine Verschmelzung verschiedener Systeme erreichen, sodass mit Cog-dhnlichen Systemen
(die insbesondere die sehr praktischen Beweis-, Taktiken“ zur Verfiigung stellen) klassenlogische
Post-Kalkiil-Beweise generiert werden koénnen.

Zumindest fiir didaktische Zwecke scheinen mir die Struktur der Post-Kalkiile mit der hier gegebe-
nen Syntax und die von mir angegebenen konkreten Beispiele (samt dem grofen vereinheitlichten
Kalkiil) sehr gut geeignet zu sein.

10Manche von ihnen kénnten auf detaillierte Fehlermeldungen spezialisiert sein, wihrend andere in ihrer Korrekt-
heit durch andere Programme wie z.B. Coq verifiziert wurden.

"Eine reine Definitionsbibliothek ist natiirlich sehr viel realistischer.

12Bei den letztendlich von Cogs Proof-Checker verifizierbaren Dateien handelt es sich um Binsrdateien, sodass ihre
Struktur nur indirekt durch ein Studium der diese Dateien generierenden Algorithmen verstanden werden kann.
Von den mir bekannten Systemen kommt Metamath (siehe http://us.metamath.org/index.html) dem von mir
intendierten System am néchsten. Auch dort ist die Struktur der zugrunde liegenden Beweise sehr primitiv und
allgemein. Insbesondere den ,Distinct-Variable*-Ansatz mit dem dort der etwas kompliziertere Begriff des freien
Vorkommens von Variablen vermieden wird, mdchte ich mir noch genauer anschauen (vielleicht ldsst er sich
ja in die Klassenlogik integrieren). Allerdings hat der Quellcode der Metamath-Beweise eine recht technische
Gestalt und ist damit nicht so gut lesbar wie unsere eigentlich selbsterkldarenden Kalkiil-Ableitungen. Auch liegt
nicht ein Sequenzenkalkiil, sondern ein antezedensloses Hilbert-Kalkiil zugrunde. Den Hauptvorteil eines auf
GUK aufbauenden Systems sehe ich jedoch in der Ausdrucksstéirke der Klassenlogik selbst. Bezeichnenderweise
wird auch in dem auf ZFC fulienden Metamath Proof Explorer eine ,Theory of Classes* eingefiihrt, die dort
allerdings nur als zu eliminierende praktische Darstellung angelegt ist.
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Anhang

A. Wohlfundierungen und Wohlordnungen

Sei M eine Menge und < C M M M eine binére Relation auf M.

< ist eine Wohlfundierung auf M, wenn fir alle nichtleeren X C M ein <-minimales Element
in X existiert, d.h. ein b € X zu dem es kein ¢ € X mit a < b gibt. Wir sagen auch , < ist
wohlfundiert auf M* oder ,,(M, <) ist wohlfundiert®. Ist < zudem eine strikte Totalordnung, d.h.

eine transitive, wohlfundierte Trichotomie'?, so sprechen wir von einer Wohlordnung auf M.

Eine Menge X heiftt transitiv, falls alle Elemente von X auch Teilmengen von X sind. Ist
zudem € eine Wohlordnung auf X, so nennen wir X eine (von-Neumann’sche) Ordinalzahl.
Es bezeichne ON die Klasse aller Ordinalzahlen und < bzw. < die kanonischen Ordnungen €
bzw. C auf ON. Wir setzen im Folgenden eine Vertrautheit mit elementaren Eigenschaften der
Ordinalzahlen voraus.

Wohlfundierungen sind die Grundlage fiir die allgemeinste Form von Induktion und Rekursion:

A.1 Satz
Sei < wohlfundiert auf M.

(a) Ist jedem x € M eine Aussage A(x) zugeordnet und gilt fir alle x € M
mit  A(y) fir alley € <cx] auch A(x) ,

so gilt A(x) fir alle x € M.

(b) Sei g: MM Day — Pay eine Klassen-Abbildung. Dann gibt es genau eine Abbildung
f:M — Day mit

ffea=g z fI(=ex])s  firallexe M.

(c) Es gibt genau eine Abbildung rg_ : M — ON mit
rgox =sup{rg_y+1;y <z} :U{rg<y+1; y =<z}  firallexe M,
die sogenannte Rangfunktion von (M, <).

(d) Ist < x| endlich fiir alle x € M, so gilt imrg_ C N.

13< ist trichotom (auf M) genau dann, wenn fiir alle a,b € M genau eine der Beziehungen a < b, a = b oder
b < a gilt.
“Zur Erinnerung: <.2] = {y € M ; y < 2} ist der <-Vorbereich von z.
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Beweis:

(a) Wire X := {z € M; A(x) gilt nicht} nicht leer, so gébe es wegen der Wohlfundiertheit
ein <-minimales Element b € X. Dies widerspriache aber unmittelbar der Voraussetzung; mit
Vy € <ub] : A(y) miisste ndmlich auch A(b) gelten.

(b) Siehe etwa [Kunl13, Theorem 1.9.11].

(c) Dies ist ein Spezialfall von (b): Es sei g : M 1 Zay — Zan gegeben durch

(z,p) {U {pys+1; y=<uz}, fallsp Abbildung mit <Lz] C def p und imp C ON

0, sonst
Nach (b) gibt es genau eine Abbildung rg_ : M — Pay mit
rg.x =g x,rg. [ (<z])s= Lj{rg;< M=) yo+1; y <z} = U{rg<y+1; y<x}
fiir alle z € M. Man beachte hierbei imrg_ C img C ON.
(d) Sei € M und gelte rg_ y € N fiir alle y < z. Da <Lz endlich ist, gilt
rg z=sup{rg y+1; y <z}=max{rgiy+1;y <z} eN.
Mit (a) folgt die Behauptung. [ |

Ist < wohlfundiert auf M, so gilt offenbar rg_ x < rg_ y fiir alle x,y € M mit x < y. Wie wir
gleich beweisen werden, ist die Existenz einer strikt wachsenden Abbildung f : M — ON sogar
ein hinreichendes Kriterium fiir die Wohlfundiertheit von <. Weiter zeigt man leicht, dass

ord< :=imrg_ € ON .

Im Falle einer Wohlordnung ist rg_ sogar ein Isomorphismus von (M, <) nach (ordx, <).

A.2 Lemma

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) < ist wohlfundiert auf M.

(b) Es gibt keine unendlich <-absteigende Folge in M, d.h. keine Folge (my,)neny € N M
mit Mp11 < My, fir alle n € N.

(c) Es existiert eine Abbildung f : M — ON, sodass ffx, < fy, fir alle x,y € M
mit T < y.

(i) Ist f: M — ON mit ffoy < fTy, fir alle z,y € M mit x <y, so gilt
rg_x < flxy firallex € M.

Die Rangfunktion ist also minimal mit dieser Eigenschaft.

(iii) Ist < wohlfundiert auf M und <" C <, dann ist auch <" wohlfundiert auf M und

rg o x<rg x firallexecM.
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Beweis:

(i) (a) = (b) per Kontraposition: Ist a eine unendlich <-absteigende Folge, so besitzt offenbar
ima € M kein <-minimales Element, d.h. < ist nicht wohlfundiert auf M.

(b) = (a) per Kontraposition: Sei X eine nichtleere Teilmenge von M, die kein <-minimales
Element besitzt. Wir definieren nun rekursiv eine unendlich <-absteigende Folge in X. mg sei ein
beliebiges Element von X. Ist m,, bereits festgelegt, so sei m, 1 so gewahlt, dass mpr1 < my;
dies ist moglich, da m,, nach Voraussetzung nicht <-minimal ist. (Es wird hier natiirlich das
Auswahlaxiom benutzt.)

(a) = (c): Man betrachte die Rangfunktion.

(¢) = (a): Sei ein f: M — ON mit fTz, < ffy, fiir alle z,y € M mit z < y gegeben. Ist
X C M nichtleer und agp := min f[X |, so ist wegen der Monotonie von f jedes x € frag] N X
<-minimal in X. Damit ist < wohlfundiert.

(ii) Induktiv gilt fiir alle x € M

rg<m:U{rg<y+1; y <z}

< U {ffys+1; y<a} Induktionsvoraussetzung
<UU ot 1iye M frys < fral) day <= flo,< [Ty,
gU{a+1; a€ONa< ffla}

= fl—l‘_l

(ili) Sei X C M nichtleer. Jedes <-minimale Element in X ist natiirlich auch <’-minimal in X.
Also ist mit < auch <’ wohlfundiert. Da z <" y = o < y = rg_z < rg_y fir alle z,y € M,
folgt der Rest mit (ii). [ |

A.3 Lemma

Set N eine weitere Menge.

(i) Ist f: N — M eine Abbildung und < wohlfundiert auf M, so werden durch

a<1b :gdw. fTa,=< fTb,
a<2b gdw. rg_ flai<rg, b,

zwet Wohlfundierungen auf N definiert. Offenbar ist <1 C <o. Es gilt
rg., a<rg  a<rg,fla, firalleacN .
Ist fiir alle x € im f auch <L z] Cim f, so gilt sogar

rgo, =18, =18, 4 f .

(ii) Ist f: N - N mitim f = N oder im f € N, so ist durch
a<'b :gdw. fTa,<y fTb,

eine Wohlfundierung auf N definiert mit rg_, = f.
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Beweis:
(i) Bis auf die Gleichheiten folgt alles leicht aus vorigem Lemma. Gelte also <.z] C im f fiir alle
x € im f. Induktiv gilt fiir alle a € N

rgﬂa:U{rgﬂb%—l; b%la}

= U {rg_ ffou+1; b<ya} Induktionsvoraussetzung
:LJ{lrg< ffou+1; €N, fTb,< ffay} Definition <1
:U{rg<x+1;x<f'—aJ} da < fTay] Cim f
=rg_ fla,

Wegen der schon eingesehenen Ungleichheit ist damit alles gezeigt.

(i) ist ein Spezialfall von (i) mit M = N und < = <y. Zu beachten ist nur, dass rg_, = idy. W
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B. Ergdnzungen zu Kapitel 3

Sei D eine Syntaxerweiterung der Klassenlogik. Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnungen
aus Kapitel 3. Weiter sei fir n € N

L<y, = {goELD; rg_, @ < n fir alleiEopigp} )

Wegen Satz A.1 (d) gilt imrg, C N und damit Lp = {J,cy L<n. Weiter ist es naheliegend
L<_1:=YV zu setzen.

B.1. Wohldefiniertheit der Reduktionsfunktion

Wir wollen Satz 3.1 beweisen. Den hier angegebenen Beweis habe ich mithilfe von MathOverflow
[MO19] nach Abgabe der offiziellen Diplomarbeit gefunden.'® Der mit der Arbeit eingereichte
(deutlich lingere) Beweis ist in Unterabschnitt B.3 zu finden.

B.1 Satz (Satz 3.1)

Sei
®, falls p €V
Rp:Lp —Lp, o— <i,ﬁ,RD <152>, fallsap: <’L',17:,52> mit 1 € Igo
0i(u, a), falls ¢ = (i, 4, a) miti € Ip
Dann gilt

(i)
Rp o i=¢ gdw. @€ Lcy, fiir alle p € Lp

(ii) Fiir alle ¢ € Lp ezistiert ein d € N mit

(Rp)* ¢ € Loy,

Beweis:
(i) ,=* durch strukturelle Induktion:

SI: Der Fall ¢ € V C Ly, ist trivial.

SIl: Sei ¢ = (i,u,a) € Lp mit Rp" ¢, = ¢. Ware i € Ip, so miisste 0;(u,d) = (i, 4, @) gelten.
Dies ist aber unmoglich. Im Falle 6; = (4, 0, E> mit j <p i ist das klar, aber auch fiir §; = v
und damit len@ = 0 und lend@ = 1 gilt 6;(&, @) = g # (i, (), (o)) = (i, @, @). Es gilt also
1 € Igo und

<’L',’II,O_Z> =p= RDI—(P_I = <i,ﬁ,RD < @)

und damit Rp < & = &. Induktiv folgt also & € *L¢y, und somit ¢ = (i, 4, &) € Lcr.

15Dem Antwortenden James Moody sei an dieser Stelle noch einmal herzlich gedankt.
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=" durch strukturelle Induktion:
SI: Der Fall ¢ € V ist trivial.

SlI: Sei ¢ = (i,u,d) € Lcp. Damit ist natiirlich & € *L¢r,, d.h. induktiv Rp < & = a. Folglich
gilt

— =

RD,_SOJ = <iaﬁa Rp < 0_2> = <i7u7 a> =¥

(i) Wir ordnen zunichst jedem i € Ip ein 7; € N zu. Im Falle i € Igo setzen wir r; := 0. Fiir
1 € Ip definieren wir r; induktiv:

Sei dazu n € N und angenommen, dass r; fiir alle i € Ip mit rg_ L, & < m bereits
definiert sei. Es sei dann gy, : L<,—1 — N gegeben durch!®

1, pey
P i .
MaXgelend In' ko +1i + 1, @ = (i,1, d)

Hier und im Folgenden sei im Falle len@ = 0 das Maximum definiert als 0. Nun
definieren wir
i = gn 0, filri € Ip mit rg_ i=mn.

Offenbar gilt g,, C g,,+1 fiir alle n € N. Es ist also

9= gn € Abb(Lp,N) .
neN

Wir definieren nun eine , Rang-Funktion®

07 SOGV

r:Lp =N, p— {man@en&rrak_‘ Y o= (i,d,d)
Fir ¢ € Lp gilt
mpy=0 gdw. @€ LcL (B.1)
Beweis mittels struktureller Induktion tiber den Aufbau von ¢:
SI: Der Fall ¢ € V ist trivial.
Sll: ¢ = (i, d, d):
= Ist

0=r"p,= krex}axﬂr'_am +ri,
en o

so gilt 7, = 0, d.h. i € Igo und r" g, = 0 fiir alle k € lend. Induktiv folgt somit
a € *Lcy,. Folglich gilt ¢ = (i, 1, d) € Lcy.

<= Ist ¢ € Leg, so gilt r; = 0 und wegen @ € *L¢y, folgt induktiv

r"o,= max " ap,+7r;= max 0+0=0.
k€len & k€len a

nsbesondere gilt also go : V = N, ¢ — 1.

184



Weiter gilt fiir {(p, 7, W) € SK

—

r%L < max r "o+ g el

Beweis mittels struktureller Induktion tiber den Aufbau von ¢:
SI: ¢ eV, dh. ¢ =w fiir ein k € lenw:

—

Y
o= =r"yis< max r'y,+1= max r" v+ g ¢,
w l€leny l€leny

Sll: ¢ = (i, 4, d):

r /7) /- —»’7 —.\’7
o= =r"(i,i=,d=)
w ww
= max ' oy V_,J—i—rl
k€len &
< max (max r' v+ ¢ agpl) + 7 Induktionsvoraussetzung

k€lend l€leny

< max r' v+ max g Tag,+ 7y
l€leny k€len

< max "y + max g "o +ri+1
l€leny kelen

= ax "L+ g el
[Elen

Man beachte hierbei, dass len @ = 0 moglich ist.

Insbesondere gilt also fiir ¢ € Ip, 4 € ™V und @ € " Lp
oL o5 (4 @) 4 &

rt o (d, ) =r" 5¥J
Vo U1 V2

< max r ag,+ g i
k€len a

= max 7 a,+7;
k€len a

— (i, 4, ), (B:2)

Fiir die Ungleichheit beachte man, dass r" v, = 0 fiir alle v € V.

Wir zeigen nun, dass
poé¢Lc, = 1 Rppi<riy, fir alle p € Lp . (B.3)

Damit wére offenbar auch (ii) gezeigt.

Beweis mittels struktureller Induktion tiber den Aufbau von ¢:
Sl: ¢ € V: trivial

Sll: » = (i, 4, d):

Fall i € Ip: Mit (B.2) folgt unmittelbar

—

" Rpyps=r"6u,d), <r (i,d,a) ,=r"p,.
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Fall i € Igo: Sei ¢ ¢ Lcp, angenommen.

Fall maxcieng " Rp gy = 0: Mit (B.1) folgt unmittelbar

" Rpypi=r"(i,u,Rp < a)

= max " Rpoag,+7;
k€len &

=0
<7y,

Fall maxgcieng 7 Rp axy > 0: Sei kp € len @ mit

T"_RDali = max Tl—RDak_J >0.
k€len &

Es gilt ag, ¢ Lcr. (Ansonsten miisste ndmlich geméf (i) auch Rp ag, = ag, € Ler
und damit nach (B.1) r" Rp ak, s = 0 gelten.) Induktiv erhalten wir

= max " Rpag,+7;
k€lena

r" Rp ag, o+ i
ok, o+ 7

<
< max r o+ 71y
k€len &

r
=T SD—I
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B.2. Adaquatheit des Beweiskalkiils mit Syntaxerweiterungen

Wir wollen Satz 3.4 zeigen, d.h. dass der Kalkiil BKp ein addquater Beweiskalkiil fiir CLp ist.

Vollstandigkeit

Gelte ® Ep ¢, d.h. Redp[®] Fcr, Redp ¢. Mit dem bereits gezeigten Vollstandigkeitssatz fiir CL
gilt dann Redp[®| Fcr, Redp ¢ und somit natiirlich auch Redp[®| Fp Redp ¢ (man beachte
BKcr, € BKp). Da aus den Definitionen von Rp und =g unmittelbar folgt, dass

Rpy =g firalley € Lp und damit Redpy =gy fliralley € Lp

erhalten wir mit der Regel SEQ schlieklich ® p .

Korrektheit

Zunichst beweisen wir auch hier das Koinzidenz- und das Substitutionslemma.

B.2 Lemma (Koinzidenzlemma fiir CLp)

Ist ¢ € Lp und sind 31, Jo Interpretationen mit Ay, = Az, und J1"v = 3o v, fiir alle
v € freip ¢, so gilt 3
jlrSO_l =

Beweis:
Es gilt
jlr’UJ = ’Jler = jQer = jgrlu

fiir alle v € freip ¢ = frei Redp ¢. Mit dem Koinzidenzlemma fiir CL folgt also

[}

1" o1=731" Redp o =T" Redp o = ﬁgrp_. )

B.3 Lemma (Substitutionslemma fiir CLp)
Fiir alle Interpretationen J und alle p,v € Lp, v €V st

P

oy ~dTyar
Ppa=4d, T P

Q

Beweis: Nehmen wir zuerst ¢ € Lcr, an. Analog zum Beweis des Substitutionslemmas von CL
beweisen wir die Aussage mittels struktureller Induktion iiber den Aufbau von ¢:'7

"Hierbei iibernehmen wir die Bezeichnungen aus der Definition der Substitution in Lemma 3.3.
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Sl: Fiir ¢ € V sind zwei Fille zu untersuchen.
1. Fall ¢ = v: Es folgt unmittelbar

jrsﬁz_n — jr’}’_n _ jzﬁ)rwrv—l _ jzrwrso_,
2. Fall ¢ # v: Da hier v ¢ frei p = freip ¢ folgt mit dem Koinzidenzlemma (fiir CLp)

—_—

T, = J, Rl

L

jr(,OZJ =

SIl: 1. Fall ¢ = <z (o, B) > mit ¢ € Igj:

-

L?

/\

7 v757 >
RedDa ,Redp 67)>

J 57_1_:

r

(.?

/\

|
%

2

—_—

r Iyar
v CY_I,j v 6_1

(i, (), (Redp o, Redp B))

7Jr<i’ <>7 <a7 B>>—‘

-

i<
Q
-
=2 a
[N
T e W

|

-

I
(SR}
SIS

|

Il
Q
[SES ]

=
2
C
=
S
L

2. Fall ¢ = (i, (u), () mit i € Igq und v = v oder v ¢ freip:

jl—(p;{J _ jl—(pJ _ jgmur(pJ
Die letzte Gleichheit ist im Falle v = v trivial. Falls v ¢ frei¢ = freip ¢ folgt sie aus dem
Koinzidenzlemma (fiir CLp).

3. Fall ¢ = (i, (u), (o)) mit i € Igq und v # v und v € frei :
ﬁ’_<Z'7 <'L~L>, <(O‘Z)Z>>—‘
37 (i, (@), (Redp(a™) 7))

(i, (
= W?GUmﬁlﬂr( )J—VJ}

jr

.
Py

SLY

beUs; (377)0ra, = Vj}

Il
(W]
[SERERE

<i, (u), (Redp a>>_.

—_—~—

I
=
SIS

a
2
L
3
P
.
—~
S
~
—
Q
~
~—
L

|

I
(SR}
SIRT
2
L
3

Y2

Denn fiir u ¢ freip v und damit @ = u gilt

~b
= (32) gurw Ta Induktionsvoraussetzung
= (jz) grw "oy Koinzidenzlemma; u ¢ freip -y
= (jg%)Zrou u#v (dawv € freip =freia\ u)
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nfr

und fiir u € freip v und damit @ = v§" (v v «) ist

~ ~Abr ~ .
jzr(au)z_, = (Jg)iu T Induktionsvoraussetzung®
_ (Nb Iyar a I .~ frei
= (J 71) ] Koinzidenzlemma; g?;‘ reip vy

= (37)bral, i # v

r jr’YJ brz .
= (le M)g Sjv )4 "o Induktionsvoraussetzung

~’— . . ~ .
= (jg 7J) bra Koinzidenzlemma; @ ¢ frei a

Sei nun ¢ € Lp. Mit dem gerade Gezeigten gilt nach Definition von subp:*

—_—

ﬁrgoz_. = ﬁr(RedD o). = 33 T Redp ¢ = Jg o

Man zeigt damit leicht die folgende etwas allgemeinere Version des Substitutionslemmas:

B.4 Lemma

Sei J eine Interpretation, seinen v1,...,Y,p € Lp und seien x1,...,x, € V paarweise
verschieden und nicht frei in vy1,...,vn. Dann gilt:

I I e = (@) )

1 Tn

Es ist klar, dass das Analogon von Lemma 2.1 fiir CLp gilt.?? Weiter zeigt man vollkommen
analog die Aussagen (i), (ii), (iii), (iv), (v), (ix), (xi), (xii), (xiii) aus Lemma 2.2 und (ii), (iii) aus
Lemma 2.6 fiir die Klassenlogik mit Syntaxerweiterung D.?! Damit lisst sich auch der Beweis von
Lemma 2.7, d.h. der Nachweis der Korrektheit der Regeln aus B¢y, leicht auf CLp iibertragen.
Zu zeigen bleibt also, dass auch die Regeln

SEQr % fiir alle I, TV € *Lp \ () mit ' =g I

korrekt sind. Hierzu zeigen wir fiir die Relation =y C Lp M Lp mit

o=rv¢ :gdw. I"¢, =3¢, fiir alle Interpretationen 7 ,

¥Man beachte rgaZ =rga.

19Siehe Seite 108.

20D h. es gelten die Aussagen von Lemma 2.1 auch fiir o, 8 € Lp und J anstatt J.

21 Auch die anderen Aussagen aus Lemma 2.2 und Lemma 2.6 gelten in CLp. Wir bendtigen sie hier jedoch nicht.
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dass =g C =y, woraus offenbar die Korrektheit von SEQp 1 folgt. Es reicht zu zeigen, dass =;
die Eigenschaften (i) - (v) von Seite 109 hat.

(i) Seien <i, (), <a,6>>, <i, (), (7,5>> € Lp mit i € Igy, a =7 v und 8 =; 4. Fiir alle Interpreta-
tionen J gilt dann

jr<i) <>a <O[, ﬁ>>—‘ = H’?rﬁraJv ﬁrﬂ—l—' = ngﬁrr)/—H ﬁré—'—l = jr<i’ <>a <’ya 6>>—|

(ii) Seien (i, (u), (a)), (i, (u), (8)) € Lp mit i € Igq und o =; f. Fiir alle Interpretationen J gilt
dann

T (iv ) ) = B {b € Do 3ran} s = HI (b€ Doy 317000 = i u (8))-

(iii) Sei (4, (u), (@) € Lp mit i € Igq und w € V mit w ¢ freip o \ u. Fiir alle Interpretationen
J gilt dann mit dem Analogon von Lemma 2.6 (ii)

3G, (w), (@) = HO {b € Dy; ﬁfuragJ} L= HT {b € Dy; :}{;FaJ} =3 (u), (@)
(iv) Seien a, 3,7,6 € Lp mit « =7 f und v =; 6 und u € V. Fiir alle Interpretationen J gilt
dann

—_~— o~

r.y __ ~§'_’YJI_ _ ~5’—5Jl_ A 1)
al =77 a,=T, " B,=T B,

L

(v) Hierfiir ist einige Vorarbeit notwendig. Wir werden deshalb ein paar allgemeinere Uberlegun-
gen einschieben. Auf Seite 204 kommen wir wieder auf den Nachweis von (v) fiir =; zuriick.

Wir wollen zunéchst eine alternative Beschreibung des freien Vorkommens von Variablen ange-
ben. Hierzu beschreiben wir, wie in den allgemeinen Operatoren die Bindungsvariablen auf die
Parameter wirken. Fiir jedes i € Ip definieren wir eine Abbildung BIF; : n; — P(*m;), die jedem
,Parameter-Index” die auf diesen Parameter zugreifenden ,Bindungsvariablen-Indice-Folgen* zu-
ordnet. Die Definition geschieht per Induktion iiber den Rang von i (bzgl. <p).

[Arg, i=0:
a) Fall i € Iy und damit n; = 2 und m; = 0:2
BIF; : 2 — P(*0), z — {()}
b) Fall i € Igq und damit n; =1 und m; = 1:
BIF; : 1 — P(*1), 0~ {(0)}
c) Fall i € Ip mit 6; € V, d.h. ; = v5 und damit n; = 1 und m; = 0:

BIF; : 1 — P(*0), 0— {()}

22Beachte *0 = {()}
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ISrg_, i>0:

Sei L; := Le(ye . i—1y- Offenbar gilt 6; € L;. Wir definieren rekursiv BF; : L; — P(*V) durch
<( €<p )
. o)} falls p € V
2 . . L3
Useten 7 Urepir, i, {(W < 7) x5 0 € BE;: "5}, falls o = (5,40, B)

—.

Man beachte, dass mit (j, @, 8) € L; auch 5 € L; fiir alle [ € len E

MitIn:V —>N, vy — k

(m), fallsmn=3m+1

<>7 sonst

del:N%*N,nH{

und

Del : *N — *N, 7 +— % delm
k€lenTt

definieren wir nun

BIF; : n; = P(*m;), n+ {Del" In < 7; 7 * (v3,42) € BF;"d; 4}

Warum ist BIF; wohldefiniert, d.h. warum gilt im BIF; C P(*m;)?

Seia € imDel" In < 7, wobei 7x{v3,42) € BF;"d; ;. Nach Definition von BF; gilt 7 € *(bind §;).
Es gibt dann ein k € lenT mit @ € imdelIn" 74, d.h. mit In" 7., = 3a + 1, d.h. 13,41 = 7% €
bind §;. Damit ist natiirlich @ € m; und folglich Del"” In < 7 € *m;.

Wir kénnen nun ein globales BF : Lp — P(*V) definieren durch

o {1, falls p € V
Uscten 7 Urepir, - {(W < 7) x5 0 € BET B}, falls o = (j, 0, 5)

Es gilt offenbar BF [ L; = BF;.

B.5 Lemma

Fir alle p € Lp, ¥ € *Lp und @ € *V mit (o, 7, ) € SK gilt:

(a) Wenn 7% (v) € BF oL, dann exisfierenj € lenw und p,o € *V mit px (wj) € BFo
und o x (v) € BF v;, sodass T = pL *o.

(b) Sind j € lenw und p,o € *V mit px (wj) € BFy und o« (v) € BF~;, so gilt
pLxox(v) € BFpZ.

Beweis:
(a) per struktureller Induktion:

SI: Ist ¢ € V, so muss ¢ = w; fiir ein j € lend gelten. Da () x (w;) € {(w;)} = BF ¢ und
7 (v) € BF p = BF v, ist wegen 7 = ()

—

0l

£ * 7 alles gezeigt.
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S

SIl: Sei ¢ = (1,4, a). Mit 7x(v) € BF(p%: =BF(i,ud ,62%:) gibt esl € lend, 7" € BIF; 1, o' € *V
mit o’ x (v) € BF al%, sodass T = (ﬁ% a4 7") x ¢’. Nach Induktionsvoraussetzung existieren
also j € lenw und p',0 € *V mit p’ * (w;) € BF oy und

~

ox(v) € BFv;,
sodass o/ = p’% *0.Sei p:= (U <7")*p'. Es gilt damit
p*(wj) = (@ A7) xp x (w;) € BF(i,d,a) =BF ¢ .
Wegen
T=(u
ist alles gezeigt.
(b) per struktureller Induktion:

SI: Ist ¢ €V, so muss ¢ = w;j und p = () gelten. Also gilt

—

*0 % (V) =0 (v) € BF~; :BFcpl_, :
w

g1l

p

SIl: Sei ¢ = (i,u,d). Da p* (w;) € BF ¢, gibt es | € lend, 7/ € BIF; [, ¢/ € *V mit o' x (w;) €
BF ay, sodass p = (i < 7') % o’. Induktiv folgt o' % x o % (v) € BF oy und damit gilt

Es sei nun

BEV:LpnV — P(*V), (p,v) — {7; 7 (v) € BFp} .

B.6 Lemma

Set o€ Lp undv € V. Es gilt dann
(i) 7 € *(bind p) fiir alle 7 € BFV "¢, v
(i) vevare  gdw. BFEVTp v #0
(i) v € freipp  gdw. es gibt ein 7 € BFV v mit v ¢ imT

Beweis:
(i) folgt unmittelbar aus der Definition von BFV.

(ii) Zu zeigen ist

veEvarp gdw. esgibt ein T €V mit 7 x (v) € BFp
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Betrachten wir zuerst den Fall ¢ € V. Ist ¢ = v, so gilt natiirlich v € var p und () x (v) € {(v)} =
BF . Ist ¢ # v, so gilt andererseits v ¢ var ¢ und fiir alle 7 € *V gilt 7% (v) ¢ {(¢)} = BF .

,<=" per struktureller Induktion:
SI: Den Fall ¢ € V haben wir gerade gezeigt.

Sll: Sei ¢ = (i,4,d) und 7 € *¥ mit 7 x (v) € BFp. Es muss 7 x (v) = (€ <47') % o mit
7" € BIF;l, | € lend und o € BF oy gelten. Da offenbar () ¢ BF o;, muss ein o/ € *V mit
o' x (v) = o € BF o existieren. Nach IV gilt also v € vara; C var ¢.

=" per doppelter Induktion:

IA: Sei ¢ € L<o.
SI: Den Fall ¢ € V haben wir oben gezeigt.

SIl: Sei ¢ = (i,4,d) und gelte v € var . Es gibt also ein j € lend = n; mit v € varq;.
Natiirlich ist a; € L<g. Nach SIV gibt es daher ein 7 € *V mit 7 % (v) € BF ;. Da
rg_ i =0, folgt nach Definition von BIF; sofort BIF; j # (). Sei p € BIF; j beliebig. Es
gilt nun

(@< p)x7x(v) € U U {(@a7)x0; 0 € BFa} =BF .
l€lena 7'€BIF; [

IS: Sein € N und gelte die Aussage fiir alle ¢ € L<,. Sei nun ¢ € L<p41.
SI: Den Fall ¢ € V haben wir oben gezeigt.

SIl: Sei ¢ = (i,4,d) und gelte v € var . Es gibt also ein j € lend@ = n; mit v € varq;.
Natiirlich gilt auch a; € L<j41. Also gibt es nach SIV ein 7 € *V mit 7x(v) € BF ;. Ist
rg_ i = 0, so folgt wieder nach Definition von BIF; sofort BIF; j # 0. Ist rg_ i # 0, so
gilt i € Ip und vg;j12 € vard;. (Siehe die Definition der potentiellen Definientia auf Seite
105.) Wegen rg_ i < n + 1 gilt §; € L<;,. Nach der duferen Induktionsvoraussetzung
gibt es somit ein 7/ € *V mit 7’ (v3j42) € BF §; = BF; d;. Also ist auch in diesem Falle
BIF; j # (0. Sei p € BIF; j beliebig. Es gilt nun

(@< p)*T* (V) € U U {(@ar')x0; 0 €BFay} =BFp.
l€lena 7' €BIF; [

(iii) Bezeichne A(p) die Aussage

v Efreipy gdw. esgibtein 7€V mit 7+ (v) € BEp und v ¢ im T firallev eV .
Zu zeigen ist A(yp) fiir alle ¢ € Lp.
Betrachten wir zuerst den Fall ¢ € Lcy,.

Sl: Sei ¢ € V. Ist ¢ = v, so gilt v € freip und () x (v) € {(v)} = BF ¢ sowie v ¢ im(). Ist
andererseits ¢ # v, so gilt v ¢ freip und es gibt kein 7 € *V mit 7% (v) € {(p)} = BF ¢.
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Sll: Sei ¢ = (i, 1, d). Es gilt

BF ¢ = U U {(aT)*0; 0 € BFa;} .

j€len & TE€BIF, j

Fall i € Igj, d.h. es gilt ¢ = (i, (), (2, 1)) und fiir j € 2 ist BIF;j = {()} und damit
BF ¢ = BF a9 U BF ;. Es gilt somit induktiv

veEfreip gdw. v € freiag oder v € freiag
gdw. es gibt ein 7 € *V mit 7% (v) € BFapg und v ¢ im 7
oder es gibt ein 7 € ¥V mit 7+ (v) € BF o und v ¢ im7
gdw. esgibt ein 7 € *V mit 7 x (v) € BFayUBFa; =BFp und v ¢ im 7

Fall i € Iaq, d.h. es gilt ¢ = (4, (u), (o)) und BIF; 0 = {(0)} und damit
BF o ={((u) <(0))x0; 0o € BFa} ={(u)xo; 0 € BFa} .
Ist u = v, so gilt v ¢ frei p und wegen () ¢ BF « folgt v € im 7 fiir jedes 7 € *V mit
Tx(v) E BFp={(v)*xo; 0 € BFa} .
Ist u # v, so gilt induktiv

vefreip gdw. wv€freia
gdw. es gibt ein 7 € *¥V mit 7 x (v) € BFa und v ¢ im 7
gdw. es gibt ein 7 € *V mit (u) x7 % (v) € BFp und v ¢ im 7
gdw. es gibt ein 7 € *V mit 7 (v) € BEp und v ¢ im 7
(IV) Sei nun n € N beliebig und gelte fiir alle m € n die Aussage A(y) fiir alle p € L<yy,.
Wir zeigen zunéchst zwei Hilfsaussagen:
(#) Ist ¢ € Ip mit (i,u,d) € L<y, und v € V, so sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Fir alle 7 € *V mit 7% (v) € BF(i, 4, d) gilt v € im 7.
(b) Fiir alle 7 € *V mit 7% (v) € BF §;(4, @) gilt v € im 7.
st o € L<yp und v € V, so sin 1e folgenden Aussagen aquivalent:
#4) Ist ¢ € L< d 1% ind die folgenden Aussagen dquival
(a) Fir alle 7 € *V mit 7 (v) € BF ¢ gilt v € im 7.
(b) Fiir alle 7 € *¥V mit 7% (v) € BERp ¢ gilt v € im 7.
(c) Fur alle 7 € *V mit 7 x (v) € BERedp ¢ gilt v € im 7.
Beweis von (#):

Ist rg_ @ =0, so muss ; = vy, m; =lenu = 0, n; = lend = 1 gelten. Damit ist die Aquivalenz
klar; denn wegen BIF; 0 = {()} gilt

BF(i,@,&) = {({) 4()) *o; o0 € BEag} = BFap = BF §; 2 = BF 6,(, @) .
U0
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Seinunrg, >0 angenommen.”?

(b) = (a): Fiir alle 7 € *V mit 7 x (v) € BF§;(u, d) gelte v € im7. Gibt es kein 7 € *V mit
7 (v) € BF(i, 4, d), so ist nichts zu zeigen.

Andernfalls gilt nach (i) v € var(i, 4, @). Insbesondere gilt dann v # vy (4@ @) fur alle & € N.
Sei 7 € *V mit 7+ (v) € BF(i, 4, d). Es gibt alsol € lena, p € BIF; 1, 0 € *V mit o x(v) € BF o,
sodass 7 = (i < p) 0. Da p € BIF; 1 (und rg_ i > 0), ist p = Del" In < 7/ fiir ein 7/ € *V mit
7' % (v3142) € BF; §; = BF §;. Gemi Lemma B.5 (b) gilt somit?*

v, (0 @) @ a s, (0 ) 4 a
S ) R R Iy L A (A R
Vo U1 U2 (s} U1 U2

Uehn<gﬁﬂuaLugl*a>,

Vo U1 U2

= BF §,(, d) .

Nach Annahme ist also

Ist v € im0, so ist sofort klar, dass v € im ((Z < p) * o) = im 7. Sei also
. o5, (0 @) 4 a
v € 1m T/‘&( )
Vo U1 U2

angenommen. Geméf (i) ist 7/ € *(bind §;). Da v, vs,... ¢ bindd; und v # vi(d @) fiir alle
k € N, muss also v = uj und vgjy1 € im7’ fiir ein j € lena gelten. Wegen delIn" v3541, =
del(3j + 1) = (j), gilt also

j€imdelln"vgj41, CimDel" In <7, =imp
und damit

v=u; €im(U@<ap) Cim((€<p)*o)=1im7 .

—

(a) = (b): Fiir alle 7 € *V mit 7 (v) € BF(i, @, d) gelte v € im 7. Sei 7 € *V mit

= — o

U ) - —
7 (v) € BF 6y(it, @) — Br 6,229 @ &
-

0 v1 U2

Geméf Lemma B.5 (a) tritt einer der folgenden Fille ein:

1. Es existieren j € k; und p,o € *V mit px (v3;) € BF ¢; und
ox (v) € BFv;(d @) = {{vo;(a @))} ,

d.h. 0 = () und v = v;(¥ &), sodass

Vo V1 V2 Vo V1 V2 '

2Dies ist natiirlich nur im Falle n > 0 méglich.
24Man beachte, dass «; in der Substitution ?f(ua# fir vg;42 substituiert wird.

v v
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2. Es existieren j € m; = len und p,o € *V mit p* (v3;41) € BF ¢; und
ox (v) € BFuj = {{u;)} ,

d.h. 0 = () und v = u; , sodass
v5,(d @) 4 a o5, (0 d) 4 a
T = p‘ * g = IO‘ .
Vo V1 V2 Vo V1 V2
Da 6; € L; C L<yp—1 und v3j41 ¢ freip d;, gilt dann v341 € im p mit (IV). Damit ist

_ Oy(@d) @ a
U:uj€1mp =1unrT .
Vo V1 V2

3. Es existieren j € n; = lend und p,o € *V mit p x (v3542) € BF§; = BF;J; und o % (v) €
0, (0 d) g &
vo vl V2

BF «aj, sodass 7 = p

Wegen rg_ i > 0 folgt Del” In < p_ € BIF; j aus der Definition von BIF;. Somit gilt
weiter
(@< Del" In < p ) xo* (v) € BF(i, 4, d) ,

d.h. es ist nach Annahme v € im ((@ < Del" In < p_) * o). Ist v € im o, so gilt natiirlich
v € im (pwl)gi*a) = im7. Sei also v € im (@ < Del” In < p,). D.h. es gibt
ein m € lend mit v = u,, und m € imDel" In < p_. Es gibt also ein [ € len p mit
delIn" p; , = (m). Folglich gilt In" p; ; = 3m + 1, d.h. p; = v3,41 und damit

V= Uy € im p—
Vo U1 Vg

o5 (U ) 4 & o5 (0 a) 4 &
2o\t B 2 (@a) @ o Cim(plé’(ua) v *o) =imrT .
v v1 Vg

Beweis von (##):

(a) & (b) per struktureller Induktion:

SI: Ist ¢ € V, so gilt Rp ¢ = ¢ und die Behauptung ist trivial.
Sll: Sei ¢ = (i, 4, a).
Fall i € Iqo: Es gilt also Rp ¢ = (i, @, Rp < &).

(b): Gelte v € im7 fiir alle 7 € *V mit 7 x (v) € BF¢. Nun sei 7 € *V mit
* (v) € BF(i,4,Rp < @) beliebig. Es gibt also [ € lend, p € BIF;l, 0 € *V mit
*(v) € BFRp ay, sodass 7 = (@ < p)xo. O.E. sei v ¢ im(@ < p). Fiir alle o’ € *V
mit ¢’ * (v) € BF oy muss also wegen (4 < p) x ¢’ x (v) € BF ¢ nach Annahme
v € imo’ gelten. Mit der Induktionsvoraussetzung (natiirlich ist auch oy € L<,,)
folgt also v € imo Cim.

(a) =

(b) = (a): Gelte v € im7 fiir alle 7 € *V mit 7% (v) € BF(i,4%,Rp < @). Nun sei
7 € *¥V mit 7 x (v) € BF ¢ beliebig. Es gibt also [ € lend, p € BIF;l, o € *V mit
o * (v) € BF o, sodass 7 = (@ < p) xo. O.E. sei v ¢ im(d < p). Fiir alle ¢/ € *V
mit o’ x (v) € BFRp oy muss also wegen (4 < p) x o’ x (v) € BF(i,4,Rp < @) nach
Annahme v € im ¢’ gelten. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt also v € imo C
im 7.
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Fall i € Ip: Es gilt also Rp ¢ = 0;(@, @) und die Aussage folgt unmittelbar mit (#).

Da mit ¢ € L<;,, auch Rp ¢ € L<,, folgt (a) < (c) mit trivialer Induktion aus (a) < (b).

Fiir alle ¢ € L<y, und v € V konnen wir mit dem Gezeigten (d.h. A(y) fiir alle ¢ € Lcr, und
(#+#)) nun endlich schliefen:

vefreipp gdw. o€ freiRedpyp
gdw. es gibt ein 7 € *V mit 7 x (v) € BF Redp ¢, sodass v ¢ im 7
gdw. es gibt ein 7 € *V mit 7 x (v) € BF ¢, sodass v ¢ im T

Induktiv folgt A(¢p) fiir alle ¢ € |J,,cy L<n = Lp.

Fiir ¢ € Lp und @ € *V injektiv mit bind ¢ U var ¢ C imw setzen wir
Bindg :={l €lenw; w; € bind p} und Freig = {l €lenw; w; € freip p}

sowie
VINg : bind p U var ¢ — N, v — dasjenige k € N mit v = wy, .

Mit der Aussage (a) im nun folgenden Satz ist gezeigt, dass sich auch fiir die eingefiihrten
Operatoren Interpretations-Grundfunktionen® finden lassen. Eine solche ist gewissermaken der
semantische ,Inhalt eines Operators. Natiirlich sind diese Funktionen Struktur-abhéngig. Bei
Operatoren mit mehreren Bindungsvariablen ist zudem entscheidend, ob und welche Bindungs-
variablen gleich sind.?®

Ist @ = (a1,...,an) € *Lp und 4 = (uq,...,u,) € *V, so schreiben wir im Folgenden
~a
Ja

fir

(. (30)..)n

2

Weiter schreiben wir fiir die zugehorige Abbildung Jg, einfach jg

25Man erinnere sich an die Interpretations-Grundfunktionen der Grundoperatoren auf Seite 55.
2Dies wird in (a) durch die Aquivalenzrelation S erfasst.
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B.7 Satz

(a) Fiir alle Strukturen A, alle i € Ip und alle Aquivalenzrelationen S auf m; gibt es eine
Abbildung

len‘r
ot (T T | - o
j€n; TEBIF; j

sodass fiir alle Interpretationen 3, i € Ip, @ € ™V und & € " Lp:

J[_<Z,ua Ol>_| = Gl7g‘r<<<‘]ﬁ 7_I—O[j_l>gelen7—U9l:I >TEBIFij>jen~_, 3
7

wobei S := {(k,l) € my Mmy;; up = u}.

(b) Fiir alle S.trukturen A, alle ¢ € Lp, alle injektiven W € *V mit bind p U var ¢ C im o
und alle Aquivalenzrelationen S auf Bind gibt es eine Abbildung

~Q‘7w. lenTU‘
S T Y
kGFreig TEBFV p,wy

sodass fir alle Interpretationen 3 und (p,7,w) € SK:

~ /7 _ AR5, 0 ;g r
o LT G<p,S <<Jﬁ QVING a7 7kJ>Hele”U% >T€BFVF(,O,’LU1€J keFreigJ

wobei S 1= {(r, s) € Bindg’l_lBindg’; Yr = fys}.

Beweis: Da die beiden Aussagen eng miteinander verkniipft sind, miissen wir sie gemeinsam
beweisen. Hierzu beweisen wir (a) per Induktion iiber n = rg_ i und zeigen im Induktionsschritt
(n — n+1) zunéchst mit der Induktionsvoraussetzung (von (a)) die Aussage (b) fiir alle p € L<),
um dann mit dieser den Induktionsschluss fiir (a) abzuschliefen. Wegen Lp = | J,,cy L<n ist klar,
dass wir damit auch (b) gezeigt haben.

TArg, i=0:

Fall i € Igy: Es gilt m; =0, n; = 2, BIF; 0 = BIF; 1 = {()} und fiir alle Interpretationen J und
alle ag, 1 € Lp:

37, (), (o0, a1)) s = 37 (i, (), (Redp ag, Redp a1)) s = H?" 3 g, 3" ary

Wir definieren daher G?}S durch

<<<¢j,7,g>a<;lenfUm>Te{<>}>]@H H"eo,0), 05 €1,0),0)

Damit gilt fiir alle Interpretationen J, @ € ™V, @ € "Lp (und alle Aquivalenzrelationen S
auf m;):

Asr /770 T L Az <> r ~0 r
= H-Q‘jrj 0_|,::Jr041_|_|
0,01))

o
:T@ﬁ&>
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Fall i € Igq: Es gilt m; = 1, n; = 1, BIF;0 = {(0)} und fiir alle Interpretationen J und alle
ag € Lp, ug € V:

5, (uo). (e0)) s = 3" (i, (o), (Redp ag)) = H7™ {by € Uy 3% "o = Vay, | -

Wir definieren daher G?}S durch

<<< ]Tb>b len Ty >7’6{( >}>j€1 — H?l’_ {bo € Uy ; €0,(0Y,(bo) = VQ[} N

Damit gilt fiir alle Interpretationen J, @ € ™V, @ € " Lp (und alle Aquivalenzrelationen S
auf m;):

Qljr b T\l Ay ~ (bo) r o
G <<<Jﬁ<] T O[]_I>belen‘r(]Qlj >TEBIFZ]>]€n g — H {bo c UQ[’T 3 J > <0> Oéo_| - ij} _
= { OEUm~;7~b°rao —V%}

uo), (@)

Fall i € Ip: Es gilt k; =0, m; =0, n; = 1, BIF; 0 = {()}, 0; = v» und fiir alle Interpretationen
J und alle a9 € Lp:

. = 0 ~
jr<17 (), (o)) = JréiTJ =T ag,
V9

(=)

Wir definieren daher G?}S durch

(e licinrug dregoy)

Damit gilt fiir alle Interpretationen J, @ € ™V, @ € “Lp (und alle Aquivalenzrelationen S
auf m;):

—
jer 7000

Ay b
Gis <<<Jﬁ ") Belen Uy, >T€B1Fij>j€m

IV: Sei n € N und gelte (a) fiir alle i € Ip mit rg_ i < n.

Wir zeigen nun (b) fiir alle ¢ € L<y,.

SI: Sei p € V und w € *V injektiv mit bind ¢ Uvar ¢ C im . Dann gibt es ein k, 5 € lenw mit
¢ = wg,, ;- Bs gilt somit Freig = {k, 5} und BF ¢ = {(wy, )}, d.h. BEV g wi, o= {()}.
Weiter gllt fiir alle Interpretatlonen J und alle ¥ € *Lp mit (p,7,w) € SK:

Wir definieren daher éi{g} durch

<<< ’”b>b T Uy, >T€{<>}>k€{k¢,w} 7 o0
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Damit gilt fiir alle Interpretationen J und alle ¥ € *Lp mit (p,7,@) € SK (und alle
Aquivalenzrelationen S C Bind; M Bind):

Ay, b/ /j7b o . _~0 r
Gols <<<Jv 4 VINE a7 7kJ>belenfU% >T€BFVF¢,wa>k6Freiw—' =54 VINT a() ko
©
_ A
=J Vi
= jr(ﬁl_,_l
w

SlII: Sei ¢ = (i, i,@) € L<y, und @ € *V injektiv mit bind ¢ U var ¢ C im . Wir definieren®’

- . T
py = VING <@ € '(Bindy) .
Ist S eine Aquivalenzrelation auf Bindg, S0 setzen wir
08 = {<k‘al> € mi Mmy; (pry, pg,pry py) € S}

und N
ng =5N (Bind}fj I_IBind’c’j]_) fir j € n; .

Offenbar sind dann auch Rg,s und die Tg S] Aquivalenzrelationen (auf m; bzw. Bindgj).
Weiter sei fiir alle 7 € n;, 7 € BIF; j, k € Freigj und o € BFV ", wy_:?8

lgﬁg’k := max” {l €len((at)xo0); <prl(VINZ’D7 A((@aT)xo)), k)€ S} :

Seien nun J eine Interpretation, ¥ € *Lp mit (¢, 7, W) € SK und
S = {(7", s) € Bindgl‘lBindg; Y= fys} .

Es gilt offenbar

I A
uB—’y<1VIN$<1u—7<1p$
und
s = {1 € miMmy; (pry pl, pry o) € S
:{<k7l>€miﬂmi;prrkpg:prrlpg’}
= {tk0) € mi omis pre(7 < o) = pr(7 < ) |
sowie

ngg - {<T’ 5) € Bindgj I_IBindej P = %‘} fir j € n; .

2"Man beachte, dass die Abhéingigkeiten der eingefiihrten Bezeichnungen (wie etwa pg und Rg’ g) durch entspre-
chende Indices explizit angegeben sind. Dies ist eine grofe Hilfe beim Uberpriifen der Wohldefiniertheit der
Abbildungen G3'¢ und G's.

28 Auf nichtleeren Mengen entspreche max™* der kanonischen Maximumsfunktion auf den natiirlichen Zahlen. Im
Falle der leeren Menge sei max*() := 0.
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Da rg_ i < n, erhalten wir mit I'V also

w
~ . = ] —»’7‘

=73"(i,7 « pg,aﬁh (B.4)

2 r b - ’7 ~

- Gi%ﬁf,g <<<J«7 apdar Y @ﬁbelcnwﬂj >TEBIFij>j€ni—'

wobei nach SIV

<5 -
j—» 7 ai—
Fapg QT Jw

=2y, b d
=G ijgr<<<(J7<1pg<T>7<1VINWj o 'VkJ) de'* Uy, > eBera]—,wa>

o
gty 5 kGFreixj

~Ry 0 T ~bxd = .
=G 77 <<<J (¥ 9 VINZ a i 4 7)%(J < VINZ < o) JRF el 7 Uy, >0'€BFVraj ,wa>k€Freig_ -
J

Qg ©, S
Ay 8 /A bxd B B5
Gaj ,Tw S <<<J'7 A VING < ((@ < 7)x0) fYkJ> ICHUUQI >UEBFV’_0¢]~ 7wa>k€Freigj - ( ’ )

Seien j € n;, 7 € BIF;j, b e lemU%, k € Frei” 0 € BFV "o, wy, und d e len”Um
beliebig. Nach Definition von BF gilt (@ < 7) % o % (wk> € BF ¢, d.h.

(W<T)*o € BFEV o, wg .
Ist k ¢ Frel , d.h. wy, ¢ freip @, so ist also nach Lemma B.6 (iii) wg € (@ < 7) xo und damit
i € im (i 4 VINY < ((if < T)*a)) ,
d.h. in diesem Falle existiert das Maximum

max{l €len((d < 7)*0); pr;( < VIN}E dQ@<T)x0)) = 'yk}

:max{lelen((ﬁdT)*U); <prl(VINf<1((U<” k>€S}
_@,S
@, 7,0,k
und
":JIE*J _ . ’_fy :pr 7.S <g*(i) (B 6)
7 <4 VING a((@ a m)x0) Tk 1 ok ' '

Wir definieren daher ég’g durch

s
kEFreiZj

S e A A i
Gi,Rf,S <<<Ga].,T;ﬁg <<<C<p,‘l',0',k>Cf€1€nng[>O'€BFVraj,wk4>

<<<Ck,T,E>Eele“ Uy >TeBer¢>,w,€J>

getentpy >7—€BIF¢j> e

k:EFreigj JEN;
wobei
B
G550 ) Chi(id @ ryobed falls k € Freij
POk Pry,s (b* d) , sonst
@, 7,0,k

Fiir alle Interpretationen J, 4 € *Lp mit (p,7,w) € SK und

S = {<’I“, s) € Bindg’l_IBinng; o 'ys}
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erhalten wir damit

55,8/ 7 /56 -

G(p,jS <<<Jf\7 q VINg aT 7kJ>gelen TU‘213 >T€BFVF¢’wk—‘>k€FreiZg_l (B?)
— Qlﬁ r ~Q[j,1ﬂ r .

= Gi»Rg,S <<<GO@,TZ:§~ (*) _|>belen7'U‘2(:j >T€BIFij>‘jEni_‘ )

o ;5*07 = r N
(*) - <<<J'7 A VINY < ((@ < 7)) 7k4>dele“ Vs, >aeBFVraj,wk_|>keFreim A Frei®
] o b
o (s () >
<<p lw’,S 7 >d€lenUUg(j >O’EBFVFO¢J‘,’wa k‘EFreigj \Freig

<<* bxd = r > . >
¥ 4 VINZ (@ < 7)x0) Tk delnoUn, ) o€BFV aj 010 ) peprei
J

Mit (B.4), (B.5) und (B.7) folgt also

wn
2
8=

~RAy, W b r _
ch,S <<<‘J'7 N VINZ};’ aT ’Yk_l>belen TU\AJ >T€BFer,wa>keF\reig_‘ -

Damit ist (b) fiir alle ¢ € L<,, gezeigt.
IS: Sei jetzt i € Ip mit rg_, it =n+ 1. Es muss natiirlich i € Ip gelten. Wir setzen

w' = (U3 ek, * (V3mr1)mem; * (V3n12)nen; -

Ist S eine Aquivalenzrelation auf m;, so sei weiter
Qis:={(ki+mrki+s); (r,s) e SFU{(t,t); t € k;} .

Offenbar ist Q; s eine Aquivalenzrelation auf Bindgii = ki + m;.3Y SchlieRlich setzen wir fiir
ke Frei};”; und 7 € BFV "6, w

(), prT(VINg aT)Ek;

r€lent <7">, sonst

pir:= % (gis'ry) mit g;r:lent— *lent, r— {

sowie

li,k =k — (kz + mz) .
Wegen freip 6; C {vo,vs,...} muss k; + m; < k < ki +m; +n;, d.h. l;; € n; gelten. Offenbar
gllt wlk = ("3li,k+2'
Seien nun J eine Interpretation, 4 € "™V, @ € " Lp und damit
S = {(k, 1) € miMm;; up = w}

und

—

5 =5, (4 A) *xUxa .

2Fiir die zweite Gleichheit beachte man (B.6).
30Die Bindungsvariablen von ; sind genau die Variablen {vsg ; k € ki }U{vam+1; m € m;}, d.h. die ersten k; +m;
Komponenten von w".

202



Es gilt dann
Qis ={(ki+rki+s); (r,s) e SFU{(t,t); t € k;}
= {(r, s) € Bindy' MBindY' ; v, = %}
und damit (wegen 0; € L<y,) nach dem schon gezeigten Teil von (b):

(i, @, @)y = 376 (0, &)

srs
=7 b
_ At /s Ab T
T ToiQis <<<J'V<1VINZ§”; ar '7k4>belenTUglj >TeBer5i,w2J>keFrei§U;J- (B.8)
7

Seien k € Freigii, T € BFV'§;, wzJ und b € lenTUg[j beliebig. Ist r € len 7 mit
s:= prr(VIN;‘;‘ii arT) €k,
so gilt ‘
pr, (¥ < VIN(;“’Z_Z AT) =15 =04t @) ¢ freip iy, -
Wegen v = «ay,, und dem Koinzidenzlemma folgt also

ﬁgqpif r
=7 o Q. . B.9
3 < VINgﬂ: 4T A pins Lk (B.9)

[

b o
5 aVINgG' <7 L=

Wir zeigen nun

VQVIN?;‘;qrqpi,T:ﬁqDelrInqm. (B.10)
Da
VQVIN}SU_i <17<1,o”:§<1VIN}5”_i AaT<a Kk (g ry)= X (?QVIN};”_i <17<lg”rm>
4 ’ 4 re&lent ’ r€len T g ’
und
d<dDel"Ind7,=1u< % del"In7.,= * (d<del"In7.) ,
r€lenrt r€lent

geniigt es zu zeigen, dass

FaVING <7 <g, ro=a@<del"Inr,,  firaller € len7 .

Sei r € lenT und s := prr(VINg‘; aT) = VINZ;‘; "7, dh 7 = wl.

Fall s € k;: Es gilt g; ;" 72 = () und damit 7 < VIN};”; a7 <agis ry= (). Weiter gilt
del"In7,, =del" Inw! , = del” Invss, = del"3s, = (),
d.h. auch @ < del” In7,, = ().
Fall s ¢ k;: Esist g;' o = (r) und somit

FaVING <7 <g,ro=7<aVING a7 a(r)

= 7 < (VINY' "7,.)
=7 <(s)

=7 ki + (s — ki)
= <u8—ki>
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Fiir die letzte Gleichheit beachte man, dass k; < s < k; + m; und damit s — k; € m; (mit
7 € BFV"§;,w}  gilt ndmlich w! = 7, € bind §; nach Lemma B.6 (i)). Weiter gilt damit
7 = wl = U3(s—k;)+1 und folglich auch
U < del'—InTr_l =ud dEII—IH ("3(8—]{)7;)—{-1—’
=u<del"3(s—k;) + 1,
=1Ud <S — kz>

= <u5*ki>

Es ist also (B.10) gezeigt. Wegen (B.9) erhalten wir folglich

b o r _ xb<apir - _ Ab<pins -
T3 avingt a7 eI =I5 VING a7 apy, Clikd T JaaDelrmar, Mgl (B.11)
K 7 )
Wir definieren daher G?[S durch:
~Awt
<<<cﬂ'mb>bele”Um >T€B1Fij>j€ni = ColQus <<<cli,kaDelr1n arsFapi ety >TeBer5i7w};J> keFreiy’
k3

Hierbei beachte man: Fiir alle k € Frei};‘;i und 7 € BFV"§;,wi_, = BFV "4, U3l p 2 gilt
T % <l/‘3li,k+2> € BF ), = BF; §;

und somit
Del" In < 7, € BIF; 1;

nach Definition von BIF;. Weiter ergibt sich
len(g <4 pir) =lenp;; =lenDel" In <7, fiir alle belenTyy
leicht aus (B.10).

Fiir alle Interpretationen J, @ € ™V, @ € ™ Lp und S := {(k,l) € m; Mm;; ux = u;} erhalten
wir also:

-
Qi) 1 ) > |
T ) >b€ eanQlj >’T€BIFZJ jen;

-
@< Deln a7 MikAcleniy >TEBFVr5i,w£J>k€Freig;i -
i

;l; ) r .
(035 VING' a7 T peten Ty >T€BFVF5¢,w;‘;J>k€Frei}SUi—I geméh (B.11)
i

=37 (i, i, a), gemik (B.8)

Kommen wir nun endlich wieder auf den Nachweis von (v) fir =g zuriick.

Sei (i, ,d) € Lp mit i € Ip und sei @ € "V injektiv mit w; ¢ frei(d @) fiir alle j € lenw. Wir
setzen
Bi=wxuxad und Y :=0,(d @) xU*a
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sowile
T = (U3k)kek; * (V3m41)mem; * (Vsnt2)nen, -

Da Bindi = k; + m; und da die Variablen in w0 paarweise verschieden und verschieden von allen
Variablen in 4 sind, ist

S = {(s,t> € Bind(;fi I‘IBindi ; Bs = ﬁt}
={(s,8); s € ki +mi} U{(ki+s,ki+1); s,t €my, us =}
= {(s,t) € Bindg’i TIBind(;fi; Vs = ’Yt}

Fiir alle Interpretationen J gilt nun mit dem gerade bewiesenen Satz B.7 (ii)

_ AUy Er [ AD, - r .
= Gaz-,s <<<J,5 AVING <7 ﬁkJ)belenTDj >TeBer5i,sz>keFrei§ -
1

o
keFreiy.
1

Fiir die dritte Gleichheit verwende man das Koinzidenzlemma und beachte, dass
Frei?i = (ki +m; +ny) \ (ki +my) ,

d.h. fiir alle k € Freif;i gilt B, = i, sowie 5,7, ¢ freip By = freip v, fiir alle j € k;.
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B.3. Wohldefiniertheit der Reduktionsfunktion (urspriinglicher Beweis)

Den hier angegebenen deutlich langeren Beweis von Satz 3.1 habe ich zuerst gefunden. Mit dem
Beweis aus Unterabschnitt B.1 ist er im Grunde iiberfliissig geworden. Da er aber ein tragender
Bestandteil der eingereichten Diplomarbeit war und er eigentlich auch recht schon ist, soll er
trotzdem auch hier wiedergegeben werden.

Anders als in Unterabschnitt B.1 liegt diesem Beweis keine ,Rang-Funktion“ Lp — w, sondern
eine ,Rang-Funktion“ Lp — w*” zugrunde.

Zunachst sind ein paar allgemeine Voriiberlegungen notwendig.

Sei v € ON. Wir wollen die Menge
YN = {7 € ®N; 7 fast iiberall 0} = {r € °N; 7|N*] endlich}

aller a-Tupel in N mit endlichem Support untersuchen. Auf [®N ist durch die komponentenweise
Addition eine kommutative und assoziative Addition 4+, erklirt. Setzen wir

Oq := <0>,8€a y
so ist damit <[°‘]N, +a, 0a> ein kommutativer Monoid. Fiir 7,0 € [?IN sei

T <0 gdw. 7 # 0 und pr, T <pr, o,

wobei 7, ; 1= max {’y €Ea;pr,T# pr, a} .

B.8 Lemma

<o ist eine strikte Totalordnung (d.h. eine transitive Trichotomie) auf [*IN.

Beweis:

Die Trichotomie folgt unmittelbar aus der Definition. Gelte nun 7 <, ¢ und o <, p.

Fall 775 > 75t Es ist dann pr, 7 = pr, o = pr, p fiir alle v € @ mit v > 77, und auferdem
pr, 7T <pr, o<pr,_p, d.h. 7 <4 p.

Fall 77, < 7y,: Hier ist pr,7 = pr,o = pr,p fir alle vy € a mit v > v, , und pr,, T =
pry, o <pr, p,dh 7<q4p.

Somit ist <, auch transitiv. [ |

Wir setzen>!

deg : [O‘]N\Oa—>a, Tr—>max{76a; pr,YT;éO}

und
le: PN\ 04 —» NX, 7 — Plegr T -

3m Falle @ = w = N lésst sich [*)N als die Menge aller Polynome mit einer Variablen und Koeffizienten in
N auffassen. Durch die beiden Abbildungen deg und lc wird einem Polynom dann gerade der Grad bzw. der
Leitkoeffizient zugeordnet.
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B.9 Lemma

Seien 7,0 € [?IN \ On. Ist degT < dego, so gilt T <, 0. Umgekehrt folgt aus T <, o aber
nur deg T < dego.%?

Beweis:

(i) Gelte degT < dego. Fiir v € a mit v > deg o gilt dann pr, 7 =0 = pr, 0. Da prge,, 7 =0 <
lco = Plieg o O ist also 7, = dego und 7 <, 0.

(ii) Kontraposition: Gelte degT > dego. Mit (i) folgt 0 <, 7. Wegen der Trichotomie von <,
gilt also 7 £, 0. |

B.10 Lemma

Die Ordnung < ist sogar eine Wohlordnung.?

Beweis: Zu zeigen bleibt die Wohlfundiertheit. Sei dazu M C N(MN ) die Menge aller unendlich
<q-absteigenden Folgen in [®N. Angenommen M # . (Beachte im Folgenden, dass 0, nie als
Glied einer absteigenden Folge vorkommen kann, da 0, minimal ist in ganz [“/N. Somit ist deg
fiir alle Glieder der Folgen aus M definiert.) Dann ist

Mo :={a € M; degap = min{degbg; b € M}} #0

und damit

My :={a e Mygy; lcag =min{lcby; be M1}}#0 .

Sei nun a € M;. Nach Lemma B.9 ist (dega;);eny monoton fallend. Angenommen es gébe ein
iop € N mit dega;, < degag. Mit b := (a;,+i)ien hétten wir dann ein Element von M mit
kleinerem , Anfangsgrad“ degby = dega;, < degap im Widerspruch zur Wahl von a. Also ist
(deg a;)ien konstant.

Natiirlich ist somit auch (lca;);ey monoton fallend. Gébe es ein ig € N mit lca;, < lca,
so hétten wir mit b := (aj,+i)ien ein Element von M; mit kleinerem , Anfangsleitkoeffizient*
leby = lca;, < lcap, im Widerspruch zur Wahl von a. Also ist auch (lca;);en konstant.

Offenbar ist also 74,,4; < degag fiir alle 7,5 € N, i # j. Dies bedeutet aber, dass durch

. < 0, falls B > degag >
e prga;, sonst Bea

fir i« € N ein Element b = (b;);eny € M mit degby < degag gegeben ist, im Widerspruch zur
Wahl von a. Es muss also M = () gelten, d.h. <, ist wohlfundiert. |

B.11 Lemma

Seien o,0'r, 7 € N mit (o6 <4 0’ oder o = ¢') und T <o 7. Dann gilt auch

/ /
O+4+aT <a0 +aT

Beweis:
Sei
max{Ys ', Vr}, falls o <40’
Y = ,
Vrrts falls o = o
2Piir o = 2 sind etwa (0,1), (1,1) € [N mit (0,1) <4 (1,1) aber deg (0,1) = 1 = deg (1, 1).
339N entspricht gerade der Ordinalzahlpotenz N® = w®, d.h. es gilt (I*/N, <,) = (w®, €).
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Es gilt dann
pr, (0 +o7) =pr,o+pr, 7 =pr, o +pr, 7 =pr (o +,7)

fiir alle v € a mit v > ~p und
! / / !
pr,m(a +aT)= Pry, 0 +pr, 7 < Ppr, o +pr, 7 = pr%((f +aT),

dh.o+47 <00 +o 7. [ |

Ist f:« — o strikt wachsend (und damit insbesondere injektiv) und 7 € [N, so sei 7/ 7€ N
gegeben durch

R pr, 7, falls 3= fTv, fiir ein v € @
0, sonst '

Es gilt dann offenbar 7/ « f = 7.

B.12 Lemma
Sei f 1 — a strikt wachsend. Fir 0,7 € YN mit 0 <, 7 gilt dann auch o /f <o T/

Beweis:
Wir setzen vo := " Y57
Sei v € a mit v > 7y beliebig. Ist v ¢ im f, so gilt

pry(o/f) =0=rpr,(7/f) .

Andernfalls gibt es ein 8 € o mit v = f" . Es muss dann natiirlich 8 > 7, » gelten (ansonsten
wire v = f" 81 < fTv5,-1 = 70 wegen der Monotonie von f). Also gilt auch hier

pr,y(a/f) =Pprgo =pry7 = er(T/f) .

Da pr, (0/f) =pr,, o <pr, 7=pr,(7/r), st also Y/,) r/;) =0 und o/f <a 7/ [ |

Fiir den Rest des Abschnitts sei (M, <) wohlfundiert.

Mithilfe des Kronecker-Deltas3* 0; ; definieren wir die ,Rang-Zahl-Funktion®

RZ~ : *M — <IN

durch
i (Y g ) .
k€lenm peord<
B.13 Lemma
Durch

m=<,n  gdw. RZim <o, RZs7

ist eine wohlfundierte Relation auf *M erkldrt mit

gL, =182, < RZ~ .

Db, 6 = {1, falls i = j
Oa sonst
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Beweis: Wegen Lemma A.3 (i), reicht es zu zeigen, dass RZ_ surjektiv ist. Da rg_ : M — ord<
surjektiv ist, existiert ein f : ord4x — M mit rg_ < f = idgq. Sei nun 7 € [ord <IN beliebig und
@ € *ord< injektiv mit im @ = {B €ord<; prg7 # O}. Fir

B o= % -
m iElend'<<f az_‘>k6prﬂi7—

gilt dann

Srrm)
S o)y

k€E€lenm

=
5> <z>>
(
(

i€lend kEpr

T
Z Pla 6’al>,3€ord.<

i€len @

pI‘/g >,8€0rd<

B.14 Lemma
(i) Firm e *M \ () gilt

degRZ . m = max {rg_ x; z € imm}

(ii) Fir m,n € *M gilt
RZ<I—’I’7L*’Fi_, = RZ<7’?l+0rd_< RZ{ﬁ = RZ<'_ﬁ*ﬁ”2_,

-

(i) Sind i, ,d@,b € *M mit (M <, @ oder m = @) und 7@ <, b, so gilt auch

Mol <y @%b  und Ak <y bxa
(iv) Seien m,n € *M, i # () sodass fir alle x € imm ein y € im 7 ezistiert mit rg_ x <
rg_y. Dann gilt m <, 7l

Beweis:
(i) Da m # (), ist RZ<m # Oorq_ . Fiir beliebiges 5 € ord gilt

0 # prgRZ<m = Z 0grg_ m, gdw. es existiert ein z € imm mit 8 =rg_
k€lenm
Also ist
deg RZ - m = max {6 €ord<; prgRZom # 0}
=max {f € ord<; Iz € imn mit § =rg_z}

=max{rg_z; = € imm}
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RZ s = (> Gare et D Omami)
BEOI‘d.<

k€lenm l€len7i
< § 5B,rg< mk> +ord< < E 55 rg_ ny >
ord~ Beord <
k€lenm l€len7i

= RZ.< m +ord< RZ.< 7

Die zweite zu zeigende Gleichheit folgt mit der Kommutativitiat von +4.q<.

(ili) Nach Voraussetzung gilt (RZ<m <ora, RZ<d oder RZom = RZ-ad) und RZ4 7 <org.
RZ_ b. Mit (ii) und Lemma B.11 gilt also

RZ_ " i, = RZ< 1M 4ord, RZ< 7 <ora, RZ< @ 4ora, RZ<b=RZ,"axb,,

d.h. 77 * 7 <, @*b. Die zweite Aussage folgt mit (ii).

(iv) Der Fall m = () gilt trivialerweise: RZ<() = Ogrd, <ordx RZ< 7 # Ogra . Sei also zusétzlich
m # () angenommen. Geméf (i) gibt es ein x € imm mit deg RZ m = rg_ x. Weiter existiert
nach Voraussetzung ein y € im7 mit rg_ = < rg_ y. Damit folgt

degRZ_m =rg_x <rg_ y <max{rg_z; z €imi} = degRZ. 17 .

Mit Lemma B.9 ist daher RZ m <oq, RZ< 7, d.h. m <, 7. [ |

B.15 Lemma
Setm € M. Wir definieren T,, C ord<, Mord<, durch

(B,8"Y €T, gdw. es existiert ein @ € *M mit f=rg__d und 8/ =rg, "(m)xa, .

Dann ist T,,, eine strikt wachsende Abbildung auf ord, .

Beweis:
Offenbar ist def T, = ord<, .

Eindeutigkeit: Sei 8 € ord<, beliebig und @, b€ *M mit

rg_<01"d RZ< a: = I'g<* 6 = ﬁ = I'g_<* b= rg<ord< RZ< g

Nach Lemma B.10 ist <qrq_ eine Wohlordnung. Damit ist rg <ord. ein Isomorphismus, d.h.
insbesondere injektiv. Es folgt somit

RZ_d=RZ-b

und damit
rg . I’<77FL>*aJ—rg<ord< RZ<I’<m>* a_
=182 RZ(m) +ora, RZ< d. Lemma B.14 (ii)
=182 RZ-(m) + ord< RZ- b
8 ora RZ~ " (m) x Lemma B.14 (ii)
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Strikte Monotonie: Gelte nun fiir a, be*M

182, Rl<d=rg, a<rg, b=rg. RZ:D,

d.h. wieder wegen der Isomorphie rg <ord

RZ @ <ora. RZD .

Es gilt dann

RZ."(m) @, =RZs(m) +ora, RZ<a Lemma B.14 (ii)
<ords RZ<(m) +ora. RZ2 b Lemma B.11
=RZ."(m) x b, Lemma B.14 (ii)
und damit

-

rgo, ((m)yxds=rg  RZ<T(m)xdi=rg. , RZ<"(m)xbi=rg. "(m)xb.

B.16 Lemma
Seien @,b € *(*M) mit @ (<4)x b und m € M. Dann ist auch

<<m> *ak>kelenfi <'<*)* <<m> * bl>lelen5 .

Beweis:
Wir zeigen zuerst, dass

(*)  RZ<, "((m) *ciiclenes = RZ<, /7, fiir alle €€ *(*M)
Fir g € ord<, gilt

PIT,.m5. (RZ.,"¢u/1,) = prgRZ<, ¢ Definition von 7 /¢

- Z 567rg<* Ci

i€lenc

- Z O BT e i da T, injektiv

i€lenc

= Z OT " Burg " (m)xcis Definition von Ty,

i€lenc

= pry,,rg, RZ<, " {(m) * ¢i)icten o
und fiir v € ordx, \im 7},

pr, (RZ, @./7,) = 0
= Z 0 ,rg<*'_(m>*6p da Y ¢ lme

i€lenc

= pr, RZ<, " ({(m) * ¢i)iclen e
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Also ist (x) gezeigt. Da nach Voraussetzung

RZ~, @ <ora.. RZ<, b,
ist somit wegen (*) und Lemma B.12

RZ<, " ((m) x ap)retenao = RZ<, "dL/ 1, <ords, RZ<, "b./1, = RZ2, " ((m) x b)cten -

d.h.
<<’I’)’L> * ak)keleni (<*)* <<m> * bl)leleng .

Sei «p € Lp M Lp die kleinste Relation mit

(i)
O ep P fiir alle p € Lp

(ii) )
(1, ) eep (i, @, &)

fir alle (i, 4, @), (i,4,5) € Lp mit lena@ = leng und By ep ay fiir alle k € lend

(i)

0i(d fir alle (i,4,d) € Lp mit i € Ip

o
B
i
o

Sei ferner
pi=ep\ =
Wir wollen nun zeigen, dass «p wohlfundiert ist. Hierzu definieren wir eine andere wohlfundierte

Relation <%f auf Lp und zeigen, dass «~p C <%f.

Sei I := Ip. Zuerst ordnen wir jedem Ausdruck alle in ihm vorkommenden ,Operatorindice-
Folgen* zu:

<<>>a falls p € V
falls ¢ = (i, 4, ())

, falls p = (i, 4, d) mit @ # ()

Of:LD%*(*I)790’_> <<Z>>7
Kiclen & <<<i> * pr; Of ak>l€len Ofak>

Sei <p die mit der Pré-Syntaxerweiterung D auf I gegebene Wohlfundierung. Wegen Lem-
ma B.13 ist dann durch
=% 1= (<D«

eine Wohlfundierung auf *I und durch
<ix 1= (‘<*)*

eine Wohlfundierungen auf *(*I) gegeben.
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Also erhalten wir mit
o <9y gdw. Of g <,, Of ¢

eine Wohlfundierung auf Lp (siche Lemma A.3).

B.17 Lemma

Seien W € *V injektiv, ¥ € *Lp mit leny = lenw und ¢ € Lp mit bind ¢ U var ¢ C imw
und Vj € lenw : (w; € bindp = v; € V), d.h. (p,7, W) € SK. Ist

—

TE imOf'—gol_,_, ,
w
so gibt es 0 € iIm Of p, m € leny und p € im Of ~,,, mit

T=0%p.

Beweis durch strukturelle Induktion bzgl. ¢:

SI: Sei p € V. Es gilt ¢ = wy, fiir ein m € len&. Da

—

TE imOf'—gol_,J = im Of ~,,
W

und
im Of p = im (()) = {{)}

ist wegen 7 = () x 7 alles gezeigt.

Sll: Sei p = <z’,ﬁ, 62>. Es gilt dann

—

7 € im Of (i, i, o7>%J = Of'_<i,6%,62

g1l=

>J

. . gl
=im X <<<Z>*pr10fraka lElenOf'_Ozkg;J> ’

k€len &
d.h. es ist
T = (i) * pr; Of’_akl_,_J fiir ein k € len@ und ein [ € lenOf'_akl_,J .
W W
Da 7" := pr; Of '_ozk%:_l € imOf '_ozk%:_,, folgt induktiv die Existenz von ¢’ € im Of oy,
m € lenv und p € im Of ,;, mit
T'=d%p.
Wegen
. / . . r .
(i) x o' € im ke?ekn&(<<z> * pr; Of akJ>lelenOfr%J) =imOf g
und

r={iyx 7 = (i) % (o % p) = (i) % o) p

ist damit alles gezeigt.
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B.18 Lemma

Es gilt «p C <%f. Insbesondere ist «~~p wohlfundiert auf Lp.

Beweis:
Es reicht zu zeigen, dass <9f U = die Bedingungen (i) - (iii) aus der Definition von «~ erfiillt.

(i) <9f U = ist natiirlich reflexiv.

(ii) Seien nun (i,, @), (i, , 5> € Lp mit lend = leng und S —<%f ay oder B = « fiir alle
k € lend. Fiir k € len @ gilt im Falle S <%f ap wegen Lemma B.16 mit Of 5, <4 Of ap auch

(i) % pr, Of 5k>zelenomk <o ((3) % pr; Of ak>l€len Of ay,
und im Falle 8, = a4 natiirlich

<<Z> *pry Of ﬂk>l€len0f,3k = <<Z> * PT; Of ak>l€len0f0¢k ’

—.

Gilt B = ay, fur alle k € len &, so gilt (i, 4, ) = (i, @, d). Im anderen Falle folgt mit (mehrmalig
angewendetem) Lemma B.14 (iii)

=,

Of (i,@,B),= * (<<i>*pr10fﬁk>lelenowk)

k€len §
T ke?e(n&'<<<i> *Pry Of ak>l€len Ofak>
= Of"(i,@,5).,

(iii) Sei nun (i,4,d) € Lp mit ¢ € Ip. Vorbemerkung: Ist 7 € im Of §; und j € im7, so gilt
j € opid;, d.h. j <p 7 und somit rg_ j <rg. 4. Mit Lemma B.14 (iv) gilt also 7 <, (7).

Sei nun 7 € im Of " §;(u, @), = im Of réiwj. Beachtet man, dass im Of v = {() } fiir alle

v € V, so erhélt man mit Lemma B.17, dass 7 € im Of §; oder dass 7 = ¢ * p, mit o € im Of §;,
k € lend und p € im Of a.

1. Fall: 7 € im Of ¢;, d.h. 7 <, (i) geméh der Vorbemerkung. Wir wihlen ein beliebiges p € *I
mit (i) x p € im Of (4, 4, @). Da natiirlich () <. p oder () = p, folgt mit Lemma B.14 (iii)
T=7%() <& (i) xp € im Of (i, @, @) .

2. Fall: 7 = 0 xp, mit 0 € imOfd;, k € lend und p € im Of ay. Hier gilt o <, (i) mit der
Vorbemerkung und damit ebenfalls wegen Lemma B.14 (iii)

T=0%xp =<y (i) *xp€imOf(i,u,a) .

In beiden Fillen existiert also ein 7/ € im Of (i, @, &) mit 7 <, 7/ und somit auchrg_, 7 <rg_ 7.
Mit Lemma B.14 (iv) folgt also

Of I—(Si ('E[, 0_2)_1 =k Of<2a U? 62) ’

d.h. es gilt insbesondere
51(67 62) (<%f U :) <Z7 'L_[a 62> :

Mit dem folgenden Satz ist Satz 3.1 gezeigt.
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B.19 Satz

Sei
©, falls p €V
Rp:Lp — Lp, o« (i,u,Rp < @), falls o = (i,ud,d) miti € Igo
0i(u, @), falls ¢ = (i,4,d) miti € Ip
Dann gilt
(i)

Rp"p,=¢ gdw. € Lcy,  firallep e Lp

(i)
Rp ¢ evp fiir alle ¢ € Lp
(iii) Fiur alle € Lp ezistiert ein d € N mit

(Rp)™ ¢, € Lew,

Beweis:
(i) ,=* durch strukturelle Induktion:

SI: Der Fall ¢ € V C Ly, ist trivial.

Sll: Sei ¢ = (i,4,a) € Lp mit Rp" ¢, = ¢. Ware i € Ip, so miisste 0;(u,d) = (i, 4, @) gelten.

-

Dies ist aber unmoglich. Im Falle 6; = (j, @, 8) mit j <p i ist das klar, aber auch fiir ; = v
und damit len@ = 0 und lend@ = 1 gilt 6;(@, @) = ap # (i, (), {(aw)) = (i, @, @). Es gilt also
1 € Igo und

<i,’lf,07> == RDI—(PJ = <i,ﬁ,RD N 52)

und damit Rp < & = &. Induktiv folgt also & € *L¢r, und somit ¢ = (i, 4, d) € Lcr.
,<=" durch strukturelle Induktion:
SI: Der Fall ¢ € V ist trivial.
SlI: Sei ¢ = (i,1,d) € Lcp. Damit ist natiirlich & € *L¢r,, d.h. induktiv Rp < & = a. Folglich

gilt
RD[_(,D_I = <i,l_[,RD < 52> = (i,ﬁ,&> =

(ii) durch strukturelle Induktion:

SI: Ist p € V, so gilt Rp" ¢ = ¢ und damit Rp" ¢ e p .

Sll: Sei ¢ = (i, 4, a) € Lp.
Fall i € Igo: Induktiv gilt pri,(Rp < @) = Rp" agy «p i fiir alle k € len @, also

RD'_QDJ = <i,ﬁ,RD < 62> “~D <Z,ﬁ,07> = Q.
Fall i € Ip: Es gilt (sogar ohne Induktionsvoraussetzung)

RD’_@J - 61(67 62) “D <i7ﬁa &> =@.
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(iii) Angenommen ¢ € Lp mit (Rp)™ ¢, ¢ Ley, fiir alle n € N. Mit (i) gilt also
(Rp)"™'"¢.=Rp"(Rp)""¢u # (Rp)" .

und wegen (i) somit (Rp)" 1" ¢, «p (Rp)" ¢ fiir alle n € N. Damit ist aber {(Rp)"" ¢ _)nen
eine unendlich « p-absteigende Folge, im Widerspruch zur Wohlfundiertheit von «p. ]
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C. Einbettung der Pradikatenlogik

Sei 0 = (F, R, ar) eine feste (priadikatenlogische) Signatur und D eine Syntaxerweiterung, die alle
in Kapitel 4 eingefiihrten Operatoren umfasse.?> Wir wollen zeigen, dass CLp eine konservative
Systemerweiterung von PL, ist.?0 Zuerst ordnen wir jedem o-Term einen CLp-Ausdruck zu:

t, fallst € Vp CV
H:T, > Lp,t—{ _ tERET
vf <H t1_|....¢H tn_|>J7 fallst:ftltn

Damit sei A : L, — Lp gegeben durch:

H't,=Ht,, falls p = (t =)

(H't14,....,H tp,4) € vg, falls o= Rty...t,
oA"Y, falls ¢ = )

A" N AT Y, falls ¢ = (¢ /A x)

Vo e v . AT, falls ¢ = Vo

Weiter setzen wir
U :={FIN} U {[v;|Class,v; # @} U{(v e v)); veEVp}
U {z‘f LNy s fe ]:} U {((‘R - ar(R)z,'l); R € R}

Zu zeigen ist nun, dass fiir alle ® C L,, p € L,:

(%) DEpL, ¢ gdw. A[®|UTEp A",

Hierzu werden wir (a) jeder klassenlogischen Interpretation J mit J I-p W eine pradikatenlogische
o-Interpretation Jpr, zuordnen, sodass

Jlkp A", gdw.  Jpp lFpL, ¢ fiir alle ¢ € L,

und andersherum (b) jeder priadikatenlogischen o-Interpretation J eine klassenlogische Interpre-
tation Jor, mit Jor, IFp ¥, sodass

JoLlbp AT, gdw.  TJlkpr, ¢ fiir alle p € Ly .

Damit folgt dann (%) unmittelbar aus der Definition der Folgerungsbeziehung.

Zu (a): Sei J eine klassenlogische Interpretation mit J IFp W. Mit J IFp [v;|Class und J IFp
v # @ gilt gemiR Lemma 4.1 (i) und Lemma 2.2 (xii)®”

Jve€ Clsy und 0 =+ UjPL = Aijl—’(‘lJ—l C Dj5.
Fir R € R setzen wir

T R ~ e Oy | . , R
RPL = {(al,...,aar(3)> e ar )UjPL : J?;mf;;j;) Fp (U2, ... Vaar(r)) € I,R} C ax )Uij )

35 Aus dem Folgenden ist leicht zu entnehmen, welche Operatoren wirklich benétigt werden.

36Verwendet man eine Klassenlogik mit Funktions- und Relationssymbolen, so ist die Einbettung natiirlich sehr
viel einfacher zu realisieren, ja geradezu trivial.

3TReferenzen auf dieses Lemma werden wir im Folgenden nicht mehr angeben.
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Weiter sei fiir f € F

fJPL = {<<a1, o 7aar(f)>’ CL> c ar(f)UjPL nU;; 3111”1 < Gar(f) @ IFp <<'l,‘2, e 7,'2ar(f)>f 1,‘()> € L‘f}

2 ... Ug ar(f) V0o

Seien n := ar(f), a1,...,an € Usp, beliebig und 7' := T fl;n Fir k € {1,...,n} gilt

30 ,=3"0,€Clsy und T =ay € Uspy, = Ag 301, = A3 30y )7,
d.h. 3" lkp vor € vy . Es ist also auch 7’ IFp ¥ und mit Lemma 4.10 (a) (iv) folgt
3 kp (va, ..., vap) € "0y .
Wegen 3’ IFp vy : ™y — v gilt daher geméf Lemma 4.11 (b)

3 Fp <<7‘2‘ ooy U2p), U (U2, .., '1‘2n>4> cuf
und
TMep vg (vo, . van) s € v,
d.h.
c=T"v (vo, ... van) n € Ay T 01, = Usyy, -

Mit dem Substitutionslemma folgt

g IFp <<l,'2, L. 1'1/'2n>- 'l,'()> cur.

Vo

Sind a,b € Uy mit
g IFp <<12 e ’L‘Qn>, L‘()> SO

(¥s)

und

jlb IFp <<(,‘2, cee 'I/'2n>. 'l,'()> cur, d.h.38 jlb IFp <<’Z,'2. e Z,'2n>, 'I/'2n+2> CUf,

vo V2n+2

so gilt auch

~lab . . ” : ~lab ) ) v v
V0U2n+2 Fp <<l 2500 [/2"7“>’ [’(J> cuy und 7 V0V2n42 IFp <<('2‘ T ['2n>7 1/2n+2> SUf-
~tab N
DaJ SR, lbp vy ™o — v, folgt also
__ ~lab r,, _ ~lab ., —
a=1J VOV2n+2 voa="1J VOU2n+2 Vont21 = b

geméf Lemma 4.11 (a).
Es ist also f7Pr € Abb(* U5, , Us,, ) gezeigt.

Fiir alle v € Vp folgt aus J IFp v € vy unmittelbar hy' v, = T v, € A5 T v, " = Usp, . Wir
setzen hyy, := hy[Vp € Abb(Vp,U;,, ) und erhalten damit unsere o-Interpretation

jPL = <<UJPL) <$3PL>x€}—U'R>7 h’ffp]_,>

38Giche Lemma 2.6 (ii)
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C.1 Lemma
(i) 3"H t,,=3p;"t, fiir alle t € T,

(i) JlFp A g gdw. Jprlrpr, ¢ fiir alle p € L,
Beweis: (i) durch strukturelle Induktion:

SI: Firt € Vp gilt .
j’_Hl—t_u == jl—t_l == hjl—t_| - thLl—t_, = jPLrtJ

SIl: Ist t = ft1...t,, so gilt

JpL t = JpL  ft1. . tn

= [P TpL Ly, TpL e

2 L TS Y < L S

= dasjenige a € Uy mit J?gHrt“i'“ ?,;frt”” f:, IFp <<z;g, Uon) ('0> cuyp
= dasjenige a € Uy mit (ji)g;;rHrt“J gngrt”JJ IFp <<x1, . :cn>x> €y

= dasjenige a € Uy mit J7, IFp <<H'_t1J. . .,H'_th>,x> €y
= 3'_1/1:(<<H'_t1j ..... Hrth>I’> c l‘f)J

= jl—’(,'fr<Hl—t1_|,...,Hrtn_|>J_,

= jI—H'_ftl .. .tn_|_|
= jI—HI—t_u
wobei x, z1,...,x, € V\frei(vy H t14 ... H tpa v vo ... v2y) paarweise verschieden. Fiir
die fiinfte Gleichheit verwende man Lemma 2.6 (ii) (und das Koinzidenzlemma); die sechste
gilt nach Lemma B.4.
(ii) durch strukturelle Induktion:

SI: Fall p=(t=1t'):

Jlbp A", gdw. Jlkp A"t =1t
gdw. Jlkp H t, = Ht
odw. I H t,, =3 H ¢,
gdw.  JpL t, = JpL t mit (i)
gdw. Jpp IFpL, t =1

gdW jPL ”_PLU %)

219



Fall p = Rty ... t,:

ij H_PLU (2 gdW. ij ”_PLU Rtl e tn
gdw. <ij|_t1_,, ey ijl_tn_O € RJPL
gdW <jI—HI—t1_|J, . ,jI—Hl—tn_u> € RJPL mit (l)

~ITH 135 ... JTH™ n ] y
gdw. JIJ,2 t ! ?Qn b b (vy .. e, Vo) € UR
gdw. ngHFt“i - ‘z;Hrt"” Fp (x1...., Tn) € UR
gdw. 3|FD<H tlJ....,Hrth>61R
gdw. Jlkp A"Rty ...ty
gdw. Jlkp A",
wobei x1,...,x, € V\frei(lvg H t15 ... H t,, 0o ... vay,) paarweise verschieden. Fiir die

fiinfte Aquivalenz verwende man Lemma 2.6 (ii); die sechste gilt nach Lemma B.4.

SIl: Fall ¢ = -

Jlp AT,

Fall o = (¢ A x):

Jlp AT,

gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

Fall p = Voy:

Jlkp A", gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

gdw.

gdw.

gdw. Jlkp A" 1)
gdw. Jlkp AT
gdw. nicht JIkp A"
gdw. nicht Jpr, IFpr, ¥
gdw.  Jpy, IFpr, ¢
gdw. Jpr IFpL, @

Jlkp A" A x g

Jlkp A" N ATy,

Jlkp A", und Jlkp A" x

~

Jpw IFpr, % und Jpy, IFpr, X
Jpr IFpr, ¥ A x
Jpr IFpL, @

I lkp ATV,
Jlkp Vv e v . AT,

nach Induktionsvoraussetzung

nach Induktionsvoraussetzung

fiir alle b € A5 3701, = Uspy gilt 3° IFp A7

fiir alle b € Uy, gilt (3°)pr, IFpr, ¥

nach Induktionsvoraussetzung

fiir alle b € Uy, gilt Ip1” Ipr, ¥

Jpy IFpL, Yoy
JpL IFpL, @

Hierbei folgt (jz)PL = JpLz leicht aus den entsprechenden Definitionen. Man beachte auch

Lemma 4.1 (ii).
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Zu (b): Ist X eine Menge, so bezeichne FIN (X)) die kleinste Obermenge Z von X, die die folgenden
Bedingungen erfiillt:3"

e ez
e Ist ACZmit Ac Zund b€ Z, so gilt auch AU {b} € Z

Offenbar enthélt FIN(X) alle erblich endlichen Mengen und ist abgeschlossen unter Tupelbil-
dung.

Sei J eine o-Interpretation. Wir definieren dann Jcr, € .#cr,,, durch

e Dj., :=FIN(Uj)

View == Vp, F3qp, := Fp und Nj . sei ein beliebiges Element, dass nicht in Dy, UP (D3, )
vorkommt

Usey, = D3, U P(DﬁcL) U {Vﬁcijch NjCL}

AjCL : P(DJCL) — UjCL, X—X

hs"v;,, falls i gerade

Uj y falls i =1
o hy : V—=>Us., vi—
Jor R falls i € FUR
N3,  sonst

Zur Wohldefiniertheit von hy, : Wegen Uy C Dy gilt Uy € U;,, . Weiter folgt aus unseren
mengentheoretischen Definitionen von Tupeln, Abbildungen etc.’?; dass i° C FIN(Uy) = Dy,
und damit 77 € Uy, fiir alle i € F UR.

Offenbar ist also J¢r, eine volle und natiirliche Interpretation. Es gilt also
Clsge,, = im Agg, \NJCL = P(DTCL)

und damit
jCL |FD [1,'1]Class wegen jCLI—I,‘lJ = Uj C DjCL

und firi € FUR

Jou IFp [v4]Class wegen Jcop" vin =13 C Dy, -

39Diese Menge liee sich auch konstruktiv beschreiben.
19Giche Abschnitt 1.2. Verwendet man auf der Meta-Ebene eine andere Definition von Abbildungen und Relatio-
nen, so muss die Belegung hs;, eine Umwandlung in unsere mengentheoretischen Objekte vornehmen.
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C.2 Lemma

JoL IFp W

Beweis:

(i) JcL IFp FIN:  Wegen Joo @, = AjCLl_w_l =0 e FIN(Uy) = Ds5, gilt Jer, IFp @ € D.
Weiter gilt geméf Lemma 4.1 (iii)

JoL IFp Yug, v € D . vy U {’1‘1} eD

gdw. fiir alle a,b € Dy gilt Jcr,? b "o U {vi}1 € Dygy,

Vo1

Da mit Lemma 4.2 (ii) und Lemma 4.3.

aU{b}, fallsa e Clsy,,

~ b r,, . _
JCL?n)L‘ll—I’OU{I’l}—‘_ {{b} sonst
)

folgt die Behauptung aus der Definition von Dy, .
(ii) Jep IFp [v1]Class:  Wurde oben bereits gezeigt.
(iii) Jop IFp v # @:  Dies folgt aus JoL v, =Us # 0 = JoL" 9.
(iv) Jop lFp v € vy fiir v € Vp:  Sei v € Vp beliebig. Die Behauptung folgt mit
JeL"va=hy"vy€ Uy =Tcr via= Az, T 0o
(v) Jcr IFp vy ar(f)y; — o) fiir f € F: Oben wurde gezeigt, dass Jcr, IFp [v1]Class und
Jon IFp [vf]Class. Weiter gilt Jcr, IFp [Py ]Class und Jep, Fp [#v; 10]Class. Da
geméf Lemma 4.10 (b) (ii) und (iii)
Jou v =1 €U NUy = JL™ Vo s N3l v = Jel o oy
gilt Jor, IFp vy C ax(£)yy v, gemdR Lemma 4.2 (i). Weiter gilt gemaR Lemma 4.12
JoL defvy = {a € Dy, ; es gibt ein b € Dy, mit (a,b) € Jer, vy = ff’}
= def f7 = Uy = 3o, Do,
d.h. Jer, IFp def vy = @y, . Schlieflich ist mithilfe von Lemma 4.10 (b) (i)

Jevlbp Vo y,z € D. ((z,y) € vp A (z,2) € vp =y = 2)

gdw. fiir alle a,b,c € Dy, gilt chgZ‘; lFp (@,y) cvp ANz, 2) cvp —y =2
gdw. fiir alle a,b, ¢ € Dy, mit (a,b), (a,c) € f7 gilt b=—c

gdw. f7 eindeutig

(vi) Jor IFp vg € *By; fiir R € R: Dies folgt wegen Lemma 4.2 (i) unmittelbar aus

jCL[_Z"'RJ _ Rj C ar(R)Uj — jCLrar(R)Ul .
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C.3 Lemma
(i) JeL"H t,,=3"t, firalleteT,

(i) Jor IFp A"y gdw.  Tlkpr, ¢ fiir alle p € Ly

Beweis: (i) durch strukturelle Induktion:
Man beachte, dass fiir alle t € T, wegen 3"t € Uy C Dy, induktiv auch Jer, IFp H t4 € D
gezeigt wird.

SI: Firt € Vp gilt

jCLI—HI—t_u - jCLl—tJ — hjCLI—tJ - hjl—t_| - ﬁrt_] S Uj g DSCL

SIl: Ist t = ft1...%,, so gilt
Ity =3"ft1.. . tn,
= T3ty T
L P 5 H s, ol H
= 3 (H t ... H t,.) 1.
= dasjenige a € Uy mit (Jer," (H 1. . ... Ht, ) ,a) € f7
= dasjenige a € Uy, mit (Jor," (H ti... .. H't,,),,a) € f7
= dasjenige a € Uy, mit Jcr.% IFp <<H'—t1_, ..... H'—th>,x> € vy
=Jcr ww(((H ..., Hty, ). x) € vp)
= JeL v (H b H ) 1
— Jor H fty .t
= jCLI_}Irt_u

wobei € V \ frei(v; vy H t14...H t, ). Fir die vierte Gleichheit verwende man Lem-
ma 4.10 (b) (i) und fiir die siebte beachte man:

Sei a € Uy, beliebig. Ist
Jouy IFp ((H"t; 2, ...,H'_tn_,>,x> vy,
so gilt
3CLZ IFp x € v
wegen Jcr g IFp vp € "y v; und Lemma 4.10 (a) (iii) und damit
a=7TcLy 1€ Dy -

Auch aus
<jCL’_<H,_t1J. ey Hrth>_|, a> S fJ
folgt natiirlich
a €Uy C Dy, -

Fiir alle a € Dy, gilt schlieslich (mit Lemma 4.10 (b) (i))

(Jer (H t14.....H t, 1)1, a) € f°

gdw. (Jer® (H ti,....H ty )5, 30 al) € f°

gdW jCLZ’_<<H|—t1_|. .. .,Hl—th>.I‘>_J S fj = jCLZl—L'fJ

gdW jCL; H_D <<H,_t1_| ..... Hrth>,$> S Uf
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(ii) durch strukturelle Induktion

SI: Fallp=(t=1):

TJCL “_D A[_(,DJ gdw.

Fall p = Rty ... t,:

JlkpL, ¢

SIl: Fall o = -

gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

Jen lFp AT

Fall o = (¢ A x):

Jen lFp AT

gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

JeL
JoL
JoL

gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

JoL
JoL
JcoL

(SR R}

Jon lkp A"t =t/

Jon Fp Ht, = H™t

Jo H t o, =3"Ht |

It =3, mit (i)
Jlrpp, t =1t

JlFpL, ¥

<j|—t1J, ... ,'j'_tn_|> c Rj
(Jer, H ty0, ..., Jc, H t, 1)) € R? mit (i)
jCLI—<HI—t1J ..... Hl—th>_, S Rj = jCLI—(‘R_]

IFp <H|—t1J ..... Hl—tn_,> € UR
Ikp A" Rty ...ty
“_D AFQOJ

JeL lkp A"

JeL lkp ~AT 4

nicht Jor, Ikp A"

nicht J IFpy, ¢ nach Induktionsvoraussetzung
JlFpr,

JlFpL, ¢

“‘D A[_?l}/\XJ
”_D A[_T!JJ A A’_X_,
IkFp A" und Jlkp A"

IFpr, ¥ und J IFpr, X nach Induktionsvoraussetzung
”_PLG ¢ A X
IFpL, »
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Fall ¢ = Voy:
JoLlbp A", gdw.  Jep lbp A"V,
gdw. Joplkp Vv e v ATy
gdw. fiir alle b € Ago Jon 010" = Uy gilt Jer’ Ikp AT
gdw. fiir alle b € Uy gilt (3°)cr Ikp A7
gdw. fiir alle b € Uy gilt ’JZ lFpr, ¥ nach Induktionsvoraussetzung

gdW. J H‘pL V’Uw
gdw. J H‘pLJ 2]

Hierbei folgt JCLZ = (’JZ)CL leicht aus den entsprechenden Definitionen.
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