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Abstract

Ziel dieser Bachelorarbeit ist es herauszufinden, ob eine Kombination von Split-
tingverfahrem mit Tensorapproximation sinnvoll erscheint. Dazu geben wir an-
fangs eine Einfithrung in die Theorie der Tensorapproximationen und diskutie-
ren anschliefend ihre Kombination mit Dimensions-Splitting. Wir setzen mit der
Theorie der Tschebyscheff-Interpolation fort, in welcher wir die Definition der
Tschebyscheff-Polynome motivieren und ihre wichtigsten Eigenschaften im Hin-
blick auf die Polynominterpolation auf R beweisen. Zudem werden wir diese im
Anschluss, mittels kennengelernter Séitze aus dem vorangegangenen Kapitel, auf
den R? verallgemeinern. Zum Abschluss der Bachelorarbeit werden wir dann al-
le bisherigen Resulatate in Verbindung bringen und Splittingverfahren in Kom-
bination mit Tschebyscheff-Tensorapproximation auf drei Evolutionsgleichungen

anwenden.
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1. Einfiihrung

Dimensions-Splittingverfahren sind ein numerisches Verfahren zur Losung von Dif-

ferentialgleichungen, wie zum Beispiel einer Evolutionsgleichung der Form
u'(t) = (000, + 9,00y )u(t) + g(t),

wobei a und b Koeffizientenfunktionen bezeichnen. Aufgrund der Struktur obiger
Differentialoperatoren erscheint es sinnvoll, Dimensions-Splitting mit Tensorap-
proximationen zu kombineren. Daher geben wir zu Beginn eine kurze Einfiihrung
in die Theorie der Tensorinterpolation. Hierbei versucht man durch verkniipfen
von bereits bekannten Interpolationsverfahren in einer Dimension, Approximatio-
nen in mehreren Dimensionen zu erhalten. Anschliefend kombinieren wir diese mit
exponentiellem Lie, Strang und resolvent splitting, um somit neue Losungsverfah-
ren flir Evolutionsgleichungen zu erhalten. Da wir diese letztendlich konkret mit
Tschebyscheft-Tensorapproximation untersuchen wollen, folgt darauf ein Kapitel
zur Theorie der Tschebyscheff-Interpolation. Dort motivieren wir zu Beginn die
essentielle Definition der Tschebyscheff-Polynome und zeigen ihre grundlegenden
Eigenschaften. In der Folge diskutieren wir ihre Rolle bei der Fehleranalyse der Po-
lynominterpolation und letztendlich ihre Anwendungen als Basisfunktionen in der
Approximationstheorie auf R. Zudem werden wir Sétze aus dem vorangegangen
Kapitel verwenden, um die Tschebyscheffapproximation auf ein zwei dimensiona-
les Gitter zu verallgemeinern. Zum Abschluss dieser Arbeit werden wir dann in
Kapitel 4 die bisherigen Resultate kombinieren und auf drei Félle einer inhomoge-
nen Evolutionsgleichung auf dem Einheitsquadrat € = [0, 1]> anwenden. Im ersten
betrachten wir eine Inhomogenitat welche in allen Ecken von €2 verschwindet, wah-
rend in den beiden anderen die Inhomogenitat in nur einer respektive keiner Ecke
verschwindet. Die folgenden numerischen Versuche und Beispiele wurden alle in

MATLAB unter Verwendung des Chebfun! package implementiert.

Lyww . chebfun.org


www.chebfun.org




2. Tensorapproximation und ihre Kombination mit
Dimensions-Splitting

Wir beginnen mit Tensorapproximationen und ihrer Verkniipfung mit Dimensions-
Splittingverfahren. Dazu machen wir uns anfangs mit dem Konzept der Tensorin-
terpolation vertraut, indem wir grundlegende Eigenschaften ebensolcher zeigen
und diese anschliefend mit dem exponentiellen Lie, Strang und resolvent splitting

kombinieren

2.1. Tensorprodukt Interpolation

Die Folgende Darstellung orientiert sich an [1, Kapitel 7]. Im weiteren Verlauf seien
X und Y Mengen.

Definition 2.1 (TENSORPRODUKT)
Seien U C Abb(X,R) sowie V' C Abb(Y,R) Vektorrdume, dann ist das Tensor-
produkt von U und V' definiert als

U®V::{Zci(ui®vi):nE]N,ViE{l...n}:ciE]R,uiEU,viEV},
i=1

wobei (u ® v)(x,y) = u(z)v(y) firu € U und v € V.
Bemerkung: Offensichtlich ist in obiger Situation U ® V' selbst ein Vektorraum. ¢

Lemma 2.2 (BAsis DES TENSORPRODUKTES)
Seien in der Situation von Definition 2.1 (uy, ..., u,,) sowie (vq,...,v,) Basen von

U respektive V', dann ist

(ui ® v))1<i<m
1<j<n

eine Basis von U ® V.
Beweis: Gelte 3272, 370 ¢i5(u; ® v;) = 0. Dann ist fir z € X,

=1



2. Tensorapproximation und ihre Kombination mit Dimensions-Splitting

Da (v, ..., v,) eine Basis ist, folgt >°7_,; c;ju;(x) = 0 fiir alle i und z. Insbesondere
gilt Vi € {1...n}: 3% cjju; = 0, worau analog c;; = 0 fiir jedes 7 und j folgt.
Also ist obige Familie linear unabhéngig. Sei nun © ® v € U ® V, dann folgt 1t.

Voraussetzung,
m n
u=>y au; und v="> b,
i=1 j=1

fir geeignete a; und b;. Nun gilt

m n m n
uURu= (Zazuz>® (ij@j) :Z aibj(ui@)vj),
i=1 j=1 i=1j=1
woraus die Behauptung folgt. ]

Beispiel 2.3
Fir m,n € IN bezeichne R,,[X]| und R,[Y] die Menge aller reelen Polynome vom
Grad m bzw. n. Dann ist

(X' ®Y)o<i<m

0<j<n

eine Basis von R,,[X]| ® R,,[Y]. o

Sei nun G = {x1,...,Zm} X {y1,...,yn} C X XY ein Gitter und P und Q Inter-
polationsoperatoren, d.h. fir f € Abb(X,R) und g € Abb(Y,R) gelte

Plf] =2 f(x:)u;  und Q[g]zig(yj)vj,

wobel u;(zy) = 0 und v;(z¢) = dj. Dann konnen wir mittels Tensorstruktur eine

Abbildung auf G interpolieren.

Satz 2.4 (TENSORINTERPOLATION)
Sei F': X xY — R eine Abbildung. Dann interpoliert (P ® Q)[F], definiert durch

m n

(POQ)[F|(z,y) =33 Fliy;)(uw @ vj)(x,y),

i=0 j=0

F auf G.



2.2. Splittingverfahren kombiniert mit Tensorapproximation

Beweis: Sei (xy,y,) € G. Es gilt

3

n

(P@QF(wr,ye) = 3 > F (i, ys)ui(wi)vi (ye)

i=0 j=0

:ZF (i, yo)ui(wx) = F(zr, ye) - L

Beispiel 2.5

In obiger Situation seien

ﬁ x—xk) und ﬁ

k:l — Lk o (Y — yf)
k#i t£]
firi=1,...,mund j = 1,...,n, die Polynome aus der Lagrange®-Basis, dann ist
(PR Q)F|(z,y) =>_ > Flai,y;)(u; ® vj)(x,y)
=0 j=0
ein Polynom in zwei Variablen, welches F' auf GG interpoliert. o

Korollar 2.6 (TENSOR-POLYNOMINTERPOLATION)
Auf R,,,[X]® R, [Y] kann eine beliebige Abbildung F': X xY — R, eindeutig auf

einem Gitter GG interpoliert werden.

Beweis: Folgt aus Beispiel 2.5 und der Eindeutigkeit der Polynominterpolation.
[

Bemerkung: Sei d € IN, dann konnen obige Konstruktionen analog auf Gitter auf

d Mengen verallgemeinert werden. o

2.2. Splittingverfahren kombiniert mit Tensorapproximation

Wir wollen nun die kennengelernte Tensorstruktur mit Splittingmethoden in Ver-
bindung bringen. Dazu bezeichne Q = (0,1)? das offene Einheitsquadrat und
L den gleichméBigen stark elliptischen Differentialoperator £ = 0,(ad;) + 9,(bdy)
mit D(L) = H*(Q) N H (), wobei a,b € C*(]0,1]) Koeffizientenfunktionen sind,

2 Joseph-Louis Lagrange, 17361813, franzdsischer Mathematiker



2. Tensorapproximation und ihre Kombination mit Dimensions-Splitting

welche positiv und von 0 weg beschrinkt sind. Auf L?(2) betrachten wir die Evo-

lutionsgleichung

u'(t) = Lu(t) +9(t),  u(0) =uo, (1)

mit uy € D(L) und g: [0,T] — L*(Q) fiir T > 0. Setzen wir A = 0,(ad,) sowie
B = 0,(bd,) , so lasst sich obiges Anfangswertproblem als

u'(t) = (A+B)u(t) +g),  u(0)=u
formulieren. Im Folgenden sei 7 > 0 eine feste Zeitschrittweite und wu,, eine Nahe-
rung an die exakte Losung zum Zeitpunkt ¢, = nr fiir n € IN.

Exponentielles Lie splitting
Als erstes untersuchen wir exponentielles Lie splitting kombiniert mit Tensorap-

proximation. Die Splittingmethode liefert

Upiq = €Be™ (un + Tg(tn)) .

als Approximation an u(t,1). Gelte nun

un—i—g

i:v: (50 @ 1)

||M:

fir M, N € IN und geeignete Basisfunktionen f f , dann folgt wegen

(£ ® £ (@ y) = £ @) 17 W),

dass

M N
Ups1 R Z Z Cmn) (eTAfi(l) ® eTij(Q)) )
1=1j=1



2.2. Splittingverfahren kombiniert mit Tensorapproximation

Durch Anwendung der Tensorapproximation wirken sich die Differentialoperatoren

also nur noch auf die gewahlten Basisfunktionen aus. Gilt zudem
M) oS, 0 (1) Ny,
A & Z Tri fy und eTij ~ Zy@i )
k=1 =1
fir K, L € N, so folgt
NSNS, () o (@)
Upt1 = Zzzzxkz% yﬁj(fk ® fy )
k=1(=11i=1 j=1

Definieren wir weiters die Koeffizientenmatrizen X, Y, C,, durch Xy; = 2, Yo; = yy;
und (Cy,);; = ng) firk=1,...,K,i=1,....m,{=1,...,Lund j =1,..., N,

so kann obiges als

Upsy A i EL: (xex™) (£ e £2)
k=1/¢=1

formuliert werden. Um also die Evolutionsgleichung (1) nédherungsweise zu lésen,
miissen die Matrizen X, Y nur einmalig berechnet werden. Dazu diskretisiert man
die Differentialoperatoren und 16st ein lineares Gleichungssystem. Anschlieend
entwickelt man in jedem Zeitschritt die vorherige Approximation und berechnet
XC,YT.

Strang splitting
Ahnlich verhélt es sich bei der Kombination des Strang splitting mit Tensorstruk-

tur. Das urspriingliche Splittingverfahren liefert
Upi1 = egAe58<eEBegAun + Tg(tn + 7'/2))

als Naherung. Gelte nun

K L
FO D), A = S oo o5 = Sy
k=1 =1



2. Tensorapproximation und ihre Kombination mit Dimensions-Splitting

und bezeichnen X, Y, C,, wiederum die Koeffizientenmatrizen, so folgt

MH
MH

K L
z:: 2 (XC"YT)M (f’gl) ® féz)) )

Entwickeln wir anschliefend die Inhomogenitat so, dass

SN ) () o (@)

gltn +7/2) = ZZ%@(@ ® fo )

k=1 /=1

gilt und bezeichnet D,, die zugehorige Koeffizientenmatrix, dann erhalten wir
28,54 SOy M) g @
erfertu, +7g(ta+7/2) Y3 (XCY T +D,) (Y @ £7).
k=1(=1

Erneute Anwendung der Operatoren fiihrt letztendlich zu

Up i1 A i XL: (X (xCy T+ Dn)YT> (Ve 7).
k=1/=1 kt

Lie resolvent plitting
Als letztes Splittingverfahren untersuchen wir das Lie resolvent splitting. Hierbei
wird

et = (1d —7B) 7 (id =7 A) (uy + 7g(t))

als Approximation an die exakte Losung verwendet. Erneut gelte

n + gt ch (19 @ £2).

Seien f; und fy zwei von einer Variablen abhéngige Abbildungen, dann gilt wegen

((id —TA)fl ® (id —78)71) ((id —7A) ® (id —TB)) (f1® fo)
= (id—rA) "' @ (id—7B) ' ((id —rA) f @ (id —7B) f,)
= (id—7A)'(id —7A) f; ® (id —7B) " (id —7B) fo = f1 ® f



2.2. Splittingverfahren kombiniert mit Tensorapproximation

und analog
((d=7A) ® (id —B)) ((id —rA) "' @ ({d—7B) ") (i ® fo) = L @ fa,
dass
((d=7A) '@ (id—B)") (£ ® fo) = (id—7A) " fi @ (id —7B) "'

und somit

M N
U~ 30 ((id —rA) D @ (d —rB) £

i=1j=1

Erneut bezeichnen X und Y die Koeffizientenmatrizen, sodass

(id—7.A) lf(l) szfk und (id —78B) 1f Zyzlfg ,

dann folgt wiederum

K L
i = 33 (XCYT) (50 1),

k=1/¢=1






3. Tschebyscheff-Approximation

Im vorherigen Kapitel wurde allgemein die Kombination von Splittingverfahren
mit Tensorstrukturen vorgestellt. Zur konkreten Durchfithrung ebensolcher miis-
sen allerdings noch Basisfunktionen gewéhlt werden. Da wir uns speziell fiir die
Tschebyscheff-Polynome interessieren, wollen wir hierbei ihre wichtigsten Eigen-
schaften zeigen und ihre Rolle in der Polynom-Interpolation vorstellen. Die folgen-

de Darstellung orientiert sich an Teilen aus [2, Kapitel 5] und [3, Kapitel 3].

3.1. Tschebyscheff-Polynome

Historisch gesehen, tauchten die Tschebyscheff3>-Polynome erstmals auf, als man
gewisse Probleme in der Kolbenbewegung von Dampfmaschinen 16sen wollte. Dazu
betrachtete man folgende Fragestellung: Sei n € IN und bezeichne P, die Menge
aller reelen Polynome vom Grad n mit Leitkoeffizient 1. Existiert ein py € P,,
sodass die die maximale Abweichung auf dem Intervall [—1, 1] minmial wird, d.h.

: ?
VpeP,: _max, Ipo(z)| < _max, Ip(z)] (2)

Um obige Aufgabe zu losen benotigen wir folgende Eigenschaft des Cosinus.

Lemma 3.1
Sei n € IN, dann gilt fir ¢ € R,

n—1
cos(np) = 2" cos™(p) + a,gn) cos® ()
k=0

fiir geeignete a,(gn) € R.

Beweis: Wir beweisen die Aussage mittel vollstdndiger Induktion iiber n. Fir
n = 1 gilt die Aussage offensichtlich. Die Behauptung gelte also fiir n > 1. Nun
folgt wegen cos((n + 1)p) + cos((n — 1)¢) = 2 cos(np) cos(p) und der Induktions-

3 Pafnutij L. Tschebyscheff, 1821-1894, russischer Mathematiker

11



3. Tschebyscheft-Approximation

voraussetzung, dass

cos ((n+ e ) =

= 2" cos" () + 2 Z ay” cos* () — 2" % co Z ay ™ cost(p) =
= 2"cos" ™ () + Z 2a,C + ak )) cos® (o)

. — (n—1 n—1 —
wobei a”, == 0,a""1 :=0,a"" =0 und a, ) . a,(l,l ) _gn-2, |
Obiges Lemma motiviert nun

Definition 3.2 (TSCHEBYSCHEFF-POLYNOME)
Die fiir € R definierten Abbildungen

To(z) =1, T, (z) = cos(narccoszx) firn € N,

nennt man Tschebyscheff-Polynome (erster Art).

Bemerkung: Aus Lemma 3.1 folgt, dass T}, ein Polynom vom Grad n mit Leitkoef-
fizient 27! fir n > 1 ist. o

Satz 3.3 (EIGENSCHAFTEN DER TSCHEBYSCHEFF-POLYNOME)
Die Tschebyscheff-Polynome erfiillen die folgenden Eigenschaften:

1) Sie geniigen der 3-Term-Rekursion
To(z) =1, Ti(z) ==z, Toi1(x) = 22T, (z) — T ()
far n > 2.

2) Es gilt T,,(cos(km/n)) = (—1)*, wobei k =0,...,n und n > 1.

3) Das Polynom T,, besitzt genau n reele Nullstellen

2k —1
CoS T, 1<k<n.
2n

12



3.1. Tschebyscheff-Polynome

4) Die Polynome T, sind orthogonal auf [—1, 1] beziiglich der Gewichtsfunktion

w(z) =1/v1 — a2, speziell gilt

VT ()T ()

S\ ImAY) 4
1 1 =22 *

Beweis: Die Aussagen 2) und 3) sind klar. Aussage 1) folgt aus

Ti1(z) = cos ((n + 1) arccos x)
= 2 cos(arccos ) cos(n arccos x) — cos ((n — 1) arccos x)

= 22T, (z) — T,,1(x).

Zudem gilt

VT (2) T ()
1 V1—22

dz = [z — cos(z)] = /07r cos(nz) cos(mx) dx

= ; /07r cos ((m + n)x) cos ((m - n)x) dz,

woraus Aussage 4) folgt. [

Bemerkung: Obige 3-Term-Rekursion erlaubt es, T;, als Polynom anzugeben. Bei-

spielsweise lauten die ersten sechs Polynome:

To(z) =1,
T\(x) =z,
Ty(x) = 22" — 1,
Ts(z) = 42° — 3w,
Ty(r) = 8x* — 82 + 1,
Ts(z) = 162° — 202> + 52
(vgl. Abbildung 1). o

Eine schone Darstellung erhilt man, nach einer Idee aus [5], durch radiales plotten

13



3. Tschebyscheft-Approximation

— 1 —1,—"1;3 T),—15

Abbildung 1: Tschebyscheff-Polynome fir n = 1,2,3,4,5.

der Polynome, siehe dazu Abb. 2.

Satz 3.4 (MINIMALEIGENSCHAFT DER TSCHEBYSCHEFF-POLYNOME)
Sei  ein Polynom vom Grad n > 1 mit Q # T, und Leitkoeffizient 2"~!, dann
gilt

1= T, < .
xg[1§1>§11| ()| xg[lgf”@(wﬂ

Beweis: Gelte

T,(z)| > .
ax T ()] > Dax |Q(z)]

Weiters bezeichne zj, = cos(kw/n) fir k = 0,...,n, dann gilt fir die Differenz
D(z) =T,(z) — Q(x), dass D(xy) > 0 fur gerades und D(xy) < 0 fiir ungerades k.
Somit folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass D mindestens n Nullstellen hat. Da

deg(D) =n — 1, erhalten wir D = 0 im Widerspruch zu Q # T, . |

Bemerkung: Obiger Satz liefert insbesondere, dass die normierten Tschebyscheff-

Polynome die Losung der Fragestellung (2) sind. o

14



3.1. Tschebyscheff-Polynome

Abbildung 2: Radialer Plot der Tschebyscheff-Polynome von geradem Grad.

15



3. Tschebyscheft-Approximation

3.2. Tschebyscheff-Interpolation

Wir wollen nun die Tschebyscheff-Polynome in der Polynominterpolation anwen-

den.

3.2.1. Verfahrensfehler der Polynominterpolation

Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] — R eine Abbildung. Dann ist bekannt,
dass ein eindeutiges Polynom P vom Grad n existiert, welches die paarweise ver-
schiedenen (n + 1) Punkte (z;, f(z;)) mit x; € [a,b] fiir i = 0,...,n interpoliert.
Speziell gilt

Satz 3.5 (VERFAHRENSFEHLER DER POLYNOMINTERPOLATION)

In obiger Situation sei f (n+1)-mal differenzierbar. Dann existiert fiir alle z € [a, b]

ein ¢ € (min;(x;, x), max;(z;, x)), sodass

f(nJrl) n
o) = Pa) = LS T ).
Beweis: Siehe [3]. |
Obiger Satz motiviert die Fragestellung, ob Stiitzstellen z, ..., x, existieren, so-

dass

ey 1o~ o

minimal wird. Die Antwort liefert

Satz 3.6 (MINIMALEIGENSCHAFT DER CHEBYSHEV-KNOTEN)

Seien xy, ..., z, € |a,b] paarweise verschieden. Dann gilt

n
max 1:[ |z — x;| ist minimal <=

1 1 2k+1
S (b — i <k<n.
Tg 2(a—|—b)—|—2(b a) cos <2n+2ﬂ> fir 0<k<n

Man nennt in obiger Situation die Punkte x; Tschebyscheff-Knoten im Intervall

[a,b] vom Grad n.

16



3.2. 'Tschebyscheff-Interpolation

Beweis: Gelte [a,b] = [-1, 1], dann folgt aus Satz 3.4,

n n
Elg}él H |z — ;| ist minimal <= g |z — x| = 27" Thya ()

< ,...,x, sind die Nullstellen von 7}, .
Im Fall [a,b] # [—1, 1] transformieren wir das Intervall mittels
g 11— [ab): L a+b) + (b~ a)t
auf [—1, 1] und es folgt die Behauptung. |

3.2.2. Tschebyscheff Polynominterpolation in R und R?

Wie oben sei f: [-1,1] — R eine Abbildung. Weiters bezeichne P das Interpo-
lationspolynom vom Grad n, welches f in den Tschebyscheff-Knoten interpoliert.
Da die ersten (n + 1) Tschebyscheff-Polynome eine Basis der Polynome vom Grad
kleiner gleich n auf [—1, 1] bilden, vgl. Satz 3.3, besteht die Idee darin, dass Interpo-
lationspolynom als Linearkombination von Ty, ..., T, darzustellen. Zur bequemen

Berechnung ebensolcher bendtigen wir eine weitere Orthogonalitéitseigenschaft.

Lemma 3.7 (DISKRETE ORTHOGONALITAT DER TSCHEBYSCHEFF-POLYNOME)
Sein € N und 0 < k,¢ < n, dann gilt

n

T;ﬁTg:Z (x))Ty(xj) =<n+1, k=(=0,

wobei

17



3. Tschebyscheft-Approximation

Beweis: Unter Anwendung der eulerschen Formeln erhalten wir mit o = 7/n + 1

S = $on (154 5) ) o ra(341)
222: os(k+€) (j—f—;))—l—cos((k—ﬁ)oz(j—i-;))

(Zez(mz +Zek£ (i+3 )

[\ \

Gelte k # ¢, dann folgt wegen 0 < k,/ <n ,dass0< [k —/¢| <nund 0 < k+/{ <
2n . Somit ist
2nm T nmw

< — < .
n+1 und n—l—l_‘(k f)a!_n+1

<(k+la<

n—l—l

Insbesondere gilt
ei(kJr@)aj 7£ 1 7£ ei(kfé)ozj7

wehalb
Zn: cilkt0a(i=3) _ % (k+0) QI
j=0 J=0
i(k+0)a(n+1) _ 1\ _
_ oigktn € 1 (=1 1

eH0e =1 2isin (3(k +0))

rein imaginédr oder 0 ist. Analoges gilt fir > eilk=0a(i=3) , woraus die Behaup-
tung fiir diesen Fall gezeigt wurde. Gilt k = ¢ = 0 so folgt die Aussage unmittelbar

aus obiger Darstellung und fir £ = ¢ > 0 wegen

0 < 2ka < 27
aus
n 2ak(n+1) _ 27k __
2ka + _ zak; 2kaj __ ok € 1 _ € 1 _
3) — e =e . = — — =. |
ezakZ —1 ewzk _ efwzk

Jj=0

18



3.2. 'Tschebyscheff-Interpolation

Satz 3.8 (TSCHEBYSCHEFF-INTERPOLATION AUF [—1,1])
In obiger Situation gilt,

1 n
P(SC) = §C0 + Z Cka(JZ)
k=0

2 & 25+ 1 25+ 1
Cp = Zf oS g+ 7| | cos |k ]+
n+1:= 2n+2 2n+2

firk=0,...,n

wobei

Beweis: Wegen Lemma 3.7 gilt

<p7 Tk> 2 - -
CcL = = p(z)Ti(z; xj) Tk (z;
TP = a1 2P = 2 Tt
woraus die Behauptung folgt. [ |

Satz 3.9 (TSCHEBYSCHEFF-INTERPOLATION AUF |a, b])
Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] — R eine Abbildung. Weiters bezeichne P
das eindeutige Interpolationspolynom vom Grad n mit den Tschebyscheff-Knoten

yr auf [a, b] als Stitzstellen, dann gilt

1 n r—a
Py = | n(>I70 ),
(33) 2CQ+I;)Ck k b—a
wobei
n ( 2j+1>
) cos
J=0 2n+2
fir k=0,...,n

Beweis: Betrachte die Transformation

g [-1,1] — [a8]: £ S(a+b)+ 5(b—a)t.
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3. Tschebyscheft-Approximation

Dann ist P o g ein Polynom auf [—1, 1] und es folgt analog zu Satz 3.8

(Pog)(w) = 5o+ ki o Ti ()

mit

i ( )Tk ;) Z (y) T () mé}f(xj)Tk(xj).

J=0 J=0
Wegen g~ '(z) = 2(z —a)/(b—a) — 1 folgt

1 ” r—a
P(l‘) = QCO+ZCka(2 —

k=0

) "

Bemerkung: Wie bereits zu Beginn bemerkt, besteht die Idee der Tschebyscheff-
Interpolation daraus, dass man das eindeutige Interpolationspolynom als Linear-
kombination von Tschebyscheff-Polynomen darstellt. Obige Sétze liefern uns nun
die Vorteile dieser Vorgehensweise. Im Vergleich zum Schema der dividierten Diffe-
renzen, welches man zur Polynominterpolation verwendet, konnen obige Koeffizi-
enten sehr einfach berechnet werden. Zudem gilt fir jedes n € N und = € [—1,1],
dass |T,(x)| < 1. Treten also ab einem gewissen Index betragsmaflig sehr kleine
Koeffizienten auf, kann man diese vernachlassigen, ohne dabei den Fehler signifi-

kant zu vergrofern. o

Satz 3.10 (TSCHEBYSCHEFF-INTERPOLATION IN R?)
Seien a,b,c,d € R mit a < b und ¢ < d sowie [: [a,b] X [¢,d] — R eine Abbildung.

Dann interpoliert

i 1 T 1) 1(2 —1
=2 Oaj ( —a ) (d—c )

=0 j=

mit

ZZf cos( 2k+1)cos( '2€+1>
Qi = Tg, i s
IR ||T||2 ks Ye om + 2 T on ¥ 2

k=0 (=0

fauf G=A{zo,...,2m} X {yo,..-,Yn}, wobei x; und y, die Tschebyscheff-Knoten
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3.2. 'Tschebyscheff-Interpolation

auf [a,b] bzw. [c,d] fir k =0,...,m und £ =0, ..., n bezeichnen.
Beweis: Folgt aus Satz 2.4 und 3.9. |

Beispiel 3.11

Sei f=(T1®@T3)+6/7(T3T))+1/2(Ty @ Ts) + 5/4(Ts @ T3) . Betrachten wir
das Spektrum der obigen Approximation (vgl. Abbildung 3), so erkennt man, dass
obiges Verfahren f exakt darstellt. o

d [ [ [[[]]
3 | | [ ][]
' AHEEEEE
=8 | [ || []]

1.5

0.75

: [l HHHEER
I HHEEENE g '
2 ] ] ]
0 1 2 3 4 5 6 —1o
Ti(x)

Abbildung 3: Spektrum der Interpolation aus Beispiel 3.11.

Beispiel 3.12
Sei g(x,y) = sin(v2? + y?)/vx? + y?. Tschebyscheff-Tensorinterpolation liefert

dann fiir m = n = 5 ein unbrauchbares Ergebnis, wahrend man fiir m = n = 10

bereits eine sehr gute Naherung erhélt (siehe Abbildung 4). o
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3. Tschebyscheft-Approximation

-10 -10

Abbildung 4: Tschebyscheff-Tensorinterpolation angewandt auf Beispiel 3.12. Oben fiir
m =n =5, unten fiir m =n = 10.
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4. Splittingverfahren kombiniert mit

Tschebyscheff-Tensorapproximation

Abschlieflend wollen wir die bisherigen Ergebnisse kombinieren und an numeri-
schen Beispielen illustrieren. Dazu begeben wir uns wieder in die Situation aus
Abschnitt 2.2, d.h. wir wollen die Evolutionsgleichung (1) unter den dortigen Be-
dingungen mit 7' = 1 numerisch l6sen. In Kapitel 2 war dazu die Idee, auftreten-
de Terme durch Linearkombinationen von Tensorprodukten von geeignten Basis-
funktionen zu approximieren. Im Folgenden werden wir dazu die Tschebyscheff-
Polynome verwenden und K = L = 50 setzen. So folgt beispielsweise fiir das

Lie-Splitting, dass

50 50

Uy = YD (XCYT) (ThoTo)

k=0¢=0

als Approximation an die exakte Losung zum Zeitpunkt ¢,,; verwendet wird.

Speziell werden wir die folgenden drei Beispiele untersuchen.

Beispiel 4.1
Gelte a = b = 1 sowie

up(z,y) = sin(mx) sin(my) .

Weiters sei die Inhomogenitat g gegeben durch
g(t,z,y) = (27* — 1)e ' sin(r2) sin(7y),

dann ist

u(t,z,y) = e 'sin(nz) sin(my)

die exakte Losung der Diffusionsgleichung. Da ¢ in allen Ecken von 2 verschwin-
det, bezeichnen wir diese als kompatibel, weshalb die kennengelernten Splitting-
verfahren in dieser Situation volle Ordnung erzielen sollten, vgl. beispielsweise [6].
Verschwindet die Inhomogenitéat nicht in allen Ecken, sprechen wir von einer in-

kompatiblen Inhomogenitat. o
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4. Splittingverfahren kombiniert mit Tschebyscheft-Tensorapproximation

Beispiel 4.2
Seien
a(x) = 52t + 32% 4 4 und bly) =y* +2y +1,

die Koeffizientenfunktionen und der Anfangswert ug wie in Beispiel 4.1. Die Inho-

mogenitat g sei nun inkompatibel im Ursprung, dazu sei

g(t7x7y) = (1—;6)20 (l_y)20' ©

Beispiel 4.3
Als letztes Beispiel werden wir noch ein in allen Ecken inkompatibles Problem

observieren. Genauer gelte
a(x) = 5% + 3z + 10, b(y) = (y + 2)?
sowie

uo(x,y) = 23> (1 — 23) (1 — o)

und

wobei
g(t,z,y) = exp (t —100(2? + y2)) . o

4.1. Exponentielles Lie splitting

Wir beginnen mit dem exponentiellem Lie splitting. Wie anfangs bereits erwahnt

verwenden wir hierbei

50 50

U = YD (XCYT) (T @ To)

k=0 ¢=0

als Néherung. Als erstes wenden wir das Verfahren auf Beispiel 4.1 an. Wie man
am Ordnungsplott, Abb. 5, erkennt, wird volle Ordnung 1 erzielt, was auch auf-

grund der Eigenschaften der Inhomogenitéit zu erwarten war. Ferner bietet auch
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4.2. Strang splitting

der punktweise Fehler, in dieser Situation wenig Uberraschendes. Wihrend am
Rand von §2 kein Fehler auftritt, entsteht dieser im Inneren und gipfelt im Mit-
telpunkt des Quadrates. Betrachtet man die Referenzlosung so war auch dies zu
erwarten. Interessanter ist die Anwendung auf Beispiel 4.2. Hierbei verursacht die
Inkompatibilitat der Inhomogenitét Probleme. Dies spiegelt auch Abbildung 7 wi-
der. Aufgrund der nicht erfiillten Kompatibilitdtsbedingungen reduziert sich die
Ordnung von 1 auf 1/4 und obendrein zeigt der punktweise Fehler, das sich der
Fehler nun im Ursprung konzentriert und von dort ins Innere streut. Ein d&hnliches
Bild zeichnet sich auch bei Beispiel 4.3 ab. Wiederum kommt es aufgrund der in-
kompatiblen Inhomogenitit zu einer Ordnungsreduktion auf 1/4 und der Fehler
ballt sich in den Ecken. Da der Fehler in diesen Féllen allerdings nur lokal auftritt,
gibt es Moglichkeiten ihn weiter zu reduzieren. Eine Variante besteht darin die
Inhomogenitét in einen kompatiblen und inkompatiblen Anteil zu zerlegen, d.h.
es gelte ¢ = Geomp + Gincomp. Wendet man nun das Verfahren auf das Problem
zur Inhomogenitat geomp an, so wird wieder volle Ordnung erzielt und man erhélt
eine Naherungslosung tcomp. Ist weiters die exakte Losung incomp zur Inhomoge-
nitét ginkomp bekannt, so ist, aufgrund der Linearitét von £, Ucomp + Uincomp €inE€

Approximation an die exakte Losung.

4.2. Strang splitting

Kommen wir zum Strang splitting. In Kombination mit Tensorprodukten von

Tschebyscheff-Polynomen ist dann die Approximation zum Zeitpunkt ¢, durch

K L
U1 =33 (X (xCyT+ Dn)YT> (T o T))
k=1/¢=1 ke
gegeben. Anwendung auf Beispiel 4.1 liefert wiederum das erwiinschte Ergebnis.
Aufgrund der erfiillten Kompatibilitatsbedingung erzielt das Verfahren volle Ord-
nung 2, siche Abb. 11. Dies spiegelt sich auch im Fehler wider. Wéhrend beim
exponentiellen Lie splitting der Fehler zur kleinsten Schrittweite unter 10~ liegt,
reduziert sich dieser bei der Kombination mit Strang splitting auf fast 107°. Der
punktweise Fehler, sieche Abbildung 12, zeigt ein zum exponentiellen Lie split-

ting dhnliches Bild. Der Fehler gipfelt im Inneren von €2, reduziert sich hingegen
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4. Splittingverfahren kombiniert mit Tschebyscheft-Tensorapproximation

1072

1073

1074

error in discrete Lo-norm

107° 104 1073 1072
step size

Abbildung 5: Ordnung des exponentiellen Lie splitting kombiniert mit Tschebyscheff-
Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.1. Die blaue Linie (Drei-
ecke) zeigt den Fehler im Vergleich zur exakten Losung, die rote (Kreise)
im Vergleich zu einer numerischen Referenzlosung. Die punktierte Gerade
besitzt Steigung 1.

Abbildung 6: Punktweiser Fehler des exponentiellen Lie splitting kombiniert mit
Tschebyscheff-Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.1 zum Zeit-
punkt ¢t =1T.
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4.2. Strang splitting

10_5\\\\\\\ T T 11717 T T T 171717

1076

error in discrete Lo-norm

1077

10~* 1073 1072
step size

Abbildung 7: Ordnung des exponentiellen Lie splitting kombiniert mit Tschebyscheff-
Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.2. Die strichlierte bzw.
punktierte Gerade besitzt Steigung 1/4 bzw. 1.

0.5 1 15 2
5
x10

Abbildung 8: Punktweiser Fehler des des exponentiellen Lie splitting kombiniert mit
Tschebyscheff-Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.2 zum Zeit-
punkt ¢t =1T.
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4. Splittingverfahren kombiniert mit Tschebyscheft-Tensorapproximation

1074

1075

error in discrete Lo-norm

Lol Lol |
1074 1073 1072
step size

Abbildung 9: Ordnung des exponentiellen Lie splitting kombiniert mit Tschebyscheff-
Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.3. Die strichlierte bzw.
punktierte Gerade besitzt Steigung 1/4 bzw. 1.

x10

Abbildung 10: Punktweiser Fehler des exponentiellen Lie splitting kombiniert mit
Tschebyscheff-Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.3 zum Zeit-
punkt t =T.
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4.2. Strang splitting

aufgrund der hoheren Ordnung des Strang splitting drastisch. Wenden wir das
Verfahren auf die Beispiele mit inkompatiblen Inhomogenitdt an, so zeigen die
Ordnungsplots, Abb. 13 und 16, dass es wiederum zu einer Ordnungsreduktion auf
1/4 kommt. Uberraschendes offenbart sich allerdings im punktweisen Fehlerplot.
Abbildung 14 zeigt den punktweisen Fehler des Strang splitting ohne Tensorappro-
ximation, angewandt auf ein inkompatibles Beispiel aus [7]. Wie man erkennt streut
sich hierbei der Fehler auf den ganzen Rand des Quadrates, wahrend hingegen der
punktweise Fehler in Kombination mit Tschebyscheff-Tensorapproximation, Abb.
15, analog zum exponentiellen Lie splitting lokal im Ursprung bleibt. Auch der
punktweise Fehler beziiglich des in allen Ecken inkompatiblen Beispiels bleibt lo-
kal in den Ecken. Dies zeigt das Potential der Kombination von Splittingmethoden
und Tensorstrukturen. Verteilt sich der Fehler auf den ganzen Rand von €2, besteht
kaum eine Chance diesen zu korrigieren, bleibt er jedoch lokal in den Ecken, so

kann er durch die vorher beschriebene Methode weiter verbessert werden.

1073
1074
107°
106
107

10-8

error in discrete Lo-norm

107

Lol | Lol
1074 1073 1072
step size

Abbildung 11: Ordnung des Strang splittings kombiniert mit Tschebyscheff-Tensor-
approximation angewandt auf Beispiel 4.1. Die blaue Linie (Dreiecke)
zeigt den Fehler im Vergleich zur exakten Losung, die rote (Kreise) im
Vergleich zu einer numerischen Referenzlosung. Die punktierte Gerade
besitzt Steigung 2.
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4. Splittingverfahren kombiniert mit Tschebyscheft-Tensorapproximation

&

Abbildung 12: Punktweiser Fehler des Strang splittings kombiniert mit Tschebyscheff-
Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.1 zum Zeitpunkt ¢t = T'.

10_4 ; T T T L T T T ]
g | i
2 o)
3 i i
© i |
g 107} E
8 [ ]
= i ]
= i i
5 1077 E
— = |
g i 1

10_8 ; | | | é

10~ 1073 1072
step size

Abbildung 13: Ordnung des Strang splitting kombiniert mit Tschebyscheff-Tensor-
approximation angewandt auf Beispiel 4.2. Die strichlierte bzw. punk-
tierte Gerade besitzt Steigung 1+ 1/4 bzw. 2.

30



4.2. Strang splitting
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Abbildung 14: Punktweiser Fehler des standard Strang splitting angewandt auf ein in-
kompatibles Beispiel aus [7].
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Abbildung 15: Punktweiser Fehler des Strang splitting kombiniert mit Tschebyscheff-
Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.2.

31



4. Splittingverfahren kombiniert mit Tschebyscheft-Tensorapproximation

1074
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error in discrete Lo-norm

10~ 1073 1072
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Abbildung 16: Ordnung des Strang splitting kombiniert mit Tschebyscheff-Tensor-
approximation angewandt auf Beispiel 4.3. Die strichlierte bzw. punk-
tierte Gerade besitzt Steigung 1+ 1/4 bzw. 2.

-4
x10

Abbildung 17: Punktweiser Fehler des Strang splitting kombiniert mit Tschebyscheff-
Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.3 zum Zeitpunkt ¢t = T'.
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4.3. Lie resolvent splitting

4.3. Lie resolvent splitting

Als letztes wenden wir das Lie resolvent splitting in Verbindung mit Tensorinterpo-
lation an. Bevor wir allerdings wieder die Tschebyscheff-Polynome als Basisfunktio-
nen verwenden, wollen wir hier untersuchen, wie es sich mit den trigonometrischen

Polynomen aus der Fourieranalysis verhalt. Gelte also

50 50

s = 353 (), (¢ o)
k=0 £=0

Bereits im kompatiblen Fall tauchen nun Schwierigkeiten auf. Abbildung 18 zeigt
den Ordnungsplot des obigen Verfahrens hinsichtlich Beispiel 4.1. Die blaue Li-
nie (Dreiecke) zeigt den Vergleich mit der exakten Losung, die rote (Kreise) den
Vergleich mit der numerischen Losung desselben Verfahrens, allerdings mit einer
viel kleineren Schrittweite. Dies fithrt dazu, dass aufgrund derselben Ortsdiskre-
tisierung, sich der Fehler dieser gerade neutralisiert und somit nur der Fehler der
Zeitdiskretisierung tibrig bleibt. Wie man erkennt bleibt hier der exakte Fehler ab
einer gewisschen Schrittweite konstant bei ca. 1072 hingen, wihrend der Fehler
der Zeitdiskretisierung weiter mit Ordnung 1 féllt. Dies bedeutet, dass der Fehler
in der Ortsdiskretisierung so grof ist, dass sich Verbesserungen des Fehlers in der
Zeit kaum mehr positiv auf den gesamten Fehler auswirken. Die Ursache hierfiir
liegt im sogenannten Gibbs-Phinomen?*, welches am Rand von  Uberschwingun-
gen verursacht. Insgesamt zeigt sich also, dass sich die trigonometrischen Poly-
nome nicht fiir unser Vorhaben eignen. Kehren wir somit wieder zuriick zu den

Tschebyscheff-Polynomen, d.h. im Folgenden gelte

50 50

ngr = YD (XCYT) (Th®T).

k=0 ¢=0

Abermals erhalten wir ahnliche Ergebnisse wie vorher. Im kompatiblen Fall erhélt
man volle Ordnung und der Fehler liegt im Inneren des Quadrats, wihrend es
bei den Beispielen 4.2 und 4.3 erneut zu Ordnungsreduktionen kommt und der
Fehler wieder lokal in den Ecken bleibt, wodurch dieser mittels einer modifizierten

resolvent splitting Methode aus [8] weiter korrigiert werden kann.

4 Josia W. Gibbs, 1839-1903, amerikanischer Phsiker
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4. Splittingverfahren kombiniert mit Tschebyscheft-Tensorapproximation
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Abbildung 18: Ordnung des Lie resolvent splitting kombiniert mit Fourier-Tensor-
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approximation angewandt auf Beispiel 4.1. Die blaue Linie (Dreiecke)
zeigt den Fehler im Vergleich zur exakten Losung, die rote (Kreise) im
Vergleich zu einer numerischen Referenzlosung. Die punktierte Gerade
besitzt Steigung 1.



4.3. Lie resolvent splitting
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Abbildung 19: Ordnung des Lie resolvent splitting kombiniert mit Tschebyscheff-Tensor-
approximation angewandt auf Beispiel 4.1. Die blaue Linie (Dreiecke)
zeigt den Fehler im Vergleich zur exakten Losung, die rote (Kreise) im
Vergleich zu einer numerischen Referenzlésung. Die punktierte Gerade
besitzt Steigung 1.

Abbildung 20: Punktweiser Fehler des Lie resolvent splitting kombiniert mit
Tschebyscheff-Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.2 zum Zeit-
punkt t =1T.
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4. Splittingverfahren kombiniert mit Tschebyscheft-Tensorapproximation
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Abbildung 21: Ordnung des Lie resolvent splitting kombiniert mit Tschebyscheff-Tensor-
approximation angewandt auf Beispiel 4.2. Die strichlierte bzw. punktier-
te Gerade besitzt Steigung 1/4 bzw. 1.
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Abbildung 22: Punktweiser Fehler des Lie resolvent splitting kombiniert mit
Tschebyscheff-Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.2.
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4.3. Lie resolvent splitting
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Abbildung 23: Ordnung des Lie resolvent splitting kombiniert mit Tschebyscheff-Tensor-
approximation angewandt auf Beispiel 4.3. Die strichlierte bzw. punktier-
te Gerade besitzt Steigung 1/4 bzw. 1.
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Abbildung 24: Punktweiser Fehler des Lie resolvent splitting kombiniert mit
Tschebyscheff-Tensorapproximation angewandt auf Beispiel 4.3 zum Zeit-
punkt T =t.
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5. Nachwort

Fassen wir abschliefend unsere Ergebnisse zusammen. Ziel dieser Bachelorarbeit
war es, Dimensions-Splitting mit Tensorapproximation zu kombinieren und anhand
von numerischen Experimenten zu ermitteln, ob eine solche Verbindung sinvoll er-
scheint. Dazu wurden in Kapitel 2 die fiir diese Arbeit notwendigen Grundlagen der
Tensorinterpolation skizziert, welche gleich darauf in Kapitel 3 verwendet wurden,
um die Tschebyscheff-Interpolation auf zwei Dimensionen zu erweitern sowie die
Kombination von Tensorprodukten mit exponentiellem Lie-, Strang- und resolvent
splitting erlautert. Kapitel 3 umfasst zudem eine Vorstellung der Tschebyscheft-
Polynome und ihrer wesentlichen Eigenschaften. In Kapitel 4 wurden dann al-
le bisherigen Resultate durch die Verbindung von splitting mit Tschebyscheft-
Tensorapproximation verkniipft und in numerischen Beispielen illustriert. Dazu
betrachteten wir eine inhomogene Evolutionsgleichung auf dem Einheitsquadrat
Q = (0,1)? und unterschieden drei Félle. Im ersten wihlten wir eine kompatible
Inhomogenitat, d.h. eine Inhomogenitéat welche in den Ecken von 2 verschwin-
det. Der zweite Fall umfasste eine im Ursprung inkompatible Inhomogenitat und
als letztes untersuchten wir eine in allen Ecken nicht verschwindende Inhomogeni-
tat. Bei allen verwendeten Splittingverfahren zeigte sich ein wenig iiberraschendes
Bild hinsichtlich der Ordnung. Im kompatbilen Fall wurde jedesmal volle Ordnung
erzielt, wohingegen bei inkompatiblen Inhomogenititen es immer zu Ordnungsre-
duktionen kam. Interessante Ergebnisse lieferte allerdings die Untersuchung der
punktweisen Fehler in den inkompatiblen Féllen. Wéhrend beim Strang splitting
in ebensolcher Situation eine Streuung des Fehlers auf den gesamten Rand von
) zu erwarten war, zeigt der numerische Versuch, dass dieser aufgrund der Ten-
sorstruktur lokal in den Ecken verweilt. Auch bei den weiteren Splittingverfahren
wurden verwandte Ergebnisse erzielt. Insgesamt zeigt diese Bachelorarbeit, dass
die Kombination der beiden Methoden als sehr sinnvoll erscheint und motiviert so-
mit eine genaue theoretische Analyse dieser Verbindung, welche hoffentlich in den
nachsten Jahren am Institut fiir Mathematik der Universitat Innsbruck erforscht

wird.
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Anhang A Tschebyscheff-Differentialgleichung

Eine weitere Herleitung der Tschebyscheff-Polynome erhalt man durch Losen der

Differentialgleichung zweiter Ordnung
(1 -2y —2y + X2y =0 (Tschebyscheff-Differentialglgeichung)

fir A € R. Setzen wir z = (y ¢')" und

A:( 0 1 )
=N /(1—2%) x/(1—2?%)

dann ist obiges dquivalent zu

7 = Az.

Somit liefert Potenzreihenansatz eine Losung fir |z] < 1. Gelte also
y(r) = ana",
k=0
so folgt

0=1-2))> an2(n+2)(n+1)2" =2 ans1(n+1)2" + X* > _ a,a"

n=0 n=0 k=0
= app2(n+2)(n+1)z" = > ayn(n—1)z" = anz” + XD a,a”
n=0 n=2 n=1 n=0
=2ay + Nag + ((/\2 —1ay + 6a3)x + > ans2(n +2)(n + 1) + an (A — n?)]a"
n=2

und es folgen die Bedinungen

2a2+)\+/\2(10:0,
()\2—1)a1+6a320,
n?_/\?

n+2)(n+1)

Ap4y2 = ( Qp,
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A. Tschebyscheft-Differentialgleichung

fir n € IN. Eine leichte Rechnung zeigt, dass die ersten beiden Bedinungen Spezi-

alfdlle der Rekursionsformel sind. Insbesondere erhalten wir die Darstellung

/\2
Qg = _?CLOa
MA2(22 = N2)(4% = \?) -+ ((2n — 2)2 = \?)
Aon = — ap fir n € ]N>2 s
(2n)' -
(1 —A2)( (2n — 1) )
A2nt+1 = (Zn n 1<>' ) ap fir nelNs; .

Wahlt man ay = 1 sowie a; = 0, dann ist

Fi(x)=1- )ﬁﬁ B i A%(2% = A?) (42 — /\(22)”)' ((271 —2)? - /\2) 22k

n=2

die Losung der Tschebyscheff Differentialgleichung, wihrend man fiir ag = 0 und
ap = 1

o (1—A?)(32 =72 ((271 —1)% - )‘2) 2%+1
x):erZ (2n +1)! v

als Losung erhalt. Gilt nun speziell, dass A eine gerade bzw. ungerade natiirliche

Zahl ist, so ist £} bzw. Fj ein Polynom vom Grad A und es gilt

(=12 Fy(z), A gerade,

T\(z) =
(—D)AD2XFy(x), X ungerade.
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