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ABSTRACT: Beim inversen Galoisproblem handelt es sich um eine bis heute ungeloste
Fragestellung der Algebra, genauer der Galoistheorie.

Ist jede endliche Gruppe als Galoisgruppe einer Koérpererweiterung iiber ()
realisierbar?

Diese Arbeit behandelt drei Teilresultate des Umkehrproblems:

e Treten alle endlichen Gruppen als Galoisgruppe einer Korpererweiterung iiber
einem beliebigen Koérper auf?

e Treten alle zyklischen Gruppen als Galoisgruppe einer Korpererweiterung iiber
den rationalen Zahlen auf?

e Sind alle endlichen abelschen Gruppen als Galoisgruppe einer Kérpererweiterung
iiber @ realisierbar?

Ziel dieser Arbeit ist es, dem Leser anhand der Beweise dieser drei Aussagen einen kleinen
Einblick in diese &uflerst umfangreiche Thematik zu ermoglichen.
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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Die Anféinge der Galoistheorie liegen im frithen 19.Jh. und wurde von ihrem Namens-
geber, dem Mathematiker Evariste Galois, maflgeblich gepréigt. Eine der Hauptfragen
der Galoistheorie ist, unter welchen Bedingungen eine Gleichung in einer Unbekannten
auflosbar ist. Man mochte also Eigenschaften von Polynomen iiber deren Losbarkeit
in einem bestimmten Korper charakterisieren. Diese Frage konnte Galois im Jahr 1832
beantworten, viel interessanter als die Losung an sich war allerdings seine Vorgehens-
weise, mit welcher er fast schon revolutionér an dieses Problem heranging. Galois stellte
Zusammenhénge zwischen unterschiedlichen Typen mathematischer Objekte her. Jeder
Gleichung ordnete er ein Objekt zu, welches wir heute als Galoisgruppe kennen. Die
Eigenschaften eben dieser Galoisgruppe geben Aufschluss dariiber, ob die Gleichung
auflosbar ist oder nicht. Eine der wichtigsten Anwendungen der Galoistheorie ist die
Losbarkeit von Polynomen durch Wurzelziehen. Das erste wichtige Resultat von Galois
war zu beweisen, dass Polynome bzw. Gleichungen vom Grad 5 oder hoher nicht durch
alleinige Verwendung elementarer Rechenoperationen und Wurzelziehen 16sbar sind.
Im modernen Ansatz der heutigen Zeit vermittelt die Galoistheorie einen Zusammenhang
zwischen algebraischen Korpererweiterungen und der Gruppentheorie. Essentiell dafiir
ist der Hauptsatz der Galoistheorie. Dieser arbeitet mit gewissen Bijektionen zwischen
den Zwischenkorpern einer Korpererweiterung und den Untergruppen der dazugehdrigen
Galoisgruppe (spiter dazu mehr). Dies ermdglicht spezielle Fragen und Problemstellun-
gen von Korpern auf Gruppen zu iibertragen (oder umgekehrt), diese mit Hilfe der dor-
tigen Theorie zu 16sen und anschliefend wieder auf das Urspriingliche zuriickzufiihren.
Eigentliches Thema dieser Arbeit ist allerdings das inverse Galoisproblem. Dieses Pro-
blem, welches bis heute jedoch ungeldst ist, fragt danach, ob alle endlichen Gruppen als
Galoisgruppe einer Koérpererweiterung iiber dem Korper der rationalen Zahlen realisier-
bar sind. Nicht diese Frage, aber drei kleinere Teilresultate dieser Fragestellung gilt es
nun zu beweisen:

e Treten alle endlichen Gruppen als Galoisgruppe einer Korpererweiterung iiber
einem beliebigen Korper auf?

e Treten alle zyklischen Gruppen als Galoisgruppe einer Korpererweiterung iiber
den rationalen Zahlen auf?

e Sind alle endlichen abelschen Gruppen als Galoisgruppe einer Kérpererweiterung
iiber Q) realisierbar?

Zuerst aber folgt noch eine kleine Auflistung grundlegender Theorie aus der Algebra.



2 GRUNDLEGENDES

2 Grundlegendes

2.1 Wichtige Definitionen

Um dem Leser das Verstidndnis der folgenden Arbeit zu erleichtern, gibt es hier eine Wie-
derholung einiger wichtiger Begriffe und Definitionen der Algebra und Galoistheorie. Die
Theorie fiir diese Arbeit stammt, sofern nicht anders angegeben, aus dem Vorlesungs-
skript Algebra von Univ.-Prof. Dr. Tim Netzer [4].

Definition 1 (CHARAKTERISTIK).
Sei K ein Korper und

L7 — K
z—1+---+1.
—_——

z mal

Die Zahl p mit ker(¢)= (p) heifit die Charakteristik des Korpers K. Sie wird auch mit
char(K') bezeichnet.

Definition 2 (KORPERERWEITERUNG ).

Eine Korpererweiterung ist eine Inklusion £ C K, wobei k ein Teilring von K und
selbst ein Korper ist. Dabei heifit £ Teilkorper von K und K Oberkorper von k. Statt k C
K schreibt man manchmal auch K/k. Dies ist nicht mit einer Restklassenkonstruktion
zu verwechseln.

Definition 3 (GRAD).

Fiir eine Korpererweiterung £ C K nennen wir die k-Vektorraumdimension
dimg(K) =: [K : k]

den Grad der Korpererweiterung.

Definition 4 (IRREDUZIBEL).

Fiir a,b € R (R Integritéitsbereich) definieren wir:
0 # a heifit irreduzibel, falls a ¢ R* und aus a = bc stets b € R* oder ¢ € R* folgt.

Definition 5 (ALGEBRAISCH).
(i) Ein Element a € K heifit algebraisch iiber k, falls es ein 0 # p € k[x] gibt mit

p(a) = 0.
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(ii) Ist a nicht algebraisch iiber k, so heifit a transzendent iiber k.
(iii) Die Korpererweiterung k C K heifit algebraisch, falls jedes Element a € K
algebraisch iiber k ist.

Definition 6 (SEPARABEL).

(i) Ein irreduzibles Polynom p € k[z] heiit separabel, falls p in k (oder seinem Zerfillungs-
korper) deg(p) viele verschiedene Nullstellen besitzt.

(ii) Fiir eine Korpererweiterung k C K heifit a € K separabel iiber k, falls a algebra-
isch iiber k ist und Min(a, k) separabel ist.

(iii) Eine algebraische Korpererweiterung k& C K heifit separabel, falls jedes a € K
separabel iiber k ist.

Definition 7 (NORMAL).
Eine algebraische Korpererweiterung k& C K heifit normal, falls jedes irreduzible Poly-
nom p € klz|, welches in K eine Nullstelle hat, in K bereits zerfillt.

Definition 8 (GALOIS-ERWEITERUNG).
Eine Korpererweiterung heifit Galois-Erweiterung, falls sie endlich, normal und sepa-
rabel ist.

Definition 9 (GALOISGRUPPE).
Sei k C K eine Korpererweiterung. Wir definieren ihre Galoisgruppe folgendermafien:

Gal(K, k) :=={¢ : K — K| ¢ k-Isomorphismus. }.

Elemente von Gal(K, k) nennen wir auch k-Automorphismen von K.

Weitere Definitionen und eventuell bendtigte Sétze werden im Laufe der Arbeit zu ge-
gebener Zeit erldutert.

2.2 Einige Vorbereitungen

Dieser Abschnitt soll als Vorbereitung fiir die folgenden Kapitel dienen. Es werden einige
Aussagen und Behauptungen aufgestellt und bewiesen.

Aussage 1. Jede endliche Gruppe G mit #G = n ist isomorph zu einer Untergruppe
H von S,.
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Beweis. Fiir g € G ist die Abbildung
mg :G — G
h — gh
bijektiv und es gilt

— -1 _
Mfg =MyfOMyg ,mg —mgf1.

Weiters ist: my = id & g = e (neutrales Element).

Also ist die Abbildung

G — S(G)
g myg
ein injektiver Gruppenhomomorphismus und damit ist G isomorph zu seinem Bild, einer

Untergruppe von S(G) & S,,. O

Aussage 2. ggT(k,n) =1<= ke (Z/nZ)*, k,necZ

Wir werden diese Aussage mit Hilfe des euklidischen Algorithmus nachweisen. Zu diesem
Zweck wollen wir kurz wiederholen, was genau beim euklidischen Algorithmus passiert:
Gegeben seien zwei Zahlen a und b, wobei wir b = 7y setzen. Jetzt fithren wir eine
Division mit Rest durch, sodass wir folgende Darstellung erhalten:

a=q -1o+71, (Ir1] < rol)

Nun wird in jedem nachfolgendem Schritt mit dem Divisor und dem Rest des vorherigen
Schrittes erneut eine Division mit Rest durchgefiihrt und das solange, bis eine Division
mit Rest 0 aufgeht.

rTo=¢q2-T1+7T2

rL=gq3-T2+73

Tn—1=Qnt1Tn +0

Der Divisor des letzten Schritts 7, ist nun der gréfite gemeinsame Teiler von a und b.
Merkt man sich die Divisoren jedes Schrittes, so kann man mit dem erweiterten eukli-
dischen Algorithmus durch Riickwirtslesen der Gleichungen zwei ganze Zahlen s und t
finden, mit deren Hilfe man eine Darstellung des ggT erhilt:

ggT(a,b) = sa+tb

Mit diesem Wissen wollen wir jetzt die oben genannte Aquivalenz beweisen:
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Beweis. "=": Sei ggT(k,n) =1

= ds,teZ:sk+tn=1
— sk =1modn
=k € (Z/nZ)"

weil (Z/nZ)* ={a € Z/nZ|3IbE€Z:b-a=a-b=1mod n}.
"<": Sei k € (Z/nZ)*
= 3Js€Z:sk=1modn

= 3t € Z:sk+tn=1 (k ist teilerfremd zu n)
= geT(k,n) =1
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3 Endliche Gruppen

Wir beginnen nun mit dem allgemeinen Fall einer beliebigen Galoiserweiterung L C K.
Ziel ist es zu zeigen, dass in diesem Fall alle endlichen Gruppen als Galoisgruppe auftre-
ten.

Zur Vorbereitung betrachten wir das Polynom

Ft) =t —z1)--(t —an)
=" — s t" (=1,
wobei X eine Variable iiber dem Ring Q[z1,...,z,] ist und z1,...,x, algebraisch un-

abhéngig iiber @ sind. Weiters ist jedes s; = s;(x1,...,y) ein Polynom in den Variablen
Z1,...,Tn. Laut obiger Gleichung gilt zum Beispiel

S1=21+ -+, und Sp =T1° Tn.

Die Polynome sy, ..., s, werden elementarsymmetrische Polynome genannt.

Um also zu zeigen, dass alle endlichen Gruppen als Galoisgruppe einer beliebigen Galois-
erweiterung auftreten, betrachten wir die Kérpererweiterung

Q(z1, ..., xn)
\
Q(s1,.-,5n).

Zuallererst miissen wir zeigen, dass es sich hierbei um eine Galoiserweiterung handelt,
d.h. Q(s1,-..,8n) C Q(z1,...,zy,) ist endlich, normal und separabel.

Die Endlichkeit ist offensichtlich gegeben, da die z;,7 = 1,...,n, alle algebraisch sind.
Wenn man endlich viele algebraische Elemente an einen Korper adjungiert, erhélt man
immer eine endliche Korpererweiterung.

Zunichst wollen wir uns also der Separabilitdt widmen und verwenden hierzu folgende
Proposition:

Proposition 1. Fualls char(k) = 0 gilt, ist jedes irreduzible Polynom p € k[x] separabel.
Insbesondere ist jede algebraische Kérpererweiterung k C K separabel.

Also kénnen wir folgern:

char(Q) = 0 = char(Q(s1,...,s,)) =0
= Q(s1,...,8,) C Q(x1,...,z,)ist separabel.
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Es bleibt also die Normalitéit zu zeigen. Wir verwenden folgenden Satz:

Satz 1. Fir eine algebraische Korpererweiterung k C K C k sind dquivalent:

1. k C K ist normal.
2. K ist Zerfillungskiorper einer Menge von Polynomen p iiber k.

3. Jeder k-Homomorphismus ¢ : K — k erfiillt o(K) C K.

Wir verwenden die Aquivalenz zwischen 1. und 2., d.h. wir miissen zeigen, dass Q(z1, ..., xn)
der Zerfallungskorper eines Polynoms iiber Q(sy, ..., s,) ist.

Definition 10. k£ C K Korpererweiterung.

(i) p € k[t] zerféllt iber K in Linearfaktoren, falls b € k, aq,...,aq € K existieren mit

p=>bt—a1)(t—az) - (t —aq) € K[t]

(ii) K heifit Zerfallungskorper (ZFK) von p iiber k, falls p iber K zerféllt und mit den
a; wie in (i) gilt
K = k:(al,...,ad)

Sei im Folgenden stets K := Q(z1,...,%,) und k := Q(s1,...,s,). Weiters sei
p=(t—z1)(t—x2) - (t —z,) € K[t]
Wie wir nach der Vorbereitung wissen, gilt
p=t"—s(ry,... ,3:n)t"_1 + s9(x1,. .. ,xn)t"_2 + .o+ (=) "sn(x1, .y T0)

also, dass p € k[t].
Durch diese Wahl zerféllt p auf natiirliche Weise in Linearfaktoren iiber K, denn wir
wahlen b=1, a1 = x1,...,ay, = T, und somit

p=>blt—a) - (t—ap)={t—z1) - (t —zp) € K]t]
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Zudem erkennt man leicht, dass

E(z1,...,2n) = (Q(s1,...,50))(x1,...,2pn)
=Q(x1,...,2p)
=K

Nach Definition 10 ist K der ZFK von p iiber k.

Es gilt also, dass Q(z1,...,x,) der Zerfallungskorper von p iiber Q(s1, ..., s,) ist.

Also wissen wir, dass Q(s1,...,8,) € Q(z1,...,2,) normal ist und somit auch, dass
es sich bei Q(s1,...,s,) C Q(z1,...,x,) um eine Galoiserweiterung handelt.

Nun, da wir wissen, dass es sich um eine Galoiserweiterung handelt, kénnen wir den
HAUPTSATZ DER (GALOISTHEORIE anwenden.
Bevor wir dies tun, wollen wir zuerst noch zeigen, dass die Galoisgruppe von

Q(s1y---y80) CQ(z1, ..., xp)

zur Permutationsgruppe S, isomorph ist. Ist dies ndmlich der Fall, kann man daraus
mit Hilfe des Haupsatzes bereits die gewiinschte Aussage folgern, wie wir etwas spéter
sehen werden.

Behauptung:

1

Gal(Q(z1,...,2n), Q(s1,...,8,)) = Sy

Beweis. Zunéchst werden wir iiberpriifen, dass zumindest die Inklusion Gal(K, k) C S,
erfiillt ist.

Fiir alle ¢ € Gal(K, k) gilt, dass Nullstellen nur auf Nullstellen abgebildet werden, da ¢
ein Isomorphismus und damit insbesondere ein Homomorphismus ist. Genauer bedeutet
dies folgendes: Nehmen wir ein Element aus dem gréfleren Korper und ein Polynom des
kleineren Korpers, welches dieses Element als Nullstelle hat. Dann muss jedes ¢ aus der
Galoisgruppe dieses Element auf eine andere Nullstelle desselben Polynoms abbilden.
Denn:

Sei ¢ ein Polynom mit Nullstelle a. Dann gilt

q(a) =0

@ Q-linear (Y Homomorphismus

also ist p(a) Nullstelle von q.

Das heifit also fiir alle i = 1,...,n gilt, dass ¢(z;) = z; fur j =1,...,n.
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Anders geschrieben:
(i) = To(s)

fiir ein o € S),.
= Gal(Q(x1,...,24),Q(s1,...,8,)) € Sp

Es bleibt noch die andere Inklusionsrichtung zu zeigen, also dass zu jeder Permutation
ein Automorphismus aus der Galoisgruppe existiert, der genau das macht, was auch die
Permutation mit den x; machen wiirde. Genauer:

Vo € Sy Jp € Gal(K k) : Vi € {1,...,n} : o(x;) = 75

Sei o € S, beliebig.
Wir definieren zunéchst einen Ringhomomorphismus auf dem Polynomring

0o Q1. .., Ty — Qlz1, ...,z
T — 0

Dabei garantiert die Definition des Polynomrings, dass so ein Ringhomomorphismus
existiert.

Offensichtlich handelt es sich sogar um einen Isomorphismus, denn wihlt man die inverse
Permutation o~! € S,, erhélt man gerade die Umkehrabbildung.

Nun kann man einen Isomorphismus von Ringen immer zu einem Isomorphismus der
Quotientenkorper fortsetzen. Bei Q(z1, ..., x,) handelt es sich ja um Briiche von Poly-
nomen. Wenn man einen Isomorphismus auf Polynomebene gegeben hat, wendet man
ihn einfach sowohl im Nenner als auch im Zahler an. Es handelt sich also um eine of-
fensichtliche Beobachtung, dass man auf diese Art und Weise auch einen Isomorphismus
auf dem Quotientenkorper erhélt.

Wir haben bis jetzt gezeigt: zu einer Permutation o € S, gibt es einen Isomorphismus

0o Q(x1,...,Tp) — Q(z1, ..., xpn)
Z; — Ty (i)

welcher per Konstruktion die Variablen genau so permutiert, wie die Permutation es
vorgibt.
Es bleibt noch zu zeigen, dass

v € Gal(K, k).

Die Galoisgruppe besteht aus denjenigen Isomorphismen, welche den kleinen Koérper
festhalten. Was wir also zeigen miissen ist, dass ¢, den Korper Q(si,...,s,) festhilt.
Dies lésst sich leicht iiberpriifen, da es sich gerade um die elementarsymmetrischen Po-
lynome handelt, welche per Definition genau solche Polynome sind, die gleich bleiben,
wenn man die Variablen permutiert:

2.Z. 800|Q(s1,~-~,5n) = id
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Vi=1,...,n:

Po(si(z1,- -0 2n)) = si(0o(21), s 9o (2n))
i(xo'(l)a s 71.0'(71))

= si(acl, . ,$n),

|
®

also S,, C Gal(K, k). Damit haben wir die Behauptung

Gal(Q(x1,...,xpn), Q(s1,...,80)) = Sp

bewiesen. O

Jetzt kommt der HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE zur Anwendung:

Satz 2 (HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE). Es seik C K eine Galoiserweiterung. Dann
sind die Zuordnungen Fiz(-) und Gal(K,-) zueinander inverse inklusionsumkehrende

Bijektionen zwischen Untergruppen von G =Gal(K, k) und Zwischenkdrpern von k und
K.

{L;k CL C K} — {H;H <Gal(K,k)}
L — Gal(K, L)
Fiz(H) — H

Weiter gilt fir H < G:
(i) #H = [K : Fiz(H)] und |G : H| = [Fiz(H) : k]

(i) H < G < Fiz(H) normal dber k.
In diesem Fall ist k C Fiz(H) wieder eine Galoiserweiterung und es gilt

Gal(Fiz(H), k) = G/H.

Da es sich bei der Galoisgruppe von Q(s1,...,s,) € Q(x1,...,x,) um S, handelt, sind
somit laut Aussage 1 alle endlichen Gruppen als Untergruppen vertreten. Nun gibt es
nach dem HAUPTSATZ DER GALOISTHEORIE fiir jede (endliche) Untergruppe H einen
dazugehorigen Zwischenkorper L mit Q(s1,...,s,) € L C Q(z1,...,x,) fiir den gilt,
dass Gal(Q(z1,...,zy), L) = H, womit die Behauptung gezeigt ist.

10
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Wir wollen die wichtigsten Beweisschritte nochmals wiederholen:

e Betrachte die Korpererweiterung Q(sy,...,s,) C Q(x1,...,z,) und zeige, dass es
sich um eine Galoiserweiterung handelt.

e Zeige, dass die Galoisgruppe dieser Erweiterung der Permutationsgruppe S, ent-
spricht.

e Fiir alle endlichen Gruppen G mit #G = n gilt

G=2H<S,.
e Anwenden des HAUPTSATZES:
{L;k CL C K} — {H;H <S,}
L — Gal(K, L)
Fix(H) A H
/]\

Nach Aussage 1
treten hier alle

endlichen Gruppen auf.
e Also treten alle endlichen Gruppen G als Galoisgruppe einer Galoiserweiterung
auf: V G mit #G < oo 3 L,K mit L C K Galoiserweiterung;:

Gal(K,L) = G.

11
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4 Zyklische Gruppen

In diesem Abschnitt stellen wir uns die Frage: Was fiir Galoisgruppen entstehen, wenn
man als Grundkorper Q) festhélt?

Wir werden uns zunéchst dem Teilresultat widmen, dass jede zyklische Gruppe als Ga-
loisgruppe auftritt.

Fiir den Beweis benotigen wir folgenden Satz

Satz 3 (SATZ VON DIRICHLET). Seien a und n natiirliche Zahlen und teilerfremd. Dann
gibt es unendlich viele Primzahlen p = amodn.
Anders ausgedriickt: Jede arithmetische Progression

{a+kn: ke N}, ggt(a,m) =1

enthdlt unendlich viele Primzahlen.
Beweis. Siehe [5, S.248]. O

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir nun eine Primzahl p wéhlen, fiir die gilt, dass
p = 1 mod n fiir ein n € IN. Das heifit also, wir kénnen p schreiben als

p=rn+1 ,relN.

27
Sei nun £ die p-te primitive Einheitswurzel £ = e » . Wir betrachten die Kérpererweiterung
Q C Q(&). Wie man leicht sieht, ist der Grad dieser Korpererweiterung p — 1.

Satz 4. Sei k C K eine Korpererweiterung und a € K algebraisch iber k. Dann gilt
[k(a) : k] = deg(Min(a, k)),

wobei Min(a, k) das Minimalpolynom von a iber k bezeichnet.

271
Fiir £ = e » gilt, dass das Minimalpolynom iiber QQ gerade das p-te Kreisteilungspolynom
ist, also
Min(¢,Q) = @, = l+a+---+a2P L,

Offensichtlich ist £ eine Nullstelle von 2P — 1 und dieses Polynom faktorisiert
P —1=(x—1)- P,

Da aber ¢ keine Nullstelle von x — 1 ist, muss also gelten dass ®,({) = 0. Da das
Kreisteilungspolynom zudem irreduzibel und normiert ist, handelt es sich um das Mini-
malpolynom von ¢ iiber . Also gilt nach Satz 4 dass der Grad der Korpererweiterung

12
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p — 1 ist, weil deg(Min(¢,Q)) = deg(1+z + -+ + 2P~ 1) =p— 1.
Nun wollen wir die Galoisgruppe dieser Korpererweiterung berechnen:

2mi

Wie wir oben bereits gesehen haben, ist das Minimalpolynom von § = e » das

27
p-te Kreisteilungspolynom, welches in K := Q(e » ) die p — 1 verschiedenen Nullstellen
£,62, ..., P71 besitzt. Laut nachfolgender Proposition, gilt nun, dass es genau p— 1 viele
Q-Homomorphismen von K gibt.

Proposition 2. Seien k C K und k' C K' Kérpererweiterungen sowie o : k — k' ein
Homomorphismus. Sei a € K algebraisch iiber k und p = Min(a,k) € k[z]. Dann ist
die Anzahl der Homomorphismen 1 : k(a) — K’ mit Y = @ gleich der Anzahl der
verschiedenen Nullstellen von p'®) in K.

Dabei sind die Q-Homomorphismen ¢, ..., ¢p—1 bestimmt durch
pi6) = ¢
2
53
=1
§
66
65

Abb.1 Beispiel: Die 7-te primitive Einheitswur-
zel und ihre Potenzen.

Auflerdem kann man leicht zeigen, dass es sich zudem sogar um Automorphismen han-
delt, allerdings nur, da es sich bei p um eine Primzahl handelt.
Also haben wir die gesuchten Elemente der Galoisgruppe gefunden und sie lautet

Gal(Q(e ), Q) = {¢1,. .., 0p 1} = (Z/pZ)" ).

Diese zwei Gruppen sind isomorph, da sie beide gleich viele Elemente besitzen, welche
auch die gleichen Eigenschaften erfiillen. Die FEinheitengruppe enthélt alle multiplikativ

13
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invertierbaren Elemente, in unserem Fall also gerade alle Zahlen, die teilerfremd zu p
sind (Siehe Aussage 2). Da nun p genau eine Primzahl ist, ist die Anzahl der Elemente
also gerade p — 1. Man kann also einen Isomorphismus zwischen den beiden Gruppen
folgendermaflen definieren:

2mi

Gal(Q(e * ),Q) — (Z./pZ)~
Pi — U

Genauso wie fiir 1 € (Z/pZ)* gilt, dass 1-k = k-1 = k (1 = neutrales Element), gilt fiir
1 dass 1o = p1o@, = @i und es gilt k-1 = kl mod p—1 sowie ¢ 0¥ = Qii mod p—1
fir k,le{1,...,p—1}.

Im Weiteren benotigen wir folgenden Satz:

Satz 5. (zit. [7, S.55])
Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers ist zyklisch.

Daraus kénnen wir nun folgern, dass die Gruppe (7/pZ)* zyklisch ist, da insbesondere
gilt, dass die Einheitengruppe eines endlichen Korpers zyklisch ist. Wir wissen bereits,
dass (Z/pZ)* p — 1 Elemente besitzt, dadurch kénnen wir nun folgern, dass es auch
einen Isomorphismus zwischen ((Z/pZ)*,-) und (Z/(p — 1)Z, +) gibt. Wie dieser genau
aussieht, lédsst sich nicht ohne Weiteres allgemein formulieren, allerdings ist dies in un-
serem Fall von keiner grofieren Bedeutung. .

Wir wissen nun also, dass die zwei Gruppen Gal(Q(e%), Q) und Z/(p — 1)7Z isomorph
sind und da gilt, dass p =rn + 1 < p — 1 = rn, gilt also auch

Gal(Q(er'), Q) = Z/rnZ.

Offensichtlich gilt, dass Z/rZ eine Untergruppe von Z/rnZ ist. Dies sieht man daran,
dass es einen injektiven Gruppenhomomorphismus gibt mit

Z/rZ — Z./rnZ.
0 — 0
1 — n
2 — 2n

also Z/rZ < Z./rn’Z.
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4 ZYKLISCHE GRUPPEN

Beispiel 1. Fiir Z/27.,7./6Z gilt

7./27. > 7./67.
0 — 0
1 — 3
= 7./27. < 7./6Z. O

Jetzt {iberpriifen wir noch, dass es sich bei Q C Q(e%) um eine Galoiserweiterung han-

delt.

Wir zeigen also, dass die Korpererweiterung separabel und normal ist.

Wie bereits im ersten Abschnitt kénnen wir fiir die Separabilitéit verwenden, dass

char(Q) = 0 ist. Damit folgt aus Proposition 1, dass es sich um eine separable Kérpererweiterung
handelt.

Fiir die Normalitét verwenden wir wiederum Satz 1. Wie wir bereits gesehen haben, ist

27
das p-te Kreisteilungspolynom ®, das Minimalpolynom von e » iiber . Wenn wir nun
den Zerfallungskoérper von @, iiber Q betrachten, sehen wir, dass es sich dabei gerade

2mi 27i
um Q(e » ) handelt. Also ist Q(e » ) der Zerfillungskorper einer Menge von Polynomen
iiber @ und damit die Kérpererweiterung normal. (Dies gilt nicht nur fiir Primzahlen p,

27

sondern fiir beliebiges n € N mit £ = e .)
Wir kénnen jetzt also den Hauptsatz anwenden:

> Z/rnZ

{LIQCS LCQE©)} — {H|H < Gal(Q(¢£),Q)}
S 2/, weil Z/rT < T/rnZ

Fix(Z/rZ.) i Z/rZ

Mit diesem Wissen kénnen wir nun den Punkt (i4) des Haupsatzes verwenden. Zur
Wiederholung:
Fir H < G gilt:

(ii) H < G ©Fix(H) normal iiber k.
In diesem Fall ist & C Fix (H) wieder eine Galoiserweiterung und es gilt

Gal(Fix(H), k) = G/H.

Wir wollen zeigen, dass Folgendes gilt:

15



4 ZYKLISCHE GRUPPEN

Z/rZ <AL/ rnL

Wir betrachten die Mengen
H:=7/r7={0,1,2,...,r — 1} und
G:=Z/mZ={0,1,....,r—1,r,...,2r—1,...,rn — 1}.
Da die Verkniipfung 4+ kommutativ ist, gilt

VgeG:9+H={g9,9+1,9+2,....,9+(r—1)}
={9,1+9,24+g,...,(r=1)+g}=H+yg

= Z/rZ < Z]rnZ.
Aus dem Hauptsatz folgt nun:
= Q C Fix(Z/rZ) ist Galoiserweiterung

und es gilt
Gal(Fix(Z/rZ),Q) = (Z/rnZ) [ (Z/rL) = Z./nZ.

Da n zu Anfang beliebig gewihlt war, gibt es zu jeder natiirlichen Zahl eine Galoiser-
weiterung L iiber Q, sodass gilt

Gal(L, Q) = Z/nZ

womit die Behauptung gezeigt ist.
Zusammenfassung der wichtigsten Beweisschritte:

e Wiihle eine Primzahl p = 1 mod n(= rn + 1) fiir beliebiges n € IN um die
Korpererweiterung

i

QCQET)

zu betrachten.

e Berechne die Galoisgruppe dieser Korpererweiterung und zeige, dass diese iso-
morph zu (Z/pZ)* £ Z/(p — 1)Z = Z/rnZ ist.

e Uberpriife, dass es sich um eine Galoiserweiterung handelt, um den Hauptsatz
anwenden zu konnen.

e Aus der Tatsache, dass Z/rZ < Z/rnZ, folgt, dass Q C Fix(Z/rZ) eine Galoiser-

16



4 ZYKLISCHE GRUPPEN

weiterung ist, deren Galoisgruppe laut Hauptsatz gerade
Gal(Fix(2/rZ),Q) = (Z/rnZ) | (Z./rL) = L./nZ,

womit die Behauptung gezeigt ist.
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5 ENDLICHE ABELSCHE GRUPPEN

5 Endliche abelsche Gruppen

Jetz kommen wir zum eigentlichen Ziel dieser Arbeit, ndmlich folgendes Teilresultat des
inversen Galoisproblems zu beweisen:

Alle endlichen abelschen Gruppen treten als Galoisgruppe einer Korpererweiterung
iiber Q auf.

Wir beschéftigen uns jetzt also mit endlichen abelschen Gruppen. Wie eine solche Gruppe
aussieht, sagt uns der Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen:

Satz 6 (STRUKTURSATZ FUR ENDLICHE ABELSCHE GRUPPEN). (zit. [0, S. 1537])
Jede endliche abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem Produkt

Z)miZ X Z.)moZi X ... X Z.)m e, ma|mal...|myg, mq > 1.

Die Anzahl t und die auftauchenden Ordnungen m; mit ihren Vielfachheiten sind durch
diese Teilbarkeitsbedingungen eindeutig bestimmd.

Sein nun G eine beliebige endliche abelsche Gruppe. Nach vorherigem Satz gibt es also
n; € IN mit obigen Eigenschaften, sodass

G=Z/m7Z % ... xZ/nZ.

Nun haben wir bereits im vorherigen Abschnitt gesehen, dass nach dem SATZ VON
DIRICHLET in jeder arithmetischen Folge {ak +b|k € N}, ggT(a,b) = 1 unendlich viele
Primzahlen auftauchen. Deshalb wihlen wir nun Primzahlen pq,...,p, so, dass gilt:

p1 =1 mod ny

p2 =1 mod no

pr =1 mod n,

Zudem konnen wir fordern, dass die Primzahlen alle verschieden sein sollen, da ja in
jeder Folge unendlich viele Primzahlen vorkommen.

Sei nun n = p; - ps - - - pr und weiters £ = s

Wie vorher betrachten wir die Galoiserweiterung Q C Q(§) und wollen ihre Galoisgruppe

bestimmen. Wir werden zeigen, dass gilt

Gal(Q(¢), Q) = (z/nZ)".
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5 ENDLICHE ABELSCHE GRUPPEN

Wie wir bereits wissen, gilt fiir alle ¢ aus der Galoisgruppe, dass Nullstellen eines Poly-
noms nur auf Nullstellen desselben Polynoms abgebildet werden. In diesem Fall kénnen
wir unter den Nullstellen eine Unterscheidung treffen und zwar in primitive und nicht
primitive Einheitswurzeln. Dabei erzeugen primitive Einheitswurzeln alle anderen Ein-
heitswurzeln, nicht primitive hingegen nicht, wie zum Beispiel die Eins (1¥ = 1,Vk €
{1,...,n}).

Dabei werden von den Q-Automorphismen der Galoisgruppe primitive Einheitswurzeln
stets auf primitive abgebildet und nicht primitive auf nicht primitive Einheitswurzeln.
Wir wollen uns nun iiberlegen, wann genau eine Einheitswurzel denn primitiv ist: Eine

Einheitswurzel ist genau dann primitiv, wenn ihre Potenz beziiglich e teilerfremd zu
n ist.
Diese Aussage gilt es nun zu beweisen:

2mi

Sei{=en .

z.z.: &F primitiv <= ggT(k,n) = 1.

Beweis. ”=": Sei £F eine primitive Einheitswurzel, d.h. £* erzeugt alle anderen Einheits-
wurzeln.
Wiéhle 1 <1 < n sodass gilt

¢l=¢
=—=kl=1modn
—kl=rn+1
=—=1=1lk—1rn
=ggT(k,n) =1

7<": Sei 1 <k <nmit ggT(k,n) = 1.
Man kann ein eindeutiges [ € {1,...,n — 1} finden, sodass gilt
k-l=1modn

Daraus folgt nun, dass &' = €.
Da ¢ eine primitive Einheitswurzel ist, muss folglich auch &* primitiv sein.
Denn sei 7 eine beliebige Einheitswurzel, dann gibt es m € {1,...,n — 1} mit

n= fm — f(kl)m — é—k(lm)

:>§k erzeugt alle Einheitswurzeln.
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5 ENDLICHE ABELSCHE GRUPPEN

Wir wissen jetzt also eine Einheitswurzel ist genau dann primitiv, wenn ihre Potenz
beziiglich ¢ teilerfremd zu n ist.

Was wir aber eigentlich folgern wollen, ist, dass die Galoisgruppe der Einheitengrup-
pe (Z/nZ)* entspricht. Das heifit wir miissen zeigen, dass die Potenzen der primitiven
Einheitswurzeln -auf welche die Einheitswurzeln durch die Q-Automorphismen der Ga-
loisgruppe abgebildet werden- in der Einheitengruppe (Z/n7)* liegen.

Mit dem Beweis von Aussage 2 wissen wir bereits, dass die zwei Aussagen "¢ ist
primitiv’ und "k € (Z/nZ)*” zueinander dquivalent sind.
Wir betrachten jetzt nochmals die Galoisgruppe

Gal(Q(¢), Q) = {¢ : Q(§) = Q(¢§) | ¢ Automorphismus A ¢l = id}.

Sei p aus dieser Galoisgruppe beliebig. Aufgrund der Homogenitdt miissen Nullstellen
auf Nullstellen abgebildet werden, also muss ¢(¢) die Gestalt &* fiir ein k € {1,...,n}
haben. Da es sich zudem um einen Isomorphismus handelt, wissen wir, dass £€* ebenfalls
primitiv sein muss. Das heifit, wenn man sich iiberlegt zu welcher Potenz & erhoben wer-
den kann, sodass das Bild primitiv bleibt, sind das gerade jene Potenzen aus (7Z/nZ.)*.
Noch einmal exakt formuliert:

Gegeben: ¢ : Q&) — Q(&) mit p(€) = £*, fiir ein k = 1,...,n. Es gilt:

¢ € Gal(Q(¢), Q) (also Isomorphismus) < £F primitiv < geT(k,n) =1 < k € (Z/nZ)*
also Gal(Q(¢), Q) = (Z/nZ)*.

An dieser Stelle kénnen wir nun den chinesischen Restsatz verwenden um die Situation
auf den Fall der zyklischen Gruppen zuriickzufithren. Anschlieend kénnen wir analog
argumentieren um das gewiinschte Resultat zu folgern.

Satz 7 (CHINESISCHER RESTSATZ). Sei R ein Ring und I,...,I, < R Ideale mit
Ii +I; = R firi#j.
Dann induzieren die kanonischen Projektionen einen Isomorphismus
R/(Iin...NIL,) =2 R/I} x...x R/I,.
Insbesondere gibt es fiir jede Wahl von aq,...,a, € R ein Element a € R mit
a = a; mod I;

firi=1,...,n.

In unserem Fall ist der Ring R der Ring der ganzen Zahlen Z und die Ideale sind
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5 ENDLICHE ABELSCHE GRUPPEN

piZi,i=1,...,71.
Zuerst miissen wir iiberpriifen, ob die Eigenschaft der Ideale I; + I; = R fiir i # j erfiillt
ist.
Im Allgemeinen gilt, dass nZ + mZ = ggT(n,m)Z.
Da es sich bei den p;,7 = 1,...,r, um Primzahlen handelt und sie also teilerfremd sind,
erhalten wir

pil+piZ.=1-7. =7, fir i # j.

Da diese Eigenschaft erfiillt ist und somit die Voraussetzungen des chinesischen Restsat-

zes, gilt also
Z/(MZN ... NpZ) = L/p1Z X ...x L/pZ.

Nun sind wir fast am Ziel. Betrachten wir den Schnitt p1Z N ... N p,.Z.

Der Schnitt dieser Ideale beinhaltet all jene Elemente, die Vielfaches von allen p;(i =
1,...,r) gleichzeitig sind. Anders formuliert, sind das also alle Vielfachen der kleinsten
Zahl, die von allen p; geteilt wird, also gerade die Vielfachen des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen von pq, ..., pr.

Da es sich bei allen p; um Primzahlen handelt und sie somit teilerfremd sind, gilt

kgV(p1,...,pr) =p1- D2 Dr-

Also folgt insgesamt:

o Z);Z x ...x 7/p 7

Mit diesem Wissen konnen wir nun die letzten Beweisschritte durchfithren und das End-
resultat folgern:

Wir waren stehengeblieben an dem Punkt, dass

Gal(Q(¢), Q) = (Z/nZ)*

wobei n = p1 - py - - - pr. Also

Gal(Q(¢), Q) = (Z/p1 - p2- - prZ)”".

Wie wir bereits vorher gesehen haben, folgt nun aus dem chinesischem Restsatz

(Z/py-p2-- ) = (L)L % ... X T]p, L)~

Es gilt, dass die Einheitengruppe eines kartesischen Produktes gerade das kartesische
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5 ENDLICHE ABELSCHE GRUPPEN

Produkt der Einheitengruppen ist:

(Z);mZ % ...x L]p2) = (Z)pZ)* x ...x (Z)p.2)*
p; Primzahlen

= 7/ — V7 x...x7Z/(pr—1)Z

= Z/symiZ X ... x T]syn, 7.

In den einzelnen Komponenten dieses Produktes befinden wir uns jetzt endlich im vor-
herigen Fall der zyklischen Gruppen. Durch analoge Vorgehensweise gibt es fiir jede
zyklische Gruppe Z./s;n;Z einen Normalteiler Z./s;Z., dessen Fixkorper Fix(Z/s;Z.) eine
Galoiserweiterung von Q) ist.

Nach dem Haupsatz der Galoistheorie ist nun wiederum

Gal(Fix(Z/s,7),Q) = (Z/sin,Z.) | (7] s; 7.)
Diese Vorgehensweise kann man analog fiir das Produkt durchfithren, da stets gilt: der

Normalteiler des Produktes, ist das Produkt der Normalteiler usw. ..
Das heifit am Ende erhalten wir:

Gal(Fix(Z/s17Z % ... x 7./, 7.), Q) =
(Z)syZ % ... x Z]syn, L) (Z])\L X ... x L]s,T) =
Z.)ni7 % ...x Z/n,Z ~ G

= Alle endlichen abelschen Gruppen treten als Galoiserweiterung einer Kérpererweiterung
iiber Q auf.

Auch hier wollen wir die wichtigsten Beweisschritte nochmals angeben:

e Betrachte eine beliebige endliche abelsche Gruppe G mit

G=Z/mZ % ... xZ/n,7Z

e Wihle verschiedene Primzahlen

p1 =1 mod ng

pr =1 mod n,
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5 ENDLICHE ABELSCHE GRUPPEN

Betrachte die Galoiserweiterung Q C Q(e%) mit n = py1 - p2 - - - pr und bestimme
ihre Galoisgruppe und zeige, dass

27

Gal(Q(e ), Q) = (Z/nZ)*

Schreibe (Z/nZ)* mit Hilfe des chinesischen Restsatzes als

Z)siynZ X ... X ZL)syn, 7,
Nun wendet man die Vorgehensweise fiir die zyklischen Gruppen auf die einzelnen
Faktoren an und erhélt die gewiinschte Aussage

Gal(Fix(Z/s1Z x ... X L], 2.),Q) ZZ/niZ %X ... x L/n,Z.

Da alle n; beliebig gewéhlt sind, ist also jede endliche abelsche Gruppe die Galois-
gruppe einer Korpererweiterung iiber Q.
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