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1 Einleitung

Die Automorphismen einer mathematischen Struktur bilden bekanntermafien eine Gruppe. Die
Grundmotivation der Darstellungstheorie ist es, Gruppen besser zu verstehen, indem man ei-
ner Gruppe, mit Hilfe von Homomorphismen und Isomorphismen, Automorphismusgruppen
zuordnet. In jenen kann man dann in einem gewissen Sinne konkreter rechnen. Auch kann
man besonderes Wissen iiber die Struktur, die den Automorphismus definiert, verwenden. Die
in diesem Zusammenhang vermutlich wichtigste und bestuntersuchte Klasse von Strukturen
sind Vektorrdume. Die entsprechenden Darstellungen nennt man dann lineare Darstellungen.
Dieser Fall liefert viele niitzliche Resultate:

"Diese Briicke zwischen der Linearen Algebra und der Gruppentheorie ist sehr fruchtbar. Die
Darstellungstheorie spielt beispielsweise eine fundamentale Rolle in der Klassifikation der end-
lichen einfachen Gruppen. Sie hat dariiber hinaus auch Anwendungen in nahezu allen Gebieten
der Mathematik, von der Gruppentheorie iiber die Algebra bis zur algebraischen Geometrie
und Zahlentheorie, von der Kombinatorik bis zur Stochastik, in der Topologie, der Analysis,
und sogar der Quantenphysik: die Darstellungstheorie erkléart die Struktur des Wasserstoffa-
toms." [4]

Wie aus dem Titel meiner Bachelorarbeit grofitenteils hervorgeht, schrianke ich mich dort fast
immer auf endliche Gruppen, und endlich-dimensionale C-Vektorrdume ein. Unter diesen Be-
dingungen sind einige starke Satze moglich, die die Untersuchung der Darstellungen deutlich
vereinfacht. Kernpunkte meiner Arbeit werden zum Beispiel der ,,Satz von Maschke“ und die
,Charaktertheorie“ sein. Ersterer zeigt unter anderem, dass man Darstellungen in sogenannte
“irreduzible Darstellungen“ zerlegen kann. Zweitere erlaubt jeder Darstellung einen Vektor y
aus dem Raum C& zuzuordnen, welcher alle wichtigen Eigenschaften der Darstellung festlegt.
Des weiteren wird auch das Konzept, dass man Darstellungen auch als Module iiber der Grup-
penalgebra K[G] auffassen kann, behandelt. Anwendungen der Theorie in anderen Gebieten
finden sich in dieser Bachelorarbeit jedoch keine.



2 Grundlagen

2.1 Definitionen

Notation:
Sei G eine Gruppe. Wir notieren das neutrale Element mit e. Bei (linearen) Abbildungen
schreiben wir gerne fg statt fog

Definition 1 (Darstellung). Sei V ein Vektorraum, wir nennen p : G — GL(V') genau dann
eine Darstellung von GG, wenn p ein Gruppenhomomorphismus ist.

Wenn die Abbildung p klar ist, nennen wir auch den Vektorraum V' die Darstellung. Im fol-
genden werden wir nur endlich-dimensionale Vektorrdume betrachten, also V' = K". Auflerdem
schreiben wir statt p(g) auch kurz p,

Definition 2 (Dimension).
dim(p: G — GL(V)) := dim(V)

Definition 3 (Isomorphie von Darstellungen). Seien p: G — GL(V), ¢ : G — GL(W) zwei
Darstellungen.

p isomorph zu ¢ &

3f : W V linear und invertierbar Vg € G : ¢4 = f_lpgf

Damit p, g isomorph sein kénnen, muss gelten V = W = C” das besagte f ist damit quasi
eine invertierbare n x n-Matrix

Beispiel 4. Zwei Darstellungen p, ¢ von Z/nZ sind isomorph, genau dann wenn pu]» ¢q1) dhnlich
sind.

Beweis.

Vin] € Z/nZ: quy = Py f = an = f'opy f
qu=r"pf = VI €Z/MZ: g =qfyy = (F )" = S = e f

O

2.2 Der Satz von Maschke

Definition 5 (Teildarstellung). Sei V' ein Vektorraum, und M eine Menge linearer Abbildun-
gen. Dann heifit V3 C V' M-invariant, falls gilt:

VieM,vi€Vi: fuueWny



2.2 Der Satz von Maschke

Sei nun p : G — GL(V) eine Darstellung und V; ein Untervektorraum. V; heifit Teildarstellung
(oder G-invariant), wenn V; p(G)-invariant ist. Also wenn gilt

Vge G,v1 € Vi :pguv1 € V4
V, {0} sind die trivialen Teildarstellungen

Definition 6 (irreduzible Teildarstellung). Eine Darstellung heiit irreduzibel, wenn sie nur
die trivialen Teildarstellungen besitzt.

Definition 7 (Projektion). Sei 7w : V' +— V linear, dann heifit 7 genau dann Projektion, wenn
Vi, Vo C V Untervektorrdume : (V =V, & Vo A Vog € Vi,ve € Vo i 7w(v1 + v2) = 1)
Offensichtlich gilt Vi =Bild(7) A Vo =Kern(r)
Lemma 1. Vi, V; sind invariant unter p(G) <& Vg€ G: mpy = pym

Beweis. "= "VYv e Vv e Vi,1u e Vo: v=0v1+1v3 =

Pgv1 GVlﬁngGVz

Tpgv = Tpg(v1 + v2) = T(Pgu1 + Pyv2) PgU1 = Pgm(v1 + v2) = pgmv

TeT"YoeV:

(T eViv=m') = pyv=pym =n(p)) A (mv=0= mpw=py;mv=p,0=0)
Damit sind V; =Bild(n), V2 =Kern(7) invariant unter p(G) O
Lemma 2. Sei 7 : V > V) linear, dann gilt: 7 ist Projekion auf V1 < my, =id

Beweis. "= " Yv1 €V :wv1 =11

7 <=7 Vo :=Kern(m) Wir zeigen V =V; & V5

Seive ViNV, g e Viv=m = wv=7m0 =7m0=0

Zudem gilt Vv e Vix =mv+ (v —7v) Amv € VI A (v—mv) € Va

Damit ist wie gewiinscht V = V; & V5 zudem gilt 7(vy + v2) = vy = 7m0’ = 710’ = 0y

7 ist also eine Projektion. O

Satz 1 (von Maschke). Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K mit
char(K) 1 #G und Vi C V eine Teildarstellung, dann gibt es ein G-invariantes Komplement V5
mit V=V, eV

[1][S.6] [2][S-22]

Beweis. Mit Hilfe des Basisergdnzungssatz kann man sehen, dass es ein VQ gibt mit V = Vl@Vg.
Dadurch kénnen wir die Projektion @ : V' — Vj : (v1 + 02) — v1 definieren.
Wegen char(K) { #G gilt in K: #G =3 1 #0

1 .
™= % Z pg'ﬂ'pg—l

geG

V1 ist G-invariant

Vg € G : pgfipy-1(V) = pgt (V) = pg(V1) Vi



2 Grundlagen

Das Bild liegt also in Vi. Da V; ein Vektorraum ist, liegen Summen und Skalierungen wieder
drinnen, also gilt:
1

V)= 25

1
> pyipy-1 (V) C % Y vi=W

geG geG
Yup € Vi :

P 71U1€V1/\7AT‘V1:id 1

1 1 1
“€G Zpgﬁ-pg—lvl ! “£G Zpgpg—lvl = “£G Z v = (#G Z 1) V1 =11

geG geG geq geq

Da 7 auf V; abbildet und darauf auch die Identitét ist, ist es nach dem vorherigen Lemma eine
Projektion. Deshalb gibt es ein V5 mit V' =V} @ V5 und 7(v; + v2) = v;. Dass V, G-invariant
ist miissen wir zeigen: Vg € G : mpy = pym

Da Vg € G : g- ist bijektiv auf G = stimmt tatséchlich

1 R 1 A
bgTPg—1 = 7/~ Z PghTP(gh)-t = 7~ Z P/ TDp—1 = T
#G heG #G e

Beispiel 8 (Gegenbeispiel fiir char(K) | #G).

o-{3
b6 =6 )

bildet G eine Gruppe und besitzt aulerdem noch die kanonische Darstellung auf (Z/pZ)?.

ey ist ein Eigenvektor aller Matrizen in G, daher ist span(e;) G-invariant. Gébe es nun ein
Komplement V5, so wire dies 1-eindimensional und jedes v mit 0 # vy € V5 ein Eigenvektor.
(e1,v2) waren dann eine Eigenbasis von allen g € G.

a€ Z/pZ}

Wegen

01
ist.

1
< 0) ist aber tatsichlich die einzige Matrix, welche eine Eigenbasis besitzt /diagonalisierbar

Korollar 1. Ein Vektorraum V mit einer Darstellung p lasst sich in irreduzible Untervektor-

rdume erlegen. D.h
k

Vi ... Vi irreduzibel : V = @ Vi
i=1

[1][S.7]
Beweis. Wenn eine Darstellung nicht irreduzibel ist, kann sie in zwei Teildarstellungen aufge-

spalten werden. Nach sukzessivem Anwenden (hochstens dim (V') oft) sind alle Teildarstellungen
irreduzibel. O



3 Die charakteristische Funktion und ihre
Anwendungen

Hier soll es darum gehen, die charakteristischen Funktionen einzufiihren und zu verwenden.

3.1 Einfiihrung der char.Fkt.

G-lineare Abbildungen

Seien V, W zwei Vektorrdume, auf denen G mit den Darstellungen p, ¢ operiert.

Definition 9. Auf V ® W gibt es die Darstellung p ® q, welche man das Tensorprodukt der
beiden Darstellungen nennt:

n k
pRq(g): VAW = VRW: ) v@w — Y pyv; @ qew;
i=1 =1

Wenn man Basen vy, ...,v,, wi,...,w, wihlt, bekommt man einen Isomorphismus

k k
L VW = K™Y g, @ wy, — Zeaie;{i
i=1 i=1

Mit "transport of structure'bekommt man auch eine, zu p ® ¢ isomorphe Darstellung. Man
kann sehen, dass das Bild von g € G folgende Form hat:

K™ — K™ 2 A s pgAgy
Wobei py, (ng die entsprechenden Darstellungsmatrizen sind. [2][S.52-55]

Satz 2. Es gilt
trp®q(g) =trpg-trgq

Beweis. Sei o.b.daV =K' W =K
Dann bildet (€i€?)1§ign,1§jgm eine Basis von Hom(W, V)

rp@ag)= Y. (poag)(acf)) = X (plec))a) =

ij ]

1<i<n,1<j<m 1<i<n,1<j<m
- oL — r oI R g R
= Z (pgezej qﬂ)ij = Z €; PgC€i€j 4g€j = Z (pg)ii(dg)jj =
1<i<n,1<j<m 1<i<n,1<j<m 1<i<n,1<j<m
n m
=D _(pg)ii - Y _(ag)jj = trpy - trag
i=1 j=1



3 Die charakteristische Funktion und ihre Anwendungen

Definition 10 (G-lineare Abbildungen).
f:V-=w

heilt G-linear, falls f linear und
VQGG:QQf:fpg

Man kann also nicht nur Skalare und Summen, sondern auch Gruppenelemente herausziehen.
Homg(V, W) :={f € Hom(V,W) | f ist G linear}
[2][S.14]

In Anlehnung an den Beweis des Satzes von Maschke kann man fiir char(K) t #G folgende
lineare Abbildung konstruieren.

IT: Hom(V, W) — Homg(V, W) Z Qg fPg—
gEG

[2][S.38] Analog zum Beweis des Satzes von Maschke sieht man, dass II tatséchlich in die
G-linearen Abbildungen abbildet.

Vf € HOIHG(‘/, W Hf = I~ Z Qprg Z ngg Z f f

gEG gEG geG

IT ist daher eine Projektion.

Im folgenden soll die Dimension von Homg(V, W) bestimmt werden. Dazu zeigen wir das
folgende Lemma.

Lemma 3. Sei7w:V; @& Vo — Vi : v +vo — v1 eine Projektion, dann gilt dimV; = tr@

Beweis. Man wahlt Basen (v1,...vg), (Vkt1,...v,) von Vi, Vo, dann ist (vq,...,v,) eine Basis
von V und 7 dargestellt beztiglich (v1,...,v,) hat die Gestalt

g

trm = tr <I’“ 0) = tr I}, = k = dim(V})

Daher gilt:

0 0

Man muss also nur die Spur von II berechnen, um dim(Homg(V, W)) zu bekommen.

Satz 3.

dim(Homg(V,W)) = trll = #G Z trqg - trpg—

geG



3.1 Einfiihrung der char.Fkt.

Beweis. Mit der Definition der Darstellung

1. G — GL(W) :g—>pgT,1

1
trH:tr%Z<f—>qgfpg ) tr—Zq@p 1 #GZtrqg trpg =

geG geG geqG

#GZtrqg trpg #GZtrqg trpg—1

gelG geG

Die charakteristische Funktion und Klassenfunktionen
Ab jetzt sei K = C

Definition 11 (Charakteristische Funktion). Wir nennen x, : G — C : g — trp, die charak-
teristische Funktion von p

Definition 12 (inneres Produkt erste Version). Seien a,b € C% := {a: G — C}
gEG

Wegen dem letzten Satz gilt dim(Homg(V, W)) = (xp, Xq)
Man kann leicht nachrechnen, dass (-,-) eine symmetrische Bilinearform ist.

Lemma 4. Sei p: G — GL(V) ein Darstellung, dann gilt
Vg € G : py ist diagonalisierbar A ()\ ist Bigenwert = \°'4(9) = 1)

Dabei ist ord(g) die Ordnung des Gruppenelement g.
Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Induktion iiber dim(V)

LA.(n=1): Klar

LS.(n = n+1): Sei g € G, wir betrachten (g) = Z/ord(g)Z und p’ := py(,

Da C algebraisch abgeschlossen ist, gibt es mindestens einen Eigenvektor v. Dann ist span(v)
ein (g) invarianter Unterraum. Wegen dem Satz von Maschke gibt es Vo C V' (g)-invariant mit
V = span(v) © Va. Nach LV. ist p'(g)v, = p(9)v, diagonalisierbar, mit Eigenbasis (v1, ..., vs).
Dann ist (v,v1,...,v,) eine Eigenbasis von ganz V'

Wegen pgrd(g ) =id gilt auch A°rd@) = 1 O

Satz 4. Eine gelte dim(p) = n, dann erfiillt die charakteristische Funktion x;, :
i) xpe) =n
i) Xp(h~'gh) = xp(9)

i) xp(97") = xp(9)*



3 Die charakteristische Funktion und ihre Anwendungen

Beweis. 1) gilt wegen xp(e) =trl, =n
ii) gilt, da sich sich die Spur beim Konjugieren nicht &ndert

iii): In der Eigenbasis hat p(g) die Form diag(A1, ..., A,).
Wegen Aord( 9 =1 gilt [A\| = 1 und daher A\~ = \*.

Deshalb hat p(g~") die Form diag(\y, ..., \,)~! =diag(A\[ 1, ..., A1) =diag(\:, . ..

folgt:

trp(g™") = Zn: (i /\@> (trp(g))*
=1

=1

Definition 13 (inneres Produkt zweite Version). Seien a,b € C¢
1
(a]b):=-—
=56 2"

(-] +) ist also ein richtiges Skalarprodukt.
Fiir Charaktere x,, x4 sieht man am vorherigen Satz, dass (Xp, Xq) = (Xp | Xq)

Weiter inspiziert Satz 4. die folgende Definition:
Definition 14. a € C% heifit Klassenfunktion, falls gilt
Yg,h € G :a(h™tgh) = a(g)
Die Klassenfunktionen bilden einen Untervektorraum von C¢
Satz 5. Uber Summe, Produkt einer char. Fkt. Es gilt
1) Xpeg = Xp + Xq
i) Xpeq = Xp* Xq
[2][S.59]

, Ar) Daraus

Beweis. 1) (p @ q)4 hat in der richtigen Basis Blockdiagonalgestalt. Die Spur ist dann die

Summe der Spuren von den Blocken.

ii) Nach Satz 3. gilt tr((p ® q)4) = trp, - trgy

3.2 Eigenschaften und Anwendungen der char.Fkt.

3.2.1 Das Lemma von Schur

Satz 6 (Lemma von Schur). Seien p: G — GL(V), p' : G — GL(V') zwei irreduzible Darstel-

lungen, und sei f: V — V' eine G-lineare Abbildung, also

Vg€ G : fpg =pyf

i) Falls p,p’ nicht isomorph sind gilt f =0



3.2 Eigenschaften und Anwendungen der char.Fkt.

ii) Falls p = p/ ist, existiert ein A € C mit f = \id

Beweis. [1][S.13]
i) Kern(f) C V,Im(f) C V' sind G-invariant. Damit gilt

(Kern(f) = {0} vV Kern(f) = V) A (Im(f) = {0} V Im(f) = V")
Angenommen f # 0, wegen
Kern(f) =V vV Im(f)={0} = f=0

kann nur noch gelten, dass Kern(f) = {0} A Im(f) = V'’ damit ist f aber ein Isomorphismus
zwischen V,V’. Da er G-linear ist, siecht man, dass p,p’ isomorph waren, ein Widerspruch zu
Annahme.

ii) Da C algebraisch abgeschlossen ist, hat f mindestens einen Eigenwert A. Dann gilt Eig(f, \) C
V ist G-invariant. Daher gilt Eig(f,\) = {0}V Eig(f,\) = V, da der Eigenraum mindestens
1-eindimensional sein muss, gilt Eig(f,\) =V O

Tatséchlich ist die algebraische Abgeschlossenheit von C notwendig, denn iiber R stimmt der
zweite Teil des Satzes nicht, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 15. Im R? besitzt jede Drehung, auBer jene um den Winkel 0, 7, keinen Eigenwert.
Daher besitzt jede nicht triviale Untergruppe(z.b. die Drehungen um 0, 27/3, 47/3 ) keinen
1-dim G-invarianten Unterraum. Die Darstellung ist daher irreduzibel. Trotzdem kommutieren
nicht nur Vielfache der Identitéit, sondern auch alle anderen Drehungen mit den Gruppenele-
menten.

Durch das Lemma von Schur ergeben sich die sehr bedeutsamen Ortogonalitdtsrelationen
fiir irreduzible Darstellungen:

Korollar 2. Seien p : G — GL(V), p' : G — GL(V’) zwei irreduzible Darstellungen, dann gilt

B ] 1 falls p,p’ sind isomorph
O | X)) = O X —{ 0 sonst

[1][S.15]

Beweis. Folgt aus der Tatsache, dass (xp,x,) die Dimension von Homg(V,V’) angibt, dem
schurschen Lemma und der Tatsache, dass isomorphe Darstellungen die gleiche charakteristi-
sche Funktion haben. O

Die char. Fkt. bilden also ein Ortomormalsystem und sind daher linear unabhéngig. Es gibt
daher héchsten dim(C%) = #G viele.

Satz 7. Sei p: G — GL(V) eine Darstellung und sei

eine Zerlegung in irred. Darstellungen. Sei py : G — GL(W) eine beliebige irred. Darstellung.
Und seinen V;,,...,V;, genau jene irred. Darstellungen, die zu W b.z.w py isomorph sind.
Dann gilt & = (xp, Xpy,) [1][S-16]



3 Die charakteristische Funktion und ihre Anwendungen

Beweis. Wegen dem Satz iiber die Summe der char. Fkt. und den Ortogonalitédtsrelationen gilt

m m
<Xp7 XpW> = Z<vai ) Xpw> = Z ]l{PVi,pW sind isomorph} — Z 1=k
=1 =1 j=

O
Man kann daran sehen, dass bei Zerlegung in irred. Darstellungen die Summanden bis auf
Isomorphie eindeutig sind.
Die regulare Darstellung und ihre Anwendung

Definition 16 (Reguldre Darstellung). Folgende Abbildung ist ein injektiver Homomorphis-
mus in die Permutationsgruppe (vgl Satz v Cayley) :

p: G— Bij(G) =Sg: g~ (h— gh)

Dy kann linear auf CC% :=span(ep)peq erweitert werden.

heG heG heG

Preg - G — GL CG (Z Apen g Z ALER = Z )\hegh)

Dreg ist eine Darstellung. Die sogenannte reguldre Darstellung von G

Satz 8 (char. Fkt. der reg. Darstellung).

G fallsg=ce
Xpreg (g) = { 30#é g

sonst

[1][S.18]

Beweis.
g=ec= preg(g) =id = trpreg(g) = #G

In der Basis (en)heq ist preg(g) eine Permutaionsmatrix. Die Spur einer Permutaionsmartix
berechnet sich aus der Anzahl der Fixpunkte von der Permutation.
Wegen

(GheG:gh=h)=g=c¢

hat die Permutation fiir g # e keinen Fixpunkt. O
Fiir eine beliebige Darstellung p : G — GL(V') gilt deshalb:
1 N . .
<Xp7 Xpreg Z Xp Xpreg %X}U(e) : (#G) = tr ldV = dlm(p)
geG

Daher kommt jede irreduzible Darstellung in der reguldren Darstellung also so oft vor, wie ihre
Dimension. Das bedeutet:

Seien p1,...,p; alle bis auf Isomorphie irreduziblen Darstellungen von G mit entsprechenden
Dimensionen nq,...,n;.

10



3.2 Eigenschaften und Anwendungen der char.Fkt.

Dann gibt es zu jedem i € {1,...,l} invariante Untervektorrdume V;1,...V;p, € C%, deren
Darstellung isomorph zu p; ist und es gilt:

l ng
o - D,
i=1j=1
Es folgt
l
Xpreg = anXPl
i=1
Daraus bekommen wir unmittelbar folgenden Satz
Satz 9. i) Y!_,n? =#G

if) Fiir g # e gilt >0 xp,(9) =0
[1][S.18]

Die letzten Gleichungen liefern niitzliche Informationen iiber die irred. Darstellungen. Mehr
kann man sagen, nachdem man gezeigt hat, dass ihre Anzahl gleich jener der Konjugations-
klassen ist.

Anzahl der irred.Darstellungen

Seien Hi,...H} die Konjugationsklassen von G

Definition 17 (Algebra der reg. Darstellung).

Areg 1= {Z AgPreg(9) | Ag € C}

geG

Apeg ist eine Unteralgebra von Hom(C%). Man betrachte

geqG geqG geG

Z AgPreg(g) = 0 = (Z )\gpreg(g)> e1=0= Z Ageg=0=VgeG:);=0

Die preg(g) sind also linear unabhéngig. Zudem gilt offensichtlich:

Preg(9)Preg(h) = Preg(gh)

Man kann an diesen Fakten sehen, dass Acg isomorph zu Gruppenalgebra C[G] ist. Mehr dazu
in einem spéateren Kapitel.

Wir nennen das Zentrum der Algebra A,e; ab jetzt Z

Lemma 5.
f €Z & f S Areg /\VQ €qG: fpreg(g) = preg(g)f

Beweis. 7 = " Klar, da preg(g) € Areg
7 < 7 Wenn es fiir die einzelnen Elemente stimmt, gilt es fiir Linearkombinationen auch
auch. .

Satz 10. Man kann zwei verschiedene Basen von Z als Vektorraum finden

11



3 Die charakteristische Funktion und ihre Anwendungen

i)
> Preg(9) -0 D Pregl9)

geEH, g€eEH},

ii) Es gilt wie zuvor diskutiert

I n;
=PV

i=1j=1
mit
7
Vi =PV
j=1
stimmt l
@
=1
beziiglich dieser Zerlegung kann man fiir i € {1,...,[} Projektionen definieren:

l
T . CG%CGZZ’UJ"—)’UZ'
=1

Diese Projektionen bilden dann ebenfalls eine Basis.
Insbesondere gilt #irred.Darstellungen = #Konjugugationsklassen

Beweis. i)
Sei f =3 eq AgPreg(9)- Falls es g1, g2 € G mit h=lgih = go und Ay, # Ay, gibt, dann gilt

preg(h_l)fpreg(h) = Z )‘gpreg(h_lgh) 7é Z )‘gpreg(g) =f

geG gelG

Ein Widerspruch zu fpreg(h) = preg(h)f. Deshalb muss gelten:
Vi € {1,...]<:}EI)\Ng € H;: )\g =\
Dabher:

D Agpres(9) =3 Ai D Pres(9)

geG =1 g€H;

ii)Sei [= deG )\gpreg(g)‘
Man sieht, dass ein Untervektorraum von C¢, der G-invariant ist, auch Areg-invariant ist.
Daher:

Vie{l,...,l},je{l,...,n;} : Vi ist f-invariant

fiv;; ist dann ein Endomorphismus und kommutiert mit allen preg(9))v;, -
Da V;; aber irreduzibel war, gibt es nach dem Lemma von Schur \;; mit

fvy; = Aijidy,

Bei zwei isomorphen Untervektorraumen V;;, Vi, gibt es dann einen Isomorphismus ¢ : V;; —
Vio. Dieser erfillt:

vv’ij € V;jvvio € VviOag €eG: preg(g)wvij = (ppreg(g)vio

12



3.2 Eigenschaften und Anwendungen der char.Fkt.

Daraus folgt
Xioidv,, = fivi, = ¢~ v, o = ¢ iy, 0 = A idy,
Deshalb sind A;j, Aj, gleich, es gibt daher ein \; mit
Ya € {1,...,?1,‘} i = N
Es gilt
Wir erhalten letztlich

l

I ! !
f=foid=fo) m=) fom=> flyom=> \m
=1 =1

i=1 i=1
Da die Projektionen auch offensichtlich linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis. O

Eine dhnliche Idee wie in Satz 10. findet sich in [1][S.50]

Definition 18 (Charaktertafel). Sei G eine Gruppe mit geordneten Konjugationsklassen [g1], .. ., [gx],
und irreduziblen Darstellungen pq, ..., pr mit char. Fkt. x1,..., xx. Im Normalfall wiahlt man
g1 = €, P1 = Ptriv.-

Ig = (Xi(gj»lgi,jgk

Da die char. Fkt auf Konjugationsklassen konstant ist, enthélt die Charaktertafel alle wich-
tigen Informationen iiber die char. Fkt. der irred. Darstellungen.

Beispiel 19 (Charaktertafel der S3).

’ Ss H id \ (a,b) \ (a,b,c) ‘
id 1 1 1
sgn 1 -1 1

Dieder || 2 0 1

Satz 11 (Umformulierung der Orthogonalitdtsrelation). Sei G eine Gruppe, 4 := T, D =
diag(#[g1], - .., #[gx])/ (#G) dann gilt

ADA* =id

13



3 Die charakteristische Funktion und ihre Anwendungen

Beweis.
Vije{l }'<Xz‘,Xj>:5z'j<:>
eVijedl,...  k sz ) =6ij &
gEG
k
Vi, je{l,... .k Z [a)xi(91)x;(g0)* = 055 &

.o gl
@VZ,]E{l,...,k}ZZAui >ifl:(sz‘j<:>
= #G

e Vi, je{l,...,

1j = 0ij <

k

< Vi, g€ {1, - .,/{3} : ZAil(DA*)lj = 51']' =4
=1

& Vi, g€ {1,.. ,k‘} : A(DA*)U = 5@']’ =4

ADA* =id
O]
Korollar 3. Mit den Bedingungen von Satz (11) gilt
A*A=D7!
Beweis.
ADA*=id & DA*=A"' & DA*A=id & A*A=D"!
O

Ein dhnliches Resultat findet sich in [1][S.20], [2][S.76-77]

3.3 Methoden zu expliziten Zerlegung von Darstellungen

In diesem Abschnitt soll es darum gehen, wie man eine Darstellung explizit in Teildarstellungen
zerlegen kann.

Definition 20 (Kanonische Zerlegung). Sei p : G — GL(V) eine Darstellung und seien
p1, ..., p die irred. Darstellungen von G und m; = (xp, Xp,)-

Dann kommt p; genau m; mal in p vor. Deshalb gibt es fiir jedes i € {1,...,l}, G-invariante
Unterrdaume von V Vi1, ..., Vin,, deren Darstellung isomorph zu p; ist, und es gilt
I my
V-
i=1j=1
Mit

Vi = @ Vij
j=1

14



3.3 Methoden zu expliziten Zerlegung von Darstellungen

Gil l
V=@V
1=1

Diese Zerlegung in G-invariante Unterrdume von V nennen wir die Kanonische Zerlegung.
[1][S.21]

Die kanonische Zerlegung wurde eigentlich schon in Satz. 10 verwendet.

Im Gegensatz zur Zerlegung in irred. Teildarstellungen sind die Untervektorrdume V; (nicht
nur bis auf Isomorphie von Darstellungen sondern vollig) eindeutig.
Man kann sie auch explizit berechnen:

Satz 12. Sei dim(p;) = n;

7j=1
[1][S.21]
Beweis. Wegen
Ph-1TiPp = Pt Z Xp: (9" )pg Ypp-1gn = Z Xp; (hg™"h ™ )py =
gGG geG gEG
ng _
== Z Xpi (9 1 Dyg
gEG
kommutiert 7; mit allen p;, und ist daher G-linear.
nz
( ‘Vk] - Z sz pg |ij

gEG
Daher bildet (”i)\ij Vij auf Vi; ab und ist G-linear. Da Vj; irreduzibel ist, gilt nach dem
Lemma von Schur
(Ti)vi,; = Ady,

Mit
1
A= 77 tr(ﬂ—l Vij — Z sz tl“ pg Vi — Z sz ka ) <Xpi’ ka> = Ok
v gEG gEG
m; ist also id auf allen V;; und 0 sonst. Daher ist es offensichtlich die Projektion auf V; O

Wir wissen aus den vorherigen Teilen, dass

IT : Hom(V, W) — Homg(V, W) Z Qg fPg—1
gGG
eine Projektion auf Homg(V, W) ist. Wegen dem Lemma von Schur gilt

{ANid | A e C} fallsp=gq

Bild(IT) = Homg(V, W) = { {0} falls p, ¢ sind nicht isomorph

Deshalb kénnen wir das folgende Lemma formulieren.

15



3 Die charakteristische Funktion und ihre Anwendungen

(Der Fall dass p # ¢, aber trotzdem isomorph sind, wurde nicht behandelt, ergibt sich aber

aus dem Fall p = q.)

Lemma 6. Seien p : G — GL(V), ¢ : G — GL(W) zwei irred. Darstellungen. Sei f €

Hom(V, W) bel., dann gilt:

Z qgfpy—1 =11(f) =

geG 0 falls p, ¢ sind nicht isomorph

{ dti;(l{;) id fallsp=gq
[1][S.13-14]

Beweis. Fally(p = q) :
Wegen Bild(IT) = {\id | A € C} gilt

Zpgfpg =1I(f) = Aid

gGG
Wegen
1
dim(p)\ = tr(\id) = tr Y Z pgfrg—1 =tr f
geG
gilt
1 tr f
— d
76 2,77 GGy

Fally(p, ¢ sind nicht isomorph):
Wegen Bild(II) = 0 gilt:

O

Satz 13. Seien p : G — GL(V), ¢ : G — GL(W) zwei irred. Darstellungen, und vy, ..., v,
wi, ..., wn, Basen von V, W beziiglich der wir p(g), bzw. ¢(g) als Matrix auffassen. Wenn wir
im Fall ,p,q isomorph “die Basen so wéhlen, dass wi,...,w, = fui,..., fv, (wobei f ein
Isomorphismus ist, zudem gilt offensichtlich m = n) (bei einer solchen Wahl der Basen sind

die Darstellungsmatrizen von p, g gleich), dann gilt:

-1 o %51-1 j20inj;  falls p, ¢ sind isomorph
Zp Jirj1 2(9)izgs = 0 sonst

gEG’
[1][S.14]

Beweis. Falli(p, q sind isomorph) : Wie schon erwdhnt gilt p;; = ¢;;, wie man z.b. mit

> al9)ijwi = q(g)w; = q(g) fv; = fp(g)v; = > _p(g)ijvi = Y p(g)ijfvi = Zp 9)ijwi
=1 =1 =1
sieht.
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3.3 Methoden zu expliziten Zerlegung von Darstellungen

Wir nehmen deshalb 0.B.dAan W =V = K"

Es gilt
_1 T ( —1
gEG gEG geG
tr(ejel) S 5o
—1 J1 >0/ . 7112 . j1i
Z p(g e]lezgq )) = < 1d> = ( : ld) = = Oirjs =
( geG ive dim(p) i1z dim(p) i dim(p)
1
= ﬁ6j1i25i1j2
Falla(p, g sind nicht isomorph) :
_1 T ( —1
Zp 1131q z2]2 = Zp Zl]lq 12J2 = Z ez1p e]le’iQQ(g )ej2 =
gEG geG geG
-1
( Z p e]l zgq )) = 0i1j2 =0
gEG 1172

O]

Aus diesen Satz erhélt man ebenfalls leicht Korollar 2, also:

1 falls p, g sind isomorph
(Xp | Xq) = (Xps Xq) = { 0 sonst

Wenn man sich nicht nur fiir die kanonische Zerlegung interessiert, sondern eine Darstellung
wirklich in irred. Teildarstellungen zerlegen will, kann man folgenden Satz verwenden.

Satz 14. Sei p : G — GL(V) eine Darstellung und seien py,...,p; die irred. Darstellungen
von G, Sei
q: G— GL(K")

eine zu p; isomorphe Darstellung. Wir definieren fir o, 5 € {1,...,n}

TaB ‘= Z q aﬁp

geG
dann gilt
i) Die Abbildung 7., ist eine Projektion auf einen Unterraum von V;, wir nennen ihn V; ,.
Es gilt
n
=D Via
a=1
und

n
Ty = § Taa
i=1

ii) map ist auf Vj fiir j # @ und V;, fiir v # B gleich 0. Eingeschrankt auf V; g ist es ein
Isomorphismus zwischen V; g und V; ,

17



3 Die charakteristische Funktion und ihre Anwendungen

iii) Sei 1 € Vi1 \ {0} beliebig. Fir jedes o € {1,...,n} kann man dann z, := mq1(z1)
definieren. Die z,, sind dann linear unabhéngig und der von ihnen erzeugte n-dimensionale
Vektorraum ist sogar eine irreduzible (und daher zu p; isomorphe) Teildarstellung. Wir
nennen den Vektorraum/die Teildarstellung W (z1). Es gilt zudem

n

pg(xoz) = Z Q<g>ﬁo¢x5
f=1

iv) Falls (xgl), e ,%gm)) eine Basis von V;; ist, gilt

Vi = Pw()
k=1

[1][S.23]
Beweis. Man man kann den Satz mit Hilfe der Aussagen von Satz[13] beweisen. [1][S.23-24] O

Beispiel 21 (Zerlegung der reguldren Darstellung der Ss in irred. Teildarstellungen). Die
Konjugationsklassen von der S3 sind:

[id], [(a, )], [(a, b, ¢)]

Es gibt daher 3 irred. Darstellungen. Die triviale Darstellung und sgn sind 2 davon. Die 3. ist
die Diedergruppe, also jene Gruppe der linearen Abbildungen, die ein gleichseitiges Dreieck auf
sich selbst abbildet. Man sieht leicht, dass die Zuordnung zwischen den Permutationen (Ss3)
und den linearen Abbildungen, welche die Ecken entsprechend vertauschen, ein Isomorphismus
ist. Dieser ist eine Darstellung der Ss:

Nun zur Zerlegung:

triviale Darstellung:

Ttriv. = Z preg(a)

o€S3
Fiir jedes Basiselement e, gilt

Wtriv(eT) - Z Cor = Z €o

oc€S3 o€S3

Daher gilt:
Viriv = C - Z €o

0ES3

Signum:

Tlsgn — Z Sgn(a)preg(a)
og€ESs3

Fiir jedes Basiselement e, gilt

Tsgn(€r) = Z sgn(o)egr = Z sgn(or e, = sgn(r71) Z sgn(o)eq

0'65'3 0’653 O’ES3
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3.3 Methoden zu expliziten Zerlegung von Darstellungen

Daher gilt:
‘/sgn =C- Z Sgn(o)eg

og€E€Ss3

Dieder: tr(id) = 2, die Spur einer Spiegelung ist 0. Die Spur der Drehungen um 120,240
Grad sind jeweils 1:

cos(120°) —sin(120°)) oy
o <sin(120°) cos(120°) | ~ 2¢0s(120%) = —1
Darum:
TDieder = 21d _preg((la 2, 3)) - preg((la 3, 2))
T id (1,2,3) (1,3,2)
Thieder(€7) || 2€id — €(1,2,3) — €(1,3.2) | —€id +2€(1,2,3) — €(1,3.2) | —€id — €1,2,3) + 2€(1,3.2)

Wegen (id, (1,2,3),(1,3,2)) - (1,2) = ((1

,2),(1,3),(2,3)) gilt

T

(1,2) = id(1,2)

(1,3) =(1,2,3)(1,2)

(2,3) =(1,3,2)(1,2)

TDieder (67)

2e(1,2) — €(1,3) ~ €(2,3)

—e(1,2) +2€(1,3) — €(2.3)

—€(1.2) — €3 +2€(2,3)

Wir schreiben jeweils die Koeffizienten von mpieqer(€+) in eine Matrix

2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1 2 0 -2 10 -1
-1 2 —1|~|0 2 -3|~f0 1 —-1|~[01 —-1|~]0 1 -1
-1 -1 2 0o -3 2 0 0 0 00 0 00 0

Daher gilt

Vbieder = span{eiq — €(1,3,2)5 €(1,2,3) — €(1,3,2)5 €(1,2) — €(2,3)5 €(1,3) — 6(2,3)}

2mi

Man kann Vpjeder auch in irred. Darstellungen aufspalten. Dazu nennen wir a :=e3°

VDieder = span{eid + ae(1,273) + (126(173’2), 6(172) + CL2€(273) + ae(273)}@

@ span{eiq + a’e(1 23) + ae(139), €(1.2) + a€a3) + a’e23)}
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4 Die Gruppenalgebra

4.1 Grundlagen der Gruppenalgebra
Sei G eine endliche Gruppe
Definition 22 (Gruppenalgebra). Man kann den Gruppenring
CIGl=4¢> AglAgeC
geG

bilden.
Dieser besitzt die Multiplikation

Z)\gg' Zagg: Z ( Z )‘glagz> g
geG geG geG \g192=g

Da C nicht nur ein Ring, sondern auch ein Koérper ist, ist C|[G] folglich eine Algebra. [1][S.47]
[5][S.36]

Da preg(G) = {preg(9) | g € G} eine linear unabh. Menge ist, ist

f i Aveg(= span(preg(G))) — C[G] : Z AgPreg(g) — Z Agg
geG geq

ein wohldefinierter Algebren-Isomorphismus.

Definition 23 (Modul). Ein Modul ist die Verallgemeinerung eines Vektorraums auf einen
Ring R statt einem Korper, also eine abelsche Gruppe V mit einer Multiplikation

"RxV =V :(rv)—rv
die folgende Eigenschaften erfiillt: Vr,r’ € R, v,v’ € V gilt
i) r(lv+0) =rv4nr
i) (r+r)v=rv+rv
iii) (r'r)v =r'(rv)

Um genau zu sein, ist dies ein sogenannter Linksmodul. Beim Rechtsmodul muss die Multipli-
kation folgende Eigenschaften erfiillen.

i) r(v+v)=rv+r
i) (r+r)v=rv+rv

iit) (rr")v =r'(rv)
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4.1 Grundlagen der Gruppenalgebra

Man schreibt die Multiplikation mit einem r € R im Normalfall von der anderen Seite, dann
wird die Bedingung #ii) zu
v(r'r) = (vr')r

Falls R eine K-Algebra ist, ist der Modul offensichtlich auch ein Vektorraum. (Man muss die
Multiplikation nur auf K einschrénken)

Definition 24 (Bi-Modul). Fir zwei Ringe R, S heifit V' ein R-S-Bimodul, falls es ein R-
Linksmodul und ein S-Rechtsmodul ist und diese Multiplikationen miteinander vertraglich
sind, d.h. Vr e R, s€ Sv eV gilt

(rv)s = r(vs)

[3]

Z operiert auf jeder Abelschen Gruppe (also auch jedem Modul) mit
-ZxV%V:(z,v)—)zv:Zv
i=1

Diese Skalarmultiplikation kann sowohl als Rechts-, als auch als Linksmultiplikation aufgefasst
werden und ist mit jeder anderen Skalarmultiplikation vertraglich.

7.B. ist ein R-Linksmodul automatisch ein R-Z-Bimodul.

Das Prinzip der Bimodule ist allerdings vor allem dann wichtig, wenn man mit Tensorprodukten
arbeiten mochte.

Firs Erste geniigen einfache Linksmodule, die wir auch einfach nur Module nennen.

Lemma 7. Die Module von C[G] entsprechen gerade den Darstellungen von G.

Dies bedeutet folgendes:

Wenn wir ein Modul V' von C[G] haben, kénnen wir fiir jedes g € G die Abbildung py : V —
V : v~ gv definierten. Wegen den Eigenschaften von Modulen und Algebren ist p, ein linearer
Isomorphismus und es gilt

PrPgv = pr(gv) = h(gv) = (hg)v = ppgv

Deshalb ist
p: G—=GL(V):g9—py

eine Darstellung.
Auf der anderen Seite definieren wir fiir jede Darstellung p die Multiplikation

Cl[G] xV =V (Z Agg, V) — Z AgDgV
geG geG

Man sieht leicht, dass diese die Eigenschaften i),47), i) erfiillt und V' daher zu einem Modul
macht.

Diese Zuordnungen sind zueinander invers und zeigen, dass jedes Modul gerade einer Darstel-
lung entspricht. Es wurde nur die Multiplikation auf Linearkombinationen erweitert.

Im Folgenden werden wir deshalb nicht mehr wirklich zwischen Modulen und Darstellungen
unterscheiden.
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4 Die Gruppenalgebra

Darstellung als Matrixprodukt

Satz 15 (Einbettung in Matrixprodukt). Sei G eine Gruppe und seien pi,...,p; die ver-
schiedenen irred. Darstellungen. Es ist @ | GL(V;) das direkte Produkt der Algebren. Dann
ist

—) @ GL Z )\gg = Z )\gpl Z >\an
geG geG geqG
ein Algebren-Isomorphismus [1][S.48]
Beweis. Wie in Satz [10] gezeigt wurde gilt:
kE n;
“=DDVi
i=1j=1

Wobei alle Vj;,, V;j, als Darstellungen isomorph sind. Dann gibt es einen Isomorphismus f;, ;,,
der erfiillt:

Fivga © Preg(9)vij, = Preg(9)viy, © finja

Wir definieren

f2 Areg — @ GL Z )\gpreg (Z )\gpreg \Vna Z )\gpreg Vkl)

i=1 geG geG geG

Angenommen es gibt > o AgPreg(g) mit fa(3- e AgPreg(g)) = 0, dann folgt

Vie {1, k) ) Agpreg(9) v, =0
geG

Deshalb gilt fiir alle v = Z?:l Z?;l vij € c¢

Z )\gpreg(g)v = Z )\gpreg Z ZUU = Z Z Z )\gpreg flj fl]Uz] =

geG geG i=1j=1 geGi=1j5=1
k2 f150i;€V; k2
_ 15ij €Vi1 _
= 22D Aofiy preg(9)figv =TT D03 Y A fiy0=0
geG i=1j=1 geG i=1 j=1

Damit war > co Agpreg(g) = 0 und wir erhalten:

Kern(f2) = {0}
Wegen Satz[9] gilt
k
dim (@ GL(V; ) Z dim(GL(V; Z dim(V;)? = #G = dim(C°)
=1 =1

Also ist fo ein Isomorphismus.
Da wie z.B. am Anfang des Kapitels schon besprochen

[+ Aveg(= span(preg(G))) — C[G] : Z AgPreg(9) F Z Agg
geG geG
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4.2 Induzierte Darstellungen

ein Isomorphismus ist, ist fo o f~! ein Isomorphismus. Es gilt

k
Jao f_l : Cl[G] — @GL(VZ) : Z Agg — (Z Agpreg(g)wna ) Z preg(g)ﬂfkl)

i=1 geG geG geG

Da Vi € {1,...,k}3p; invertierbar : pipreg(9)|v;, = pigi gilt, ist

k
Y ClG] — @GL(Vi) : Z Agg — (Z AgP1(g); - -+ Z )\gpn(g)) =
i=1

geG geG geG

= (Z Ag@1Preg(9)vis ()10 D Agsakpreg(g)wklsokl)

9eG geqG
ein Isomorphismus. ]

Definition 25 (Lineare Funktionen und Isomorphismen von Modulen). Diese sind analog
definiert, wie bei den Vektorrdumen:
f V. — W heif3t linear, falls gilt:

i) f(z1+z2) = f(21) + f(22)
ii) f(re1) =rf(z1)

Falls es sich um Bimodule handelt, muss man Skalare auch von der anderen Seite herausziehen
kénnen.

R-Module V, W sind isomorph, falls es eine bijektive lineare Abbildung f zwischen ihnen gibt.
So ein f wird dann Isomorphismus genannt. Man sieht leicht, dass f~! auch ein Isomorphismus
ist.

Man sieht auch schnell, dass zwei Darstellungen genau dann isomorph sind, wenn es die
ihnen entsprechenden Module sind. Die Darstellungsisomorphismen entsprechen namlich den
Modulisomorphismen.

Die Gruppenalgebra ist ein niitzliches Werkzeug bei der weiteren Untersuchung von Darstel-
lungen. Man kann damit zum Beispiel beweisen, dass die Dimension einer irred. Darstellung
die Méchtigkeit der Gruppe teilt. [1][S.54]

Insbesondere ist sie auch niitzlich, um sogenannte ,,Induzierte Darstellungen“ elegant zu be-
schreiben.
4.2 Induzierte Darstellungen

Definition 26 (Induzierte Darstellung). Sei p : G — GL(V) eine Darstellung, H < G eine
Untergruppe und W C V in H-invarianter Unterraum. V heif3t induziert durch die Darstellung
W von H, falls fiir ein Vertretersystem R von G/H gilt:

V:@er

reR
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4 Die Gruppenalgebra

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass sich die Module von C[G] und die Darstellungen
von G entsprechen. Deshalb kann man V' als C[G]-Modul auffassen und die ,,Induzierte Darstel-
lungen* analog fiir C[G]-Module definieren: V" heifit induziert durch das Modul/die Darstellung
W von H, falls fiir ein Vertretersystem R von G/H gilt:

V=W
reR
[1][S.28]

Wegen ghW = g(hW) = gW sieht man, dass die Wahl des Vertretersystems R keine Rolle
spielt.

Beispiel 27. Die regulidre Darstellung wird von span(e), welches man als Darstellung von
{e} auffasst, induziert.

Satz 16 (Existenz und Eindeutigkeit). Zu jeder Darstellung W einer Untergruppe H von G
gibt es eine induzierte Darstellung V. Diese Darstellung ist bis auf Isomorphie eindeutig.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass es zu jedem g € G eindeutig bestimmte r(g) € R, h(g) € H
mit g = r(g)h(g) gibt. Wenn V' von W induziert sein soll, muss gelten

V=W
reR
V ist also die formale Summe der rW. Zudem ist die Multiplikation mit g schon eindeutig

festgelegt:
g rwe) =Y grw. = Y r(gr)h(griw. = Y r(gr)(h(gr)w,)

reR reR reR reR

Es muss nur noch gezeigt werden, dass die Darstellung, welche durch die so definierte Multi-
plikation festlegt ist, wohldefiniert ist. Tatséchlich ist

g-: @ rW — @ rW : Z W, — Z r(gr)(h(gr)w,)

reR r€ER reR reER

linear. Man muss nur noch zeigen, dass sich die Multiplikation mit der Gruppenmultiplikation
vertragt. Also (¢'-) o (g-) = ¢'g-

g (g > Twr) =g <Z r(gr) - h(gT)wr) = rlg'r(gr) - h(g'r(gr))h(gr)w,
reRr reR reR

Wegen
g'gr = g'r(gr)h(gr) = r(g'r(gr)) - h(g'r(g7))h(gr)
gilt

g9 (Z Twr) =Y _r(g'r(gr)) - h(g'r(gr)h(grw, = ¢ <g > rwr>

reR reR reER

Man kann die Induzierte Darstellung aber auch umformulieren:
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Satz 17. Sei V durch die Darstellung W von H induziert. Dann ist V als Modul/Darstellung
isomorph zu:

ClGl ®@cim W
[1][S.54]

Beweis. V, W sind C[G], bzw. C[H]|-Module, daher sind sie auch C[G]-Z bzw. C[H]-Z-Bimodule.
Wegen der Isomorphie von Tensorprodukten reicht es zu zeigen, dass V' = g rW die uni-
verselle Eigenschaft erfiillt.

ClGl x Wil -~V

e

X

Dazu definieren wir

0: CIGIXxW =V : (D Agg,w) = Y Aggw
geG geG

Man rechnet nach, dass es bilinear ist.
Sei ¢ : C[G] x W — X bilinear. Fiir eine lineare Funktion ¢ : V — X gilt:

pol=¢
VY Mg € CIGLw e W : (> Mggw) = ¢( Y N\gg,w ) biftngpeit
geG geq e
VY Ag €CIGlLw e W : D Agip(w) = Y Aggo(1,w) <
geG geq e

Yw e W : p(w) = ¢(l,w) &

VZ rw, €V : go(z rwy) = Z ro(1,w;)

reR reR reR

@ ist also die eindeutig bestimmte, wohldefinierte lineare Abbildung

p: V- X: erw—> ngb(l,wr)
reR reR

O]

Korollar 4. Seien W, V,U Darstellungen von H < G < K, sei V von W induziert und U von
V', dann ist auch U von W induziert.

Beweis.
U = C[K] ®¢|q) (CIG] @cm W) = (CIK] ®c¢) CIG]) @cim W

(CIK] @c(q) CIG]) @cim W = C[K] ®cjg) W erfiillt aber die universelle Eigenschaft. O

25



5 Anhang

Sei R ein (nicht unbedingt kommutativer) Ring

Definition

Sei U ein S1-R-Bimodul , V' ein R-S5-Bimodul

Bilineare Abbildung

Sei X ein S7-So-Bimodul
¢: U xV — X heifdit bilinear, falls gilt:
i) o(ur +ug,v) = d(ur,v) + duz, v),  d(u,v1 + v2) = d(u,v1) + P(u, v2)
i) p(ur,v) = ¢lu, rv)

iii) o(s1u,vs2) = s16(u,v)s2

Wobei u, u1,us € U, v,v1,v9 €V, r € R 51 € 51,82 € Sy beliebig sind.

Universelle Eigenschaft

Sei T ein S1-S2-Bimodul, T erfiillt die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts, wenn es
eine bilineare Abbildung 6 : U x V +— T gibt, sodass gilt

Vo : U xV — X bilinear Al : T'— X linear : ¢ = p o6

Uxv-2l T

X Flp

X

Satz 18. Wenn (77,61), (T5,62) beide die universelle Eigenschaft erfiillen, dann sind sie iso-
morph (als S1-Se-Bimodul).

Beweis. 01,02 sind beide bilinear. Wenn man auf die bilineare Abbildung die universelle Ei-
genschaft der jeweils anderen anwendet, erhélt man:

o1 @ Th — Ty linear , g : To — T} linear: 0y = 10601 A 01 = py006s
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Wenn man die zweite Gleichung in die erste Gleichung einsetzt und andererseits die erste

Gleichung in die zweite Gleichung einsetzt, erhélt man:
02 =p10p200s N 01 =pa0p100;
Mit 6 = idp, 002 A 61 = idp, o 8; und der universellen Eigenschaft gilt:
1oz =idp, A 201 =idp

Deshalb sind die Funktionen 1, @2 zu einander invers und daher Isomorphismen.

Konstruktion Tensorprodukt

Es bezeichne A das freie Z-Modul, welches von der Basis U x V' aufgespannt wird. Formal ist

A die direkte Summe:
A= zcz"*v
UxV

Firu € U, v € V bezeichnen wir mit (u | v) das zu (u, v) gehorige Basiselement, d.h. Vo € UxV

_ ) 1 x=(uv)
(u]v)e = { 0 sonst
Sei B das Submodul von A, welches von folgenden Elementen erzeugt wird:
) (ur+ug|v) = (ur|v) = (ug|v), (u]vi4v2)—(u|v1)—(u]va)

i) (ur|v)—(u]|rv)

Wobei u,uy,us € U, v,v1,v2 € V, r € R beliebig sind.

Wir definieren U ®p V := A/B
und ®p: UXxV - U®RrV: (u,v)— (u|v)+ B ist offensichtlich bilinear.
S1 x A ist mit der folgenden Verkniipfung ausgestattet:

n n
——: S x (A= @Z) — (A= @Z): (s,Z(uZMZ)) > Z(sullvl)
UxV UxV i=1 i=1
Die Verkniipfung ist additiv in der zweiten Komponente und erfiillt
(§1~—)o(51-—):§151~—
Da zudem Vs, € 57 : s1-B C B gilt, ist

n n
——: S xURRV - U®rV: (8,21@'@}2%) — ZSUi®Rvi
=1 =1

wohldefiniert. Es gilt zudem

(514 s1) (u®@v)=((81+s1)u) @v=(S1u+ $1u) ®V=81U RV + 51U Qv

— - — ist also auch additiv in der 1-ten Komponente und macht U ®g V daher zum Si-

Linksmodul.
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5 Anhang

Da V ein S>-Rechtsmodul ist, kann man analog U ®g V' zu einem Ss-Rechtsmodul machen.
Man kann dann nachrechnen:

n n n
<81 : ZU'L ®R Ui) © 8y = Z 51U; QR V;iS2 = 51 - (ZU'L RV - 52>
i=1 i=1 i=1
Daher ist U ®g V ein S1-S2-Bimodul
Satz 19. U ®p V erfiillt mit ® die universelle Eigenschaft
Beweis. Sei ¢ : U x V — X eine bilineare Abbildung.

Existenz:

o A= X zn:(ui,vi) =Y B(ug, vy)

i=0 i=0
Da man leicht nachrechnet, dass
Vbe B: ¢'(b)=0

ist die Abbildung
e: UV = X: > u®pu = (Z(Uz | Ui)) +U = Y d(ui, vi)
=0 =0 i=0
wohldefiniert und es gilt
V(u,v) €U X Vi po@r((u,v)) = p(u®rv) = ¢(u,v)
Also po®p = %
Es gilt auch
O(s1-u®v-s2) = p(s1u @ vs2) = P(s1U,vs2) = $10(U, v)s2 = s1(u @ v)sa
 ist dann auch linear.

Eindeutigkeit:
Sei ¢o linear mit ¢ 0o ®p = ¢, dann gilt wegen der Linearitét

P2 (Z u; AR Ui) =Y pa(ui®pvi) =) P(ui,v;) = ¢ (Z u; QR vz)
i=1 i=1

i=1 i=1

Damit ¢ = ¢ O

Assoziativitat

Analog zur Bilinearform kann man fir n € N, Ringe Ry,..., R, Bimodule Vi,...,V, (V; ist
R;_1-R;-Bimodul) den Begriff der n-Linearform definieren.

Dann gibt es wieder ein Tensorprodukt T , also ein Ry-R,-Bimodul, welches die universel-
le Eigenschaft:

30: Vi x...xV, = T n-linear Vop: V1 x ... x V,, = X n-linear Al : T — X linear :
¢=pob
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erfullt.
Vix.. . xVoi—T

S

X

Satz 20. Seien Ry, ..., R3 Ringe, U ein Ryg-R;-Bimodul, V ein R;i-Rs-Bimodul, W ein Rs-Rs-
Bimodul

0:UxVxW—=U®g (VRr, W) : (u,v,w) = u®g, (vQg, w)
Dann erfillt (U ®@g, (V ®g, W), 0) die universelle Eigenschaft.
Beweis. Sei X ein Ryp-R3 Bimodul. ¢ : U x V x W — X 3-linear
Eindeutigkeit:

Sei ¢ : U ®p, (V®g, W) — X linear mit ¢ = ¢ o6
Fiir jedes Element t € U ®p, (V ®g, W) gilt

Im e NVk € {1,...,m}3ug, vk, . . . Vkmy,, Wi, - - - Wemy, -
m mi m Mg

t= u®g, (Z Vki R, wki) =3 uk Or, (ki @R, Wki)
k=1 i=1 k=1i=1

Deshalb lésst sich jedes Element t € U @p, (V ®@pg, W) als
n
Z u; @R, (Vi @R, Wi)
i=1
schreiben. Es gilt
e(t) N (s @y (v ©y wi)) = 300 (s vi,wi)) = Y bl vi,wi)
i=1 i=1 i=1

©(t) ist also schon eindeutig bestimmt.

Existenz:
Sei Ux := {f U —» X | Yui,ug € U,rg € Ry : f(’l“()ul + UQ) = ’l“()f(ul) + f(UQ)} Die
Multiplikation

——+—: Ry xUx x Ry = Ux : (r1, f,r3) = (u— f(ury)rs)
macht Ux zu einem R;-R3-Bimodul.
$1: VW —=Ux: (v,w) = (u— ¢(u,v,w))
ist bilinear. Wegen der universellen Eigenschaft von V @ W gilt
g1 : V®p, W — Ux linear : ¢1 = ¢1 0 g,
Wir definierten die Funktion

G2 : UXx (VRr, W)= X : (u,t) = p1(t)(u)
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5 Anhang

Wegen
i) ¢2(ur +uz,t) = ©1(t)(u1 +u2) = e1(t)(u1) + p1(t)(u2) = d2(u1,t) + d2(uz,t),
P2(u, t1 +t2) = p1(t1 +t2)(u) = p1(t1)(u) + @1(t2)(v) = P2(u, t1) + P2(u, ta)
i) d2(ure,t) = p1(t)(ur1) = (rip1(t))(u) = @1(rit)(u) = p1(r1t)(u) = p2(u,r1t)
i) ga(rou,trs) = i(trs)(row) = (pr(B)rs)(row) = p1()(rouhrs ' E ropr () (uprs =

roda(u,t)rs

ist ¢9 bilinear. Daher gilt wieder

s : URp, (V&gr, W) — Ux linear : ¢2 = 3 0 Qp,

YVueUveV,weW:

P2(u®p, (vOR, w)) = ¢2(u,v A, W) = P1(v AR, w)(u) = ¢1(v, w)(u) =
= (ur ¢(u,v,w)) (u) = ¢(u, v, w)

Es gilt also ¢ = @200
Also erfiillt o die gewiinschte Eigenschaft. O

0 :UxVxW—(U®g, V)Qr, W : (u,v,w) — (u®pg, v) ®r, w

Man kann analog zeigen, dass dann ((U ®g, V) ®@g, W, ') die universelle Eigenschaft erfiillt.

Da sie beide die universelle Eigenschaft erfiillen, sind U ®g, (V ®g, W), (U @g, V) Qr, W
isomorph.
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