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Einleitung

Topologie ist ein Teilbereich der Mathematik, der sich mit gewissen rdumlichen
Strukturen befasst. Der Begriffe der Raumlichkeit ist hier aber sehr schwach ge-
fasst. Man spricht nicht wie in der Geometrie iiber Groe, Winkel, Abstinde etc...,
sondern verwendet nur einen qualitativen Begriffe von rdumlicher Nihe. Das ge-
niigt aber, um beispielsweise tiber Konvergenz und Stetigkeit zu sprechen. Ob-
wohl, oder vielleicht gerade weil der Begriff eines topologischen Raums so allge-
mein ist, findet er in fast allen Bereichen der Mathematik Anwendung.

Wiein der Mathematik iiblich, versucht man die zu untersuchenden Objekte mog-
lichst vollstindig bis auf Isomorphie zu klassifizieren. Ein Isomorphismus wird
in der Topologie tibrigens auch Homdéomorphismus genannt; es handelt sich um
eine bijektive und in beide Richtungen stetige Abbildung. Dieser Begriff driickt
aus, dass sich die Riume durch eine Verformung ineinander iiberfithren lassen,
die vielleicht Grof3e und Winkel dndert, nicht jedoch die durch die Topologie de-
finierte Nahebeziehung von Punkten. Ein Raum darf dabei also (anschaulich for-
muliert) nicht aufgerissen oder irgendwo zusammengeklebt werden. Ein echt
schwicherer Begriff als Homéomorphie ist Homotopiedquivalenzvon Riumen. Hier
darfbei der Verformung (wieder sehr anschaulich formuliert) auch Material ver-
nichtet werden. Beispielsweise ist ein Ball homotopiedquivalent zu einem Punkt.

Wenn zwei Riume homoéomorph oder homotopieiquivalent sind, kann man das
oft durch die explizite Angabe einer erlaubten Transformation (also z.B. eines
Homoomorphismus) beweisen. Sind sie es nicht, ist die Sache oft schwieriger.
Man kann ja gewohnlich nicht simtliche moglichen Abbildungen darauthin itber-
priifen, ob sie Homéomorphismen sind. Man muss stattdessen Eigenschaften
der Riume extrahieren, die eine Homéomorphie ausschlieflen. In der algebrai-
schen Topologie ordnet man dabei den Riumen gewissen algebraische Struktu-
ren zu, zum Beispiel Gruppen, Vektorriume oder Moduln. Dabei werden homéo-
morphen Riumen isomorphe Strukturen zugeordnet. Interessanterweise kann
man dann manchmal wirklich zeigen, dass die zugeordneten Strukturen nicht
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isomorph sind. Damit hat man die Homéomorphie widerlegt.

Dieser Ansatz wird in der Vorlesung demonstriert. Im ersten Kapitel wiederholen
wir die wichtigsten topologischen Begriffe und lernen einige interessante Kon-
struktionen kennen. Im zweiten Kapitel besprechen wir die Fundamentalgruppe
eines topologischen Raums. Dieses anschaulich gut verstindliche Konzeptistauch
historisch der Beginn der algebraischen Topologie, spiter haben sich daraus viel
abstraktere Methoden entwickelt. Ein solches Beispiel, die sogenannte Homolo-
gietheorie, besprechen wir dann in Kapitel 3, zunichst rein kombinatorisch fir
Simplizialkomplexe und dann ganz allgemein.

Diese Vorlesung beruht zum Teil auf einer Vorlesung von Prof. Volker Puppe an
der Universitit Konstanz. Fehler gehen dabei aber natiirlich auf mein Konto. Eine
Liste mit einigen Biichern zum Thema der Vorlesung findet sich im Anhang.



Kapitel 1

Grundlagen der Topologie

1.1 Grundlegende Definitionen

Zuerst wiederholen wir kurz einige grundlegende Begriffe der mengentheoreti-
schen Topologie.

Definition 1.1.1. Sei X eine nichtleere Menge. Eine Teilmenge O C P(X) der
Potenzmenge von X heifst Topologie, falls gilt:

@ 0,Xe0
(@) A€ Ofirie Il = J,.; A €O
(@i1) A, Be O = ANBeO.

Das Paar (X, O) heifdt dann topologischer Raum, A € O heifit offene Menge
und X \ A heif’t abgeschlossene Menge. A

Beispiel 1.1.2. (i) Esist stets O = P(X) eine Topologie auf X, die feinstmogliche.
Ebenso ist O = {{), X'} stets eine Topologie, die grobstmagliche.
(ii) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir definieren

AC Xoften & Vae AJe > 0: B.(a) C A.

Dann bildet die Menge
O ={AC X | Aoffen}

eine Topologie auf X, die von der Metrik induzierte Topologie. A

3



4 KAPITEL1. GRUNDLAGEN DER TOPOLOGIE

Definition1.1.3. Sei (X, O) ein topologischer Raum, und x € U C X.

(?) U heiflt Umgebungvon z in X falls A € O existiert mitz € A C U. In
diesem Fall nennt man z einen inneren Punkt von U.

(i7) Die Menge U aller inneren Punkte von U heifit Inneres von U. Es ist die
grofdte in U enthaltene offene Teilmenge von X .

(i77) Die Menge U = {x € X | jede Umgebung von x schneidet U} heif3t Ab-
schlussvon U'. Es ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von U.

(iv) Die Menge dU := U \ U heifit Rand von U.

(v) Eine Folge (z,,), oy in X konvergiert gegenz € X, falls fiir jede Umgebung
U von x ein ng existiert mit x,, € U fiir allen > ny. A

Definition1.1.4. Der topologische Raum (X, O) heifdthausdorfsch, falls fiir zwei
verschiedene Punkte x,y € X offene Mengen A, B € O existieren mit

rc€AycBundANB = . A

Beispiel1.1.5. Metrische Riume induzieren hausdorffsche Topologien. Fiir x # y
gilt ndmlich
Bata,y)/3(2) N Baga,y)/3(y) = 0- A

In dieser Vorlesung interessieren wir uns hauptsichlich fir metrische Riume.
Verschiedene Metriken definieren aber oft dieselbe Topologie, und fast alle unse-
rer Aussagen hingen nur von der Topologie ab. Das Konzept der abstrakten Topo-
logie erlaubt es ausserdem, Konstruktionen einfacher durchzufithren als es mit
metrischen Riumen oft moglich ware.

Definition 1.1.6. Es seien (X,0) und (Y,O’) topologische Riume sowie
f: X — Y eine Abbildung.

(i) f heifltstetig, falls fir B € O’ stets f~1(B) € O gilt.
(¢i) f heiflt Hom6éomorphismus, falls g: Y — X stetig existiert, mit
gof=1dx, fog=1idy.

(i73) X und Y heifden homéomorph (in Zeichen X = Y), falls ein Hom6omor-
phismus f: X — Y existiert. A
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Ab sofort erwihnen wir die Topologie O auf X oft gar nicht mehr und sprechen
nur vom topologischen Raum X . Dabei ist natiirlich trotzdem eine Topologie im
Hintergrund fixiert. Meistist es die von einer kanonischen Metrik induzierte. Au-
3erdem sind praktisch alle von uns betrachteten Abbildungen stetig. Wir werden
es deshalb ebenfalls nicht mehr erwihnen.

Bemerkung/Beispiel 1.1.7. (z) Sind X, Y metrische Riume, so ist die Definition
von Stetigkeit einer Abbildung dquivalent zur bekannten e-d—Definition aus der
Analysis (Aufgabell).

(47) Homdomorphie von topologischen Riumen ist eine Aquivalenzrelation.

(4i7) Es gilt beispielsweise (—1,1) = Rund [0, 1] = [0, 2]. Als Homéomorphismus
kann man im ersten Fall eine geeignet skalierte Tangensfunktion verwenden, im
zweiten Fall eine lineare Funktion.

(iv) Es gilt [0, 1] 2 R (Aufgabe[l.

(v) Die Abbildung
f:]0,27) = St CcC
e’
ist stetig und bijektiv, aber kein Homéomorphismus (Aufgabe 1). A

Eine der Leitfragen dieser Vorlesung ist, wie man Hom6omorphie von topolo-
gischen Riumen entscheiden kann. Falls ein Homéomorphismus existiert, kann
man ihn gewohnlich auch angeben. Falls keiner existiert, muss man meist auf
andere Argumente zuriickgreifen. Es ist beispielsweise nicht einfach zu zeigen,
dass R™ und R™ fir n # m nicht homéomorph sind.

1.2 Konstruktionen

Wir besprechen nun einige interessante Konstruktionen mit topologischen Riu-
men, die spater auch wieder aufgegriften werden.

Definition 1.2.1. Sei (X, O) ein topologischer Raum und Y C X. Dann ist
O'={AnY | Ae O}

eine Topologie auf Y, genannt die Teilraumtopologie. A
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Bemerkung1.2.2. (i) Die Teilraumtopologie ist die grobste Topologie, welche die
Inklusion ¢: Y < X stetig macht.

(¢1) Eine Abbildung f: Z — Y ist genau dann stetig, wennc o f: Z — X stetig
ist.

(¢i7) Wenn wir von Teilmengen des R" sprechen, etwa [0, 1] oder

"t ={a €R"||lalz =1}

D" ={a e R" ||l <1},
so verstehen wir sie stets als mit der Teilraumtopologie der kanonischen Topolo-
gie des R™ versehen. A

Definition1.2.3. Sei (X, O) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrela-
tion auf X. Sei

X/w=Alz] |z € X}
die Menge der Aquivalenzklassen und p: X — X/. die kanonische Projektion.
Die Quotiententopologie O’ auf X/ ist definiert durch

O :={BCX/.|p'(B)€0O}. A

Bemerkung 1.2.4. (i) Die Quotiententopologie ist die feinste Topologie auf X/,
welche die Projektion p stetig macht.

(i) Eine Abbildung f: X/. — Y ist genau dann stetig, wenn f op: X — Y
stetig ist. A

Beispiel 1.2.5. (i) Das Mébiusband kann man beispielsweise als Quotient defi-
nieren. Dabei identifiziert man auf einer Seite eines Rechtecks die Punkte mit
Punkten auf der gegeniiberliegenden Seite, gemaf folgender Orientierung:
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(i7) Durch Identifikation auch der anderen Seiten anhand der folgenden Orien-
tierung ergibt sich ein Torus:

(¢17) Identifiziert man anhand folgender Orientierung, entsteht die Klein’sche
Flasche, die sich allerdings in den dreidimensionalen Raum nicht ohne Uber-
schneidungen einbetten ldsst:

¢

~ r’//
\
\
N \
N \
N \
\ \

(1v) Identifiziert man in S™ C R""! jeden Punkt mit seinem gegeniiberliegenden
(r ~ —x), so entsteht als Quotient gerade der reelle projektive Raum:

P"(R) := S"/... A

Definition1.2.6. Seien (X, O)und (Y, O’) topologische Riume. Auf der disjunk-
ten Vereinigung X U Y definiert man eine Topologie

O"={ACXUY |ANX € O,ANnY € O'},
die sogenannte Summentopologie. A

Bemerkung 1.2.7. (i) Die Summentopologie ist die feinste Topologie auf
X UY, welche beide Inklusionen ¢;: X < X UY,15: Y — X UY stetig macht.
(¢1) Eine Abbildung f: X LY — Z ist genau dann stetig, wenn fo(: X — Z
und fouy: Y — Z stetig sind. A
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Beispiel 1.2.8. (i) Versieht man [0, 1] und [2, 3] jeweils mit der Teilraumtopolo-
gie von R, so ist die Summentopologie wieder genau die Teilraumtopologie, die
[0,1] U [2,3] von R erbt.

(¢3) Fur [0, 1] und (1, 2] stimmt das nicht. Beispielsweise ist die Menge [0, 1] in der
Summentopologie von [0, 1]U(1, 2] offen, nicht aber in der Teilraumtopologie auf
[0, 2]. A

Definition1.2.9. Seien (X, O) und (Y, O’) topologische Riume. Auf dem karthe-
sischen Produkt X x Y betrachten wir die Topologie ©”, die von allen Mengen der
Gestalt Ax Bmit A € O, B € ' erzeugtwird. Es besteht O” also aus beliebigen
Vereinigungen solcher Mengen. Wir nennen sie die Produkttopologie. A

Bemerkung1.2.10. (i) Die Produkttopologie ist die grobste Topologie, welche die
beiden kanonischen Projektionenp;: X XY — X py: X XY — Y stetigmacht.
(i1) Eine Abbildung f: Z — X X Y ist genau dann stetig, wennp; o f: Z — X
und py o f: Z — Y stetig sind. A

Beispiel 1.2.11. (i) Die Produkttopologie auf R x R™ entspricht genau der Stan-
dardtopologie auf R™+™.
(49) Man kann den Torus beispielsweise auch als Produkt definieren: 7' := S* x
St

Sl

A

Definition 1.2.12. Sei folgendes Diagramm von topologischen Riumen und ste-
tigen Abbildungen gegeben:

Xy

V
AN

X
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Dann heisst
X = (X1 U X2) /i1 @)mia(o)

das Pushout des Diagramms. Einbettung in die Summe und Projektion auf den
Quotienten liefern folgendes kommutierendes Diagramm:

/\
\/

Bemerkung 1.2.13. Das Pushout hat folgende universelle Eigenschaft:

/\\
\//

Die stetigen Abbildungen f: X — Y entsprechen den Paaren (fi, fo) stetiger
Abbildungen f;: X; — Y mit f; o j; = f5 0 jo, vermdge der Zuordnung

fH(fOil,fOZ.Q). A

Beispiel 1.2.14. (i) Das Schneiden und Zusammenkleben von Riumen kann man
als Pushout realisieren. So entsteht etwa ein Doppeltorus durch Verkleben von
zwei aufgeschnittenen Tori X, X, entlang der Schnittlinie X:
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(i) Auch das sogenannte Anheften von Zellen wird als Pushout realisiert:

/\

(XUD")/.=: X U, D",

\/

90 -

XU, D"
Definition 1.2.15. Ein Raum, der durch Anheften endlich vieler Zellen an eine
endliche Punktmenge entsteht, heif’t endlicher CW-Komplex. A

Beispiel 1.2.16. (i) Es entsteht beispielsweise die Sphire S"~! durch Anheften ei-
ner Zelle D"~! an einen einzelnen Punkt. Also sind alle Sphiren endliche CW-

Komplexe.
(i7) Der Torus entsteht durch Anheften zweier D' an einen Punkt, und anschlie-
Rendem geeigneten Anheften einer D? (Anschauungsaufgabe). A

Definition 1.2.17. Sei folgendes Diagramm von topologischen Riumen und ste-
tigen Abbildungen gegeben:

Xy

Y
Xo
A
X

Dann heif3t
X = {(.Tl,ilig) € X1 X X2 | Q1($1) = QZ('TQ)}
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das Pullback des Diagramms. Durch Einbettung ins Produkt und Projektion auf
die Komponenten entsteht ein kommutatives Diagramm:

/\
\/

Bemerkung 1.2.18. Das Pullback hat die folgende universelle Eigenschaft:

%’\
\\/

Die stetigen Abbildungen f: Y — X entsprechen den Paaren (fi, fo) stetiger
Abbildungen f;: Y — X; mitq; o fi = ¢z o fo, vermoge der Zuordnung

[ (prof,p2of). A

1.3 Kompaktheit

Definition1.3.1. Ein topologischer Raum (X, O) heif$t kompakt, falls jede Uber-
deckung von X mit offenen Mengen eine endliche Teilitberdeckung besitzt. In
Formeln:

X=JA, 4€0 =i, inel: X=A4,U---UA, A

in

el

Beispiel 1.3.2. (i) Der R" ist nicht kompakt. Die offene Uberdeckung

= U Bn(o)
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besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.

(¢7) Das Intervall [0, 1] ist kompakt. Angenommen [0, 1] = J,.; A; ist eine offe-
ne Uberdeckung. Dann gibt es ein € > 0, so dass fiirallez € [0,1]eini €
existiert mit B.(z) C U;. Ansonsten kénnte man namlich eine Folge (,,),en in
[0, 1] wihlen mit

1 1
(xn——,mn+—) ¢ U firallei € I.
n n

Diese Folge hitte aber eine konvergente Teilfolge (dafiir muss man nicht schon die
Kompaktheit des Intervalls verwenden, man kann es mit Intervallschachtelungen
und der Vollstandigkeit von R zeigen!). Wenn also 0.B.d.A. z,, — x € [0, 1] gilt,
dann gibt es aber ein § > 0 mit Bs(x) C U, furein¢ € I, und damit bekommt
man einen Widerspruch.

Aus der Existenz von ¢ > (0 wie oben erhilt man aber sofort eine endliche Teil-
tiberdeckung fiir [0, 1]. Ein solches ¢ nennt man auch Lebesgue-Konstante zur
gegebenen Uberdeckung. A

Satz 1.3.3. Seien X, Y topologische Riume, A C X und f: X — Y stetig. Dann gilt
(i) Ist X kompaktund A C X abgeschlossen, soist A kompakt.
(i1) Ist X hausdorffsch und A kompakt, soist A C X abgeschlossen.

(1i1) Ist X kompakt, so auch f(X). Insbesondere folgt aus X =Y dass X genau dann
kompakt ist, wenn'Y kompakt ist.

(iv) X,Y kompakt< X 'Y kompakt.
() Fir X, Y # 0 gilt: X, Y kompakt < X x Y kompakt.
Beweis. Aufgabel[7, O
Satz 1.3.4 (Heine-Borel). Fiir X C R" gilt
X kompakt < X beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. Aufgabelg] O
Beispiel 1.3.5. D" und S™! sind kompakt. Insbesondere sind D" sowie 5™
nicht zu R™ homéomorph. A

Satz 1.3.6. Sei X kompakt, Y hausdorffschund f: X — Y injektiv und stetig. Dann
git X = f(X).
Beweis. Aufgabe[9] O
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1.4 Zusammenhang

Definition 1.4.1. X heif’t zusammenhingend, wenn man X nicht als disjunkte
Vereinigung zweier nicht-leerer offener (oder abgeschlossener) Teilmengen schrei-
ben kann. A

Beispiel 1.4.2. (i) [0, 1] ist zusammenhingend. Ist ndmlich [0,1] = A U B eine
disjunkte Vereinigung von offenen Mengen, so ist die charakteristische Funktion
1 4 eine stetige Abbildung von [0, 1] nach [0, 1], die hochstens 0 und 1 als Wert
annimmt. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass entweder A oder B leer sein
muss.

(@1) Ist f: X — Y stetigund X zusammenhingend, soist f(X) zusammenhin-
gend. Insbesondere folgt aus X = Y dass X genaudann zusammenhingend ist,
wenn Y zusammenhingend ist.

(#43) Ist A C X zusammenhingend, so auch A (Aufgabe. A

Definition 1.4.3. X heif3t wegzusammenhingend, falls zu z,y € X stets eine
stetige Abbildung ~: [0, 1] — X existiert mit v(0) = x,y(1) = y. Ein solches ~y
heift (stetiger) Weg von z nach y. A

Proposition1.4.4. Einwegzusammenhingender Raum ist zusammenhdngend. Die Um-
kehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis. Angenommen X = A Ll B ist eine Zerlegung in nichtleere offene Men-
gen. Wihlez € A,y € B und einen Weg ~ von x nach y. Dann ist v '(A) U
v~ 1(B) eine Zerlegung von [0, 1] in nichtleere offene Mengen, ein Widerspruch

zu Beispiel[l.4.2]().

Betrachte nun die Menge
X ={(z,sin(1/2)) | z € (0,1/(2m)]} € R?,
die offensichtlich wegzusammenhingend und damit zusammenhingend ist.

ILf

Ik
| ‘U‘ J
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Damit ist nach Beispiel (i73) auch X C R? zusammenhingend. Es gibt in
X aber keinen stetigen Weg ~ von (1/(27), 0) nach (0, 1). Sonst gibe es eine Fol-
ge x, — lmit~y(x,) = (*,1/2), und also wire (0,1) = (1) = (x,1/2), ein
Widerspruch. O

Beispiel 1.4.5. (i) R" ist wegzusammenhingend. Dasselbe gilt auch noch fiir R™\
{ai,...,an}, fallsn > 2.

(#i) Ist f: X — Y stetig und X wegzusammenhingend, so ist f(.X) wegzusam-
menhingend. Insbesondere folgt aus X = Y dass X genau dann wegzusam-
menhingend ist, wenn Y wegzusammenhingend ist.

(113) R'\ {a} ist nicht (weg)zusammenhingend, R"\ {a} fiirn > 2 schon. Insbe-
sondere gilt R! 2 R"™. Dasselbe stimmt fiir D! und D". Ganz dhnlich erhilt man
St 8 St 2 D™ fiir alle m und dass S* nicht zum Mébiusband homéomorph
ist. A

Definition/Lemma1.4.6. Sei X ein topologischer Raum.
(1) Auf X ist durch folgende Setzung eine Aquivalenzrelation definiert:

a ~b :& esexistiert in X ein stetiger Weg von a nach b.

Eine Aquivalenzklasse nennt man dabei auch Wegzusammenhangskomponen-
te. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit

7T0(X)

bezeichnet.
(i1) Fur jede stetige Funktion f: X — Y gilt:a ~ b = f(a) ~ f(b). Also
induziert f eine wohldefinierte Abbildung
mo(f): mo(X) = mo(Y)
[a] = [f(a)].

(¢17) Fiir Abbildungen f: X — Y g: Y — Z gilt

mo(g o f) = mo(g) o mo(f)
sowie
7To<idx) = idm)(X)-

(iv) Fiir hom6omorphe Riume X = Y gibt es eine Bijektion zwischen 7y (X ) und
N (Y) .
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Beweis. Klar. O

Die Eigenschaften ()-(i7i) aus der letzten Aussage definieren einen sogenannten
Funktor zwischen Kategorien. Weil es das Verstindnis vieler mathematischer Kon-
zepte deutlich verbessert, wollen wir diese Begriffe im nichsten Abschnitt kurz
einfithren.

1.5 Kategorientheorie

Definition 1.5.1. (i) Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse
Obj(C)

(von sogenannten Objekten) und fiir alle X, Y € Obj(C) jeweils einer Menge
C(X,Y)

(von sogenannten Morphismen), sowie einer partiellen Verkniipfung von Mor-
phismen

C(X,Y)xC(Y,Z) = C(X, Z)
(fig)—gof

welche folgenden zwei Bedingungen geniigt:
(1) VX € Obj(C) Jidx € C(X, X) mit
idxof=f goidx=g
furalle f € C(Y, X),g9 € C(X,Y).
(2) Furalle f e C(W, X),g € C(X,Y),h € C(Y, Z) gilt
ho(gof)=(hog)of.
(#i) Ein f € C(X,Y) heifdt Isomorphismus, falls g € C(Y, X) existiert mit
go f=idyx, fog=idy.

(i17) Zwei Objekte X, Y € Obj(C) heifden isomorph (in Zeichen X = Y), falls in
C(X,Y) ein Isomorphismus existiert. A
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Grafisch stellt man Ausschnitte aus Kategorien gewohnlich durch (kommutative)
Pfeildiagramme dar:

xtoy

g

A

Beispiel 1.5.2. (i) Die Kategorie Men der Mengen hat als Objekte die Mengen
und als Morphismen die Abbildungen, wobei die Verkniipfung gerade die Hinter-
einanderausfithrung ist. Ein Isomorphismus ist eine bijektive (also invertierbare)
Abbildung, und zwei Mengen sind isomorph wenn sie die gleiche Machtigkeit be-
sitzen.

(i7) Die Kategorie 7op der topologischen Rdume hat als Objekte die topologi-
schen Riume und als Morphismen die stetigen Abbildungen. Ein Isomorphismus
ist gerade ein Homéomorphismus, und isomorphe Objekte sind homéomorphe
Raume.

(4i7) Die Kategorie Gr der Gruppen hat als Objekte die Gruppen und als Morphis-
men die Gruppen-Homomorphismen.

Ganz analog definiert man die Kategorien der Ringe, Korper, Vektorriume iitber
einem festen Korper, Moduln tiber einem festen Ring, etc...

(1v) Morphismen miissen nicht immer Abbildungen sein. Seietwa (G, -) eine feste
Gruppe. Wir definieren eine Kategorie C¢; durch

Obj(Cq) = {*}

und
Co(x,%) :=G.

Die Gruppenverkniipfung - dient uns dabei als Verkniipfung von Morphismen
i Ca*, %) X Ca(*,%) = Cq(*, )

und man tberpriift leicht die Bedingungen (1) und (2). Auf diese Weise lisst sich

G als eigene Kategorie auffassen. Jeder Morphismus ist hier ein Isomorphismus.
A

Definition 1.5.3. Ein kovarianter (bzw. kontravarianter) Funktor von der Kate-
gorie C in die Kategorie D besteht aus einer Abbildung

F: Obj(C) — Obj(D)
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sowie Abbildungen
F:C(X,Y) = D(F(X),F(Y))
(bzw. F: C(X,Y) — D(F(Y), F(X)))
mit
() Flidx) = idrx)
@) F(go f)=F(g)oF(f) (bzw. F(g o f) = F(f) o F(g).

Xty F(x) YL 7y
m \g ]—'m Lf(g)

4 F(2) A

Beispiel1.5.4. (i) my: Top — Menist ein kovarianter Funktor. Die entsprechen-
den Eigenschaften haben wir in Definition/Lemmall.4.6nachgerechnet.

(ii) Sei k ein Korper und k-Vek die Kategorie der k-Vektorriume und linearen
Abbildungen. Die Bildung des Dualraums ist ein kontravarianter Funktor von k-
Vek in sich selbst.

(¢i7) Sei C eine Kategorie, in der die Objekte wirklich aus Mengen und die Mor-
phismen wirklich aus Abbildungen zwischen diesen bestehen (z.B. Top, Gr, ...).
Der Vergiss-Funktor ist ein kovarianter Funktor C — Men, der einfach eine
eventuelle zusitzliche Struktur auf den Objekten der Kategorie (z.B. eine Topo-
logie, eine Gruppenstruktur,...) vergisst. Ebenso vergisst er die Tatsache, dass
Morphismen eventuell sehr spezielle Abbildungen sind, und betrachtet sie ein-
fach nur noch als Abbildungen.

(iv) Das Bilden der Koordinatenalgebra ist ein kontravarianter Funktor von der
Kategorie der affinen k-Varietiten in die Kategorie der endlich erzeugten redu-
zierten k-Algebren.

(v) Seien G, H Gruppen und C;, Cyy die dazugehorigen Kategorien (siehe Beispiel
[.5.2] (iv)). Jeder Gruppenhomomorphismus ¢: G — H induziert einen kano-
nischen kovarianten Funktor F,: C — Cpy. Jeder solche Funktor kommt von
einem Gruppenhomomorphismus. A

Lemma1.5.5. Sei F: C — D ein Funktorund inC gelte X = Y. Dann giltin D

F(X) = F(Y).
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Beweis. Seio.B.d.A. F kovariant. Sei f € C(X,Y) ein Isomorphismus mit inver-
sem Morphismus g € C(Y, X). Dann gilt g o f = idx und nach Anwendung von
Falso

idrx) = F(idx) = F(go f) = F(g) o F(f).

Analog bekommt man F(f) o F(g) = idry) und damit F(X) = F(Y). O

Zum Abschluss des ersten Kapitels nun nochmal eine kurze Reflexion. Unser Haupt-
zielist, die Homoomorphie von topologischen Riumen zu entscheiden. Falls zwei
Riume homoomorph sind, findet man gewohnlich frither oder spater einen Ho-
moomorphismus und hat die Frage damit entschieden. Schwieriger ist die Sache,
wenn die Raume nicht homéomorph sind. Man muss dann Eigenschaften finden,
in denen sich die Rdume unterscheiden und die eine Homoomorphie ausschlie-
fen. Ein Beispiel dafiir ist Kompaktheit, siehe dazu Satz[1.3.3](ii7). Ein weiteres
Kriterium ist (Weg-)Zusammenhang. Etwas konzeptioneller haben wir das mit
dem Funktor 7 formuliert:

X2Y = WQ(X) = WQ(Y).

Sind umgekehrt 7y (X)) und mo(Y") nicht isomorph (in der Kategorie der Mengen),
sokonnen X und Y nicht homéomorph gewesen sein. Dabei kann man in X und
Y auch noch endlich viele Punkte entfernen, dennwenn f: X — Y ein Homdo-
morphismus ist, so ist

f: X\{Ila"'wxn} %Y\{f(xlxaf(xn)}
ebenfalls ein Homéomorphismus. Mit Hilfe von 7y konnten wir so zum Beispiel

R 2 R" fiirn > 2

zeigen. Weiter kommt man damit aber nicht. Die Idee ist nun, ein hdher-dimensionales

Analogon zu 7, zu konstruieren. Das ist zundchst die sogenannte Fundamental-
gruppe (X)), welche uns dann R? 2 R™ fiirn > 3 beweisen lisst. Das ist der
Inhalt von Kapitel 2] Darauf aufbauend hat sich dann die Homologietheorie ent-
wickelt, welche die Konstruktionen auf alle Dimensionen verallgemeinert. Das
ist Inhalt von Kapitel 3]



Kapitel 2

Homotopie und Fundamentalgruppe

2.1 Homotopie

Eine Homotopie ist eine stetige Deformation von einer stetigen Abbildung zu ei-
ner anderen:

Definition 2.1.1. (z) Seien f,g: X — Y zwei stetige Abbildungen. Eine Homoto-
pie von f nach g ist eine stetige Abbildung

h: X x[0,1] =Y

mit h(z,0) = f(x)und h(z,1) = g(z) furallex € X.

(i1) Zwei stetige Abbildungen f, g: X — X heifden homotop, wenn es eine Ho-
motopie h zwischen ihnen gibt. Wir notieren das durch

f~g oder f%g.

19
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(447) Gilt fiir eine Teilmenge A C X bereits f|, = g,, soheiflen f und g homotop
relativ A, falls eine Homotopie h existiert mit

h(a,t) = f(a) = g(a) Yae€ A,te]0,1].

. . LA
Wir notieren das mit f ~g.

/N@
A\V Y

Bemerkung 2.1.2. (i) Man iiberlegt sich leicht, dass Homotopie von Abbildungen
eine Aquivalenzrelation auf Top(X,Y') ist.

(i) Falls f1,91: X — Y und fo,90: Y — Z stetige Abbildungen mit f; ~
g1, f2 = g» sind, so gilt (Aufgabe[13):

A

(f20 f1) = (g2091). A

Beispiel 2.1.3. (i) Eine Teilmenge Y C R" heif3t sternformig, falls einyy € YV
existiert mit

tyo+(1—tyeY VyeY,telo1].

Ein Spezialfall davon ist natiirlich eine konvexe Menge. Ist Y nun sternférmig, so
ist jede stetige Abbildung f: X — Y homotop zur konstanten Abbildung x —
Yo Man erhilt eine Homotopie durch die Formel

h(z,t) =tyo+ (1 —t) f(x).
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[ol‘]

Insbesondere sind je zwei stetige Abbildungen f,g: X — Y homotop.
(22) Seien x,y € X sowie

fr{x}— X g: {x} = X
k> T * > .

Dann ist eine Homotopie von f und g nichts anderes als ein stetiger Weg in X
von z nach y. Insbesondere konnte man 7y (.X') als Menge der Homotopieklassen
von stetigen Abbildungen f: {*} — X definieren.

(¢17) Anschaulich sollte folgendes klar sein (ein exakter Beweis folgt spiter): Hat
eine Teilmenge X C R? ein Loch, so ist die Abbildung, die [0, 1] einmal um das
Loch herumwickelt nicht homotop zu einer konstanten Abbildung. A

Definition 2.1.4. Seien X, Y topologische Riume.
(}) X und Y heiflen homotopieiquivalent, falls es stetige Abbildungen
f: X =Y g Y — X gibt mit

gof~idx, fog~idy.
Wir notieren das durch
X~Y.

Die Abbildungen f und g heifien dann Homotopieiquivalenzen.
(¢) X heifdt zusammenziehbar, falls X ~ {x}.
(i17) Eine Teilmenge

ACKX
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heif’t Retrakt, falls es eine stetige Abbildung r: X — A gibt mit
T‘OL:idA (d.h.T|A :ldA)

Ein solches r heifdt Retraktion.
(1v) A C X heifst Deformationsretrakt, falls eine Retraktion r existiert mit

tor ~idyx.

A heifdt starker Deformationsretrakt, falls sogar

A
tor ~idy . A

Bemerkung 2.1.5. Anschaulich sind zwei Riume X und Y homotopieiquivalent,
wenn man sie stetig ineinander umformen kann. A ist ein Deformationsretrakt
von X, wenn man X stetig auf A zuriickziehen kann. Werden bei der Zuriickzie-
hung die Punkte aus A nicht bewegt, ist es ein starker Deformationsretrakt. Wir
veranschaulichen das durch die folgenden Beispiele. A

Bemerkung/Beispiel 2.1.6. (i) Homotopieiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation
auf der Klasse der topologischen Riume.
(¢1) Hombomorphe Riume sind homotopieiquivalent:

X2Y = X~V

(#i7) Ist A C X ein Deformationsretrakt, so gilt insbesondere A ~ X.
(1v) Sei X C R™ sternformig bzgl. xy. Dannist {z,} ein starker Deformationsre-
trakt. Die (einzige) Retraktion7: X — {z} liefert

Lor {g} idx
mittels der Homotopie aus Beispiel[3.1.11|(7). Insbesondere ist X zusammenzieh-
bar. Insbesondere gilt

R™ ~ R"

fiir alle Werte von m, n.
(v) Wir betrachten die Menge

X = conv {(0,1),(0,0)} U | conv {(0,1),(1/n,0)} € R*,

n>1

Dann ist der Punkt (0, 1) ein starker Deformationsretrakt. Der Punkt (0, 0) ist
ein Deformationsretrakt, aber kein starker!
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(0,4)

(10)

(vi) Sei M das Mébiusband und S* C M in der Mitte eingebettet. Dann ist S!
ein starker Deformationsretrakt, insbesonderer S ~ M. Es gilt aber S* 22 M,
wie wir in Beispiel[l.4.5)(¢i7) gesehen haben.

) J/'r y Sy
\ : - — N
<7/

(vii) Esist S"~1 C D™ \ {0} ein starker Deformationsretrakt.
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Esistallerdings S"~! nicht homotopiedquivalent zu D", und es gibt keine Retrak-
tionr: D™ — S™ !, Das kénnen wir erst spiter beweisen, und der Brouwer’sche
Fixpunktsatz basiert darauf. A

Lemma 2.1.7. Der Funktor my: Top — Men isthomotopieinvariant:
f:g € %p(Xa Y): f ~g = 7T0(f) = 7T0(g)'
Inbesondere folgt aus X ~'Y schon mo(X) = mo(Y).

Beweis. Wenn h: X x [0,1] — Y eine Homotopie von f zu g ist, dann ist fiir
jedes x € X die Abbildung

h(z,-): [0,1] =Y
ein stetiger Weg in Y von f () nach g(x). Daraus folgt

mo(f)([2]) = [f ()] = lg(2)] = m0(9)([2]),

also mo(f) = mo(g). Aus der Funktoreigenschaft folgt damit sofort, dass Homo-
topiedquivalenzen durch 7y zur Isomorphismen werden. O

Bei Homotopiedquivalenz ist also die Anzahl der Wegzusammenhangskompo-
nenten gleich.

2.2 Die Fundamentalgruppe

Definition 2.2.1. Sei (X,zy) ein topologischer Raum mit ausgewihltem
Punkt (ein sogenannter punktierter topologischer Raum). Wir definieren

m (X, zo) == {7:[0,1] — X stetig | v(0) = (1) = :ro}/
Homotopie
relativ {0, 1}
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und nennen es die Fundamentalgruppe von (X, x). A

Die Fundamentalgruppe besteht also aus Homotopieklassen von geschlossenen
Wegen ab z,, wobei die Homotopie relativ Anfangs- und Endpunkt des Weges zu
verstehen ist. Im folgenden Bild wiren der rote und der griitne Weg etwa zuein-
ander homotop, nicht aber zum blauen Weg.

Bemerkung 2.2.2. Sind v,d: [0, 1] — X zwei Wege mit v(1) = 6(0), so kann
man v und 0 hintereinanderhingen, und erhilt so einen neuen Weg ¢ von ~y(0)
nach 0(1). Formal definiert man das so:

2s s<1/2
(79)(s) = { Yoy 51 c

Satz 2.2.3. Die Hintereinanderhingung von Wegen macht w1 (X, x) zu einer Gruppe.

Beweis. Zunichst zeigen wir die Wohldefiniertheit, also dass sich das Hinterein-
anderhdngen mit Homotopie vertragt. Seien also

{0,1} {0,1}
Mo e und 0y =00,

jeweils homotope Wege. Wir konstruieren daraus eine Homotopie h” relativ{0, 1}
von 7101 zu 202 wie folgt:
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xe
A~ 1 N\
Y, )
4 ¢
CARE N N
' r
¥, {,
[ol ‘j

Als Formel:

" L h(25,t> s < 1/2
Wis,1) = { W(2s—1,8) s> 1/2.

Fiir das Assoziativgesetz ist zu zeigen:

0,

a(87) "= (ap)r.

Das erhilt man durch eine Homotopie wie in der folgenden Skizze, wobei die ho-
rizontalen Wege jeweils mit linear skalierter Geschwindigkeit durchlaufen wer-
den:

Das neutrale Element der Gruppe ist der konstante Weg ¢ = z :
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R} &
Zu einem Weg -y bezeichnen wir den riickwarts durchlaufenen Weg mit v~ :

v (s) =71 —s).

Dann gilt in 71 (X, x¢) offenbar vy~ = ¢ = v+, wie man mit folgender Homo-

topie sieht:
&
(1-¢) cmd/
+ Y

¥ §

Hier werden die Wege zum Zeitpunkt ¢ mit gleichbleibender (doppelter) Geschwin-
digkeit durchlaufen, aber nur jeweils bis zum Punkt (1 — t) = ~~(¢). Dazwi-
schen verweilt der Weg konstant an diesem Punkt. Damit ist der Beweis abge-
schlossen. O

Beispiel 2.2.4. (i) Ist X C R” sternformig, so gilt (X, z) = {e} furallex € X
(Aufgabe[14).

(i0) Es gilt i (X X Y, (20, y0)) = w1 (X, z9) x m (Y, yo) (Aufgabel3).

(144) Es gilt 1 (S', z9) = Z. Das miissen wir im nichsten Abschnitt noch zeigen.
Insbesondere gilt dann fiir den Torus 7 (T, o) = Z2.

(iv) Es gilt m (S™, o) = {€} fitrn > 2 (Aufgabellé).
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(v) Fundamentalgruppen sind im Allgemeinen nicht abelsch (siehe z.B. Aufgabe
18). A

Satz 2.2.5. 7 istein kovarianter Funktov, von der Kategorie der punktierten topologischen
Réiume (und punkterhaltenden stetigen Abbildungen) in die Kategorie der Gruppen. Er ist
homotopieinvariant (bei Homotopie relativ des Grundpunkts). Insbesondere haben homo-
topiedquivalente punktierte Riume isomorphe Fundamentalgruppen.

Beweis. Seien (X, x), (Y, yo) punktierte Riumeund f: X — Y stetigmit f(zg) =
Yyo. Fir jeden Weg ~v: [0, 1] — X von xy nach ¢ ist dann

(fov):[0,1] =Y
ein stetiger Weg von 1y nach y,, und eine Homotopie

{0,1}
v =0

induziert offensichtlich eine Homotopie

{o,1}
(fory) = (fod).
Also induziert f eine wohldefinierte Abbildung
mi(f): (X, zo) = (Y, %0)
] = [f ol

Ebenfalls klar ist

fo(v8) = (feor)(fed),
und also ist 7; (f) ein Gruppenhomomorphismus. Weiter gilt offensichtlich

m(idx) = idr, (x,29) und mi(go f) =m(g) omi(f)

und damit sind die Eigenschaften eines kovarianten Funktors gezeigt.
Fiir Abbildungen f, g: (X, 20) — (Y, o) gelte nun f ~ ¢. Daraus folgt

{01}
foy >~ goy

fiir alle Wege ~: [0,1] — (X, zo) (siehe Bemerkung[2.1.2](i4)). Das bedeutet ge-
rade w1 (f) = m(g). O
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Proposition 2.2.6. In X seien x, x1 durch einen stetigen Weg verbindbar. Dann gilt
’/T1<)(7 .ﬁEo) = 7T1(X, ]}1).

Beweis. Seid: [0,1] — X ein Weg von x nach z;. Die folgende Setzung liefert
dann einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus, wie man ganz analog
zum Beweis von Satz[2.2.3]sieht:

7T1(X, ZEo) — 7Tl<X,.I‘1)
Y] = 67 7d].

Offensichtlich erhilt man einen inversen Homomorphismus, indem man mitdem
inversen Weg 0~ startet. ]

Bemerkung 2.2.7. (i) Wir konnen bei wegzusammenhingenden Riumen X also
auch einfach die Notation 7 (X') verwenden.

(i1) Eine in Bezug auf Proposition [2.2.€|leicht verallgemeinerte Variante der Ho-
motopieinvarianz von 7 findet sich in Aufgabe|19] A

Definition 2.2.8. Ein topologischer Raum X heif3t einfach zusammenhingend,
wenn 7o (X)) und 71 (X) trivial sind. Das bedeutet also, dass X wegzusammen-
hingend ist und sich jeder geschlossene Weg relativ Anfangs-/Endpunkt zusam-
menziehen lasst. A

Beispiel 2.2.9. Jeder sternférmige Raum ist einfach zusammenhingend, also zum
Beispiel R" und D". Fiir n > 2ist S™ einfach zusammenhingend (Aufgabe [I6),
S1, das Mébiusband und der Torus sind es jedoch nicht. JAN

2.3 Die Fundamentalgruppe des Kreises

Wir wollen nun die Fundamentalgruppe von S! berechnen. Das ist nicht ganz
einfach, aber die Methode kann man anpassen um noch andere Fundamental-
gruppen auszurechnen (siehe z.B. Aufgabe[17 und Aufgabe[18). Dabei betrachtet
man sogenannte Uberlagerungen der jeweiligen Riume und versucht stetige Wege
zu liften.

Wir betrachten dazu die Abbildung

p:R—=StCC

2mir

r—e
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Proposition2.3.1. (i) Zujedem stetigen Wegy: [0, 1] — S mit~y(0) = 1gibtesgenau
eine stetige Abbildung 7y : [0, 1] — Rmit5(0) = Oundp oy = .

R

vl

0,1] =5
(14) Fiir~y, 6 [0, 1] = St mit~(0) = (1) = §(0) = (1) = 1 gilt

0,1 {01} ~
7{:}5 = 7{:}5.

Beweis. (i) Eindeutigkeit: Seien ¥ und 7 zwei solche Liftungen von . Die Menge

G ={s[0,1]|7(s) =7(s)}

ist nicht leer, da 0 € G. Auflerdem ist G sowohl offen als auch abgeschlossen.
Sei dazu zundchst s € G. Es ist p eingeschrankt auf eine kleine offene Umge-
bung V von 7(s) = 7(s) injektiv. Aus der Stetigkeit folgt, dass es eine offene
Umgebung U von s gibt, die mittels 7 und 7 nach V" abgebildet wird. Da beides
Liftungen von + sind, folgt aus der Injektivitit von p auf V also U C G. Also ist
G offen. Die Abgeschlossenheit folgt ganz elementar aus der Stetigkeit von 7,5
und der Hausdorff-Eigenschaft von R. Da [0, 1] zusammenhingend ist folgt nun
G =10,1],alsoy = 7.

Existenz: Fiir jeden Punkt in S gibt es eine offene Umgebung V, so dass p~ (V)
in abzihlbar unendlich viele Zusammenhangskomponenten zerfillt, von der je-
de einzelne mittels p zu V homéomorph ist. Insbesondere kann man jeden Weg
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mit Bild in einem solchen V' nach R liften, wenn man die Zusammenhangskom-
ponente im Urbild vorgibt.

Wir itberdecken nun S mit solchen offenen Mengen und erhalten durch Zuriick-
ziehen mittels y eine offene Uberdeckung von [0, 1]. Zu dieser Uberdeckung exi-
stiert nun eine Lebesque-Konstante (vergleiche Beispiel[3.1.7] (i4)). Also erhalten
wir eine Zerlegung 0 = sy < 51 < --- < s, = 1, so dass y aufjedem Teilintervall
[si—1, S| geliftet werden kann, wenn man die Zusammenhangskomponente von
p~' (v ([si_1, si])) vorgibt. Mit der Startvorgabe ¥(0) = 0 erhalten wir so iterativ
eine stetige Liftung von -y, wobei im i-ten Schritt immer die Zusammenhangs-
komponente von (s;_1) gewahlt wird.

(13) Sei h: [0,1] x [0,1] — S! eine Homotopie von v und § relativ {0, 1}. Wie
im Teil (1) sieht man, dass [0, 1] x [0, 1] in kleine Quadrate W;; zerlegt werden
kann, so dass h eingeschrankt auf jedes IV;; einen eindeutigen stetigen Lift nach
R besitzt, wenn man die Zusammenhangskomponentevonp~! (h(W;;)) vorgibt.

;\' R

[?

k 4
—_— > S\
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Wir liften nun h auf W7, in die Zusammenhangskomponente von 0. Dann stimmt
der Lift wegen der Eindeutigkeit auf dem unteren Rand von W7, mit 7 tiberein.
Danach liften wir h auf W5 so, dass es mit dem bereits definierten Lift auf dem
Schnitt mit W7, tiber einstimmt (was nach Auswahl der richtigen Zusammen-
hangskomponente automatisch der Fall ist). So fahren wir fort, bis wir / auf der
ganzen unteren Zeile des Quadrats stetig geliftet haben. Auf dem unteren Rand
der Zeile muss es wegen der Eindeutigkeit aus () dann mit 7 iibereinstimmen,
der linke Rand der Zeile wird konstant auf 0 abgebildet, der rechte konstant auf
3(1).

Jetzt ersetzen wir v durch den Weg, den man auf dem oberen Rand der unteren
Zeile erhilt und iterieren den Prozess. Am Schluss erhalten wir eine komplette
stetige Liftung, bei der der linke Rand des Quadrats konstant auf 0 abgebildet
wird, der rechte konstantauf+(1), und auf dem oberen Rand des Quadrats erhilt

man (wieder mit der Eindeutigkeit aus (7)) gerade . Das zeigt die Behauptung.
[

Satz2.3.2. Esgilim(S') = Z.

Beweis. Wir wihlen zp = 1 € S' C C und bezeichnen die eindeutige Liftung ei-
nes Weges v aus dem letzten Satz wieder mit~. Dann betrachten wir die folgende
Abbildung:

0: (S, 1) = Z
] = A ().

Die Unabhingigkeit von der Homotopieklasse folgt gerade aus Proposition
(i1), insbesondere aus der Liftbarkeit der Homotopie relativ 1. Da 7 ein Lift von
ist, folgt (1) € Zausy(1) = 1 € S'. Es gilt nun fiir zwei Wege v, §

v =36 +3(1))

und also ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Offensichtlich liegt 1 im Bild von
@, alsoist y surjektiv. Fir die Injektivitit nehmen wir¥(1) = 0 an. DaR sternfor-
migist, isty homotop zur konstanten Nullabbildung, relativ {0, 1} (siehe Beispiel
[2.2.4(2)). Durch Komposition der Homotopie mit p erhilt man sofort

{01}
v~ €

Y

also [y] = [e] in (S, 1). O
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Beispiel 2.3.3. (i) Es gilt m;(S™) = {e} fiirn > 2 (Aufgabe[l6). Daraus folgt S
S™ fiir n > 2. Genauso folgt S* 2 R™ und S* % S x S1.
(44) Angenommen R? & R", Dann gilt

S~ R2\ {a} 2R\ {b) ~ 571

und daraus folgt 1 =n — 1, alson = 2.
(1ii) SYC D? ist kein Retrakt. Durch Anwendung von 7; auf das Diagramm

SI—L>D2—T>SI
\_/

id

erhielte man nimlich

7 m1(1) {0} m1(r) A
\E/
ein offensichtlicher Widerspruch. A
Korollar 2.3.4 (Brouwer’scher Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung
f: D* = D?
besitzt einen Fixpunkt.

Beweis. Falls f keinen Fixpunkt hitte, bekime man eine Retraktionr: D?* — S
indem man x € D? auf den Schnittpunkt der Gerade durch x und f(z) mit
0D? = S' abbildet, auf der Seite von x:

"‘(XJ
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Korollar 2.3.5 (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlossen, d.h.
jedes nicht-konstante Polynom aus C|x] hat eine Nullstelle in C.

Beweis. Angenommen die Aussage ist falsch. Dann gibteseind > 1 und

p=a’+az® "+ + a4 € Clz]
mit p(z) # O fiiralle 2 € C. Auf S* C C betrachten wir nun die folgenden beiden
wohldefinierten stetigen Abbildungen f;: S — S*:

for z > 2¢

p(2)
p(2)]
Esgilt nun fy ~ f; mittels der folgenden Homotopie:
2 tar 2T 4 Pagz® P 4 4 tay
= |Zd + talzd—l + t2a22d—2 + -+ tdad| .
Man beachte, dass der Zahler firalle ¢ € [0, 1], z € S* ungleich Null ist, denn fiir
t > Oisteridentisch zu t%p(z/t). Daraus folgt nun, dass fo und f; mittels 7; die-
selbe Abbildung auf den Fundamentalgruppen definieren (fiir eine ganz exakte
Aussage siehe Aufgabe[19). Es ist nun aber offensichtlich

’/Tl(fo)I 7T1<Sl) =7 =7 = 7T1(Sl)

n—d-n,

fl:ZH

h(z,t) :

wie man durch Anwendung von f; auf den einfachen Kreisweg sieht. Die Abbil-
dung f1: S' — S lasst sich aber stetig fortsetzen zu einer Abbildung f,: D? —
S' einfach anhand derselben Formel:

Sl L D2
fl\\\ lf '
Sl
Hierauf wenden wir den Funktor 7 an:
(") "~ m (D?)
lﬂl(fl)
1 (Sl)

Wegen i (D?) = {¢} muss m;(f1): Z — Z die Nullabbildung sein. Widerspruch
zud > 1. ]

m1(f1)



Kapitel 3

Homologietheorie

Homologietheorie ist eine Methode, die Funktoren 7, und 7, aus den letzten Ka-
piteln systematisch auf hohere Dimensionen zu verallgemeinern. Wir bespre-
chen zunichst die Konstruktion der Homologie fiir abstrakte Simplizialkomple-
xe, die am einfachsten zu verstehen ist. Dann entwickeln wir die Homologietheo-
rie axiomatisch fir beliebige topologische Riume. Aus der Existenz einer Homo-
logietheorie kann man anschliefiend bereits viele interessante Aussagen ableiten.
Eine explizite Konstruktion einer allgemeinen Homologietheorie geben wir dann
im letzten Abschnitt.

3.1 Homologie fiir abstrakte Simplizialkomplexe
Wir setzen stets [n] := {0,1,...,n}.
Definition 3.1.1. (i) Ein (abstrakter) Simplizialkomplex ist eine Teilmenge
K< P([n])
mit den folgenden Eigenschaften:
M Sek, 0£A£TCS = Tek.

@) Ugex S = [n].

(i) Ein Element S € K nennt man (abstrakten) Simplex, eine Teilmenge 7' C
S nennt man Seite von S, eine Seite der Michtigkeit 1 nennt man Ecke von S.
Seiten von Simplizes von K sind selbst wieder Simplizes von C, laut Axiom (1).

35
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(iii) Die Dimension eines Simplex S € K ist definiert als
dim(S) :=|S] -1,

die Dimension dim (k) von K als die maximale Dimension seiner Simplizes.
(iv) Fiir zwei (abstrakte) Simplizialkomplexe

K CP([m]) und £ C P ([n])

ist ein Morphismus von (abstrakten) Simplizialkomplexen p: K — L eine Ab-
bildung ¢: [m| — [n] mit

Sek = ¢(S)eL.

Bemerkung/Beispiel 3.1.2. (i) Es sind

G ={{0},{1},... . {n}} und F =P ([n]) \ {0}

Simplizialkomplexe. Dabei ist G von Dimension 0 und F von Dimension n. Die
identische Abbildungid: [n]| — [n]ist ein Morphismus von G nach F, nicht aber
in die andere Richtung.

(i) Ein eindimensionaler Simplizialkomplex ist einfach ein Graph. Dabei sind die
eindimensionalen Simplizes gerade die Kanten des Graphs.

(iii) Die abstrakten Simplizialkomplexe mit Morphismen bilden eine Kategorie
SC. Insbesondere erhalten wir so auch einen kanonischen Isomorphiebegriftf.

Definition 3.1.3. (i) Eine Teilmenge S C R™ heif3t d-dimensionaler (konkreter)
Simplex, wenn S die konvexe Hiille von d + 1 affin unabhangigen Punkten ist.
Dabei heiflen d+ 1 Punkte affin unabhingig, wenn sie nicht gemeinsam in einem
d — 1-dimensionalen affinen Unterraum liegen.

(ii) Eine geometrische Realisierung eines abstrakten Simplizialkomplexes L C
P ([n]) ist eine injektive Abbildung

f:[n] —R™

sodass furalle S € K die Menge f(S) affin unabhingigist und fiiralle S, 7 € K
gilt:
conv f(S) Nconv f(T) = conv f(SNT).

Oft bezeichnet man dann auch nur die Menge

R(K, f) := U conv f(S)

Sek
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als geometrische Realisierung, wobei man natiirlich nur itber die maximalen Sim-
plizes vereinigen muss. Es handelt sich dabei um eine Vereinigung von konkreten
Simplizes im R™, die sich genau so schneiden, wie es die abstrakten Simplizes
tun.

Bemerkung/Beispiel 3.1.4. (i) Die Menge
A, = conv{0,eq,...,e,} CR"

ist ein n-dimensionaler (konkreter) Simplex, genannt der n-dimensionale Ein-
heitssimplex.

(ii) Fiir jeden abstrakten Simplizialkomplex IC C P ([n]) liefert die folgende Ab-
bildung eine geometrische Realisierung:

f:[n] > R"
0—0
i|—>€i.

Fur G = {{0},...,{n}} und F = P ([n]) erhalten wir dadurch
R(G, f)={0,e1,...,e,} und R(F, f) = A,.

(iii) Ist £ C P ([n]) ein abstrakter Simplizialkomplex von Dimension d, so kann
man K bestenfalls in R? geometrisch realisieren, aber nicht in kleinerer Dimen-
sion (einfach aufgrund der Definition von affin unabhingig). Eine Realisierung
im R¢ muss es aber nicht unbedingt geben. Wie wir in (ii) gesehen haben, gibt es
aber immer eine Realisierung im R".

(iv) Ist K eindimensional (also ein Graph), so kann man ihn in R! genau dann
realisieren, wenn er eine Gerade ist. Kann man ihn im R? realisieren, so muss
der Graph planar sein, d.h. sich ohne Uberschneidung der Kanten in die Ebene
zeichnen lassen (allerdings ist das nur notwendig und nicht hinreichend, da wir
bei Realisierungen nur gerade Kanten erlauben). Im unteren Bild sehen wir eine
eindimensionale Realisierung von

Ky = {0}, {1}, {2}, {3},{0, 1},{1,2},{2,3}}

und eine zweidimensionale von

Ko = {{0}, {1}, {2}, {3},{0, 1}, {1,2},{2,3}, {0, 3}}

sowie

Ks = {10}, {1}, {2}, {3}, {0, 1},{0,2},{0,3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3}} .
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¥, ¥, ¥,
f1a)
§te) £ta)
g
oy Sty fRy )
y () A
Sy ) f)

Nun sehen wir noch die jeweilige Realisierung im R3 aus (ii), die fiir alle K; exi-
stiert:

A A

(v) Fiir beliebiges n betrachten wir
S={SCn]|S#0]|S <n}.

Dabei handelt es sich um einen n — 1-dimensionalen Simplizialkomplex, des-
sen geometrische Realisierung aus (ii) genau der Rand des n-dimensionalen Ein-
heitssimplex im R"™ ist. Dieser ist homéomorph zur S™'.

(vi) Wir betrachten den Simplizialkomplex 7 C P([8]), der schematisch in fol-
gendem Bild wiedergegeben ist:
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o 1 2 °

3 hJ 5 3
6 2 s 3
Q 1 2 [}

Dabei reprisentiert jede Stecke einen 1-dimensionalen Simplex, und jedes Drei-
eck einen zweidimensionalen. Anschaulich sollte klar sein, dass man als geome-
trische Realisierung gerade einen Raum erhilt, der homéomorph zum Torus ist.
Analog erhilt man einen Simplizialkomplex LF C P([8]) fur die Klein'sche Fla-
sche durch folgendes Diagramm:

o 1 2 o
3 Y 5 s
6 7 8 a3
o 1 2 o

Lemma 3.1.5. Je zwei geometrische Realisierungen f, g desselben abstrakten Simplizial-
komplexes KC liefern homoomorphe topologische Riume:

R(K, f) = R(K, g).
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 3.1.6. Sei K ein abstrakter Simplizialkomplex.

(1) Fur k € Z sei
k)= P 1z

Sek
dim(S) = k

der freie Z-Modul, der von den Simplizes von K der Dimension k erzeugt wird.
Wir schreiben Elemente anstatt als Tupel ganzer Zahlen oft auch als formale Sum-
me mit ganzzahligen Koeffizienten:

Z CS'S.

Sek
dim(S) =k
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(ii) Sei S € K mit dim(S) = k. Wir schreiben
S = {ig, 11, .., 0k} mitiyg < iy < -+ <y
und definieren

O(S) = 3_(=1) - (S\{is}) € Cea(K).

J

So erhalten wir einen Homomorphismus
aki Ck(’C) — Ckfl(’C),

genannt Randabbildung. Die daraus entstehende Kette von Abbildungen

ce = Cr (K) i Cr(K) % Cra(K) = -+

heif’t der K zugeordnete Kettenkomplex.
(iii) Wir definieren

Zk(]C) = ker(@k) sowie Bk(’C> = im(@kﬂ).

Elemente von Z(K) heifden Zykel und Elemente von By (K) heifen Rinder. Der
Begrift Rinder ist relativ leicht zu motivieren: Jeder Simplex wird unter 0y auf die
alternierende Summe seiner hochstdimensionalen Seiten abgebildet; also gerade
auf seinen Rand. Das Bild von 0 wird also von Rindern von Simplizes erzeugt.
Den Begriff Zykel motivieren wir in Beispiel[3.1.7(iii) unten.

Beispiel 3.1.7. (i) Wir betrachten G = {{0},...,{n}} und sehen
Co(G) = 2" und Cy(G) = {0} fiar k # 0.

Damit sind auch die Randabbildungen 0j, bereits eindeutig bestimmt, und der
relevante Teil des Kettenkomplex ist

{0} & 7z & 1o},

Wir sehen
By(G) = {0} und Z,(G) = Z"*".
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(ii) Wir betrachten 7 = P ([n]) \ {0} und erhalten

n+l)

Ok(]:) = Z(kH
firk = 0,...,nund folgenden Kettenkomplex
(0} =z % gt O3t g (G5) 32 L9 gt 2y

Hier sind die Randabbildungen schon etwas schwieriger explizit zu beschreiben.
Im Fall n = 2 erhalten wir beispielsweise

Oy: 7= Co(F) — OL(F) =17

1
1— | -1
1
wobei wir die 1-Simplizes folgendermafien sortiert haben:
€1 = {1,2}, €y = {O, 2}, €3 = {0, 1}
Sortieren wir die 0-Simplizes als e; = {0}, eo = {1}, e3 = {2} erhalten wir

a1:Z3 >—)CQ( ) YA

Cu(F

a —b—c

b | — c—a )
c b+a

Bu(F) = Zu(F) = {0}

Somit erhalten wir

1
Bl(]:) = Zl(,F) = Spally ( -1 )
1

0 —1
By(F) = spany, { ( -1 ) : ( 0 ) } und Zy(F) = Z°.
1 1

(iii) Wir betrachten ICy = {{0}, {1}, {2}, {3},{0,1},{1,2},{2,3},{0,3}} aus
Beispiel[3.1.4|(iv). Hier erhalten wir den Kettenkomplex

{0} = 7* & 7* - {0}
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mit
o7t - 7°
a —a—d
b s a—>
c b—c
d c+d
Also gilt
1
1
Bl(ICQ) = {O} und Zl(ICQ) = spally 1
—1
sowie
-1 0 0
1 —1 4
BQ(ICQ) = Spally 0 , 1 , 1 und Z()(’C2> =17".
0 0 1

An Z; (o) sieht man, warum der Begriff Zykel gut gewihltist. Es gibt ein Element
im Kern von 0;, und zwar

1
1
1
—1
welches in anderer Schreibweise einfach {0, 1} + {1,2} + {2,3} — {0, 3} ist. Es
ist genau deshalb im Kern von 0;, weil es geometrisch einem Zyklus/Kreis zwi-
schen den Zahlen 0, 1,2, 3 entspricht (den man in der geometrischen Realisie-
rung schon sehen kann).
(iv) Wir betrachten S = {S C [n] | S #0,|S| < n}, dessen Realisierung ho-
médomorph zu S™ ! ist. Der entstehende Kettenkomplex ist fast identisch zu dem
aus (i), nur dass C,,(S) = {0} gilt, da der volle Simplex [n] nicht zu S gehort.
(v) Die Kettenkomplexe, Bilder und Zykel der Simplizialkomplexe des Torus und

der Klein'schen Flasche aus Beispiel (vi) kann man theoretisch mit viel Re-
chenaufwand ebenso bestimmen.

Lemma3.1.8. Fiirk € Z gilt O 0 Ox1 = 0, also
Bi(K) C Zi(K).
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Beweis. Es gentigt Oy (0k+1(S)) = 0 fur alle Simplizes S der Dimension k + 1 zu
zeigen. Esistaber 0y (0x11(S)) eine Summe iiber alle Seiten von S der Dimension
k — 1, wobei jede dieser Seiten genau zweimal auftritt (man kann zwei Ecken
von S in unterschiedlicher Reihenfolge streichen). Dabei entstehen aber gerade
unterschiedliche Vorzeichen, wie man sich leicht iiberlegt. O

Definition 3.1.9. Fiir einen abstrakten Simplizialkomplex K und & € Z definie-
ren wir

Hy(K) = Zx(K)/Bi(K)
und nennen es den k-ten Homologiemodul von K.

Bemerkung 3.1.10. Sei L C P([n]) ein Simplizialkomplex mit () ¢ K.
(i) Es gilt H,(K) = {0} fur £ < O und fur £ > dim(K).
(ii) Es gilt stets

Hy(K) = 22

wobei s die Anzahl der (Weg-)Zusammenhangskomponenten der geometrischen
Realisierung von K ist. Offensichtlich ist ja

Zo(K) = Co(K) = 7.
Angenommen fiir zwei Eckeni < j gilt {4, j} € K. Dann folgt aus

0({i,j}) = {5} — {i} € Bo(K)
schon -
{1} = {j} € Ho(K).
Wenn zwei Ecken in derselben Zusammenhangskomponente liegen, kann man
sie durch eine endliche Folge solcher Kanten verbinden. Daraus folgt die Aussage.

(iii) Einen k-Zykel miissen wir uns als Konfiguration von Simplizes vorstellen, die
ein Gebiet der Dimension k + 1 vollig einschliefRen, beispielsweise

»={0,1} + {1,2} — {0,2}.

Ob ein Zykel Z in der Homologie trivial wird oder nicht hingt davon ab, ob es eine
Konfiguration von hoheren Simplizes gibt, deren Rand gerade der Zykel ist (und
welche das entstehende Raumgebiet also wieder auffiillen). Es gilt beispielsweise

9, ({0,1,2}) = 2 = 9, ({0,1,3} + {1,2,3} — {0,2,3})

und die dazugehorenden Simplizes fillen das durch = eingeschlossene Gebiet
aus:
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EX XY 1:=0 $:0
3 3 3
2 2 Z.
q 9
A

Insofern misst der k-te Homologiemodul die Anzahl der £ + 1-dimensionalen
Locher im Simplizialkomplex.

Beispiel 3.1.11. Wir berechnen simtliche Homologiemoduln der Simplizialkom-

plexe aus Beispiel3.1.7,
(i) Fur G = {{0},...,{n}} erhalten wir

Ho(g) — Zn+1

und alle anderen Homologiemoduln sind trivial.
(ii) Fir den Komplex F = P([n]) \ {0} erhalten wir

Hy(F)=Z

und alle anderen Homologiemoduln sind trivial (Ubungsaufgabe).
(iii) Far Ky = {{0}, {1}, {2}, {3},{0,1},{1,2},{2,3}, {0, 3} } sieht man direkt

Ho(Ko) 2 Z, Hi(Ky) = Z

und alle anderen Moduln sind trivial.
(i) FirS = {S C [n] | S # 0,|S| < n} erhalten wir fast denselben Kettenkom-
plex wie in (ii), nur C,(S) = {0}. Daraus sehen wir

HO(S) = Za Hn—l(S) =7

und alle anderen Moduln sind trivial (Ubungsaufgabe).
(v) Nach langer und mithsamer Rechenarbeit erhilt man mit etwas Gliick:

Ho(T)=Z, H(T)=ZZSZ, Hy(T) = Z
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sowie
Hy(KF)=7Z, H(KF) =2 Z & 727

und alle anderen Moduln sind trivial.
Satz 3.1.12. Fiirjedesk € Z ist
Hy: SC — Z—Mod
ein kovarianter Funktor. Insbesondere gilt
K=L = H,(K)= Hy(L)
firallek € Z.

Beweis. Wir miissen nur noch die induzierten Abbildungen definieren und die
Funktorialitit nachweisen. Seien also

K € P(jm]) und £ € P([n])

Simplizialkomplexe und ¢: [m| — [n] ein Morphismusvon C nach £. Fiir S € K
mit dim(.S) = k definieren wir

©r(S) = { Sgn (15) -9 (S) gac;lrllssiimw(g)) —

Dadurch erhalten wir Morphismen

welche das folgende Diagramm kommutativ machen (Ubungsaufgabe):

Ok+1 "
Crosr (K0) 25 04 (K0) =2 041 (K)

l@kJrl lsok L‘Pkl

Ok+1 K
Chir (L) 25 C(L) =2 Cp 1 (L)

Daraus sieht man direkt
or(Zk(K)) € Zi(L) und i (B(K)) € Bi(L).

Mit dem Homomorphiesatz induziert , damit einen wohldefinierten Morphis-
mus

Die Funktorialititseigenschaften rechnet man dabei unmittelbar nach. O
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Bemerkung/Beispiel 3.1.13. Die Simplizialkomplexe 7 und CF haben unterschied-
liche Homologiemoduln, sind also nicht isomorph. Man beachte dass wir damit
nicht gezeigt haben, dass der Torus und die Klein'sche Flasche nicht homéomorph
sind.

3.2 Axiomatische Homologietheorie

Wir wollen nun eine Homologietheorie nicht nur fiir abstrakte Simplizialkomple-
xe, sondern fiir beliebige topologische Raume bekommen. Man kann solch eine
Theorie explizit konstruieren, das machen wir spiter. Gewohnlich kann man die
Homologiemoduln dann aber nicht direkt ausrechnen, im Gegensatz zur sim-
plizialen Homologie. Man bedient sich deshalb gewisser Eigenschaften der Ho-
mologie, um die Berechnung auf einfachere Riume zuriickzufithren. Wir fiith-
ren deshalb die Homologietheorie gleich nur axiomatisch iiber ihre Eigenschaf-
ten ein, und beweisen aus ihrer Existenz bereits viele starke Aussagen. Natiirlich
muss man die Existenz dann spdter auch nachweisen.

Definition 3.2.1. Eine Homologietheorie /., ist eine Folge (hy)rez von kovarian-
ten Funktoren
hy: Top — R—Mod

wobei R ein kommutativer Ring ist.
Zusitzlich gebe es fiir alle X mit einer offenen Uberdeckung X = X; U X, Ab-
bildungen

(9k: hk(Xl U XQ) — hk—l(Xl N X2)

welche firalle f: (X; U X5) — (Y1 U Ys) mit f(X;) C Y; folgendes Diagramm
kommutativ machen:
hio(X1 U X2) — 2 hy 1 (X1 N Xo)
lhk(f) lhkl(f)
hi(Yi UYs) — 2 4 (Y1 N V).
Dabei sollen folgende Eigenschaften gelten:

(H) Alle hy, sind homotopieinvariant.

(MV) Fiir jede offene Uberdeckung X = X; U X, ist folgende (unendliche) Mayer-
Vietoris-Folge von R-Moduln exakt:

) (hk(il)_J;k(h))

S (XN hao(X1) Bhy (Xo) V0D b0y B (XNX) < -
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wobei die Abbildungen aus dem kanonischen Diagramm sind (welches ein Pu-

shout ist):
X1
2N

X1 NXo X
Xo

(N) Es gilt hy,(0) = {0} fur alle k € Z.

Falls zusatzlich das folgende Axiom erfillt ist, so nennt man h, eine gewohnliche
Homologietheorie:

(D) Es gilt hy({*}) = {0} furalle & # 0.

Bemerkung 3.2.2. Sei h, eine Homologietheorie.

() Furallek € Z gilt X ~Y = hy(X) = hg(Y). Das folgt wie uiblich direkt aus
der geforderten Homotopieinvarianz der Funktoren hy,.

(i) Furalle k € Z gilt hyy(X UY) = hi(X) @ hi(Y). Das erhilt man aus der
exakten Mayer-Vietoris-Folge fiir die offene Uberdeckung X 1Y = X U Y

(0} = hi(X NY) = hi(X) @ hi(Y) = (X UY) = by (X N Y) = {0}

Dadie beiden Moduln aufden trivial sind, muss die Abbildung in der Mitte sowohl
injektiv als auch surjektiv sein, also ein Isomorphismus.

(i) Far f: X = X; U Xy — Y =Y, UYymit f(X;) CY; istoffensichtlich das
gesamte folgende Diagramm kommutativ:

I (X1 1 Xs) — hi(X1) @ hi(X) — hi(X1 U X3) —2 hye 1 (X, N X)
lhk(f) lhk(f)@hk(f) Lhk(f) Lhkl(f)
T (Yy 0 Yz) —— (Y1) @ hy(Ya) — hy (Y1 U Vo) — 2 hy_y (Y1 N Ya).
Fir die ersten beiden Blocke folgt es einfach aus der Funktor-Eigenschalft, fiir den
letzten Block haben wir es extra gefordert.

Wenn wir Homologiegruppen ausrechnen wollen, nutzen wir meistens die exakte
Mayer-Vietoris-Folge. Dabei ist es am besten, wenn an vielen Stellen der triviale
Modul steht. Um das zu erreichen, gehen wir deshalb oft zunichst zur reduzierten
Homologie tiber, und rechnen erst danach die eigentliche Homologie aus.
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Definition 3.2.3. Fir X # undp: X — {*} nennen wir

Fe(X) = ker (hk(X) ") hk({*}))

die zu h gehorende reduzierte Homologie.

Bemerkung 3.2.4. (i) Die Projektion p: X — {x} besitzt ein Rechtsinverses, also
ist die Abbildung hy(p) surjektiv.

(ii) Es gilt hy,({*}) = {0} fitralle k € Z.

(iii) Auch Ay, ist ein Funktor. Wendet man h;, auf das linke kommutative Dia-

gramm an, sieht man dass hy(f) den Kern von hy(p) auf den Kern von hy(p) ab-
bildet:

x—1 .y ha(X) 229 e (v)
lp \p Lhk(p) jhk(z’)
{#} —={x} hie({#}) — hi({*}).

Durch Einschrankung erhilt man also den Morphismus

Auch die Homotopieinvarianz ist dadurch klar.
(iv) Ist X = X; U Xo mit X3 N X, # (), so ist die Mayer-Vietoris-Folge auch fiir
h exakt. Dazu betrachtet man das folgende kommutative Diagramm:

0 0 0 0

— Iy (X1 0 X)) —— I (X1) @ g (Xz) —— hie(X) —— hp1 (X1 N Xp) —

~

e hk(Xl ﬂ XQ) —— hk(Xl) @ hk(XQ) I hk(X) —_— hk—l(Xl ﬂ XQ) —

Hier sind die unteren beiden Zeilen exakt, ebenso wie alle Spalten. Damitist auch
die obere Zeile exakt (Ubungsaufgabe in Diagrammjagd).
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(v) Fur nichtleeres X gilt
hie(X) 22 hy(X) @ hi({}).

Dazu betrachtet man die exakte Folge

0 = he(X) < he(X) "2 he({5}) = 0,

in der hy(p) ein Rechtsinverses besitzt. Daraus folgt die Aussage (Ubungsauf-
gabe). Insbesondere gilt fiir eine gewohnliche Homologietheorie h, mit M :=

ho({*}) stets )
[ X)eM k=0
hi(X) = { hi(X)  sonst.

Auferdem gilt (ebenfalls Ubungsaufgabe)

hi(X U {5}) = hy(X).
Proposition 3.2.5. Sei h, eine gewdhnliche Homologietheoriemit M := ho({x}). Dann
giltfirallen > 1

hk(D”):{ M k=0

{0}  somst

und
w | M k=0,n
I (57) = { {0}  somst.

Fiir Torus und Klein’sche Flasche gilt:
ho(T) = M, hl(T) =M©c& M, hg(T) = M, hk(T) = {0} sonst
hi,(KCF) = {0} somst.

Beweis. Da D™ ~ {x} folgt die erste Aussage direkt aus der Homotopieinvarianz.
Die Sphire S™ iiberdecken wir offen durch eine obere und eine untere Halbsph-
re, die sich am Aquator etwas iiberlappen. Beide Halbsphiren sind homotopie-
dquivalent zu einem Punkt, der Schnitt zu S™~!. Wir erhalten also die folgende
exakte Mayer-Vietoris-Folge fiir /,:

hi({#}) ® hi({5}) = hie(S™) = hi 1 (S"71) = i1 ({%)) ® hi 1 ({+})
={0} ={0}
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Daraus folgt /4 (S™) 2 hy_1 (S ') und iterativ
T any ~ T M k=n
(8" = nn(89) = () = { () o

Durch Ubergang von h, zu h, entsteht der zusitzliche Faktor M fir k = 0.
Die Berechnung der Homologiegruppen von Torus und Kleinscher Flasche ist
Ubungsaufgabe. O

Proposition 3.2.6. SeiY = X U, D" aus X durch Anheften einer n-Zelle entstanden.
Dann gilt . .
hi(X) = hy(Y) firk # n,n — 1.

Beweis. Sei0 € D™ der Mittelpunkt der Zelle. Wie tiberdecken Y offen durch die
beiden Mengen

Vi =Y \{0} ~X undYy = Y \ X = D" ~ {x}.

Dabei gilt
YiNY,=Dr\ {0} ~ S"

Wir betrachten nun fiir beliebiges k die Mayer-Vietoris-Folge
S—~—— =
=hy,(X) ={0}

Fir k # n,n — 1 steht links und rechts der triviale Modul und das liefert die
gewilnschte Isomorphie. O

Im folgenden sehen wir, wie hy den Funktor 7 verallgemeinert:

Satz 3.2.7. Sei R ein Hauptidealring, h..: Top — R — Mod eine gewdhnliche Homo-
logietheorie mit ho({*}) = R. Dann gilt fiir jeden Raum X, der homotopiedquivalent zu
einem endlichen CW-Komplex ist: ho(X) ist ein freier R-Modul mit

dimp ho(X) = |mo(X)].

Beweis. Man beachte dass fiir CW-Komplexe Zusammenhangs- und Wegzusam-
menhangskomponenten iibereinstimmen, und X also die topologische Summe
seiner endlich vielen Zusammenhangskomponenten ist.
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Wir beweisen die Aussage per Induktion tiber den Aufbau des CW-Komplexes X .
Besteht X nur aus Nullzellen, so folgt die Aussage aus Bemerkung[3.2.2|(ii). Hef-
tet man eine n-Zelle fiir n > 2 an X an, so andert sich nach Propositionm
ho(X) und damit auch ho(X) nicht. Andererseits kann sich auch die Anzahl der
Wegzusammenhangskomponenten nicht dndern, da S"~! wegzusammenhin-
gend ist.
Wir nehmen also an, dass wir an X eine 1-Zelle anheften. Dabei gibt es zwei Mog-
lichkeiten.
1. Moglichkeit: Die Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten bleibt gleich.
Wir haben beide Enden von D' also an dieselbe Wegzusammenhangskomponen-
te geheftet. Wir zerlegen den neuen Raum Y nun wieder, indem wir fiir Y] einen
nicht-angehefteten Punkt von D! entfernen und Y5 = Y \ X wihlen. Dann ist
Y, ~ X, Y, ~ {x}und Y; N Yy ~ S° Wir erhalten
R = ho(SY) = ho(Y1) ® ho(Ya) — ho(Y) — {0}
——
={0}
Die Abbildung links kommt aber von der Inklusion Y; N'Y; < Y7, und die ist ho-
motop zu einer konstanten Abbildung, da die Anheftpunkte in derselben Wegzu-
sammenhangskomponente liegen. Konstante Abbildungen faktorisieren durch

einen Punkt, und induzieren in der reduzierten Homologie also die Nullabbil-
dung. Damit erhalten wir

ho(X) = ho(Y7) & ho(Y)

und damit auch ho(X) = ho(Y).

2. Maglichkeit: Die Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten verringert sich
um 1. Wir haben also zwei Komponenten X7, X, verbunden (0.B.d.A. bestehe X
nur aus diesen beiden Komponenten). Wir wahlen nun als Y; gerade X samtder
angeklebten D', jedoch ohne deren anderen Endpunkt. Analog definieren wir Y.
DannistY; ~ X, Y2 ~ Xound Y] NY; ~ {*}. Mit der exakten Mayer-Vietoris-
Folge erhalten wir

ho(Y) 22 ho(X1) @ ho(Xa).
Es gilt nun
h(Y)®RZho(Y) D R® R
>~ ho(X1) ® R® ho(Xs) ® R
= ho(X1) @ ho(X2)
~ R® R,
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wobei wir die Induktionsvoraussetzung fir X; und X, verwendet haben. Mit
dem Elementarteilersatz ist nun ho(Y') ebenfalls ein freier R-Modul mit
dim ho(Y) + 1 = 2,alsodim ho(Y) = 1. O

Nun sehen wir noch einen Zusammenhang zwischen 7; und h4, der fiir die expli-
zite Konstruktion einer Homologietheorie noch genauer gemacht werden kénn-
te:

Satz3.2.8. Sei (X, x() ein punktierter topologischer Raum und h., eine gewohnliche Ho-
mologietheorie mit ho({*}) = Z. Ein stetiger Weg ~y: [0, 1] — X mit~y(0) = v(1) =
xo kann als Abbildung ~y: S' — X mity(1) = x, aufgefasst werden. Wegen h(S') =
Z erhilt man aus

hi(7): h(Sh) = hi(X)

einen wohldefinierten Gruppenhomomorphismus

(X, o) — hy(X)
v = ha(y)(1).

Beweis. Homotope Wege ~,6: S'  — X liefern identische Abbildungen
hi(y) = hq1(9). Damit ist die Abbildung wohldefiniert. Eine Hintereinanderhin-
gung von Wegen +, 0 konnen wir durch folgendes Diagramm realisieren:

YV

Sl2-8lysl — X
%)

Dabei wickelt 2z den Kreis einmal um beide Kopien von S*, und v Vv § verwendet
auf der ersten Kopie von S* gerade v, auf der zweiten §. Durch Anwendung von
h, erhalten wir

7 = hy(8Y)" 2 py (51 v 1YY ()
\_/

ha(vé)

Esist aber
hl(S1 V Sl) = hl(Sl) D hl(Sl)

und unter dieser Isomorphie entspricht h(z) gerade (id, id) sowie hy(y V §) ge-
rade h(7y) + h1(0). Daraus folgt die gewiinschte Homomorphieeigenschaft. [
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Bemerkung/Beispiel 3.2.9. (i) Fiir X = S erhilt man so die Identitit als Iso-
morphismus zwischen 7 (S') = Z und hy(S*) = Z. Der einfach umlaufende
Kreisweg v erzeugt ja 71 (S') und wird wegen h, (v) = id anhand des angegebe-
nen Homomorphismus auf 1 abgebildet.

(ii) Der Homomorphismus 7 (X, x9) — hi(X) kann im Allgemeinen nicht in-
jektiv sein. Homologiegruppen sind ja immer abelsch, Fundamentalgruppen im
Allgemeinen nicht.

Satz 3.2.10. (1) Aus der Existenz einer Homologietheorie mit hy,({x}) # {0} fiirein k
folgt:

G) S™ ' C D" istkein Retrakt.

(ii) Brouwer’scher Fixpunktsatz: Jede stetige Abbildung f: D" — D" besitzt einen
Fixpunkt.

(2) Aus der Existenz einer gewohnlichen Homologietheorie mit ho({x}) # {0} folgt
G S ~S" = m=n.
(i) U C R™offen, V C R"offen, V=W = m =n.

Beweis. (1) (i): Angenommen wir hitten ein kommutatives Diagramm

Sn—l L Dn

N

Sn—l.

Wir wenden £y, darauf an und erhalten

R ($71) 2L Ry (D7) = {0}

m lh’“(’")

hk(sn—l)_
Esist aber . .
hie(S™ ) 2 hyng1 (S°) =2 hu—pa ({5}) # {0}

fiir geeignetes k. Das ist ein Widerspruch, da id nicht durch den trivialen Modul
faktorisiert.
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(ii): Den Brouwer’schen Fixpunktsatz beweist man genau wie in Korollar
aus einer Abbildung ohne Fixpunkt konnte man direkt eine Retraktionr: D" —
Sn—1! konstruieren.

(2) (1): Aus S™ ~ S™ folgt

{0} # ho({}) = hun(S™) 2 hin(S™) 22 hn—n({*})

und daraus m = n, da h, gewohnlich ist.

(i): Sei f: U — V ein Homéomorphismus und z € U,y = f(z) € V. Wihle
eine offene Kugel B; in V um y, dazu eine offene Kugel B, in U um z mit By C
f~Y(B1) und dazu schliefllich eine offene Kugel B3 in V um y mit B3 C f(B) :

U™ VeR

Wir erhalten folgendes kommutatives Diagramm, in dem ¢ eine Homotopiedqui-
valenz ist:

Bs\ {y} L= B\ {u} —L= B, \ {y}.

\_/’

L

Hierauf wenden wir h,,_; an:

lthfl(B3 \{y}) — ilnfl(B2 \{z}) — iln—l(Bl \ {y})-

Esistaber Bz \ {y} = B; \ {y} ~ S~ ! also

ha1(Bs \ {y}) = haa(Bi\ {y}) = haa(S"7) 2 ho({+}) # {0}
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und daraus folgt wegen B, \ {z} = S™ ! nun

{O} 7é En—l(B2 \ {:E}) = ﬁn—1<5m_1) = hn—m({*})
und daraus schlieRlich n = m. O

Definition 3.2.11. Sei h, eine gewohnliche Homologietheorie mit ho({x}) = Z.
Jede stetige Abbildung f: S™ — S™ induziert einen Gruppenhomomorphismus

ho(f): hn(S™) 2 Z — 7 = h,(S™).
Wir definieren den Grad von [ als

deg(f) = hn(f)(1).

Bemerkung/Beispiel 3.2.12. (i) Es gilt deg(id) = 1.
(ii) Aus der Funktoreigenschaft von h,, folgt sofort

deg(f o g) = deg(f) - deg(g).
(iii) Homotope Abbildungen haben denselben Grad.
Lemma 3.2.13. Die Spiegelung
5: 8" —= 8"
(X1, oy Ty Tpy1) = (1,00 Ty — 1)

hat Grad —1.
Beweis. Wir betrachten die folgende Hintereinanderausfithrung

R U L AL

wobei g einfach den Aquator auf einen Punkt zusammenzieht. Diese Hinterein-
anderausfithrung ist homotop zu einer konstanten Abbildung. Alternativ kann
man ndmlich zuerst die untere Hemisphire in die obere klappen (das ist dann
bereits homotop zu einer konstanten Abbildung) und anschliefiend die untere
zusammenziehen. In der n-ten (reduzierten) Homologie erhalten wir

0: 798} 7 o 7 14he(s)

und daraus folgt h,,(s) = h,(s) = —idy . O
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Beispiel 3.2.14. Die Abbildung
—id: §" — S"

Trr— —I

hat Grad (—1)""!. Sie ist nimlich die Hintereinanderausfithrung von n + 1 Spie-
gelungen.

Korollar 3.2.15. AufS™ sind id und — id genau dann homotop, wenn n ungerade ist.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Definition 3.2.16. Ein Tangential-Vektorfeld auf S™ ist eine stetige Abbildung
v: S" — R"" mit

(z,v(x)) =0
furallez € S™.

Der folgende Satz besagt, dass ungerade-dimensionale Igel nicht stetig gekimmt
werden konnen.

Satz 3.2.17. Auf S™ gibt es genau dann ein nirgends verschwindendes Tangentialvektor-
feld, wenn n ungerade ist.

Beweis. Angenommen v: S™ — R™"! ist ein Tangentialvektorfeld mit v(z) # 0
firalle x € S™. Dann erhalten wir eine Homotopie von id und — id auf S, indem
wir jeden Punkt x entlang des Kreises, der von v(x) auf S™ vorgegeben ist, bis auf
—1x bewegen. Laut Korollar.2.15]folgt daraus, dass n ungerade ist.

Fiir ungerades n lasst sich aber ein solches Tangentialvektorfeld leicht angeben:

(X1, Toy o Ty Tpg1) = (Ta, —T1, ..o, Tpg1, —Tn). O

3.3 Konstruktion der Singuliren Homologie

Wir skizzieren in diesem Abschnitt die Konstruktion einer gewohnlichen Homo-
logietheorie H, mit Hy({*}) = R, fiir einen beliebigen kommutativen Ring R.
Sei dazu wieder

A, = conv{ey =0,€e1,...,e,} CR"

der n-dimensionale Einheitssimplex. Dann gibt es fiir i = 0, ..., n kanonische
stetige Einbettungen
dl: Ap_1 — Ay,
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indemman A,,_; = conv{ey, ..., e,_;} einfach per (indexordnungserhaltender)
affiner Transformation auf conv{ey, ..., €;_1,€;41,. .., €, } abbildet.
e e,
4 £ )

(-8 o
Ry X,
_eg
e, () ds
L1 N
€4

Fiir jeden topologischen Raum und jede stetige Abbildung v: A,, — X erhilt
man so stetige Abbildungen

Voi=yodl: Ay — X,

Fir k € Z sei nun

C(X)= @ R

Top(Ag,X)

der von allen stetigen Funktionen v: Ay, — X frei erzeugte R-Modul, wobei wir
Cr(X) = {0} fur k < 0 setzen. Wir schreiben Elemente aus C(X ) auch wieder
als (endliche) formale R-Linearkombinationen von Funktionen:

>
v Ap—X
mitc, € R. Fiiry: A, — X setzen wir

k

o) = 3 (~1)" € Cor(X)

1=0

und erhalten so Morphismen 0 : Cy(X) — Cj_1(X) und einen Kettenkomplex

e O (X) P O (X) B Oy (X) = -
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Auch hier iiberpriift man leicht
Ok 0 Ory1 =0
tir alle k£ € Z. Also gilt fur
By (X) :=1im(0O4+1) und Zg(X) := ker(0)

immer By(X) C Zi(X) und wir definieren den k-ten singuliren Homologie-
modul als

Jede stetige Abbildung f: X — Y liefert eine Abbildung
fr: Top(Ag, X) = Top(Ag,Y)
Y foy
und deshalb einen Morphismus
Jr: Ce(X) = Ci(Y)
der folgendes Diagramm kommutativ macht:

Okt "
Crost (X) 25 O (X)) — 2 O (X))

Jrt+1 fr lf}c—l
8k 1 .
Ck+1(Y) — Ck(Y) & Ckfl(Y)

Also erhalten wir einen wohldefinierten Homomorphismus

und die Funktorialititseigenschaften sind erfiillt.

Das Axiom (N) ist offensichtlich erfiillt, da es keine stetigen Abbildungen A, — ()
gibt, und also bereits Cy () = {0} fiir alle & gilt.

Das Axiom (D) ist ebenfalls erfiillt. Fiir & > 0 gibt es genau eine stetige Abbildung
~v: Ay — {*} und der Kettenkomplex sieht folgendermafien aus:

o 5>RYREREBRAER {0} -
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Also gilt
Ho({*}) = Rund Hy({x}) = {0} fur k # 0.

Die Homotopieinvarianz, die Konstruktion der Randabbildung sowie Axiom (MV)
sind deutlich schwieriger nachzuweisen, wir lassen es hier weg.

Wir veranschaulichen hier nochmal den Zusammenhang zu 7 und ;. Eine steti-
ge Abbildung v: Ay — X entspricht einfach einem Punkt von X, also ist Cj(X)
einfach frei von den Punkten von X erzeugt. Eine stetige Abbildungv: A; — X
ist einfach ein stetiger Weg und es gilt 9 () = (1) — 7(0). Damit sieht man
direkt die Aussage von Satz erneut. Auflerdem erhilt manim Fall R = Z
folgenden wohldefinierten Gruppenhomomorphismus (Ubungsaufgabe):

7T1(X,I0) — Hl(X)
] =7

Falls X wegzusammenhingend ist, ist er surjektiv.

Zum Abschluss wollen wir noch den Satz von Borsuk-Ulam beweisen, und miis-
sen dafiir nochmals auf den Grad einer Abbildung zuriickkommen. Im folgenden
Beweis greifen wir auf die explizite Konstruktion der simplizialen Homologie zu-
riick.

Eine Abbildung f: S™ — S™ heifdt antipodentreu, falls f(—z) = — f(z) fur alle
x € S"gilt.

Satz 3.3.1. Jede antipodentreue Abbildung f: S™ — S™ hat ungeraden Grad. Insbeson-
dere ist eine antipodentreue Abbildung niemals homotop zu einer konstanten Abbildung.

Beweisskizze. Wir erinnern an die Definition des projektiven Raumes
P*:=P*(R) :=S"/(x ~ —x)

und die kanonische Projektion p: S™ — P™. Beziiglich p lasst sich jede steti-
ge Abbildung v: Ay — P" auf genau zwei Arten zu einer stetigen Abbildung
7: A — S™ liften. Das sieht man mit einem Argument wie im Beweis von Pro-
sition[2.3.1 Wir bezeichen diese beiden Liftungen mit vy, 2.

Wir verwenden nun die singulire Homologie mit R = Z/27. Wir erhalten eine
kurze exakte Folge

0 — Cp(P™) 35 CL(S™) & Cy(P) — 0,
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mit 7% (y) := 71 + 72. Die Injektivitat von 7 ist klar, die Surjektivitit von py, folgt
aus der Liftbarbeit von ~, und die Exaktheit in der Mitte aus der Tatsache, dass
wir R = Z/2Z verwenden. In folgendem Diagramm kommutiert dabei alles (die
Zeilen sind die Kettenkomplexe der singuliren Homologie und die Spalten sind
exakt):

9 1 8k n
co = Cppa (P") = Ci(P") —> Cpy (P") — - --
Th+1 Tk Th—1

ny Okt1 n Ok n

e (87 2 04 (57) e Oy (57) -
Pk+1 Pk Prk—1

Okt1
e Ch1 (P?) 225 O () — 2 Oy (P —— -+

0 0 0
Dadurch erhilt man eine lange exakte Folge in der Homologie:
co = Hy (P 3 H(S™) 55 Hy (PY) 2 Hy (P") — - -

Die Abbildung dj, ensteht dabei aus dem Schlangenlemma (Aufgabe 37), die Ex-
aktheit beweist man mit Diagrammjagd.
Seinun f: S™ — S™antipodentreu. Dann induziert f eine stetige Abbildung

f: P = P"
[z] = [f(2)].

Dadurch erhalten wir in der Homologie das folgende kommutative Diagramm

e Hy (P~ H,(S7) —2 Hy(P?) —2= Hy oy (P?) — - - -
lHk(f) ij(f) lHk(f) lHkl(f)
7 d
oo Hp,(P?) 5 Hy(S™) 25 Hy(P™) —> Hy g (P?) —— - -

Das mittlere Rechteck kommutiert, da es bereits auf Ebene der stetigen Abbil-
dungen kommutiert. Das linke Rechteck kommutiert, da f o~y; und f o, gerade
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die beiden Lifts von f o + sind. Die Kommutativitit des rechten Rechtecks folgt
aus einer dreidimensionalen Diagrammjagd, indem man dem Diagramm oben
noch eine zweite Schicht mit den jeweils von f und f induzierten Abbildungen
hinzufigt.

Die meisten Homologiemoduln von S™ sind nun allerdings trivial, also erhalten
wir die exakten Folgen

00— H,(P") — H,(S") — H,(P") — H,,_1(P") —0

L |

0 — H,(P") —= H,(S") — H,(P") —= H,_,(P") — 0

sowie
0 —— Hp(P") —— Hj_1(P") —0
0—— Hp(P") — Hy_1(P") —0
fuirk=n-—1,...,2, sowie

0 —— H(P") —— Ho(P") — Ho(S") — Ho(P"

T

0 —— Hy(P") — Hy(P") — Hy(S™) — Hy(P") —0.

Nach Satz [3.2.7gilt Hy(P") = Z/2Z. Ebenso gilt Hy(S™) = H,(S") = Z/2Z.
Damit kann man sich iterativ nach oben hangeln und erhilt Hy (P") = Z /27 fur
k = 0,...,n. Alle auftretenden Abbildungen sind entweder 0 oder id. Genauso
erhilt man iterativ, dass alle Hy(f) und Hy(f) Isomorphismen sind, wobei es fiir
k = 0 klar ist. Insbesondere ist schliellich

H,(f): H,(S") = H,(S")

ein Isomorphismus, also die Identitit auf Z/2Z. Dabei entsteht Hy( f) aber ein-
fach aus der Reduktion aller Koeffizienten modulo 2 der entsprechenden Kon-
struktion mit R = Z. Damit muss f einen ungeraden Grad haben. O

Korollar 3.3.2 (Satz von Borsuk-Ulam). Fiirjede stetige Abbildung
f: 9" —=R"
existiert ein Punkt x € S" mit f(x) = f(—x).
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Beweis. Angenommen die Aussage stimmt fiir ein f nicht. Definiere

h: S"— Sn
(@) — f(—2)
@ = fEo)]

Dabei ist h offensichtlich stetig und antipodentreu. Wenn wir S™~! als Aquator
in S™ einbetten, erhalten wir durch Hintereinanderausfithrung mit % eine anti-
podentreue Abbildung von 5"~ in sich selbst, die aber durch S™ faktorisiert und
deshalb in der n — 1-ten Homologie trivial wird. Sie hat also Grad 0, und das wi-

derspricht Satz[3.3.1] O

Korollar 3.3.3 (Tofubrétchensatz). Seien Aj,..., A, beschrinkte Lebesgue-
messbare Teilmengen des R". Dann gibt es eine affine Hyperebene, die alle A; simultan
halbiert.

Beweis. Fiirv € S™ C R"*! definieren wir
P,:={aeR"|(v,(a,1)) > 0}.

Jeder affine Halbraum in R™ entsteht so fiir genau ein v € S™. Nun erhalten wir
eine stetige Abbildung

vol: S™ — R"
v (vol(P,NAy)),...,vol(P, N Ay)).

Nach dem Satz von Borsuk-Ulam existert ein v € S™ mit vol(v) = vol(—v). Die
von v definierte Hyperebene halbiert also alle A; gleichzeitig. O

Korollar 3.3.4 (Satz von Lusternik-Schnirelmann). Fiirjede Uberdeckungvon S™ mit
n—+ 1 abgeschlossenen Teilmengen muss eine der Teilmengen ein Antipodenpaar enthalten.

Beweis. Sei eine abgeschlossenen Uberdeckung von S™ durch Teilmengen
Ay, ..., A, gegeben. Angenommen es gilt A; N —A; = () furi = 1,...,n. Wir
wahlen stetige Funktionen f;: S™ — R mit

fi"’“‘i =1 und fi'*Ai =0.

Dann ist

f=01, s fa): S" =R
stetig und somit existiert ein Punkt x € S" mit f;(x) = fi(—z) firi =1,...,n.
Darausfolgtaberz, —x ¢ A;furi =1, ..., nunddasimpliziertz, —x € Ay. O



Literaturverzeichnis

[1] Glen E. Bredon, Topology and Geometry, Springer, 1993.

[2] Tammo tom Dieck, Topologie, de Gruyter Lehrbuch , 2. Auflage, 2000.
[3] Tammo tom Dieck, Algebraic Topology, EMS, 2008.

[4] Allen Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge University Press, 2002.

[5] Herbert Seifert & William Threlfall, A Textbook Of Topology, Academic Press,
1980.

63






Ubungsaufgaben

Aufgabe 1. Zeigen Sie:

(i) Fir metrische Riume stimmt die Definition von Stetigkeit mit der bekannten
e-0—Definition iiberein.

(ii) [0, 1] ist nicht hom6omorph zu R.

(iii) Die Abbildung

f:]0,2r) = St ccC
el
ist stetig und bijektiv, aber kein Homéomorphismus.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist:
Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann stetig, wenn fiir jedes € X eine
Umgebung U C X existiert, sodass f,: U — Y stetigist.

Aufgabe 3. (i) Zeigen Sie, dass es eine hausdorffsche Topologie auf dem Raum
F([0,1],R) der Funktionen gibt, so dass eine Folge (f,,),, genau dann gegen f
konvergiert, wenn sie punktweise auf [0, 1] konvergiert.

(ii) Es gibt keine Metrik auf F([0, 1], R), welche die Topologie aus (i) induziert.

Aufgabe 4. Wir versehen die Menge X = Mat,, ,(R) der reellen m x n-Matrizen
mit der euklidischen Topologie und definieren fiir A, B € X

A~ B 35 € GL,(R),T € GL,(R): SAT = B.
Beschreiben Sie X/ ~ mit der Quotiententopologie so explizit wie moglich.

Aufgabe5. Sei X ein topologischer Raum, X x X mit der Produkttopologie ver-
sehen, sowie Ay := {(x,z) | # € X} die Diagonale in X x X. Zeigen Sie dass
X genau dann hausdorffsch ist, wenn A x abgeschlossen in X x X ist.
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Aufgabe 6. Das folgende Diagramm sei ein Pushout:

X4
N
X, X
D
X5

Zeigen Sie: Ist j; ein Homdomorphismus, so auch i5.
Aufgabe 7. Beweisen Sie Satz[[.3.3]

Aufgabe 8. Beweisen Sie den Satz von Heine-Borel.
Aufgabe 9. Beweisen Sie Satz[1.3.6]

Aufgabe10. Zeigen Sie: Ist A C X zusammenhingend, so auch A. Stimmt auch
die Umkehrung?

Aufgabe11. Sei X C R" offen. Zeigen Sie:

(i) Jede Wegzusammenhangskomponente von X ist offen.

(i) X ist zusammenhingend < X ist wegzusammenhingend.

(i) Stimmt dieselbe Aussage auch fiir abgeschlossene Mengen X C R™?
Aufgabe 12. Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie:

(i) Die folgende Setzung definiert eine Aquivalenzrelation auf X:

r ~y <= JA C X zusammenhingend mitz,y € A.

(ii) Die Teilmengen von X, die aus zueinander dquivalenten Punkten beste-
hen heifden Zusammenhangskomponenten von X . Zusammenhangskom-
ponenten sind zusamenhingend und abgeschlossen, aber nicht unbedingt
offen. Ist die auf der Menge der Aquivalenzklassen induzierte Quotienten-
topologie diskret?

(iii) Jede stetige Abbildung f: X — Y induziert eine wohldefinierte Abbildung
zwischen den jeweiligen Mengen der Aquivalenzklassen.
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Aufgabe13. Esseien f1,g1: X — Yund fo,92: Y — Z stetige Abbildungen mit
fl ~ g1, f2 ~ go. Dann gllt

(fao f1) = (g2091)-

Aufgabe 14. Zeigen Sie 71 (X, z) = {e} furallex € X, falls X C R"” sternformig
ist.

Aufgabe15. Zeigen Sie m (X X Y, (20, y0)) = m1 (X, zo) X m (Y, yo).
Aufgabe16. Zeigen Sie m,(S") = {¢} furn > 2.

Aufgabe17. Versuchen Sie die Berechnung der Fundamentalgruppe von S* so an-
zupassen, dass man damit direkt die Fundamentalgruppe des Torus berechnen
kann.

Hinweis: Finden Sie eine geeignete Uberlagerung des Torus (definiert wie in Beispiel
(ii)), auf die man Wege liften kann. Technische Details miissen nicht bewiesen werden.

Aufgabe 18. Berechnen Sie m; (R? \ {a,b}), wobei a # b Punkte aus R? sind.
Hinweis: R? \ {a, b} ist homotopieiquivalent zu einer Vereinigung von zwei Kreisen, die
sich in einem Punkt berithren. Finden Sie eine geeignete Uberlagerung dieser Kreise.
Notfalls googeln Sie Cayleygraph der freien Gruppe. Technische Details miissen nicht be-
wiesen werden.

Aufgabe 19. Seien f,g: X — Y stetig und h eine Homotopie von f zu g. Sei
zo € X festund 6(-) = h(zo, -) der von h induzierte stetige Weg von f(z() nach
g(zo). Ebenfalls mit 6 bezeichen wir den von § induzierten Isomorphismus aus

Proposition[2.2.6}
6: m (Y, f(zo)) = m (Y, g(20))
7] = [6779].
Zeigen Sie, dass folgendes Diagramm kommutativ ist:

(X, 20) — L7 (Y, f(20))

o

m(Y, g(x0)).
Aufgabe 20. Eine stetige Abbildung h: S' — S* heifst antipodenerhaltend, falls
h(—z) = —h(z) fiir alle z € S gilt. Zeigen Sie, dass eine antipodenerhalten-

de Abbildung h niemals die Nullabbildung zwischen den Fundamentalgruppen
induziert. Insbesondere ist i nicht homotop zu einer konstanten Abbildung.
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Aufgabe 21. (i) Zeigen Sie, dass es keine antipodenerhaltende stetige Abbildung
h: S* — St gibt.

(ii) Zeigen Sie, dass zu jeder stetigen Abbildung f: S? — R? ein Punkt z € S?
existiert mit f(z) = f(—x).

Aufgabe 22. Zeigen Sie, dass je zwei geometrische Realisierungen eines abstrak-
ten Simplizialkomplexes homéomorphe Riume liefern.

Aufgabe 23. Berechnen Sie die Homologiemoduln von F = P([n]) \ {0} und
S={SCn]|S#0,|5] <n}.

Aufgabe 24. Zeigen Sie, dass das Diagramm

Cu(K) — 2 O (K)
{% j‘Pkl

Ok

Cr(L) —= Cix_1(L)

aus dem Beweis von Satz[3.1.12lkommutativ ist.

Aufgabe 25. Gegeben sei eine endliche Folge von Vektorriumen und linearen Ab-
bildungen

(R VAL VA G VA

mit f; 1 o f; = 0 fur alle i. Wir definieren

H; = ker(fiy1)/im(fi).

Zeigen Sie
D (1) dim H; = Y (=1)'dimV;.

7 i

Aufgabe 26. Gegeben sei ein kommutatives Diagramm von R-Moduln und Mor-
phismen, in dem alle Spalten und die unteren beiden Zeilen exakt sind:
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l J K L

0 0 0 0

Zeigen Sie, dass dann die obere Zeile exakt bei C'ist.

Aufgabe 27. In der folgenden exakten Folge besitze f ein Rechtsinverses:

O%A%BQC%O.

Zeigen Sie, dass dann
B=AaC

gilt.
Aufgabe 28. Zeigen Sie hy, (X U {x}) = hy(X) firralle k € Z.

Aufgabe29. Sei S™V S™ die Vereinigung zweier Spharen, die sich in einem Punkt
berithren. Zeigen Sie

hie(S™V S™) 2 hy(S™) @ hi(S™)
und geben Sie Isomorphismen in beide Richtungen moglichst explizit an.

Aufgabe 30. Berechnen Sie die Homologiemoduln von Torus und Klein'scher Fla-
sche fiir eine gewohnliche Homologietheorie h..

Aufgabe 31. Berechnen Sie die Homologiemoduln des Raumes 5% v S1 \/ S? fiir
eine gewohnliche Homologietheorie und vergleichen Sie mit dem Torus. Sind die
beiden Raéume homotopieiquivalent?
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Aufgabe 32. Sei H" := {(a1,...,a,) € R" | a, >0} und U,V C H" offen (in
der Teilraumtopologie von R™). Sei f: U — V ein Homéomorphismus und p €
U N OH"™. Zeigen Sie, dass dann f(p) € V N OH" gelten muss. Sie diirfen die
Existenz einer Homologietheorie mit hy,({+}) # 0 fiir ein k voraussetzen.

Aufgabe 33. Zeigen Sie dass id und — id auf S” genau dann homotop sind, wenn
n ungerade ist.

Aufgabe 34. Sei f: S"1 — S"~! stetig. Zeigen Sie:
(i) Ist f eine Homotopiedquivalenz, so gilt deg(f) = £1.
(i) Ausdeg(f) # 0 folgt, dass f surjektiv ist.
(iii) Wenn f keinen Fixpunkt hat, ist f homotop zu —id.

(iv) Wenn f keinen Punkt auf seinen Antipodenpunkt abbildet, ist f homotop
zuid.

Aufgabe 35. Sei Operation einer Gruppe G auf einem topologischen Raum X ist ein
Gruppenhomomorphismus

¢: G — Homoo(X),

wobei die Menge aller Homdomorphismen von X als Gruppe mit der Hinter-
einanderausfithrung von Funktionen verstanden wird. Die Operation heif3t frei,
wenn ¢(g) keinen Fixpunkt besitzt, fiir alle g # e.

Zeigen Sie, dass fiir ungerades n nur die Gruppen {e} und Z/2Z frei auf S"~!
operieren konnen. Geben Sie eine solche freie Operation an.

Aufgabe 36. Zeigen Sie, dass folgende Abbildung ein wohldefinierter Gruppen-
homomorphismus ist (im Fall R = Z):

7T1(X, .%'()) — Hl(X)
V=7

Falls X wegzusammenhingend ist, ist er surjektiv.

Aufgabe 37. Gegeben sei folgendes kommutative Diagramm von R-Moduln mit
exakten Spalten:



Ubungsaufgaben 71

Zeigen Sie dass es eine kanonische Abbildung d: ker(h) — D/ f(A) gibt, so das
folgende Folge exakt ist:

ker(f) — ker(g) — ker(h) — D/f(A) — E/g(B) — F/h(C).

Aufgabe 38. In folgendem kommutativen Diagramm von R-Moduln seien die
Zeilen exakt:
A B C D E

A

A B’ C’ D’ E'.
Zeigen Sie: Sind g, i [somorphismen, f surjektiv und j injektiv, so ist & ein Iso-
morphismus.

Aufgabe 39. Seien pi,...,p, € Rxy,...,x,] homogene Polynome von ungera-
dem Grad. Dann gibtes ein 0 # a € R™*! mit

0=pi(a) =+ =pula).

Mit anderen Worten: Die projektive Varietit von py, . .., p,, besitzt einen reellen
Punkt.
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