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Kapitel 1

Einleitung undMotivation

Fast die gesamteTheorie dieser Vorlesung hat sich aus Fragen entwickelt, die be-
reits in der Antike gestellt wurden. Exakte Lösungen der Probleme konnten aber
erst deutlich später gegeben werden, als die abstrakte Theorie weit genug ent-
wickelt war. Diese Entwicklung werden wir im Verlauf der Vorlesung nachvoll-
ziehen. Als Motivation für die kommenden Begriffe und Ergebnisse schauen wir
uns aber zunächst einige der klassischen Fragen an.

1.1 Konstruktionmit Zirkel und Lineal
Bei der Konstruktionmit Zirkel und Lineal startetmanmit einer TeilmengeM ⊆
R2 und konstruiert dann iterativ neue Punkte. Dabei sind drei elementare Kon-
struktionsschritte erlaubt:

Definition 1.1.1. SeiM ⊆ R2 gegeben.

(i) Seienp1, p2, q1, q2 ∈M mitp1 ̸= p2, q1 ̸= q2. SeiG1 dieGeradedurchp1, p2
undG2 die Gerade durch q1, q2. Falls sichG1 undG2 in genau einemPunkt
x schneiden, so heißt x in einem Schritt vom Typ 1 ausM konstruierbar.

(ii) Seien p1, p2, q, q1, q2 ∈ M mit p1 ̸= p2. SeiG die Gerade durch p1, p2 und
K der Kreismit Radius ∥q1−q2∥ umdenMittelpunkt q. Fallsx ein Schnitt-
punkt vonG undK ist, so heißt x in einem Schritt vom Typ 2 ausM konstru-
ierbar.

(iii) Seien p, p1, p2, q, q1, q2 ∈ M mit p ̸= q. SeiK1 der Kreis mit Radius ∥p1 −
p2∥ um den Punkt p undK2 der Kreis mit Radius ∥q1 − q2∥ um den Punkt
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNGUNDMOTIVATION

q. Falls x ein Schnittpunkt vonK1 undK2 ist, dann heißt x in einem Schritt
vom Typ 3 ausM konstruierbar.

Wir definierenM (0) = M und iterativM (i+1) als die Vereinigung vonM (i) mit
derMenge aller Punkte, die in einemSchritt (irgendeines Typs) ausM (i) konstru-
ierbar sind. Dann giltM =M (0) ⊆M (1) ⊆M (2) ⊆ · · · und wir setzen

Kon(M) =
⋃
i≥0

M (i).

Kon(M) ist also die Menge aller Punkte, die in endlich vielen Schritten ausM
konstruierbar sind. △

Um die Konstruktion mit Zirkel und Lineal besser algebraisch beschreiben zu
können, identifizieren wir ab jetztR2mit dem KörperC der komplexen Zahlen.

Satz 1.1.2. Es sei 0, 1 ∈M ⊆ C. Dann gilt:

(i) Kon(M) ist einTeilkörper vonC, derQ enthält undabgeschlossen unter komplexer
Konjugation ist.

(ii) Für x ∈ Cmit x2 ∈ Kon(M) gilt x ∈ Kon(M).

Beweis. Aufgabe 5.

Die klassischen Konstruktionsprobleme der Antike kann man nun exakt formu-
lieren:

Problem 1.1.3 (Dreiteilung desWinkels). Gegeben sei einWinkel in der Ebene. Gibt es
eineMöglichkeit, ihnmit Zirkel und Lineal in drei gleich große Teile zu zerteilen?
In exakter Formulierung: Es sei φ ∈ (0, π) und eiφ := cosφ + i sinφ ∈ C. Gilt stets
eiφ/3 ∈ Kon({0, 1, eiφ})? △

Problem1.1.4 (Konstruktion regulärerVielecke). Welche regulärenn-Ecke lassen sich
mit Zirkel und Lineal konstruieren?
In exakter Formulierung: Für welchen gilt e2πi/n ∈ Kon({0, 1})? △

Problem 1.1.5 (Quadratur des Kreises). Gegeben sei ein Kreis. Kann man mit Zirkel
und Lineal ein Quadrat mit gleichem Flächeninhalt konstruieren?
In exakter Formulierung zumBeispiel: Gilt

√
π ∈ Kon({0, 1})? △
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Problem 1.1.6 (Würfelverdoppelung). Gegeben sei einWürfel (durch seine Kantenlän-
ge). Kann man daraus die Kantenlänge eines Würfels von doppeltem Volumen konstruie-
ren?
In exakter Formulierung zumBeispiel: Gilt 3

√
2 ∈ Kon({0, 1})? △

Um diese Probleme zu lösen, müssen wir den KörperKon(M) und seine Eigen-
schaften untersuchen und verstehen.

1.2 Nullstellen durch Radikale berechnen
Sei k ein Körper und p ∈ k[x] ein Polynom.Wir wollen die Nullstellen von p in k
(oder einem größeren Körper) berechnen.

Beispiel 1.2.1. (i) In k gelte 1 + 1 ̸= 0 und sei p = x2 + ax+ b ∈ k[x]. Dann sind
die Nullstellen von p gerade

λ1,2 =
−a±

√
a2 − 4b

2
.

Ersetzt man nämlich zunächst x durch x− a/2, erhält man

q(x) = p
(
x− a

2

)
= x2 + b− a2

4

und die Nullstellen von q sind offensichtlich γ1,2 = ±
√

a2

4
− b. Daraus erhält

man für p die Nullstellen λ1,2 = γ1,2 − a
2
.

(ii) In k gelte 1 + 1 ̸= 0 und 1 + 1 + 1 ̸= 0. Sei p = x3 + ax + b ∈ k[x] (einen
quadratischenTermkannmanwiederdurcheineTranslationeinfach loswerden).
Dann besitzt das Polynom p die folgende Nullstelle:

γ1 =
3

√√√√− b
2
+

√(
b

2

)2

+
(a
3

)3
+

3

√√√√− b
2
−

√(
b

2

)2

+
(a
3

)3
.

Das ist die sogenannte Cardanische Formel.
(iii) Auch für Polynome vom Grad 4 gibt es noch eine Lösungsformel, welche die
Nullstellen anhand von +,−, ·, / und (höheren) Wurzeln aus den Koeffizienten
von p berechnet. Das sind die Formeln von Ferrari. △
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Problem 1.2.2 (Lösung polynomialer Gleichungenmit Radikalen). Gibt es eine For-
mel, die nurmit+,−, ·, / und höherenWurzeln die Nullstellen jedes Polynoms vomGrad
5 (oder höher) aus seinen Koeffizienten berechnet?
Für welche Polynome entstehen die Nullstellen überhaupt auf solcheWeise aus den Koeffi-
zienten? △

Auch hier kommt wieder ein Körper ins Spiel. Sei etwa p ∈ Q[x] gegeben. Dann
zerfällt p überC vollständig in Linearfaktoren:

p = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αd)

mit α1, . . . , αd ∈ C. Sei nun K der kleinste Körper zwischen Q und C, der al-
le Nullstellen α1, . . . , αd enthält. Wir nennen ihn den Zerfällungskörper von p. Ob
man die αi wie oben aus den Koeffizienten von p berechnen kann, spiegelt sich
nun in einer (relativ komplizierten) Eigenschaft dieses Körpers wieder. Umdiese
zu überprüfen, übersetzt man sie gewöhnlich in eine Eigenschaft von Gruppen,
anhandder sogenanntenGaloistheorie.Dort lässt sichdieEigenschaft dannbesser
entscheiden undman kommt zu einer Lösung des Nullstellenproblems.

1.3 Lineare Diophantische Gleichungen

In der linearen Algebra betrachtetman lineareGleichungssysteme über Körpern.
Ganz anders wird die Frage, wenn man sich für solche Systeme über Ringen in-
teressiert. Ein System linearer diophantischer Gleichungen ist von der Gestalt

Ax = b

mitA ∈ Matm,n(Z) und b ∈ Zm. Es sollen nun alle Lösungen x ∈ Zn gefunden
werden. Der klassische Gauß-Algorithmus funktioniert dabei nicht ohne weite-
res, da man dabei durch Einträge der Matrix teilen muss, was in Z im Allgemei-
nen nicht möglich ist. Bringt man die Matrix dagegen über Q auf Dreiecksge-
stalt, ist im Allgemeinen überhaupt nicht klar, wieman alle ganzzahligen Lösun-
gen ablesen kann. Man muss die Theorie der linearen Algebra also nochmal neu
entwicklen, diesmal für Ringe. Das führt zur sogenanntenModultheorie.

Alle genannten Probleme werden wir im Lauf der Vorlesung betrachten und teil-
weise lösen können. Dabei sind nur wenige Vorkenntnisse aus der linearen Alge-
bra nötig. Außer gewissen grundlegendenKonzepten derMathematik benötigen
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wir den Begriff des Vektorraums, der Basis und der Dimension. Außerdem ver-
wenden wir die komplexen Zahlen und einige ihrer Eigenschaften. Alle anderen
Konzepte und Ergebnisse werden im Skript eingeführt.

Die Inhalte der Vorlesungwerden auch in vielen Lehrbüchern der Algebra behan-
delt. Im Anhang finden Sie dazu eine (unvollständige) Liste.

Ich danke den bisherigen Hörern dieser Vorlesung und zwei meiner Kollegen für
viele Hinweise auf Fehler und Verbesserungen im ursprünglichen Skript; ganz
besonders Martin Berger, Tom Drescher, Tobias Olsacher und Florian und Lu-
kasWillmann.TrotzdemkanndasSkriptnatürlich immernochFehler beinhalten
und ich bin für Hinweise auf diese sehr dankbar.





Kapitel 2

Gruppen

EinederwichtigstenalgebraischenStrukturen ist dieGruppe.ObwohlderBegriff
aus der linearen Algebra bekannt ist, führen wir ihn hier nochmal neu ein, um
dann tiefereErgebnissederGruppentheorie zubeweisen. InZusammenhangmit
der Galoistheorie ermöglicht uns das später starke Aussagen über Körper.

2.1 Grundlagen
Definition 2.1.1. (i) Eine Gruppe ist eine Menge G, zusammen mit einer zwei-
stelligen Verknüpfung

∗ : G×G→ G,

die folgende Bedingungen erfüllt:

(Assoziativgesetz) ∀f, g, h (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h),

(neutrales Element) ∃e∀g e ∗ g = g ∗ e = g,

(inverse Elemente) ∀g∃h g ∗ h = h ∗ g = e.

(ii) Gilt zusätzlich

(Kommutativgesetz) ∀g, h g ∗ h = h ∗ g

so nennt manG eine kommutative oder abelscheGruppe.
(iii) Eine Untergruppe vonG ist eine nichtleere TeilmengeH ⊆ Gmit

(Abgeschlossenheit unter ∗) g, h ∈ H ⇒ g ∗ h ∈ H,

7



8 KAPITEL 2. GRUPPEN

(Abgeschlossenheit unter Inversen) h ∈ H, g ∈ G invers zu h⇒ g ∈ H.

Wir verwenden dafür auch die SchreibweiseH < G. △

Bemerkung 2.1.2. Streng genommen ist die Definition oben zunächst proble-
matisch. Zuerst wird die Existenz (mindestens) eines neutralen Elements e ge-
fordert, das in der Bedingung als gebundene Variable auftaucht. In der Definiti-
on von inversen Elementen wird dann aber auf dieses e referenziert. Das ist aus
logischer Sicht sinnlos, und formal richtig müsste das neutrale Element eigent-
lich ebenso wie die Verknüpfung Teil der gegebenen Gruppenstruktur sein, eine
Gruppe also als ein Tripel (G, ∗, e)mit den geforderten Eigenschaften definiert
werden.
Es stellt sich aber heraus dass das neutrale Element, wenn es denn existiert, ein-
deutig bestimmt ist (das ist eine leichte Übungsaufgabe). Mit diesemWissen ist
die obige Definition also in Ordnung, und in den meisten Lehrbüchern findet
man dann auch genau diese. △

Beispiel 2.1.3. (i) Beispiele für abelsche Gruppen sind Z,Q,R,C (oder jeder be-
liebige Körper) mit+ und e = 0. Dabei sind die kleineren jeweils Untergruppen
in den größeren.
(ii) Für n ∈ N sei

Z/nZ := {0, 1, . . . , n− 1}
versehen mit der Addition wie auf einer Uhr. Wir addieren also wie gewöhnlich,
identifizieren aber nmit 0, n + 1mit 1 usw... Auf diese Weise erhalten wir eine
abelsche Gruppe mit n Elementen. Sie ist aber keine Untergruppe von Z, denn die
Verknüpfung ist eine andere. InZgilt (n−1)+1 = n, inZ/nZgilt (n−1)+1 = 0.
(iii) Für einen KörperK istK \ {0}mit · und e = 1 eine abelsche Gruppe.
(iv) DieMengeGLn(K) der invertierbarenMatrizenmit Einträgen ausK ist mit
Matrixmultiplikation und e = I ebenfalls eine Gruppe, die für n ≥ 2 nicht
abelsch ist.
(v) Für jedeMengeX bildendie bijektivenAbbildungen vonX nachX eineGrup-
pe S(X) bezüglich der Hintereinanderausführung ◦, das neutrale Element ist
dabei die identische Abbildung idX . FallsXmindestens 3Elemente hat, istS(X)
nicht abelsch. S(X) wird als Permutationsgruppe oder Symmetriegruppe von
X bezeichnet.
Im Fall X = {1, . . . , n} schreiben wir statt S(X) auch Sn und verwenden für
Permutationen σ ∈ Sn auch die bereits bekannte Matrixschreibweise(

1 2 · · · n
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
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oder die Darstellung als Produkt von Zykeln

(1, σ(1), σ(σ(1)), . . .).

(vi) Sind (G, ∗)und (H, ·)Gruppen, so istdaskartesischeProduktG×H ebenfalls
eine Gruppe mit der komponentenweise definierten Verknüpfung

(g, h) ◦ (g′, h′) := (g ∗ g′, h · h′).

Das neutrale Element ist dabei (eG, eH) und das inverse Element zu (g, h) ist
(g−1, h−1). △

Bemerkung 2.1.4. (i) Das Assoziativgesetz erlaubt uns, Klammern bei kompli-
zierteren Ausdrückenmeistens ganz wegzulassen.
(ii) Man beachte nochmals, dass die Definition der inversen Elemente auf das
neutrale Element eBezug nimmt. Dieses ist eindeutig bestimmt. Umüber inver-
se Element sprechen zu können,mussman es aber kennen. Das inverse Element
zu einem festen Element ist dann ebenfalls eindeutig bestimmt.
(iii) Untergruppen enthalten immer das neutrale Element e und sind für sich
selbst betrachtet Gruppen.
(vi) In abelschen Gruppen wird die Verknüpfung oft mit + bezeichnet und das
neutrale Element mit 0. Das zu g inverse Element wird dannmit−g bezeichnet.
In nicht-abelschen Gruppen verwenden wir oft · und 1 oder ◦ und id für die Ver-
knüpfungunddas neutrale Element.Das zu g inverseElementwirddannmit g−1

bezeichnet. Oft lassen wir · auch einfach weg, schreiben also gh statt g · h. △

Besonders interessiert uns die Frage, welche Untergruppen eine Gruppe haben
kann. Für die ganzen Zahlen ist das leicht zu erkennen:

Lemma 2.1.5. Jede Untergruppe von (Z,+) ist von der Gestalt

nZ = {nz | z ∈ Z}

für einn ∈ Z.

Beweis. Sei H < Z. Der Fall H = {0} ist trivial, also sei n ∈ H \ {0} ein Ele-
ment von kleinstem Betrag. Dann gilt nZ ⊆ H,weilH eine Untergruppe ist. Sei
umgekehrt h ∈ H. Division mit Rest liefert

h = nx+ r

mit x, r ∈ Z, |r| < |n|.Wegen r = h − nx ∈ H folgt daraus r = 0, weil n von
minimalem Betrag gewählt war. Somit gilt h ∈ nZ.
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Wenn man Abbildungen zwischen mathematischen Strukturen betrachtet, for-
dert man sinnvollerweise immer eine Strukturerhaltungseigenschaft. Für Grup-
pen führt das zum Begriff des Gruppenhomomorphismus:

Definition 2.1.6. (i) Seien (G, ∗), (H, ◦) Gruppen. Ein Gruppenhomomorphis-
mus ist eine Abbildung φ : G→ H mit

φ(g ∗ h) = φ(g) ◦ φ(h)

für alle g, h ∈ G.
(ii) Ein Isomorphismus ist ein bijektiverHomomorphismusφ. Das ist äquivalent
dazu, dass es einenHomomorphismusψ : H → G gibtmitφ◦ψ = idH , ψ ◦φ =
idG.

(iii) Zwei Gruppen G,H heißen isomorph (H ∼= G), falls es einen Isomorphis-
mus zwischen ihnen gibt. △

Beispiel 2.1.7. (i) Lineare Abbildungen f : V → W zwischen Vektorräumen sind
Gruppenhomomorphismen.
(ii) Die Multiplikation mit einem festen Körperelement g ∈ K ist ein Gruppen-
homomorphismus

mg : (K,+)→ (K,+)

h 7→ gh.

Betrachtet man stattdessen die Gruppe (K \ {0}, ·), ist es kein Homomorphis-
mus.
(iii) Die Exponentialfunktion exp: (R,+) → (R>0, ·) ist ein Gruppenisomor-
phismus. Insbesondere (R,+) ∼= (R>0, ·).
(iv) DieMenge {−1, 1} ist bezüglich · eine Gruppe. Sie ist isomorph zuZ/2Zmit
+.
(v) Die Signatur von Permutationen

sgn: Sn → {1,−1}

ist ein Gruppenhomomorphismus.
(vi) Die Determinante ist ein Gruppenhomomorphismus

det : GLn(K)→ K \ {0}. △
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Bemerkung 2.1.8. (i) Gruppenhomomorphismen bilden stets die neutralen Ele-
mente aufeinander ab und inverse Elemente auf die entsprechenden Inversen:
φ(g)−1 = φ(g−1).
(ii) Zwei isomorphe Gruppen sind völlig identisch, bis auf die Namen ihrer Ele-
mente. Wir müssen zwischen ihnen nicht mehr unterscheiden. △

DerBegriff derNebenklasse, denwir jetzt definieren, entspricht demeines affinen
Untervektorraums aus der linearen Algebra:

Definition 2.1.9. (i) Für eine UntergruppeH < G und g ∈ G heißt die Menge

gH := {gh | h ∈ H}

eine Linksnebenklasse vonH inG. Analog heißt

Hg := {hg | h ∈ H}

Rechtsnebenklasse. Es gilt

gH = g̃H ⇔ g−1g̃ ∈ H.

Genauso istHg = Hg̃ äquivalent zu gg̃−1 ∈ H.
(ii) Wir bezeichnen mitG/H := {gH | g ∈ G} die Menge der Linksnebenklas-
sen und analog mitH\G die Menge der Rechtsnebenklassen.
(iii) Eine Untergruppe H < G heißt Normalteiler oder normale Untergruppe
vonG, falls gH = Hg für alle g ∈ G gilt. Das ist äquivalent zu

h ∈ H, g ∈ G⇒ g−1hg ∈ H.

Wir schreiben dafürH ◁G. △

Bemerkung/Beispiel 2.1.10. (i) In einer abelschen Gruppe gilt stets

g−1hg = hg−1g = he = h,

also ist jede Untergruppe normal.
(ii) Wir betrachten G = S3 und darin die Untergruppe H = {id, (23)} . Wir
berechnen

(13) ◦H = {(13), (132)} , H ◦ (13) = {(13), (123)} .

Diese beiden Mengen stimmen nicht überein, also ist H keine normale Unter-
gruppe von S3. △



12 KAPITEL 2. GRUPPEN

Lemma 2.1.11. Für einen Gruppenhomomorphismusφ : G→ H ist

ker(φ) := {g ∈ G | φ(g) = eH}

eine normale Untergruppe vonG und

im(φ) := {φ(g) | g ∈ G}

eine Untergruppe vonH. Es istφ genau dann injektiv, wenn ker(φ) = {eG}.

Beweis. Offensichtlich sindker(φ)und im(φ) jeweilsUntergruppen.Fürh ∈ ker(φ)
und g ∈ G gilt

φ(g−1hg) = φ(g)−1φ(h)φ(g) = φ(g)−1eHφ(g) = eH ,

also g−1hg ∈ ker(φ).Damit ist ker(φ) eine normale Untergruppe.
Für die Injektivität sei ker(φ) = {eG} undφ(g1) = φ(g2) für gewisse g1, g2 ∈ G.
Dann gilt

eH = φ(g1)
−1φ(g2) = φ(g−1

1 g2),

also g−1
1 g2 ∈ ker(φ), also g−1

1 g2 = eG, also g1 = g2.

Proposition 2.1.12. SeiH < G. Dann gilt für g, g1, g2 ∈ G stets

g1H = g2H oder g1H ∩ g2H = ∅

sowie
#gH = #H = #Hg.

Insbesondere istG disjunkte Vereinigung seiner Linksnebenklassen sowie seiner Rechtsne-
benklassen und deren Anzahl (fallsG endlich ist) stimmt überein.

Beweis. Sei g ∈ g1H ∩ g2H, also g = g1h1 = g2h2 mit h1, h2 ∈ H. Damit ist
g1 = g2h2h

−1
1 ∈ g2H und somit g1H ⊆ g2H. Die andere Inklusion folgt analog

(ebenso für Rechtsnebenklassen).
Wegen g = ge ∈ gH für alle g ∈ G ist G also die disjunkte Vereinigung der
Nebenklassen.
Die surjektive AbbildungH → gH, h 7→ gh ist injektiv aufgrund der Existenz
des Inversen von g (analog für Rechtsnebenklassen). Daraus folgt die Gleichheit
der Mächtigkeiten und damit insbesondere die Gleichheit ihrer Anzahl.
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Wir können nun den ersten wichtigen Satz über mögliche Untergruppen einer
Gruppe beweisen. Er formuliert eine notwendige Bedingung, schließt also die
Existenz von Untergruppenmit gewissen Eigenschaften aus.

Satz 2.1.13 (Satz von Lagrange). SeiG eine endliche Gruppe undH < G. Dann ist die
Mächtigkeit vonH ein Teiler derMächtigkeit vonG.

Beweis. G wird disjunkt zerlegt durch die Nebenklassen von H, die alle gleich
viele Elemente wieH haben. Damit ist die Aussage klar.

Bemerkung 2.1.14. (i) Eine Gruppemit 8 Elementen kann höchstens Untergrup-
penmit der Mächtigkeit 1, 2, 4, 8 haben.
(ii) Eine GruppeGmit Primzahlmächtigkeit hat nur die beiden trivialen Unter-
gruppen {e} undG. △

Definition 2.1.15. SeiG endlich undH < G. Dann heißt

|G : H| := #G

#H
= #(G/H) = #(H\G)

der Index vonH inG. △

Der folgendeSatzzeigt,warumdieNormalität einerUntergruppe interessant ist.
Die beschriebene Konstruktion ist analog zur Konstruktion eines Faktorraums
aus der linearen Algebra.

Satz 2.1.16. SeiH ◁ G. Dann ist die MengeG/H auf folgendeWeise mit einer wohlde-
finierten Verknüpfung versehen, die sie zu einer Gruppemacht:

(g1H) · (g2H) := (g1g2)H.

Die Projektion

π : G→ G/H

g 7→ gH

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphimusmit ker(π) = H.

Beweis. Wir zeigen zunächst dieWohldefiniertheit. Sei dazu

g1H = g̃1H, g2H = g̃2H,
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also g−1
1 g̃1 ∈ H, g−1

2 g̃2 ∈ H. Aufgrund der Normalität gibt es ein h ∈ H mit

g−1
1 g̃1g̃2 = g̃2h.

Damit gilt (g1g2)−1(g̃1g̃2) = g−1
2 g−1

1 g̃1g̃2 = g−1
2 g̃2h ∈ H, also

(g1g2)H = (g̃1g̃2)H.

NachdemdieWohldefiniertheit gezeigt ist, folgen die Gruppeneigenschaften di-
rekt aus denen vonG:

(fH · gH) · hH = (fg)H · hH = ((fg)h)H = (f(gh))H

= fH · (gh)H = fH · (gH · hH)

eH · gH = (eg)H = gH = (ge)H = gH · eH
gH · g−1H = (gg−1)H = eH.

Die Homomorphie-Eigenschaft der Projektion ist ebenfalls klar:

π(gh) = (gh)H = gH · hH = π(g) · π(h).

Es gilt schließlich

ker(π) = {g ∈ G | gH = eH} = {g ∈ G | g−1e ∈ H} = H.

Definition 2.1.17. Für eine normale UntergruppeH ◁G heißt die GruppeG/H
Faktorgruppe oder Restklassengruppe vonG nachH. △

Beispiel 2.1.18. Wir betrachten Z als Gruppe mit +. Für n ∈ N ist die Menge
H = nZ = {nz | z ∈ Z} eine Untergruppe. DaZ abelsch ist, istH eine normale
Untergruppe, also ist

Z/nZ
wie oben eine Gruppe. Für die Nebenklassem + nZ schreiben wir auch einfach
m. Für a, b ∈ Z schreiben wir auch

a ≡ bmod n

fallsa = b inZ/nZgilt (Sprechweise:akongruent bmodulon).Dies ist äquivalent
zu n | (a− b) inZ. Es gilt zum Beispiel inZ/3Z

2 + 1 = 2 + 1 = 3 = 0.

Man überlegt sich leicht, dass diese Definition vonZ/nZwirklich genaumit der
bereits bekannten übereinstimmt. △
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WirbeendendiesenAbschnittmit einemvielleicht zunächstüberraschendenSatz:

Satz 2.1.19. Jede GruppeGmit#G = n ist isomorph zu einer Untergruppe vonSn.

Beweis. Für g ∈ G ist die Abbildung

mg : G→ G

h 7→ gh

bijektiv und es gilt
mfg = mf ◦mg, m−1

g = mg−1 .

Weiter ist
mg = id⇔ g = e.

Also ist die Abbildung

G→ S(G)

g 7→ mg

ein injektiverGruppenhomomorphismus unddamitG isomorph zu seinemBild,
einer Untergruppe von S(G) ∼= Sn.

2.2 Homomorphie- und Isomorphiesätze
Für das Studium von Gruppen und Homomorphismen ist der Homomorphie-
satz ein wichtiges Werkzeug. Er drückt die universelle Eigenschaft der Faktor-
konstruktion aus und wird im Folgenden oft verwendet.

Satz 2.2.1 (Homomorphiesatz). Für einen Gruppenhomomorphismus

φ : G→ H

ist der folgende Homomorphismus wohldefiniert und injektiv:

φ : G/ ker(φ)→ H

g ker(φ) 7→ φ(g).

Insbesondere giltG/ ker(φ) ∼= im(φ).
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Beweis. SetzeN = ker(φ). FürdieWohldefiniertheit seig1N = g2N , alsog−1
1 g2 ∈

N , also
eH = φ(g−1

1 g2) = φ(g1)
−1φ(g2),

also φ(g1) = φ(g2). Für die Injektivität reicht es, ker(φ) = {e} zu zeigen. Aus
e = φ(gN) = φ(g) folgt aber g ∈ ker(φ) = N , also gN = eN in G/N . Aus
im(φ) = im(φ) folgt die besagte Isomorphie.

Als erste Anwendung erhalten wir eine Klassifizierung von sogenannten zykli-
schen Gruppen.

Definition 2.2.2. (i) Sei G eine Gruppe und A ⊆ G. Dann bezeichnet ⟨A⟩ die
kleinste Untergruppe vonG, dieA enthält. Offensichtlich gilt

⟨A⟩ =
⋂

A⊆H<G

H =
{
a1a2 · · · ar | r ∈ N, ai ∈ A oder a−1

i ∈ A
}
.

(ii) Sei g ∈ G. Dann heißt ⟨g⟩ eine zyklische Gruppe. △

Korollar 2.2.3. Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z oder zu Z/nZ für ein n ∈ Z.
Insbesondere ist jede zyklische Gruppe abelsch.

Beweis. Wirbetrachtendie folgendeAbbildung, die offensichtlich einHomomor-
phismus ist:

φ : Z→ G

z 7→ gz.

Es gilt im(φ) = ⟨g⟩ und nach Lemma 2.1.5 gilt ker(φ) = nZ für ein n ∈ Z, also
folgt die Aussage aus demHomomorphiesatz.

Korollar 2.2.4. Jede GruppeGmit#G = p prim ist zyklisch und damit abelsch.

Beweis. Für e ̸= g ∈ G ist 1 < #⟨g⟩ ein Teiler von |G| = p nach Satz 2.1.13. Also
giltG = ⟨g⟩.

Auch die Isomorphiesätze sind immer wieder nützlich.

Satz 2.2.5 (1. Isomorphiesatz). SeienH < G undN ◁G. Für

HN := {hn | h ∈ H,n ∈ N}

gilt dann:
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(i) HN < G,

(ii) (H ∩N)◁H undN ◁HN ,

(iii) H/(H ∩N) ∼= HN/N.

Beweis. (i) HN ist offensichtlich nicht leer und für h1, h2 ∈ H,n1, n2 ∈ N gilt
h1n1h2n2 = h1h2ñ1n2 für ein ñ1 ∈ N aufgrundderNormalität. Alsoh1n1h2n2 ∈
HN . Analog ist

(h1n1)
−1 = n−1

1︸︷︷︸
∈N

h−1
1 =

−1

h1︸︷︷︸
∈H

n

für ein n ∈ N . Damit istHN eine Untergruppe vonG.
(ii)H ∩N ist offensichtlich eine Untergruppe vonH. Für n ∈ H ∩N und h ∈ H
gilt h−1nh ∈ N aufgrund der Normalität vonN und h−1nh ∈ H aufgrund der
Untergruppeneigenschaft von H. Damit ist (H ∩ N) ◁ H.Wegen e ∈ H gilt
N ⊆ HN und offensichtlich ist es dann eine normale Untergruppe.
Für (iii) verwenden wir den Homomorphiesatz. Zunächst gibt es einen Homo-
morphismus

φ : H → HN/N

h 7→ hN.

Er ist offensichtlich surjektiv, denn für h ∈ H,n ∈ N gilt hnN = hN . Nun gilt

ker(φ) = {h ∈ H | hN = eN} = {h ∈ H | h ∈ N} = H ∩N.

Die Isomorphie folgt also aus der Aussage des Homomorphiesatzes.

Satz 2.2.6 (2. Isomorphiesatz). SeienH,N◁GundH < N .Dann istN/H◁G/H
und

G/N ∼= (G/H) / (N/H) .

Beweis. Aufgabe 11.

2.3 Gruppenoperationen
Definition 2.3.1. (i) SeiG eine Gruppe undX eine Menge. Eine Abbildung

G×X → X

(g, x) 7→ g · x

heißt Gruppenoperation vonG aufX, falls gilt:
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(a) ∀x ∈ X e · x = x,

(b) ∀g, h ∈ G, x ∈ X g · (h · x) = (gh) · x.

(ii) Für eine GruppenoperationG×X → X und x ∈ X heißt

Gx := {g · x | g ∈ G}

die Bahn von x und

Stab(x) := Gx := {g ∈ G | g · x = x}

der Stabilisator von x. △

Bemerkung/Beispiel 2.3.2. (i) Die Gruppe G = GLn(K) operiert aufX = Kn

durchMatrixmultiplikation:

GLn(K)×Kn → Kn

(A, v) 7→ Av.

Dabei gibt es zwei Möglichkeiten für die Bahnen. Für v = 0 gilt Gv = {0},
für v ̸= 0 gilt Gv = Kn \ {0}. Der Stabilisator Stab(v) besteht aus denjeni-
gen Matrizen, für die v ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. Zum Beispiel gilt
Stab(0) = GLn(K).
(ii) Die GruppeOn(R) der orthogonalen Matrizen operiert wie in (i) aufRn. Die
Bahnen sind dabei gerade die Sphären um den Ursprung.
(iii) Die Gruppenverknüpfung einer GruppeG ist eine Operation vonG auf sich
selbst:

G×G→ G

(g, h) 7→ gh.

Wegen der Existenz von Inversen giltGh = G und Stab(h) = {e} für alleh ∈ G.
(iv)G operiert auf sich selbst aber zum Beispiel auch durch Konjugation:

G×G→ G

(g, h) 7→ ghg−1.

Für h ∈ G ist dann Stab(h) = {g ∈ G | gh = hg} die Menge aller Elemente,
die mit h kommutieren. Die Bahn Gh = {ghg−1 | g ∈ G} nennt man auch die
Konjugationsklasse von h inG.
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(v) SeiH < G eineUntergruppe.DannoperiertG auf derMengeG/H der Links-
nebenklassen durch

G×G/H → G/H

(g, fH) 7→ (gf)H.

UmdieWohldefiniertheit nachzuweisen, benötigtmanhiernichtdieNormalität!
(vi) Für eine GruppenoperationG×X → X liefert jedes g ∈ G eine Abbildung

mg : X → X

x 7→ g · x.

Dabei gilt aufgrund der Axiomeme = idX undmgh = mg ◦ mh. Insbesondere
giltmg−1 = (mg)

−1 und allemg sind bijektiv, alsomg ∈ S(X). Man kann eine
Gruppenoperation vonG aufX also wahlweise auch einfach definieren als einen
GruppenhomomorphismusG→ S(X). △

Lemma 2.3.3. SeiG×X → X eine Gruppenoperation. Dann gilt:

(i) Bahnen sind entweder disjunkt oder identisch, liefern also eine disjunkte Zerlegung
vonX.

(ii) Für jedes x ∈ X ist Stab(x) eine Untergruppe vonG.

Beweis. (i):Gx∩Gy ̸= ∅ bedeutet g1x = g2y für gewisse g1, g2 ∈ G. Daraus folgt

x = ex = (g−1
1 g1)x = g−1

1 (g1x) = g−1
1 (g2y) = (g−1

1 g2)y ∈ Gy

und damit offensichtlichGx ⊆ Gy. Die andere Inklusion folgt analog.
(ii): e ∈ Stab(x) folgt aus der Definition von Gruppenoperation, also Stab(x) ̸=
∅. Für g, h ∈ Stab(x) gilt

(gh)x = g(hx) = gx = x

g−1x = g−1(gx) = (g−1g)x = ex = x,

also gh, g−1 ∈ Stab(x).

Definition2.3.4. (i) EineGruppenoperationheißt transitiv, falls esnur eineBahn
gibt, alsoGx = X für alle x ∈ X gilt.
(ii) EineTeilmengeV ⊆ X heißtvollständigesVertretersystemderBahnen, falls
für jede BahnGx gilt

#(Gx ∩ V ) = 1. △
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Satz 2.3.5 (Bahnengleichung). SeiX eine endliche Menge,G × X → X eine Grup-
penoperation undV ⊆ X ein vollständiges Vertretersystem der Bahnen. Dann gilt

#X =
∑
v∈V

|G : Stab(v)|.

Beweis. Für x ∈ X betrachte die Abbildung

π : G→ Gx

g 7→ gx.

Dann gilt

π(g1) = π(g2) ⇔ g1x = g2x

⇔ g−1
2 g1x = x

⇔ g−1
2 g1 ∈ Stab(x)

⇔ g1Stab(x) = g2Stab(x).

Also induziert π eine bijektive Abbildung zwischen G/Stab(x) und Gx und es
gilt |G : Stab(x)| = #Gx. Da die BahnenX disjunkt zerlegen, folgt daraus die
Aussage.

Beispiel 2.3.6. Wir betrachten die offensichtlich transitive Operation

Sn × {1, . . . , n} → {1, . . . , n}
(σ, i) 7→ σ(i).

Für jedes i ∈ {1, . . . , n} gilt also

n = #{1, . . . , n} = |Sn : Stab(i)| = #Sn
#Stab(i)

=
n!

#Stab(i)
,

also#Stab(i) = (n− 1)! △

Definition 2.3.7. (i) Für eine GruppeG nennt man

Z(G) := {g ∈ G | ∀h ∈ G gh = hg}

das Zentrum vonG.
(ii) Für h ∈ G heißt

CG(h) = {g ∈ G | gh = hg}
der Zentralisator von h inG. △
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Lemma 2.3.8. Es giltZ(G)◁G undCG(h) < G für alleh ∈ G.

Beweis. Aufgabe 13.

Korollar 2.3.9 (Klassengleichung). SeiG eine endliche Gruppe und V ein Vertretersy-
stem aller Konjugationsklassen inGmitmindestens 2Elementen. Dann gilt

#G = #Z(G) +
∑
v∈V

|G : CG(v)|.

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Anwendung der Bahnengleichung auf die
Operation vonG auf sich selbst durchKonjugation (siehe Beispiel 2.3.2 (iii)).Man
beachte dabei nur, dassStab(v) = CG(v) gilt, die BahnGv gerade die Konjugati-
onsklasse von v ist und die Konjugationsklasse eines Elementes genau dann nur
ein Element hat, wenn das Element im Zentrum liegt.

Korollar 2.3.10. Sei p eine Primzahl undG eine Gruppe mit#G = pr > 1. Dann gilt
Z(G) ̸= {e}.

Beweis. In der Klassengleichung ist p ein Teiler der linken Seite und ebenfalls ein
Teiler von |G : CG(v)| für v ∈ V , da dann CG(v) ̸= G. Also ist p ein Teiler von
#Z(G) und insbesondere#Z(G) > 1.

2.4 Existenz vonUntergruppen und Sylow-Sätze
Wirwollen uns nunmit der Frage beschäftigen,was fürUntergruppenman in ei-
ner gegebenen Gruppe wirklich finden kann. Das ermöglicht uns später in Kom-
bination mit der Galoistheorie starke Ergebnisse.

Definition 2.4.1. SeiG eine Gruppe. Die Ordnung ord(g) eines Elements g ∈ G
ist die Mächtigkeit der Untergruppe ⟨g⟩. △

Lemma 2.4.2. SeiG eine Gruppe und g ∈ G.
(i) Es gilt gz = e für z ∈ Z genau dann, wenn ord(g) | z. Insbesondere ist die Ordnung
von g die kleinste positive Zahlnmit gn = e.
(ii) Falls gp = e für eine Primzahl p gilt, folgt g = e oder ord(g) = p.

Beweis. Wie in Korollar 2.2.3 betrachten wir den Homomorphismus

φ : Z→ ⟨g⟩; z 7→ gz.
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Dann gilt ker(φ) = nZ undZ/nZ ∼= ⟨g⟩, woraus n = ord(g) folgt. Wegen

gz = e ⇔ z ∈ ker(φ) ⇔ n | z

ist Aussage (i) klar und (ii) folgt direkt daraus.

DasnächsteErgebnis ist unter anderemdieGrundlage für einenersten einfachen
Primzahltest und wird auch in der Kryptographie verwendet.

Korollar 2.4.3 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl und a ∈ N mit 1 ≤
a < p. Dann gilt

p | ap−1 − 1.

Beweis. Die Menge Z/pZ ist mit + und · sogar ein Körper. Dazu benötigt man
dass p eine Primzahl ist (Aufgabe 16). Insbesondere ist

G = (Z/pZ) \ {0}

eine Gruppe bezüglich ·, die genau p − 1 Elemente hat. Wegen a ∈ G gilt nach
Satz 2.1.13 ord(a) | p− 1, also n · ord(a) = p− 1, also

ap−1 = ap−1 =
(
aord(a)

)n
= 1

n
= 1.

Das bedeutet aber inZ gerade p | ap−1 − 1.

Nach Satz 2.1.13 gilt ord(g) | #G für alle g ∈ G. Eine erste teilweise Umkehrung
dieser Aussage ist der folgende Satz.

Proposition 2.4.4 (Lemma von Cauchy). SeiG eine endliche Gruppe und p eine Prim-
zahl mit p | #G. Dann gibt es inG ein Element gmit ord(g) = p.

Beweis. Wir betrachten die Menge

X = {(g1, . . . , gp) ∈ Gp | g1 · · · gp = e} ,

und sehen dass#X = (#G)p−1 gelten muss. Man kann nämlich die ersten p −
1 Einträge eines Tupels beliebig vorgeben, der letzte Eintrag ist dann eindeutig
bestimmt. Inbesondere gilt p | #X.
Nun betrachten wir die folgende (wohldefinierte!) Gruppenoperation:

Z/pZ×X → X(
i, (g1, . . . , gp)

)
7→ (gi+1, gi+2, . . . , gp, g1, g2, . . . , gi).
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Die Mächtigkeit jeder Bahn ist ein Teiler von #Z/pZ = p, wie wir im Beweis
der Bahnengleichung gesehen haben. Damit hat jede Bahn entweder 1 oder p
Elemente. Es gibt aber Bahnen mit einem Element, zum Beispiel die Bahn von
(e, . . . , e) ∈ X. Weil die BahnenX disjunkt zerlegen und weil p | #X gilt, muss
dieAnzahl der einelementigenBahnendeshalb ebenfalls durchp teilbar sein. Ins-
besondere ist sie echt größer als 1. Also gibt es ein e ̸= g ∈ Gmit (g, . . . , g) ∈ X,
also gp = e.Mit Lemma 2.4.2 (ii) folgt die Aussage.

Für abelsche Gruppen erhalten wir eine komplette Umkehrung des Satzes von
Lagrange:

Satz 2.4.5. SeiG eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es für jeden Teiler n von#G
eine UntergruppeH vonGmit#H = n.

Beweis. WirbeweisendieAussage per Induktionüber#G. Für#G = 1 ist nichts
zu zeigen. Sei also #G > 1. Für n = 1 ist die Aussage ebenfalls klar. Sei also
n > 1 und p eine Primzahl mit p | n. Wegen p | #G gibt es nach dem Lemma
von Cauchy eine Untergruppe U vonGmit#U = p. DaG abelsch ist, ist U eine
normale Untergruppe und damitG/U wieder eine Gruppe und wegen

#(G/U) =
#G

p
< #G

finden wir nach Induktionsannahme eine Untergruppe H̃ < G/U mit

#H̃ =
n

p
.

Sei π : G→ G/U die kanonische Projektion. Dann ist

H := π−1(H̃)

aber eine Untergruppe vonGmit Mächtigkeit nwie gewünscht. Die Untergrup-
peneigenschaft ist dabei klar. Für die Mächtigkeit betrachten wir die surjektive
Einschränkung π̃ : H → H̃. Wegen ker(π) ⊆ H gilt

U = ker(π) = ker(π̃),

also nach dem Homomorphiesatz H/U ∼= H̃. Für die Mächtigkeiten bedeutet
das

n

p
= #H̃ = #(H/U) =

#H

#U
=

#H

p
,

also#H = n.
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Eine ebenfalls vollständige Umkehrung des Satzes von Lagrange erhalten wir für
Gruppenmit Primzahlpotenz-Mächtigkeit:

Proposition 2.4.6. Sei p eine Primzahl undG eine Gruppe mit#G = pr.Dann gibt es
für jedes 0 ≤ k ≤ r eine UntergruppeH vonGmit#H = pk.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion über r. Für r = 1 ist nichts zu
zeigen, sei also r > 1. Sei ebenfalls k > 0. Nach Korollar 2.3.10 giltZ(G) ̸= {e},
alsop | #Z(G)nachSatz 2.1.13 unddeshalb gibt es nachdemLemmavonCauchy
ein g ∈ Z(G)mit ord(g) = p. Weil g im Zentrum liegt, ist U = ⟨g⟩ eine norma-
le Untergruppe von G und wir betrachten den kanonischen Gruppenhomomor-
phismus

π : G→ G/U.

Es gilt#(G/U) = pr−1 und nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Unter-
gruppe H̃ < G/U mit #H̃ = pk−1. Mit dem selben Argument wie im letzten
Beweis ist dann

H := π−1(H̃)

eine Untergruppe vonGmit Mächtigkeit pk.

Für allgemeineGruppengibt es keine vollständigeUmkehrungdes Satzes vonLa-
grange, nur eine teilweise:

Satz 2.4.7 (1. Sylowsatz). Sei G eine endliche Gruppe mit#G = prm, wobei p eine
Primzahl mit p ∤ m sei. Dann gibt es für jedes 0 ≤ k ≤ r eine UntergruppeH vonGmit
#H = pk.

Beweis. Zunächst zeigen wir die Existenz einer Untergruppe mit pr Elementen.
Dazu verwendenwir Induktion über n = #G. Im Fall n = 1 ist nichts zu zeigen.
Wir nehmen also an, dass die Aussage für alle Gruppen mit Mächtigkeiten < n
bereits bewiesen ist.
1. Fall:Gbesitzt eineechteUntergruppeHmitpr | #H.Danngibt esnach Induk-
tionsvoraussetzung inH eine Untergruppe der Mächtigkeit pr und das ist auch
eine Untergruppe vonG.
2. Fall: Für jede echte UntergruppeH vonG gilt pr ∤ #H, also p | |G : H|. Die
Klassengleichung besagt

#G = #Z(G) +
∑
v∈V

|G : CG(v)|,
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wobei alle in der Summe auftretenden CG(v) echte Untergruppen von G sind.
Daraus folgt p | #Z(G) und nach dem Lemma von Cauchy gibt es ein g ∈ Z(G)
mit ord(g) = p.DadieUntergruppeU = ⟨g⟩ imZentrum vonG enthalten ist, ist
sie eine normale Untergruppe vonG und wir betrachten den kanonischen Grup-
penhomomorphismus

π : G→ G/U.

Es gilt#(G/U) = pr−1m < n und nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine
Untergruppe H̃ < G/U mit#H̃ = pr−1. Genau wie im letzten Beweis erhalten
wir damit die UntergruppeH = π−1(H̃)mit#H = pr.Nach unserer Annahme
indiesem2.FallmussnunH = G seinunddamit sindwir imFall vonProposition
2.4.6.

Beispiel 2.4.8. (i) Sei G eine Gruppe mit#G = 12 = 22 · 3. Dann gibt es in G
Untergruppenmit

1, 2, 3, 4, 12

Elementen.
(ii) Wir betrachten zunächst allgemein die Gruppe Sn und den Gruppenhomo-
morphimus

sgn: Sn → {1,−1}.

Dann istAn := ker(sgn) eine normale Untergruppe in Sn, genannt die alternie-
rende Gruppe. An besteht also gerade aus den Permutationen, die ein Produkt
einer geraden Anzahl von Transpositionen sind. Wegen Sn/An ∼= {1,−1} folgt
sofort#An = #Sn/2 = n!/2, also zum Beispiel#A4 = 12. In A4 gibt es aller-
dings keine Untergruppe mit Mächtigkeit 6 (Aufgabe 18). △

Definition 2.4.9. Sei p eine Primzahl mit#G = prm und p ∤ m.
(i)H < G heißt p-Untergruppe vonG, falls#H = pk für ein 0 ≤ k ≤ r gilt.
(ii)H < G heißt p-Sylow-Untergruppe, falls#H = pr gilt. △

Satz 2.4.10 (2. Sylowsatz). SeiG eine endliche Gruppe mit#G = prm, wobei p eine
Primzahlmitp ∤ m sei. SeienH einep-Untergruppe undS einep-Sylow-Untergruppe von
G. Dann gibt es ein g ∈ Gmit

H ⊆ gSg−1.

Insbesondere ist jede p-Untergruppe in einer p-Sylow-Untergruppe enthalten und je zwei
p-Sylow-Untergruppen sind zueinander konjugiert.
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Beweis. SeiSp dieMenge aller p-Sylow-Untergruppen vonG. Offensichtlich ope-
riertG auf Sp durch Konjugation:

G× Sp → Sp

(g, U) 7→ gUg−1.

SeiΩ ⊆ Sp die Bahn von S unter dieser Operation, also

Ω =
{
gSg−1 | g ∈ G

}
.

Offensichtlich gilt S < Stab(S) < G, also pr = #S | #Stab(S) und damit ist p
kein Teiler von

#Ω = |G : Stab(S)| = #G

#Stab(S)
.

Die UntergruppeH operiert genau wie G durch Konjugation auf Ω (nur im Ge-
gensatz zuG nicht unbedingt transitiv). Dabei sind die Bahnenlängen Potenzen
von p oder 1, denn das sind die einzigen Teiler von#H. Da die Bahnen Ω dabei
disjunkt zerlegen und p kein Teiler von#Ω ist, muss mindestens eine Bahn der
Länge 1 auftreten. Es gibt also S ′ = gSg−1 ∈ Ωmit

hS ′h−1 = S ′ für alle h ∈ H.

Wie im Beweis des ersten Isomorphiesatzes zeigt man damit leicht, dass HS ′

eine Untergruppe vonG ist, S ′ ◁HS ′ undH ∩ S ′ ◁H gilt sowie

H/(H ∩ S ′) ∼= HS ′/S ′.

DieMächtigkeit der linken Seite sowie die von S ′ ist aber jeweils eine Potenz von
p und damit ist auch#(HS ′) eine p-Potenz. Da S ′ eine p-Sylow-Untergruppe in
G ist, folgt aus S ′ ⊆ HS ′ dann schon S ′ = HS ′. Das impliziert H ⊆ S ′, die
gewünschte Aussage.

Satz 2.4.11 (3. Sylowsatz). SeiG eine endliche Gruppe mit#G = prm, wobei p eine
Primzahl mit p ∤ m sei. Sei s die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen vonG. Dann gilt

s | m und s ≡ 1mod p.

Beweis. Wie im letzten Beweis betrachten wir die Menge Sp aller p-Sylow-
Untergruppen und die Operation

G× Sp → Sp

(g, U) 7→ gUg−1.
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Da je zwei p-Sylow-Untergruppen zueinander konjugiert sind, ist die Operation
transitiv, d.h. mit beliebigem S ∈ Sp und der Notation des letzten Beweises gilt
Ω = Sp. Dort wurde aber gezeigt, dass p kein Teiler von

#Ω = |G : Stab(S)| = #G

#Stab(S)

ist, also s = #Ω | m. Lässt man nun S anstatt G auf Sp operieren, so gibt es
wieder ein S ′ ∈ Sp mit Bahnenlänge 1 und dafür gilt S ⊆ S ′, wie im letzten
Beweis gezeigt. Das impliziert aber S = S ′, also gibt es genau eine Bahn mit
Bahnenlänge 1, alle anderen Bahnenlängen sind Vielfache von p. Daraus folgt

s = #Ω ≡ 1 mod p.

Korollar 2.4.12. Bis auf Isomorphie gibt es nur eine Gruppe mit 15 Elementen, nämlich
die zyklische GruppeZ/15Z.

Beweis. SeiG eine Gruppe mit#G = 15 = 3 · 5. Sei s3 die Anzahl der 3-Sylow-
Untergruppen und s5 die Anzahl der 5-Sylow-Untergruppen vonG. Es gilt s3 | 5
und s3 ≡ 1 mod 3 und daraus folgt s3 = 1. Analog folgt s5 = 1. Die (einzige) 3-
Sylow-Untergruppe S3 und die (einzige) 5-Sylow-Untergruppe S5 müssen dann
aber normale Untergruppen in G sein. Außerdem gilt S3 ∩ S5 = {e}, weil die
Ordnung eines Elements im Durchschnitt ein Teiler von 3 und von 5 sein muss.
Für g ∈ S3, h ∈ S5 gilt dann

ghg−1h−1 ∈ S3 ∩ S5,

aufgrund der Normalität, also ghg−1h−1 = e, also gh = hg. Die Elemente von
S3 und S5 kommutieren also miteinander. Damit ist die folgende Abbildung ein
Homomorphismus:

S3 × S5 → G

(g, h) 7→ gh.

Wegen S3 ∩ S5 = {e} ist er injektiv. Da beide Gruppen aber 15 Elemente haben,
ist er surjektiv und damit ein Isomorphismus.
Es gilt aber S3

∼= Z/3Z und S5
∼= Z/5Z nach Korollar 2.2.4 und Korollar 2.2.3.

Damit istG isomorph zuZ/3Z×Z/5ZunddieseGruppe istwiederum isomorph
zuZ/15Z (Aufgabe 19).
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2.5 Auflösbare Gruppen
Der Begriff einer auflösbarenGruppe ist zunächst sehr abstrakt. Erwird aber ge-
braucht, um später die Existenz von Lösungsformeln für polynomiale Gleichun-
gen zu untersuchen. SeiG stets eine Gruppe.

Definition 2.5.1. (i) Für g, h ∈ G heißt [g, h] := ghg−1h−1 der Kommutator von
g und h.
(ii) Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe von G heißt
Kommutator-Untergruppe und wird mitK(G) bezeichnet. △

Lemma 2.5.2. (i) Es gilt [g, h]−1 = [h, g]. Inbesondere besteht die Kommutator-Unter-
gruppe aus allen endlichen Produkten von Kommutatoren, d.h.

K(G) = {[g1, h1] · · · [gn, hn] | n ∈ N, gi, hi ∈ G} .

(ii)K(G) ist eine normale Untergruppe inG.
(iii) FürN ◁G gilt

G/N abelsch ⇔ K(G) ⊆ N.

K(G) ist also die kleinste normale Untergruppemit abelscher Faktorgruppe.

Beweis. (i) ist klar:

[g, h]−1 = (ghg−1h−1)−1 = hgh−1g−1 = [h, g].

Für (ii) rechnet man direkt nach

f−1[g1, h1][g2, h2| · · · [gn, hn]f = [f−1g1f, f
−1h1f ]︸ ︷︷ ︸

∈K(G)

· · · [f−1gnf, f
−1hnf ]︸ ︷︷ ︸

∈K(G)

.

(iii)G/N ist genau dann abelsch, wenn für alle g, h ∈ G gilt

ghN = gN · hN = hN · gN = hgN,

also
N ∋ (gh)(hg)−1 = ghg−1h−1 = [g, h],

alsoK(G) ⊆ N .

Lemma 2.5.3. (i) Für abelsche Gruppen giltK(G) = {e}.
(ii) Für allen ≥ 1 giltK(Sn) = An.
(iii) Fürn = 1, 2, 3 giltK(An) = {id}.
(iv)K(A4) ∼= Z/2Z× Z/2Z ist abelsch.
(v) Fürn ≥ 5 giltK(An) = An.
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Beweis. (i) folgt aus Lemma 2.5.2 (iii) und ist auch direkt klar, da in abelschen
Gruppen immer

[g, h] = ghg−1h−1 = gg−1hh−1 = e

gilt.
(ii) Für n = 1 ist die Aussage klar. Für n ≥ 2 gilt

Sn/An ∼= {1,−1} ∼= Z/2Z

und das ist eine abelsche Gruppe. Damit gilt nach Lemma 2.5.2 (iii)

K(Sn) ⊆ An.

Für n = 2 gilt offensichtlich A2 = {id} und damit Gleichheit. Für n ≥ 3 ist
jedes Element vonAn ein Produkt von 3-Zyklen (Aufgabe 17). Für i, j, k paarweise
verschieden gilt aber

(ijk) = (ik)(jk)(ik)−1(jk)−1 = [(ik), (jk)] ∈ K(Sn).

Daraus folgtAn ⊆ K(Sn).
(iii) ist klar, da die GruppenAn für n ≤ 3 abelsch sind. (iv) ist Aufgabe 22.
Für (v) reicht es zu zeigen, dass fürn ≥ 5 jeder 3-Zykel inSn einKommutator von
3-Zykeln ist. Seien dazu i, j, k ∈ {1, . . . , n} paarweise veschieden. Wähle dann
zwei weitere unterschiedliche Elemente l,m ∈ {1, . . . , n} und berechne

(ijk) = [(ijl), (ikm)] ∈ K(An).

Definition 2.5.4. (i) EineNormalreihe fürG ist eine Folge von normalen Unter-
gruppen

{e} = Gn ◁Gn−1 ◁ · · ·◁G1 ◁G0 = G.

Man beachte dabei, dass jedes Gi+1 nur eine normale Untergruppe in Gi sein
muss, nicht etwa in G. Die Gruppen Gi/Gi+1 heißen Faktoren der Normalrei-
he.
(ii)G heißt auflösbar, wennG eine Normalreihemit abelschen Faktoren besitzt.

△

Wir setzen nunK0(G) := G und iterativ

Ki+1(G) := K(Ki(G)).

Auf diese Weise erhalten wir eine absteigende Folge von Untergruppen von G,
die jeweils normale Untergruppen in der vorhergehendenGruppe sind,mit abel-
schen Faktoren.
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Satz 2.5.5. G ist genau dann auflösbar, wenn

Kn(G) = {e}

für einn ∈ N gilt.

Beweis. FallsKn(G) = {e} gilt, ist

{e} = Kn(G)◁Kn−1(G)◁ · · ·◁K1(G)◁K0(G) = G

offensichtlich eine Normalreihe mit abelschen Faktoren, also istG auflösbar. Sei
umgekehrt

{e} = Gn ◁Gn−1 ◁ · · ·◁G1 ◁G0 = G

eine Normalreihe mit abelschen Faktoren.Wir zeigen induktiv

Ki(G) ⊆ Gi

und daraus folgt dann die Behauptung. Für i = 0 ist die Aussage klar. Es gelte
nun Ki(G) ⊆ Gi für ein i. Es ist Gi/Gi+1 abelsch, also K(Gi) ⊆ Gi+1 nach
Lemma 2.5.2 (iii). Somit gilt

Ki+1(G) = K(Ki(G)) ⊆ K(Gi) ⊆ Gi+1.

Korollar 2.5.6. Fürn ≤ 4 istSn auflösbar, fürn ≥ 5 nicht.

Beweis. Folgt aus Satz 2.5.5 und Lemma 2.5.3.

Satz 2.5.7. (i) Jede Untergruppe einer auflösbaren Gruppe ist auflösbar.
(ii) FürN ◁G gilt

G auflösbar ⇔ G/N undN auflösbar.

Beweis. (i) folgt direkt ausSatz 2.5.5, da fürH < GoffensichtlichK(H) < K(G)
gilt. Für (ii) sei zunächstGauflösbar, alsoKn(G) = {e}.Nach (i) ist dannauchN
auflösbar. Sei π : G → G/N die kanonische (surjektive) Projektion. Dann über-
legt man sich leicht

Kn(G/N) = π (Kn(G)) = {e},

also ist auchG/N auflösbar.
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Gelte nun umgekehrtKn(G/N) = {e} undKm(N) = {e}.Dann gilt wieder

π (Kn(G)) = Kn (G/N) = {e},

alsoKn(G) ⊆ ker(π) = N.Daraus folgt

Kn+m(G) ⊆ Km(N) = {e},

also istG auflösbar.

Satz 2.5.8. Sei G eine Gruppe mit #G = pr, wobei p eine Primzahl sei. Dann ist G
auflösbar.

Beweis. Wir verwenden vollständige Induktion über r, der Fall r = 0 ist trivial.
Für r > 1 hat G nach Korollar 2.3.10 ein nichttriviales Zentrum Z(G) ◁ G. Es
ist aber Z(G) abelsch und damit auflösbar und#(G/Z(G)) = pk für ein k < r.
Nach Induktionsvoraussetzung ist damitG/Z(G) auflösbar und nach Satz 2.5.7
damit auchG.
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Kapitel 3

Ringe

Eineweiterewichtige Struktur in der Algebra ist der Ring. ImGegensatz zu einer
Gruppe besitzt ein Ring zwei verschiedene Verknüpfungen. Die aus der linearen
Algebra bekannten Körper sind Spezialfälle von Ringen.

3.1 Grundlagen
Definition 3.1.1. (i) Ein Ring ist eine MengeR zusammenmit zwei Verknüpfun-
gen

+: R×R→ R

· : R×R→ R,

genannt Addition undMultiplikation, sodass gilt:

• R ist bezüglich Addition eine abelsche Gruppe (das neutrale Element be-
zeichnen wir mit 0).

• Die Multiplikation ist assoziativ und besitzt ein neutrales Element 1.

• Addition und Multiplikation erfüllen das Distributivgesetz, d.h. für alle
a, b, c ∈ R gilt

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c), (b+ c) · a = (b · a) + (c · a).

(ii) Der RingR heißt kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist.

33
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(iii) Ein Teilring von R ist eine Teilmenge S ⊆ Rmit 0, 1 ∈ S, die mit den von
R vererbten Verknüpfungen selbst ein Ring ist. Anders formuliert muss S abge-
schlossenunter+und · sein und zu jedemElement das additiv Inverse enthalten.
(iv) Die Menge

R× := {a ∈ R | ∃b ∈ R ab = ba = 1}
heißt Menge der Einheiten von R. Sie bildet eine Gruppe bezüglich Multiplika-
tion. Das multiplikativ inverse Element von a ∈ R× ist eindeutig bestimmt, wir
bezeichnen es mit a−1.
(v) Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung φ : R → S zwischen Ringen,
die für alle a, b ∈ R erfüllt:

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)

φ(a · b) = φ(a) · φ(b)
φ(1R) = 1S.

Dabei definieren wir Kern und Bild als

ker(φ) := {a ∈ R | φ(a) = 0S}

im(φ) := {φ(a) | a ∈ R} .
(vi) Ein Isomorphismus ist einbijektiverRinghomomorphismus.ZweiRinge sind
isomorph (in Zeichen R ∼= S), falls es einen Isomorphismus zwischen ihnen
gibt. △

Beispiel 3.1.2. (i) Das bekannteste Beispiel eines kommutativen Ringes sind die
ganzenZahlenZmit+und ·.Es ist aber jederKörper insbesondere aucheinRing,
also zum BeispielQ,R,C. Wir erhalten eine Kette von Teilringen

Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C.

In einem KörperK gilt immerK× = K \ {0}. Im Unterschied zu einem Körper
müssen in einemRing aber inverse Elemente bezüglich · nicht immer existieren.
Es gilt zum BeispielZ× = {−1, 1}.
(ii) Der einzige Ringhomomorphismus φ : Z → Z ist die Identität. Das Gleiche
stimmt fürHomomorphismen vonQundR in sich selbst (Aufgabe 27). AufC gibt
es außer der Identität aber zum Beispiel noch die komplexe Konjugation.
(iii) Die Menge der Polynome

K[x] =
{
c0 + c1x+ c2x

2 + · · ·+ cdx
d | d ∈ N, ci ∈ K

}
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über einem Körper bildet einen kommutativen Ringmit der bekannten Addition
undMultiplikation von Polynomen. Allgemeiner kannK dabei selbst ein beliebi-
ger kommutativer Ring sein. Für jedes a ∈ K ist die Auswertungsabbildung

ea : K[x]→ K

p 7→ p(a)

ein Ringhomomorphismus. Für ein Polynom

0 ̸= p = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cdx

d ∈ K[x]

mit cd ̸= 0 definieren wir den Grad von p als deg(p) := d. Dabei heißt cd auch
der Leitkoeffizient von p. Wir setzen zusätzlich deg(0) := −∞.
(iv) Für jeden RingR ist die MengeMatn(R) der n × n-Matrizen mit Einträgen
aus R erneut ein Ring, der im Allgemeinen nicht kommutativ ist. Dabei ist die
Addition komponentenweise definiert, die Multiplikation ist die bekannte Ma-
trixmultiplikation.DieNullmatrix ist das neutrale Element bezüglich+, die Ein-
heitsmatrix das neutrale Element bezüglich ·.
(v) SeiM eineMenge. Dann bildet die MengeF(M,R) aller reellwertigen Abbil-
dungen aufM einen kommutativen Ring bezüglich punktweise definierter Ad-
dition undMultiplikation:

(f + g)(m) := f(m) + g(m)

(f · g)(m) := f(m) · g(m).

Auch hier kann statt R ein beliebiger Ring R gewählt werden (wobei F(M,R)
dann nicht mehr unbedingt kommutativ ist). Die Auswertungsabbildung in ei-
nem festen Punktm ∈M ist ein Ringhomomorphismus:

em : F(M,R)→ R

f 7→ f(m).

DieMenge C(M,R) aller stetigen Funktionen ist ein Teilring vonF(M,R) (wenn
M beispielsweise ein metrischer Raum ist).
(vi) Die Menge

Z[i] := Z+ Zi = {a+ bi | a, b ∈ Z}

ist ein Teilring vonC, genannt der Ring der ganzen gaußschen Zahlen.
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(vii) SeiGGruppe undR ein Ring. Dann ist derGruppenring vonG überR defi-
niert als Menge aller formalen endlichen Linearkombinationen von Gruppenele-
mentenmit Koeffizienten ausR:

RG :=

{∑
g∈G

cgg | cg ∈ R, nur endlich viele cg ̸= 0

}
.

Dabei addiert man Elemente koeffizientenweise, d.h.∑
g

cgg +
∑
g

dgg :=
∑
g

(cg + dg)g.

Die Multiplikation definiert man über die Gruppenverknüpfung von G und das
Distributivgesetz:(∑

g

cgg

)
·

(∑
g

dgg

)
:=
∑
g,h

cgdh︸︷︷︸
∈R

gh︸︷︷︸
∈G

=
∑
g

(∑
h

cgh−1dh

)
g.

Es gibt dann einen injektiven Ringhomomorphismus

R→ RG

a 7→ ae

und einen injektiven Gruppenhomomorphismus

G→ (RG)×

g 7→ 1g.

(viii) Sind R, S Ringe, so ist das kartesische Produkt R × S mit komponenten-
weise definierten Verknüpfungen ein Ring. △

Bemerkung 3.1.3. (i) DaRmit+ eine abelsche Gruppe ist, gelten alle bereits be-
wiesenen Aussage dafür. Beispielsweise sind das neutrale Element und die inver-
sen Elemente eindeutig bestimmt und Ringhomomorphismen bilden 0 auf 0 ab.
Für die Multiplikation ist das schwieriger, da es keine inversen Elemente geben
muss. Das neutrale Element 1 ist aber trotzdem eindeutig bestimmt. FürHomo-
morphismen fordern wir, dass 1 auf 1 abgebildet wird.
(ii) In Ringen gelten einige einfache Rechenregeln, wie zum Beispiel

0 · a = 0
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oder
−(a · b) = (−a) · b = a · (−b)

für alle a, b ∈ R.
(iii) Umdie Anzahl von Klammern zu verringern, vereinbarenwir, dassMultipli-
kation stärker bindet als Addition.Wir schreiben also

a · b+ c · d

anstelle von
(a · b) + (c · d).

Wiederum lassen wir · oft einfach weg, schreiben also ab anstelle von a · b.
(iv)DieUmkehrabbildungeines Isomorphismus ist automatischwieder einRing-
homomorphismus.
(v) EinRinghomomorphismusφ ist genaudann injektiv,wennker(φ) = {0} gilt.
Das folgt direkt aus Lemma 2.1.11, da jeder Ringhomomorphismus insbesondere
ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppen ist.
(vi) Das Bild im(φ) eines Ringhomomorphismus φ : R → S ist ein Teilring von
S.
(vii) Die meisten der von uns betrachteten Ringe sind kommutativ. △

Ideale spielen in einem Ring in etwa die Rolle von normalen Untergruppen in
Gruppen. Insbesondere kann man mit Idealen wieder eine Faktorkonstruktion
durchführen.

Definition 3.1.4. Ein Ideal ist eine nicht-leere Teilmenge I ⊆ R, welche die bei-
den folgenden Bedingungen erfüllt:

• a, b ∈ I ⇒ a+ b ∈ I

• a ∈ I, b ∈ R ⇒ a · b ∈ I und b · a ∈ I.

Wir verwenden dafür die Notation I ◁R. △

Bemerkung/Beispiel3.1.5. (i) JederRingRbesitztdiebeiden trivialen Ideale{0}, R.
(ii) Ein Ideal I ◁R ist im Regelfall kein Teilring vonR. Es gilt nämlich

1 ∈ I ⇔ I = R.

Das folgt unmittelbar aus der zweiten Bedingung in der Definition von Idealen.
Noch etwas allgemeiner kann ein echtes Ideal I ⪇◁ R niemals ein Element ent-
halten, das invertierbar bezüglich der Multiplikation ist. Insbesondere gibt es in
Körpern nur die beiden trivialen Ideale {0}, K.
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(iii) Ein Ideal ist insbesondere eineUntergruppe der additivenGruppe des Rings.
Für a ∈ I gilt nämlich

−a = (−1) · a ∈ I

wegen der zweiten Bedingung der Idealdefinition. Da die Addition kommuta-
tiv ist, ist es automatisch eine normale Untergruppe. Insbesondere istR/I eine
abelsche Gruppe bezüglich der im letzten Kapitel definierten Addition:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I.

Es gilt a + I = b + I ⇔ a − b ∈ I.Wir sagen dazu auch, dass a kongruent b
modulo I ist.
(iv) Für n ∈ Z ist nZ = {nz | z ∈ Z} ein Ideal inZ.Wegen (iii) und Lemma 2.1.5
ist jedes Ideal inZ von dieser Gestalt.
(v) Der Kern ker(φ) eines Ringhomomorphismus φ : R → S ist ein Ideal in R.
Beispielsweise ist die Menge

Im := {f ∈ F(M,R) | f(m) = 0}

für jedesm ∈ M ein Ideal im RingF(M,R). Allgemeiner ist das Urbild φ−1(J)
eines Ideals J ◁ S ein Ideal inR.
(vi) Das Bild φ(I) eines Ideals I ◁R unter einemHomomorphismus φ : R→ S
ist im Allgemeinen kein Ideal in S. Istφ hingegen surjektiv, stimmt die Aussage.
(vii) Jeder Ringhomomorphismus φ : K → R von einem Körper in einen Ring
( ̸= {0}) ist injektiv! Es ist nämlich ker(φ) ein Ideal in K mit 1 /∈ ker(φ), also
ker(φ) = {0}. △

Satz 3.1.6. Für einen KörperK hat der MatrixringMatn(K) nur die beiden trivialen
Ideale.

Beweis. Sei J ◁ Matn(K) und 0 ̸= M ∈ J . Wir zeigen J = Matn(K). Sei
Eij ∈ Matn(K) die Matrix mit einer 1 an der (i, j)-Position und Nullen überall
sonst. Es gilt λEij = λIn · Eij und dieEij spannenMatn(K) alsK-Vektorraum
auf. Also genügt esEij ∈ J für alle i, j zu zeigen. Aufgrund der Gleichung

EkiEijEjl = Ekl

genügt es aber, das für eineMatrixEij zu zeigen. Falls der Eintrag vonM an einer
Stelle (i, j) geradem ̸= 0 ist, so gilt aber

Eij = m−1 · EiiMEjj ∈ J.
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Satz 3.1.7. Für ein Ideal I ◁R ist die folgendeMultiplikation aufR/I wohldefiniert und
machtR/I (zusammenmit der bereits bekannten Addition) zu einemRing:

(a+ I) · (b+ I) := (a · b) + I.

Die kanonische Projektion

π : R→ R/I

a 7→ a+ I

ist ein surjektiver Ringhomomorphismusmit ker(π) = I.

Beweis. Es gelte a1+I = a2+I und b1+I = b2+I, also a1−a2 ∈ I, b1−b2 ∈ I.
Aus der zweiten Idealeigenschaft folgt

a1(b1 − b2) ∈ I und (a1 − a2)b2 ∈ I.

Durch Addition erhalten wir mit der ersten Idealeigenschaft

a1b1 − a2b2 ∈ I,

d.h. gerade a1b1 + I = a2b2 + I. Das zeigt die Wohldefiniertheit. Wiederum
folgen die Axiome (Assoziativgesetz, Distributivgesetz) direkt aus denen in R.
Das neutrale Element bezüglich · ist offensichtlich 1 + I. Ebenso offensichtlich
ist π ein Ringhomomorphismusmit I als Kern.

Definition 3.1.8. Wir nennen R/I den Faktorring oder Restklassenring von R
nach I. △

Für Ringe kann man einen Homomorphiesatz beweisen, genauso wie für Grup-
pen:

Satz 3.1.9 (Homomorphiesatz). Sei φ : R → S ein Ringhomomorphismus. Dann ist
ker(φ) ein Ideal und die folgende Abbildung ist ein wohldefinierter injektiver Ringhomo-
morphismus:

φ : R/ ker(φ)→ S

a+ I 7→ φ(a).

Insbesondere giltR/ ker(φ) ∼= im(φ).
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Beweis. Offensichtlich ist ker(φ) ein Ideal inR. Mit Satz 2.2.1 wissen wir bereits,
dass φ ein wohldefinierter injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Nach Defi-
nition der Multiplikation im Faktorring ist es aber offensichtlich auch ein Ring-
homomorphimus.

Lemma 3.1.10. SeiR ein Ring, I, J ◁R undM ⊆ R.
(i) I ∩ J ist ein Ideal inR. Es ist das größte Ideal, das in I und J enthalten ist.
(ii) I + J := {a+ b | a ∈ I, b ∈ J} ist ein Ideal inR. Es ist das kleinste Ideal, das I
und J enthält.
(iii) I · J := {

∑n
i=1 aibi | n ∈ N, ai ∈ I, bi ∈ J} ist ein Ideal inR. Es gilt

I · J ⊆ I ∩ J,

aber im Allgemeinen keine Gleichheit.
(iv) SeiΛ eine beliebige Indexmenge und Iλ ◁ R für alle λ ∈ Λ. Für alle λ, γ ∈ Λ gelte
Iλ ⊆ Iγ oder Iγ ⊆ Iλ.Dann ist ⋃

λ∈Λ

Iλ

ein Ideal inR. Ohne die Inklusionsbedingung stimmt das im Allgemeinen nicht.
(v) Es gilt

⋂
M⊆I◁R

I =

{
n∑
i=1

aimibi | n ∈ N, ai, bi ∈ R,mi ∈M

}

unddieseMenge ist daskleinste Ideal, dasM enthält.EsheißtdasvonM erzeugte Ideal
und wird auchmit (M) bezeichnet.

Beweis. Aufgabe 29.

Satz 3.1.11 (Chinesischer Restsatz). SeiR ein Ring und I1, . . . , In ◁R Ideale mit

Ii + Ij = R für i ̸= j.

Dann induzieren die kanonischen Projektionen einen Isomorphismus

R/(I1 ∩ · · · ∩ In) ∼= R/I1 × · · · ×R/In.

Insbesondere gibt es für jedeWahl von a1, . . . , an ∈ R ein Element a ∈ Rmit

a ≡ aimod Ii

für i = 1, . . . , n.
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Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus

π : R→ R/I1 × · · · ×R/In
a 7→ (a+ I1, . . . , a+ In)

für den offensichtlich ker(π) = I1 ∩ · · · ∩ In gilt. Aufgrund des Homomorphie-
satzes genügt es zu zeigen, dass π surjektiv ist.
Das beweisen wir zunächst im Fall n = 2. Nach Voraussetzung gibt es Elemente
b1 ∈ I1, b2 ∈ I2mit

b1 + b2 = 1.

Es gilt also

b1 ≡ 0, b2 ≡ 1 mod I1

b1 ≡ 1, b2 ≡ 0 mod I2.

Für beliebige a1, a2 ∈ R und a := a1b2 + a2b1 gilt dann

a ≡ a1 mod I1 und a ≡ a2 mod I2,

die gewünschte Aussage.
Im Fall von n ≥ 3 setze J :=

⋂
i≥2 Ii. Nach Voraussetzung gibt es c2, . . . , cn ∈

I1, d2 ∈ I2, . . . , dn ∈ Inmit ci + di = 1.Dann gilt

1 =
n∏
i=2

(ci + di) =
n∏
i=2

ci + · · ·︸ ︷︷ ︸
∈I1

+
n∏
i=2

di.︸ ︷︷ ︸
∈J

Also ist für die beiden Ideale I1, J die Voraussetzung aus dem Fall n = 2 erfüllt,
also gibt es b1 ∈ Rmit

b1 ≡ 1 mod I1 und b1 ≡ 0 mod J =
n⋂
i=2

Ii,

also b1 ≡ 0 mod Ii für i = 2, . . . , n. Analog erhält man für alle j = 1, . . . , n
Elemente bj ∈ Rmit

bj ≡ 1 mod Ij und bj ≡ 0 mod Ii für i ̸= j.

Das Element
a := a1b1 + · · ·+ anbn

erfüllt dann wie im Fall n = 2 die gewünschten Kongruenzen.
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Beispiel 3.1.12. In einer Wohngemeinschaft leben drei Personen, die in regel-
mäßigenAbständenmorgensduschenmöchten.DieWGhat zwar zweiDuschen,
aber ebenkeinedrei. PersonAduschtnunanTag 1unddann immeralle drei Tage.
Person B duscht einen Tag später, also am Tag 2, und dann nur alle 7 Tage. Per-
son C schließlich duscht am dritten Tag und dann alle 4 Tage. Solange höchstens
zwei Personen gleichzeitigmorgens duschenwollen, geht alles in Ordnung. Pro-
blematischwird es nur, wenn alle 3Personen gleichzeitig duschenmöchten.Nun
ist die Frage, ob dieser Fall wirklich eintritt, und wenn ja, wann zum ersten Mal.
Wenn nach x Tagen dieser Fall eintritt, dann hat x die Gestalt

x = 1 + 3k

x = 2 + 7m

x = 3 + 4n,

mit positiven ganzen Zahl k,m, n. Anders formuliert fragen wir uns also, ob es
eine positive Zahl x gibt mit

x ≡ 1 mod 3

x ≡ 2 mod 7

x ≡ 3 mod 4.

Wir wollen also gerade ein System linearer Kongruenzen in Z lösen. Die dabei
auftretenden Ideale sind I1 = (3), I2 = (7), I3 = (4). Man überprüft, dass
die Voraussetzungen aus dem chinesischen Restsatz erfüllt sind. Also gibt es in
der Tat irgendwann ein Duschproblem und man kann wie im Beweis des chine-
sischen Restsatzes auch genau bestimmen, wann (Aufgabe 30). △

Definition 3.1.13. (i) 0 ̸= a ∈ R heißt Nullteiler, falls b ̸= 0 in R existiert mit
ab = 0 oder ba = 0.
(ii) Der Ring R ̸= {0} heißt nullteilerfrei, falls er keine Nullteiler besitzt. Ein
kommutativer nullteilerfreier Ring wird auch Integritätsring oder Integritäts-
bereich genannt. △

Bemerkung/Beispiel 3.1.14. (i) Jeder Körper ist ein Integritätsring. Das folgt aus
der Existenz von multiplikativ inversen Elementen. Z ist ebenfalls ein Integri-
tätsring. Auch der PolynomringR[x] über einem IntegritätsringR ist wieder ein
Integritätsring. Dort gilt nämlich für Polynome

deg(p · q) = deg(p) + deg(q),
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dasichdieLeitkoeffizientenbeimMultiplizierennicht aufhebenkönnen.Mitdie-
sem Argument sieht man auch

R[x]× = R×.

(ii) Der RingMat2(R) hat beispielsweise den Nullteiler

M =

(
0 1
0 0

)
.

Es giltM ·M = 0.
(iii) Der Ring C([0, 1],R) besitzt ebenfalls viele Nullteiler.
(iv) In einem Integritätsring können wir Produkte kürzen, obwohl Division im
Allgemeinen nicht möglich ist! Aus ab = acmit a ̸= 0 folgt nämlich

0 = ab− ac = a(b− c)

und aufgrund der Nullteilerfreiheit b− c = 0, also b = c. △

Satz 3.1.15. SeiR ein kommutativer Ring und p ∈ R[x] ein Polynom. Dann gilt für a ∈
R

p(a) = 0 ⇔ p = (x− a) · q für ein q ∈ R[x].

IstR ein Integritätsring, so hat 0 ̸= p höchstens deg(p) viele verschiedene Nullstellen in
R.

Beweis. "⇐": Für p = (x− a) · q gilt

p(a) = (a− a) · q(a) = 0 · q(a) = 0.

"⇒": Wir betrachten p̃ := p(x+ a) ∈ R[x]. Dann gilt p̃(0) = p(a) = 0, d.h. p̃ hat
keinen konstanten Term. Das bedeutet aber gerade, dass man die Variable x aus
p̃ ausklammern kann, also

p̃ = x · q̃

für ein q̃ ∈ R[x]. Daraus folgt

p = p̃(x− a) = (x− a) · q̃(x− a),

also können wir q := q̃(x− a)wählen.



44 KAPITEL 3. RINGE

Sei nun R nullteilerfrei und p ∈ R[x] habe in R die verschiedenen Nullstellen
a1, . . . , an. Dann gilt p = (x− a1) · q1 und wegen

0 = p(a2) = (a2 − a1)︸ ︷︷ ︸
̸=0

·q1(a2)

und der Nullteilerfreiheit vonRmuss q1(a2) = 0 gelten. Iterativ sehen wir

p = (x− a1) · · · (x− an) · q

für ein 0 ̸= q ∈ R[x] und damit

deg(p) = n+ deg(q) ≥ n.

Korollar 3.1.16 (Polynominterpolation). SeiK ein Körper und a1, . . . , ad ∈ K paar-
weise verschieden sowie b1, . . . , bd ∈ K. Dann gibt es genau ein Polynom p ∈ K[x]mit
deg(p) ≤ d− 1 und

p(ai) = bi für i = 1, . . . , d.

Beweis. Existenz: Das Polynom

pi :=
1∏

j ̸=i(ai − aj)
∏
j ̸=i

(x− aj)

erfüllt

deg(pi) = d− 1, pi(ai) = 1 und pi(aj) = 0 für j ̸= i.

Somit ist
p = b1p1 + · · ·+ bnpn

ein gewünschtes Interpolationspolynom vomGrad höchstens d− 1.
Eindeutigkeit: Falls p, q beides Interpolationspolynome sind, so hat das Polynom
p− q Grad höchstens d− 1 und d verschiedene Nullstellen inK. Nach Satz 3.1.15
muss es das Nullpolynom sein, also p = q.

Satz 3.1.17. Für 0 ̸= n ∈ Z sind äquivalent:

(i) Z/nZ ist ein Körper.

(ii) Z/nZ ist nullteilerfrei.

(iii) n ist eine Primzahl.

Beweis. Übungsaufgabe.
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3.2 Noethersche Ringe undHauptidealringe
Ab jetzt seien alle Ringe kommutativ!

Definition 3.2.1. Ein Ring R heißt noethersch, falls jedes Ideal I ◁ R von einer
endlichenMenge erzeugt wird, also von der Gestalt

I = (a1, . . . , am) =

{
m∑
i=1

biai | bi ∈ R

}
für einm ∈ Nunda1, . . . , am ∈ R ist.RheißtHauptidealring1, wenn jedes Ideal
von einem Element erzeugt wird, also von der Gestalt

I = (a) = {ba | b ∈ R}

ist. △

Beispiel 3.2.2. (i) Jeder Körper ist ein Hauptidealring. Es gilt

{0} = (0) undK = (1).

Andere Ideale gibt es nicht.
(ii) Bemerkung/Beispiel 3.1.5 (iv) besagt gerade, dassZ einHauptidealring ist. Es
ist ja gerade nZ = (n). △

Satz 3.2.3. Für jeden KörperK ist der PolynomringK[x] einHauptidealring.

Beweis. Der Beweis geht ganz analog zu Lemma 2.1.5, nur dass wir statt Division
mit Rest inZ hier Polynomdivision benutzen. Sei also I◁K[x] ein Ideal. Der Fall
I = {0} = (0) ist trivial. Sei also I ̸= {0} und p ∈ I \ {0} ein Polynom von
kleinstem Grad. Offensichtlich gilt dann

(p) ⊆ I.

Um die andere Inklusion zu zeigen, wählen wir 0 ̸= q ∈ I beliebig. Durch Po-
lynomdivision (die über einem allgemeinen Körper immer möglich ist) erhalten
wir eine Gleichung

q = fp+ r

mit Polynomen f, r ∈ K[x] und deg(r) < deg(p). Aus r = q − fp ∈ I folgt
wegen derWahl von p schon r = 0, also q = fp ∈ (p).

1seltsamerweise hat niemand den Begriff schwere-noethersch in Erwägung gezogen
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Konstruktion 3.2.4. Für einen RingR definieren wir den Polynomring überR in
mehreren Variablen iterativ als

R[x1, . . . , xn] := (R[x1, . . . , xn−1]) [xn].

WennR ein Integritätsring ist, ist der Polynomring ebenfalls ein Integritätsring.
Man sieht leicht, dassman eine isomorpheDarstellung durch folgende Beschrei-
bung bekommt:

R[x1, . . . , xn] :=

{∑
α∈Nn

cαx
α1
1 · · · xαn

n | cα ∈ R, nur endlich viele cα ̸= 0

}
.

Dabei wird wie gewohnt addiert undmultipliziert, zum Beispiel inZ[x1, x2, x3]

(1 + x1x2 − x32) + (x1x2 + 7x1x
2
3) = 1 + 2x1x2 − x32 + 7x1x

2
3.

(1+x1x2−x32)·(x1x2+7x1x
2
3) = x1x2+7x1x

2
3+x

2
1x

2
2+7x21x2x

2
3−x1x42−7x1x32x23.

Dabei heißt ein Term der Gestalt

xα1
1 · · ·xαn

n =: xα

einMonom und
deg(xα) := |α| := α1 + · · ·+ αn

sein Grad. Für ein Polynom

0 ̸= p =
∑
α∈Nn

cαx
α ∈ R[x1, . . . , xn]

setzen wir deg(p) := max {deg(xα) | cα ̸= 0} . So ist beispielsweise

p = 1− x21 + x1x
4
2 − 12x1x

15
3 ∈ Z[x1, x2, x3]

ein Polynom überZ vom Grad 16 in drei Variablen. △

Bemerkung 3.2.5. (i) Satz 3.2.3 stimmt nicht für Polynomringe inmehr als einer
Variablen über einem Körper. Zum Beispiel ist das Ideal

(x1, x2)◁Q[x1, x2]

nicht von einemElement erzeugt (Aufgabe 33). Man beachte allerdings Satz 3.2.8
unten.
(ii) Satz 3.2.3 stimmt ebenfalls nicht, wennK kein Körper ist. So ist zumBeispiel
das Ideal I = (2, x) ⊆ Z[x] kein Hauptideal (Aufgabe 33). △
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Beispiel 3.2.6. Der Ring Z[i] der ganzen Gaußschen Zahlen ist ein Hauptideal-
ring. Dazu zeigt man, dass Division mit Rest existiert, es also für 0 ̸= a, b ∈ Z[i]
stets eine Darstellung

b = xa+ r

mitx, r ∈ Z[i]und |r| < |a| gibt.DanachwiederholtmandasArgument aus dem
Beweis von Satz 3.2.3 bzw. Lemma 2.1.5. △

Satz 3.2.7. Für einen RingR sind äquivalent:

(i) R ist noethersch.

(ii) Jede aufsteigende abzählbare Kette von Idealen wird konstant.

(iii) Jede nichtleereMenge von Idealen enthält einmaximales Ideal.

Beweis. (i)⇒(ii): Sei
I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ · · ·

eine Kette von Idealen inR. Nach Lemma 3.1.10 (iv) ist I =
⋃
i≥1 Ii ein Ideal inR,

also I = (a1, . . . , am), da R noethersch ist. Wegen ai ∈ I für i = 1, . . . ,m und
da die Kette aufsteigend ist, gibt es ein n ∈ Nmit

a1, . . . , am ∈ In.

Damit gilt I = (a1, . . . , am) ⊆ In, also In = In+1 = · · · = I.
(ii)⇒(iii): Angenommen eine nichtleere Menge von Idealen in R hat kein maxi-
males Element.Dannkannmandaraus offensichtlich eine echt aufsteigende Fol-
ge von Idealen wählen, die nicht konstant wird, einWiderspruch.
(iii)⇒(i): Sei I ein Ideal in R undM die Menge aller endlich erzeugten Ideale
vonR, die in I enthalten sind. Dann istM nicht leer, da zum Beispiel (0) ∈ M.
Wegen (iii) muss es ein maximales Element (a1, . . . , am) ∈ M geben. Wäre
(a1, . . . , am) ⊊ I, so gäbe es ein a ∈ I \ (a1, . . . , am) und dann wäre

(a1, . . . , am) ⊊ (a1, . . . , am, a) ∈M.

Daswiderspricht derMaximalität, also ist I = (a1, . . . , am) ein endlich erzeugtes
Ideal.

Satz 3.2.8 (Hilbertscher Basissatz). Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist der Poly-
nomringR[x]wiedernoethersch. Insbesondere istderPolynomringK[x1, . . . , xn] inmeh-
reren Variablen über einemKörper noethersch, ebenso wieZ[x1, . . . , xn].
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Beweis. Angenommen I◁R[x] ist ein nicht endlich erzeugtes Ideal.Wähle itera-
tiv Elemente p1, p2, . . . ∈ I so, dass pn+1 vonminimalemGrad aus I \(p1, . . . , pn)
ist. Ist dn = deg(pn), so gilt d1 ≤ d2 ≤ · · · . Sei nun cn ∈ R der Leitkoeffizient
des Polynoms pn. Betrachte das Ideal

J := (cn | n ∈ N)◁R.

Da J nach Annahme anR endlich erzeugt ist, gibt es eine Gleichung

cm+1 =
m∑
i=1

bici

mit bi ∈ R. Setze nun

g := pm+1 −
m∑
i=1

bipix
dm+1−di .

Nach Konstruktion gilt deg(g) < deg(pm+1), denn die Leitkoeffizienten heben
sich gegenseitig gerade auf. Andererseits gilt wegen pm+1 ∈ I \(p1, . . . , pm) auch
g ∈ I \ (p1, . . . , pm). Das ist einWiderspruch zurWahl von pm+1.
Da K als Körper ein noetherscher Ring ist (sogar ein Hauptidealring), und der
PolynomringK[x1, . . . , xn] iterativ als (K[x1, . . . , xn−1]) (xn) definiert ist, ist es
damit also offensichtlich ein noetherscher Ring. Dasselbe gilt für Z[x1, . . . , xn].

Lemma 3.2.9. Seiφ : R ↠ S ein surjektiver Ringhomomorphismus undR noethersch.
Dann ist auchS noethersch. Insbesondere ist für einennoetherschenRingR und I◁R der
FaktorringR/I wieder noethersch.Dasselbe stimmt für dieEigenschaft "Hauptidealring".

Beweis. Aufgabe 35.

3.3 Primideale undmaximale Ideale
Sei wiederR stets ein kommutativer Ring.

Definition 3.3.1. (i) Ein Ideal p ◁ R heißt Primideal, falls p ̸= R und für alle
a, b ∈ R gilt

ab ∈ p ⇒ a ∈ p oder b ∈ p.

(ii) Ein Idealm◁R heißtmaximales Ideal, fallsm ̸= R undmmaximal als echtes
Ideal ist, d.h. ausm ⊆ I ◁R folgt I = m oder I = R. △
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Bemerkung/Beispiel 3.3.2. (i) InZ gilt

(n) Primideal ⇔ n Primzahl (oder n = 0).

Es bedeutet nämlich ab ∈ (n) gerade n | ab und für eine Primzahl n folgt (mit
der eindeutigen Primfaktorzerlegung von a und b) daraus n | a oder n | b, also
a ∈ (n) oder b ∈ (n). Ist umgekehrt n keine Primzahl, so wählen wir eine echte
Zerlegung n = ab und erhalten ab ∈ (n), aber a /∈ (n), b /∈ (n).
(ii) In einem nullteilerfreien HauptidealringR ist jedes Primideal (a) ̸= {0} au-
tomatisch ein maximales Ideal. Es bedeutet (a) ⊆ (b) ja gerade bc = a ∈ (a) für
ein c ∈ R. Aus der Primidealeigenschaft folgt also b ∈ (a) oder c ∈ (a). Im er-
sten Fall gilt (b) ⊆ (a), also (a) = (b), im zweiten Fall gilt c = c′a für ein c′ ∈ R.
Damit folgt aus bc′a = a durch kürzen bc′ = 1, also (b) = R. OhneNullteilerfrei-
heit kannmannicht kürzen, und die Aussage stimmt dann auch nicht (vergleiche
Aufgabe 37).
(iii) Im Ring C([0, 1],R) erhalten wir für jedesX ⊆ [0, 1] ein Ideal

IX := {f ∈ C([0, 1]) | f ≡ 0 aufX} .

Es ist genau dann ein Primideal wenn#X = 1 gilt und dann ist es automatisch
auch ein maximales Ideal. Jedes maximale Ideal ist von dieser Gestalt (Aufgabe
38).
(iv) Im PolynomringR[x, y] ist

(x) = {x · p | p ∈ R[x, y]}

ein Primideal, aber kein maximales Ideal (Übungsaufgabe). △

Bemerkung 3.3.3. (i) Es ist p ◁ R genau dann ein Primideal, wenn R \ p die 1
enthält und abgeschlossen unter · ist.
(ii) Es ist {0} genau dann ein Primideal, wennR ein Integritätsbereich ist. △

Satz 3.3.4. Für ein Ideal I ◁R gilt:

(i) I Primideal ⇔ R/I Integritätsbereich.

(ii) I maximales Ideal ⇔ R/I Körper.

Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.
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Beweis. Für (i) sei I prim und inR/I gelte

0 = 0 + I = (a+ I)(b+ I) = ab+ I.

Das bedeutet inR gerade ab ∈ I und daraus folgt a ∈ I oder b ∈ I. Daraus folgt
a+ I = 0 oder b+ I = 0. Also istR/I nullteilerfrei.
Sei umgekehrt R/I nullteilerfrei und in R gelte ab ∈ I. Das bedeutet in R/I
gerade

0 = ab+ I = (a+ I)(b+ I)

und daraus folgt a + I = 0 oder b + I = 0, also a ∈ I oder b ∈ I. Also ist I ein
Primideal.
Für (ii) sei zunächst I maximal. Für 0 ̸= a+ I ∈ R/I gilt a /∈ I, also ist

I ⊊ I + (a)◁R,

und aus der Maximalität von I folgt I + (a) = R. Also gibt es eine Gleichung

i+ ba = 1

mit i ∈ I, b ∈ R. InR/I bedeutet das

1 = 1 + I = (i+ ba) + I = (i+ I) + (b+ I)(a+ I) = (b+ I)(a+ I),

also ist a+ I inR/I multiplikativ invertierbar. Also istR/I ein Körper.
Sei umgekehrtR/I ein Körper und I ⊊ J◁R.Wähle a ∈ J \I. Dann gilt inR/I

0 ̸= a+ I,

also gibt es b ∈ Rmit

1 = 1 + I = (a+ I)(b+ I) = ab+ I,

d.h. 1− ab ∈ I. Damit gilt

1 = ab︸︷︷︸
∈J

+(1− ab)︸ ︷︷ ︸
∈I⊆J

∈ J,

also J = R. Somit ist I maximal.
Da Körper insbesondere Integritätsringe sind, ist also jedes maximale Ideal ein
Primideal.
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Satz 3.3.5. Sei I ⪇◁ R ein echtes Ideal. Dann gibt es einmaximales Idealmmit

I ⊆ m◁R.

Beweis. Wir verwenden das Zorn’sche Lemma. Sei dazu

M := {J ⪇◁ R | I ⊆ J} .

Dann ist I ∈ M, alsoM ≠ ∅.M ist partiell geordnet durch ⊆ und jede Kette
(Iλ)λ∈Λ inM besitzt nach Lemma 3.1.10 (iv) inM eine obere Schranke, nämlich

Ĩ =
⋃
λ∈Λ

Iλ.

Dabei folgt Ĩ ̸= R aus der Tatsache, dass 1 ∈ Ĩ schon 1 ∈ Iλ für ein λ bedeuten
würde und damit Iλ = R, einWiderspruch.
Mit dem Zorn’schen Lemma besitztM nun bezüglich⊆ ein maximales Element
und das ist offensichtlich ein gewünschtes maximales Ideal.

3.4 Der Quotientenkörper
Konstruktion 3.4.1. So wie wir vonZ zuQ übergehen können, können wir zu je-
dem Integritätsring einen sogenanntenQuotientenkörper konstruieren. Sei also
R ein Integritätsring. Auf der Menge

{(a, b) | a, b ∈ R, b ̸= 0}

definieren wir eine Äquivalenzrelation:

(a, b) ∼ (c, d) :⇔ ad = bc.

Umnachzurechnen, dass es sich dabei wirklich um eine Äquivalenzrelation han-
delt, benötigt man Nullteilerfreiheit und Kommutativität vonR!
Die Äquivalenzklasse von (a, b) bezeichnen wir dann mit a

b
und die Menge aller

Äquivalenzklassen mitQuot(R):

Quot(R) :=
{a
b
| a, b ∈ R, b ̸= 0

}
.

AufQuot(R) sind nun Addition undMultiplikation definiert durch

a

b
+
c

d
:=

ad+ bc

bd

a

b
· c
d
:=

ac

bd
,
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wobei man die Wohldefiniertheit nachrechnen muss. Damit ist aber Quot(R)
dann ein kommutativer Ring mit Nullelement 0

1
und Einselement 1

1
. Das addi-

tiv Inverse zu a
b
ist −a

b
, und für 0 ̸= a

b
existiert sogar das multiplikativ inverse

Element b
a
. Somit istQuot(R) ein Körper, genannt derQuotientenkörper vonR.

Die Abbildung

ι : R→ Quot(R)

a 7→ a

1

ist ein injektiver Ringhomomorphismus, wir können alsoR als Teilring der Kör-
persQuot(R) auffassen. △

Korollar 3.4.2. R ist genau dann ein Integritätsring, wenn er Teilring eines Körpers ist.

Beispiel 3.4.3. (i) Der Quotientenkörper vonZ istQ.
(ii) Für jeden Integritätsring R ist R[x1, . . . , xn] wieder ein Integritätsring, also
existiert der Quotientenkörper Quot (R[x1, . . . , xn]) .Wir nennen ihn den Kör-
per der rationalen Funktionen über R und bezeichnen ihn mit R(x1, . . . , xn).

△

Der Quotientenkörper ist der kleinste Körper, in dem ein Integritätsring enthal-
ten ist:

Proposition 3.4.4. SeiR ein Integritätsring,K ein Körper und

φ : R ↪→ K

ein injektiver Homomorphimus. Dann existiert genau ein Homomorphismus
φ̃ : Quot(R)→ K mit

φ̃ ◦ ι = φ.

Beweis. Für 0 ̸= b ∈ R ist 0 ̸= φ(b) ∈ K, also existiert dort φ(b)−1.Wir definie-
ren also

φ̃
(a
b

)
:= φ(a)φ(b)−1

und rechnen direkt nach, dass es sich dabei um einen wohldefinierten Ringho-
momorphismus φ̃ : Quot(R)→ K handelt. Es gilt

(φ̃ ◦ ι)(a) = φ̃
(a
1

)
= φ(a)φ(1)−1 = φ(a),
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also ist φ̃ eine gewünschte Fortsetzung. Für jede solche Fortsetzung φ̃muss gel-
ten

φ̃
(a
b

)
= φ̃

(
a

1
·
(
b

1

)−1
)

= φ̃(ι(a))φ̃(ι(b))−1 = φ(a)φ(b)−1,

also ist φ̃ eindeutig bestimmt.

3.5 Teilbarkeit
Sei in diesem AbschnittR stets ein Integritätsbereich.

Definition 3.5.1. Für a, b ∈ R definieren wir:
(i) a | b :⇔ ∃c ∈ R : ac = b (inWorten: a teilt b).
(ii) a ∼ b :⇔ ∃e ∈ R× : ae = b (inWorten: a und b sind assoziiert).
(iii) Eine Teilerkette ist eine Folge

a1, a2, . . . , an, . . .

von Elementen inRmit
ai+1 | ai

für alle i. Die Teilerkette heiß echt, falls ai ∤ ai+1 für alle i gilt.
(iv) 0 ̸= a heißt irreduzibel, falls a /∈ R× und aus a = bc stets b ∈ R× oder
c ∈ R× folgt.
(v) 0 ̸= a heißt prim, falls a /∈ R× und aus a | bc stets a | b oder a | c folgt. △

Bemerkung 3.5.2. (i) a | b ist äquivalent zu (b) ⊆ (a). Eine Teilerkette ist also
eine Folge a1, a2, . . .mit

(a1) ⊆ (a2) ⊆ · · ·
und die Teilerkette ist echt, wenn alle Inklusionen echte Inklusionen sind.
(ii) a ∼ b ist äquivalent zu a | b und b | a, also zu (a) = (b). InZ ist jedes Element
a genau zu a und−a assoziiert.
(iii) a ist genau dann prim, wenn (a) ein Primideal ist.
(iv) In einem Körper gibt es weder irreduzible noch Primelemente. △

Lemma 3.5.3. Primelemente sind irreduzibel.

Beweis. Sei a prim und gelte a = bc. Dann gilt inbesondere a | bc, also o.B.d.A
a | b, d.h. ad = b für ein d ∈ R. Daraus folgt a = adc undmit der Kürzungsregel
folgt 1 = dc, also c ∈ R×. Also ist a irreduzibel.
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Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht:

Beispiel 3.5.4. Wir betrachten den folgenden Teilring der komplexen Zahlen:

R = Z[
√
−5] :=

{
a+ ib

√
5 | a, b ∈ Z

}
⊆ C.

Dann ist das Element 2 ∈ R irreduzibel, aber nicht prim: es sei dazu

2 = (a+ ib
√
5)(c+ id

√
5) = (ac− 5bd) + i(ad+ bc)

√
5.

Durch Vergleich von Real- und Imaginärteil erhalten wir

ac− 5bd = 2, ad+ bc = 0.

Wegen
4 = (ac− 5bd)2 + 5(ad+ bc)2 = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2)

folgt daraus direkt b = d = 0 und damit 2 = ac. Sei also o.B.d.A. a = 1. Dann
ist aber a+ ib

√
5 = 1 inR invertierbar. Also ist 2 irreduzibel.

2 ist hingegen nicht prim. Es gilt

2 · 3 = 6 = (1 + i
√
5)(1− i

√
5),

also 2 | (1 + i
√
5)(1− i

√
5). Es gilt aber 2 ∤ (1± i

√
5), wie man direkt sieht.

Wir sehenhier auch,dassElemente (hierdie6) verschiedeneZerlegungenalsPro-
dukt von irreduziblen Elementen haben können. △

Lemma3.5.5. Gibt es inR keine echten unendlichenTeilerketten, so ist jedes Element0 ̸=
a ∈ R entweder invertierbar oder Produkt von endlich vielen irreduziblenElementen.Dies
stimmt in noetherschen Integritätsringen immer.

Beweis. Ist a keine Einheit und nicht irreduzibel, so schreiben wir a = bc mit
b, c /∈ R×. Es gilt also b | a, c | a und a ∤ b, c. Wir iterieren den Prozess mit
b und c. Da es keine unendlichen echten Teilerketten gibt, müssen alle Faktoren
irgendwann irreduzibel sein.
Da es in noetherschen Ringen keine unendlich echt aufsteigenden Idealketten
gibt (Satz 3.2.7), gibt es auch keine unendlichen echten Teilerketten (vgl. Bemer-
kung 3.5.2 (i)).

Eine Zerlegung in irreduzible Elementemuss nicht eindeutig sind, eine in Prim-
elemente hingegen schon, bis auf Reihenfolge und assoziierte Elemente:
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Proposition 3.5.6. Seien p1, . . . , pm ∈ R prim, q1, . . . , qn ∈ R irreduzibel, und es
gelte

p1 · · · pm = q1 · · · qn.

Dann giltm = n und die Reihenfolge der qi kann so gewählt werden, dass pi ∼ qi für
i = 1, . . . ,m gilt. Insbesondere ist eine Primfaktorzerlegungen eines Elements immer
eindeutig bis auf Reihenfolge und assoziierte Elemente.

Beweis. Aus p1 · · · pm = q1 · · · qn folgt p1 | q1 · · · qn. Da p1 prim ist, existiert ein
imit p1 | qi. Nach Umnummerierung nehmen wir i = 1 an, d.h. p1 | q1. Da q1
irreduzibel ist, folgt entweder p1 ∈ R× oder p1 ∼ q1. Der erste Fall ist nichtmög-
lich, weil p1 prim ist. Also gilt p1 ∼ q1 und damit nach Kürzung (und ignorieren
von Einheiten)

p2 · · · pm = q2 · · · qn.

Wir setzen diese Schlussweise nun einfach iterativ fort. Istm < n, so haben wir
am Ende u := qm+1 · · · qn ∈ R×. Das würde aber

1 = uu−1 = qm+1qm+2 · · · qnu−1 = qm+1(qm+2 · · · qnu−1)

implizieren, also also qm+1 ∈ R×, einWiderspruch zur Irreduzibilität von qm+1.
Im umgekehrten Fallm > n haben wir pn+1 · · · pm = 1, was auf denselben Wi-
derspruch führt. Also istm = n und es folgt die erste Behauptung. Die zweite
Behauptung ist klar, da Primelemente irreduzibel sind.

Definition 3.5.7. Ein Integritätsbereich, in dem jedes Element 0 ̸= a ∈ R \ R×

ein endliches Produkt von Primelementen ist, heißt faktorieller Ring. △

Bemerkung3.5.8. NachProposition 3.5.6 besitzt jedesElement eines faktoriellen
Rings eine eindeutige Primfaktorzerlegung, bis auf Reihenfolge und assoziierte
Elemente. Daraus folgt auch direkt, dass es in einem faktoriellen Ring keine ech-
ten unendlichen Teilerketten geben kann. △

Proposition 3.5.9. In einem faktoriellen Ring sind irreduzible Elemente prim.

Beweis. Sei q irreduzibel und q = p1 · · · pm eine Darstellung als Produkt von
Primelementen.AusProposition3.5.6 folgtm = 1und q ∼ p1 ist somitprim.

Beispiel 3.5.10. Der RingZ[
√
−5] ist nicht faktoriell. Beispielsweise ist 2 irredu-

zibel und nicht prim.



56 KAPITEL 3. RINGE

Satz 3.5.11. Nullteilerfreie Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis. Wir zeigen zuerst dass irreduzible Elemente prim sind. Sei dazu a irre-
duzibel. Dann ist (a) sogar ein maximales Ideal in R, man argumentiert genau
wie in Bemerkung 3.3.2 (ii). Als maximales Ideal ist (a) aber nach Satz 3.3.4 ein
Primideal und damit ist a prim.
Als Hauptidealring istR nun insbesondere noethersch und damit besitzt a nach
Lemma 3.5.5 eine Darstellung als Produkt von irreduziblen Elementen, die auto-
matisch prim sind.

Beispiel 3.5.12. Es sind alsoZ, K[x] undZ[i] faktorielle Ringe. △

In einem faktoriellen Ring können wir den größten gemeinsamen Teiler und das
kleinste gemeinsame Vielfache von zwei Elementen genau wie inZ definieren:

Definition 3.5.13. SeiR ein faktorieller Ring und a, b ∈ R \ {0}. Wir schreiben

a = e1 · pν11 · · · pνnn b = e2 · pµ11 · · · pµnn

mite1, e2 ∈ R× undPrimelementenp1, . . . , pn.Dabei sinddieExponentenνi, µi ∈
N eindeutig bestimmt.
(i) Es heißt

ggT(a, b) := p
min(ν1,µ1)
1 · · · pmin(νn,µn)

n

der größte gemeinsame Teiler von a, b. Beachte, dass er nur bis auf Einheiten
eindeutig bestimmt ist. Wir setzen

ggT(a, 0) := ggT(0, a) = a, ggT(0, 0) := 0.

(ii) Es heißt
kgV(a, b) := p

max(ν1,µ1)
1 · · · pmax(νn,µn)

n

das kleinste gemeinsameVielfache von a, b. Es ist ebenfalls nur bis auf Einheiten
eindeutig bestimmt.Wir setzen

kgV(a, 0) := kgV(0, a) = 0, kgV(0, 0) := 0.

(iii) Offensichtlich kann man ggT und kgV analog auch für mehr als zwei Ele-
mente definieren, zum Beispiel iterativ, oder direkt über die entsprechende For-
mel mitmin undmax. △
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Lemma 3.5.14. Für a, b, c ∈ R gilt

ggT(a, b) | a und ggT(a, b) | b

sowie
c | a und c | b ⇒ c | ggT(a, b).

Es gilt
(a, b) = (c) ⇒ c = ggT(a, b)

und in einemHauptidealring insbesondere stets

ggT(a, b) = xa+ yb

für gewisse x, y ∈ R.

Beweis. Alle Aussage folgen leicht aus der Existenz der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung aller Elemente.

ImRest diesesAbschnitts befassenwirunsmit Teilbarkeit inPolynomringen.Der
wichtigste Satz ist dabei der Satz von Gauß 3.5.21. Die Aussagen sind wichtig für
die Körpertheorie im nächsten Kapitel. Sei dazu ab jetzt stets R ein faktorieller
Ring.

Definition 3.5.15. (i) Für ein Polynom

p = c0 + c1x+ · · ·+ cdx
d ∈ R[x]

definieren wir seinen Inhalt I(p) durch

I(p) := ggT(c0, . . . , cd).

Beachte wieder, dass I(p) nur bis auf Einheiten eindeutig bestimmt ist.
(ii) p ∈ R[x] heißt primitiv2, falls I(p) ∈ R× (man sagt dazu auch: die Koeffizi-
enten von p sind teilerfremd). △

Bemerkung/Beispiel 3.5.16. (i) Für p = 2x+ 4 ∈ Z[x] gilt

I(p) = ggT(4, 2) = 2 ∈ Z \ Z×,

2Trifft ein primitives Element einen schwere-noetherschen Ring...
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p ist also nicht primitiv. Betrachtet man stattdessen p = 2x + 4 ∈ Q[x], so gilt
I(p) = 1 (oder jedes andere Element ̸= 0). Also ist p primitiv. Inhalt und Primi-
tivität hängen also stark vom RingR ab.
(ii) Für p = 2x3 + 9x+ 12 ∈ Z[x] gilt

I(p) = ggT(12, 9, 0, 2) = 1 ∈ Z×,

also ist p primitiv.
(iii) Für einen KörperK ist jedes 0 ̸= p ∈ K[x] primitiv.
(iv) Jedes Polynom p ∈ R[x] lässt sich schreiben als

p = I(p) · p0

mit einem primitiven p0 ∈ R[x].
(v) Istp ∈ R[x]\R irreduzibel, so istp insbesondereprimitiv. AusderDarstellung

p = I(p)︸︷︷︸
∈R

· p0︸︷︷︸
∈R[x]\R

folgt I(p) ∈ R×, da p0 /∈ R× = R[x]×. Primitivität ist also ein erster einfacher
Test für Irreduzibilität. △

Satz 3.5.17 (Lemma von Gauß). Für p, q ∈ R[x] gilt

I(pq) = I(p) · I(q).

Insbesondere ist das Produkt von zwei primitiven Polynomen wieder primitiv.

Beweis. Wir zeigen zunächst die zweite Aussage. Schreibe

p = a0 + a1x+ · · ·+ amx
m, q = b0 + b1x+ · · ·+ bnx

n

sowie
pq = c0 + c1x+ · · ·+ cn+mx

n+m.

Sei nun d ∈ R ein beliebiges Primelement. Wir wählen dann k, ℓ minimal mit
d ∤ ak, d ∤ bℓ. Diese k, l existieren, da p und q primitiv sind. Es ist dann

ck+ℓ =
∑

r+s=k+ℓ

arbs = akbℓ +
∑

r+s=k+ℓ
r<k ∨ s<ℓ

arbs.
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Da d prim ist, wird der Term akbℓ aber von dnicht geteilt, jeder andere Summand
rechts jedoch schon.Damit ist d kein Teiler von ck+ℓ.Da d ein beliebiger Primfak-
tor war, ist pq primitiv.
Schreibe jetzt allgemeine p, q ∈ R[x] als

p = I(p) · p0 q = I(q) · q0

mit primitiven p0, q0.Dann gilt

I(pq) = I(p)I(q)I(p0q0),

damanFaktoren ausR offensichtlich ausI(·)herausziehenkann.Es ist aber,wie
eben gezeigt, I(p0q0) ∈ R× und daraus folgt die Aussage.

Satz 3.5.18. SeiK = Quot(R) und p, q ∈ R[x]. Dann gilt

p | q inR[x] ⇔ p | q inK[x] und I(p) | I(q) inR.

Beweis. "⇒" ist klar mit Satz 3.5.17. Für "⇐" gelte

q = p · h und I(q) = I(p) · a

für ein h ∈ K[x] und ein a ∈ R. Nach Ausklammern des Hauptnenners der
Koeffizienten von h und des Inhalts überR können wir

h =
b

c
· h0

mit b, c ∈ R und h0 ∈ R[x] primitiv schreiben. Dann gilt

I(p)p0 ·
b

c
h0 = ph = q = I(q)q0 = aI(p)q0

und nachMultiplikation mit c sowie Kürzen von I(p) also

b · p0h0 = ac · q0.

NachAnwendungvonI(·)aufbeideSeitenundMultiplikationmitI(p0h0)−1 (be-
achte dazu Satz 3.5.17) sehen wir, dass c | b in R gilt, also b

c
∈ R und damit

h ∈ R[x]. Also gilt p | q inR[x].

Korollar 3.5.19. SeiK = Quot(R), a ∈ R und p ∈ R[x] \R.
(i) Ist a irreduzibel inR, so auch inR[x].
(ii) Ist p irreduzibel inR[x], so auch inK[x].
(iii) Ist p primitiv inR[x] und irreduzibel inK[x], so ist p auch irreduzibel inR[x].
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Beweis. (i) ist klar (aufgrund der Nullteilerfreiheit von R). Für (ii) sei p = qh
mit q, h ∈ K[x]. Dabei können wir q ∈ R[x] annehmen (indem wir q mit dem
Hauptnenner seiner Koeffizienten multiplizieren und h dadurch teilen). Ebenso
können wir q als primitiv in R[x] annehmen. Dann gilt I(q) ∈ R× und damit
natürlich I(q) | I(p) inR. Nach Satz 3.5.18 gilt dann q | p schon inR[x] und aus
der Irreduzibilität folgt q ∈ R[x]× ⊆ K[x]× oder q ∼ p inR[x] und damit auch
q ∼ p ∈ K[x]. Also ist p irreduzibel inK[x].
Für (iii) gelte q | p inR[x]. Wirmüssen q ∈ R× oder q ∼ p inR[x] zeigen. Es gilt
nach Satz 3.5.18

q | p inK[x] und I(q) | I(p) ∈ R×

Aus der ersten Bedingung (und der Irreduzibilität von p inK[x]) folgt

deg(q) = 0 oder deg(q) = deg(p).

Aus der zweiten Bedingung folgt direkt I(q) ∈ R×.Damit gilt im Fall deg(q) = 0
schon q ∈ R×. Im Fall deg(q) = deg(p) gilt aq = p für ein a ∈ R und nach
Anwenden von I(·) folgt aus der Primitivität von p, q dann a ∈ R×, also q ∼ p.
Somit ist p irreduzibel inR[x].

Beispiel 3.5.20. p = 1 + x + x2 ist irreduzibel in Z[x]. Wenn nämlich p = qh
eine Zerlegung ist und q etwa Grad 2 hätte, so müsste h ∈ Z gelten undmit Ver-
gleich des konstanten Koeffizienten also o.B.d.A. h = 1 ∈ Z×. Also können wir
deg(q) = deg(h) = 1 annehmen und wiederum mit Vergleich des konstanten
Koeffizienten q = 1 + ax, h = 1 + bx. Nach Ausmultiplizieren und Koeffizien-
tenvergleich erhaltenwir a+b = 1, ab = 1, was inZ offensichtlich nichtmöglich
ist. Also ist p auch irreduzibel inQ[x]. Die Irreduzibilität inQ[x] direkt zu zeigen
wäre etwas schwieriger gewesen. △

Es gibt nun außerZ, K[x]undZ[i]noch vielmehr faktorielle Ringe. ZumBeispiel
Z[x1, . . . , xn], K[x1, . . . , xn] undZ[i][x1, . . . , xn] :

Satz 3.5.21 (Satz von Gauß). IstR faktoriell, so auchR[x].

Beweis. Zunächst zeigen wir, dass inR[x] keine echten unendlichen Teilerketten
existieren können. Für eine Teilerkette

p1, p2, . . . , pn, . . .
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inR[x]muss aber

deg(p1) ≥ deg(p2) ≥ · · · ≥ deg(pn) ≥ · · ·

gelten und weiter ist nach Satz 3.5.18

I(p1), I(p2), . . . , I(pn), . . .

eine Teilerkette in R. Die Ungleichungskette der Grade wird offensichtlich ir-
gendwann stationär. Nach Bemerkung 3.5.8 wird auch die Teilerkette der Inhalte
irgendwann stationär. Das impliziert aber pn ∼ pm inR[x] für groß genügende
n,m, d.h. die Teilerkette ist nicht echt.
Nach Lemma 3.5.5 gibt es inR[x] also immer Zerlegungen in irreduzible Elemen-
te. Nunmüssen wir nur noch zeigen, dass irreduzible Elemente prim sind.
Sei also p ∈ R[x] irreduzibel. Es gelte p | qh in R[x]. Dann gilt insbesondere
p | qh inK[x]. Falls p ∈ R[x] \ R, ist p nach Korollar 3.5.19 irreduzibel inK[x]
undderHauptidealringK[x] ist faktoriell (Satz 3.5.11). Deshalb ist pprim inK[x]
und es folgt o.B.d.A. p | q inK[x]. Dieselbe Schlussfolgerung stimmt erst recht,
wenn p ∈ R, da dann p ∈ K×. Nun gilt inR aber auch I(p) | I(q) undmit Satz
3.5.18 folgt p | q inR[x]. Also ist p prim.

Satz 3.5.22 (Eisenstein-Kriterium). SeiR ein faktorieller Ring, a ∈ R prim und p =
c0 + c1x+ · · ·+ cdx

d ∈ R[x] primitiv. InR gelte

a | ci für i = 0, . . . , d− 1 und a2 ∤ c0.

Dann ist p irreduzibel inR[x].

Beweis. Es gelte p = qhmit q, h ∈ R[x]. Schreibe

q = q0 + q1x+ · · ·+ qmx
m, h = h0 + h1x+ · · ·+ hnx

n

mit 0 ≤ m,n ≤ d undm+ n = d. Es gilt dann c0 = q0h0 und wegen a2 ∤ c0 folgt
o.B.d.A. a ∤ q0. Da a prim ist, folgt aus a | c0 = q0h0 dann a | h0.
Da p primitiv ist, muss a ∤ cd gelten. Wegen cd = qmhn folgt daraus a ∤ hn. Sei
nun k ≤ nminimal mit a ∤ hk. Dann ist

ck =
∑
i+j=k

qihj = q0hk︸︷︷︸
a ∤

+ q1hk−1 + · · ·︸ ︷︷ ︸
a |

und daraus folgt a ∤ ck. Das impliziert d = k = n undm = 0, also q ∈ R. Aus
der Primitivität von p folgt damit direkt q ∈ R× = R[x]×.
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Beispiel 3.5.23. (i) Das Polynom p = x3 + 4x2 + 2x− 2 ∈ Z[x] ist irreduzibel.
(ii) Für eine Primzahl d ≥ 2 betrachte p = xd−1 ∈ Z[x]. Offensichtlich hat p die
Nullstelle 1 und ist nach Satz 3.1.15 deshalb nicht irreduzibel. In der Tat gilt

p = (x− 1)(1 + x+ x2 + · · ·+ xd−1),

wie manmit einem Teleskop-Argument sofort sieht. Wir nennen

Φd := 1 + x+ x2 + · · ·+ xd−1 ∈ Z[x]

das d-te Kreisteilungspolynom. Es gilt

x · Φd(x+ 1) = p(x+ 1)

= (x+ 1)d − 1

= xd +

(
d

1

)
xd−1 +

(
d

2

)
xd−2 + · · ·+

(
d

d− 1

)
x,

also

Φd(x+ 1) = xd−1 +

(
d

1

)
xd−2 + · · ·+

(
d

d− 2

)
x+

(
d

d− 1

)
.

Wir können nun das Eisenstein-Kriterium mit a = d auf Φd(x + 1) anwenden.
Für eine Primzahl d gilt

d |
(
d

i

)
für all i = 1, . . . , d− 1 und offensichtlich gilt

d2 ∤
(

d

d− 1

)
= d.

Also istΦd(x+ 1) irreduzibel und, da die Transformation q 7→ q(x− 1) ein Rin-
gisomorphismus vonZ[x] ist, damit auchΦd selbst. △

3.6 Euklidische Ringe
Der Euklidische Algorithmus war ursprünglich eine geometrische Methode der
Griechen,umdasLängenverhältnis zweierStreckenzubestimmen.Dabeigingen
sie wie folgt vor. Gegeben seien zwei Strecken a und b:
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a

b

Im ersten Schritt wird die Strecke b so oft wie möglich voll in a abgetragen. Der
Restwirdmit r bezeichnet. Es handelt sich dabei also genau umTeilungmit Rest:

a

b

r

Da r kürzer als b ist, kann die Prozedur nunmit b anstelle von aund r anstelle von
bwiederholt werden:

b

r

Wenndie Prozedur nach endlich vielen Schritten aufgeht, habenwir eine Einheit
gefunden, in der wir sowohl a als auch b ausdrücken können. Es wird also ein
gemeinsamer Teiler beider Strecken produziert. Hier zum Beispiel nehmen wir
an dass r genau 2mal in b passt:

b

r

Es ist also b = 2r, und weil ursprünglich a = 2b + r galt, finden wir a = 5r.
In der Einheit r lässt sich also sowohl a als auch b ganzahlig ausdrücken, und das
Verhältnis von a zu b war also genau 5 zu 2. Im Allgemeinen wird die Prozedur
mehr als zwei Schritte erfordern. Trotzdem kannman durch Rückeinsetzung die
ursprünglichen Strecken in der letzten erhaltenen Strecke ausdrücken.
Dieser Prozess ist nun auch deutlich abstrakter algebraischmöglich. Dazu benö-
tigt man einen Ring, in dem Teilungmit Rest sinnvoll möglich ist.

Definition3.6.1. Ein euklidischerRing ist ein kommutativer nullteilerfreierRing
R, zusammenmit einer Gradfunktion

g : R \ {0} → N,
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so dass für alle a, b ∈ R, b ̸= 0 Elemente r, s ∈ R existieren mit

a = sb+ r

wobei entweder r = 0 oder g(r) < g(b) gilt. △

Beispiel 3.6.2. (i)Z ist ein euklidischerRing,wobeidieGradfunktiondieBetrags-
funktion ist.
(ii) Der Polynomring k[x] über einem Körper k ist ein euklidischer Ring mit
g(p) := deg(p) für Polynome p. Man überlegt sich leicht, dass die gewünsch-
te Division mit Rest für Polynome immer möglich ist. Dabei muss man verwen-
den,dassdurchdieKoeffizientenderPolynomegeteiltwerdenkann, alsodieKör-
pereigenschaft von k.
(iii) Der RingZ[i] der ganzen Gaußschen Zahlen ist ein euklidischer Ring, wobei
der Betrag komplexer Zahlen als Gradfunktion dient (vergleiche Beispiel 3.2.6).

△

Lemma3.6.3. Jeder euklidischeRing ist einHauptidealring, und damit insbesondere fak-
toriell.

Beweis. Man wiederholt wie in Beispiel 3.2.6 einfach den Beweis von Satz 3.2.3
oder Lemma 2.1.5.

Algorithmus 3.6.4 (Euklidischer Algorithmus). Sei R ein euklidischer Ring mit
Gradfunktion g. Seien a, b ∈ R gegeben. Der euklidische Algorithmus läuft fol-
gendermaßen ab:
(i) Gilt b = 0, so wird a als Ergebnis ausgegeben und der Algorithmus endet.
(ii) Falls b ̸= 0, berechne

a = sb+ rmit r = 0 oder g(r) < g(b).

Ersetze a durch b, b durch r und starte erneut bei (i). △

Satz 3.6.5. Der euklidische Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten und gibt
ggT(a, b) als Ergebnis aus.

Beweis. In jedem Schritt vom Typ (ii) wird g(r) ∈ N echt kleiner, also bricht der
Algorithmus nach endlich vielen Schritten ab. An der Gleichung

a = sb+ r
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sieht man außerdem unmittelbar

ggT(a, b) = ggT(b, r).

Gilt im letzten Schritt nun also r = 0, d.h. a = sb, so folgt

ggT(a, b) = b

und das ist genau die Ausgabe des euklidischen Algorithmus (im letzten Schritt
wird a nochmals durch b ersetzt).

Bemerkung 3.6.6. Merkt man sich alle Rechenschritte im euklidischen Algorith-
mus, so bekommtman Elemente r, s ∈ Rmit

ggT(a, b) = ra+ sb.

Dazu löst man alle enstandenen Gleichungen jeweils nach dem Rest auf, und er-
setzt iterativ vom vorletzten Schritt an die Reste durcheinander. △
Beispiel 3.6.7. (i)Wir berechnen ggT(280, 63) inZ. Der euklidische Algorithmus
läuft folgendermaßen ab:

280 = 4 · 63 + 28

63 = 2 · 28 + 7

28 = 4 · 7 + 0.

Also gilt ggT(280, 63) = 7. Durch Rückwärtsauflösen der Gleichungen erhält
man

7 = 63− 2 · 28
= 63− 2 · (280− 4 · 63)
= −2 · 280 + 9 · 63.

(ii) Wir berechnen ggT(t3 + t2 + 1, t2 + 1) inQ[t]:

t3 + t2 + 1 = (t+ 1) · (t2 + 1)− t
t2 + 1 = (−t) · (−t) + 1

(−t) = (−t) · 1 + 0.

Also gilt ggT(t3 + t2 + 1, t2 + 1) = 1 und

1 = (t2 + 1) + t · (−t)
= (t2 + 1) + t · ((t3 + t2 + 1)− (t+ 1)(t2 + 1))

= t · (t3 + t2 + 1)− (t2 + t− 1) · (t2 + 1). △
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Kapitel 4

Körper

In diesem Kapitel werden wir fast alle in der Einleitung genannten Probleme lö-
sen. Dazu studieren wir Körper und ihre Eigenschaften.

4.1 Grundlagen
Definition 4.1.1. (i) Ein Körper ist ein kommutativer RingK mit

K× = K \ {0}.

(ii) Ein Körperhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus zwischen Kör-
pern.
(iii) Eine Körpererweiterung ist eine Inklusion k ⊆ K, wobei k ein Teilring von
K und selbst ein Körper ist. Dabei heißt k Teilkörper vonK undK Oberkörper
von k. Statt k ⊆ K schreibt man manchmal auchK/k. Dies ist nicht mit einer
Restklassenkonstruktion zu verwechseln. △

Bemerkung/Beispiel 4.1.2. (i) Q,R und C sind Körper. Also ist beispielsweise
Q ⊆ R eine Körpererweiterung.
(ii) Für eine Primzahl p istZ/pZ ein Körper mit p Elementen.
(iii) Für einen IntegritätsbereichR istQuot(R) ein Körper. Ein Beispiel dafür ist

K(x1, . . . , xn) = Quot (K[x1, . . . , xn]) =

{
p

q
| p, q ∈ K[x1, . . . , xn], q ̸= 0

}
.

(iv) Ist k ⊆ K eine Körpererweiterung, so ist insbesondereK ein k-Vektorraum.
Als Skalarmultiplikation verwendet man einfach die eingeschränkte Körpermul-

67
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tiplikation
· : k ×K → K

und rechnet alle Axiome eines Vektorraums nach. △

Konstruktion 4.1.3. Für einen KörperK betrachten wir den (einzigen) Ringho-
momorphismus:

ι : Z→ K

z 7→ 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
zmal

.

Es ist ker(ι) ein Ideal inZ und nach Lemma 3.1.5 (iv) also von der Gestalt ker(ι) =
nZ für ein n ∈ Z. Nach demHomomorphiesatz gibt es einen Isomorphismus

Z/ ker(ι) ∼= ι(Z) ⊆ K.

Da K als Körper nullteilerfrei ist, muss auch Z/ ker(ι) nullteilerfrei sein. Nach
Satz 3.3.4 ist ker(ι) damit ein Primideal, d.h. nmuss eine Primzahl oder 0 sein.
Im Fall ker(ι) = {0} ist ι injektiv und induziert nach Proposition 3.4.4 einen in-
jektivenHomomorphismus vonQ nachK. Im Fall ker(ι) = (p) gilt mit demHo-
momorphiesatz ι(Z) ∼= Z/pZ und das ist bereits ein Körper. Also enthält jeder
Körper entweder Q oder Z/pZ als Teilkörper. Wir bezeichnen ab sofort manch-
malZ/pZmit Fp undQmit F0. △

Definition 4.1.4. SeiK ein Körper und ι : Z→ K wie oben.
(i) Die Zahl pmit ker(ι) = (p) heißt die Charakteristik des KörpersK. Sie wird
auchmit char(K) bezeichnet.
(ii) Der Körper Quot (ι(Z)) heißt Primkörper von K. Es ist offensichtlich der
kleinste Teilkörper vonK. △

Bemerkung/Beispiel 4.1.5. (i) Die Charakteristik vonQ,R undC ist 0. Die Cha-
rakteristik des KörpersZ/pZ ist p.
(ii) HatK Charakteristik p > 0, so gilt für alle a ∈ K

a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
pmal

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
pmal

) · a = 0 · a = 0.

(iii) Ist φ : K → L ein Ringhomomorphismus zwischen Körpern, so gilt
char(K) = char(L). Ringhomomorphismen bilden nämlich 1 auf 1 ab und sind
zwischen Körpern automatisch injektiv. Also erhält sich die Charakteristik unter
Körpererweiterungen. △
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Lemma 4.1.6. IstK ein Körper mit char(K) = p > 0, so ist die Abbildung

ρ : K → K

a 7→ ap

ein (injektiver) Ringhomomorphismus. Ist K endlich, so ist ρ bijektiv und wird
Frobenius-Automorphismus vonK genannt.

Beweis. Offensichtlich ist ρmultiplikativ und bildet 1 auf 1 ab. Für die Additivität
berechnet man

(a+ b)p = ap +

(
p

1

)
ap−1b+ · · ·+

(
p

p− 1

)
abp−1 + bp

und beachtet, dass alle auftretendenKoeffizienten
(
p
i

)
Vielfache von p sind. Nach

Bemerkung4.1.5 (ii) verschwinden inK also alle Zwischenterme.Ringhomomor-
phismen zwischen Körpern sind automatisch injektiv und damit im endlichen
Fall auch bijektiv.

Definition 4.1.7. Seien k ⊆ K wobeiK ein Körper und k ein Teilring ist, sowie
A ⊆ K eine Teilmenge.
(i) Die Menge

k[A] :=
⋂

R ⊆ K Teilring
A ∪ k ⊆ R

R

ist offensichtlich der kleinste Teilring von K, der A und k enthält. Er heißt der
vonA inK über k erzeugte Teilring.
(ii) Die Menge

k(A) :=
⋂

L ⊆ K Teilkörper
A ∪ k ⊆ L

L

ist offensichtlich der kleinste Teilkörper vonK, derA und k enthält. Er heißt der
vonA inK über k erzeugte Teilkörper. △

Bemerkung/Beispiel 4.1.8. (i) IstA = {a1, . . . , an} endlich, so gilt

k[A] = k[a1, . . . , an] = {p(a1, . . . , an) | p ∈ k[x1, . . . , xn]}
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und

k(A) = k(a1, . . . , an)

=

{
p(a1, . . . , an)

q(a1, . . . , an)
| p, q ∈ k[x1, . . . , xn], q(a1, . . . , an) ̸= 0

}
= Quot (k[A]) .

(ii) Es gilt k[A ∪B] = (k[A]) [B] und k(A ∪B) = (k(A)) (B) .
(iii) Es gilt beispielsweise

Q[
√
2] =

{
a+ b

√
2 | a, b ∈ Q

}
⊆ R.

Hier istQ[
√
2] sogar schon ein Körper, also gilt

Q[
√
2] = Q(

√
2). △

Wenn ein Oberkörper von k schon geeignete Elemente a1, . . . , an enthält, kann
man k(a1, . . . , an) wie eben definieren. Andererseits kann es sein, dass die Exi-
stenz eines solchen Oberkörpers noch gar nicht sichergestellt ist. Dann verwen-
det man die folgende Konstruktion:

Konstruktion 4.1.9. Sei k ein Körper und p ∈ k[x] irreduzibel. Dann ist (p) ◁
k[x] ein Primideal und nach Bemerkung 3.3.2 (ii) deshalb sogarmaximal. Also ist
K := k[x]/(p) nach Satz 3.3.4 ein Körper. Die Einschränkung der kanonischen
Projektion π

π : k → k[x]/(p)

a 7→ a+ (p)

ist injektiv, da (p) als echtes Ideal keine Einheiten enthält. Damit könnenwir k ⊆
K auffassen.Mit p =

∑d
i=1 cix

i und x := π(x) = x+(p) ∈ K erhalten wir inK

p(x) =
∑
i

π(ci)π(x)
i = π(p) = 0.

Also habenwir eine Körpererweiterung von k konstruiert, in der p eine Nullstelle
hat. △

Beispiel 4.1.10. (i) Man sieht leicht, dass zum Beispiel C gerade mit p = x2 + 1
ausR hervorgeht.
(ii) Kennt man R theoretisch noch nicht, so kann man den Körper Q(

√
2) auch

mit p = x2 − 2 ∈ Q[x]wie oben konstruieren. △
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4.2 Algebraische Erweiterungen undKörpergrad
Sei ab jetzt stets k ⊆ K eine Körpererweiterung.

Definition 4.2.1. (i) Ein Element a ∈ K heißt algebraisch über k, falls es ein
0 ̸= p ∈ k[x] gibt mit

p(a) = 0.

(ii) Ist a nicht algebraisch über k, so heißt a transzendent über k.
(iii) Die Körpererweiterung k ⊆ K heißt algebraisch, falls jedes Element a ∈ K
algebraisch über k ist. △

Bemerkung/Beispiel 4.2.2. (i) Das Element i ∈ C ist algebraisch über R (sogar
überQ). Es istNullstelle des Polynoms p = x2+1. Ebenso ist

√
2 ∈ R algebraisch

überQ, da es Nullstelle von p = x2 − 2 ist.
(ii) Die Variable x ∈ K = k(x) = Quot (k[x]) ist transzendent über k.
(iii) Das Element π ∈ R ist transzendent überQ. Das ist allerdings sehr schwer
zu zeigen!
(iv) Jedes Element a ∈ k ist algebraisch über k. Es ist Nullstelle von p = x− a ∈
k[x]. △

Definition4.2.3. (i) Für eineKörpererweiterungk ⊆ K nennenwir diek-Vektor-
raumdimension

dimk(K) =: [K : k]

den Grad der Körpererweiterung.
(ii) Wir nennen die Körpererweiterung k ⊆ K endlich, wenn [K : k] < ∞ gilt.

△

Beispiel 4.2.4. Es gilt (Übungsaufgabe)

[C : R] = 2, [R : Q] =∞,
[
Q(
√
2) : Q

]
= 2. △

Korollar 4.2.5. SeiK ein endlicher Körper.Dann gilt#K = pr für eine Primzahl p und
ein r ≥ 1.

Beweis. K muss als endlicher Körper eine Charakteristik p > 0 haben. Also ist
Fp ⊆ K eine Körpererweiterung. Es gilt

[K : Fp] = r

für ein r ∈ N. Die Elemente vonK sind also gerade dieFp-Linearkombinationen
von r Basisvektoren und davon gibt es genau pr viele.
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Beispiel 4.2.6. Es kann keinen Körper mit 6 Elementen geben, da 6 keine Prim-
zahlpotenz ist. △

Satz 4.2.7 (Gradformel). Für Körper k ⊆ K ⊆ L gilt

[L : k] = [L : K] · [K : k] .

Beweis. Sei (vi)i∈I eineK-Basis vonLund (wj)j∈J eine k-Basis vonK. Jedes Ele-
ment a ∈ L hat eine (endliche) Summendarstellung

a =
∑
i∈I

bivi

mit bi ∈ K. Jedes der bi hat wiederum eine Darstellung

bi =
∑
j∈J

cijwj

mit cij ∈ k. Daraus erhält man inL

a =
∑
i∈I

∑
j∈J

cijwjvi =
∑

(j,i)∈J×I

cij · wjvi,

also ist B := (wjvi)(j,i)∈J×I ein Erzeugendensystem vonL als k-Vektorraum.
Es gelte nun für gewisse cij ∈ k inL

0 =
∑

(j,i)∈J×I

cijwjvi =
∑
i∈I

(∑
j∈J

cijwj

)
︸ ︷︷ ︸

∈K

vi.

Ausder linearenUnabhängigkeit der vi überK folgt
∑

j∈J cijwj = 0 für alle i ∈ I
und aus der linearen Unabhängigkeit der wj über k dann cij = 0 für alle i, j.
Damit istB eine Basis vonL als k-Vektorraumunddas beweist die Aussage, denn
#B = #I ·#J.

Beispiel 4.2.8. Es gilt (Übungsaufgabe)[
Q
(√

2,
√
3
)]

: Q] = 4. △

Der folgende Satz zeigt, dass die Begriffe von algebraischer und endlicher Kör-
pererweiterung eng zusammenhängen:
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Satz 4.2.9. Seien k ⊆ K ⊆ LKörper.

(i) Ist die Erweiterung k ⊆ K endlich, so auch algebraisch.

(ii) Für a ∈ K sind äquivalent:

(1) a ist algebraisch über k,
(2) k[a] = k(a),

(3) k(a) ist endlich über k,
(4) k(a) ist algebraisch über k.

(iii) Sind k ⊆ K undK ⊆ L algebraisch, so auch k ⊆ L.

(iv) Jede von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugte Erweiterung ist endlich
(und damit algebraisch).

(v) DieMenge {a ∈ K | a algebraisch über k} ist ein Zwischenkörper von k undK.

Beweis. (i):WennK einendlich-dimensionalerk-Vektorraumist, können füra ∈
K die Elemente

1, a, a2, . . . , an, . . .

nicht alle linear unabhängig über k sein. Also gibt es eine Gleichung

0 =
d∑
i=1

cia
i

mit gewissen ci ∈ k, nicht alle 0. Das bedeutet aber gerade, dass a algebraisch
über k ist.
(ii): "(1)⇒ (2)": Wir betrachten den Einsetzungshomomorphismus

φ : k[x]→ K

p 7→ p(a)

und erhalten aus demHomomorphiesatz

k[x]/ ker(φ) ∼= k[a].

Da k[a] als Teilring des KörpersK nullteilerfrei ist, ist ker(φ) ein Primideal, und
nach Voraussetzung gilt ker(φ) ̸= {0}. Im Hauptidealring k[x] ist ker(φ) also
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sogar maximal, also ist k[a] ∼= k[x]/ ker(φ) schon ein Körper. Also gilt k[a] =
k(a).
"(2) ⇒ (1)": Es gelte o.B.d.A a ̸= 0. Dann ist a−1 ∈ k(a) = k[a], also gibt es ein
p ∈ k[x]mit a−1 = p(a). Dann gilt aber a · p(a)− 1 = 0, also ist aNullstelle des
Polynoms xp− 1 ∈ k[x] und damit algebraisch über k.
"(1)&(2)⇒ (3)": Da a algebraisch über k ist, gibt es eine Gleichung

c0 + c1a+ · · ·+ cda
d = 0

mit ci ∈ k, cd ̸= 0. Das bedeutet

ad = −c0
cd
− c1
cd
a− · · · − cd−1

cd
ad−1,

also wird k(a) = k[a] schon von den Elementen 1, a, a2, . . . , ad−1 als k-Vektor-
raum aufgespannt. Daraus folgt die Endlichkeit.
"(3)⇒ (4)" folgt aus (i).
"(4)⇒ (1)" ist trivial.
Für (iii) sei a ∈ L fest gewählt. Dann ist a algebraisch überK und damit schon
über k(b1, . . . , bn) für gewisse bi ∈ K (z.B. den Koeffizienten eines Polynoms,
welches a als Nullstelle hat). Die bi wiederum sind alle algebraisch über k. Wir
betrachten nun die Körperkette

k ⊆ k(b1) ⊆ k(b1, b2) ⊆ · · · ⊆ k(b1, . . . , bn) ⊆ k(b1, . . . , bn, a),

inder jederSchritt durchAdjunktioneinesalgebraischenElements entsteht.Nach
(ii) ist jede einzelne Erweiterung endlich undmit der Gradformel damit auch die
ganze Erweiterung k ⊆ k(b1, . . . , bb, a). Nach (i) ist sie damit algebraisch und
insbesondere ist a algebraisch über k.
Für (iv) seiK = k(a1, . . . , an) erzeugt von den über k algebraischen Elementen
a1, . . . , an. Wieder ist jeder Schritt in der Körperkette

k ⊆ k(a1) ⊆ k(a1, a2) ⊆ · · · ⊆ k(a1, . . . , an)

nach (ii) endlich undmit der Gradformel ist die ganze Erweiterung endlich.
Für (v) sehen wir, dass mit über k algebraischen Elementen a, b ∈ K die Ele-
mente a + b, a · b, a−1 ∈ k(a, b) ebenfalls algebraisch über k sein müssen (mit
(iv)).
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Beispiel4.2.10. (i)DasElement
√
2 ∈ R ist algebraischüberQ.DamitgiltQ[

√
2] =

Q(
√
2)und jedes Element aus diesemKörper erfüllt eine Polynomgleichungüber

Q.
(ii) Die Menge

Q := {a ∈ C | a algebraisch überQ}

ist ein Körper mitQ ⊆ Q ⊆ C. △

Konstruktion 4.2.11. Sei wieder k ⊆ K eine Körpererweiterung und a ∈ K.Wir
betrachten den Einsetzungshomomorphismus

ea : k[x]→ K

p 7→ p(a).

Laut Homomorphiesatz gilt

k[x]/ ker(ea) ↪→ K

und mit Satz 3.3.4 ist ker(ea) also ein Primideal. Da k[x] ein Hauptidealring ist,
gilt außerdem ker(ea) = (pa) für ein pa ∈ k[x]. Dabei ist entweder pa = 0 (im
Fall, dass a transzendent über k ist) oder deg(pa) > 0 (im Fall, dass a algebraisch
über k ist). Im zweiten Fall ist pa also irreduzibel und ist pa zusätzlich normiert
(d.h. der Leitkoeffizient ist 1), so ist es eindeutig bestimmt. Aus (pa) = (qa) folgt
nämlich pa ∼ qa und aus der Normiertheit folgt dann pa = qa. Außerdem ist pa
irreduzibel in k[x], da (pa) ein Primideal ist. △

Definition 4.2.12. Sei k ⊆ K Körpererweiterung und a ∈ K algebraisch über k.
Dann heißt das (eindeutig bestimmte) normierte Polynom pa ∈ k[x]mit

ker(ea) = (pa)

dasMinimalpolynom von a über k. Wir bezeichnen es mitMin(a, k). △

Lemma 4.2.13. Sei k ⊆ K und a ∈ K algebraisch über k. Dann ist p = Min(a, k)
eindeutig bestimmt durch die folgenden Eigenschaften:

(i) p ∈ k[x] ist irreduzibel und normiert.

(ii) Es gilt p(a) = 0.
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Beweis. In Konstruktion 4.2.11 haben wir schon gesehen, dassMin(a, k) die ge-
wünschten Eigenschaften hat. Erfülle also umgekehrt p ∈ k[x] die Eigenschaf-
ten und bezeichne mit pa das Minimalpolynom von a über k. Wegen (ii) gilt p ∈
ker(ea) = (pa), also pa | p. Da p nach (i) irreduzibel ist, folgt pa ∼ p und wieder
aus der Normiertheit beider Polynome damit p = pa.

Beispiel 4.2.14. (i) Es gilt

Min(
√
2,Q) = x2 − 2 und Min(

3
√
2,Q) = x3 − 2.

Beide Polynome erfüllen jeweils die Bedingungen (i) und (ii) aus Lemma 4.2.13.
(ii)Wir betrachtenQ ⊆ R ⊆ C. Dann gilt (Aufgabe 50)

Min(
√
2 + i,R) = x2 − 2

√
2x+ 3 Min(

√
2 + i,Q) = x4 − 2x2 + 9.

Also hängt das Minimalpolynom stark vom Körper k ab.
(iii) Sei p eine Primzahl und

a = e
2πi
p = cos

(
2π

p

)
+ i sin

(
2π

p

)
∈ C.

Dann gilt
Min (a,Q) = Φp = 1 + x+ · · ·+ xp−1,

das p-te Kreisteilungspolynom. Offensichtlich ist a ja eine Nullstelle von xp − 1
und dieses Polynom faktorisiert

xp − 1 = (x− 1) · Φp

(vergleiche Beispiel 3.5.23 (ii)), wobei a keine Nullstelle von x − 1 ist. Also gilt
Φp(a) = 0 und Φp ist nach Beispiel 3.5.23 (ii) irreduzibel sowie offensichtlich
normiert. △

Zur Berechnung eines Körpergrads benutztman gewöhnlich dieDimensionsfor-
mel und/oder den folgenden Satz:

Satz 4.2.15. Sei k ⊆ K eine Körpererweiterung und a ∈ K algebraisch über k. Dann
gilt

[k(a) : k] = deg (Min(a, k)) .
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Beweis. Sei pa = Min(a, k) = c0 + c1x+ · · ·+ cd−1x
d−1 + xd, also deg(pa) = d.

Wegen pa(a) = 0 gilt

ad = −c0 − c1a− · · · − cd−1a
d−1.

Also ist 1, a, . . . , ad−1 ein Erzeugendensystem des k-Vektorraums k[a] = k(a).
Wir zeigen nun die lineare Unabhängigkeit. Gelte also

0 = b0 + b1a+ · · ·+ bd−1a
d−1

für gewisse b0, . . . , bd−1 ∈ k. Das bedeutet aber gerade, dass für das Polynom
q = b0 + b1x+ · · ·+ bd−1x

d−1 ∈ k[x] gilt q(a) = 0, also q ∈ (pa).Wegen

deg(q) ≤ d− 1 < d = deg(pa)

folgt daraus aber q = 0, also bi = 0 für alle i. Also sind 1, a, . . . , ad−1 über k linear
unabhängig. Das zeigt

[k(a) : k] = d = deg(Min(a, k)).

Beispiel 4.2.16. (i) Mit Satz 4.2.15 und Beispiel 4.2.14 folgt sofort[
R(
√
2 + i) : R

]
= 2 und

[
Q(
√
2 + i) : Q

]
= 4.

Aus der zweiten Gleichung können wir auch

Q(
√
2 + i) = Q(

√
2, i)

ablesen. Dabei ist "⊆" klar. Wenden wir nun die Gradformel auf die Kette

Q ⊆ Q(
√
2) ⊆ Q(

√
2, i)

an, sehen wir, dass
[
Q(
√
2, i) : Q

]
≤ 4 gelten muss. Aus

[
Q(
√
2 + i) : Q

]
= 4

folgt dann die Gleichheit.
(ii) Mit Satz 4.2.15 und Beispiel 4.2.14 folgt

[
Q( 3
√
2) : Q

]
= 3. △

Korollar 4.2.17. Für jede Primzahl p gilt[
Q
(
e

2πi
p

)
: Q
]
= p− 1.

Beweis. Klar mit Satz 4.2.15 und Beispiel 4.2.14 (iii).
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4.3 Lösung der antikenKonstruktionsprobleme
Wir erinnern nochmal an die Konstruktionmit Zirkel und Lineal.Wir startenmit
einer MengeM ⊆ C, von der wir 0, 1 ∈M annehmen.Wir setzenM0 =M und
definieren iterativM (i+1) als die Vereinigung vonM (i)mit derMenge aller Punk-
te, die in einem Schritt (irgendeines Typs) ausM (i) konstruierbar sind. Dann ist

Kon(M) =
∞⋃
i=0

Mi

die Menge aller Elemente von C, die man in endlich vielen Schritten mit Zirkel
und Lineal ausM konstruieren kann.Wir wissen bereits, dass

k := Q(M ∪M) ⊆ Kon(M) ⊆ C

eineKörperkette ist. AußerdemistKon(M)abgeschlossenunter komplexerKon-
jugation (Satz 1.1.2).

Proposition 4.3.1. SeiL ⊆ C ein unter komplexer Konjugation abgeschlossener Körper.
Wenna ∈ C in einemSchritt ausL konstruierbar ist, so gibt es ein b ∈ Lmita ∈ L(

√
b).

Beweis. Wir untersuchen die drei Konstruktionstypen nacheinander.
1. Fall: a entsteht durch das Schneiden zweier Geraden. Es gibt also p1 ̸= p2, q1 ̸= q2 ∈
L und r, s ∈ Rmit

a = p1 + r(p2 − p1) = q1 + s(q2 − q1).

Also gilt
a− p1
p2 − p1

= r = r =
a− p1
p2 − p1

und damit
a = (a− p1)

p2 − p1
p2 − p1

+ p1.

Mit den qi erhältmandie analogeGleichung. Setztmandie beiden rechten Seiten
dann gleich und löst nach a auf, erhält man a ∈ L. Man kann also b = 1wählen.
2. Fall: a entsteht durch das Schneiden eines Kreisesmit einer Geraden. Es gibt also p1 ̸=
p2, q1, q2, q ∈ L und r ∈ Rmit

a = p1 + r(p2 − p1)
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und
|a− q|2 = |q1 − q2|2 = (q1 − q2)(q1 − q2) ∈ L.

Setzt man die erste Gleichung in die zweite ein, ergibt sich für r eine quadrati-
sche Gleichungmit Koeffizienten ausL.Mit der Lösungsformel für quadratische
Gleichungen sehenwir, dass ein b ∈ L existiertmit r ∈ L(

√
b). Dann giltmit der

ersten Gleichung auch a ∈ L(
√
b).

3. Fall: a entsteht durch das Schneiden zweier Kreise. Es gibt also p ̸= q, p1, p2, q1, q2 ∈
Lmit

|a− p|2 = |p1 − p2|2 und |a− q|2 = |q1 − q2|2.
Die erste Gleichung ergibt nach Auflösung nach a gerade

a =
(p1 − p2)(p1 − p2)

a− p
+ p

und analog

a =
(q1 − q2)(q1 − q2)

a− q
+ q.

Nach Gleichsetzung der beiden rechten Seiten erhält man für a eine quadrati-
sche Gleichung mit Koeffizienten aus L. Wieder ergibt sich die Aussage aus der
Lösungformel für quadratische Gleichungen.

Satz 4.3.2. Jedes a ∈ Kon(M) ist algebraisch über k = Q(M ∪M). Es gilt stets

[k(a) : k] = 2r

für ein r ∈ N.

Beweis. Um a zu erhalten, konstruiertman ausgehend vonM eine endliche Folge
von Punkten a1, a2, . . . , an, a.Nach Proposition 4.3.1 gilt also

[k(a1) : k] ≤ 2.

Konjugiert man die Koeffizienten vonMin(a1, k), erhält man eine polynomiale
Gleichung für a1 über k (k ist abgeschlossen unter komplexer Konjugation) und
damit über k(a1). Also gilt

[k(a1, a1) : k(a1)] ≤ 2.

Mit der Gradformel ist also

[k(a1, a1) : k] = 1, 2 oder 4.
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Der Körper k(a1, a1) ist aber wieder abgeschlossen unter komplexer Konjugation
und wir können iterieren. Wiederummit der Gradformel sieht man schließlich,
dass

[k(a1, a1, . . . , an, an, a) : k] = 2s

für ein s ∈ N gilt. Wegen

k ⊆ k(a) ⊆ k(a1, a1, . . . , an, an, a)

und der Gradformel ist [k(a) : k] ein Teiler von 2s und damit ebenfalls eine Zwei-
erpotenz.

Mit dem vorangegangenen Satz können wir nun (fast) alle antiken Konstrukti-
onsprobleme lösen.

Satz 4.3.3 (Quadratur des Kreises). FürM = {0, 1} gilt
√
π /∈ Kon(M).

Also kannman zu einem gegebenenKreismit Radius 1mit Zirkel und Lineal keinQuadrat
mit gleichem Flächeninhalt konstruieren.

Beweis. Es gilt Q(M ∪M) = Q und π ist transzendent über Q (ohne Beweis).
Mit Satz 4.3.2 gilt also π /∈ Kon(M) und damit erst recht

√
π /∈ Kon(M).

Satz 4.3.4 (Würfelverdoppelung). FürM = {0, 1} gilt

3
√
2 /∈ Kon(M).

Also lässt sich zu einemWürfel mit Volumen 1mit Zirkel und Lineal keinWürfel mit Volu-
men 2 konstruieren.

Beweis. Es giltQ(M ∪M) = Q und
[
Q( 3
√
2) : Q

]
= 3 (siehe Beispiel 4.2.16 (ii)).

Die Aussage folgt nun wieder mit Satz 4.3.2, da 3 keine Zweierpotenz ist.

Satz 4.3.5 (Dreiteilung desWinkels). MitM = {0, 1, eπi/3} gilt

eπi/9 /∈ Kon(M).

Also lässt sich ein Winkel von 60◦ mit Zirkel und Lineal nicht in drei gleich große Winkel
aufteilen.
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Beweis. Beachte zunächst, dassM = {0, 1} als Anfangsmenge genügt, da eπi/3
daraus konstruierbar ist. Wäre eπi/9 nun konstruierbar ausQ, so auch

a = Re
(
eπi/9

)
= cos

(π
9

)
.

Es gilt aber die allgemeine trigonometrische Formel

4 cos
(α
3

)3
− 3 cos

(α
3

)
= cos(α)

und daraus erhält man

Min(a,Q) = x3 − 3

4
x− 1

8
.

Die Irreduzibilität kannmandirekt nachrechnen.Mankann aber auchdie Trans-
formationx 7→ 1

2
(x+1), dasEisensteinkriteriumüberZunddannKorollar 3.5.19

(ii) verwenden. Also gilt [
Q
(
cos
(π
9

))
: Q
]
= 3

und das ist keine Zweierpotenz.

Satz 4.3.6 (Konstruktion regelmäßiger p-Ecke). Istp eine Primzahl und das regelmä-
ßigep-EckmitZirkel undLineal konstruierbar, so istp−1 eineZweierpotenz. Insbesondere
kannman ein regelmäßiges 7-Eck nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Beweis. Laut Korollar 4.2.17 gilt[
Q
(
e2πi/p

)
: Q
]
= p− 1.

Aus der Konstruierbarkeit folgt, dass dies eine Zweierpotenz sein muss.

Für die Umkehrung des letzten Satzes siehe Korollar 4.6.12. Das einzige noch of-
fene Problem aus der Einleitung ist nun die Frage nach der Lösbarkeit von poly-
nomialenGleichungen.Dieses Problem ist deutlich schwieriger als dieKonstruk-
tionsprobleme und erfordert nochmehrTheorie der Körper.
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4.4 Der Zerfällungskörper und der algebraische Ab-
schluss

Sei k ⊆ K eine Körpererweiterung und 0 ̸= p ∈ k[x] ein Polynom.Wir erinnern
nochmal an Satz 3.1.15. Für a ∈ K gilt

p(a) = 0 ⇔ (x− a) | p inK[x].

Insbesondere hat p höchstens deg(p) viele verschiedene Nullstellen inK.

Definition 4.4.1. Sei k ⊆ K eine Körpererweiterung.
(i) p ∈ k[x] zerfällt überK in Linearfaktoren, falls b ∈ k, a1, . . . , an ∈ K exi-
stieren mit

p = b(x− a1)(x− a2) · · · (x− an) ∈ K[x].

(ii)K heißt Zerfällungskörper von p über k, falls p überK zerfällt und mit den
ai wie in (i) gilt

K = k(a1, . . . , an).

(iii) Einen Zerfällungskörper einer ganzen Familie von Polynomen über k defi-
niert man analog. Alle Polynome der Familie müssen zerfallen und der Körper
ensteht durch Adjunktion aller Nullstellen der Polynome. △

Beispiel 4.4.2. (i) Ein Zerfällungskörper von x2 − 2 überQ ist gerade

Q(
√
2,−
√
2) = Q(

√
2).

Ein Zerfällungskörper von x2 + 1 überR istC.
(ii) Der KörperQ( 3

√
2) ist kein Zerfällungskörper von p = x3 − 2 überQ. Es gilt

nämlichQ( 3
√
2) ⊆ R und

x3 − 2 = (x− 3
√
2)
(
x2 +

3
√
2x+

3
√
2
2
)
,

wobei der quadratische Faktor überR nicht zerfällt. Es ist aber

K := Q(
3
√
2, i
√
3)

ein Zerfällungskörper von p über Q. Der quadratische Faktor hat nämlich die
Nullstellen

λ1,2 = −
1

2

(
3
√
2± i

√
3

3
√
2
)
∈ K.
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Außerdem giltK = Q( 3
√
2, λ1, λ2), wobei "⊇" schon klar ist und die andere In-

klusion aus
i
√
3 =

λ2 − λ1
3
√
2

folgt. Aus der Gradformel folgt hier sofort

[K : Q] = 6 = 3!

(iii) Der Zerfällungskörper von xd − 1 (bzw.Φd) überQ istQ(e
2πi
d ).Die Nullstel-

len von xd − 1 in C sind gerade die d-ten Einheitswurzeln und e
2πi
d erzeugt als

primitive Einheitswurzel alle anderen. Falls d prim ist, gilt laut Korollar 4.2.17[
Q
(
e

2πi
d

)
: Q
]
= d− 1. △

Lemma 4.4.3. Sei p ∈ k[x] undK ein Zerfällungskörper von p über k. Dann gilt

[K : k] ≤ deg(p)!

Beweis. Aufgabe 57.

Satz 4.4.4. Zu jedem p ∈ k[x] existiert ein Zerfällungskörper.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass eineKörpererweiterung k ⊆ L existiert, in der
p eine Nullstelle hat. Nach Abspaltung von Linearfaktoren über L iterieren wir
dann den Prozess und adjungieren am Schluss alle nötigen Nullstellen an k. Da
jedes Polynom ein Produkt von irreduziblen Polynomen ist, können wir o.B.d.A.
zusätzlich annehmen, dass p irreduzibel ist. Dann entsteht L aber gerade durch
Konstruktion 4.1.9.

Wir wollen nun die Eindeutigkeit des Zerfällungskörpers zeigen. EinHomomor-
phismus φ : k → k′ von Körpern setzt sich offensichtlich zu einem Ringhomo-
morphismusΦ: k[x]→ k′[x]mitΦ(x) = x fort. FüreinPolynomp =

∑d
i=0 cix

i ∈
k[x] gilt dabei

Φ(p) =
d∑
i=0

φ(ci)x
i =: p(φ).

Die folgende Aussage ist zwar technisch, wird im Folgenden aber immer wieder
benutzt werden.
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Proposition 4.4.5. Es seien k ⊆ K und k′ ⊆ K ′ Körpererweiterungen sowieφ : k →
k′ ein Homomorphismus. Sei a ∈ K algebraisch über k und p = Min(a, k) ∈ k[x].
Dann ist dieAnzahl derHomomorphismenψ : k(a)→ K ′mitψ|k = φgleichderAnzahl
der verschiedenenNullstellen von p(φ) inK ′.

Beweis. Sei ψ : k(a)→ K ′ eine Fortsetzung von φ. Für ein Polynom q ∈ k[x] gilt
dann

ψ(q(a)) = q(φ)(ψ(a))

und insbesondere

0 = ψ(0) = ψ(p(a)) = p(φ)(ψ(a)).

Daraus sehenwir zweierlei. Erstens istψ durch seinenWert aufa schoneindeutig
bestimmt, zweitensmussψ(a) immer eineNullstelle von p(φ) sein. Damit gibt es
höchstens so viele Abbildungen ψ wie Nullstellen von p(φ) inK ′.
Sei nun b ∈ K ′ eine Nullstelle von p(φ). Wir müssen noch zeigen, dass ein ψ exi-
stiert mit ψ(a) = b. Jedes Element von k(a) = k[a] ist von der Form q(a) für ein
q ∈ k[x]. Wir definieren also einfach

ψ(q(a)) := q(φ)(b).

Dabei müssen wir zunächst die Wohldefiniertheit zeigen. Seien also q, q̃ ∈ k[x]
mit q(a) = q̃(a). Das bedeutet (q − q̃)(a) = 0 und wegen p = Min(a,K) folgt

q − q̃ = ph

für ein h ∈ k[x]. Daraus folgt q(φ) − q̃(φ) = p(φ)h(φ) und nach Einsetzen von b
dann

q(φ)(b)− q̃(φ)(b) = p(φ)(b)︸ ︷︷ ︸
=0

h(φ)(b) = 0.

Das zeigt die Wohldefiniertheit. Die Abbildung ψ ist aber nun offensichtlich ein
Homomorphismus ψ : k(a)→ K ′mit ψ|k = φ und ψ(a) = b.

Satz 4.4.6. Sei φ : k → k′ ein Isomorphismus, p ∈ k[x] undK ein Zerfällungskörper
von p sowieK ′ ein Zerfällungskörper von p(φ). Dann gibt es mindestens einen und höch-
stens [K : k] viele Isomorphismen ψ : K → K ′ mit ψ|k = φ. Falls alle Nullstellen von
p(φ) inK ′ verschieden sind, gibt es genau [K : k] viele solche Fortsetzungenψ.
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Beweis. Sei p1 ein irreduzibler Faktor von p in k[x] und a1 ∈ K mit p1(a1) = 0.
Dann giltMin(a1, k) = p1 und nach Proposition 4.4.5 gibt es so viele Fortsetzun-
genφ1 : k(a1)→ K ′ vonφ, wie p(φ)1 verschiedene Nullstellen inK ′ hat. Das sind
mindestens eine und höchstens

deg
(
p
(φ)
1

)
= deg(p1) = [k(a1) : k]

viele. Wir iterieren diesen Prozess nun mit φ1 anstelle von φ und k(a1) anstelle
von k. Dafür zerlegen wir p in k(a1)[x] in irreduzible Faktoren und wählen eine
Nullstelle a2 eines nicht-linearen irreduziblen Faktors. Auf diese Weise erhalten
wir schließlich Fortsetzungen ψ : K → K ′ von φ.
Da sich sowohl der Körpergrad als auch die Anzahl der Fortsetzungen in jedem
Schritt multipliziert, gibt es höchstens [K : k] viele Fortsetzungen. Hat p(φ) lau-
ter verschiedene Nullstellen inK ′, so gibt es in jedem Schritt die maximale An-
zahl von Fortsetzungen, also exakt [K : k] viele insgesamt.
Jeder Homomorphismus zwischen Körpern ist injektiv und jede Fortsetzung ψ
bildet also verschiedene Nullstellen von p inK auf verschiedene Nullstellen von
p(φ) in K ′ ab. Da man das Argument auch mit φ−1 durchführen kann, haben p
und p(φ) jeweils gleich viele verschiedeneNullstellen in ihren Zerfällungskörpern
und die werden durch ψ permutiert. Also ist ψ auch surjektiv und damit ein Iso-
morphismus.

Definition 4.4.7. Seien k ⊆ L, k ⊆ K Körpererweiterungen.
(i) Ein Homomorphismus φ : L→ K heißt k-Homomorphismus, falls

φ|k = idk.

(ii)LundK sind isomorphüberk, falls es einen Isomorphismus zwischenLund
K gibt, der ein k-Homomorphismus ist. △

Bemerkung4.4.8. Jeder k-Homomorphismusφ : K → K ist k-linear. Es gilt für
a ∈ k, b ∈ K

φ(ab) = φ(a)φ(b) = aφ(b).

Insbesondere istφ durch dieWerte auf einer k-Basis vonK eindeutig bestimmt.
Man beachte aber, dass die Vorgabe von Werten auf einer Basis im Allgemeinen
nicht zu einemHomomorphismus führt. Die Multiplikativität ist nicht automa-
tisch sichergestellt. △

Korollar 4.4.9. Der Zerfällungskörper eines Polynoms p ∈ k[x] ist bis auf Isomorphie
über k eindeutig bestimmt.
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Beweis. Satz 4.4.6 mit φ = idk.

Definition 4.4.10. (i) Ein KörperK heißt algebraisch abgeschlossen, falls jedes
PolynomausK[x]\K inK eineNullstelle hat (unddamit natürlich alle Polynome
überK zerfallen).
(ii) Für eine Körpererweiterung k ⊆ K heißt K algebraischer Abschluss von
k, fallsK algebraisch abgeschlossen und k ⊆ K eine algebraische Erweiterung
ist. △

Bemerkung4.4.11. Jeder algebraisch abgeschlosseneKörper ist unendlich.Wenn
k = {a1, . . . , an} nämlich endlich ist, hat das Polynom

p = (x− a1) · · · (x− an) + 1 ∈ k[x]

offensichtlich keine Nullstelle in k. △

Satz 4.4.12. JederKörperk besitzt (bis auf Isomorphie überk) einen eindeutig bestimmten
algebraischen Abschluss.

Beweis. Existenz: Zunächst zeigenwir die Existenz einer algebraischen Körperer-
weiterung k ⊆ L, wobei jedes nichtkonstante Polynomüber k inL eineNullstelle
hat. Das Argument ist eine Verallgemeinerung von Konstruktion 4.1.9. Sei dazu

R = k [xp | p ∈ k[x] \ k]

der Polynomring über k in so vielen Variablen, wie es nichtkonstante Polynome
über k gibt (beachte, dass in jedem Polynom aus R nur endlich viele Variablen
auftreten). InR betrachten wir das Ideal

I := (p(xp) | p ∈ k[x] \ k)

und zeigen I ̸= R. Wäre nämlich o.B.d.A.

1 =
m∑
i=1

gi(xp1 , . . . , xpm)pi(xpi)

mit gewissen gi ∈ k[xp1 , . . . , xpm ] und pi ∈ k[x] \ k, so wählen wir (zum Beispiel
imZerfällungskörper vonp1 · · · pm überk) Elementeaimitpi(ai) = 0. Setzenwir
dann ai für xpi in die obere Gleichung ein, ergibt sich 1 = 0, ein Widerspruch.
Mit Satz 3.3.5 finden wir ein maximales Idealmmit

I ⊆ m◁R.
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Der Körper L := R/m kann dann als Erweiterungskörper von k aufgefasst wer-
den. Das Element xp + m ∈ L ist dann aber eine Nullstelle von p, da p(xp) ∈ m.
Damit ist k ⊆ L auch eine algebraische Erweiterung.
Wir iterieren den Prozess nun und erhalten eine aufsteigende Folge von algebrai-
schen Körpererweiterungen

k = L0 ⊆ L1 ⊆ L2 ⊆ · · · .

Dabei hat jedes nichtkonstante Polynommit Koeffizienten aus Li eine Nullstelle
inLi+1. Dann ist

K :=
⋃
i≥0

Li

auf kanonische Weise ein algebraischer Oberkörper von k. Jedes nichtkonstan-
te Polynom ausK[x] liegt dann bereits in einem Li[x] und hat also in Li+1 ⊆ K
eineNullstelle.Damit istK algebraisch abgeschlossen, also ein algebraischer Ab-
schluss von k.
Eindeutigkeit: Seien k ⊆ K und k ⊆ K ′ zwei algebraische Abschlüsse von k. Wir
zeigen die Existenz eines Isomorphismus φ : K → K ′ mit φ|k = idk mit dem
Zorn’schen Lemma. Sei dazu

M :=
{
φ : L→ L′ Isomorphismus | k ⊆ L ⊆ K, k ⊆ L′ ⊆ K ′, φ|k = idk

}
.

Wegen (idk : k → k) ∈M istMnicht leerundwir versehenesmit der folgenden
partiellen Ordnung:

(φ : L→ L′) ⪯ (φ̃ : L̃→ L̃′)

:⇔ L ⊆ L̃, L′ ⊆ L̃′, φ̃|L = φ.

Man sieht leicht, dass jede Kette inM eine obere Schranke besitzt. Also gibt es
nach dem Zorn’schen Lemma inM ein maximales Element φ : L → L′.Wäre
nun L ⊊ K, so gäbe es a ∈ K \ L, wobei a sogar algebraisch über k und damit
überL ist. Sei p = Min(a, L).DaK ′ algebraisch abgeschlossen ist, besitzt p(φ) in
K ′ eine Nullstelle b. Nach Proposition 4.4.5 kannmanφ damit zu einem Isomor-
phismusψ : L(a)→ L′(b) fortsetzen, einWiderspruch zurMaximalität. Dassel-
be Argument funktioniert auchmit φ−1 und zeigt alsoL = K,L′ = K ′.

Bemerkung/Beispiel 4.4.13. (i) C ist der algebraische Abschluss von R. Es ist C
nämlichalgebraischabgeschlossenundR ⊆ C ist endlichunddamit algebraisch.
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(ii)C ist nicht der algebraische Abschluss vonQ, da die ErweiterungQ ⊆ Cnicht
algebraisch ist. Der algebraische Abschluss vonQ ist (Aufgabe 56)

Q = {a ∈ C | a algebraisch überQ} .

(iii)DieErweiterung vonk zumalgebraischenAbschlussmussnicht endlich sein.
Für k = Fp ist sie es beispielsweise nicht, wie man leicht mit Bemerkung 4.4.11
sieht.
(iv) Wir bezeichnen den algebraischen Abschluss des Körpers k von nun an auch
mit k. △

Korollar 4.4.14. Sei k ⊆ L eine algebraische Körpererweiterung und k ⊆ K mitK
algebraisch abgeschlossen. Dann gibt es einen k-Homomorphismusφ : L→ K.

Beweis. Man kann beispielsweise die Argumente aus dem Eindeutigkeitsteil des
Beweises von Satz 4.4.12 wiederholen. Andererseits kann man auch folgender-
maßen argumentieren. SeiL der algebraische Abschluss vonL und

k = {a ∈ K | a algebraisch über k} .

Dann sind L und k beides algebraische Abschlüsse von k und damit isomorph
über k. Ein Isomorphismus liefert durch Einschränkung aufL den gewünschten
Homomorphismus.

4.5 Normale und separable Erweiterungen
DerBegriff einer normalen und separablenKörpererweiterung ist nötig, umspä-
ter den Hauptsatz der Galoistheorie beweisen zu können.

Definition4.5.1. EinealgebraischeKörpererweiterungk ⊆ K heißtnormal, falls
jedes irreduzible Polynom p ∈ k[x], welches inK eineNullstelle hat, inK bereits
zerfällt. △

Beispiel 4.5.2. (i) IstK algebraisch abgeschlossen, so ist die Erweiterung k ⊆ K
trivialerweise normal. Beispielsweise istR ⊆ C normal.
(ii)DieKörpererweiterungQ ⊆ Q( 3

√
2) ist nichtnormal (vergleichedazuBeispiel

4.4.2). △

Satz 4.5.3. Für eine algebraische Körpererweiterung k ⊆ K ⊆ k sind äquivalent:
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(i) k ⊆ K ist normal.

(ii) K ist Zerfällungskörper einerMenge von Polynomen über k.

(iii) Jeder k-Homomorphismusφ : K → k erfülltφ(K) ⊆ K.

Beweis. "(i)⇒ (ii)" Für jedes a ∈ K hatMin(a, k) inK die Nullstelle a und zer-
fällt deshalb dort bereits in Linearfaktoren. Damit ist K offensichtlich der Zer-
fällungskörper der Minimalpolynome aller seiner Elemente über k.
"(ii) ⇒ (iii)" Sei K der Zerfällungskörper der Familie (pi)i∈I von Polynomen
pi ∈ k[x] undφ : K → k ein k-Homomorphismus. Sei a ∈ K eine Nullstelle von
einem pi.Dann gilt

0 = φ(0) = φ(pi(a)) = pi(φ(a)),

da φ ein k-Homomorphismus ist. Als Nullstelle von pi in k liegt φ(a) also sogar
inK. DaK von solchen Nullstellen erzeugt wird, gilt φ(K) ⊆ K.
"(iii)⇒ (i)" Seip ∈ k[x] irreduzibel unda ∈ K sei eineNullstelle vonp. Sei b ∈ k
eine beliebige weitere Nullstelle von p.Wir zeigen b ∈ K, daraus folgt die Aussa-
ge. Nach Proposition 4.4.5 gibt es aber einen k-Homomorphismus φ : k(a) → k
mit φ(a) = b.Wie im Beweis der Eindeutigkeit in Satz 4.4.12 kann man φ auf
ganzK fortsetzen. Daraus folgt b ∈ φ(K) ⊆ K.

Beispiel 4.5.4. (i) Es sind

Q ⊆ Q(
√
2) Q ⊆ Q(

3
√
2, i
√
3) Q ⊆ Q

(
e

2πi
d

)
normale Körpererweiterungen. Laut Beispiel 4.4.2 sind es nämlich Zerfällungs-
körper.
(ii) Jede Körpererweiterungmit [K : k] = 2 ist normal (Aufgabe 59). △

Korollar 4.5.5. Sind k ⊆ L ⊆ K algebraische Erweiterungen und istK normal über k,
so auch überL. Im Allgemeinen istL aber nicht normal über k.

Beweis. Die Normalität von K über L folgt zum Beispiel aus Satz 4.5.3 (ii). Als
Gegenbeispiel zur Normalität vonL über k betrachten wir die Körperkette

Q ⊆ Q(
3
√
2) ⊆ Q(

3
√
2, i
√
3).

Die Erweiterung Q ⊆ Q( 3
√
2, i
√
3) ist normal, nicht aber die Erweiterung Q ⊆

Q( 3
√
2).
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Definition 4.5.6. (i) Ein irreduzibles Polynom p ∈ k[x] heißt separabel, falls p in
k (oder seinem Zerfällungskörper) deg(p) viele verschiedene Nullstellen besitzt.
(ii) Für eine Körpererweiterung k ⊆ K heißt a ∈ K separabel über k, falls a
algebraisch über k ist undMin(a, k) separabel ist.
(iii) Eine algebraische Körpererweiterung k ⊆ K heißt separabel, falls jedes a ∈
K separabel über k ist. △

Bemerkung 4.5.7. Sei k ⊆ L ⊆ K eine Körperkette. Wenn K separabel über
k ist, sind sowohl K über L als auch L über k separabel. Für L über k ist das
trivial, fürK überL liegt es daran, dassMin(a, L) inL[x] einTeiler vonMin(a, k)
ist. △

Definition 4.5.8. SeiR ein kommutativer Ring. Dann heißt die Abbildung

∂ : R[x]→ R[x]

d∑
i=0

cix
i 7→

d∑
i=1

icix
i−1

formale Ableitung. △

Lemma4.5.9. SeiR ein kommutativer Ring und∂ die formale Ableitung aufR[x].Dann
gilt für r, s ∈ R, p, q ∈ R[x]

∂(rp+ sq) = r∂(p) + s∂(q)

∂(pq) = p∂(q) + q∂(p)

∂(r) = 0.

Beweis. Aufgabe 47.

Satz 4.5.10. Sei k ein Körper und p ∈ k[x] irreduzibel. Dann gilt

p separabel ⇔ ∂(p) ̸= 0.

Beweis. Sei o.B.d.A. p normiert.
"⇒": Es gibt paarweise verschiedene a1, . . . , ad ∈ kmit

p = (x− a1) · · · (x− ad).
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In k[x] gilt dann

∂(p) =
d∑
i=1

∏
j ̸=i

(x− aj)

und jeder Linearfaktor (x − ai) teilt jeden Summanden außer dem i-ten, also
nicht ∂(p). Daraus folgt ∂(p) ̸= 0.
"⇐": Aus ∂(p) ̸= 0 und deg(∂(p)) < deg(p) folgt p ∤ ∂(p). Da p irreduzibel ist,
sind p und ∂(p) dann schon teilerfremd im Hauptidealring k[x]. Nach Lemma
3.5.14 gibt es eine Darstellung

1 = fp+ g∂(p)

mit f, g ∈ k[x] und p, ∂(p) können also keine gemeinsame Nullstelle in k haben.
Wäre nun p nicht separabel, so gäbe es a ∈ kmit

(x− a)2 | p in k[x],

also p = (x− a)2q. Nun berechnet man

∂(p) = (x− a) (2q + (x− a)∂(q)) ,

also haben p und ∂(p) in k die gemeinsame Nullstelle a, einWiderspruch.

Bemerkung 4.5.11. Dem Beweis von Satz 4.5.10 sieht man an, dass für die Sepa-
rabilität von p schon eine einzige Nullstelle in kmit Vielfachheit 1 genügt. △

Korollar 4.5.12. (i) Falls char(k) = 0 gilt, ist jedes irreduzible Polynom p ∈ k[x] sepa-
rabel. Insbesondere ist jede algebraische Körpererweiterung k ⊆ K separabel.
(ii) Falls char(k) = d gilt, so ist ein irreduzibles p ∈ k[x] genau dann inseparabel, wenn
ein q ∈ k[x] existiert mit p(x) = q(xd).

Beweis. (i) folgt mit Satz 4.5.10 aus der Tatsache, dass für p ∈ k[x] \ k stets
∂(p) ̸= 0 gilt. Ist c ̸= 0 nämlich der Leitkoeffizient von p, so ist deg(p) · c ̸= 0 der
Leitkoeffizient von ∂(p).
Für (ii) sieht man ganz analog, dass alle Koeffizienten von ∂(p) genau dann Null
sind, wenn die Grade bei allen auftretenden Koeffizienten von p Vielfache von d
waren.

Definition 4.5.13. Ein Körper k heißt vollkommen, falls jedes irreduzible Poly-
nom p ∈ k[x] separabel ist.1 △

1Trifft ein schwere-noetherscher Ring auf einen vollkommenen Körper...
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Beispiel 4.5.14. Jeder Körper vonCharakteristik 0 ist vollkommen (Korollar 4.5.12
(i)) △

Satz 4.5.15. Sei k ein Körper mit char(k) = d > 0. Dann gilt

k vollkommen ⇔ k = kd
(
:=
{
ad | a ∈ k

})
.

Beweis. "⇒": Für a ∈ k beliebig betrachten wir p = xd− a ∈ k[x]. Da offensicht-
lich ∂(p) = 0 gilt muss p reduzibel sein, nach Satz 4.5.10. Also gibt es q, h ∈ k[x]
mit q irreduzibel und p = qh. Es gibt nun ein b ∈ k mit q(b) = 0, insbesondere
p(b) = 0, also

bd = a.

Damit gilt in k[x] (mit Lemma 4.1.6)

qh = p = xd − a = xd − bd = (x− b)d.

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in k[x] folgt q = (x − b)m für
einm. Da k nach Annahme vollkommen ist, hat das irreduzible Polynom q lauter
verschiedene Nullstellen in k, und daraus folgtm = 1. Aus

x− b = q ∈ k[x]

folgt dann b ∈ k, die gewünschte Aussage.
"⇐": Sei p ∈ k[x]mit ∂(p) = 0. ImBeweis von Korollar 4.5.12 habenwir gesehen,
dass

p = c0 + c1x
d + c2x

2d + · · ·+ cnx
nd

gelten muss. Wähle nun bi ∈ kmit bdi = ci. Dann gilt

p = bd0 + bd1x
d + bd2x

2d + · · ·+ bdnx
nd =

(
b0 + b1x+ b2x

2 + · · ·+ bnx
n
)d
.

Also ist p nicht irreduzibel. Mit Satz 4.5.10 folgt, dass alle irreduziblen Polynome
in k[x] separabel sind. Damit ist k offensichtlich vollkommen.

Beispiel 4.5.16. (i) Jeder endlicheKörper ist vollkommen.Das folgtmit Satz 4.5.15
aus Lemma 4.1.6.
(ii) Sei p eine Primzahl. Dann ist der Körper Fp(t) nicht vollkommen (siehe Auf-
gabe 70). △

Satz 4.5.17 (Satz vom primitiven Element). Seik ⊆ K eine endliche separable Erwei-
terung. Dann gibt es ein a ∈ K mitK = k(a).
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Beweis. Wir führen den Beweis nur im Fall, dass k unendlich ist.Wir können au-
ßerdemK = k(b, c)mit algebraischen Elementen b, c ∈ K annehmen, weilman
das Ergebnis dann iterieren kann. Seien p = Min(b, k), q = Min(c, k) sowie

b = β1, β2 . . . , βd und c = γ1, γ2 . . . , γe

die (jeweils paarweise verschiedenen)Nullstellen von pund q ink.Dak unendlich
ist, gibt es ein δ ∈ kmit

δ ̸= β1 − βi
γj − γ1

für alle i = 1, . . . , d, j = 2, . . . , e. Wir setzen

a := β1 + δγ1 = b+ δc ∈ K

und zeigen k(b, c) = k(a),wobei "⊇" klar ist. Die beiden Polynome

q, p(a− δx) ∈ k(a)[x]

haben die gemeinsame Nullstelle c = γ1. Eine weitere gemeinsame Nullstelle
haben sie nicht, denn für j ≥ 2 folgt aus 0 = p(a − δγj) schon a − δγj = βi für
ein i und genau das ist nachWahl von δ nicht der Fall. Es gilt also

x− c = ggT(q, p(a− δx)) in k[x].

Der größte gemeinsame Teiler kann aber auch in k(a)[x] berechnet werden (zum
BeispielwegenLemma3.5.14) unddaraus folgt c ∈ k(a)und somit auch b ∈ k(a).
Das zeigt k(b, c) ⊆ k(a).

4.6 Galoistheorie
Die Galoistheorie erlaubt es uns, Fragen der Körpertheorie in Fragen der Grup-
pentheorie zu übersetzen. Erst damit können wir die Frage nach der Lösbarkeit
von polynomialen Gleichungen beantworten.

Definition 4.6.1. Sei k ⊆ K eine Körpererweiterung.Wir definieren ihreGalois-
gruppe folgendermaßen:

Gal(K, k) := {φ : K → K | φ k-Isomorphismus} .

Elemente vonGal(K, k) nennen wir auch k-Automorphismen vonK. △
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Bemerkung/Beispiel 4.6.2. (i) Offensichtlich ist Gal(K, k) eine Gruppe bezüg-
lich der Hintereinanderausführung von Funktionen. Das neutrale Element ist
idK.
(ii) Wir berechnenGal(C,R). WegenC = R(i) gibt es nach Proposition 4.4.5 so
viele R-Homomorphismen von C wie Nullstellen von x2 + 1 in C und das sind
genau i und−i. Bilden wir i auf i ab, erhalten wir die Identität. Bilden wir i auf
−i ab, erhalten wir die komplexe Konjugation κ. Es gilt κ ◦ κ = id. Beide Homo-
morphismen sind Automorphismen, also

Gal(C,R) = {idC, κ} ∼= Z/2Z.

Ganz analog berechnet man

Gal
(
Q(
√
2),Q

)
= {id, φ} ∼= Z/2Z,

wobei φ gerade
√
2 auf−

√
2 abbildet.

(iii) Wir bestimmen Gal
(
Q
(

3
√
2
)
,Q
)
. Es muss 3

√
2 durch jeden Q-Automor-

phismus auf eine Nullstelle von x3 − 2 abgebildet werden und davon gibt es in
Q( 3
√
2) nur eine. Also gilt

Gal
(
Q(

3
√
2),Q

)
= {id} .

(iv) Wir bestimmen
Gal

(
Q
(
e

2πi
p

)
,Q
)

für eine Primzahl p. Das MinimalpolynomΦp von a = e
2πi
p hat inK = Q

(
e

2πi
p

)
die p−1 verschiedenenNullstellen a, a2, . . . , ap−1.Nach Proposition 4.4.5 gibt es
also p− 1 vieleQ-Homomorphismen vonK, also φ1, . . . , φp−1 bestimmt durch

φi(a) = ai.

Dabei handelt es sich jeweils sogar um Automorphismen (Übungsaufgabe). Da-
mit sieht man

Gal
(
Q
(
e

2πi
p

)
,Q
)
= {φ1, . . . , φp−1} ∼= (Z/pZ)× . △

Lemma 4.6.3. Sei p ∈ k[x] undK der Zerfällungskörper von p über k.

(i) Esgilt#Gal(K, k) ≤ [K : k] , insbesondere ist dieGaloisgruppederErweiterung
endlich.
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(ii) Falls alle Nullstellen von p verschieden sind, gilt#Gal(K, k) = [K : k] .

Beweis. Direkte Folgerung aus Satz 4.4.6 mit φ = idk.

Definition4.6.4. Seik ⊆ K eineKörpererweiterung,G = Gal(K, k)undH < G
eine Untergruppe. Dann definieren wir

Fix(H) := {b ∈ K | φ(b) = b für alle φ ∈ H} . △

Bemerkung/Beispiel 4.6.5. (i) Man sieht leicht, dassFix(H) für jede Untergrup-
peH der Galoisgruppe ein Zwischenkörper der Erweiterung ist:

k ⊆ Fix(H) ⊆ K.

Die Körperaxiome folgen aus der Tatsache, dass die betrachteten Abbildungen φ
Homomorphismen sind. Die Aussage k ⊆ Fix(H) bedeutet gerade, dass alle φ
k-Homomorphismen sind.
(ii) Umgekehrt gilt für jeden Zwischenkörper k ⊆ L ⊆ K offensichtlich

Gal(K,L) < Gal(K, k).

(iii) Wir haben also Zuordnungen

{Untergruppen von Gal(K, k)} ↔ {Zwischenkörper von k ⊆ K}
H 7→ Fix(H)

Gal(K,L)←[ L

Beide Zuordnungen sind inklusionsumkehrend, fürH1 < H2 < Gal(K, k), k ⊆
L1 ⊆ L2 ⊆ K gilt also

Fix(H1) ⊇ Fix(H2) und Gal(K,L1) ⊇ Gal(K,L2).

Weiter gilt offensichtlich

H ⊆ Gal (K,Fix(H)) und L ⊆ Fix (Gal(K,L)) .

Im Allgemeinen gilt aber keine Gleichheit. In Beispiel 4.6.2 (iii) etwa gilt

Fix (Gal(K, k)) = K. △

Proposition 4.6.6 (Lemma von Artin). Sei k ⊆ K eine Körpererweiterung undH <
Gal(K, k) endlich. Dann gilt

[K : Fix(H)] ≤ #H.
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Beweis. Sei n = #H undH = {φ1, . . . , φn}. Seim > n und a1, . . . , am ∈ K.
Wir zeigen, dass a1, . . . , am linear abhängig über Fix(H) sein müssen, das be-
weist die Aussage. Dazu betrachtenwir das homogene lineare Gleichungssystem

φ1(a1)x1 + φ1(a2)x2 + · · ·+ φ1(am)xm = 0

φ2(a1)x1 + φ2(a2)x2 + · · ·+ φ2(am)xm = 0

...
φn(a1)x1 + φn(a2)x2 + · · ·+ φn(am)xm = 0.

Wegenm > n gibt es eine nichttriviale Lösung (b1, . . . , bm) ∈ Km und wir wäh-
len sie dabei mit einer maximalen Anzahl von Nullen in den Einträgen. Sei au-
ßerdem o.B.d.A. b1 = 1. Für alle i, j gilt nun

0 = φj(0) = φj

(∑
k

φi(ak)bk

)
=
∑
k

(φj ◦ φi)(ak)φj(bk).

Für festes j durchlaufendieElementeφj◦φimit idie ganzeGruppeH unddamit
ist auch (φj(b1), . . . , φj(bm)) ∈ Km eine Lösung des Gleichungssystems. Auf-
grund der Homogenität ist dann auch

(b1 − φj(b1), . . . , bm − φj(bm)) ∈ Km

eine Lösung. Angenommen es gilt nun bi /∈ Fix(H) für ein i. Dann gibt es ein j
mit φj(bi) ̸= bi, also ist

(b1 − φj(b1), . . . ,bm − φj(bm)) = (1− 1, b2 − φj(b2), . . . , bm − φj(bm))
= (0, b2 − φj(b2), . . . , bi − φj(bi)︸ ︷︷ ︸

̸=0

, . . . , . . . , bm − φj(bm))

eine nichttriviale Lösungmit einer Null mehr. Das ist einWiderspruch und zeigt
bi ∈ Fix(H) für alle i. Wenn etwa φ1 = id gilt, zeigt die erste Zeile des Glei-
chungssystems also die lineare Abhängigkeit der ai über Fix(H).

Definition4.6.7. EineKörpererweiterungheißtGalois-Erweiterung, falls sie end-
lich, normal und separabel ist. △

Beispiel 4.6.8. (i) Mit char(k) = 0, p ∈ k[x] undK dem Zerfällungskörper von p
über k ist k ⊆ K eine Galoiserweiterung. Das folgt aus Satz 4.2.9, Satz 4.5.3 und
Korollar 4.5.12. Beispiele dafür sind

Q ⊆ Q(
√
2), Q ⊆ Q(

3
√
2,
√
3i), Q ⊆ Q

(
e

2πi
d

)
, R ⊆ C.
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(ii) Ist k ⊆ L ⊆ K eine Körperkette undK über k galoisch, so auchK über L
(nach Korollar 4.5.5 undBemerkung 4.5.7). FürL über k stimmt das imAllgemei-
nen nicht (die Normalität kann scheitern, siehe Korollar 4.5.5). △

Satz 4.6.9 (Hauptsatz der Galoistheorie). Es sei k ⊆ K eine Galois-Erweiterung.
Dann sind die ZuordnungenFix(·) undGal(K, ·) zueinander inverse inklusionsumkeh-
rende Bijektionen zwischenUntergruppen vonG = Gal(K, k) undZwischenkörpern von
k undK.Weiter gilt fürH < G :

(i) #H = [K : Fix(H)] und |G : H| = [Fix(H) : k]

(ii) H ◁G ⇔ Fix(H) normal über k.
In diesem Fall ist k ⊆ Fix(H)wieder eine Galois-Erweiterung und es gilt

Gal (Fix(H), k) ∼= G/H.

K {id}

r | | r

L = Fix(H) H = Gal(K,L)

s | | s

k G

Beweis. Mit dem Satz vom primitiven Element istK als Galois-Erweiterung der
Zerfällungskörper eines separablen Polynoms über k. Nach Lemma 4.6.3 gilt also
#Gal(K, k) = [K : k] . Dasselbe Argument kann man natürlich auch für jeden
Zwischenkörper k ⊆ L ⊆ K auf die Galois-Erweiterung L ⊆ K anwenden und
erhält also

#Gal(K,L) = [K : L] .

Sei nunH < G := Gal(K, k) eine Untergruppe. WegenH ⊆ Gal(K,Fix(H))
gilt mit dem Lemma von Artin

#H ≤ #Gal(K,Fix(H)) = [K : Fix(H)] ≤ #H.

Das beweistGal(K,Fix(H)) = H unddie ersteGleichung in (i). Die zweiteGlei-
chung in (i) folgt direkt aus

#G = [K : k] = [K : Fix(H)] · [Fix(H) : k] = #H · [Fix(H) : k] .
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Nun gilt offensichtlichGal(K,Fix(Gal(K, k))) = Gal(K, k), also

[K : k] = #Gal(K, k) = #Gal(K,Fix(Gal(K, k))) = [K : Fix(Gal(K, k))]

und damitFix(Gal(K, k)) = k. Auch hier erhält man dieselbe Aussage für jeden
Zwischenkörper:

Fix(Gal(K,L)) = L.

Damit ist gezeigt, dass die Zuordnungen Gal(K, ·) und Fix(·) beidseitig invers
zueinander sind.
Für (ii) seiH < G undL = Fix(H). Dann gilt für φ ∈ G

φ(L) = Fix(φHφ−1),

denn

a ∈ Fix(φHφ−1)⇔
(
φτφ−1

)
(a) = a ∀τ ∈ H

⇔
(
τφ−1

)
(a) = φ−1(a) ∀τ ∈ H

⇔ φ−1(a) ∈ Fix(H) = L

⇔ a ∈ φ(L).

IstH nuneinenormaleUntergruppe inG, so giltφHφ−1 = H und somitφ(L) =
L für alleφ ∈ G.Wir wollenmit Satz 4.5.3 (iii) daraus die Normalität vonL über
k schließen.Wir könnenmit Korollar 4.4.14

k ⊆ L ⊆ K ⊆ k

annehmen und wählen einen beliebigen k-Homomorphismus ψ : L → k. Mit
Proposition 4.4.5 existiert eine Fortsetzung φ : K → k von ψ und daK normal
über k ist, gilt mit Satz 4.5.3 sogar φ : K → K. Es ist also φ ∈ G und wir wissen
deshalb ψ(L) = φ(L) ⊆ L. Mit Satz 4.5.3 (iii) ist alsoL normal über k.
Sei umgekehrt L normal über k. Dann gilt wieder mit Satz 4.5.3 φ(L) ⊆ L für
alle φ ∈ G, also

Fix(φHφ−1) ⊆ Fix(H).

NachAnwendung vonGal(K, ·) erhaltenwir alsoH ⊆ φHφ−1 und aufgrundder
Mächtigkeiten damitH = φHφ−1. Dies stimmt für alle φ ∈ G, also istH eine
normale Untergruppe.
In diesem Fall betrachten wir schließlich den Gruppenhomomorphismus

π : G→ Gal(L, k)

φ 7→ φ|L.
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Er ist wohldefiniert, da aufgrund der Normalität von L über k stets φ(L) ⊆ L
gilt. Es gilt offensichtlich ker(π) = Gal(K,L) = Gal(K,Fix(H)) = H. Außer-
dem ist π surjektiv. Jeder k-Homomorphismus ψ : L → L lässt sich fortsetzen
zu φ : K → k und aufgrund der Normalität von K über k also zu φ ∈ G mit
π(φ) = ψ. Mit demHomomorphiesatz folgt

G/H ∼= Gal(L, k).

Beispiel 4.6.10. Wir wollen alle Teilkörper der Galoiserweiterung

Q ⊆ Q(e2πi/5)

finden. Setze ξ := e2πi/5. Wir wissen bereits [Q(ξ) : Q] = 4, also hat jeder echte
Zwischenkörper laut Gradformel Grad 2 über Q. Aus Beispiel 4.6.2 (iii) wissen
wir

Gal(Q(ξ),Q) = (Z/5Z)× = {1, 2, 3, 4} .

Man kann nun leicht sämtliche Untergruppen dieser Gruppe bestimmen:

{1}, {1, 2, 3, 4}, {1, 4}.

Also gibt es genau einen echten Zwischenkörper, und zwar den Fixkörper der Ab-
bildung

φ4 : ξ 7→ ξ4.

Fixiert wird durch φ4 das Element

χ := ξ + ξ4 = 2 cos(2π/5),

da φ4(ξ
4) = ξ16 = ξ. Andererseits gilt χ /∈ Q, da

φ2(χ) = ξ2 + ξ3 = 2 cos(4π/5) ̸= χ.

Also ist
Fix ({1, 4}) = Q(χ)

der eindeutig bestimmte nichttriviale Zwischenkörper der Erweiterung. △

Eine erste Folgerung, in deren Beweis wir Ergebnisse der Gruppentheorie in die
Körpertheorie übertragen, ist der Fundamentalsatz der Algebra:

Korollar 4.6.11 (Fundamentalsatz der Algebra). C ist algebraisch abgeschlossen.
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Beweis. Da jedes Polynom in einer endlichen Erweiterung eineNullstelle hat, ge-
nügt es zu zeigen, dass C keine echte endliche Körpererweiterung besitzt. An-
genommen C ⊆ K ist eine endliche Körpererweiterung. Nach dem Satz vom
primitiven Element gilt K = R(a) für ein a ∈ K, und wenn wir K durch den
Zerfällungskörper vonMin(a,R) ersetzen, können wirK als Galoiserweiterung
vonR annehmen.Wir können also denHauptsatz derGalois-Theorie verwenden.
Wegen

[K : R] = [K : C] · [C : R] = 2 [K : C]

gilt 2 | #Gal(K,R). SeiH < Gal(K,R) =: G eine 2-Sylow-Untergruppe und
L = Fix(H):

K {id}
2r | | 2r
L H

ungerade | | ungerade
R G

InRhat abernachdemZwischenwertsatz jedesPolynomvonungerademGradei-
ne Nullstelle. Also sind die einzigen irreduziblen Polynome von ungerademGrad
vomGrad 1, also besitztR keine echte ungerade Körpererweiterung. Das bedeu-
tet L = R und [K : R] = 2r. Für die Untergruppe Gal(K,C) < G gilt also
#Gal(K,C) = 2r−1 und wir zeigen r − 1 = 0. Wäre r > 1, könnten wir ei-
ne UntergruppeH1 < Gal(K,C)mit#H1 = 2r−2 wählen. Für L1 = Fix(H1)
wäre dann [L1 : C] = 2. In C[x] gibt es aber keine quadratischen irreduziblen
Polynome, daman inC immerWurzeln ziehen kann. Also hatC auch keine qua-
dratische Erweiterung, ein Widerspruch. Wir haben also#Gal(K,C) = 1 und
damitK = C gezeigt.

Wir zeigen nun noch die Umkehrung von Satz 4.3.6:

Korollar 4.6.12. Sei p eine Primzahl mit p − 1 = 2r für ein r ≥ 1. Dann ist das regel-
mäßige p-Eckmit Zirkel und Lineal aus 0, 1 konstruierbar.

Beweis. Es istQ ⊆ Q
(
e2πi/p

)
nach Beispiel 4.6.8 (i) eine Galoiserweiterung. Mit

Korollar 4.2.17 und demHauptsatz der Galoistheorie erhalten wir für

G := Gal
(
Q
(
e2πi/p

)
,Q
)

gerade
#G = 2r.
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Mit dem ersten Sylowsatz gibt es nun eine Kette von Untergruppen

{id} = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hr = G

mit #Hi = 2i für alle i (man wähle zuerst Hr−1 in G, dann Hr−2 in Hr−1...).
Durch Bildung der Fixkörper erhalten wir eine Körperkette

Q = Lr ⊆ Lr−1 ⊆ · · · ⊆ L0 = Q
(
e2πi/p

)
mit [Li : Li+1] = 2 für alle i. Jede Körpererweiterung vom Grad 2 entsteht aber
durchAdjunktion einerQuadratwurzel,wieman sich leicht überlegt. Körperope-
rationen und Ziehen von Quadratwurzeln ist aber nach Satz 1.1.2 mit Zirkel und
Lineal möglich. Das beweist die Aussage.

4.7 Unlösbarkeit von polynomialen Gleichungen

ZumAbschlussderKörpertheoriebeantwortenwir schließlichdieFragenachAuf-
lösbarkeit von polynomialen Gleichungen.

Definition 4.7.1. (i) Eine Körpererweiterung k ⊆ K heißt mit Radikalen auf-
lösbar, falls es eine Körperkette

k = k0 ⊆ k1 ⊆ · · · ⊆ km = K

gibt, wobei ki+1 = ki(ai)mit adii ∈ ki für alle i = 0, . . . ,m− 1 gilt.
(ii) Für p ∈ k[x] heißt die Gleichung „p = 0“mit Radikalen auflösbar, wenn es
eine Körpererweiterung k ⊆ K gibt, die mit Radikalen auflösbar ist, und p über
K in Linearfaktoren zerfällt. △

Lemma 4.7.2. Sei k ⊆ L eine normale Erweiterung, sowie a, b ∈ k Elemente mit dem-
selbenMinimalpolynom über k. Falls dann ad ∈ L gilt, so gilt auch bd ∈ L.

Beweis. Siehe Aufgabe 60.

Lemma 4.7.3. Sei k ⊆ K mit Radikalen auflösbar. Dann gibt es einen Erweiterungs-
körper L vonK , sodass die Erweiterung k ⊆ Lmit Radikalen auflösbar und zusätzlich
normal ist. Dabei bleiben die in der Auflösung verwendeten Exponenten gleich.
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Beweis. Da k ⊆ K mit Radikalen auflösbar ist, können wir ki, ai und di wie in
Definition 4.7.1 (i) wählen. Für jedes i = 0, . . . ,m− 1 seien

ai = ai1, ai2, . . . , aini

die Nullstellen vonMin(ai, k) =: pi inK.
Wir konstruieren nun eine neue Körperkette, indem wir an k diese Elemente in
der folgende Reihenfolge iterativ adjungieren:

a0 = a01, a02, . . . , a0n0 , a1 = a11, . . . , a1n1 , a2 = a21, . . . , am−1, . . . , am−1nm−1 .

Wenn wir bis zu ai−1ni−1
alle Elemente adjungiert haben, entsteht der Zerfäl-

lungskörper k̃i von p0, . . . , pi−1, also eine normale Erweiterung von k. Wegen

adii ∈ ki = k(a0, . . . , ai−1) ⊆ k̃i

folgt aus Lemma 4.7.2 auch adiij ∈ k̃i für alle j, und insbesondere ist die neue Er-
weiterungwiedermitRadikalenunddenselbenExponentenauflösbar.AmSchluss
erhalten wirK = km ⊆ k̃m =: L.

Der folgende Satz gilt noch deutlich allgemeiner, zumBeispiel ist auch die Rück-
richtung wahr. Wir beschränken uns aber auf den für uns relevanten Teil:

Satz 4.7.4. Sei p ∈ Q[x] undK der Zerfällungskörper von p überQ. Falls die Gleichung
„p = 0“ mit Radikalen auflösbar ist, so istGal(K,Q) eine auflösbare Gruppe.

Beweis. Sei Q = k0 ⊆ k1 ⊆ · · · ⊆ km eine Körperkette wie in Definition 4.7.1,
alsoK ⊆ km.Wir können o.B.d.A. annehmen, dass k1 = Q(ξ)mit ξ := e

2πi
n gilt,

wobein von allen di geteilt wird.Mithilfe von Lemma 4.7.3 könnenwir zusätzlich
annehmen, dass Q ⊆ km eine normale und damit galoissche Erweiterung ist.
Es genügt zu zeigen, dassGal(km,Q) auflösbar ist. DaK als Zerfällungskörper
überQ normal ist, gilt

Gal(K,Q) ∼= Gal(km,Q)/Gal(km, K)

undalsQuotient einer auflösbarenGruppe istGal(K,Q)mitSatz 2.5.7 dannauf-
lösbar.
Wegen ξi := ξn/di ∈ ki für alle i ≥ 1 sind die Erweiterungen ki ⊆ ki+1 normal,
denn das Polynom xdi − adii ∈ ki[x] hat in ki+1 die di verschiedenen Nullstellen

ai, aiξi, aiξ
2
i , . . . , aiξ

di−1
i .
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Also ist ki+1 als Zerfällungskörper von xdi − adii über ki normal. Dies liefert uns
die Normalreihe

{idkm} = Gal(km, km) ⊴ Gal(km, km−1) ⊴ · · · ⊴ Gal(km, k0) = Gal(km,Q)

mit den Faktoren

Gal(km, ki)/Gal(km, ki+1) ∼= Gal(ki+1, ki).

Insgesamt habenwir denBeweis also auf die folgendeBehauptung reduziert: Für
char(k) = 0,K = k(a)mit ad ∈ k und ξ = e

2πi
d ∈ k istG = Gal(K, k) abelsch.

Wie eben gezeigt ist a Nullstelle von p = xd − ad ∈ k[x] und p hat in K die
verschiedenen Nullstellen a, ξa, ξ2a, . . . , ξd−1a. Jedes Element vonG bildet a auf
eine andere Nullstelle von p ab. Falls also φ(a) = aξi und ψ(a) = aξj ist, so gilt

(ψ ◦ φ)(a) = ψ(aξi) = ψ(a)ξi = aξjξi = aξj+i = aξi+j = · · · = (φ ◦ ψ)(a).

Da ein Homomorphismus durch den Wert auf a schon eindeutig bestimmt ist,
gilt ψ ◦ φ = φ ◦ ψ.

Satz 4.7.5. Sei d eine Primzahl, p ∈ Q[x] irreduzibel vom Grad d und habe genau 2
Nullstellen inC \ R. Für den ZerfällungskörperK von p überQ gilt dann

Gal(K,Q) ∼= Sd.

Beweis. Das Polynom p hat in C die verschiedenen Nullstellen a1, . . . , ad und je-
des φ ∈ Gal(K,Q) =: G permutiert diese. So erhalten wir einen injektiven
Gruppenhomomorphismus

ι : G ↪→ Sd.

Da p reelle Koeffizienten hat, gilt für alle i

0 = 0 = p(ai) = p(ai),

also ist ai wieder eine Nullstelle von p. Damit gehört die komplexe Konjugation κ
zuGund ι(κ) ∈ Sd ist eine Transposition, da p genau zwei nichtreelleNullstellen
hat. Außerdem gilt

#G = [K : Q] = [K : Q(a1)] [Q(a1) : Q] = d · [K : Q(a1)] ,

also besitztG nach dem 1. Sylow-Satz eine Untergruppe der Mächtigkeit d, d.h.
ein Elementφ der Ordnung d. Da d prim ist, muss ι(φ) ∈ Sd ein Zykel der Länge
d sein, wie man sich (durch Zerlegung in elementfremde Zykel) leicht überlegt.
Eine Transposition und ein d-Zykel erzeugen aber bereits ganz Sd (Übungsauf-
gabe). Also ist ι surjektiv.
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Als Höhe- und Schlusspunkt der Körpertheorie erhalten wir folgendes Ergebnis,
das die Frage nach der Auflösbarkeit von Gleichungen vomGrad 5 negativ beant-
wortet. Fast die gesamte hier entwickelteTheorie wird dafür benutzt.

Korollar 4.7.6. Für p = x5 − 4x + 2 ∈ Q[x] ist die Gleichung „p = 0“ nicht mit
Radikalen auflösbar.

Beweis. Mit dem Eisenstein-Kriterium zur Primzahl 2 sieht man, dass p irredu-
zibel ist. Die Ableitung p′ = 5x4− 4 ist negativ im Intervall I = [− 4

√
4/5, 4

√
4/5]

und positiv außerhalb. Also ist p innerhalb von I strengmonoton fallend und au-
ßerhalb von I streng monoton steigend. Damit hat p höchstens 3 reelle Nullstel-
len. Man berechnet nun

p(−2) < 0, p(−1) > 0, p(1) < 0, p(2) > 0

und nach demZwischenwertsatz hat p also genau drei reelle Nullstellen.Mit Satz
4.7.5 gilt für den ZerfällungskörperK von p

Gal(K,Q) ∼= S5

und diese Gruppe ist nach Korollar 2.5.6 nicht auflösbar. Mit Satz 4.7.4 ist die
Gleichung „p = 0“ also nicht mit Radikalen auflösbar.



Kapitel 5

Moduln

Inder linearenAlgebrauntersuchtman lineareGleichungssystemeüberKörpern.
Dafür gibt es Lösungsmethoden wie den Algorithmus von Gauß. Die zugrun-
deliegende Theorie ist die Theorie der Vektorräume und linearen Abbildungen.
Möchteman nun ein lineares Gleichungssystem über einemRing lösen, funktio-
nieren viele der Konzepte nichtmehr so einfach, da durch Skalare nichtmehr ge-
teiltwerdenkann.Die ganzeTheoriemuss also angepasstwerden.Derwichtigste
Begriff dabei ist der einesModuls. Dabei handelt es sich um eine Verallgemeine-
rung von Vektorräumen, indem der zugrundeliegende Skalarkörper durch einen
(kommutativen) Ring ersetzt wird.

5.1 Grundlagen
Definition 5.1.1. Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul ist eine abelsche
Gruppe (M,+)mit einer Operation (genannt Skalarmultiplikation)

R×M →M

(r,m) 7→ r ·m

so dass für alle r, s ∈ R,m,n ∈M gilt:

(i) r · (m+ n) = (r ·m) + (r · n).

(ii) (r + s) ·m = (r ·m) + (s ·m)

(iii) (rs) ·m = r · (s ·m)

105
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(iv) 1 ·m = m. △

Beispiel 5.1.2. (i) IstR = k ein Körper, so ist einR-Modul genau dasselbewie ein
k-Vektorraum.
(ii) Für jeden RingR istRn auf kanonischeWeise einR-Modul.
(iii) Ist I ◁R ein Ideal, so ist I einR-Modul, wobei die Skalarmultiplikation ein-
fach die Ringmultiplikation ist. So ist zumBeispiel 3Z einZ-Modul und (x, y) ein
k[x, y]-Modul. Es sind dieR-Untermoduln vonR sogar genau die Ideale inR.
(iv) Ist I ◁ R ein Ideal, so ist der Faktorring R/I auf kanonische Weise ein R-
Modul. So ist zum BeispielZ/3Z einZ-Modul.
(v) Jede abelsche GruppeG kann alsZ-Modul aufgefasst werden. Dabei definiert
man folgende Skalarmultiplikation

Z×G→ G

(z, g) 7→ z · g := g + · · ·+ g︸ ︷︷ ︸
zmal

.

(vi) Sei k ein Körper, V ein k-Vektorraum und f : V → V eine k-lineare Abbil-
dung. DannwirdV zu einemModul über demPolynomring k[x], durch folgende
Skalarmultiplikation:

k[x]× V → V

(p, v) 7→ p(f)(v),

wobei wir für p = c0 + c1x+ · · ·+ cdx
d definieren

p(f)(v) := c0v + c1f(v) + c2f(f(v)) + · · ·+ cd f(f(· · · f︸ ︷︷ ︸
dmal

(v)))). △

Bemerkung 5.1.3. Wie üblich vereinbaren wir, dass Skalarmultiplikation stärker
bindet als Addition, schreiben also statt (r ·m) + (s · n) auch r ·m+ s · n. Auch
hier lassen wir das Symbol · oft weg und schreiben also rm+ sn. △

Definition 5.1.4. (i) Sei M ein R-Modul. Ein R-Untermodul U von M ist eine
UntergruppeU vonM , mit ru ∈ U für alle r ∈ R, u ∈ U .
(ii) SeienM,N zwei R-Moduln. Ein R-Modulhomomorphismus ist eine Abbil-
dung f : M → N mit

f(m+ n) = f(m) + f(n) und f(rm) = rf(m)
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für allem,n ∈M, r ∈ R.
(iii) EinR-Modulisomorphismus ist einR-Modulhomomorphismus, für den ein
beidseitig inverser R-Modulhomomorphismus existiert. Zwei R-ModulnM,N
heißen isomorph,wenneseinenModulisomorphismuszwischen ihnengibt. △

Bemerkung/Beispiel 5.1.5. (i) SeiR ein (kommutativer)RingundA ∈ Matm,n(R).
Dann ist die Lösungsmenge des linearen GleichungssystemsAx = 0 ein Unter-
modul vonRn.
(ii) Nicht jeder Untermodul von Rn ist die Lösungsmenge eines linearen Glei-
chungssystems (im Gegensatz zum Vektorraumfall). Ein Beispiel ist 2Z ⊆ Z.
(iii) SeiM einR-Modul undW ⊆M . Dann ist

spanR(W ) :=

{
d∑
i=1

riwi | d ∈ N, ri ∈ R,wi ∈ W

}

der kleinste Untermodul vonM , derW enthält.
(iv) Sei k ein Körper, V ein k-Vektorraum, f : V → V k-linear. Wir fassen V
wie in Beispiel 5.1.2 als k[x]-Modul auf. Dann ist ein k-Untervektorraum U ⊆ V
genau dann ein k[x]-Untermodul, wenn U f-invariant ist (d.h. wenn f(U) ⊆ U
gilt).
(v) Für jedenModulhomomorphismus f : M → N ist f(M) ein Untermodul von
N und

ker(f) := {m ∈M | f(m) = 0}

ein Untermodul vonM .
(vi) Ein Modulhomomorphismus f : M → N ist genau dann injektiv, wenn

ker(f) = {0}

gilt.
(vii) Für jedenR-UntermodulU ⊆M ist die FaktorgruppeM/U auf offensicht-
licheWeise wieder einR-Modul.
(viii) Auch für Moduln gilt der Homomorphiesatz: Ist f : M → N ein Homo-
morphismusvonR-Moduln, so istder folgendeHomomorphismuswohldefiniert
und injektiv:

f : M/ ker(f) ↪→ N

m+ ker(f) 7→ f(m). △
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Definition 5.1.6. (i) EinR-ModulM heißt endlich erzeugt, falls es eine endliche
TeilmengeW ⊆M gibt mitM = spanR(W ).
(ii) Eine Familie (bi)i∈I mit bi ∈ M heißt Basis von M , falls für alle m ∈ M
eindeutig bestimmte ri ∈ R existieren (nur endlich viele ri ̸= 0) mit

m =
∑
i∈I

ribi.

(iii) Ein Modul heißt frei, falls er eine Basis besitzt.
(iv) SindM1, . . . ,Md Untermoduln vonM , so definieren wir

M1 + · · ·+Md := {m1 + · · ·+md | mi ∈Mi} .

(v) Hat jedes Elementm ∈M1 + · · ·+Md eine eindeutigeDarstellung

m = m1 + · · ·+md

mitmi ∈ Mi, so schreiben wir stattM1 + · · · +Md auchM1 ⊕ · · · ⊕Md und
nennen die Summe direkt. △

Bemerkung/Beispiel 5.1.7. (i) Jeder k-Vektorraum ist ein freier k-Modul.
(ii) Für jedenRingR istRn ein freierR-Modul. Er besitzt beispielsweise die Stan-
dardbasis e1, . . . , en.
(iii) IstM ein freier R-Modul mit Basis (b1, . . . , bn), so istM isomorph zu Rn.
Einen R-Modulisomorphismus f : M → Rn erhält man beispielsweise, indem
man bi auf ei abbildet.
(iv) Im Gegensatz zu Vektorräumen besitzt nicht jeder Modul eine Basis! So ist
etwaM = Z/2Z einZ-Modul ohneBasis.Die einzigemöglicheWahlwäre b1 = 1
und dafür gilt

0 = 0 · b1 = 2 · b1,

die Skalare sind in der Darstellung also nicht eindeutig bestimmt. Also istM als
Z-Modul nicht frei! Wir könnenM aber natürlich auch als Z/2Z-Modul auffas-
sen, dann ist er frei (das ist ein Spezialfall von (i)).
(v) Ist (b1, . . . , bd) eine Basis vonM , so gilt insbesondere

M = spanR(b1)⊕ · · · ⊕ spanR(bd).

DieDirektheit dieser Summe ist aber schwächer als die Basiseigenschaft. Für die
Direktheit der Summe müssen nur die Summanden ribi in der Darstellung von
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m eindeutig sein, für die Basiseigenschaft benötigtman die Eindeutigkeit der ri.
Betrachtet man etwa denZ-ModulM = Z/2Z× Z/2Z, so gilt

M = spanZ ((1, 0))⊕ spanZ ((0, 1)) ,

aber ((1, 0), (0, 1)) ist keine Basis (das sieht man wie in (ii)).
(vi)M1 + · · · +Md ist der kleinste Untermodul vonM welcher alleMi enthält,
stimmt also genaumit spanR (M1 ∪ · · · ∪Md) überein.
(vii) Für zwei UntermodulnM1,M2 vonM gilt

M =M1 ⊕M2

genau dann wennM =M1 +M2 undM1 ∩M2 = {0}.
(viii) Für einenUntermodulM1 vonM muss es imAllgemeinenkeinenUntermo-
dulM2 vonM geben mitM = M1 ⊕M2 (Aufgabe 73). Für Vektorräume stimmt
das hingegen, wie man durch Basisergänzung leicht zeigen kann.
(ix) Ein Untermodul eines freienModulsmuss nicht unbedingt selbst wieder frei
sein, ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls muss selbst nicht unbe-
dingt wieder endlich erzeugt sein (Aufgabe 73). △

Proposition 5.1.8. SeiR ein noetherscher Ring,M ein endlich erzeugterR-Modul, sowie
N ⊆M einR-Untermodul. Dann istN selbst endlich erzeugt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage zunächst im FallM = Rn per Induktion über
n. Der Fall n = 1 ist dabei einfach die Aussage dass R noethersch ist. Im allge-
meinen Fall betrachten wir die Projektion π : Rn → R auf die erste Koordinate,
das Ideal

I := π(N) ⊆ R

sowie den Untermodul
K := N ∩ ker(π) ⊆ N.

DaR noethersch ist, gibt es n1, . . . , nd ∈ N mit I = (π(n1), . . . , π(nd)). Damit
gilt nun

N = spanR{n1, . . . , nd}+K,

wie man sich leicht überlegt. K besteht aber genau aus den Elementen von N
mitNull in der erstenKomponente.Damit kannK offensichtlich als Untermodul
vonRn−1 aufgefasstwerdenund ist somitnach Induktionsvoraussetzungendlich
erzeugt. Damit ist aber auchN endlich erzeugt.
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Im allgemeinen Fall gelteM = spanR{m1, . . . ,mn} undwir betrachten den sur-
jektivenModulhomomorphismus

φ : Rn ↠M

(r1, . . . , rn) 7→ r1m1 + · · ·+ rnmn.

Dann ist φ−1(N) ⊆ Rn ein Untermodul und somit endlich erzeugt. Wegen

N = φ(φ−1(N))

ist dann aber auchN endlich erzeugt.

ZumAbschluss dieses Abschnitts wollenwir noch die Eindeutigkeit der Länge ei-
ner Basis beweisen (falls eine solche exisitiert). Das folgende Lemmawird es uns
erlauben, die Aussage auf den Vektorraumfall zurückzuführen.

Lemma 5.1.9. SeiM einR-Modul,W ⊆M und I ◁R ein Ideal.

(i) Es ist IM :=
{∑d

k=1 ikmk | d ∈ N, ik ∈ I,mk ∈M
}
einR-Untermodul von

M .

(ii) Die folgende Skalarmultiplikation ist wohldefiniert und macht den R-Modul
M/IM sogar zu einemR/I-Modul:

R/I ×M/IM →M/IM

(r + I,m+ IM) 7→ rm+ IM.

(iii) AusM = spanR(W ) folgtM/IM = spanR/I (w + IM | w ∈ W ) .

(iv) Ist (bj)j∈J eine Basis desR-ModulsM , so ist (bj + IM)j∈J eine Basis desR/I-
ModulsM/IM .

Beweis. Aufgabe 74.

Satz 5.1.10. Sei R ̸= 0 undM ein freier R-Modul. Dann haben je zwei Basen vonM
dieselbeMächtigkeit. Jedes Erzeugendensystem hat mindestens dieseMächtigkeit.

Beweis. Wir führen die Aussagemit Lemma 5.1.9 auf den Vektorraumfall zurück,
wodie Aussage aus der linearenAlgebra bekannt ist. Seien dazu also (ai)i∈I sowie
(bj)j∈J zwei Basen des R-ModulsM , sowieW ⊆ M ein Erzeugendensystem.
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Wir wählen einmaximales Idealm ⊆ R (mit Satz 3.3.5) und erhalten aus Lemma
5.1.9, dass

(ai +mM)i∈I und (bj +mM)j∈J

jeweils Basen desR/m-ModulsM/mM sind, sowie {w +mM | w ∈ W} ein Er-
zeugendensystem. Es ist aber R/m ein Körper (Satz 3.3.4), also istM/mM ein
Vektorraum überR/m, und somit gilt

#I = #J ≤ # {w +mM | w ∈ W} ≤ #W.

Definition 5.1.11. Der Rang eines freien R-ModulsM ist definiert als die (ein-
deutig bestimmte) Mächtigkeit einerR-Basis vonM . △

5.2 LineareGleichungenundModulnüberHauptideal-
ringen

In diesem Abschnitt sei stets R ̸= 0 ein nullteilerfreier Hauptidealring, also bei-
spielsweise einKörper k,Z, k[x] oderZ[i]. DenQuotientenkörper vonR bezeich-
nen wir mitK. Gegeben sei nun eine Matrix A ∈ Matm,n(R) und ein b ∈ Rm.
Wir wollen das lineare GleichungssystemAx = b überR lösen, also die folgende
Menge möglichst gut beschreiben:

L(A, b) := {a ∈ Rn | Aa = b} .

Für z ∈ L(A, b) gilt offensichtlich genau wie in der linearen Algebra

L(A, b) = z + L(A, 0)

und L(A, 0) besitzt laut Proposition 5.1.8 als Untermodul von Rn ein endliches
Erzeugendensystem.Wir können also die Lösungsmenge mit endlich vielen Da-
ten vollständig angeben. InWirklichkeit gibt es hier sogar immer eine Basis, wie
wir später sehenwerden.Wir fragen uns aber zuerst, wie wir Lösungen des Glei-
chungssystems algorithmisch finden können.
Sei dazu

GLn(R) := Matn(R)
×

dieMenge der n×n-Matrizen, die imMatrixring überR eine inverseMatrix be-
sitzen.Manbeachte dassGLn(R) imAllgemeinenkleiner alsGLn(K)∩Matn(R)
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ist, da die inverseMatrix einerMatrix überR nicht unbedingt Einträge ausR be-
sitzen muss. An der Formel

A · Aadj = det(A) · In

sieht man aber, dass eine Matrix genau dann über R invertierbar ist, wenn
det(A) ∈ R× gilt.

Satz 5.2.1 (Smith-Normalform). Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und A ∈
Matm,n(R). Dann gibt esS ∈ GLm(R), T ∈ GLn(R) und

r1, . . . , rmin(n,m) ∈ R mit r1 | r2 | · · · | rmin(m,n)

mit

SAT =


r1 0 0 0
0 r2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0

 .

Beweis. Wir geben in Algorithmus 5.2.2 einen expliziten Algorithmus an, der die
Smith Normalform produziert. Die dabei auftretenden Transformationen kön-
nen alle durchMultiplikation von links und rechtsmit überR invertierbarenMa-
trizen ausgeführt werden.

Algorithmus 5.2.2. SeiA = (aij)i,j ∈ Matm,n(R) nicht die Nullmatrix.
(i) Durch Vertauschung von Zeilen und Spalten können wir a11 ̸= 0 erreichen.
Vertauschen vonZeilen oder Spalten entsteht durchMultiplikation von links bzw.
rechtsmit den entsprechendenElementarmatrizen, die auchüberR invertierbar
sind.
(ii) Die Idee ist nun, an der Stelle (1, 1) den größten gemeinsamen Teiler von a11
und a21 zu erzeugen und damit dann den Eintrag (2, 1) zu eliminieren. DaR ein
Hauptidealring ist, gilt

(a11, a21) = (α)

wobei α = ggT(a11, a21) ∈ R ist. Es gibt also Gleichungen

ra11 + sa21 = α, tα = a11, uα = a21

mit r, s, t, u ∈ R. Die Matrix

E =

 r s 0
−u t 0
0 0 Im−2


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ist überR invertierbar, denn es gilt

det(E) · α = (rt+ su)α = ra11 + sa21 = α,

also det(E) = 1.
In derMatrixEM steht nun an der Stelle (1, 1) geradeα, an der Stelle (2, 1) steht
0. Wir iterieren diesen Prozess und erhalten ai1 = 0 für i = 2, . . . ,m.
(iii) Nun wiederholen wir Schritt (ii) und elimieren diesmal alle Einträge a1j für
j = 2, . . . , n. Dabei multiplizieren wir die MatrixM von rechts mit invertierba-
renMatrizen.
(iv) Dummerweise können nun an den Stellen ai1 wieder Einträge ̸= 0 entstan-
den sein (wennwir in Schritt (iii) ein Vielfaches einer Spalte zu einemVielfachen
der ersten Spalte addiert haben). Wir starten nunmit Schritt (ii) erneut, und er-
reichen wieder ai1 = 0 für i = 2, . . . ,m. Danach verwenden wir wieder Schritt
(iii) ..... Man beachte nun, dass der Eintrag a11 jedesMal durch einen seiner Tei-
ler ersetzt wird. Ein Hauptidealring ist noethersch, also gibt es keine unendli-
chen Teilerketten. Nach endlich vielen Schritten ändert sich a11 also nicht mehr,
also gilt a11 | ai1, a1j für alle i, j. Nun können wir alle ai1, a1j gleichzeitig elimi-
nieren, durch Addition eines Vielfachen der ersten Zeile/Spalte zu den anderen
Zeilen/Spalten.
(v)Wir ignorieren die erste Zeile undSpalte vonM und starten erneutmit Schritt
(i). Dabei erhalten wir am Schluss eine Matrix der gewünschten Diagonalform.
Nur die Teilerbedingung an die Diagonaleinträgemüssen noch nicht erfüllt sein.
Wenn also ri kein Teiler von ri+1 ist, so addierenwir zunächst die (i+1)-te Spalte
vonM zur i-ten, und verwenden dann die Schritte (ii) und (iii) um die entstan-
dene 2× 2-Matrix (

ri 0
ri+1 ri+1

)
wieder zu diagonalisieren. Keine andere Spalte vonM ist davon betroffen. Dabei
wird ri durch einen Teiler von ggT(ri, ri+1) ersetzt, und ri+1 durch ein Vielfaches
von sich selbst. AmEnde gilt also die Teilerbedingung.Wir führen diese Operati-
on in wahlloserWeise immer dann aus, wenn sie noch nötig ist. Wiederum kann
das nicht unendlich oft der Fall sein, weil sonst aus einem ri eine unendliche Tei-
lerkette entstehen würde.
(vi) DieMatrizenS undT erhaltenwir, indemwir alle Zeilen- bzw. Spaltentrans-
formationen simultan an Im bzw. In ausführen. △

Bemerkung 5.2.3. (i) Wenn man die Smith-Normalform und die Matrizen S, T
kennt, kann man das Gleichungssystem Ax = b über R einfach lösen. Man löst
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zunächst das SystemSATx = Sb, vondemmandie Lösungen inR leicht ablesen
kann. Dadurch erhält man durch Anwendung von T auf die Lösungen gerade die
Lösungsmenge des ursprünglichen Systems.
(ii) Im Algorithmus muss immer wieder ein Vielfaches der i-ten Zeile/Spalte zu
einem Vielfachen der j-ten Zeile/Spalte addiert werden. Das Skalieren dieser j-
tenZeile/Spalte ist über einemRing imAllgemeinennicht invertierbar.Wir behe-
ben das Problem, indemwir gleichzeitig die i-te Zeile/Spalte ebenfalls durch eine
geeignete Linearkombination der beiden Zeilen/Spalten ersetzen. Genau das ist
in der MatrixE aus Schritt (ii) des Algorithmus kodiert. Dadurch wird auch au-
tomatisch der gewünschte Eintrag eliminiert.
(iii) Im Algorithmus sehen wir, dass wir in R immer wieder ggT(a, b) und eine
Darstellung

ggT(a, b) = ra+ sb

berechnen müssen. Das tut man wenn möglich mit dem euklidische Algorith-
mus, den wir in Abschnitt 3.6 beschrieben haben. △

Wir zeigen nun an zwei Beispielen, wie ein lineares Gleichungssystem über ei-
nem euklidischen Ring gelöst wird, indem wir die Smith-Normalform der Koef-
fizientenmatrix berechnen.

Beispiel 5.2.4. Wir wollen herausfinden, für welcheWerte a, b, c ∈ Z das folgen-
de Gleichungssystem ganzzahlige Lösungen besitzt, und diese bestimmen:

4x− 11y − 2z = a

5x+ 13y + 4z = b

−10x+ 23y + 8z = c.

Dazu betrachten wir die Koeffizientenmatrix

A =

 4 −11 −2
5 13 4
−10 23 8


und verwenden den Algorithmus zur Bestimmung der Smith-Normalform. Die
MatrixE aus dem ersten Schritt des Algorithmus der SNF lautet

E1 =

 −1 1 0
−5 4 0
0 0 1


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und wir erhalten

E1A =

 1 24 6
0 107 26
−10 23 8

 .

Wirkönnennunerfreulicherweise direkt alles unter und rechts der 1 eliminieren: 1 0 0
0 107 26
0 263 68

 .

Wir rechnen nunmit dem unteren rechten 2× 2-Block weiter. Wir erhalten

E2 =

 1 0 0
0 59 −24
0 −263 107


sowie

E2 ·

 1 0 0
0 107 26
0 263 68

 =

 1 0 0
0 1 −98
0 0 438

 .

Nun eliminieren wir noch die−98 und erhalten als Smith-Normalform 1 0 0
0 1 0
0 0 438

 .

Wenn wir die jeweiligen Zeilen- und Spaltenoperationen noch an der Einheits-
matrix ausführen, erhalten wir als Basiswechselmatrizen

S =

 −1 1 0
−55 −4 −24
245 18 107

 und T =

 1 −24 −2358
0 1 98
0 0 1

 .

Statt des ursprünglichen Systems lösen wir nun also das System 1 0 0
0 1 0
0 0 438

 x
y
z

 = S

 a
b
c

 =

 −a+ b
−55a− 4b− 24c
245a+ 18b+ 107c

 .

Somit hat das System genau dann eine Lösung, wenn 438 ein Teiler von 245a +
18b+ 107c ist, die Lösung lautet dann

(x, y, z) = (−a+ b,−55a− 4b− 24c, (245a+ 18b+ 107c)/438).
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DurchAnwendung vonT darauf erhältmandie eindeutige Lösungdes ursprüng-
lichen Systems:

(x, y, z) = 1/438 ·(12a+42b−18c,−80a+12b−26c, 245a+18b+107c). △

Beispiel 5.2.5. Wir wollen ein lineares Gleichungssystem über dem Polynomring
Q[t] lösen:

tx+ (t2 + 1)y = t4 + 2t2 + t

t2x− ty = t2.

Wenn wir die Koeffizientenmatrix

A =

(
t t2 + 1
t2 −t

)
von links mit

E1 =

(
1 0
−t 1

)
multiplizieren, erhalten wir (

t 1 + t2

0 −t(t2 + 2)

)
.

Wirmultiplizieren nun von rechts mit

E2 =

(
−t −(t2 + 1)
1 t

)
und erhalten (

1 0
−t(t2 + 2) −t2(t2 + 2)

)
.

Hier haben wir nun an der Stelle (2, 1)wieder einen nichttrivialen Eintrag erhal-
ten. Diesen können wir aber direkt mit der 1 eliminieren. Insgesamt erhält man
die SNF (

1 0
0 −t2(t2 + 2)

)
sowie

S =

(
1 0

t3 + t 1

)
und T =

(
−t −(t2 + 1)
1 t

)
.



5.2. LINEARE GLEICHUNGENUNDMODULNÜBERHAUPTIDEALRINGEN117

Das transformierte Gleichungssystem SATx = Sb lautet dann(
1 0
0 −t2(t2 + 2)

)(
x
y

)
=

(
t(t3 + 2t+ 1)

t2(t5 + 3t3 + t2 + 2t+ 2)

)
und wir erhalten die eindeutige Lösung

(x, y) = (t(t3 + 2t+ 1),−(t3 + t+ 1)).

Durch Multiplikation mit T erhalten wir die eindeutige Lösung der ursprüngli-
chen Systems:

(x, y) = (t+ 1, t2). △

Mit Hilfe der Smith Normalform könnenwir nun einen eleganten Beweis des so-
genannten Elementarteilersatzes geben.

Satz 5.2.6 (Elementarteilersatz). Es seiR einnullteilerfreierHauptidealringundM ⊆
Rn einR-Untermodul. Dann gilt:

(i) M ist frei vomRangm ≤ n.

(ii) Es gibt eine Basis (b1, . . . , bn) vonRn und r1, . . . , rm ∈ Rmit

r1 | r2 | · · · | rm,

so dass (r1b1, . . . , rmbm) eine Basis vonM ist.

Beweis. Mit Proposition 5.1.8 wissen wir bereits dassM endlich erzeugt ist. Wir
wählen also Erzeugerm1, . . . ,md und schreiben sie in die Spalten der MatrixA:

A = (m1, . . . ,md) ∈ Matn,d(R).

Mit Satz 5.2.1 erhalten wir die Smith Normalform

AT = S−1


r1 0 0 0
0 r2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0

 . (5.1)

Als Basis b1, . . . , bn von Rn wählen wir nun die Spalten von S−1. Es seien nun
r1, . . . , rm genau die Diagonaleinträge ri ̸= 0. Dabei giltm ≤ n und wir zeigen
nun dass r1b1, . . . , rmbm wirklich eine Basis vonM bildet. An Gleichung 5.1 sieht
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man, dass alle ribi inM liegen. Es sind ja gerade Spalten derMatrix auf der rech-
ten Seite, und die linke Seite zeigt dass diese Linearkombinationen dermi sind.
Multipliziert man die Gleichung von rechts mit T−1 sieht man genauso, dass alle
mi Linearkombinationen der ribi sind, und damit bilden r1b1, . . . , rmbm ein Er-
zeugendensystem vonM . Mit b1, . . . , bn sind aber natürlich auch r1b1, . . . , rmbm
linear unabhängig überR. Dafür verwendenwir ri ̸= 0 und dieNullteilerfreiheit
vonR. Damit ist der Satz bewiesen.

Korollar 5.2.7. SeiR ein nullteilerfreierHauptidealring undM ein endlich erzeugterR-
Modul. Dann gibt es Primelemente p1, . . . , pd ∈ R sowiem, e1, . . . ed ∈ Nmit

M ∼= Rm ×R/(pe11 )× · · · ×R/(pedd ).

Frei istM genau dann, wennM tor = {0},wobei

M tor := {m ∈M | ∃r ∈ R, r ̸= 0: rm = 0} .

Beweis. SeiM = spanR(w1, . . . , wn) und betrachte den surjektiven R-Modul-
homomorphismus

π : Rn ↠M

ei 7→ wi, i = 1, . . . , n.

Es ist ker(π) ein Untermodul vonRn und mit dem Homomorphiesatz giltM ∼=
Rn/ ker(π).Wir betrachten also nur noch denModulRn/ ker(π). Nach Satz 5.2.6
gibt es eine Basis b1, . . . , bn von Rn und Ringelemente r1, . . . , rm, so dass
r1b1, . . . , rmbm eine Basis von ker(π) ist. Wir betrachten nun den Basiswechsel-
Isomorphismus

φ : Rn → Rn

bi 7→ ei, i = 1, . . . , n

und sehen dass φ(ker(π)) gerade r1e1, . . . , rmem als Basis hat. Also gilt

Rn/ ker(π) ∼= Rn/ (spanR(r1e1, . . . , rmem))
∼= R/(r1)× · · · ×R/(rm)×Rn−m.

Jedes Element ri kann inR aber in Primfaktoren zerlegt werden.Mit dem chine-
sischen Restsatz (Satz 3.1.11) gilt

R/(ab) ∼= R/(a)×R/(b)

für teilerfremde Elemente a, b ∈ R. Daraus folgt die gewünschte Isomorphie.
Es ist nun offensichtlichM tor = {0} äquivalent dazu, dass in der Zerlegung von
M kein Faktor vom TypR/(peii ) auftritt, also zuM ∼= Rm.
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Korollar 5.2.8 (Struktursatz für endlich erzeugte abelsche Gruppen). SeiG eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es Primzahlen p1, . . . , pd ∈ Z und Zahlen
m, e1, . . . , ed ∈ Nmit

G ∼= Zm × Z/pe11 Z× · · · × Z/pedd Z.

Beweis. Jede abelsche Gruppe ist ein Z-Modul, wie in Beispiel 5.1.2 (v) beschrie-
ben. Also folgt die Aussage direkt aus Korollar 5.2.7, da Gruppenhomomorphis-
men hier dasselbe wie Modulhomomorphismen sind.

5.3 Das Tensorprodukt
Tensorprodukte tauchen in vielen Gebieten der Algebra auf. Es sind Konstruk-
tionen, mit denenman Bilinearität in Linearität verwandeln kann. Ihre explizite
Konstruktion ist relativ mühsam, deshalb führt man sie oft erst über ihre wich-
tigste Eigenschaft ein (ihre sogenannte universelle Eigenschaft). Beweise mit Ten-
sorprodukten sollte man dann am besten auch nur mit Hilfe dieser Eigenschaft
führen, alles andere ist meistens viel zu mühsam.

Definition 5.3.1. SeienM,N zweiR-Moduln. Ein Tensorprodukt vonM undN
ist einR-Modul T , zusammenmit einerR-bilinearen Abbildung

φ : M ×N → T,

so dass jede andereR-bilineare Abbildungψ : M ×N → P eindeutig linear über
T faktorisiert:

M ×N φ //

ψ ##

T

∃!ψ̃
��
P

Für jedenR-Modul P und jedeR-bilineare Abbildung ψ : M ×N → P muss es
also eine eindeutigeR-lineare Abbildung ψ̃ : T → P gebenmit

ψ = ψ̃ ◦ φ. △

Satz 5.3.2. Für je zweiR-ModulnM,N existiert ein Tensorprodukt. Es ist bis auf eindeu-
tige Isomorphie eindeutig bestimmt.Wir bezeichnen es auchmit

M ⊗R N.
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Beweis. Existenz: SeiF der freieR-Modulmit Basis ((m,n))(m,n)∈M×N . Elemen-
te von F sind also endliche formaleR-Linearkombinationen von Elementen aus
M × N . In F betrachten wir nun den Untermodul U , der von allen Elementen
der folgenden Gestalt erzeugt wird:

(m+m′, n)− (m,n)− (m′, n)

(m,n+ n′)− (m,n)− (m,n′)

(rm, n)− r(m,n)
(m, rn)− r(m,n).

Dabei erlauben wir alle m,m′ ∈ M,n, n′ ∈ N und r ∈ R. Dann ist F/U ein
Tensorprodukt vonM undN . Wir betrachten dazu die Abbildung

φ : M ×N → F/U

(m,n) 7→ (m,n) + U,

die nach Definition von U offensichtlich R-bilinear ist. Sei nun ψ : M × N →
P eine weitere R-bilineare Abbildung in einen R-Modul P.Wir erhalten damit
zunächst eine wohldefinierteR-lineare Abbildung

Ψ: F → P

(m,n) 7→ ψ(m,n),

da F die Tupel (m,n) gerade als Basis hat. Aufgrund der Bilinearität von ψ liegt
U aber im Kern vonΨ, also gibt es den wohldefiniertenMorphismus

ψ̃ : F/U → P

(m,n) + U 7→ ψ(m,n),

der offensichtlich ψ = ψ̃ ◦ φ erfüllt. Durch diese Bedingung ist aber ψ̃ auch ein-
deutig bestimmt, da F/U von den Elementen

φ(m,n) = (m,n) + U

erzeugt wird.
Eindeutigkeit: Seien

φ1 : M ×N → T1 und φ2 : M ×N → T2
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zwei Tensorprodukte vonM undN . Da φ2 bilinear ist und T1 die universelle Ei-
genschaft des Tensorprodukts erfüllt, gibt es genau einenMorphismus f : T1 →
T2mitφ2 = f ◦φ1. Umgekehrt gibt es genau einenMorphismus g : T2 → T1mit
φ1 = g ◦ φ2 :

T1

f

��

M ×N

φ1

88

φ2
&&
T2

g

KK

Dann ist aber g ◦ f : T1 → T1 ein Morphismusmit

(g ◦ f) ◦ φ1 = g ◦ (f ◦ φ1) = g ◦ φ2 = φ1,

und aus der Eindeutigkeit von ψ̃ in der universellen Eigenschaft von T1 folgt g ◦
f = idT1 :

T1

g◦f

��

id

��

M ×N

φ1

88

φ1
&&
T1

Genauso folgt f ◦ g = idT2 , und damit die Aussage.

Bemerkung/Beispiel 5.3.3. (i) DieRestklasse (m,n)+U bezeichnenwir auchmit
m⊗n, und nennen sie einenElementartensor. Es ist jedoch nicht jedes Element
inM ⊗R N ein Elementartensor, manmuss auch Summen zulassen:

M ⊗R N =

{
d∑
i=1

mi ⊗ ni | d ∈ N,mi ∈M,ni ∈ N

}
.

Nach Konstruktion gelten die folgenden Rechenregeln inM ⊗R N :

(m+m′)⊗ n = m⊗ n+m′ ⊗ n
m⊗ (n+ n′) = m⊗ n+m⊗ n′

(rm)⊗ n = r · (m⊗ n) = m⊗ (rn)
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(ii) Will man eine wohldefinierte lineare AbbildungM ⊗RN → P angeben, gibt
man gewöhnlich zunächst eine R-bilineare Abbildung M × N → P an, und
verwendet die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. ZumBeispiel gilt fol-
gende Aussage: Sind

f : M → P und g : N → Q

Morphismen, so gibt es einenMorphismus

f ⊗ g : M ⊗R N → P ⊗R Q

mit
(f ⊗ g)(m⊗ n) = f(m)⊗ g(n).

Das sieht man am besten folgendermaßen. Die Abbildung

f × g : M ×N → P ⊗R Q
(m,n) 7→ f(m)⊗ g(n)

ist R-bilinear. Mit der universellen Eigenschaft vonM ⊗R N folgt nun die Exi-
stenz von f ⊗ g.
(iii) In manchen Fällen kann man das Tensorprodukt auch konkreter realisieren
als im oberen Beweis. Beispielsweise gilt für einen RingR stets

Rm ⊗R Rn ∼= Matm,n(R) ∼= Rmn.

Dazu betrachtet man die bilineare Abbildung

Rm ×Rn → Matm,n(R)

(v, w) 7→ vwt = (viwj)i,j

und rechnet die universelle Eigenschaft nach (Aufgabe 86). Die Elementartenso-
ren sind dabei gerade die Matrizen vom Rang 1.
Auf ähnlicheWeise zeigt man

R[x]⊗R R[y] ∼= R[x, y].

(iv) Über das Tensorprodukt kannmanKoeffizientenerweiterung durchführen.
Sei dazu zunächst φ : R→ S ein Ringhomomorphismus. Dann kannman jeden
S-ModulN auch alsR-Modul auffassen, vermöge

r · n := φ(r) · n.
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Umgekehrt kann man einen R-ModulM aber nicht notwendigerweise auch als
S-Modul auffassen.Deshalb bemerktman zunächst, dassS vermögeφ selbst ein
R-Modul ist:

r · s := φ(r) · s.
Dann betrachtet man denR-Modul

MS :=M ⊗R S.

AufMS ist nun sogar eine Skalarmultiplikation aus S wohldefiniert:

s ·
∑
i

mi ⊗ si :=
∑
i

mi ⊗ ssi.

Auf dieseWeise kannmanMS als S-Modul auffassen (Aufgabe 85).
Ist zumBeispiel V ein k-Vektorraum undφ : k → K eine Körpererweiterung, so
ist VK = V ⊗k K einK-Vektorraum. Zum Beispiel gilt

Rn
C = Rn ⊗R C ∼= Cn.

(v) Tensorprodukte von Moduln können unerwartete Eigenschaften haben. Be-
trachten wir beispielsweiseQ undZ/nZ alsZ-Moduln, so gilt

Q⊗Z (Z/nZ) = {0}.

Das sieht man am besten so:

q ⊗m = (n · q
n
)⊗m = n ·

( q
n
⊗m

)
=
q

n
⊗ (n ·m)

=
q

n
⊗ 0 =

q

n
⊗ (0 · 0) = 0 ·

( q
n
⊗ 0
)
= 0. △

5.4 Ganze Ringerweiterungen und Hilberts Nullstel-
lensatz

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Begriff einer algebraischen Kör-
pererweiterung auf Ringe. Wenn man sich die Beispiele und Beweise aus dem
Körperkapitel anschaut, sieht man dass eine algebraische Gleichung fast immer
erstmal normiert wurde, indemman durch den Leitkoeffizienten dividiert. Über
Ringen geht das im Allgemeinen nicht. Also müssen wir die Normiertheit der
Gleichung eben vonAnfang an voraussetzen. Anstelle von algebraisch sagtman im
Ringkontext dann ganz, was sich mit Bemerkung 5.4.2 (ii) unten erklären lässt.
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Definition 5.4.1. SeiR ⊆ S eine Ringerweiterung.
(i) Ein Element b ∈ S heißt ganz überR, falls a0, . . . , an−1 ∈ R existieren mit

a0 + a1b+ · · ·+ an−1b
n−1 + bn = 0.

Eine solche Gleichung heißt Ganzheitsgleichung für b überR.
(ii) S heißt ganz überR, falls jedes Element b ∈ S ganz überR ist. △

Bemerkung 5.4.2. (i)Wichtig amBegriff der Ganzheit ist, dass die Gleichung für
b normiert sein muss. Sind R und S Körper, so kann man jede nichttriviale Glei-
chungnormieren.Also ist einganzesElementdanneinfacheinalgebraischesEle-
ment.
(ii) FürZ ⊆ Q sind die einzigen überZ ganzen Elemente vonQ die Elemente aus
Z selbst. Das stimmt noch allgemeiner für die InklusionR ⊆ K eines nullteiler-
freien faktoriellen Rings in seinen Quotientenkörper (Aufgabe 89).
(iii) Für R ⊆ S und b1, . . . , bm ∈ S erinnern wir an die Definition von
R[b1, . . . , bm] als den Teilring von S, der von b1, . . . , bm undR erzeugt wird, also

R[b1, . . . , bm] =

{∑
e∈Nm

aeb
e1
1 · · · bemm | ae ∈ R

}
.

Wennman S alsR-Modul auffasst, istR[b1, . . . , bm] ein Untermodul, also insbe-
sondere selbst einR-Modul. △

Der folgende Satz ist eineVariante von Satz 4.2.9 für Ringerweiterungen bzw. für
deren Ganzheit:

Satz 5.4.3. SeiR ⊆ S eine Ringerweiterung und b1, . . . , bm ∈ S. Dann sind die folgen-
den Aussagen äquivalent:

(i) b1, . . . , bm sind ganz überR.

(ii) R[b1, . . . , bm] ist alsR-Modul endlich erzeugt.

(iii) R[b1, . . . , bm] ist ganz überR.

Beweis. (i)⇒ (ii): Durch Auflösen einer Ganzheitsgleichung für b1 nach bn1 erhält
man

bn1 = −
(
an−1b

n−1
1 + · · ·+ a0

)
für gewisseai ∈ R.Mankanndien-te Potenz von b1 also immerdurchniedrigere
Potenzen von b1 und Koeffizienten ausR ersetzen. Verfährt man analog mit den
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anderen bi sieht man, dassR[b1, . . . , bm] von endlich vielen Produkten be11 · · · bemm
erzeugt wird.
(ii)⇒ (iii): Endlich viele Elemente 1 = c1, . . . , cn erzeugen den R-ModulM :=
R[b1, . . . , bm]. Sei nun c ∈ M beliebig gewählt. Da M auch ein Ring ist, gilt
c · ci ∈M und es gibt also aij ∈ Rmit

c · ci =
n∑
j=1

aijcj.

Für die Matrix
A = (aij)i,j ∈ Matn(R)

gilt dann

A

 c1
...
cn

 = c

 c1
...
cn

 .

Also liegt (c1, . . . , cn)t im Kern von

N := cIn − A.

Es gilt nun
adj(N) ·N = det(N) · In

und also

det(N) ·

 c1
...
cn

 = 0.

Aus c1 = 1 folgt det(N) = 0. An der Leibnizformel zur Berechnung der Deter-
minante sieht man aber

det(N) = cn + an−1c
n−1 + · · ·+ am

für gewisse ai ∈ R. Das liefert eine Ganzheitsgleichung für c überR.
(iii)⇒ (i) ist trivial.

Der folgendeSatzkannalsVerallgemeinerungderAussagevonSatz4.2.9 (ii) (2)⇒
(3) verstandenwerden, auf denFall vonmehr als einemErzeuger. Er ist außerdem
einewichtigeGrundlage der klassischen algebraischenGeometrie, wiewir inKo-
rollar 5.4.6 unten sehen.
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Satz 5.4.4 (Hilberts Nullstellensatz, körpertheoretische Form). Sei k ⊆ K eine
Körpererweiterung undK sei als Ring über k endlich erzeugt. Dann ist die Erweiterung
k ⊆ K endlich (und damit algebraisch).

Beweis. Es gibtα1, . . . , αn ∈ K mitK = k[α1, . . . , αn].Wir beweisen die Aussa-
ge per Induktion über n.
n = 1: Es ist K = k[α] ein Körper, und also gibt es ein Polynom p ∈ k[t] mit
α−1 = p(α). Daraus folgt α · p(α) − 1 = 0, und also ist α algebraisch über k.
Damit ist die Erweiterung endlich.
n − 1 → n: Es ist K = k(α1)[α2, . . . , αn], denn K ist ein Körper. Aus der In-
duktionsannahme folgt, dass α2, . . . , αn algebraisch über k(α1) sind. Es genügt
nun zu zeigen, dass α1 algebraisch über k ist. Dann ist die gesamte Erweiterung
K/k algebraisch und damit endlich. Dassα2, . . . , αn algebraisch über k(α1) sind
bedeutet, dass es für sie Identitäten

uiα
d
i +

d−1∑
j=0

rijα
j
i = 0

mit ui, rij ∈ k[α1] gibt (eventuelle Nenner wurden dabei hochmultipliziert). Sei
u := u2 · · ·un ∈ k[α1]. Dann sind α2, . . . , αn ganz über dem Ring k[α1, 1/u],
undsomit istK nachSatz 5.4.3 eineganzeRingerweiterungvonk[α1, 1/u].Ange-
nommenα1 ist transzendentüberk, d.h.k[α1] ist einPolynomring.Dannkönnen
wir ein irreduzibles p ∈ k[α1] wählen mit p ∤ u (es gibt unendlich viele irredu-
zible Polynome im faktoriellen Ring k[α1]). Für p−1 wiederum gibt es nun eine
Ganzheitsgleichung

p−m + b1p
−(m−1) + · · ·+ bm = 0

mit bi ∈ k[α1, 1/u].Multiplikationmit pm und einer genügend hohen Potenz von
u liefert

ur + a1p+ · · ·+ amp
m = 0

mit ai ∈ k[α1].Daraus folgt p | u, einWiderspruch.

Korollar 5.4.5. SeiR als Ring über k endlich erzeugt undm ein maximales Ideal inR.
Dann istR/m eine endliche Körpererweiterung von k.

Beweis. R/m ist als Ringüberk immernoch endlich erzeugt und andererseits ein
Körper. Also folgt die Aussage aus Satz 5.4.4.
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Korollar 5.4.6 (Hilberts Nullstellensatz, geometrische Form). Sei k ein algebraisch
abgeschlossenerKörperundI ⪇◁ k[x1, . . . , xn] ein echtes Ideal.Dannexistiert eina ∈ kn
mit p(a) = 0 für alle p ∈ I. Das von I definierte polynomiale Gleichungssystem besitzt
also über k eine Lösung.

Beweis. Wähle einmaximales Idealm von k[x1, . . . , xn]mit I ⊆ m. NachKorollar
5.4.5 istk[x1, . . . , xn]/m eine endlicheKörpererweiterungvonk.Dak algebraisch
abgeschlossen ist, gilt also k[x1, . . . , xn]/m = k. Setze ai := xi, die Restklasse
von xi in k[x1, . . . , xn]/m = k. Für jedes p ∈ k[x1, . . . , xn] gilt dann

p(a) = p(x) = p,

und für p ∈ I (sogar für p ∈ m) ist also p(a) = 0.

Bemerkung 5.4.7. (i) Ohne Korollar 5.4.5 bekämeman im letzten Beweis nur die
Aussage, dass das von I definierte Gleichungssystem über irgendeinem Erweite-
rungskörper von k, nämlich k[x1, . . . , xn]/m, eine Lösung besitzt. Mit Korollar
5.4.5 sehenwir, dass es eine endlicheKörpererweiterung ist, die imalgebraischen
abgeschlossenen Fall also trivial sein muss.
(ii) Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, stimmt die Aussage von Korollar 5.4.5
nicht. Das sieht man zum Beispiel für k = Q und I = (x2 − 2) oder k = R und
I = (x2 + 1).
(iii) Korollar 5.4.6 besagt, dass ein polynomiales Gleichungssystem

p1 = 0, . . . , pr = 0

mit pi ∈ k[x1, . . . , xn] genau dann keine Lösung über k besitzt, wenn es eine
Identität

f1p1 + · · ·+ frpr = 1

mit fi ∈ k[x1, . . . , xn] gibt. Diese letzte Bedingung, und damit die Lösbarkeit
eines Gleichungssystems, kann man unter gewissen Voraussetzungen algorith-
misch testen. △





Kapitel 6

Nicht-kommutative Algebra

Bisher haben wir fast ausschließlich kommutative Ringe betrachtet. In diesem
Kapitel geben wir eine kurze Einführung in dieTheorie der nicht-kommutativen
Ringe.

6.1 Schiefkörper

Sei hier stetsR ein Ring, von demwir bewusst nicht voraussetzen, dass er kom-
mutativ ist.

Definition 6.1.1. (i) Der Ring R heißt einfach, wenn er nur die beiden trivialen
(beidseitigen) Ideale {0} undR hat.
(ii) Der RingR heißt Schiefkörper, wennR× = R \ {0} gilt.
(iii) Das Zentrum vonR ist die Menge

Z(R) := {a ∈ R | ∀b ∈ R : ab = ba}. △

Bemerkung6.1.2. (i) Für kommutativeRinge stimmendieEigenschaften einfach,
Schiefkörper undKörper überein.Wenn ein kommutativer Ring nur die beiden tri-
vialen Ideal hat, ist {0} offensichtlich ein maximales Ideal. Also ist R = R/{0}
nach 3.3.4 (ii) ein Körper.
Für nicht-kommutativeRinge gilt imAllgemeinennur, dass Schiefkörper einfach
sind (mit dem Argument aus 3.1.5 (ii)), die Umkehrung nicht. Nach Satz 3.1.6 ist
derMatrixringMatm(K)über einemKörper einfach, aber fürn ≥ 2 ist nicht jede
Matrix außer der Nullmatrix invertierbar. Also istMatm(K) kein Schiefkörper.

129
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(ii) Ist I ⪇◁ R ein (beidseitiges) Ideal, so ist R/I wieder ein Ring. Die Ideale in
R/I entsprechen genau den Idealen vonR, die I enthalten.Wenn I also einma-
ximales Ideal war, istR/I einfach.
(iii) Es istZ(R) stets ein kommutativer Teilring vonR. In einem SchiefkörperR
istZ(R) sogar einkommutativerSchiefkörper, also einKörper, der inR enthalten
ist (siehe dazu Aufgabe 96). △

Der Beweis des folgenden berühmten Satzes ist nicht leicht, aber sehr elegant.

Satz 6.1.3 (Wedderburn). Jeder endliche Schiefkörper ist kommutativ, also ein Körper.

Beweis. WirbeweisendieAussageper InduktionüberdieMächtigkeit desSchief-
körpersR. Für#R = 2 giltR ∼= Z/2Z, also stimmt die Aussage.
Sei nunR ein beliebiger endlicher Schiefkörper. Dann istK := Z(R) ein endli-
cher Körper der inR enthalten ist, insbesondere kannR alsK-Vektorraum auf-
gefasst werden.Wenn#K = q gilt, folgt#R = qm für einm ∈ N (hierbei istm
die Dimension von R alsK-Vektorraum). Wir zeigen im Folgendenm = 1, das
impliziertR = K und damit die Aussage.
Für a ∈ R \K ist der Zentralisator

CR(a) := {b ∈ R | ba = ab}

ein Schiefkörper (Aufgabe 96), der echt in R enthalten ist. Nach Induktionsvor-
aussetzung istCR(a) kommutativ, also ein Körper. Aus der Kette

K ⊆ CR(a) ⊊ R

sehen wir, dass#CR(a) = qn für einen echten Teiler n vonm gelten muss (denn
CR(a) ist einK-Vektorraum undR ist einCR(a)-Vektorraum).
Wir verwendennundieKlassengleichung 2.3.9 für diemultiplikativeGruppeR×:

#R× = #Z(R×) +
∑
a

#R×

#CR×(a)
,

also
qm − 1 = (q − 1) +

∑
a

qm − 1

qna − 1
.

Dabei läuft die Summeüber ein vollständiges Vertretersystemder Konjugations-
klassen in R× mit mindestens 2 Elementen. Die na sind somit alles echte Teiler
vonm.
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Das Polynom tm−1 ∈ Z[t] besitzt eine Faktorisierung inKreisteilungspolynome:

tm − 1 =
m∏
k=1

(
t− e2πik/m

)
=
∏
d|m

∏
1 ≤ k ≤ m

ggT(k,m) = d

(
t− e2πik/m

)
︸ ︷︷ ︸

=:Φm/d

=
∏
d|m

Φm/d.

Man beachte, dass das PolynomΦm/d wirklich nur vomQotientenm/d abhängt.
Manbeachteausserdem,dasswirdieKreisteilungspolynomeΦd inBeispiel 3.5.23
schon für Primzahlen d definiert haben. Für diesen Fall stimmt die Definition
hiermit der alten überein. Außerdemhaben alleΦd Koeffizienten ausZ (Aufgabe
97).
Setzt man in diese Gleichung für t nun q ein, sieht man

Φm(q) | qm − 1 und Φm(q) |
qm − 1

qna − 1

für alle a. An der Klassengleichung sehenwir deshalb, dassΦm(q) auch ein Teiler
von q − 1 sein muss. Insbesondere gilt damit

|Φm(q)| ≤ q − 1.

Aufgrund der Definition vonΦm gilt aber

|Φm(q)| =
∏

1 ≤ k ≤ m
ggT(k,m) = 1

|q − e2πik/m|.

Wegen q ≥ 2 gilt aber
|q − 1| < |q − e2πik/m|

für alle k in diesem Produkt, ausser im Fallm = 1. Es ergibt sich also nur im Fall
m = 1 keinWiderspruch. Das beweist die Aussage.

Bemerkung 6.1.4. Wie im kommutativen Fall kann man die Bedingung endlicher
Schiefkörper auchnochäquivalent abschwächenzu endlichernullteilerfreierRing. Für
a ∈ R \ {0} ist nämlich die Linksmultiplikationsabbildung

am : R→ R

b 7→ ab

aufgrundderNullteilerfreiheit injektiv, also auch surjektiv.Da 1 imBild liegt, be-
sitzta einRechtsinverses.MitderMultiplikationma von rechts siehtmandieExi-
stenz eines Linksinversen. Diese müssen aber übereinstimmen, wie man leicht
sieht. Damit gilt a ∈ R×. △
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Wir kennen bisher keinen Schiefkörper, der kein Körper ist. Satz 6.1.3 sagt, dass
wir auch keinen endlichen finden können.Die bekanntesten Beispiele behandeln
wir im nächsten Abschnitt.

6.2 Quaternionen
Definition 6.2.1. SeienK ein Körper und a, b ∈ K \ {0}. Der Ring der Quater-
nionenQK(a, b) ist derK4, versehenmit Basisvektoren

1, i, j, k

undderdurch folgendeRegelndefiniertenMultiplikation (K-bilinear fortgesetzt):

ij = k = −ji, i2 = a · 1, j2 = b · 1. △

Bemerkung6.2.2. (i) Durch die oben angegebenenRegeln ist wirklich eine Ring-
struktur aufK4 definiert. Es soll dabei natürlich der erste Basisvektor 1 das neu-
trale Element sein. Es ergeben sich die noch fehlendenMultiplikationsregeln für
Basisvektoren automatisch. Es ist etwa

ik = iij = a1j = aj.

Aufgrund des Distributivgesetzes ergibt sich damit auch die Multiplikationsvor-
schrift für zwei beliebige Elemente vonK4. Natürlich kannmandieMultiplikati-
onsvorschrift auch ganz explizit hinschreiben, sie lässt sich nur sehr schwermer-
ken:

(r, s, t, u) · (v, w, x, y)
= (rv + swa+ txb− uyab, rw + sv − tyb+ uxb,

rx+ sya+ tv − uwa, ry + sx− tw + uv).

DerKörperK ist inK4 enthalten, indemman ihnentlangdes erstenBasisvektors
einbettet, ein Element r ∈ K also mit r1 = (r, 0, 0, 0) ∈ K4 identifiziert. Auf
dieseWeise istQK(a, b) eineRingerweiterungvonK undK ist sogar imZentrum
vonQK(a, b) enthalten.
(ii) Oft schreibt man statt des Tupels (v, w, x, y) auch

v + wi+ xj + yk,
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wie man es von den komplexen Zahlen gewöhnt ist. Man kann dann beimMulti-
plizierenwie gewohnt vorgehen undmuss sich nur die oben angegebenenRegeln
merken.
(iii) Manchmal wird auch nur der Ring QK(−1,−1) als Ring der Quaternionen
bezeichnet. △

Definition 6.2.3. Für ein Element p = v+wi+ xj + yk ∈ QK(a, b) der Quater-
nionen definieren wir das konjugierte Element als

p := v − wi− xj − yk ∈ QK(a, b)

und dieNorm als

N(p) := pp = v2 − aw2 − bx2 + aby2 ∈ K. △

Lemma 6.2.4. (i) Für p, q ∈ QK(a, b) gilt pq = q p.
(ii) Für p, q ∈ QK(a, b) giltN(pq) = N(p)N(q).
(iii) Es gilt p ∈ QK(a, b)

× ⇔ N(p) ̸= 0.

Beweis. (i) rechnetmaneinfachnach, bzw. sieht esderobenexplizit angegebenen
vollständigen Definition der Multiplikation direkt an.
(ii): Es gilt

N(pq) = pqpq = pqq p = pN(q)p = ppN(q) = N(p)N(q).

Dabei haben wirN(q) ∈ K ⊆ Z(QK(a, b)) benutzt.
(iii): Aus pq = 1 folgt 1 = N(1) = N(pq) = N(p)N(q) und darausN(p) ̸= 0.
Gilt umgekehrtN(p) ̸= 0, so setzen wir

q =
1

N(p)
p

und berechnen
pq =

1

N(p)
pp =

N(p)

N(p)
= 1

und ganz analog qp = 1. Also gilt p ∈ QK(a, b)
×.

Satz 6.2.5. Sei char(K) ̸= 2.
(i)QK(a, b) ist einfach.
(ii) Für jeden TeilkörperK ⊆ R istQK(−1,−1) ein Schiefkörper.
(iii) Für 0 ̸= b ∈ K gilt

QK(1, b) ∼= Mat2(K).

Insbesondere istQK(1, b) kein Schiefkörper.
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Beweis. (i) ist Aufgabe 98. Für (ii) stellt man fest, dass für 0 ̸= (v, w, x, y) ∈ K4

inK stets

v2 − (−1)w2 − (−1)x2 + (−1)(−1)y2 = v2 + w2 + x2 + y2 ̸= 0

gilt. Also ist jedes 0 ̸= p inQK(a, b) invertierbar.
Für (iii) liefert die Abbildung

QK(1, b)→ Mat2(K)

i 7→
(

1 0
0 −1

)
j 7→

(
0 b
1 0

)
einn Isomorphismus, wie man direkt nachrechnet.

6.3 Algebren

Sei in diesemAbschnitt stetsK ein Körper. Der Begriff einerK-Algebra kann auf
verschiedene Weisen definiert werden. Es handelt sich dabei um einen Vektor-
raum, in dem auch multipliziert werden kann. Alternativ kann man es als Ring
mit einer skalaren Multiplikation definieren. Am einfachsten ist aber folgende
Definition:

Definition 6.3.1. (i) EineK-Algebra ist ein (nicht notwendigerweise kommutati-
ver) RingA, zusammenmit einem RinghomomorphismusK → Z(A).
(ii) EineK-UnteralgebraderK-AlgebraA ist ein TeilringB ⊆ Ader das Bild von
K unter demHomomorphismus enthält. △

Bemerkung 6.3.2. (i) Der Ringhomomorphismus in der vorangegangenen De-
finition hat bewusst keinen Namen. Es ist notwendigerweise injektiv, also fasst
manKmeist einfach als Teilring vonA auf. Die Elemente vonKmüssen aber im
Zentrum enthalten sein, also mit jedem anderen Ringelement kommutieren.
(ii) Man kann Elemente von K mit Elementen aus A multiplizieren und erhält
Elemente ausA als Ergebnis. Damit bildetA einenK-Vektorraum. Gleichzeitig
kann man aber auch je zwei Elemente aus A miteinander multiplizieren, da A
auch ein Ring ist. Das geht in Vektorräumen normalerweise nicht. △
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Beispiel 6.3.3. (i) DerMatrixringMatm(K)wird zu einerK-Algebra, indemman
Elemente vonK als konstante Diagonalmatrizen der Größem auffasst.
(ii) Der PolynomringK[t] ist eine (kommutative) k-Algebra.
(iii) Der QuaternionenringQK(a, b) ist eineK-Algebra.
(iv) Jeder Schiefkörper ist eine Algebra über seinem ZentrumK = Z(R). △

Im folgenden untersuchen wir Unteralgebren von Matrix-Algebren. Für eineK-
Unteralgebra A ⊆ Matm(K) nennt man einen Untervektorraum V ⊆ Km A-
invariant, falls

Mv ∈ V
für alle v ∈ V undM ∈ A gilt. Es gibt stets die sogenannten trivialen invarianten
Unterräume {0} undKm.

Satz 6.3.4 (Satz von Burnside). SeiK ein algebraisch abgeschlossener Körper. Falls die
K-UnteralgebraA ⊆ Matm(K)nurdiebeiden trivialen invariantenUnterräumebesitzt,
giltA = Matm(K).

Beweis. A operiert transitiv aufKm: für jedes 0 ̸= v ∈ Km ist ja

{0} ⊊ {Mv |M ∈ A}

einA-invarianterUnterraum, stimmtalsomitKm überein.Wir zeigenzunächst,
dass A eine Matrix von Rang 1 enthält. Sei dazu 0 ̸= P ∈ A. Falls rang(P ) ≥ 2
ist, wähle v1, v2 ∈ Kmmit Pv1, Pv2 linear unabhängig. Wähle dannM ∈ Amit
MPv1 = v2. Dann sind also PMPv1 und Pv1 linear unabhängig und PMP −
λP ̸= 0 gilt also für alle λ ∈ K. Es gibt aber ein λ0 ∈ K, für welches PM − λ0Id
auf demRaumP (Km) nicht invertierbar ist, dennK ist algebraisch abgeschlos-
sen und jede lineare Abbildung besitzt somit einen Eigenwert. Also hat

(PM − λ0Id)P

einen echt kleinerenRang alsP , ist aber nichtNull. Iterativ erhaltenwir also eine
MatrixQ vom Rang 1 inA.
JedeandereMatrixmitdemselbenBildwieQ ist dannaber ebenfalls inA, undda-
mit auch jede beliebige andereMatrix vomRang 1. Dafür benötigt man nochmal
die Transitivität vonA aufKm (Übungsaufgabe 99). Da jedeMatrix eine Summe
vonMatrizen von Rang 1 ist, folgtA = Matm(K).

Bemerkung 6.3.5. Sei A ⊆ Matm(C) sogar eine ∗-Unteralgebra, d.h. mit M
gehöre auchM∗ zuA. FallsA einen echten invarianten Unterraum V ⊆ Cm be-
sitzt, so ist auch V ⊥ ein solcher invarianter Unterraum. Dafür verwendet man,
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dassA abgeschlossen unter ∗ ist (Aufgabe 100). Nach einemunitären Basiswech-
sel haben alle Matrizen inA Blockgestalt, d.h. A ist eine Unteralgebra von einer
Algebra

Matm1(C)⊕Matm2(C)

mit 1 ≤ m1,m2 und m1 + m2 = m. Wir sind damit in einer einfacheren Si-
tuation. Falls es keinen invarianten Unterraum gibt, gilt nach Satz 6.3.4 bereits
A = Matm(C). Wir erhalten iterativ, dassA eine Unteralgebra von

Matm1(C)⊕ · · · ⊕Matmr(C)

und für jeden Faktor die Projektion vonA aufMatmi
(C) surjektiv ist. △

Beispiel 6.3.6. SeiA ⊆ Matm(C) eine kommutative ∗-Unteralgebra. Wir können
also o.B.d.A. annehmen, dass

A ⊆ Matm1(C)⊕ · · · ⊕Matmr(C)

mitm1 + · · · + mr = m, und die Projektion auf jeden di-Block auf A surjektiv
ist. Andererseits kommutierendieElemente vonAmiteinander, undmitBeispiel
6.3.8 (i) folgt daraus di = 1 für alle i.Die AlgebraA besteht also nur ausDiagonalma-
trizen (nach unitärer Konjugation). △

Definition 6.3.7. EineK-AlgebraA heißt zentral, wennZ(A) = K gilt. △

Beispiel 6.3.8. (i) Für jeden KörperK istMatm(K) eine zentraleK-Algebra.
(ii) Für char(K) ̸= 2 istQK(a, b) eine zentraleK-Algebra. (Aufgabe 101). △



Kapitel 7

Anwendungen undVerschiedenes

In diesem Kapitel schauen wir uns einige Anwendungen der algebraischen Kon-
zepte dieser Vorlesung an. In der Kodierungstheorie versucht man, Daten so zu
strukturieren, dassman eventuelle Fehler bei einerDatenübertragung entdecken
und sogar rückgängig machen kann. Dabei kommen häufig endliche Körper ins
Spiel. In der Kryptographie versucht man hingegen, Daten so zu verschlüsseln,
dass sie von einem unerwünschten Mithörer nicht verstanden werden können.
Besonders in der modernen Public-Key-Verschlüsselung kommen dabei interes-
santemathematischeKonzepte zumEinsatz.Danachbesprechenwirnocheinige
abstraktere Konzepte, die für die weiterführenden Vorlesungen nützlich sind.

7.1 Kodierungstheorie

In vielenBereichenvonTechnikundGesellschaftwerdenheutegroßeDatenmen-
gen generiert und übertragen. Bei derDatenübertragung kommt es jedoch leicht
zu Fehlern, die die Daten im schlimmsten Fall unbrauchbar werden lassen. Des-
halb versucht man mit der Kodierungstheorie, die Daten so aufzubereiten, dass
kleinere Fehler entdeckt und bestenfalls korrigiert werden können. Die Anwen-
dungen im Internet, in Handys, CDs etc. sind unzählig. Ein sehr einfaches Bei-
spiel sind die ISBNNummern auf Büchern.

Beispiel 7.1.1 (ISBN-10). Die (heute nichtmehr genutzte) ISBN-10Nummer eines
Buchs besteht aus einer Zahl mit 10 Ziffern:

x1x2 · · · x10.

137
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Dabei tragen nur die ersten 9Ziffernwirkliche Information über das Buch (Land,
Verlag....), die zehnte Ziffer x10 ist eine sogenannte Prüfziffer. Sie wird so
bestimmt, dass die folgende Prüfgleichung erfüllt ist:

x1 + 2x2 + 3x3 + · · ·+ 9x9 + 10x10 ≡ 0 mod 11.

Wegen 10 ≡ −1 mod 11 kannman das also auch umformen zu

x10 ≡ x1 + 2x2 + · · ·+ 9x9 mod 11.

Also ist x10 eine Ziffer zwischen 0 und 10, und damit sie immer einstellig bleibt,
schreibt man statt 10 dannX.
Wenn die ersten 9 Ziffern also 247810378 lauten, berechnet man

1 · 2 + 2 · 4 + 3 · 7 + 4 · 8 + 5 · 1 + 6 · 0 + 7 · 3 + 8 · 7 + 9 · 8 = 217.

Wegen 217 ≡ 8mod 11 erhält man also x10 = 8 und somit die ISBN-10 Nummer

2478103788.

Wäre die zweite Ziffer eine 5 gewesen, hätte die Summe 219 ergeben, und 219 ≡
10mod 11.Man hätte x10 = X und damit

257810378X

erhalten.
Manüberlegt sich nun, dass jede der Ziffernxi durch die anderen Ziffern eindeu-
tig bestimmt ist. Für jedes i = 0, . . . , 10 gilt im Körper F11 nämlich

xi = −
1

i

∑
j ̸=i

jxj.

Diese Beobachtung hat nun folgende Implikationen:

(i) Wird genau eineZiffer einer gültigen ISBN-10Nummer abgeändert, ist die
Prüfgleichung nicht mehr erfüllt. Solch ein einfacher Fehler wird also im-
mer entdeckt.

(ii) Wird genau eine Ziffer abgeändert, und weiß man umwelche es sich han-
delt (oder ist etwa eine Ziffer unlesbar), so kann sie anhand der Prüfglei-
chung rekonstruiert werden. Ohne Kenntnis der Fehlerstelle funktioniert
das jedoch nicht.
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Sogar ein weiterer (oft auftretender) Typ von Fehler kann erkannt werden. Wer-
den nämlich in einer gültigen ISBN-10 Nummer zwei verschiedene Ziffern ver-
tauscht, so ist die Prüfgleichung nicht mehr erfüllt. Falls nämlich xi und xj ver-
tauscht werden, ändert sich die linke Seite der Prüfgleichung um

ixi + jxj − ixj − jxi = (i− j)(xi − xj).

Diese Differenz ist aber kein Vielfaches von 11, denn 11 ist prim, und beide Fak-
toren sind≤ 10. △

Beispiel 7.1.2 (ISBN-13). Um mehr Ziffern zur Verfügung zu haben, wurde die
ISBN-13 Nummer eingeführt. Sie besteht aus 13 Ziffern

x1 · · ·x13,

wobei die ersten 12 Ziffern die eigentliche Information tragen, und x13 so be-
stimmt ist, dass die folgende Prüfgleichung erfüllt ist:

x1 + 3x2 + x3 + · · ·+ 3x12 + x13 ≡ 0 mod 10.

Auch hier ist wieder jede Ziffer durch die anderen eindeutig bestimmt, da 1, 3 ∈
(Z/10Z)× gilt. Einfache Fehlerwerden also entdeckt, und können beiWissen um
ihre Position auch korrigiert werden. Vertauschung von zwei Ziffern wird hier
allerdings nicht mehr immer erkannt. △

Wir befassen uns nun etwas allgemeiner und mathematischer mit Kodierungs-
möglichkeiten.

Definition 7.1.3. (i) Ein AlphabetA ist eine endliche Menge.
(ii) Ein Wort über A ist ein Tupel x = (x1, . . . , xk) ∈ Ak. Dabei heißt k die
Wortlänge.
(iii) Eine Kodierungsregel ist eine injektive Abbildung

φ : Ak → An

für gewisse k, n ∈ N.
(iv) Für eine gegebene Kodierungsregel φ : Ak → An nennt man Elemente von
Ak Informationswörter und für ein Informationswort x ∈ Ak heißt φ(x) ∈ An
das zugeordneteCodewort. DieMengeφ(Ak) aller Codewörter heißtCode. △
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Die definierten Begriffe haben folgende Interpretation: Die Informationswörter
tragen die eigentliche Information, die gespeichert und/oder übermittelt wer-
den soll.Man arbeitet stattdessen abermit den zugeordnetenCodewörtern. Auf-
grund der Injektivität von φ kann die eigentliche Information aus einem Code-
wort zurückermittelt werden.DasCodewort selbst hat aber zusätzliche Struktur,
die Fehlererkennung und/oder -korrektur möglich macht.

Beispiel 7.1.4. (i) Im ISBN-10 Code istA = F11 und

φ : F9
11 → F10

11

(x1, . . . , x9) 7→ (x1, . . . , x9, x10)

mit x10 =
∑9

i=1 ixi. Dabei sind strenggenommen x1, . . . , x9 sogar immer nur
aus derMenge {0, 1, . . . , 9} ⊆ F11.Die Kodierungsregel ist hier sogar eine linea-
re Abbildung der F11-Vektorräume.
(ii) Im ISBN-13 Code haben wirA = Z/10Z und die Kodierungsregel

φ : (Z/10Z)12 → (Z/10Z)13

(x1, . . . , x12) 7→ (x1, . . . , x12, x13)

mit x13 = −(x1+3x2+x3+ · · ·+3x12).Hier istφ einZ/10Z-Modulhomomor-
phismus.
(iii) Der d-Wiederholungscode hat die Kodierungsregel

φ : Ak → Adk

(x1, . . . , xk) 7→ (x1, . . . , xk, x1, . . . , xk, . . . , x1, . . . , xk︸ ︷︷ ︸
dmal

) △

Definition 7.1.5. SeiA ein Alphabet und n ∈ N. Die Hamming-Distanz zweier
Elemente v = (v1, . . . , vn), w = (w1, . . . , wn) ∈ An ist definiert durch

d(v, w) := # {i | 1 ≤ i ≤ n, vi ̸= wi} . △

Lemma 7.1.6. DieHamming-Distanz ist eineMetrik aufAn.

Beweis. Aufgabe 102.

Bemerkung 7.1.7. Gegeben eine Kodierungsregel φ, geht man in der Praxis fol-
gendermaßen vor. Wenn die eigentliche Information aus x ∈ Ak besteht, wird
stattdessen das Codewort φ(x) ∈ An versendet. Der Empfänger erhält dann ein
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Wort r ∈ An, das aufgrundvonFehlern inderÜbertragung vonφ(x) verschieden
sein kann. Er sucht nun das zu r nahegelegenste Codewort c = φ(y) ∈ φ(Ak)
(bezügliche der Hamming-Distanz) und schließt mit der Injektivität von φ auf
die ursprüngliche Information y.Natürlich kann das schiefgehen, und in einem
y ̸= x resultieren. Wir analysieren nun, unter welchen Bedingungen auf die-
se Weise immer die richtige Information x rekonstruriert wird. Danach unter-
suchen wir, wie man das nahegelegenste Codewort zu einem r ∈ An finden
kann. △

Definition 7.1.8. Sei e ∈ N. Ein Code C ⊆ An heißt e-fehlerkorrigierend, falls
die abgeschlossenen Bälle inAnmit Radius e um Elemente von C paarweise dis-
junkt sind. △

Bemerkung 7.1.9. Wenn C e-fehlerkorrigierend ist, und bei der Übertragung von
einem c ∈ C nur an höchstens e Stellen ein Fehler gemacht wurde, dann liefert
die oben beschriebene Vorgehensweise das richtige c zurück. Das empfangene
Wort r liegt dann nämlich im e-Ball um c und also in keinem anderen e-Ball um
ein Element des Codes. Also ist c das nächstgelegeneWort im Code. △

Definition 7.1.10. Für C ⊆ Ak definieren wir dieMinimaldistanz von C als

dmin(C) =: min {d(v, w) | v, w ∈ C, v ̸= w} . △

Lemma7.1.11. EinCodemitMinimaldistanzd ist genaudanne-fehlerkorrigierend,wenn
e ≤ ⌊d−1

2
⌋ gilt.

Beweis. Offensichtlich ist ⌊d−1
2
⌋ der größtmögliche ganzzahlige Radius disjunk-

ter Bälle um Elemente des Codes.

Beispiel 7.1.12. (i) Die Minimaldistanz des ISBN-13 Codes ist 2, wie man sich
leicht überlegt. Also ist der Code 0-fehlerkorrigierend. Man kann mit ihm zwar
eventuell Fehler erkennen, nicht jedoch korrigieren.
(ii) DieMinimaldistanz des d-Wiederholungscodes ist gerade d, für d = 2e+1 ist
er also e-fehlererkennend.Wennman ein Informationswortx also durch d-fache
Wiederholung kodiert hat, und bei der Übertragung maximal e Fehler gemacht
wurden, müssen mindestens d − e = 2e + 1 − e = e + 1 der Wiederholungen
mit x übereinstimmen. Das sind echt mehr als die Hälfte der Wiederholungen,
und man erhält das richtige Wort x als dasjenige, das am häufigsten wiederholt
auftaucht. Genau das tut der oben beschriebene Algorithmus. △
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Umeinenguten fehlerkorrigierendenCodezuerhalten,mussmanalso einemög-
lichst große Minimaldistanz erreichen. Wir beschränken uns dabei nun auf li-
neare Codes über endlichen Körpern. Sei dazu stets q eine Primzahlpotenz und
Fq der Körper mit q Elementen (vergleiche Aufgaben 48 und 58).

Definition 7.1.13. Ein linearer (n, k)-Code über Fq ist ein k-dimensionaler Fq-
Untervektorraum von Fnq . △

Lemma 7.1.14. Sei C ⊆ Fnq ein linearer Code. Dann gilt

dmin(C) = min{d(v, 0) | 0 ̸= v ∈ C}.

Beweis. Für v, w ∈ C gilt offensichtlich

d(v, w) = d(v − w, 0)

und da C ein Vektorraum ist gilt v − w ∈ C.

Ab jetzt betrachtenwirnurnoch lineareCodes, und lassendasWort lineardeshalb
wieder weg. Einen linearen Code kann man beispielsweise durch die Wahl einer
Basis angeben. Schreibt man die Basisvektoren in eine Matrix, erhält man dabei
auch gleich eine Abbildungsmatrix für die Kodierungsregelφ. Andererseits ist er
natürlich auch als Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems beschreib-
bar. Das führt zur sogenannten Prüfmatrix.

Definition 7.1.15. Sei C ein (n, k)-Code über Fq.
(i) EineErzeugermatrix vonC ist einen×k-Matrix, deren Spalten eine Basis von
C bilden.
(ii) Eine ErzeugermatrixE ist in Standardform, wenn sie von der Gestalt

E =

(
Ik
E ′

)
mitE ′ ∈ Matn−k,k(Fq) ist.
(iii) Eine Prüfmatrix für C ist eine Matrix P ∈ Matn−k,n(Fq)mit

x ∈ C ⇔ Px = 0

für alle x ∈ Fnq . △
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Bemerkung 7.1.16. (i) Aus der linearen Algebra weiß man, dass jeder Code eine
Erzeugermatrix und eine Prüfmatrix besitzt. Beide sind jedoch im Allgemeinen
nicht eindeutig.
(ii) Dass eine Erzeugermatrix in Standardform vorliegt bedeutet gerade, dass die
dadurchdefinierteKodierungsregel einfach andas Informationswort ein zusätz-
liches Wort anhängt. Man überlegt sich aber leicht, dass nicht jeder Code eine
Erzeugermatrix in Standardform besitzt.
(iii) Der Rang einer PrüfmatrixP ist automatisch n− k, da sie einen Unterraum
der Dimension k definiert. △

Lemma 7.1.17. Sei E ∈ Matn,k(Fq) die Erzeugermatrix des Codes C und sei P ∈
Matn−k,n(Fq) eine Matrix vom Rang n − k. Dann ist P genau dann eine Prüfmatrix
für C wenn

PE = 0

gilt. IstE =

(
Ik
E ′

)
in Standardform, so ist also P =

(
−E ′ In−k

)
eine Prüfma-

trix.

Beweis. Aus der Rangbedigung folgt dimker(P ) = k. Es bedeutet PE = 0 aber
gerade C ⊆ ker(P ), und das ist also äquivalent zu C = ker(P ). Es gilt nun offen-
sichtlich (

−E ′ In−k
)( Ik

E ′

)
= −E ′ + E ′ = 0

und
(
−E ′ In−k

)
hat Rang n− k.

Beispiel 7.1.18. (i) Der ISBN-10Code imSinne vonBeispiel 7.1.4 (i) ist ein linearer
(10, 9)-Code über F11. Er besitzt beispielsweise die Basis

(1, 0, . . . , 0, 1), (0, 1, 0, . . . , 0, 2), . . . , (0, . . . , 0, 1, 9).

Die dazugehörende Erzeugermatrix

E =


1 0 0
0 1 0
...

... . . . ...
0 0 1
1 2 · · · 9


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hat Standardform und liefert die Kodierungsregel

φ : F9
11 → F10

11

x 7→ Ex.

Eine Prüfmatrix ist also beispielsweise

(−1,−2,−3,−4,−5,−6,−7,−8,−9, 1).

(ii) Der d-Wiederholungscode ist ein linearer Code in Fdkq mit Basisvektoren

(e1, . . . , e1), . . . , (ek, . . . , ek),

wobei e1, . . . , ek die Standardbasisvektoren von Fkq sind. Die dazugehörende Er-
zeugermatrix

E =



1 0 · · · · · · 0
0 1 0
...

...
...

0 0 1
1 0 · · · · · · 0
0 1 0
...

...
...

0 0 1
...

...
...


hat Standardform und liefert die Kodierungsregel

φ : Fkq → Fdkq
x 7→ Ex.

(iii) Die folgendeMatrixE in Standardform definiert einen (7, 4)-Code über Fq:

E =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 1


.
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Man erhält eine Prüfmatrix

P =

 −1 0 −1 −1 1 0 0
−1 −1 0 −1 0 1 0
0 −1 −1 −1 0 0 1

 . △

Wir untersuchen nun dieMinimaldistanz von linearenCodes und damit Ihre Ka-
pazität zur Fehlerkorrektur.

Satz 7.1.19 (Singletonschranke). Sei C ein linearer (n, k)-Code überFq. Dann gilt

dmin(C) ≤ n− k + 1.

Beweis. Sei d = dmin(C) und

π : Fnq → Fn−d+1
q

die Projektion auf die ersten n− d+1Komponenten. Da sich zwei verschiedene
Elemente in C an mindestens d Stellen unterscheiden, ist π auf C eingeschränkt
injektiv. Aus der Dimensionsformel für lineare Abbildungen folgt k ≤ n− d+ 1
und daraus die Aussage.

Lemma7.1.20. SeiC ein linearer(n, k)-CodeüberFqmitPrüfmatrixP .Dannistdmin(C)
gerade die minimale Anzahl von linear abhängigen Spalten vonP .

Beweis. Die Elemente von C sind gerade diejenigen c ∈ Fnq mit Pc = 0. Die
Minimaldistanz ist die kleinste Anzahl von Einträgen ̸= 0 für solche c ̸= 0, also
gerade die minimale Zahl von linear abhängigen Spalten von P.

Beispiel 7.1.21. (i) Der ISBN-10 Code hat Minimaldistanz 2, wie man beispiels-
weiseauchanderPrüfmatrix sehenkann.DieSingletonschranke lieferthier eben-
falls 10− 9 + 1 = 2. In diesem Sinne ist der ISBN-10 Code also optimal.
(ii) Der d-Wiederholungscode hat Minimaldistanz d, auch das kann man an den
Spalten der Prüfmatrix sehen. Die Singletonschranke liefert für (dk, k)-Codes
aber die obere Schranke

dk − k + 1 = k(d− 1) + 1,

was im Allgemeinen deutlich größer ist.
(iii) Der Code aus Beispiel 7.1.18 (iii) hatMinimaldistanz 3,wieman an der Prüf-
matrix sieht. Die Singletonschranke für (7, 4)-Codes ist 4. △
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Diese Singletonschranke für die Minimaldistanz eines linearen Codes lässt sich
in der Tat immer verwirklichen, und zwar durch die sogenannten Reed-Solomon-
Codes.

Definition 7.1.22. Seien k, n ∈ Nmit k ≤ n, sowie

Pk = {g ∈ Fq[x] | deg(g) ≤ k − 1} ∼= Fkq

der k-dimensionale Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner k. Es seien
a1, . . . , an ∈ Fq paarweise verschieden (insbesondere also n ≤ q). Dann heißt
das Bild der folgenden linearen Abbildung einReed-Solomon-Codemit Parame-
tern n, k und Auswertungsvektor (a1, . . . , an):

φ : Pk → Fnq
g 7→ (g(a1), . . . , g(an)). △

Satz 7.1.23. Jeder Reed-Solomon-Code mit Parametern n, k ist ein linearer (n, k)-Code
mitMinimaldistanzn− k + 1.

Beweis. Nach Satz 3.1.15 hat jedes Polynom aus Pk \ {0} höchstens k − 1 < n
Nullstellen in Fq. Also ist φ injektiv und φ (Pk) damit ein linearer (n, k)-Code.
Aus demselben Grund hat für 0 ̸= g ∈ Pk das Tupel φ(g) = (g(a1), . . . , g(an))
höchstens k − 1 Nulleinträge, also mindestens n − k + 1 nichtverschwindende
Einträge. Das beweist die Aussage.

Konstruktion 7.1.24. Wirwählen fürPk die Basis 1, x, x2, . . . , xk−1 und erhalten
für den Reed-Solomon-Code die Erzeugermatrix

E =


1 a1 a21 · · · ak−1

1

1 a2 a22 · · · ak−1
2

...
...

...
1 an a2n · · · ak−1

n

 .

Die Konstruktion einer Prüfmatrix ist etwas komplizierter. Zu gegebenem r =
(r1, . . . , rn) ∈ Fnq wollen wir entscheiden, ob es ein Polynom g ∈ Pk gibt mit
g(ai) = ri für alle i. Wenn wir uns auf i ≤ k beschränken, ist solch ein Polynom
nachKorollar 3.1.16 eindeutigbestimmt,undwirkönnenes explizit hinschreiben:

g =
k∑
i=1

ri
∏

j=1,...,k,j ̸=i

x− aj
ai − aj

.
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Dieses Polynom gmuss nun auch g(as) = rs für s = k+1, . . . , n erfüllen, damit
r zum Code gehört. Das liefert die n− k Bedingungen

k∑
i=1

ri
∏

j=1,...,k,j ̸=i

as − aj
ai − aj

− rs = 0, s = k + 1, . . . , n.

Hier handelt es sich um lineare Gleichungen an die ri, und man kann eine Prüf-
matrix direkt ablesen:

P =


∏

j=1,...,k,j ̸=1
ak+1−aj
a1−aj · · ·

∏
j=1,...,k,j ̸=k

ak+1−aj
ak−aj

−1 0 · · ·
...∏

j=1,...,k,j ̸=1
an−aj
a1−aj · · ·

∏
j=1,...,k,j ̸=k

an−aj
ak−aj

0 · · · −1

 .

△

Für spezielle Reed-Solomon-Codes kann man die Prüfmatrix noch deutlich ein-
facher hinschreiben. Dazu zunächst folgendes Lemma und den darauffolgenden
Satz:

Lemma 7.1.25. SeiG eine abelsche Gruppe. Dann gibt es für je zwei Elemente g, h ∈ G
ein Element x ∈ Gmit

ord(x) = kgV (ord(g), ord(h)) .

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass ord(g) und ord(h) teilerfremd sind. Wir
setzen x := gh und nehmen e = xn = gnhn an. Das impliziert gn = h−n und
damit

ord(gn) = ord(h−n) | ord(h).

Andererseits gilt auch ord(gn) | ord(g) und die Teilerfremdheit impliziert also
ord(gn) = ord(h−n) = 1, also gn = h−n = hn = e. Damit muss n ein Vielfa-
ches von ord(g) und ord(h) sein, also ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen. Damit ist die Ordnung von x offensichtlich genau dieses kleinste ge-
meinsame Vielfache, welches hier übrigens einfach das Produkt der Ordnungen
ist.
Im allgemeinen Fall betrachte die Primfaktorisierung

ord(g) = pe11 · · · penn
ord(h) = pf11 · · · pfnn
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mit o.B.d.A

e1 ≥ f1, . . . , ek ≥ fk und ek+1 ≤ fk+1, . . . , en ≤ fn.

Für
g̃ := gp

ek+1
k+1 ···penn und h̃ := hp

f1
1 ···pfkk

gilt dann
ord(g̃) = pe11 · · · p

ek
k und ord(h̃) = p

fk+1

k+1 · · · p
fn
n .

Diese Ordnungen sind teilerfremd, und für x = g̃ · h̃ gilt also nach dem bereits
gezeigten

ord(x) = ord(g̃)ord(h̃) = pe11 · · · p
ek
k p

fk+1

k+1 · · · p
fn
n = kgV (ord(g), ord(h)) ,

die gewünschte Aussage.

Satz 7.1.26. SeiK ein endlicherKörper.Dann ist diemultiplikativeGruppeK× zyklisch.

Beweis. Sei a ∈ K× ein Element von maximaler Ordnungm. Dann ist die Ord-
nung jedes anderen Elements von K× ein Teiler von m, wegen Lemma 7.1.25.
Damit ist jedes b ∈ K× eine Nullstelle von xm − 1 ∈ K[x], und daraus folgt
#K× ≤ m. Damit ist alsoK× = ⟨a⟩ zyklisch.

Bemerkung 7.1.27. Es gibt also stets einen Gruppenisomorphismus(
F×
q , ·
)
→ (Z/(q − 1)Z,+) .

Diesen explizit zu bestimmen, d.h. wirklich einen Erzeuger für F×
q zu finden, ist

im Allgemeinen aber schwer. △

Nach Satz 2.4.5 und Aufgabe 21 gibt es also für jedes n | (#K − 1) ein Element
a ∈ K×mit Ordnung n.

Definition 7.1.28. Für n | (q − 1) sei a ∈ F×
q ein Element der Ordnung n. Für

jedes k ≤ n definiert der Auswertungsvektor (1, a, a2, . . . , an−1) dann einen zy-
klischen Reed-Solomon-Codemit Erzeuger a und Parametern n, k. △

Satz 7.1.29. Sei C ⊆ Fnq ein zyklischer Reed-Solomon-Code mit Parametern n, k und
Erzeuger a ∈ F×

q .Dann ist folgendeMatrix eine Prüfmatrix für C:

P =


1 a · · · an−1

1 a2 · · · a2(n−1)

...
...

...
1 an−k · · · a(n−k)(n−1)

 .
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Beweis. Die Determinante der linken (n− k)× (n− k)-Teilmatrix von P ist∏
1≤i<j≤n−k

(aj − ai).

Da a Ordnung n hat, ist diese Determinante ungleich 0, also hat P genau Rang
n− k. Nach Lemma 7.1.17 genügt es nun, PE = 0 zu zeigen, wobei

E =


1 1 1 · · · 1
1 a a2 · · · a(k−1)

...
...

...
1 an−1 a(n−1)·2 · · · a(n−1)(k−1)


die Erzeugermatrix des Codes ist. Für i = 1, . . . , n − k und j = 1, . . . , k ist der
(i, j)-Eintrag von PE aber gerade

n−1∑
s=0

aisas(j−1) =
n−1∑
s=0

(ai+j−1)s =
(ai+j−1)n − 1

ai+j−1 − 1
= 0,

wobei wird gerade ord(a) = n und i+ j − 1 < n verwendet haben.

Wir beschäftigen uns nunmit einem Algorithmus zur Dekodierung, alsomit der
folgenden Frage: Gegeben sei ein linearer Code C ⊆ Fnq und r ∈ Fnq , wie findet
man den/einen nächstgelegenen Punkt zu r in C?
Für jedes c ∈ C gilt offensichtlich d(r, c) = d(r − c, 0).Wenn dabei c ganz C
durchläuft, durchläuft r − c die gesamte Nebenklasse r + C (im gruppentheo-
retischen Sinn in der abelschen Gruppe Fnq ). Anstatt den nächsten Punkt zu r im
Code zu suchen, können wir also ebensogut den nächsten Punkt zu 0 in der Ne-
benklasse r + C suchen und ihn dann von r subtrahieren.
Daman sehr häufig immer bezüglich desselben Codes dekodierenmöchte, listet
man als Vorbereitung des Algorithmus zunächst alle Nebenklassen von C in Fnq
auf. In jeder Nebenklasse wählen wir dann ein Element von kleinstem Abstand
zu 0 (genanntNebenklassenführer).
Besonders leicht ist dasmitHilfe einerPrüfmatrixP ∈ Matn−k,n(Fq) fürC. Es ist
dannnämlich r ≡ s mod C genaudannwennPr = Ps gilt. Also parametrisiert
Fn−kq als Bild vonP genau dieNebenklassen von C.Wennman für jedes v ∈ Fn−kq

also einen Nebenklassenführer fv von P−1(v) gefunden hat, so ist für jedes r ∈
Fnq

r − fPr
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ein nächstgelegenesWort imCode.Manmuss also nurPr berechnen, und in der
Liste den gewähltenNebenklassenführer fPr finden.Dieser Algorithmus zurDe-
kodierung nennt sich Syndromdekodierung.

Beispiel 7.1.30. (i)Wir betrachten den (7, 4)-Code C ⊆ F7
2 aus Beispiel 7.1.18 (iii),

mit folgender Erzeuger- und Prüfmatrix (beachte dass 1 = −1 in F2 gilt):

E =



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1
0 1 1 1


, P =

 1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1

 .

Wir wissen bereits dass dmin(C) = 3 gilt, der Code also 1-fehlerkorrigierend ist.
Es gibt hier#F3

2 = 23 = 8Nebenklassen von C inF7
2, die wir in folgender Tabelle

samt aller Nebenklassenführer auflisten.

v ∈ F3
2 Nebenklassenführer von P−1(v)

(0, 0, 0)t 0
(0, 0, 1)t e7
(0, 1, 0)t e6
(0, 1, 1)t e2
(1, 0, 0)t e5
(1, 0, 1)t e3
(1, 1, 0)t e1
(1, 1, 1)t e4

Empfängt man etwa r = e5 + e6 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 0)t, so berechnet man zu-
nächst Pr = (1, 1, 0)t und liest den entsprechenden Nebenklassenführer e1 ab.
Der nächstgelegenste Punkt zu r im Code ist also

r − e1 = (1, 0, 0, 0, 1, 1, 0)t.

Jede Nebenklasse besitzt hier genau einen Nebenklassenführer, also existiert zu
jedem r ∈ F7

2 genau ein Element im Code von kleinstem Abstand. Haben wir
in der Übertragung höchstens einen Fehler gemacht, wird das richtige Codewort
rekonstruiert.
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(ii) Wir betrachten den (6, 3)-Code C über F2mit folgender Erzeuger- und Prüf-
matrix:

E =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

 , P =

 0 1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1

 .

Man sieht an den Spalten vonP dass dmin(C) = 3 gilt, der Code also einen Fehler
korrigieren kann. Es gibt auch hier#F3

2 = 8 Nebenklassen, die hier wiederum
mit allen Nebenklassenführern aufgelistet sind:

v ∈ F3
2 Nebenklassenführer von P−1(v)

(0, 0, 0) 0
(0, 0, 1) e6
(0, 1, 0) e5
(0, 1, 1) e1
(1, 0, 0) e4
(1, 0, 1) e2
(1, 1, 0) e3
(1, 1, 1) e1 + e4, e2 + e5, e3 + e6

Die letzte aufgelistete Nebenklasse besitzt hier 3 Nebenklassenführer. Für alle
r ∈ F6

2 mit Pr = (1, 1, 1)t existieren also 3 Punkte im Code mit minimalen Ab-
stand. Zusammen mit der 1-Fehlerkorrektur bedeutet das natürlich, dass diese
Elemente nicht durch einen Fehler aus dem Code entstehen können. △

7.2 Kryptographie
In der Kryptographie möchte man eine Nachricht so veschlüsseln, dass man sie
einemEmpfängerzukommen lassenkann,ohnedass eineventuellerunerwünsch-
terZuhörerden Inhalt versteht.DerEmpfänger selbst soll den Inhalt jedochselbst-
verständlichverstehenkönnen.Dazuändertmandie eigentliche Informationzu-
nächst ab, d.h. man verschlüsselt sie. Der Empfänger muss die Nachricht dann
wieder entschlüsseln, um die ursprüngliche Information zu erhalten. Gewöhnlich
müssen Sender und Empfänger dazu vorher eine geheime Vereinbarung über
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den Schlüssel getroffen haben.Nur in dermodernen Public-Key-Verschlüsselung
kann das teilweise umgangen werden. In der Standardnotation der Kryptogra-
phie wird die Senderin gewöhnlich Alice (kurz A) und der Empfänger Bob (kurz
B) genannt. Die unerwünschte Zuhörerin heißt Eve (kurz E).
Eine sehr alte und bekannte Verschlüsselungsmethode ist die Cäsar- oder auch
Ersetzungs-Verschlüsselung. Dabei vereinbaren Alice und Bob einfach eine be-
liebige Ersetzungsregel für Buchstaben. Jeder Buchstabe der eigentlichen Nach-
richt (Klartext) wird gemäß der Regel von Alice ersetzt, und der entstandene Ge-
heimtext wird dadurch unverständlich. Bob macht die Ersetzung dann rückgän-
gig, und erhält wieder den Klartext.

Klartext a b c · · · x y z
Geheimtext d j o · · · t q l

Oft wird dabei auch nur eine Verschiebung der Buchstaben verwendet, anstatt
einer beliebigen Permutation. Dadurch kann die Ersetzungsregel deutlich einfa-
cher vereinbart werden, etwa einfach durch den Buchstaben, durch den a ersetzt
wird:

Klartext a b c · · · x y z
Geheimtext f g h · · · c d e

Solch eine Ersetzungs-Verschlüsselung ist für Eve aber relativ leicht zu knacken.
Ist etwa bekannt dass nur eine Verschieberegel benutzt wurde, kannman einfach
alle 26möglichen Ersetzungsregeln durchprobieren, undmit sehr großerWahr-
scheinlichkeit wird nur eine davon einen sinnvollen Klartext produzieren. Hat E
keine Kenntnis über die benutzte Ersetzungsregeln, müsste sie allerdings

26! ∼ 288

Ersetzungsregeln durchprobieren, was nicht möglich ist. Aber auch hier ist die
Verschlüsselung leicht zu knacken, und zwar durch eineHäufigkeitsanalyse (aller-
dings hat es nach Cäsar ca. 600 Jahre gedauert, bis jemand auf diese Idee kam).
Dazu bemerktman, dass die verschiedenen Buchstaben in einer Sprachemit un-
terschiedlicher Häufigkeit vorkommen. ImDeutschen ist etwa das e der mit Ab-
stand häufigste Buchstabe, gefolgt von n, i ... Wenn also ein langer Geheimtext
vorliegt, wird der amhäufigsten vorkommendeBuchstabe vermutlich deme ent-
sprechen, der zweithäufigste dem n.... Wennman so eineWeile herumprobiert,
hat man den Geheimtext normalerweise schnell entschlüsselt.
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Um dieses Problem zu umgehen, wurde ab dem 16. Jahrhundert die Vigenère -
Verschlüsselung verwendet. Dabei wird nicht eine einzelne Ersetzungsregel ver-
wendet, sondern von Buchstabe zu Buchstabe des Klartexts jeweils eine andere.
Gewöhnlich benutzt man dazu folgendes Diagramm:

Klartext a b c · · · x y z
Geheimtext a b c · · · x y z

b c d · · · y z a
c d e · · · z a b
...
y z a · · · v w x
z a b · · · w x y

A und B vereinbaren nun ein Schlüsselwort, das die Abfolge der Ersetzungsregeln
(anhanddeserstenBuchstabens jederZeile) angibt. LautetderSchlüssel beispiels-
weise BACH, so wird der erste Buchstabe des Klartexts mit der Ersetzungsregel
aus Zeile 2 verschlüsselt, der zweite Buchstabe mit Zeile 1, der dritte Buchstabe
mit Zeile 3, undder vierte Buchstabemit Zeile 8. Danach beginntmanwiedermit
Zeile 2... Eine klassische Häufigkeitsanalyse versagt hier völlig. Derselbe Buch-
stabe imGeheimtext kann je nach Position ja für zwei verschiedenen Buchstaben
im Klartext stehen, und umgekehrt können zwei gleiche Buchstaben im Klartext
zu verschiedenen Buchstaben im Geheimtext werden!
Erst im 19. Jahrhundert wurde eine Methode allgemein bekannt, die auch solch
eine Verschlüsselung knacken kann. Es gibt in jeder Sprache einige kurze Wor-
te, die relativ häufig vorkommen, imDeutschen beispielsweise "und", "der", "die"
und "das". Ist nun das Schlüsselwort im Vergleich zum Klartext relativ kurz,
kommtmit einigerWahrscheinlichkeit eines dieserWort öfters in einemAbstand
vor,der einVielfachesderSchlüsselwortlänge ist.DasWortwirdalso immergleich
verschlüsselt, und führt zu kurzen Buchstabenketten im Geheimtext, die immer
wieder auftreten! Findet man also solche kurzen sich wiederholenden Buchsta-
benketten, hat man einen Hinweis auf die Länge des Schlüsselworts (sie ist ein
Teiler der Distanzen dieser Buchstabenketten). Dann kannman den Geheimtext
gemäßdieserLänge inEinzeltexte zerlegen, aufdiemandanndieklassischeHäu-
figkeitsanalyse anwenden kann. Dann setzt man die entschlüsselten Einzeltexte
wieder richtig zusammen, und hat den gesamten Klartext entschlüsselt.
Ist nun das Schlüsselwort im Vergleich zum Klartext relativ lang, wird aber auch
diese Methode versagen. Und falls das Schlüsselwort genau gleich lang wie der
Klartext ist, ist die Verschlüsselung auch in der Tat nicht knackbar! Denn selbst
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wenn E einen Supercomputer zur Verfügung hätte, der alle möglichen Schlüs-
selworte durchprobieren könnte, würde sie dabei allemöglichen Texte der gleichen
Länge des Klartexts produzieren! Das nutzt ihr natürlich überhaupt nichts. Hier
sehen wir also: ist es A und B möglich, ein geheimes Schlüsselwort zu vereinba-
ren, so können sie später Nachrichten derselben Länge absolut sicher verschlüs-
seln!
Natürlich ist es heute in den meisten Fällen undenkbar, vor einer Nachrichten-
übermittlung (z.B. an Amazon) persönlich vor Ort vorbeizukommen und ein lan-
ges geheimes Schlüsselwort zu vereinbaren. Hier kommt nun das erste Publik-
Key-Verfahren ins Spiel, dasDiffie-Hellman-Verfahren zumöffentlichen Schlüs-
selaustausch.Dabei könnenAundBüber einen unsicherenKanal Informationen
austauschen, die zur Erstellung eines Schlüssels führen, den E nicht kennt. Wie
der Schlüssel genau aussieht können A und B vorher nicht beeinflussen, er trägt
alsonochnicht die eigentlicheNachricht. Er kannaberdannwie geradebeschrie-
ben zur sicheren Verschlüsselung der eigentlichenNachricht verwendet werden.

p, g, a, gb

��

Alice
ga

-- Bob
gb

mm p, g, b, ga

��
gab = (gb)a

��

gab = (ga)b

Eve p, g, ga, gb

Alice und Bob vereinbaren öffentlich eine Primzahl p und ein Element g ∈ Z/pZ.
Alle auftretenden Rechnungen werden in Z/pZ geführt (bzw. eigentlich in der
multiplikativen Gruppe (Z/pZ)×). Alice wählt nun zusätzlich eine Zahl
a ∈ {1, . . . , p − 1}, die sie geheim hält. Bob wählt eine Zahl b ∈ {1, . . . , p − 1},
die er geheim hält. Dann sendet Alice an Bob die Zahl ga ∈ Z/pZ und Bob sendet
an Alice gb ∈ Z/pZ. Sowohl Alice als auch Bob können nun gab ausrechnen. Alice
benutzt dazu die Formel

gab = (gb)a

und Bob verwendet
gab = (ga)b.

Diese Zahl ist nun der vereinbarte Schlüssel. Eve hingegen kennt nur die Zahlen
p, g, ga und gb. Die einzige bisher bekannteMethode, daraus auch gab zu berech-
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nen, besteht daraus, zunächst die Zahlen a oder b, und damit dann gab ausrech-
nen. Eve muss also den Logarithmus zur Basis g aus ga berechnen. Die Berech-
nung eines klassischen Logarithmus in Z ist nicht allzu schwierig. Da Exponen-
tialfunktionenmonoton wachsend sind, kannman den Logarithmus relativ effi-
zient durch einen Schachtelungs-Algorithmus ausrechnen.

2 4 6 8

50

100

150

200

250

Deshalb rechnen wir aber gerade in Z/pZ. Hier sieht eine Exponentialfunktion
folgendermaßen aus:

2 4 6 8

2

4

6

8

10

Aufgrund des unvorhersagbaren Sprungverhaltens der Exponentialfunktion ist
hier imAllgemeinenkeineMöglichkeit bekannt,denLogarithmusandersalsdurch
Durchprobieren aller Zahlen im Definitionsbereich der Exponentialfunktion zu
berechnen. Für großes p ist das praktisch nicht durchführbar. Somit kann Eve
das vereinbarte Schlüsselwort gab ∈ Z/pZ nicht berechnen!
Allen Berechnungen kann man anstatt (Z/pZ)× natürlich eine beliebige andere
Gruppe zugrunde legen, solange das Logarithmus-Problem, also die Berechnung
von a aus g und ga dort schwer ist. In additiver Schreibweise handelt es sich üb-
rigens um die Frage nach der Berechenbarkeit von a aus g und a · g.
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In der Praxis wird dabei oft auch die Gruppe einer elliptischen Kurve verwendet.
Sei dazuK ein beliebiger Körper.

Definition 7.2.1. Seien r, s ∈ K. Dann heißt die Menge

C = {(a, b) ∈ K2 | b2 = a3 + ra+ s}

eine elliptische Kurve überK. Falls für einen Punkt (a, b) ∈ C sogar a, b ∈ K
gilt, so heißt (a, b) ein rationaler Punkt der Kurve. △

Die folgenden Bilder zeigen für K = R die rationalen Punkte der elliptischen
Kurven für die verschiedenen Parameter (r, s) = (−1, 1), (r, s) = (−1, 0) und
(r, s) = (−1, 2/

√
27):

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

Die rationalen Punkte einer elliptischen Kurve C kann man mit einer Gruppen-
struktur versehen, die man am besten geometrisch erklärt. Dazu verbindet man
zwei Punkte P undQ der Kurve mit einer Geraden (im Fall P = Q nimmt man
die Tangente an die Kurve in P ) . Diese schneidet C in einem weiteren Punkt.
Diesen Punkt spiegelt man noch an der x-Achse, und definiert so P + Q. Damit
man so wirklich eine Gruppe erhält, mussman die Kurve projektiv betrachten, al-
so einen PunktO im unendlichen hinzufügen. Dieser Punkt ist dann genau das
neutrale Element der Gruppe. Spiegelt man P an der x-Achse, erhält man−P .
Für die Kryptographie verwendet man als KörperK hier meistens Fpmit p prim
oder F2n. Das Logarithmus-Problem ist in der entstehenden Gruppe nochmals
schwieriger als in F×

p und deshalb kannman die gleiche Sicherheit mit kleineren
Zahlen und damit kürzeren Rechenzeiten erreichen.
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Nun wollen wir noch eine weitere wichtige Public-Key-Verschlüsselung kennen-
lernen, und zwar die RSA-Methode. Hier erstellt Bob sowohl einen geheimen
Schlüssel nur für sich selbst, sowie einen öffentlichen Schlüssel für alle anderen.
Jede Person, also zum Beispiel Alice, kann mit Hilfe des öffentlichen Schlüssels
eine Nachricht verschlüsseln und an ihn schicken. Entschlüsselt werden kann sie
erst mit Hilfe von Bobs geheimem Schlüssel. Hier wird die Nachricht direkt ver-
schlüsselt, ohne in einem ersten Schritt einen geheimen Schlüssel zu erzeugen,
der anschließend für die Verschlüsselung verwendet wird.

Definition 7.2.2. Für n ∈ N sei

φ(n) := # (Z/nZ)× .

Die so definierte Funktion φ : N→ N heißt Eulersche Phi-Funktion. △

Wir wissen bereits, dass a ∈ (Z/nN)× äquivalent zu ggT(a, n) = 1 ist. Die Eu-
lersche Phi-Funktion gibt also die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen< n an.

Proposition 7.2.3. Sei p eine Primzahl, e ∈ N, sowien,m ∈ N teilerfremd. Dann gilt:

(i) φ(pe) = pe−1(p− 1)

(ii) φ(mn) = φ(m)φ(n).

Also gilt mit der Primfaktorzerlegungn = pe11 · · · perr vonn immer

φ(n) = pe1−1
1 (p1 − 1) · · · per−1

r (pr − 1).
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Beweis. Aufgabe 103.

Bob wählt nun zwei Primzahlen p, q und berechnet n = pq. Nach Proposition
7.2.3 kann er auch

φ(n) = (p− 1)(q − 1)

leicht berechnen. Schließlich wählt Bob noch eine zu φ(n) teilerfremde Zahl e
und berechnet

d := e−1 ∈ (Z/φ(n)Z)×.

Das lässt sich mit dem Euklidischen Algorithmus relativ leicht machen. Es gilt
also

de = kφ(n) + 1

für ein k ∈ N. Öffentlich bekannt gegeben werden von Bob nun die Zahlen n, e,
die Zahl d hingegen hält er geheim. Die Zahlen p, q, φ(n)werden nicht mehr be-
nötigt und können von Bob gelöscht werden.

n, e,m Alice me mod n // Bob n, e, d,me

��

��

(me)d = m

Eve n, e,me

Alice möchte nun die Nachrichtm ∈ Z/nZ an Bob übermitteln. Dazu berechnet
siememodulon, und schickt das Ergebnis anBob.Gilt ggT(m,n) = 1 so rechnet
Bob nun inZ/nZ :

(me)d = med = mkφ(n)+1 = (mφ(n))k ·m = 1k ·m = m.

Dabei haben wir den Satz von Lagrange in der Gruppe (Z/nZ)× benutzt:

mφ(n) ≡ 1 mod n.

Im Fall ggT(m,n) ̸= 1 können wir o.B.d.A. annehmen ggT(m,n) = p, woraus
folgt

med ≡ 0 mod p.

Weiters ist ggT(m, q) = 1 und damit wiederummit dem Satz von Lagrange

mφ(q) ≡ 1 mod q.
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Dies liefert inZ/qZ:

med = med−1m = mkφ(n)m = mk(p−1)(q−1)m

= (mq−1)k(p−1)m = 1k(p−1)m = m.

Insgesamt haben wir also

med ≡ mmod p sowie med ≡ mmod q.

Da p und q zwei verschiedene Primzahlen sind, impliziert das

med ≡ mmod n.

Bob hat also die Nachricht entschlüsselt.
Warum kann Eve nun die Nachricht nicht entschlüsseln? Eve kennt e, n undme.
Sie muss also die e-te Wurzel ausme in Z/nZ ziehen. Das ist aber ein schweres
Problem. Die offensichtliche Vorgehensweise wäre natürlich, wie Bob ebenfalls
zunächst d = e−1 in Z/φ(n)Z zu berechnen. Dazu muss sie aber zunächst φ(n)
kennen. Für Bob war das leicht, da er n = pq direkt als Produkt zweier Primzah-
len konstruiert hat und deshalb φ(n) = (p − 1)(q − 1) direkt ablesen kann. Eve
müsste nun umgekehrt die Primfaktorzerlegung von n und damit dannφ(n) be-
rechnen. Zerlegung in Primfaktoren ist aber ein schwieriges Problem und bei groß
genug gewählten p, q für n praktisch nicht durchführbar! Eine andere Methode
zur Bestimmung vonm ausme, e und n ist nicht bekannt.
Die RSA-Methode kann auch zum Signieren einer (nicht verschlüsselten) Nach-
richt verwendet werden. Wenn Bob etwa an Alice eine Nachricht m ∈ Z/nZ
schicken möchte, dann sendet er ihr sowohlm also auchmd ∈ Z/nZ. Alice be-
rechnet nun

(md)e = mde = m ∈ Z/nZ
und vergleicht das Ergebnis mitm. Da es übereinstimmt, stammt die Nachricht
von Bob. Eve kann auf dieselbeWeise keineNachricht signieren, da sie dazuwie-
derum d kennen müsste. Bob gibt übrigens durch das Versenden vonm undmd

keine relevante Information über d bekannt. Eve müsste in Z/nZ den Logarith-
mus zur Basism ausmd berechnen. Das ist schwer, wie wir uns oben bei Diffie-
Hellman schon überzeugt haben.

7.3 Kategorientheorie
Hier lernen wir eine Sichtweise kennen, anhand derer man viele der bisherigen
Konzepte, und viele Konzepte derMathematik überhaupt, besser einordnen und
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verstehen kann.

Definition 7.3.1. (i) Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse

Obj(C)

(von sogenanntenObjekten) und für alleX, Y ∈ Obj(C) jeweils einer Menge

C(X, Y )

(von sogenannten Morphismen), sowie einer partiellen Verknüpfung von Mor-
phismen

C(X, Y )× C(Y, Z)→ C(X,Z)
(f, g) 7→ g ◦ f

welche folgenden zwei Bedingungen genügt:

(1) ∀X ∈ Obj(C) ∃idX ∈ C(X,X)mit

idX ◦ f = f, g ◦ idX = g

für alle f ∈ C(Y,X), g ∈ C(X, Y ).

(2) Für alle f ∈ C(W,X), g ∈ C(X, Y ), h ∈ C(Y, Z) gilt

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

(ii) Ein f ∈ C(X, Y ) heißt Isomorphismus, falls g ∈ C(Y,X) existiert mit

g ◦ f = idX , f ◦ g = idY .

(iii) Zwei ObjekteX, Y ∈ Obj(C) heißen isomorph (in ZeichenX ∼= Y ), falls in
C(X, Y ) ein Isomorphismus existiert. △

Grafisch stelltman Ausschnitte aus Kategorien gewöhnlich durch (kommutative)
Pfeildiagramme dar:

X
f //

g◦f   

Y

g
��
Z
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Beispiel 7.3.2. (i) Die KategorieMen der Mengen hat als Objekte die Mengen
undalsMorphismendieAbbildungen,wobei dieVerknüpfunggeradedieHinter-
einanderausführung ist. Ein Isomorphismus ist eine bijektive (also invertierbare)
Abbildung, und zweiMengen sind isomorphwenn sie die gleicheMächtigkeit be-
sitzen.
(ii) Für jeden festen KörperK hat die KategorieK-Vec derK-Vektorräume als
Objekte dieK-Vektorräume und als Morphismen dieK-linearen Abbildungen.
(iii) Die Kategorie Top der topologischen Räume hat als Objekte die topologi-
schenRäumeundalsMorphismendie stetigenAbbildungen.Ein Isomorphismus
ist gerade ein Homöomorphismus, und isomorphe Objekte sind homöomorphe
Räume.
(iv)Morphismenmüssennicht immerAbbildungensein.Sei etwa (G, ·)eine feste
Gruppe.Wir definieren eine Kategorie CG durch

Obj(CG) := {∗}

und
CG(∗, ∗) := G.

Die Gruppenverknüpfung · dient uns dabei als Verknüpfung vonMorphismen

· : CG(∗, ∗)× CG(∗, ∗)→ CG(∗, ∗)

und man überprüft leicht die Bedingungen (1) und (2). Auf diese Weise lässt sich
G als eigene Kategorie auffassen. JederMorphismus ist hier ein Isomorphismus.

△

Definition 7.3.3. Ein kovarianter (bzw. kontravarianter) Funktor von der Kate-
gorie C in die KategorieD besteht aus einer Abbildung

F : Obj(C)→ Obj(D)

sowie Abbildungen

F : C(X, Y )→ D(F(X),F(Y ))

(bzw.F : C(X, Y )→ D(F(Y ),F(X)))

mit

(1) F(idX) = idF(X)
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(2) F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f) (bzw.F(g ◦ f) = F(f) ◦ F(g)).

X
f //

g◦f ��

Y

g

��

F(X)
F(f) //

F(g◦f) $$

F(Y )

F(g)
��

Z F(Z)

△

Beispiel 7.3.4. (i) Die Bildung desDualraums ist ein kontravarianter Funktor von
K-Vek in sich selbst.
(ii) SeiX ein fest gewählterK-Vektorraum. Dann ist die Zuordnung

V 7→ X ⊗ V

ein kovarianter Funktor von K-Vek in sich selbst. Eine lineare Abbildung
φ : V → W wird dabei auf

idX ⊗φ : X ⊗ V → X ⊗W

abgebildet.
(iii) Es gibt den kovarianten Funktor Top → Men, der jedem topologischen
Raum dieMenge seiner Zusammenhangskomponenten zuordnet. Stetige Abbil-
dungen erhaltenZusammenhang, also induzieren sie Abbildungen zwischenden
Mengen der Zusammenhangskomponenten.
(iv) Sei C eine Kategorie, in der die Objekte wirklich aus Mengen und die Mor-
phismen wirklich aus Abbildungen zwischen diesen bestehen (wie z.B. Top, K-
Vec, ...). DerVergiss-Funktor ist ein kovarianter Funktor C →Men, der einfach
eine eventuelle zusätzlicheStruktur auf denObjektenderKategorie (z.B. eineTo-
pologie, eine Vektorraumstruktur,...) vergisst. Ebenso vergisst er die Tatsache,
dass Morphismen eventuell sehr spezielle Abbildungen sind, und betrachtet sie
einfach nur noch als Abbildungen. △

Lemma 7.3.5. SeiF : C → D ein Funktor und in C gelteX ∼= Y . Dann gilt inD

F(X) ∼= F(Y ).
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Beweis. Sei o.B.d.A.F kovariant. Sei f ∈ C(X, Y ) ein Isomorphismusmit inver-
semMorphismus g ∈ C(Y,X). Dann gilt g ◦ f = idX und nach Anwendung von
F also

idF(X) = F(idX) = F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f).

Analog bekommtmanF(f) ◦ F(g) = idF(Y ) und damitF(X) ∼= F(Y ).

Bemerkung 7.3.6. Oft möchte man die Isomorphie von zwei Objekten einer Ka-
tegorie entscheiden (sind zwei Vektorräume isomorph, sind zwei topologische
Räume homöomorph,....?)Wenn sie isomorph sind, kannman oft einen Isomor-
phismus angebenundhat die Frage damit entschieden.Wenn sie nicht isomorph
sind, ist die Frage oft schwieriger.ManmussdannEigenschaftenderObjektefin-
den, die sie voneinander unterscheiden und die Isomorphie ausschließen. Etwas
konzeptioneller formuliert wendetman zunächst einen Funktor an. Sind die Ob-
jekte dann nicht isomorph, waren sie es vorher auch nicht.
Habenbeispielsweise zwei topologischeRäumeeine unterschiedlicheAnzahl von
Zusammenhangskomponenten, können sie nicht homöoorph sein. Diese Argu-
mentation entspricht der Anwendung des Funktors aus Beispiel 7.3.4 (iii). Sind
die Dualräume von zwei Vektorräumen nicht isomorph, so sind es die Räume
selbst auch nicht. Das entspricht dem Funktor aus Beispiel 7.3.4 (i). Noch ba-
naler ist folgende Beobachtung: haben zwei Vektorräume nicht dieselbe Mäch-
tigkeit (als Mengen), so sind sie nicht isomorph. Extrem abgehoben kann man
sagen, dass man diese Beobachtung aus dem Vergissfunktor und Lemma 7.3.5
erhält. △

7.4 Garbentheorie

In diesem Abschnitt befassen wir uns kurz mit dem sehr allgemeinen Begriff ei-
ner Garbe, der in vielen Bereichen der Mathematik auftritt.

Definition 7.4.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Ring-Prägarbe F auf X
besteht aus den folgenden Daten:

(i) Für jede offene TeilmengeU ⊆ X ein RingF(U), wobeiF(∅) = {0} gelte.

(ii) Für je zwei offene TeilmengenU ⊆ V ein Ringhomomorphismus

rV,U : F(V )→ F(U),
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genannt die Restriktion von V auf U . Dabei gelte für drei offene Mengen
U ⊆ V ⊆ W stets

rV,U ◦ rW,V = rW,U

sowie rU,U = idF(U). △
Bemerkung 7.4.2. (i) Offensichtlich kann man eine Gruppen-, Vektorraum-,
Mengen-, etc.-Prägarbe ganz analog definieren, wennman den Begriff Ring und
Ringhomomorphismus jeweils entsprechend ersetzt.
(ii) Noch etwas allgemeiner formuliert man das so: Der topologische Raum X
kannals eigeneKategorieX aufgefasstwerden.Dabei sinddieObjektegeradedie
offenen Teilmengen, und dieMorphismen sind die Inklusionen. Für eine beliebi-
geweitereKategorieK ist einePrägarbemitWerten inK (oder eineK-Prägarbe)
dann einfach ein kontravarianter Funktor vonX nachK. Wir wollen uns im fol-
genden aber immer auf Ringe beschränken. △
Beispiel 7.4.3. (i) SeienX,W topologische Räume. FürU ⊆ X offen sei C(U,W )
dieMenge aller stetigen Funktionen vonU nachW (je nachweiterer Struktur von
W kann das z.B. auch ein Ring sein).Wiederummit der Restriktion von Funktio-
nenauf kleinereDefinitionsbereiche erhaltenwir einePrägarbeC aufX, genannt
die Prägarbe der stetigen Funktionen mit Werten inW . So ähnlich kann man
Prägarben von differenzierbaren- oder holomorphen Funktionen definieren.
(ii) SeiX = {0, 1} versehenmit der feinstmöglichen Topologie. Der Verband der
offenenMengen sieht also folgendermaßen aus:

{0, 1}
OO

� ?

cc

1 Q

;;

- 


{0}
cc

1 Q

{1}
;;

- 


∅
Eine Prägarbe aufX besteht also aus einem kommutativen Diagramm von Rin-
gen des folgenden Typs

A

��

!!}}
B

  

C

~~
{0}
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(iii) SeiF einePrägarbe aufX, undU ⊆ X offen. Jede offeneTeilmenge vonU ist
eineoffeneTeilmengevonX, undsomitkannmanF einfachaufU einschränken.
Die so entstehende Prägarbe aufU bezeichnen wir mitF|U . △

Umdie Lokalität der Bedingung an die verwendeten Funktionen in Beispiel 7.4.3
(i) axiomatisch zu erfassen, definiert man nun den Begriff einer Garbe.

Definition7.4.4. SeiX ein topologischerRaum.EineGarbeaufX ist einePrägar-
beF , die zusätzlich folgende Bedingung erfüllt:
Für jedes offeneU ⊆ X, jede offeneÜberdeckungU =

⋃
i∈I Ui und jedeAuswahl

von Elementen si ∈ F(Ui)mit

rUi,Ui∩Uj
(si) = rUj ,Ui∩Uj

(sj)

für alle i, j ∈ I, gibt es genau ein s ∈ F(U)mit

rU,Ui
(s) = si

für alle i ∈ I. △

Bemerkung/Beispiel 7.4.5. (i)Denktmansich jedesF(U)wirklich alsMenge von
aufU definiertenFunktionen, so sagtdieGarbeneigenschaft, dassdieBedingung
an die betrachteten Funktionen lokal ist. Für vorgegebene Funktionen si auf Ui,
die auf allen paarweisen Schnitten übereinstimmen, gibt es natürlich immer ge-
nau eine global auf U definierte Funktion s, die alle si fortsetzt. Dieses s muss
aber nun automatisch die inF geforderten Bedingungen erfüllen.
(ii) Die in Beispiel 7.4.3 (i) betrachtete Prägarbe C der stetigen Funktionen ist so-
gar eine Garbe, denn Stetigkeit ist eine lokale Bedingungen.
(iii) Die inBeispiel 7.4.3 (ii) betrachtete Prägarbe ist nicht notwendigerweise eine
Garbe.DieBedingung ist hier, dass jedesPaar vonElementen b ∈ B, c ∈ C genau
ein gemeinsames Urbild inA hat.
(iv) Die Einschränkung F|U einer Garbe F auf eine offene Teilmenge U ⊆ X ist
offensichtlich wieder eine Garbe. △

Definition 7.4.6. Seien (X,F), (Y,G) topologischeRäumemit (Prä-)Garben. Ein
Morphismus von (Prä-)Garben besteht aus den folgenden Daten:

• Eine stetige Abbildung f : X → Y .
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• Für jede offene MengeU ⊆ Y ein Ringhomomorphismus

f ∗
U : G(U)→ F(f−1(U))

so dass fürU ⊆ V ⊆ Y das folgende Diagramm stets kommutiert:

G(V )

rV,U

��

f∗V // F(f−1(V ))

rf−1(V ),f−1(U)

��
G(U)

f∗U

// F(f−1(U))

Wir schreiben oft auch einfach f ∗ statt f ∗
U , und bezeichnen den gesamtenHomo-

momorphismusmit (f, f ∗). △

Bemerkung/Beispiel 7.4.7. (i) Morphismen von (Prä-)Garben kann man auf die
offensichtliche Weise hintereinander ausführen. Ebenso ist die Identität ein of-
fensichtlicherMorphismus.Deshalb erhaltenwir aucheinenkanonischenBegriff
von (Prä-)Garbenisomorphismus, als Morphismus mit beidseitigem Inversen.
Es ist (f, f ∗) genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Homöomorphismus
und alle f ∗

U Isomorphismen der jeweiligen Ringe sind.
(ii) Die Abbildung f ∗

U nennt man auch die Zurückziehung von Elementen aus
G(U) nach F(f−1(U)). Sind F ,G Garben von Funktionen, handelt es sich da-
bei oft wirklich um die Zurückziehung durch Komposition mit f . Man benötigt
dabei dann die Bedingung, dass alle Zurückziehungen von Funktionen aus G die
inF spezifierte Bedingung erfüllen.
(iii) Sind X, Y topologische Räume mit der Garbe der stetigen Funktionen mit
Werten inW , dann erhält man für jede stetige Funktion f : X → Y einen Mor-
phismus, indemman f ∗ als Zurückziehungmittels f definiert. △

Konstruktion 7.4.8. Um das lokale Verhalten einer (Prä-)Garbe an einem Punkt
zu erfassen, definiert man den Begriff eines Halms. Sei dazu (X,F) eine (Prä-)
Garbe und x ∈ X. Auf der Menge

M := {(U, s) | x ∈ U,U ⊆ X offen, s ∈ F(U)}

definiert man folgende Äquivalenzrelation:

(U, s) ∼ (V, t) :⇔ ∃W ⊆ U ∩ V offen, x ∈ W, mit rU,W (s) = rV,W (t).
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Im Fall einer Garbe von Funktionen bedeutet das: zwei auf Umgebungen von x
definierte Funktionen sind äquivalent, wenn sie auf einer kleinen offenenUmge-
bung von x übereinstimmen. Die Menge

Fx :=M/ ∼= {[(U, s)] | (U, s) ∈M}

der Äquivalenzklassen trägt nun eine kanonische Ringstruktur:

[(U, s)]∔ [(V, t)] := [(U ∩ V, rU,U∩V (s)∔ rV,U∩V (t))].

Etwas abstrakter formuliert ist Fx gerade der direkte Limes des gerichteten Sy-
stems der Ringe F(U) mit Restriktionsabbildungen, wobei U alle offenen Um-
gebungen von x durchläuft. △

Definition 7.4.9. Der RingFx heißtHalmder (Prä-)GarbeF amPunkt x. △

Bemerkung 7.4.10. (i) Für offenes U ⊆ X mit x ∈ U gibt es den kanonischen
Homomorphismus

F(U)→ Fx
s 7→ [(U, s)].

(ii) Istφ = (f, f ∗) : (X,F)→ (Y,G) einGarbenmorphismus, so induziert er für
jedes x ∈ X einen kanonischenMorphismus der Halme

φx : Gf(x) → Fx
[(U, s)] 7→ [(f−1(U), f ∗(s))]. △

Satz 7.4.11. Seiφ = (f, f ∗) : (X,F) → (Y,G) ein Morphismus von Garben, wobei f
ein Homöomorphismus der topologischen Räume sei. Dann ist φ genau dann ein Isomor-
phismus, wenn für allex ∈ X die induziertenMorphismenφx derHalme Isomorphismen
sind.

Beweis. Istφ ein Isomorphismus, so sind alleφx offensichtlich ebenfalls Isomor-
phismen, denn der Umkehrmorphismus von φ induziert die Umkehrmorphis-
men der φx.
Seien also umgekehrt alle φx Isomorphismen. Da f ein Homöomorphismus ist,
können wir nach Umbenennung der ElementeX = Y und f = id annehmen.
Wir müssen nun zeigen, dass für jedes offeneU ⊆ X die Abbildung

f ∗ : G(U)→ F(U)
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ein Ringisomorphismus ist. Dafür zeigen wir die Bijektivität. Sei also zunächst
s ∈ G(U)mit f ∗(s) = 0. Dann ist für jedes x ∈ U auch das Bild von f ∗(s) inFx
Null, und aufgrund der Kommutativität des Diagramms

G(U) f∗ //

��

F(U)

��
Gx φx

// Fx

und der Injektivität von φx folgt, dass das Bild von s in Gx ebenfalls immer Null
ist. Das bedeutet, dass jedes x ∈ U eine offene Umgebung Ux ⊆ U besitzt, mit
rU,Ux(s) = 0. Diese Mengen Ux liefern eine offene Überdeckung von U , und aus
der Eindeutigkeitsbedingung im Garbenaxiom für G folgt direkt s = 0.
Für die Surjektivität von f ∗ sei t ∈ F(U) gegeben. Wir bilden t nach Fx ab und
verwenden die Surjektivität von φx: es gibt ein sx ∈ Gxmit

φx(sx) = t ∈ Fx.

Es wird sx repräsentiert von einem Element s̃x ∈ G(Ux), wobei Ux ⊆ U eine
offene Umgebung von x ist. Dann sind f ∗(s̃x) und rU,Ux(t) zwei Elemente von
F(Ux), die inFx dasselbe Element repräsentieren.Wir können also o.B.d.A ihre
Gleichheit annehmen (nach eventueller Verkleinerung vonUx):

f ∗(s̃x) = rU,Ux(t).

Für x, y ∈ U haben wir nun also s̃x ∈ G(Ux) und s̃y ∈ G(Uy), und nach Re-
striktion aufUx ∩ Uy werden beide Elemente mittels f ∗ auf dasselbe abgebildet,
nämlich die Einschränkung von t. Aus der bereits bewiesenen Injektivität von f ∗

(auf allenU ) folgt also

rUx,Ux∩Ux(s̃x) = rUy ,Ux∩Uy(s̃y).

Da die Ux die Menge U offen überdecken, gibt es laut Garbenaxiom für G ein
s ∈ G(U) mit rU,Ux(s) = s̃x für alle x ∈ U. Es gilt nun f ∗(s) = t. Dafür ge-
nügt es aufgrund des Garbenaxioms an F , die Gleichheit nach Restriktion auf
alle MengenUx zu zeigen. Es gilt aber

rU,Ux(t) = f ∗(s̃x) = f ∗(rU,Ux(s)) = rU,Ux(f
∗(s)).

Das beweist die Behauptung.
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Bemerkung 7.4.12. (i) Der Beweis von Satz 7.4.11 zeigt, dass die Injektivität aller
φx die Injektivität aller f ∗ induziert. Für die Surjektivität der f ∗ haben wir aber
außer der Surjektivität der φx auch noch die Injektivität von f ∗ verwendet. Im
Allgemeinen impliziert die Surjektivität aller φx auch nicht die Surjektivität aller
f ∗.
(ii) Ohne genauer ins Detail zu gehen impliziert die Bemerkung aus (i), dass der
Funktor (X,F) 7→ F(X) kein exakter Funktor ist. Man kann Garbenkohomologie
deshalb als abgeleitete Funktorenfolge dieses Funktors definieren. △

Man kann eine Prägarbe immer eindeutig zu einer Garbe erweitern:

Satz 7.4.13. SeiF eine Prägarbe aufX. Dann gibt es eine GarbeF+ aufX , sowie einen
Morphismus ι = (id, f ∗) : (X,F+) → (X,F), mit der folgenden universellen Eigen-
schaft:
Jeder Morphismus φ : (Y,G) → (X,F) von einer Garbe nach (X,F) faktorisiert ein-
deutig durch ι:

(Y,G)

∃! %%

φ // (X,F)
OO

ι

(X,F+)

Dadurch ist F+ bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt. Man nennt F+ die
Garbifizierung vonF .

Beweis. FürU ⊆ X offen definieren wirF+(U) als die Menge aller Abbildungen

s : U →
⊔
x∈U

Fx

mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(1) s(x) ∈ Fx für alle x ∈ U .

(2) Für alle x ∈ U gibt es eine offene Umgebung Ux ⊆ U von x, und ein t ∈
F(Ux)mit

s(y) = t inFy für alle y ∈ Ux.

Wir betrachten also die lokal konstantenAbbildungen in die disjunkte Vereinigung
der Halme über U . Offensichtlich trägt F+(U)mit punktweise definierten Ver-
knüpfungen eine Ringstruktur, und wir erhalten mit der wirklichen Restriktion
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auf kleiner Definitionsmengen eine Prägarbe. Aufgrund der Lokalität der Bedin-
gung (2) istF+ aber sogar eine Garbe aufX.
Die Abbildungen f ∗ : F(U)→ F+(U) sind die offensichtlichen: jedes t ∈ F(U)
definiert eine auf ganz U konstant durch t gegebene Funktion s. Der Beweis der
universellen Eigenschaft ist Aufgabe 104.

Bemerkung 7.4.14. Der Konstruktion vonF+ siehtman direkt an, dass derMor-
phismus ι Isomorphismen aller Halme induziert:

Fx ∼= F+
x für alle x ∈ X.

Insbesondere kann Satz 7.4.11 ohne die Garbenbedingung nicht stimmen. △
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Aufgabe 1. Für eine komplexe Zahl z = a+ ib ∈ C setzen wir

Re(z) := a, Im(z) := b, z := a− ib, |z| =
√
a2 + b2.

(a) Zeigen Sie, dass für komplexe Zahlen z, z1, z2 gilt:
(i) z1 + z2 = z1 + z2, z1z2 = z1z2, z−1 = z−1

(ii) z + z = 2Re(z), z − z = 2iIm(z), z · z = |z|2
(iii) |z| = |z|, |z1z2| = |z1| · |z2|, |z−1| = |z|−1

(iv) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|
(v) Finden Sie eine Formel fürRe(z1z2), Im(z1z2).

(b) Finden Sie alle komplexen Lösungen der folgenden Gleichungen:

z2 = −1, z2 = −5, 2z2 − 5z + 2 = 0.

Aufgabe 2. Für φ ∈ R setzen wir eiφ := cos(φ) + i sin(φ) ∈ C.
(a) Zeigen Sie, dass für φ, ψ ∈ R stets gilt
(i) |eiφ| = 1, eiφ = ei(−φ)

(ii) eiφ ·eiψ = ei(φ+ψ) (Hinweis: Verwenden Sie die Additionstheoreme für Sinus und
Cosinus)
(b) Zeigen Sie, dass für jedes 0 ̸= z ∈ C eindeutig bestimmte r ∈ (0,∞), φ ∈
[0, 2π) existieren mit

z = r · eiφ.
(Diese Darstellung von z heißtDarstellung in Polarkoordinaten).
(c) Zeigen Sie, dass für die Darstellung z1 = reiφ, z2 = seiψ in Polarkoordinaten
gilt:

z1z2 = rsei(φ+ψ), |z1| = r.

Veranschaulichen Sie sich damit die Multiplikation von komplexen Zahlen geo-
metrisch.
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Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass es für n ≥ 1 genau n verschiedene komplexe Lösun-
gen der Gleichung

zn = 1

gibt (diese Lösungen heißen n-te Einheitswurzeln). Geben Sie diese Einheitswur-
zeln in Polarkoordinaten an und veranschaulichen Sie sich ihre Lage in der kom-
plexen Zahlenebene.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass es für n ≥ 1 immer eine n-te Einheitswurzel gibt,
durchderenPotenzenmanalle anderenn-tenEinheitswurzeln erhält (eine solche
Einheitswurzel heißt primitiven-te Einheitswurzel).

Aufgabe 5. Beweisen Sie Satz 1.1.2.

Aufgabe6. SeienG,H Gruppenundφ : G→ H einGruppenhomomorphismus.
Zeigen Sie:
(i) φ(eG) = eH und φ(g−1) = φ(g)−1 für alle g ∈ G.
(ii) Istφ bijektiv, so istφ−1 : H → G ebenfalls einGruppenhomomorphismus.

Bestimmen Sie alle Gruppenhomomorphismen φ : (Z,+)→ (Z,+).

Aufgabe7. SeiG eineGruppeundH < G eineUntergruppe.ZeigenSie dieÄqui-
valenz der folgenden Aussagen:
(i) gH = Hg für alle g ∈ G.
(ii) ∀h ∈ H, g ∈ G : g−1hg ∈ H.

Eine Untergruppe, welche diese Bedingungen erfüllt, heißt normaleUntergrup-
pe vonG. Zeigen Sie, dass eine UntergruppeH < Gmit |G : H| = 2 automa-
tisch ein Normalteiler vonG ist.

Aufgabe8. BestimmenSie (bis auf Isomorphie) sämtlicheGruppenmit 1,2,3und
4 Elementen.

Aufgabe 9. Entscheiden Sie für die folgenden Gruppen, welche isomorph sind
und welche nicht:

Z/12Z, Z/4Z× Z/3Z, Z/6Z× Z/2Z

(R,+), (R \ {0}, ·), (R>0, ·), (C \ {0}, ·).

Aufgabe 10. Zeigen Sie:
(i) Die Menge S1 := {z ∈ C | |z| = 1} ist eine Untergruppe von (C \ {0}, ·).
(ii) Es gilt (Z,+) ◁ (R,+) undR/Z ∼= S1.
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Aufgabe 11. Beweisen Sie den zweiten Isomorphiesatz (Satz 2.2.6).

Aufgabe 12. SeienG1, G2 Gruppen. Zeigen Sie:
(i)DieMengeG1×G2 istmit komponentenweisedefinierterVerknüpfung eine

Gruppe. Für i = 1, 2 ist die Abbildung

πi : G1 ×G2 → Gi

(g1, g2) 7→ gi

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
(ii) SeiH < G1 ×G2mit πi(H) = Gi für i = 1, 2. Dann gilt

N1 := {g ∈ G1 | (g, e) ∈ H} ◁ G1

N2 := {g ∈ G2 | (e, g) ∈ H} ◁ G2.

(iii] Die Abbildung

π : G1 ×G2 → G1/N1 ×G2/N2

(g1, g2) 7→ (g1N1, g2N2)

ist ein Gruppenhomomorphismus. DieMenge π(H) ist der Graph eines Isomor-
phismus vonG1/N1 nachG2/N2.

Aufgabe 13. Beweisen Sie Lemma 2.3.8.

Aufgabe 14. (i) Eine GruppeGmit 55Elementen operiere auf einerMengeXmit
39 Elementen. Zeigen Sie, dass es mindestens ein Element x ∈ X geben muss
mit g · x = x für alle g ∈ G (ein solches Element heißt Fixpunkt der Operation).
(ii) Finden Sie ein Beispiel für eine Gruppenoperation wie in (i), die genau einen
Fixpunkt hat.

Aufgabe 15. Sei G eine Gruppe mit n Elementen undX = Abb(G, {1, . . . , n})
die Menge aller Abbildungen vonG in die Menge {1, . . . , n}.
(i) Zeigen Sie, dass die folgende Vorschrift eine Gruppenoperation von G aufX
definiert:

G×X → X

(g, f) 7→ (g · f : h 7→ f(hg)).

(ii) Bestimmen Sie alle Fixpunkte dieser Operation.
(iii) Zeigen Sie, dass jede UntergruppeH < G der Stabilisator eines geeigneten
f ∈ X ist.
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Aufgabe 16. Zeigen Sie:
(i) Für n ∈ Z ist aufZ/nZ die folgendeMultiplikation wohldefiniert:

(a+ nZ) · (b+ nZ) := (ab) + nZ.

(ii) Ist p eine Primzahl, so istZ/pZmit+ und · ein Körper.
(iii) Seien a, p ∈ Nmit p prim und 1 ≤ a < p. Dann gilt inZ:

p | ap−1 − 1.

Hinweis zu (iii): Betrachten Sie die multiplikative Gruppe (Z/pZ) \ {0}.

Aufgabe 17. Zeigen Sie, dass für n ≥ 3 jedes Element von An ein Produkt von
Zykeln der Länge 3 ist.

Aufgabe 18. Zeigen Sie, dassA4 keine Untergruppe mit 6 Elementen hat.

Aufgabe 19. Zeigen Sie, dass

(Z/nZ)× (Z/mZ) ∼= Z/mnZ

genau dann gilt, wennm und n teilerfremd sind.

Aufgabe 20. Bestimmen Sie (bis auf Isormorphie) alle Gruppen mit 5, 6, 7 Ele-
menten.

Aufgabe 21. Zeige Sie, dass jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch
ist.

Aufgabe 22. Zeigen SieK(A4) ∼= Z/2Z× Z/2Z undK2(A4) = {id}.

Aufgabe 23. SeienG,H Gruppen. Zeigen Sie:
(i) Die Menge

Aut(G) := {φ : G→ G | φGruppenisomorphismus}

ist bezüglichHintereinanderausführung von Abbildungen eine Gruppe (genannt
die Automorphismengruppe vonG).
(ii) Sei θ : H → Aut(G) ein Gruppenhomomorphismus. Dann macht die fol-

gende Verknüpfung die MengeG×H zu einer Gruppe:

(g, h) · (g′, h′) := (g · θ(h)(g′), h · h′).
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Um Verwechslung mit der komponentenweise definierten Verknüpfung zu ver-
meiden, bezeichnet man diese Gruppe dannmitG⋊θ H.
(iii) Die Abbildung

ι : G→ G⋊θ H

g 7→ (g, e)

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus und im(ι) ist eine normale Unter-
gruppe inG⋊θ H.

Aufgabe 24. SeienG eine endliche Gruppe und p, q zwei verschiedene Primzah-
len. Zeigen Sie:
(i) FallsG nur eine einzige p-Sylow-Untergruppe besitzt, so ist diese eine nor-

male Untergruppe inG.
(ii) Ist S eine p-Sylow-Untergruppe und T eine q-Sylow-Untergruppe von G,

so gilt S ∩ T = {e}.
(iii) Jede Gruppe mit 30 Elementen besitzt eine nichttriviale normale Unter-

gruppe.

Aufgabe 25. SeiG eine Gruppe und S < G eine Untergruppe.Wir setzen

NorG(S) :=
{
g ∈ G | gSg−1 = S

}
.

Zeigen Sie S ◁ NorG(S) < G.

Sei nunH◁G eine normaleUntergruppe undS < H eine p-Sylow-Untergruppe
vonH. Zeigen Sie:
(i) Für jedes g ∈ G existiert ein h ∈ H mit gSg−1 = hSh−1.
(ii) Es giltNorG(S) ·H = G.

Aufgabe 26. ImMatrixringM2(C) betrachten wir die folgende Teilmenge:

H :=

{(
a b

−b a

)
| a, b ∈ C

}
.

Zeigen Sie:
(i)H ist ein nicht-kommutativer Teilring vonM2(C).
(ii)H× = H \ {0}.
(iii) Die folgende Teilmenge von H bildet eine Untergruppe bezüglich Multi-

plikation

G =

{
±
(

1 0
0 1

)
,±
(
i 0
0 −i

)
,±
(

0 1
−1 0

)
,±
(

0 i
i 0

)}
.
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(iv) Bestimmen Sie alle Untergruppen vonG und zeigen Sie, dass alle normale
Untergruppen inG sind.

Aufgabe 27. (i) Zeigen Sie, dass der einzige Ringhomomorphismus von Q nach
Q sowie vonR nachR jeweils die Identität ist.
(ii) Bestimmen Sie alle Ringhomomorphismen φ : C→ Cmit φ(R) ⊆ R.

Aufgabe 28. Sei φ : R→ S ein Ringhomomorphismus. Zeigen Sie:
(i) φ(R) ist ein Teilring von S.
(ii) Für jedes Ideal J ◁ S ist φ−1(J) ein Ideal inR.
(iii) Ist φ surjektiv, so ist für jedes Ideal I ◁R auch φ(I) ein Ideal in S.
(iv) Stimmt Aussage (iii) auch ohne Surjektivität?

Aufgabe 29. Beweisen Sie Lemma 3.1.10.

Aufgabe 30. Bestimmen Sie alle ganzzahligen Lösungen des folgenden Systems
linearer Kongruenzen:

x ≡ 1 mod 3

x ≡ 2 mod 7

x ≡ 3 mod 4.

Aufgabe 31. SeiR ein kommutativer Ring und I ◁R ein Ideal. Wir definieren:
√
I := {a ∈ R | am ∈ I für einm ≥ 1} .

Zeigen Sie:
(i)
√
I ist ein Ideal inRmit I ⊆

√
I.

(ii) Es gilt
√√

I =
√
I.

Berechnen sie im RingR = Z
√
2Z,
√
4Z,
√
6Z.

Für welche n ∈ Z gilt
√
nZ = nZ?

Aufgabe 32. Sei R ein kommutativer Ring,M eine nichtleere und unter Multi-
plikation abgeschlossene Teilmenge vonR, sowie I◁R ein Idealmit I ∩M = ∅.
Zeigen Sie:
(i) Es gibt ein Ideal p◁R, welches maximal ist bezüglich der Eigenschaften

I ⊆ p, p ∩M = ∅.

(ii) Jedes solche Ideal p ist ein Primideal inR.
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Aufgabe 33. Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Ideale jeweils nicht von einem
Element als Ideal erzeugt werden:

(x1, x2)◁Q[x1, x2], (2, x)◁ Z[x].

Aufgabe 34. (i) Zeigen Sie, dass im Ring Z[i] Division mit Rest existiert, es also
für a, b ∈ Z[i] immer c, r ∈ Z[i] gibt mit

b = ca+ r

und |r| < |a| (der Betrag ist hier der bekannte Betrag von komplexen Zahlen).
(ii) Beweisen Sie, dassZ[i] ein Hauptidealring ist.

Aufgabe35. Seiφ : R ↠ S ein surjektiverRinghomomorphismusundRnoethersch.
Zeigen Sie, dass S dann auch noethersch ist. Zeigen Sie dasselbe auch für die Ei-
genschaft "Hauptidealring".

Aufgabe36. SeiR ein Integritätsring.ZeigenSie,dassR[x]genaudanneinHaupt-
idealring ist, wennR ein Körper ist.

Aufgabe 37. Bestimmen Sie sämtliche Ideale inZ/12Z und entscheiden Sie, wel-
che davon Primideale sind.

Aufgabe 38. SeiR = C([0, 1],R) der Ring der stetigen reellwertigen Funktionen
auf [0, 1]. Zeigen Sie:
(i) Für jedes echte Ideal I ⪇◁ R gibt es ein a ∈ [0, 1]mit f(a) = 0 für alle f ∈ I.
(ii) Für jedes a ∈ [0, 1] ist die Menge

ma := {f ∈ R | f(a) = 0}

ein maximales Ideal inR.
(iii) Jedes maximale Ideal inR ist von der Gestaltma für ein a ∈ [0, 1].
(iv) Für a ∈ (0, 1) ist die Menge

Ia := {f ∈ R | ∃ϵ > 0: f ≡ 0 auf (a− ϵ, a+ ϵ)}

ein Ideal inR, aber kein Primideal.
(v) Es gibt ein Primideal pa inRmit

Ia ⊆ pa ⊊ ma.

Insbesondere ist pa nicht maximal.
(Hinweis: Verwenden Sie hierfür Aufgabe 32.)
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Aufgabe 39. (i) Bestimmen Sie den Quotientenkörper des Rings Z[i] der gan-
zen Gauss’schen Zahlen.
(ii) Zeigen Sie, dass zwei isomorphe Integritätsringe auch isomorphe Quoti-

entenkörper besitzen.
(iii) Geben Sie zwei nicht-isomorphe Integritätsringe an, deren Quotienten-

körper isomorph sind.

Aufgabe 40. Überprüfen Sie die folgenden Polynome auf Irreduzibilität im Poly-
nomringQ[x]:

p1 = x2 − 2x+ 2

p2 = x10 + 2x8 + 4x6 + 6x4 + 8x2 + 10

p3 = 3x2 − 9x− 27

p4 = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1.

Welche der Polynome sind auch irreduzibel inZ[x]?

Aufgabe 41. Zeigen Sie, dass für eine Primzahl p ∈ Z und i = 1, . . . , p − 1 in Z
stets

p |
(
p

i

)
gilt. Stimmt die Aussage auch, wenn p keine Primzahl ist?

Aufgabe 42. SeiR ein faktorieller Ring und p◁ R ein Primideal. Durch Anwen-
dungder kanonischenProjektionR→ R/p auf dieKoeffizienten vonPolynomen
erhalten wir einen Homomorphismus φ : R[x]→ (R/p)[x]. Zeigen Sie:
(i) Sei p ∈ R[x] primitiv mit Leitkoeffizient nicht in p. Falls dann φ(p) irredu-

zibel in (R/p)[x] ist, so ist p auch irreduzibel inR[x].
(ii) 1 + x3 + x5 ist irreduzibel inZ[x].

Aufgabe 43. Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome in C[x] und in R[x]. Ist
der Grad aller irreduziblen Polynome inQ[x] beschränkt?

Aufgabe 44. Wir betrachten die MengeR := {p ∈ Q[x] | p′(0) = 0}. Zeigen Sie:
(i)R ist ein Teilring vonQ[x].
(ii) Jedes Element inR ist ein Produkt von endlich vielen irreduziblen Elemen-

ten ausR.
(iii)R ist nicht faktoriell.
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Aufgabe 45. (i) Zeigen Sie, dass Q[
√
2] :=

{
a+ b

√
2 | a, b ∈ Q

}
ein Teilkörper

vonR ist.
(ii) Zeigen Sie, dass die RingeQ[

√
2] undQ[x]/(x2 − 2) isomorph sind.

Aufgabe 46. SeiR ein kommutativer Ring undM ⊆ Rmit 1 ∈M undM ·M ⊆
M . Zeigen Sie:
(i) Die folgende Setzung definiert eine Äquivalenzrelation aufR×M :

(r,m) ∼ (s, n) :⇔ ∃p ∈M : p(rn− sm) = 0

(ii) Auf derMenge der Äquivalenzklassen von∼ sind die beiden folgendenVer-
knüpfungen wohldefiniert undmachen sie zu einem kommutativen Ring:

[(r,m)] + [(s, n)] := [(rn+ sm,mn)]

[(r,m)] · [(s, n)] := [(rs,mn)].

Diesen Ring bezeichnetman auchmitM−1R und nennt ihn die Lokalisierung von
R nachM . Für die Äquivalenzklasse [(r,m)] schreibt man auch r

m
.

(iii) Die Abbildung

ι : R→M−1R

r 7→ r

1

ist einRinghomomorphismus.FallsM keineNullteiler vonR enthält ist ι injektiv.
Fürm ∈M ist ι(m) inM−1R invertierbar.

Aufgabe47. SeiR ein kommutativerRingund∂ : R[x]→ R[x]die formaleAblei-
tungsabbildung (d.h. ∂(

∑d
i=0 cix

i) :=
∑d

i=1 icix
i−1). Zeigen Sie für p, q ∈ R[x]

und r ∈ R die folgenden Aussagen:
(i) ∂(p+ q) = ∂(p) + ∂(q), ∂(rp) = r∂(p).
(ii) ∂(pq) = p∂(q) + q∂(p).

Aufgabe 48. Sei k ein Körper und q ∈ k[x] ein Polynom. Zeigen Sie:
(i) Es gibt eine Körpererweiterung k ⊆ K, so dass q inK[x] in Linearfaktoren

zerfällt.
(ii) Falls ggT(q, ∂(q)) = 1 in k[x] gilt, so hat q inK (wie in (i)) keine doppelte

Nullstelle (d.h. alle Linearfaktoren sind verschieden).
(iii) Sei p eine Primzahl, n = pr für ein r ∈ N und q = xn − x ∈ Fp[x]. Dann

gilt ggT(q, ∂(q)) = 1 in Fp[x].
(iv) Für jede Primzahl p und jedes r ∈ N gibt es einen Körper mit genau pr

Elementen.
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Aufgabe 49. BestimmenSie dasMinimalpolynomvon
√
2+
√
3 überQ, denKör-

pergrad
[
Q(
√
2 +
√
3) : Q

]
sowie eine Basis desQ-Vektorraums

Q(
√
2 +
√
3).

Aufgabe 50. Zeigen Sie

Min(
√
2 + i,R) = x2 − 2

√
2x+ 3 und Min(

√
2 + i,Q) = x4 − 2x2 + 9.

Aufgabe 51. Seienm,n ∈ N teilerfremde Zahlen, für die man sowohl ein gleich-
seitiges m-Eck als auch ein gleichseitiges n-Eck mit Zirkel und Lineal aus 0, 1
konstruieren kann. Zeigen Sie, dass man dann auch ein gleichseitiges mn-Eck
mit Zirkel und Lineal aus 0, 1 konstruieren kann.

Aufgabe 52. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper (d.h. jedes Polynom
ausK[x] zerfällt inK[x] in Linearfaktoren). Zeigen Sie, dassK unendlich ist.

Aufgabe 53. Sei k ⊆ K eine Körpererweiterung.Wir definieren

Aut(K, k) :=
{
φ : K → K | φ bijektiver Ringhomomorphismus, φ|k = idk

}
.

Zeigen Sie:
(i)Aut(K, k) ist eine Gruppe bezüglich Hintereinanderausführung.
(ii) Für jede UntergruppeH < Aut(K, k) ist

Fix(H) := {a ∈ K | ∀φ ∈ H : φ(a) = a }

ein Körper zwischen k undK.
(iii) Für jeden Zwischenkörper k ⊆ L ⊆ K ist Aut(K,L) eine Untergruppe

vonAut(K, k).
(iv) Es giltL ⊆ Fix (Aut(K,L)) undH ⊆ Aut (K,Fix(H)) .

Aufgabe 54. SeiK ein Körper, P ⊆ K[x1, . . . , xn], I = (P ) das von P erzeugte
Ideal und V ⊆ Kn. Wir definieren

V(P ) := {a ∈ Kn | ∀p ∈ P : p(a) = 0}
I(V ) := {p ∈ K[x1, . . . , xn] | ∀a ∈ V : p(a) = 0} .

Zeigen Sie:
(i) V(P ) = V(I) = V(

√
I).

(Siehe Aufgabe 31 für die Definition von
√
I.)

(ii) Es gibt eine endliche Teilmenge P ′ ⊆ P mit V(P ) = V(P ′).
(iii) I(V ) ist ein Ideal inK[x1, . . . , xn]mit

√
I(V ) = I(V ).

(iv) I ⊆ I (V(I)) und V ⊆ V (I(V )) .
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Aufgabe 55. Sei R ein kommutativer Ring und I ◁ R ein Ideal. Für a ∈ R \√
I betrachten wir die MengeM = {1, a, a2, a3, . . .}, die LokalisierungM−1R

unddenkanonischenHomomorphismus ι : R→M−1R (vergleicheAufgabe 46).
Zeigen Sie:
(i) Das von ι(I) inM−1R erzeugte Ideal ist nicht der ganze RingM−1R.
(ii) Es gibt ein maximales Idealm◁M−1Rmit ι(I) ⊆ m.
(iii) Es gibt ein Primideal p◁Rmit I ⊆ p und a /∈ p.
(iv)
√
I ist der Durchschnitt aller über I liegenden Primideale.

Aufgabe 56. Sei k ⊆ K eine Körpererweiterung undK algebraisch abgeschlos-
sen. Zeigen Sie, dass die folgendeMenge der algebraische Abschluss von k ist:

{a ∈ K | a algebraisch über k} .

Aufgabe 57. Sei p ∈ k[x] undK der Zerfällungskörper von p über k. Zeigen Sie

[K : k] ≤ deg(p)!

Aufgabe 58. Zeigen Sie, dass es für eine Primzahlpotenz q = pr bis auf Isomor-
phie genau einen Körper mit q Elementen gibt.

Aufgabe 59. Zeigen Sie, dass jede Körpererweiterung vomGrad 2 normal ist.

Aufgabe 60. Beweisen Sie Lemma 4.7.2.

Aufgabe 61. Zeigen Sie, dass jedes irreduzible Polynom aus Fd[x] (wobei d eine
Primzahl ist) separabel ist.
Hinweis:VerwendenSieSatz 4.5.10unddieSurjektivitätdesFrobenius-Automorphismus.

Aufgabe 62. Zeigen Sie, dass die KörpererweiterungQ ⊆ Q( 4
√
2, i) normal ist.

Aufgabe 63. Sei p eine Primzahl, ξ := e2πi/p ∈ C undK := Q(ξ). Zeigen Sie,
dass für jedes j = 1, . . . , p− 1 genau einQ-Automorphismusφj vonK existiert
mit

φj(ξ) = ξj.

Aufgabe 64. Berechnen Sie ein primitives Element für die Körpererweiterung

Q ⊆ Q(
√
2,
√
3).
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Aufgabe 65. Sei p ∈ k[x] ein Polynom vomGrad d undK sein Zerfällungskörper
über k. Zeigen Sie:
(i) Es gibt einen injektiven GruppenhomomorphismusGal(K, k) ↪→ Sd.

(ii) Finden Sie ein Beispiel für ein irreduzibles Polynom p ∈ k[x], für das der
Homomorphismus aus (i) nicht surjektiv ist.
(iii) Berechnen SieGal(K, k) im Fall p = x3 − 2.

Aufgabe 66. Sei n eine Primzahl und σ, τ ∈ Sn Zykel der Länge 2 und n. Zeigen
Sie, dass σ, τ schon die ganze Permutationsgruppe erzeugen.

Aufgabe 67. Bestimmen Sie sämtliche Zwischenkörper der Erweiterung

Q ⊆ Q(
√
2,
√
3).

Aufgabe 68. Sei p ∈ k[x] ein irreduzibles Polynom sowie K sein Zerfällungs-
körper über k. Zeigen Sie, dass es für je zwei Nullstellen a, b ∈ K von p ein
φ ∈ Gal(K, k) gibt mit φ(a) = b.

Aufgabe 69. Seien a1, a2, a3, a4 ∈ C derart, dass das Polynom

f := (x− a1)(x− a2)(x− a3)(x− a4)

Koeffizienten inQ hat. Wir setzen

b1 := (a1 + a2)(a3 + a4)

b2 := (a1 + a3)(a2 + a4)

b3 := (a1 + a4)(a2 + a3)

und g := (x − b1)(x − b2)(x − b3). Zeigen Sie: Die Koeffizienten von g liegen
ebenfalls in Q. (Tipp: Es ist nicht nötig, die Koeffizienten auszurechnen! Verwenden
Sie den Hauptsatz der Galoistheorie.)

Aufgabe 70. Sei k = F2(t)mit einer Variablen t. Zeigen Sie, dass

p := x2 − t ∈ k[x]

irreduzibel, der KörperK := k[x]/(p) der Zerfällungskörper von p, aber die Er-
weiterung k ⊆ K keine Galoiserweiterung ist.
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Aufgabe 71. Für i = 1, . . . , n definieren wir Polynome si ∈ Q[y1, ..., yn] durch

xn + s1x
n−1 + · · ·+ sn−1x+ sn = (x+ y1) · · · (x+ yn).

Eine rationale Funktion f ∈ Q(y1, ..., yn) heißt symmetrisch, wenn für jede Per-
mutation π ∈ Sn

f(yπ(1), ..., yπ(n)) = f(y1, ..., yn)

gilt. Zeigen Sie:
(i) Die Polynome si sind symmetrisch.
(ii) Die ErweiterungQ(s1, ..., sn) ⊆ Q(y1, ..., yn) ist Galoissch.
(iii) Die Galois-Gruppe der Erweiterung aus (ii) ist isomorph zu Sn.
Was kann man mithilfe des Hauptsatzes der Galoistheorie über symmetrische
rationale Funktionen aussagen?

Aufgabe 72. Zeigen Sie: Für jede endliche Gruppe G gibt es eine Galoiserweite-
rungK ⊆ LmitGal(L,K) ∼= G. (Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 71.)

Aufgabe 73. (i) Finden Sie ein Bespiel für einen freienR-ModulM mit Untermo-
dulN ⊆M , so dassN nicht frei ist.
(ii) FindenSie einBeispiel für einenR-ModulMmitUntermodulN ⊆M , sodass
kein UntermodulN ′ ⊆M existiert mit

N ⊕N ′ =M.

(iii) Finden Sie ein Bespiel für einen endlich erzeugten R-ModulM mit Unter-
modulN ⊆M , so dassN nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 74. Beweisen Sie Lemma 5.1.9.

Aufgabe 75. SeiM einR-Modul undN ⊆M ein Untermodul. Zeigen Sie:
(i) SindN undM/N endlich erzeugt, so auchM .
(ii) IstM endlich erzeugt, so auchM/N , aber nicht unbedingtN .

Aufgabe76. SeiR einkommutativerRing.ZeigenSiedassRgenaudannnoethersch
ist, wenn alle Primideale vonR endlich erzeugt sind.

Aufgabe 77. SeiR ein nullteilerfreierHauptidealring undM ⊆ Rn einUntermo-
dul. Zeigen Sie, dassM genau dann die Lösungsmenge eines homogenen linea-
ren Gleichungssystems über R ist, wenn ein Untermodul N ⊆ Rn existiert mit
Rn =M ⊕N.
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Aufgabe 78. SeienR ein Integritätsring undM einR-Modul. Zeigen Sie:
(i) Es ist

M tor := {m ∈M | ∃0 ̸= r ∈ R : rm = 0}
ein Untermodul vonM .
(ii) FürN :=M/M tor gilt

N tor = {0}.
Aufgabe79. BestimmenSie bis auf Isomorphie sämtliche abelschenGruppenmit
8, 9, 10, 11 und 12 Elementen.

Aufgabe 80. Bestimmen Sie in Abhängigkeit von a, b, c ∈ Z sämtliche ganzzah-
ligen Lösungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

4x− 11y − 2z = a

−5x+ 13y + 4z = b

−10x+ 23y + 8z = c

Aufgabe 81. Sei R ein kommutativer Ring und A,B,M,N jeweils R-Moduln.
Zeigen Sie:
(i) Es ist

HomR(A,B) := {f : A→ B | f Modulhomomorphismus}

mit punktweiser Addition und skalarer Multiplikation wieder einR-Modul.
(ii) Für jedenModulhomomorphismusφ : A→ B liefern die folgenden Abbil-

dungen wieder Modulhomomorphismen:

φ∗ : HomR(B,M)→ HomR(A,M)

f 7→ f ◦ φ.

φ∗ : HomR(M,A)→ HomR(M,B)

f 7→ φ ◦ f.

(iii) Finden Sie ein Beispiel, in demφ injektiv, aberφ∗ nicht surjektiv ist, sowie
eines, in dem φ surjektiv aber φ∗ nicht injektiv ist.

Aufgabe 82. Bestimmen Sie im Ring F2[x] den größten gemeinsamen Teiler von

p = x7 + x4 + x+ 1 und q = x3 + x

sowie eine Darstellung
ggT(p, q) = rp+ sq

mit r, s ∈ F2[x].
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Aufgabe 83. Bestimmen Sie über dem RingQ[t] die Smith-Normalform der fol-
gendenMatrix:  t 0 0

0 t− 1 0
0 0 t2


Aufgabe 84. Zeigen Sie, dassZ[

√
−2] ein euklidischer Ring ist.

Aufgabe85. Seiφ : R→ S ein Ringhomomorphismus undM einR-Modul. Zei-
gen Sie, dass die in der Vorlesung definierte Skalarmultiplikation von S auf

M ⊗R S

wohldefiniert ist undM ⊗R S dadurch ein S-Modul wird.

Aufgabe 86. Zeigen Sie, dass dieR-bilineare Abbildung

Rm ×Rn → Matm,n(R)

(v, w) 7→ vwt

die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes erfüllt. Also gilt

Rm ⊗R Rn ∼= Matm,n(R).

Aufgabe 87. Zeigen Sie

(Z/mZ)⊗Z (Z/nZ) ∼= Z/ggT(m,n)Z.

Aufgabe88. SeiR ⊆ R2 einRechteck, aufgeteilt in endlichvieleRechteckeR1, . . . , Rn,
die sich nur an den Rändern berühren. Seien ai, bi jeweils die Seitenlängen von
Ri und a, b die Seitenlängen vonR. Zeigen Sie:
(i) InR⊗Q R gilt a⊗ b =

∑n
i=1 ai ⊗ bi.

(ii) Wenn jedes Ri mindestens eine rationale Seitenlänge hat, so hat auch R
mindestens eine rationale Seitenlänge.
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Aufgabe 89. Sei R ein nullteilerfreier faktorieller Ring undK = Quot(R) sein
Quotientenkörper. Zeigen Sie, dass die einzigen überR ganzen Elemente vonK
die Elemente ausR selbst sind.

Aufgabe90. SeiK einalgebraischabgeschlossenerKörperund I ⊆ K[x1, . . . , xn]
ein Ideal. Wir betrachten dessen Nullstellenmenge

V(I) = {a ∈ Kn | ∀p ∈ I : p(a) = 0}

und deren sogenannten Verschwindungsideal

I(V(I)) = {p ∈ K[x1, . . . , xn] | ∀a ∈ V(I) : p(a) = 0}

(vergleiche Aufgabe 54). Zeigen Sie

I(V(I)) =
√
I.

Hinweis: Wenden Sie für p ∈ I(V(I))Hilberts Nullstellensatz auf das von I und tp − 1

inK[x1, . . . , xn, t] erzeugte Ideal an.

Aufgabe 91. SeiK ein Körper. Zeigen Sie:
(i)K[x, y]/(x2 − y) ist isomorph zum PolynomringK[t] in einer Variablen.
(ii)K[x, y]/(xy − 1) ist nicht isomorph zuK[t].

Aufgabe 92. SeiR ein noetherscher Ring und I ◁R ein Ideal. Zeigen Sie, dass es
inR nur endlich viele minimale Primideale über I gibt.

Aufgabe 93. Sei R ein Ring, I ◁ R ein Ideal und π : R → R/I die kanonische
Projektion. Zeigen Sie, dass die Zuordnung

J 7→ π(J)

eine Bijektion liefert, zwischen derMenge aller Ideale vonR, welche I enthalten,
und der Menge aller Ideale von R/I. Zeigen Sie weiter, dass sich dabei gerade
Primideale entsprechen.

Aufgabe 94. Für einen Ring R bezeichnen wir mit Spec(R) die Menge seiner
Primideale. Für ein Ideal I ◁R definieren wir

V(I) := {p ∈ Spec(R) | I ⊆ p} .

Zeigen Sie, dass die Mengen V(I) die Axiome für abgeschlossene Mengen einer
Topologie erfüllen.
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Aufgabe 95. SeienR, S Ringe. Bestimmen Sie Spec(R× S) in Abhängigkeit von
Spec(R) und Spec(S).

Aufgabe 96. SeiR ein Ring und a, b ∈ Rmit a ∈ CR(b) ∩ R×. Zeigen Sie, dass
dann auch a−1 ∈ CR(b) gilt. Insbesondere gilt dann

Z(R) ∩R× = Z(R)×.

Aufgabe 97. Für d | m ∈ N definieren wir

Φm/d :=
∏

1 ≤ k ≤ m
ggT(k,m) = d

(
t− e

2πik
m

)
.

Zeigen Sie:
(i) Die DefinitionΦm/d hängt wirklich nur vomQuotientenm/d ab.
(ii) Istm/d eine Primzahl, so stimmt die Definition vonΦm/dmit der aus Bei-

spiel 3.5.23 (ii) überein.
(iii) Die Koeffizienten vonΦm/d sind ganze Zahlen.

Aufgabe 98. (i) Zeigen Sie, dass für char(K) ̸= 2 der QuaternionenringQK(a, b)
einfach ist.
(ii) Für welche a, b ∈ C \ {0} istQC(a, b) ein Schiefkörper?

Aufgabe99. VervollständigenSiedenBeweisdesSatzes vonBurnside (Satz 6.3.4):
FallsA ⊆ Matm(K) eineUnteralgebra ist, die transitiv aufKm operiert und eine
Matrix von Rang 1 enthält, giltA = Matm(K).

Aufgabe 100. SeiA ⊆ Matm(C) eineC-Unteralgebra, die unter ∗ abgeschlossen
ist. Sei V ⊆ Cm ein A-invarianter Unterraum. Zeigen Sie, dass dann auch V ⊥

einA-invarianter Unterraum ist.

Aufgabe 101. ZeigenSie, dassMatm(K)und für char(K) ̸= 2 auchQK(a, b) eine
zentraleK-Algebra ist.

Aufgabe 102. Zeigen Sie, dass die Hamming-Distanz eine Metrik auf Ak defi-
niert.

Aufgabe 103. Beweisen Sie Proposition 7.2.3.

Aufgabe 104. Beweisen Sie die universelle Eigenschaft der Garbifizierung imBe-
weis von Satz 7.4.13.
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