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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Fast die gesamte Theorie dieser Vorlesung hat sich aus Fragen entwickelt, die be-
reits in der Antike gestellt wurden. Exakte Losungen der Probleme konnten aber
erst deutlich spiter gegeben werden, als die abstrakte Theorie weit genug ent-
wickelt war. Diese Entwicklung werden wir im Verlauf der Vorlesung nachvoll-
ziehen. Als Motivation fiir die kommenden Begriffe und Ergebnisse schauen wir
uns aber zunichst einige der klassischen Fragen an.

1.1 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Bei der Konstruktion mit Zirkel und Lineal startet man mit einer Teilmenge M C
R? und konstruiert dann iterativ neue Punkte. Dabei sind drei elementare Kon-
struktionsschritte erlaubt:

Definition 1.1.1. Sei M C R? gegeben.

(i) Seienpi,pa, qi,q2 € M mitp; # pa, q1 # Go. Sei G die Gerade durch py, p,
und G, die Gerade durch ¢y, g». Falls sich G; und G5 in genau einem Punkt
x schneiden, so heifdt x in einem Schritt vom Typ 1 aus M konstruierbar.

(1) Seien p1,p2,q,q1,q2 € M mit p; # ps. Sei GG die Gerade durch pq, p, und
K der Kreis mit Radius ||¢; — ¢2|| um den Mittelpunkt ¢. Falls = ein Schnitt-
punkt von G und K ist, so heifdt = in einem Schritt vom Typ 2 aus M konstru-
ierbar.

(4i7) Seien p,p1,pa,q, q1,q2 € M mitp # q. Sei K; der Kreis mit Radius ||p; —
po|| um den Punkt p und K, der Kreis mit Radius ||¢g; — ¢2|| um den Punkt
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2 KAPITEL1. EINLEITUNG UND MOTIVATION

q. Falls z ein Schnittpunkt von K; und K ist, dann heif3t x in einem Schritt
vom Typ 3 aus M konstruierbar.

Wir definieren M® = M und iterativ M (+1) als die Vereinigung von M ) mit
der Menge aller Punkte, die in einem Schritt (irgendeines Typs) aus M () konstru-
ierbar sind. Dann gilt M = M© C M® C M®) C ... und wir setzen

Kon(M) = | J M®.

>0

Kon(M) ist also die Menge aller Punkte, die in endlich vielen Schritten aus M
konstruierbar sind. A

Um die Konstruktion mit Zirkel und Lineal besser algebraisch beschreiben zu
koénnen, identifizieren wir ab jetzt R? mit dem Korper C der komplexen Zahlen.

Satz1.1.2. Essei0,1 € M C C. Dann gilt:

(i) Kon(M ) istein Teilkirpervon C, der Q enthilt und abgeschlossen unter komplexer
Konjugation ist.

(13) Firz € Cmitz? € Kon(M) giltz € Kon(M).
Beweis. Aufgabel] O

Die klassischen Konstruktionsprobleme der Antike kann man nun exakt formu-
lieren:

Problem 1.1.3 (Dreiteilung des Winkels). Gegeben sei ein Winkel in der Ebene. Gibt es
eine Maglichkeit, ihn mit Zirkel und Lineal in drei gleich grofSe Teile zu zerteilen?

In exakter Formulierung: Es sei p € (0,7) und €'? := cosp + isinp € C. Gilt stets
e3¢ Kon({0,1,e%})? AN

Problem1.1.4 (Konstruktion regulirer Vielecke). Welche requldren n-Ecke lassen sich
mit Zirkel und Lineal konstruieren?
In exakter Formulierung: Fiir welche n gilt e2™/™ € Kon({0,1})? A

Problem 1.1.5 (Quadratur des Kreises). Gegeben sei ein Kreis. Kann man mit Zirkel
und Lineal ein Quadrat mit gleichem Flicheninhalt konstruieren?
In exakter Formulierung zum Beispiel: Gilt /7 € Kon({0,1})? A
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Problem 1.1.6 (Wiirfelverdoppelung). Gegeben sei ein Wiirfel (durch seine Kantenlin-
ge). Kann man daraus die Kantenlinge eines Wiirfels von doppeltem Volumen konstruie-
ren?

In exakter Formulierung zum Beispiel: Gilt v/2 € Kon ({0, 1})? A

Um diese Probleme zu losen, miissen wir den Kérper Kon(M ) und seine Eigen-
schaften untersuchen und verstehen.

1.2 Nullstellen durch Radikale berechnen

Sei k ein Korper und p € k[z] ein Polynom. Wir wollen die Nullstellen von p in k&
(oder einem grofieren Korper) berechnen.

Beispiel 1.2.1. (?) In k gelte 1 + 1 # O und sei p = 22 + ax + b € k[z|. Dann sind
die Nullstellen von p gerade

Ersetzt man nimlich zunichst = durch x — a/2, erhilt man

2

q@)zp(az—%)z:ﬁ—i—b—%

und die Nullstellen von ¢ sind offensichtlich v, o = 4/ “4—2 — b. Daraus erhilt
man fiir p die Nullstellen A, = 712 — §.

(@) Inkgeltel +1#0und1+1+1# 0.Seip = 2® + ax + b € k[x] (einen
quadratischen Term kann man wieder durch eine Translation einfach loswerden).
Dann besitzt das Polynom p die folgende Nullstelle:

w8 O (6) 6

Das ist die sogenannte Cardanische Formel.

(¢17) Auch fiir Polynome vom Grad 4 gibt es noch eine Losungsformel, welche die
Nullstellen anhand von +, —, -, / und (héheren) Wurzeln aus den Koeffizienten
von p berechnet. Das sind die Formeln von Ferrari. A
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Problem1.2.2 (Losung polynomialer Gleichungen mit Radikalen). Gibtes eine For-
mel, die nur mit 4+, — -, / und hoheren Wurzeln die Nullstellen jedes Polynoms vom Grad
5 (oder hoher) aus seinen Koeffizienten berechnet?

Fiir welche Polynome entstehen die Nullstellen iiberhaupt auf solche Weise aus den Koeffi-
zienten? JAN

Auch hier kommt wieder ein Korper ins Spiel. Sei etwa p € Q[z] gegeben. Dann
zerfallt p tiber C vollstindig in Linearfaktoren:

p=(x—a))(z—ag) - (x— ag)

mit aq,...,aq € C. Sei nun K der kleinste Korper zwischen Q und C, der al-
le Nullstellen o, . . ., ag enthilt. Wir nennen ihn den Zerfillungskorper von p. Ob
man die o; wie oben aus den Koeffizienten von p berechnen kann, spiegelt sich
nun in einer (relativ komplizierten) Eigenschaft dieses Korpers wieder. Um diese
zu iberpriifen, tibersetzt man sie gewohnlich in eine Eigenschaft von Gruppen,
anhand der sogenannten Galoistheorie. Dort lisst sich die Eigenschaft dann besser
entscheiden und man kommt zu einer Losung des Nullstellenproblems.

1.3 Lineare Diophantische Gleichungen

In derlinearen Algebra betrachtet man lineare Gleichungssysteme iiber Korpern.
Ganz anders wird die Frage, wenn man sich fiir solche Systeme iiber Ringen in-
teressiert. Ein System linearer diophantischer Gleichungen ist von der Gestalt

Axr =0

mit A € Mat,, ,(Z) und b € Z™. Es sollen nun alle Lésungen = € Z" gefunden
werden. Der klassische Gauf’-Algorithmus funktioniert dabei nicht ohne weite-
res, da man dabei durch Eintrige der Matrix teilen muss, was in Z im Allgemei-
nen nicht moglich ist. Bringt man die Matrix dagegen iiber Q auf Dreiecksge-
stalt, ist im Allgemeinen iiberhaupt nicht klar, wie man alle ganzzahligen Lésun-
gen ablesen kann. Man muss die Theorie der linearen Algebra also nochmal neu
entwicklen, diesmal fiir Ringe. Das fithrt zur sogenannten Modultheorie.

Alle genannten Probleme werden wir im Lauf der Vorlesung betrachten und teil-
weise losen konnen. Dabei sind nur wenige Vorkenntnisse aus der linearen Alge-
branotig. Aufler gewissen grundlegenden Konzepten der Mathematik bendtigen
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wir den Begriff des Vektorraums, der Basis und der Dimension. Auflerdem ver-
wenden wir die komplexen Zahlen und einige ihrer Eigenschaften. Alle anderen
Konzepte und Ergebnisse werden im Skript eingefiihrt.

Die Inhalte der Vorlesung werden auch in vielen Lehrbiichern der Algebra behan-
delt. Im Anhang finden Sie dazu eine (unvollstindige) Liste.

Ich danke den bisherigen Horern dieser Vorlesung und zwei meiner Kollegen fiir
viele Hinweise auf Fehler und Verbesserungen im urspriinglichen Skript; ganz
besonders Martin Berger, Tom Drescher, Tobias Olsacher und Florian und Lu-
kas Willmann. Trotzdem kann das Skript natiirlich immer noch Fehler beinhalten
und ich bin fir Hinweise auf diese sehr dankbar.






Kapitel 2

Gruppen

Eine der wichtigsten algebraischen Strukturen ist die Gruppe. Obwohl der Begriff
aus der linearen Algebra bekannt ist, fithren wir ihn hier nochmal neu ein, um
dann tiefere Ergebnisse der Gruppentheorie zu beweisen. In Zusammenhang mit
der Galoistheorie ermoglicht uns das spater starke Aussagen iiber Korper.

2.1 Grundlagen

Definition 2.1.1. (i) Eine Gruppe ist eine Menge (G, zusammen mit einer zwei-

stelligen Verkniipfung
x: G xG— G,

die folgende Bedingungen erfiillt:
(Assoziativgesetz) Vf,g,h (fxg)xh= fx(g*h),
(neutrales Element) deVg exg=gx*xe=g,
(inverse Elemente) V¢g3dh gxh=hxg=ce.

(27) Gilt zusatzlich
(Kommutativgesetz) Vg, h g+xh=hxg

so nennt man G eine kommutative oder abelsche Gruppe.
(i17) Eine Untergruppe von G ist eine nichtleere Teilmenge H C G mit

(Abgeschlossenheitunter x) ¢g,h € H = g*h € H,

7



8 KAPITEL 2. GRUPPEN

(Abgeschlossenheit unter Inversen) h € H,g € G inverszuh = g € H.
Wir verwenden dafiir auch die Schreibweise H < G. A

Bemerkung 2.1.2. Streng genommen ist die Definition oben zunichst proble-
matisch. Zuerst wird die Existenz (mindestens) eines neutralen Elements e ge-
fordert, das in der Bedingung als gebundene Variable auftaucht. In der Definiti-
on von inversen Elementen wird dann aber auf dieses e referenziert. Das ist aus
logischer Sicht sinnlos, und formal richtig musste das neutrale Element eigent-
lich ebenso wie die Verkniipfung Teil der gegebenen Gruppenstruktur sein, eine
Gruppe also als ein Tripel (G, *, ¢) mit den geforderten Eigenschaften definiert
werden.

Es stellt sich aber heraus dass das neutrale Element, wenn es denn existiert, ein-
deutig bestimmt ist (das ist eine leichte Ubungsaufgabe). Mit diesem Wissen ist
die obige Definition also in Ordnung, und in den meisten Lehrbiichern findet
man dann auch genau diese. A

Beispiel 2.1.3. (i) Beispiele fiir abelsche Gruppen sind Z, Q, R, C (oder jeder be-
liebige Korper) mit + und e = 0. Dabei sind die kleineren jeweils Untergruppen
in den grofReren.
(¢7) Fir n € N sel

Z/nZ :={0,1,....,n—1}

versehen mit der Addition wie auf einer Uhr. Wir addieren also wie gewohnlich,
identifizieren aber n mit 0, n + 1 mit 1 usw... Auf diese Weise erhalten wir eine
abelsche Gruppe mit n Elementen. Sie ist aber keine Untergruppe von Z, denn die
Verkniipfungisteineandere. InZgilt (n—1)+1 = n,inZ/nZgilt (n—1)+1 = 0.
(¢i7) Fur einen Korper K ist K \ {0} mit - und e = 1 eine abelsche Gruppe.

(v) Die Menge GL,,(K) der invertierbaren Matrizen mit Eintrigen aus K ist mit
Matrixmultiplikation und e = I ebenfalls eine Gruppe, die fir n > 2 nicht
abelsch ist.

(v) Fiirjede Menge X bilden die bijektiven Abbildungen von X nach X eine Grup-
pe S(X) beziiglich der Hintereinanderausfithrung o, das neutrale Element ist
dabei die identische Abbildungid y. Falls X mindestens 3 Elemente hat, ist S(X)
nicht abelsch. S(X) wird als Permutationsgruppe oder Symmetriegruppe von
X bezeichnet.

Im Fall X = {1,...,n} schreiben wir statt S(X) auch S,, und verwenden fiir
Permutationen o € S,, auch die bereits bekannte Matrixschreibweise

(ot oty ol )
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oder die Darstellung als Produkt von Zykeln

(1,0(1),0(c(1)),...).

(vi)Sind (G, *) und (H, -) Gruppen, so ist das kartesische Produkt G'x H ebenfalls
eine Gruppe mit der komponentenweise definierten Verkniipfung

(g,h) o (g, ') == (g*g' h-1).

Das neutrale Element ist dabei (e¢, ey) und das inverse Element zu (g, h) ist
(g~ h7h). A

Bemerkung 2.1.4. (i) Das Assoziativgesetz erlaubt uns, Klammern bei kompli-
zierteren Ausdriicken meistens ganz wegzulassen.

(22) Man beachte nochmals, dass die Definition der inversen Elemente auf das
neutrale Element e Bezug nimmt. Dieses ist eindeutig bestimmt. Um iiber inver-
se Element sprechen zu konnen, muss man es aber kennen. Das inverse Element
zu einem festen Element ist dann ebenfalls eindeutig bestimmt.

(¢17) Untergruppen enthalten immer das neutrale Element e und sind fiir sich
selbst betrachtet Gruppen.

(vi) In abelschen Gruppen wird die Verkniipfung oft mit + bezeichnet und das
neutrale Element mit 0. Das zu ¢ inverse Element wird dann mit —g bezeichnet.
In nicht-abelschen Gruppen verwenden wir oft - und 1 oder o und id fiir die Ver-
kniipfung und das neutrale Element. Das zu g inverse Element wird dann mit g !
bezeichnet. Oft lassen wir - auch einfach weg, schreiben also gh stattg - h. A

Besonders interessiert uns die Frage, welche Untergruppen eine Gruppe haben
kann. Fiir die ganzen Zahlen ist das leicht zu erkennen:

Lemma 2.1.5. Jede Untergruppe von (Z, +) ist von der Gestalt
nZ ={nz |z € Z}
fiireinn € Z.

Beweis. Sei H < Z. Der Fall H = {0} ist trivial, also sein € H \ {0} ein Ele-
ment von kleinstem Betrag. Dann gilt nZ C H, weil H eine Untergruppe ist. Sei
umgekehrt h € H. Division mit Rest liefert

h=nx-+r

mitx,r € Z, |r| < |n|. Wegenr = h — nx € H folgt daraus r = 0, weil n von
minimalem Betrag gewihlt war. Somit gilt h € nZ. O
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Wenn man Abbildungen zwischen mathematischen Strukturen betrachtet, for-
dert man sinnvollerweise immer eine Strukturerhaltungseigenschaft. Fir Grup-
pen fithrt das zum Begriff des Gruppenhomomorphismus:

Definition 2.1.6. (i) Seien (G, %), (H, o) Gruppen. Ein Gruppenhomomorphis-
mus ist eine Abbildung p: G — H mit

©(g*h) = ¢(g) op(h)

furalleg, h € G.

(i7) Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Homomorphismus (. Das ist dquivalent
dazu, dass es einen Homomorphismus¢: H — G gibtmitpoy = idy,Yop =
idg.

(i7i) Zwei Gruppen GG, H heiflen isomorph (H = (), falls es einen Isomorphis-
mus zwischen ihnen gibt. A

Beispiel 2.1.7. (i) Lineare Abbildungen f: V' — W zwischen Vektorrdumen sind
Gruppenhomomorphismen.

(i) Die Multiplikation mit einem festen Korperelement g € K ist ein Gruppen-
homomorphismus

mg: (Ka +) - (K7 +)
h +— gh.

Betrachtet man stattdessen die Gruppe (K \ {0}, -), ist es kein Homomorphis-
mus.

(43i) Die Exponentialfunktion exp: (R,+) — (R, ") ist ein Gruppenisomor-
phismus. Insbesondere (R, +) = (R, -).

(iv) Die Menge {—1, 1} ist beziiglich - eine Gruppe. Sie ist isomorph zu Z /27 mit
+.

(v) Die Signatur von Permutationen

sgn: S, — {1,—-1}

ist ein Gruppenhomomorphismus.
(vi) Die Determinante ist ein Gruppenhomomorphismus

det: GL,(K) — K\ {0}. A
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Bemerkung 2.1.8. (i) Gruppenhomomorphismen bilden stets die neutralen Ele-
mente aufeinander ab und inverse Elemente auf die entsprechenden Inversen:

e(g) ' =(g™).
(i1) Zwei isomorphe Gruppen sind vollig identisch, bis auf die Namen ihrer Ele-
mente. Wir miissen zwischen ihnen nicht mehr unterscheiden. A

Der Begrift der Nebenklasse, den wir jetzt definieren, entspricht dem eines affinen
Untervektorraums aus der linearen Algebra:

Definition 2.1.9. (i) Fiir eine Untergruppe H < G und g € G heifdt die Menge
gH :={gh|h e H}
eine Linksnebenklasse von H in G. Analog heifst
Hg:={hg|he H}
Rechtsnebenklasse. Es gilt
gH=gH < ¢ 'ge H.

Genauso ist Hg = H g iquivalentzugg ' € H.

(i1) Wir bezeichnen mit G/H = {gH | g € G} die Menge der Linksnebenklas-
sen und analog mit H\G die Menge der Rechtsnebenklassen.

(¢i7) Eine Untergruppe H < G heift Normalteiler oder normale Untergruppe
von G, falls gH = Hg fir alle g € G gilt. Das ist dquivalent zu

he HgeG=g'hgeH.
Wir schreiben dafir H < G. A
Bemerkung/Beispiel 2.1.10. (i) In einer abelschen Gruppe gilt stets
g 'hg=hg~'g =he=h,

also ist jede Untergruppe normal.
(¢i) Wir betrachten G = S; und darin die Untergruppe H = {id, (23)} . Wir
berechnen

(13) o H = {(13),(132)}, Ho(13) = {(13), (123)}.

Diese beiden Mengen stimmen nicht iiberein, also ist H keine normale Unter-
gruppe von Ss. A
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Lemma 2.1.11. Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢: G — H ist

ker(p) = {9 € G | p(9) = en}

eine normale Untergruppe von G und

im(p) == {¢(9) | g € G}
eine Untergruppe von H. Es ist o genau dann injektiv, wenn ker(p) = {eg}.

Beweis. Offensichtlich sind ker(¢) undim(y) jeweils Untergruppen. Fiir h € ker(p)
und g € G gilt

e(g7"hg) = v(9) " e(h)e(9) = (g9) enply) = emu,

also g~ 'hg € ker(y). Damit ist ker((p) eine normale Untergruppe.
Fur die Injektivitat sei ker(yp) = {eg} und p(g1) = v(g2) fir gewisse g1, g2 € G.
Dann gilt

en = ¢(g1) ' plg2) = (91 ' g2),

also g; gy € ker(p), also g; *g2 = e, also g1 = go. O
Proposition 2.1.12. Sei H < G. Dann giltfiir g, g1, g2 € G stets
g1 H = goH oder i HN g H =0

sowie
#9gH = #H = #Hg.

Insbesondere ist G disjunkte Vereinigung seiner Linksnebenklassen sowie seiner Rechtsne-
benklassen und derven Anzahl (falls G endlich ist) stimmt iiberein.

Beweis. Seig € g1H N goH, also g = gihy = gohe mit hy, hy € H. Damit ist
g1 = gohahi' € goH und somit g H C goH. Die andere Inklusion folgt analog
(ebenso fiir Rechtsnebenklassen).

Wegen g = ge € gH firalle g € G ist G also die disjunkte Vereinigung der
Nebenklassen.

Die surjektive Abbildung H — gH, h — gh ist injektiv aufgrund der Existenz
des Inversen von ¢ (analog fiir Rechtsnebenklassen). Daraus folgt die Gleichheit
der Michtigkeiten und damit insbesondere die Gleichheit ihrer Anzahl. O
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Wir konnen nun den ersten wichtigen Satz iiber mogliche Untergruppen einer
Gruppe beweisen. Er formuliert eine notwendige Bedingung, schlief3t also die
Existenz von Untergruppen mit gewissen Eigenschaften aus.

Satz 2.1.13 (Satz von Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und H < G. Dann ist die
Michtigkeit von H ein Teiler der Mdchtigkeit von G.

Beweis. G wird disjunkt zerlegt durch die Nebenklassen von H, die alle gleich
viele Elemente wie H haben. Damit ist die Aussage klar. O

Bemerkung 2.1.14. (i) Eine Gruppe mit 8 Elementen kann hochstens Untergrup-
pen mit der Machtigkeit 1,2, 4, 8 haben.

(i) Eine Gruppe GG mit Primzahlmachtigkeit hat nur die beiden trivialen Unter-
gruppen {e} und G. A

Definition 2.1.15. Sei GG endlich und H < G. Dann heif3t

o G _
G- H| = Iy = #(G/H) = #(H\G)

der Index von H in G. A

Der folgende Satz zeigt, warum die Normalitit einer Untergruppe interessantist.
Die beschriebene Konstruktion ist analog zur Konstruktion eines Faktorraums
aus der linearen Algebra.

Satz 2.1.16. Sei H <1 G. Dannist die Menge G / H auf folgende Weise mit einer wohlde-
finierten Verkniipfung versehen, die sie zu einer Gruppe macht:

(91H) - (g2H) == (g192) H.
Die Projektion

m: G— G/H
g gH

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphimus mitker(mw) = H.
Beweis. Wir zeigen zunichst die Wohldefiniertheit. Sei dazu

g =g H, goH = g2 H,
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alsog;'g1 € H, g5 ' 3> € H. Aufgrund der Normalitit gibt es ein h € H mit
915192 = Goh.
Damit gilt (9192) ' (G192) = 65 ' 91 192 = 95 ' Goh € H, also
(9192)H = (9192) H.

Nachdem die Wohldefiniertheit gezeigt ist, folgen die Gruppeneigenschaften di-
rekt aus denen von G':

(fH-gH)-hH = (fg)H - hH = ((f9)h)H = (f(gh))H
= fH-(gh)H = fH - (¢9H - hH)
eH - -gH = (eq)H = gH = (9e)H = gH - eH
gH - g7 H = (g9~ )H = eH.
Die Homomorphie-Eigenschaft der Projektion ist ebenfalls klar:
m(gh) = (gh)H = gl - hH = n(g) - m(h).
Es gilt schlieflich
ker(m) ={g € G |gH =eH}={9€G|glec H} = H. O

Definition 2.1.17. Fiir eine normale Untergruppe H <1 G heif3t die Gruppe G/H
Faktorgruppe oder Restklassengruppe von GG nach H. A

Beispiel 2.1.18. Wir betrachten Z als Gruppe mit +. Fiir n € N ist die Menge
H =nZ = {nz | z € Z} eine Untergruppe. Da Z abelsch ist, ist H eine normale
Untergruppe, also ist

Z/nZ

wie oben eine Gruppe. Fiir die Nebenklasse m + nZ schreiben wir auch einfach
m. Fir a,b € Z schreiben wir auch

a=bmodn

fallsa = binZ/nZ gilt (Sprechweise: a kongruent bmodulo n). Dies ist iquivalent
zun | (a — b) inZ. Es gilt zum Beispiel in Z/37Z

241=241=3=0.

Man iiberlegt sich leicht, dass diese Definition von Z /nZ wirklich genau mit der
bereits bekannten tibereinstimmt. A
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Wir beenden diesen Abschnitt mit einem vielleicht zunichst iiberraschenden Satz:
Satz 2.1.19. Jede Gruppe G mit #G = n ist isomorph zu einer Untergruppe von S,,.

Beweis. Fiir g € G ist die Abbildung

mg: G— G
h — gh
bijektiv und es gilt
Mg = My O My, m;l = Mgy-1.
Weiter ist
my =1id & g = e.
Also ist die Abbildung
G — S(G)
g = my

ein injektiver Gruppenhomomorphismus und damit G isomorph zu seinem Bild,

[a¥)

einer Untergruppe von S(G) = 5,,. O

2.2 Homomorphie- und Isomorphiesatze

Fir das Studium von Gruppen und Homomorphismen ist der Homomorphie-
satz ein wichtiges Werkzeug. Er driickt die universelle Eigenschaft der Faktor-
konstruktion aus und wird im Folgenden oft verwendet.

Satz 2.2.1 (Homomorphiesatz). Fiireinen Gruppenhomomorphismus
0:G—H
ist der folgende Homomorphismus wohldefiniert und injektiv:

p: G/ker(¢) - H
gker(p) — ¢(g).

Insbesondere gilt G / ker(p) = im(¢p).
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Beweis. Setze N = ker(¢). Fiir die Wohldefiniertheitsei gy N = g, N, also g; ' go €
N, also

en = (g7 '92) = v(g1) " @(g2),

also p(g1) = ¢(g2). Fur die Injektivitat reicht es, ker(p) = {e} zu zeigen. Aus
e = p(gN) = p(g) folgt aber g € ker(p) = N, alsogN = eN in G/N. Aus
im(p) = im(p) folgt die besagte Isomorphie. O

Als erste Anwendung erhalten wir eine Klassifizierung von sogenannten zykli-
schen Gruppen.

Definition 2.2.2. (i) Sei G eine Gruppe und A C (. Dann bezeichnet (A) die
kleinste Untergruppe von G, die A enthilt. Offensichtlich gilt

<A>: ﬂ H:{alaz---a,.’TEN,CL,‘EAOderaZﬂEA}.
ACH<G

(ii) Sei g € G. Dann heifdt (g) eine zyklische Gruppe. A

Korollar 2.2.3. Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z oder zu 7./n’Z fiir ein n € Z.
Insbesondere ist jede zyklische Gruppe abelsch.

Beweis. Wir betrachten die folgende Abbildung, die offensichtlich ein Homomor-
phismus ist:

0: L —G
z—g°.

Es giltim(¢) = (g) und nach Lemmaf2.1.5|gilt ker(¢) = nZ fiireinn € Z, also
folgt die Aussage aus dem Homomorphiesatz. O

Korollar 2.2.4. Jede Gruppe G mit #G = p prim ist zyklisch und damit abelsch.

Beweis. Fiire # g € Gist1 < #(g) ein Teiler von |G| = p nach Satz[2.1.13] Also
gilt G = (g). 0

Auch die Isomorphiesitze sind immer wieder niitzlich.

Satz 2.2.5 (1. Isomorphiesatz). Seien H < G und N < G. Fiir
HN :={hn|he HneN}

giltdann:
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(t) HN < @G,
(i) (HNN)<<Hund N < HN,
(iii) H/(HNN)= HN/N.
Beweis. (i) HN ist offensichtlich nicht leer und fiir hy, hy € H,ny,ny € N gilt
hinihaong = hihonyns fureinn, € N aufgrund der Normalitit. Also hynihong €
HN. Analog ist
1
(hml)*l = nfl h;l = hl n
NG —~~
eEN €eH

fireinn € N. Damitist HN eine Untergruppe von G.

(i1) H N N ist offensichtlich eine Untergruppe von H. Firn € HNNundh € H
gilt h~'nh € N aufgrund der Normalitit von N und h~'nh € H aufgrund der
Untergruppeneigenschaft von H. Damitist (H N N) < H. Wegen e € H gilt
N C HN und offensichtlich ist es dann eine normale Untergruppe.

Fiir (i77) verwenden wir den Homomorphiesatz. Zunachst gibt es einen Homo-
morphismus

¢0: H— HN/N
h — hN.
Er ist offensichtlich surjektiv, denn fir h € H,n € N gilt hn N = hN. Nun gilt
ker(p) ={h € H|hN=eN}={he H|he N} =HnNN.
Die Isomorphie folgt also aus der Aussage des Homomorphiesatzes. O

Satz2.2.6 (2. Isomorphiesatz). Seien H, N <<Gund H < N.Dannist N/H <G/H
und
G/N = (G/H)/(N/H).

Beweis. Aufgabell]] O

2.3 Gruppenoperationen

Definition 2.3.1. (i) Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Abbildung
GxX—X
(g, 2) =g
heif’t Gruppenoperation von G auf X, falls gilt:
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@VreX e-x=ux,
b) Vg, he G,z e X g¢g-(h-z)=(gh)-x.
(¢1) Fur eine Gruppenoperation G x X — X und z € X heif3t
Gr:={g-v|g€G}
die Bahn von x und
Stab(z) :=G, :={9€G|g-z=u}
der Stabilisator von . A

Bemerkung/Beispiel 2.3.2. (i) Die Gruppe G = GL,(K) operiert auf X = K"
durch Matrixmultiplikation:

GL.(K) x K™ — K™
(A,v) — Av.

Dabei gibt es zwei Moglichkeiten fiir die Bahnen. Fir v = 0 gilt Gv = {0},
furv # 0gilt Gv = K™\ {0}. Der Stabilisator Stab(v) besteht aus denjeni-
gen Matrizen, fiir die v ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist. Zum Beispiel gilt
Stab(0) = GL,,(K).

(¢i) Die Gruppe O,,(R) der orthogonalen Matrizen operiert wie in (i) auf R™. Die
Bahnen sind dabei gerade die Sphiren um den Ursprung.

(¢i7) Die Gruppenverkniipfung einer Gruppe G ist eine Operation von G auf sich
selbst:

GxG—=d
(g.h) = gh.

Wegen der Existenz von Inversen gilt Gh = G'und Stab(h) = {e} furalleh € G.
(iv) G operiert auf sich selbst aber zum Beispiel auch durch Konjugation:
GxG—G
(9.h) = ghg™".
Fir h € G ist dann Stab(h) = {g € G | gh = hg} die Menge aller Elemente,

die mit h kommutieren. Die Bahn Gh = {ghg™' | g € G} nennt man auch die
Konjugationsklasse von / in G.
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(v)Sei H < G eine Untergruppe. Dann operiert GG auf der Menge G/ H der Links-
nebenklassen durch

GxG/H— G/H
(9, fH) = (9f)H.

Um die Wohldefiniertheit nachzuweisen, benétigt man hier nicht die Normalitit!
(vi) Fir eine Gruppenoperation G x X — X liefertjedes g € G eine Abbildung

mg: X — X
T g
Dabei gilt aufgrund der Axiome m. = idx und my, = m, o my,. Insbesondere
gilt my—1 = (my,) ! und alle m, sind bijektiv, also m, € S(X). Man kann eine

Gruppenoperation von G auf X also wahlweise auch einfach definieren als einen
Gruppenhomomorphismus G — S(X). A

Lemma 2.3.3. Sei G x X — X eine Gruppenoperation. Dann gilt:

(i) Bahnen sind entweder disjunkt oder identisch, liefern also eine disjunkte Zerlegung
von X.

(i1) Fiirjedes x € X ist Stab(x) eine Untergruppe von G.
Beweis. (1): GxNGy # D bedeutet g1x = goy fiir gewisse g1, go € G. Daraus folgt

z=cx=(g,'q1)r =9y (17) = 91 "(929) = (97 '92)y € Gy

und damit offensichtlich Gx C Gy. Die andere Inklusion folgt analog.
(ii): e € Stab(z) folgt aus der Definition von Gruppenoperation, also Stab(x) #
(). Fir g, h € Stab(z) gilt

(gh)x = g(hz) = gz =

g le=g"(gz) = (g 'g)r =ex ==,

also gh, g=! € Stab(z). O

Definition 2.3.4. (i) Eine Gruppenoperation heif3t transitiv, falls es nur eine Bahn
gibt, also Gx = X furallex € X gilt.
(i) Eine Teilmenge V' C X heif3t vollstindiges Vertretersystem der Bahnen, falls
fiir jede Bahn Gz gilt

#(GxNV)=1 A
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Satz 2.3.5 (Bahnengleichung). Sei X eine endliche Menge, G x X — X eine Grup-
penoperationund V' C X ein vollstindiges Vertretersystem der Bahnen. Dann gilt

#X = |G : Stab(v)|.

veV
Beweis. Firx € X betrachte die Abbildung

m: G — Gx

g gx.
Dann gilt
m(g1) = 7(g2) & q1& = gov

S g =1x

& g5 'g1 € Stab(x)

& g1Stab(x) = goStab(z).

Also induziert 7 eine bijektive Abbildung zwischen G/Stab(z) und Gz und es
gilt |G : Stab(z)| = #Gx. Da die Bahnen X disjunkt zerlegen, folgt daraus die
Aussage. [l

Beispiel 2.3.6. Wir betrachten die offensichtlich transitive Operation

SpxA{l,...,n} = {1,...,n}

(0,1) — o(i).
Furjedesi € {1,...,n} giltalso
B B . N S n!
n=#{1,...,n} =|S, : Stab(i)| = ZStab(i)  #Stab(i)’
also #Stab(i) = (n — 1)! A

Definition 2.3.7. (i) Fiir eine Gruppe GG nennt man
Z(G):={9€ G|Yh e Ggh=hg}

das Zentrum von G.
(22) Fir h € G heifdt
Ca(h) ={g9 € G| gh = hg}

der Zentralisator von hin G. AN
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Lemma2.3.8. Esgilt Z(G) < Gund Ce(h) < G furalleh € G.
Beweis. Aufgabe[13] O

Korollar 2.3.9 (Klassengleichung). Sei G eine endliche Gruppe und V' ein Vertretersy-
stem aller Konjugationsklassen in G mit mindestens 2 Elementen. Dann gilt

#HG = #2(G)+ |G : Ca(v).

veV

Beweis. Die Aussage ist eine direkte Anwendung der Bahnengleichung auf die
Operationvon G aufsich selbst durch Konjugation (siehe Beispiel[2.3.2)(iii)). Man
beachte dabei nur, dass Stab(v) = Cg(v) gilt, die Bahn Gv gerade die Konjugati-
onsklasse von v ist und die Konjugationsklasse eines Elementes genau dann nur
ein Element hat, wenn das Element im Zentrum liegt. O

Korollar 2.3.10. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe mit #G = p" > 1. Dann gilt

Z(G) # {e}.

Beweis. In der Klassengleichung ist p ein Teiler der linken Seite und ebenfalls ein
Teiler von |G : Cg(v)| firv € V,dadann Cg(v) # G. Also ist p ein Teiler von
#7(G) und insbesondere #7(G) > 1. O

2.4 Existenz von Untergruppen und Sylow-Sitze

Wir wollen uns nun mit der Frage beschiftigen, was fiir Untergruppen man in ei-
ner gegebenen Gruppe wirklich finden kann. Das erméglicht uns spéter in Kom-
bination mit der Galoistheorie starke Ergebnisse.

Definition 2.4.1. Sei GG eine Gruppe. Die Ordnung ord(g) eines Elements g € G
ist die Machtigkeit der Untergruppe (g). A

Lemma 2.4.2. Sei G eine Gruppeund g € G.

(i) Es gilt g* = e fiir = € Z genau dann, wenn ord(g) | z. Insbesondere ist die Ordnung
von g die kleinste positive Zahl n mit g" = e.

(ii) Falls g* = e fiir eine Primzahl p gilt, folgt g = e oderord(g) = p.

Beweis. Wie in Korollar betrachten wir den Homomorphismus

z

o: Z—{g); zw— g~
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Dann gilt ker(¢) = nZ und Z/nZ = (g), woraus n = ord(g) folgt. Wegen
g =e zcker(p) & nlz

ist Aussage (z) klar und (i) folgt direkt daraus. O

Dasnichste Ergebnisist unter anderem die Grundlage fiir einen ersten einfachen
Primzahltest und wird auch in der Kryptographie verwendet.

Korollar 2.4.3 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahlund a € Nmit1 <
a < p. Dann gilt
plat —1.

Beweis. Die Menge Z/pZ ist mit + und - sogar ein Korper. Dazu benétigt man
dass p eine Primzahl ist (Aufgabe[l6). Insbesondere ist

G = (2/pZ) \ {0}

eine Gruppe beziiglich -, die genau p — 1 Elemente hat. Wegen @ € G gilt nach
Satz[2.1.13|ord(@) | p — 1, alson - ord(@) = p — 1, also

Das bedeutet aber in Z gerade p | a?~! — 1. O

Nach Satz[2.1.13|gilt ord(g) | #G fiiralle g € G. Eine erste teilweise Umkehrung
dieser Aussage ist der folgende Satz.

Proposition 2.4.4 (Lemma von Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe und p eine Prim-
zahlmitp | #G. Dann gibt es in G ein Element g mitord(g) = p.

Beweis. Wir betrachten die Menge

X={(g1,.--,9) €G" | g1---gp = ¢},

und sehen dass #X = (#G)P~! gelten muss. Man kann nimlich die ersten p —
1 Eintrage eines Tupels beliebig vorgeben, der letzte Eintrag ist dann eindeutig
bestimmt. Inbesondere gilt p | #X.

Nun betrachten wir die folgende (wohldefinierte!) Gruppenoperation:

ZIpZ x X — X
(57 (917' e 7gp)) = (gi+l>gi+2a s 79}77917927' - 7gl)
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Die Michtigkeit jeder Bahn ist ein Teiler von #7Z/pZ = p, wie wir im Beweis
der Bahnengleichung gesehen haben. Damit hat jede Bahn entweder 1 oder p
Elemente. Es gibt aber Bahnen mit einem Element, zum Beispiel die Bahn von
(e,...,e) € X.Weil die Bahnen X disjunkt zerlegen und weil p | #X gilt, muss
die Anzahl der einelementigen Bahnen deshalb ebenfalls durch p teilbar sein. Ins-
besondere ist sie echt grofRer als 1. Also gibteseine # g € Gmit(g,...,9) € X,
also g? = e. Mit Lemma[2.4.2](ii) folgt die Aussage. O

Fir abelsche Gruppen erhalten wir eine komplette Umkehrung des Satzes von
Lagrange:

Satz 2.4.5. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es fiiv jeden Teiler n von #G
eine Untergruppe H von G mit #H = n.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber #G. Fiir #G = 1istnichts
zu zeigen. Sei also #G > 1. Fir n = 1 ist die Aussage ebenfalls klar. Sei also
n > 1 und p eine Primzahl mit p | n. Wegen p | #G gibt es nach dem Lemma
von Cauchy eine Untergruppe U von G mit #U = p. Da G abelsch ist, ist U eine
normale Untergruppe und damit G /U wieder eine Gruppe und wegen

#(GJU) = #Tf < #G

finden wir nach Induktionsannahme eine Untergruppe H < G/U mit

4 ="

p

Seim: G — G /U die kanonische Projektion. Dann ist
H:=7"YH)

aber eine Untergruppe von GG mit Machtigkeit n wie gewiinscht. Die Untergrup-
peneigenschaft ist dabei klar. Fiir die Machtigkeit betrachten wir die surjektive
Einschrinkung 7: H — H.Wegen ker(7) C H gilt

U = ker(m) = ker(7),
also nach dem Homomorphiesatz H/U 2 H. Fiir die Michtigkeiten bedeutet

das #H L
8=l = (H/U) = T = T

also#H = n. ]



24 KAPITEL 2. GRUPPEN

Eine ebenfalls vollstindige Umkehrung des Satzes von Lagrange erhalten wir fir
Gruppen mit Primzahlpotenz-Maichtigkeit:

Proposition 2.4.6. Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe mit #G = p”. Dann gibt es
fiirjedes 0 < k < r eine Untergruppe H von G mit # H = p*.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion tiber . Fiir r = 1 ist nichts zu
zeigen, sei also > 1. Sei ebenfalls k£ > 0. Nach Korollar[2.3.10/gilt Z(G) # {e},
alsop | #Z(G) nach Satz[2.1.13Jund deshalb gibt es nach dem Lemma von Cauchy
eing € Z(G) mitord(g) = p. Weil g im Zentrum liegt, ist U = (g) eine norma-
le Untergruppe von GG und wir betrachten den kanonischen Gruppenhomomor-
phismus

m: G— G/U.

Es gilt #(G/U) = p"~" und nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Unter-

gruppe H < G/U mit #H = p*~'. Mit dem selben Argument wie im letzten
Beweis ist dann

H:=n"'(H)
eine Untergruppe von G mit Michtigkeit p*. O

Fiir allgemeine Gruppen gibt es keine vollstindige Umkehrung des Satzes von La-
grange, nur eine teilweise:

Satz 2.4.7 (1. Sylowsatz). Sei G eine endliche Gruppe mit #G = p"m, wobei p eine
Primzahl mit p 4 m sei. Dann gibt es fiir jedes 0 < k < r eine Untergruppe H von G mit

#H = p".

Beweis. Zunichst zeigen wir die Existenz einer Untergruppe mit p” Elementen.
Dazu verwenden wir Induktion iber n = #G. Im Fall n = 1 ist nichts zu zeigen.
Wir nehmen also an, dass die Aussage fiir alle Gruppen mit Machtigkeiten < n
bereits bewiesen ist.

1. Fall: G besitzt eine echte Untergruppe H mitp" | # H . Dann gibt es nach Induk-
tionsvoraussetzung in H eine Untergruppe der Michtigkeit p” und das ist auch
eine Untergruppe von G.

2. Fall: Fiir jede echte Untergruppe H von G gilt p" t+ #H, alsop | |G : H|. Die
Klassengleichung besagt

#G =#2(G)+ > _|G: Cav),

veV
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wobei alle in der Summe auftretenden C(v) echte Untergruppen von G sind.
Daraus folgt p | #Z(G) und nach dem Lemma von Cauchy gibtesein g € Z(G)
mitord(g) = p. Dadie Untergruppe U = (g) im Zentrum von G enthalten ist, ist
sie eine normale Untergruppe von GG und wir betrachten den kanonischen Grup-
penhomomorphismus

G — G/U.

Es gilt #(G/U) = p"~'m < n und nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine
Untergruppe H < G//U mit #H = p"~'. Genau wie im letzten Beweis erhalten
wir damit die Untergruppe H = 7~ '(H) mit ##H = p". Nach unserer Annahme

indiesem 2. Fallmuss nun H = G sein und damit sind wir im Fall von Proposition

2.4.6l O

Beispiel 2.4.8. (i) Sei G eine Gruppe mit #G = 12 = 22 . 3. Dann gibtes in G
Untergruppen mit
1,2,3,4,12

Elementen.
(i7) Wir betrachten zunichst allgemein die Gruppe S,, und den Gruppenhomo-
morphimus

sgn: S, — {1, —1}.

Dannist A,, := ker(sgn) eine normale Untergruppe in S,,, genannt die alternie-
rende Gruppe. A, besteht also gerade aus den Permutationen, die ein Produkt
einer geraden Anzahl von Transpositionen sind. Wegen S,,/A4,, = {1, —1} folgt
sofort #A,, = #5,/2 = n!/2, also zum Beispiel # A, = 12. In A, gibt es aller-
dings keine Untergruppe mit Michtigkeit 6 (Aufgabe|I8). A

Definition 2.4.9. Sei p eine Primzahl mit #G = p"m und p 1 m.
(1) H < G heif’t p-Untergruppe von G, falls # H = pF fiirein 0 < k < r gilt.
(i1) H < G heif’t p-Sylow-Untergruppe, falls # H = p" gilt. A

Satz 2.4.10 (2. Sylowsatz). Sei G eine endliche Gruppe mit #G = p"m, wobei p eine
Primzahlmitp 1 m sei. Seien H eine p-Untergruppe und S eine p-Sylow-Untergruppe von
G. Danngibtesein g € G mit

H CgSg .

Insbesondere ist jede p-Untergruppe in einer p-Sylow-Untergruppe enthalten und je zwei
p-Sylow-Untergruppen sind zueinander konjugiert.
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Beweis. Sei S, die Menge aller p-Sylow-Untergruppen von GG. Offensichtlich ope-
riert G auf S, durch Konjugation:

GxS,—= 5,
(9,U) = gUg™".
Sei Q) C S, die Bahn von S unter dieser Operation, also
Q={gSg"|geG}.
Offensichtlich gilt S < Stab(S) < G, alsop” = #S | #Stab(S) und damitist p
kein Teiler von
__#G
~ #Stab(S)
Die Untergruppe H operiert genau wie GG durch Konjugation auf € (nur im Ge-
gensatz zu GG nicht unbedingt transitiv). Dabei sind die Bahnenldngen Potenzen
von p oder 1, denn das sind die einzigen Teiler von #H . Da die Bahnen (2 dabei

disjunkt zerlegen und p kein Teiler von #¢) ist, muss mindestens eine Bahn der
Linge 1 auftreten. Es gibt also S’ = ¢S¢g~—! € Q mit

hS'h~! = S firalle h € H.

#Q = |G : Stab(S)]

Wie im Beweis des ersten Isomorphiesatzes zeigt man damit leicht, dass HS’
eine Untergruppe von G ist, S’ <« HS' und H NS’ < H gilt sowie

H/(HNS) = HS/S

Die Michtigkeit der linken Seite sowie die von S’ ist aber jeweils eine Potenz von
pund damit ist auch #(H S’) eine p-Potenz. Da S’ eine p-Sylow-Untergruppe in
G ist, folgt aus S C HS’ dann schon S’ = HS'. Das impliziert H C 5’ die
gewiinschte Aussage. O

Satz 2.4.11 (3. Sylowsatz). Sei G eine endliche Gruppe mit #G = p"m, wobei p eine
Primzahl mit p 1 m sei. Sei s die Anzahl der p-Sylow-Untergruppen von G. Dann gilt

s |m und s = 1mod p.

Beweis. Wie im letzten Beweis betrachten wir die Menge S, aller p-Sylow-
Untergruppen und die Operation

GxS,—= 5,
(9,U) — gUg™".
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Da je zwei p-Sylow-Untergruppen zueinander konjugiert sind, ist die Operation
transitiv, d.h. mit beliebigem S € S, und der Notation des letzten Beweises gilt
(1 = S,. Dort wurde aber gezeigt, dass p kein Teiler von

#G
Q=|G:Stab(9)| = —————=
#2=1G: Stab(8)| = i
ist, also s = # | m. Liasst man nun S anstatt G auf S, operieren, so gibt es
wieder ein S’ € S, mit Bahnenlinge 1 und dafiir gilt S C S’, wie im letzten
Beweis gezeigt. Das impliziert aber S = ', also gibt es genau eine Bahn mit
Bahnenlinge 1, alle anderen Bahnenlingen sind Vielfache von p. Daraus folgt

s = # = 1 mod p. [

Korollar 2.4.12. Bis auf Isomorphie gibt es nur eine Gruppe mit 15 Elementen, namlich
die zyklische Gruppe 7./ 157Z.

Beweis. Sei GG eine Gruppe mit #G = 15 = 3 - 5. Sei s3 die Anzahl der 3-Sylow-
Untergruppen und s5 die Anzahl der 5-Sylow-Untergruppenvon G. Es gilt s3 | 5
und s3 = 1 mod 3 und daraus folgt s3 = 1. Analog folgt s; = 1. Die (einzige) 3-
Sylow-Untergruppe S5 und die (einzige) 5-Sylow-Untergruppe S5 miissen dann
aber normale Untergruppen in G sein. Aulerdem gilt S3 N S5 = {e}, weil die
Ordnung eines Elements im Durchschnitt ein Teiler von 3 und von 5 sein muss.
Firg € S3,h € S; gilt dann

ghg™'h™! € S3N Ss,

aufgrund der Normalitit, also ghg~'h™! = e, also gh = hg. Die Elemente von
S3 und S5 kommutieren also miteinander. Damit ist die folgende Abbildung ein
Homomorphismus:

Sg X S5 — G
(g,h) = gh.

Wegen S3 N S5 = {e} ist er injektiv. Da beide Gruppen aber 15 Elemente haben,
ist er surjektiv und damit ein Isomorphismus.

Es gilt aber S5 = Z/3Z und S5 = Z/5Z nach Korollar 2.2.4/und Korollar[2.2.3|
Damitist G isomorph zuZ/3Z x 7./ 5Z und diese Gruppe ist wiederum isomorph
zu Z/15Z (Aufgabe[19). O
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2.5 Auflosbare Gruppen

Der Begriff einer auflgsbaren Gruppe ist zunichst sehr abstrakt. Er wird aber ge-
braucht, um spiter die Existenz von Losungsformeln fiir polynomiale Gleichun-
gen zu untersuchen. Sei G stets eine Gruppe.

Definition 2.5.1. (i) Fiir g, h € G heif’t [g, h] := ghg~'h~' der Kommutator von
gund h.

(i7) Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe von G heifdt
Kommutator-Untergruppe und wird mit K (G) bezeichnet. A

Lemma 2.5.2. (i) Es gilt [g, h]™' = [h, g]. Inbesondere besteht die Kommutator-Unter-
gruppe aus allen endlichen Produkten von Kommutatoren, d.h.

K(G) = {[ghhﬂ T [gnahn] | ne N?inhi S G} :
(i1) K (Q) ist eine normale Untergruppe in G.
(i41) Fiir N <1 G gilt
G/N abelsch < K(G) C N.
K (G) ist also die kleinste normale Untergruppe mit abelscher Faktorgruppe.
Beweis. (7) ist klar:
lg. h]™" = (ghg™ ™')™ = hgh™'g™" = [h, g].
Fiir (i7) rechnet man direkt nach

o1, Pallga, hal -+ [gn, ol f = \[f_lglfv f_lhlfl' : '\[f_lgnf» f_lhnfl‘

ef?(rc) el?(rG)

(4i7) G/ N ist genau dann abelsch, wenn firalle g, h € G gilt
ghN = gN - hN = hN - gN = hgN,

also
N 3 (gh)(hg)~" = ghg~'h™" = [g, h],
also K(G) C N. O

Lemma 2.5.3. (i) Fiir abelsche Gruppen gilt K (G) = {e}.
(ii) Firallen > 1 gilt K(S,) = A,.

(ii1) Fiirn = 1,2,3 gilt K(A,) = {id}.

(iv) K(Ay) = Z/2Z X 7./ 27 ist abelsch.

(v) Fiirn > 5gilt K(A,) = A,.
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Beweis. (i) folgt aus Lemma [2.5.2] (¢i¢) und ist auch direkt klar, da in abelschen
Gruppen immer
lg.h] = ghg 'h™' = gg~'hh™' = e

gilt.
(i) Fir n = 1ist die Aussage klar. Fiirn > 2 gilt

S/A, = {1, -1} = Z/2Z
und das ist eine abelsche Gruppe. Damit gilt nach Lemmal2.5.2](i11)
K(S,) C A,.

Fur n = 2 gilt offensichtlich Ay = {id} und damit Gleichheit. Fir n > 3 ist
jedes Elementvon A, ein Produkt von 3-Zyklen (Aufgabe[l7). Fiir i, j, k paarweise
verschieden gilt aber

(ijk) = (ik)(jk)(ik) " (k)" = [(ik), (k)] € K(S).

Daraus folgt A,, C K(S,,).
(i17) ist klar, da die Gruppen A,, fiir n < 3 abelsch sind. (iv) ist Aufgabe .
Fir (v) reicht es zu zeigen, dass firn > 5jeder 3-Zykel in S,, ein Kommutator von

3-Zykeln ist. Seien dazu i, j, k € {1,...,n} paarweise veschieden. Wihle dann
zwei weitere unterschiedliche Elemente [, m € {1,...,n} und berechne
(2jk) = [(ij1), (ikm)] € K(Ay). O

Definition 2.5.4. (i) Eine Normalreihe fiir G ist eine Folge von normalen Unter-
gruppen

{e} =G, <G 1<--<G1 <Gy =G.
Man beachte dabei, dass jedes GG; 1 nur eine normale Untergruppe in G; sein
muss, nicht etwa in G. Die Gruppen G; /G, heifien Faktoren der Normalrei-
he.

(27) G heif$t auflosbar, wenn G eine Normalreihe mit abelschen Faktoren besitzt.
A

Wir setzen nun K°(G) := G und iterativ
K™(G) = K(K'(Q)).

Auf diese Weise erhalten wir eine absteigende Folge von Untergruppen von G,
die jeweils normale Untergruppen in der vorhergehenden Gruppe sind, mit abel-
schen Faktoren.
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Satz 2.5.5. G ist genau dann auflosbar, wenn
K™"(G) = {e}
fiireinn € Nyilt.
Beweis. Falls K"(G) = {e} gilt, ist
{e} = K"(G)< K" (G)<--- < KY(GQ)< K°(G) =G

offensichtlich eine Normalreihe mit abelschen Faktoren, also ist G auflésbar. Sei
umgekehrt
{e} =G, <G 1< <G1 <Gy =G

eine Normalreihe mit abelschen Faktoren. Wir zeigen induktiv
KY(G) C G,

und daraus folgt dann die Behauptung. Fiir i = 0 ist die Aussage klar. Es gelte
nun K'(G) C G, fiir ein 4. Es ist G;/G;1; abelsch, also K(G;) C G,y nach
Lemmal2.5.2)(ii1). Somit gilt

K™(G) = K(K'(G)) € K(G;) C Gy O
Korollar 2.5.6. Fiirn < 4ist .S, auflosbar, fiirn > 5 nicht.

Beweis. Folgt aus Satz und Lemmal2.5.3] O

Satz 2.5.7. (i) Jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar.
(i1) Fiir N <1 G.gilt

G auflosbar < G /N und N auflosbar.

Beweis. (i) folgtdirektaus Satz[2.5.5] dafiir H < G offensichtlich K (H) < K (G)
gilt. Fitr (i¢) sei zundchst G auflosbar, also K" (G) = {e}. Nach (?) istdannauch N
auflosbar. Sei 7: G — G//N die kanonische (surjektive) Projektion. Dann iiber-
legt man sich leicht

K™"(G/N) =7 (K"(G)) = {e},

alsoist auch G/N auflosbar.
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Gelte nun umgekehrt K" (G/N) = {e} und K™ (N) = {e}. Dann gilt wieder
7 (K(G)) = K" (G/N) = {e},
also K™(G) C ker(m) = N. Daraus folgt
K™m(G) € K™(N) = {e},
also ist G auflosbar. O

Satz 2.5.8. Sei GG eine Gruppe mit #G = p”, wobei p eine Primzahl sei. Dann ist G
auflosbar.

Beweis. Wir verwenden vollstindige Induktion iiber r, der Fall r = 0 ist trivial.
Fiir 7 > 1 hat G nach Korollar [2.3.10]ein nichttriviales Zentrum Z(G) < G. Es
ist aber Z(@) abelsch und damit auflésbar und #(G/Z(G)) = p* firein k < r.
Nach Induktionsvoraussetzung ist damit G /Z(G) aufldsbar und nach Satz[2.5.7]
damit auch G. O
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Kapitel 3
Ringe

Eine weitere wichtige Struktur in der Algebra ist der Ring. Im Gegensatz zu einer
Gruppe besitzt ein Ring zwei verschiedene Verkniipfungen. Die aus der linearen
Algebra bekannten Korper sind Spezialfille von Ringen.

3.1 Grundlagen

Definition 3.1.1. (i) Ein Ring ist eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfun-
gen

+:RxR— R
-tRXR—R,

genannt Addition und Multiplikation, sodass gilt:

« R ist beziiglich Addition eine abelsche Gruppe (das neutrale Element be-
zeichnen wir mit 0).

« Die Multiplikation ist assoziativ und besitzt ein neutrales Element 1.

« Addition und Multiplikation erfiillen das Distributivgesetz, d.h. fiir alle
a,b,c € Rgilt

a(bt)=(a-b)+(ac), B+e)-a=(b-a)+(ca)
(i) Der Ring R heif’t kommutativ, falls die Multiplikation kommutativ ist.

33
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(¢i7) Ein Teilring von R ist eine Teilmenge S C Rmit 0,1 € S, die mit den von
R vererbten Verkniipfungen selbst ein Ring ist. Anders formuliert muss S abge-
schlossen unter + und - sein und zu jedem Element das additiv Inverse enthalten.
(2v) Die Menge

R*:={a€ R|3be€ Rab=ba =1}

heif3t Menge der Einheiten von R. Sie bildet eine Gruppe beziiglich Multiplika-
tion. Das multiplikativ inverse Element von a € R* ist eindeutig bestimmt, wir
bezeichnen es mita .

(v) Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung ¢: R — S zwischen Ringen,

die firalle a, b € R erfillt:
p(a+b) =p(a) + ¢(b)

pla-b) = ¢(a) - p(b)
90(11{) = 15'.

Dabei definieren wir Kern und Bild als
ker(p) :={a € R| ¢(a) =0s}

im(p) := {¢(a) | a € R}.
(vi) Ein Isomorphismus ist ein bijektiver Ringhomomorphismus. Zwei Ringe sind
isomorph (in Zeichen R = 9), falls es einen Isomorphismus zwischen ihnen

gibt. A

Beispiel 3.1.2. (i) Das bekannteste Beispiel eines kommutativen Ringes sind die
ganzen Zahlen Z mit+ und -. Esistaberjeder Kérper insbesondere auch ein Ring,
also zum Beispiel Q, R, C. Wir erhalten eine Kette von Teilringen

ZCQCRCC.

In einem Korper K giltimmer K* = K \ {0}. Im Unterschied zu einem Korper
miissen in einem Ring aber inverse Elemente beziiglich - nicht immer existieren.
Es gilt zum Beispiel Z* = {—1,1}.

(i) Der einzige Ringhomomorphismus ¢: Z — Z ist die Identitit. Das Gleiche
stimmt fiir Homomorphismen von Q und R in sich selbst (Aufgabe[27). Auf C gibt
es aufder der Identitit aber zum Beispiel noch die komplexe Konjugation.

(¢17) Die Menge der Polynome

K[z] = {co+ 1z +ca® + - +caz’ |d €N, ¢; € K}
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tiber einem Korper bildet einen kommutativen Ring mit der bekannten Addition
und Multiplikation von Polynomen. Allgemeiner kann K dabei selbst ein beliebi-
ger kommutativer Ring sein. Fiir jedes a € K ist die Auswertungsabbildung

eq: Klz] = K
p — pla)

ein Ringhomomorphismus. Fiir ein Polynom
0#p=co+cr+ca?+-+cga? € K[a]

mit ¢; # 0 definieren wir den Grad von p als deg(p) := d. Dabei heif’t ¢, auch
der Leitkoeffizient von p. Wir setzen zusitzlich deg(0) := —oo.

(4v) Fiir jeden Ring R ist die Menge Mat,,(R) der n x n-Matrizen mit Eintrigen
aus R erneut ein Ring, der im Allgemeinen nicht kommutativ ist. Dabei ist die
Addition komponentenweise definiert, die Multiplikation ist die bekannte Ma-
trixmultiplikation. Die Nullmatrix ist das neutrale Element beziiglich +, die Ein-
heitsmatrix das neutrale Element beziiglich -.

(v) Sei M eine Menge. Dann bildet die Menge F (M, R) aller reellwertigen Abbil-
dungen auf M einen kommutativen Ring beziiglich punktweise definierter Ad-
dition und Multiplikation:

(f +9)(m) == f(m) + g(m)

(f - g)(m) == f(m) - g(m).

Auch hier kann statt R ein beliebiger Ring R gewahlt werden (wobei F (M, R)
dann nicht mehr unbedingt kommutativ ist). Die Auswertungsabbildung in ei-
nem festen Punkt m € M ist ein Ringhomomorphismus:

em: F(M,R) — R
f e Fm).
Die Menge C(M, R) aller stetigen Funktionen ist ein Teilring von F (M, R) (wenn
M beispielsweise ein metrischer Raum ist).

(vi) Die Menge
Zi) =Z+Zi={a+bi|a,beZ}

ist ein Teilring von C, genannt der Ring der ganzen gauf3schen Zahlen.
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(vii) Sei G Gruppe und R ein Ring. Dann ist der Gruppenring von G iiber R defi-
niert als Menge aller formalen endlichen Linearkombinationen von Gruppenele-
menten mit Koeffizienten aus R:

RG := {Z g9 | ¢4 € R, nur endlich viele ¢, # O} .
geG

Dabei addiert man Elemente koeffizientenweise, d.h.
Z Cgg + Z dgg = Z(Cg +dy)g.
g g g

Die Multiplikation definiert man iiber die Gruppenverkniipfung von GG und das
Distributivgesetz:

(Soa) (P0e) - g -5 ()

g g,h €R €G g h
Es gibt dann einen injektiven Ringhomomorphismus

R — RG

a+— ae

und einen injektiven Gruppenhomomorphismus

G — (RG)"
g—1g.

(viii) Sind R, S Ringe, so ist das kartesische Produkt R x S mit komponenten-
weise definierten Verkniipfungen ein Ring. A

Bemerkung 3.1.3. (i) Da R mit + eine abelsche Gruppe ist, gelten alle bereits be-
wiesenen Aussage dafiir. Beispielsweise sind das neutrale Element und die inver-
sen Elemente eindeutig bestimmt und Ringhomomorphismen bilden 0 auf 0 ab.
Fiir die Multiplikation ist das schwieriger, da es keine inversen Elemente geben
muss. Das neutrale Element 1 ist aber trotzdem eindeutig bestimmt. Fiir Homo-
morphismen fordern wir, dass 1 auf 1 abgebildet wird.

(¢1) In Ringen gelten einige einfache Rechenregeln, wie zum Beispiel

O-a=0
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oder
—(a-b)=(—a)-b=a-(=b)
firallea,b € R.

(¢73) Um die Anzahl von Klammern zu verringern, vereinbaren wir, dass Multipli-
kation stiarker bindet als Addition . Wir schreiben also

a-b+c-d

anstelle von
(a-b) + (c-d).

Wiederum lassen wir - oft einfach weg, schreiben also ab anstelle von a - b.

(iv) Die Umkehrabbildung eines Isomorphismus ist automatisch wieder ein Ring-
homomorphismus.

(v) Ein Ringhomomorphismus ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) = {0} gilt.
Das folgt direkt aus Lemmal[2.1.11} da jeder Ringhomomorphismus insbesondere
ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppen ist.

(vi) Das Bild im(¢p) eines Ringhomomorphismus ¢: R — S ist ein Teilring von
S.

(vii) Die meisten der von uns betrachteten Ringe sind kommutativ. JAN

Ideale spielen in einem Ring in etwa die Rolle von normalen Untergruppen in
Gruppen. Insbesondere kann man mit Idealen wieder eine Faktorkonstruktion
durchfithren.

Definition 3.1.4. Ein Ideal ist eine nicht-leere Teilmenge / C R, welche die bei-
den folgenden Bedingungen erfillt:

ceabel = a+bel

ca€el,beR =a-belundb-a€l.
Wir verwenden dafiir die Notation I <1 RR. A

Bemerkung/Beispiel 3.1.5. (i) Jeder Ring R besitzt die beiden trivialen Ideale {0}, R.
(¢i) Ein Ideal I < R ist im Regelfall kein Teilring von R. Es gilt nimlich

lel &I=R

Das folgt unmittelbar aus der zweiten Bedingung in der Definition von Idealen.
Noch etwas allgemeiner kann ein echtes Ideal / < R niemals ein Element ent-
halten, das invertierbar beziiglich der Multiplikation ist. Insbesondere gibt es in
Korpern nur die beiden trivialen Ideale {0}, K.
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(¢17) Ein Ideal ist insbesondere eine Untergruppe der additiven Gruppe des Rings.
Fira € [ gilt nimlich
—a=(-1)-a€l

wegen der zweiten Bedingung der Idealdefinition. Da die Addition kommuta-
tiv ist, ist es automatisch eine normale Untergruppe. Insbesondere ist R/ eine
abelsche Gruppe beziiglich der im letzten Kapitel definierten Addition:

(a+1)+(b+1):=(a+b)+1.

Esgilta+ I =b+ 1 < a— b € [. Wir sagen dazu auch, dass a kongruent b
modulo / ist.

(iv) Fiirn € ZistnZ = {nz | z € Z} einIdeal in Z. Wegen (i47) und Lemmal[2.1.5]
ist jedes Ideal in Z von dieser Gestalt.

(v) Der Kern ker(y) eines Ringhomomorphismus ¢: R — S ist ein Ideal in R.
Beispielsweise ist die Menge

Ly = {f € F(M,R) | f(m) = 0}

fiir jedes m € M ein Ideal im Ring F (M, R). Allgemeiner ist das Urbild ¢ (.J)
eines Ideals J <1 S ein Ideal in R.

(vi) Das Bild ¢(I) eines Ideals I < R unter einem Homomorphismus ¢: R — S
ist im Allgemeinen kein Ideal in S. Ist ¢ hingegen surjektiv, stimmt die Aussage.
(vii) Jeder Ringhomomorphismus ¢: K — R von einem Korper in einen Ring
(# {0}) ist injektiv! Es ist nimlich ker(y) ein Ideal in K mit 1 ¢ ker(y), also
ker(yp) = {0}. A

Satz 3.1.6. Fiir einen Korper K hat der Matrixring Mat,,(K') nur die beiden trivialen
Ideale.

Beweis. Sei J <t Mat,(K)und 0 # M € J. Wir zeigen J = Mat, (K). Sei
E;; € Mat,,(K) die Matrix mit einer 1 an der (¢, j)-Position und Nullen iiberall
sonst. Es gilt \E;; = \[, - E;; und die E;; spannen Mat,, (K) als K -Vektorraum
auf. Also geniigtes E;; € J fiir alle ¢, j zu zeigen. Aufgrund der Gleichung

EwiEijEj = Eg

geniigt es aber, das fiir eine Matrix E;; zu zeigen. Falls der Eintrag von M an einer
Stelle (i, j) gerade m # 0 ist, so gilt aber

Eij = mfl . E“ME” e J [l
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Satz 3.1.7. FiireinIdeal I < R ist die folgende Multiplikation auf R/ I wohldefiniert und
macht R/ 1 (zusammen mit der bereits bekannten Addition) zu einem Ring:

(a+1)-(b+1):=(a-b)+1.
Die kanonische Projektion

7 R— R/I
a—a+1

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mitker(mw) = 1.

Beweis. Esgeltea;+1 =as+1undby+1 =by+1,alsoa;—as € 1,b—by € 1.
Aus der zweiten Idealeigenschaft folgt

Cll(bl — bg) € I und (a1 — ag)bg el
Durch Addition erhalten wir mit der ersten Idealeigenschaft
a1b1 - agbg € [,

d.h. gerade a1b; + I = asbs + I. Das zeigt die Wohldefiniertheit. Wiederum
folgen die Axiome (Assoziativgesetz, Distributivgesetz) direkt aus denen in R.
Das neutrale Element beziiglich - ist offensichtlich 1 + /. Ebenso offensichtlich
ist 7 ein Ringhomomorphismus mit I als Kern. O

Definition 3.1.8. Wir nennen R/I den Faktorring oder Restklassenring von R
nach /. A

Fir Ringe kann man einen Homomorphiesatz beweisen, genauso wie fiir Grup-
pen:

Satz 3.1.9 (Homomorphiesatz). Sei p: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist
ker() ein Ideal und die folgende Abbildung ist ein wohldefinierter injektiver Ringhomo-
morphismus:

?: R/ ker(p) — S
a+1— p(a).

Insbesondere gilt R/ ker(p) = im(yp).
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Beweis. Offensichtlich ist ker(i) ein Ideal in R. Mit Satz[2.2.1lwissen wir bereits,
dass p ein wohldefinierter injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Nach Defi-
nition der Multiplikation im Faktorring ist es aber offensichtlich auch ein Ring-
homomorphimus. O

Lemma 3.1.10. Sei ReinRing, I,J < Rund M C R.

(i) I N Jistein Idealin R. Esist das grofste Ideal, dasin [ und J enthalten ist.

(i) +J :={a+b|acl,bec J}isteinldealin R. Esist das kleinste Ideal, das I
und J enthdlt.

(@)1 J:={>" aibi| n € N,a; € I,b; € J}isteinldealin R. Es gilt

I-JCIny,

aber im Allgemeinen keine Gleichheit.
(iv) Sei A eine beliebige Indexmenge und I, < R fiiralle \ € A. Fiiralle \,y € A gelte
I\ C I, oderl, C I.Dannist

U7

A€A

ein Ideal in R. Ohne die Inklusionsbedingung stimmt das im Allgemeinen nicht.
(v) Es gilt

m I—{Zaimibi|nEN,ai,bi€R,mi€M}
MCI<R i=1

und diese Menge ist das kleinste Ideal, das M enthilt. Es heif3t dasvon M erzeugte Ideal
und wird auch mit (M) bezeichnet.

Beweis. Aufgabe[29] O
Satz 3.1.11 (Chinesischer Restsatz). Sei ReinRingund I, ..., I, < R Ideale mit
Ii+1;,=R firi#j.
Dann induzieren die kanonischen Projektionen einen Isomorphismus
R/(LNn--NI)~ R/ x - x R/,
Insbesondere gibt es fiir jede Wahlvon ay, . . ., a,, € Rein Elementa € R mit
a = a;mod [;

firi=1,...,n.
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Beweis. Wir betrachten den Homomorphismus

m: R— R/I) x--- x R/I,
a— (a+1,...,a+1I,)
fir den offensichtlich ker(7) = I, N --- N I, gilt. Aufgrund des Homomorphie-
satzes geniigt es zu zeigen, dass 7 surjektiv ist.
Das beweisen wir zundchst im Fall n = 2. Nach Voraussetzung gibt es Elemente
by € [1,b2 € I, mit
b1 + b2 =1.

Es giltalso

by =0,b, =1 modI;
b1 =1,b,=0 mod .

Fir beliebige a;, as € Rund a := a1bs + asb; gilt dann
a = a; mod I und a = a, mod I,

die gewiinschte Aussage.
Im Fallvonn > 3 setze J := ﬂi22 I;. Nach Voraussetzung gibtes co, ..., ¢, €
Li,dy €Iy, ...,d, € I,mitc; +d; = 1. Dann gilt

=2 =2 =2

el eJ

Also ist fiir die beiden Ideale I3, J die Voraussetzung aus dem Fall n = 2 erfilllt,
also gibtes by € R mit

by =1mod/l; und blz()modJ:ﬂL',

=2

also by = Omod [; firi = 2,...,n. Analog erhdlt man firallej = 1,...,n
Elemente b; € R mit

bj=1mod/; und b, =0mod I firi+# j.

Das Element
a:=ayby +---+ayb,

erfilllt dann wie im Fall n = 2 die gewiinschten Kongruenzen. O
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Beispiel 3.1.12. In einer Wohngemeinschaft leben drei Personen, die in regel-
mifdigen Abstinden morgens duschen mochten. Die WG hat zwar zwei Duschen,
aber eben keine drei. Person A duscht nun an Tag 1 und dann immer alle drei Tage.
Person B duscht einen Tag spater, also am Tag 2, und dann nur alle 7 Tage. Per-
son C schlief3lich duscht am dritten Tag und dann alle 4 Tage. Solange hochstens
zwei Personen gleichzeitig morgens duschen wollen, geht alles in Ordnung. Pro-
blematisch wird es nur, wenn alle 3 Personen gleichzeitig duschen méchten. Nun
ist die Frage, ob dieser Fall wirklich eintritt, und wenn ja, wann zum ersten Mal.
Wenn nach z Tagen dieser Fall eintritt, dann hat = die Gestalt

r=1+3k
r=24+7Tm
r =3+ 4n,

mit positiven ganzen Zahl k, m, n. Anders formuliert fragen wir uns also, ob es
eine positive Zahl z gibt mit

= 1mod3
z=2mod7
r = 3mod 4.

Wir wollen also gerade ein System linearer Kongruenzen in Z lésen. Die dabei
auftretenden Ideale sind I; = (3),I, = (7),I3 = (4). Man tberpriift, dass
die Voraussetzungen aus dem chinesischen Restsatz erfiillt sind. Also gibt es in
der Tat irgendwann ein Duschproblem und man kann wie im Beweis des chine-
sischen Restsatzes auch genau bestimmen, wann (Aufgabe[30). A

Definition 3.1.13. (1) 0 # a € R heif3t Nullteiler, falls b # 0 in R existiert mit
ab = 0 oder ba = 0.

(i) Der Ring R # {0} heif3t nullteilerfrei, falls er keine Nullteiler besitzt. Ein
kommutativer nullteilerfreier Ring wird auch Integrititsring oder Integritits-
bereich genannt. A

Bemerkung/Beispiel 3.1.14. (i) Jeder Korper ist ein Integrititsring. Das folgt aus
der Existenz von multiplikativ inversen Elementen. Z ist ebenfalls ein Integri-
tatsring. Auch der Polynomring R[z] iiber einem Integrititsring R ist wieder ein
Integrititsring. Dort gilt nimlich fir Polynome

deg(p - q) = deg(p) + deg(q),
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dasich die Leitkoeffizienten beim Multiplizieren nicht autheben konnen. Mit die-
sem Argument sieht man auch

R[z]* = R*.

(¢i) Der Ring Maty(IR) hat beispielsweise den Nullteiler

0 1
v (00,
Esgilt M - M = 0.

(¢i7) Der Ring C(]0, 1], R) besitzt ebenfalls viele Nullteiler.
(¢v) In einem Integrititsring konnen wir Produkte kiirzen, obwohl Division im
Allgemeinen nicht moglich ist! Aus ab = ac mit a # 0 folgt nimlich

0=ab—ac=a(b—c)
und aufgrund der Nullteilerfreiheitb — ¢ = 0, also b = c. A

Satz 3.1.15. Sei R ein kommutativer Ringund p € R[x] ein Polynom. Dann gilt fiir a €
R

pla) =0 & p=(x—a)-q fireing € R[x].
Ist R ein Integrititsring, so hat 0 # p hochstens deg(p) viele verschiedene Nullstellen in
R.
Beweis. "<":Firp = (z —a) - ¢ gilt

p(a) = (a—a)-q(a) =0-q(a) = 0.

"=": Wir betrachten p := p(z + a) € R[z]. Dann gilt p(0) = p(a) = 0, d.h. phat
keinen konstanten Term. Das bedeutet aber gerade, dass man die Variable x aus
p ausklammern kann, also

p=z-q
firein ¢ € R[x]. Daraus folgt

p=plzr—a)=(r—a)- 4z —a),

also konnen wir ¢ := ¢(x — a) wahlen.
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Sei nun R nullteilerfrei und p € R[z] habe in R die verschiedenen Nullstellen
ai,...,a,.Danngiltp = (x — a;) - ¢; und wegen

0= p(az) = (a2 — a1) -q1(az)
—_——
£0
und der Nullteilerfreiheit von R muss ¢, (ay) = 0 gelten. Iterativ sehen wir
p=(r—a)--(z—an)-q
fiir ein 0 # ¢ € R[z| und damit

deg(p) = n + deg(q) > n. O
Korollar 3.1.16 (Polynominterpolation). Sei K ein Korperund ay, . .., aq € K paar-
weise verschieden sowie by, . .., by € K. Dann gibt es genau ein Polynom p € K|x] mit

deg(p) < d— lund
p(az) :bz ﬁ/ﬂ’l: 1,,d

Beweis. Existenz: Das Polynom

P M ay L)
erfillt
deg(p;)) =d—1, pi(a;) =1 wund p;(a;)=0firy #i.
Somit ist

p:b1p1+"'+bnpn

ein gewiinschtes Interpolationspolynom vom Grad hochstens d — 1.

Eindeutigkeit: Falls p, ¢ beides Interpolationspolynome sind, so hat das Polynom
p — q Grad héchstens d — 1 und d verschiedene Nullstellen in K. Nach Satz[3.1.13]
muss es das Nullpolynom sein, also p = g. O

Satz 3.1.17. Fiir0 # n € Zsind dquivalent:
(i) Z/nZ istein Korper.
(i1) Z/nZ istnullteilerfrei.
(i) n isteine Primzahl.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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3.2 Noethersche Ringe und Hauptidealringe

Ab jetzt seien alle Ringe kommutativ!

Definition 3.2.1. Ein Ring R heifst noethersch, falls jedes Ideal I <t R von einer
endlichen Menge erzeugt wird, also von der Gestalt

I:<(11,...,6Lm): {szaz | bZER}
=1

fireinm € Nunday, ..., a, € Rist. Rheiflt Hauptidealringl|, wenn jedes Ideal
von einem Element erzeugt wird, also von der Gestalt

I=(a)={ba|be R}
ist. A
Beispiel 3.2.2. (i) Jeder Korper ist ein Hauptidealring. Es gilt

{0} = (0) und K = (1).

Andere Ideale gibt es nicht.
(i7) Bemerkung/Beispiel3.1.5|(iv) besagt gerade, dass Z ein Hauptidealring ist. Es
ist ja gerade nZ = (n). A

Satz 3.2.3. Fiirjeden Korper K ist der Polynomring K |x] ein Hauptidealring.

Beweis. Der Beweis geht ganz analog zu Lemmal2.1.5], nur dass wir statt Division
mit Rest in Z hier Polynomdivision benutzen. Sei also I < K [x] ein Ideal. Der Fall

= {0} = (0) ist trivial. Sei also I # {0} undp € I\ {0} ein Polynom von
kleinstem Grad. Offensichtlich gilt dann

(p) C I

Um die andere Inklusion zu zeigen, wahlen wir 0 # ¢ € I beliebig. Durch Po-
lynomdivision (die iiber einem allgemeinen Korper immer maglich ist) erhalten
wir eine Gleichung

q=fp+r
mit Polynomen f,r € K[z|und deg(r) < deg(p). Ausr = ¢ — fp € I folgt
wegen der Wahl von p schonr = 0, alsog = fp € (p). H

Iseltsamerweise hat niemand den Begriff schwere-noethersch in Erwigung gezogen
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Konstruktion 3.2.4. Fiir einen Ring R definieren wir den Polynomring tiber R in
mehreren Variablen iterativ als

Rlxy,...,xn] = (R[z1, ..., Tn_1]) [Tn].

Wenn R ein Integrititsring ist, ist der Polynomring ebenfalls ein Integritatsring.
Man sieht leicht, dass man eine isomorphe Darstellung durch folgende Beschrei-
bung bekommt:

Rlxy,..., x| == { Z Cox(t -0 | ¢o € R, nur endlich viele ¢, # 0} :

aeN?

Dabei wird wie gewohnt addiert und multipliziert, zum Beispiel in Z[x1, 2, 3]
(1+ 2129 — 23) + (0109 + Tx123) = 1 + 201209 — 75 + Ta123.

(1m0 —25) - (120 +TT173) = 2100+ T2 03 +2 05+ T0 0075 — 1105 — TT1 25735,
Dabei heif3t ein Term der Gestalt

a1 Qn . 0
Il l‘n =T

ein Monom und
deg(z®) = |a| =1+ -+ a,
sein Grad. Fiir ein Polynom
0#p= Z CaZ® € Rlxy, ... )
acN"

setzen wir deg(p) := max {deg(z®) | ¢, # 0} . So ist beispielsweise

p=1—2°+x 25 — 123123° € Z[wy, 7, 73]

ein Polynom tiber Z vom Grad 16 in drei Variablen. A

Bemerkung 3.2.5. (i) Satz[3.2.3|stimmt nicht fiir Polynomringe in mehr als einer
Variablen iiber einem Korper. Zum Beispiel ist das Ideal

(21, 22) < Q[z1, 22]

nicht von einem Element erzeugt (Aufgabe[33). Man beachte allerdings Satz[3.2.§|
unten.

(i7) Satz[3.2.3|stimmt ebenfalls nicht, wenn K kein Korper ist. So ist zum Beispiel
dasIdeal I = (2, ) C Z[z] kein Hauptideal (Aufgabe 33). A
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Beispiel 3.2.6. Der Ring Z[i] der ganzen Gaufschen Zahlen ist ein Hauptideal-
ring. Dazu zeigt man, dass Division mit Rest existiert, es also fiir 0 # a, b € Z][i]
stets eine Darstellung

b=za+r

mitz,r € Z[iJund |r| < |a| gibt. Danach wiederholt man das Argument aus dem
Beweis von Satz bzw. Lemmal2.1.5|. A

Satz 3.2.7. Fiireinen Ring R sind dquivalent:
(1) Ristmnoethersch.
(i1) Jede aufsteigende abzihlbare Kette von Idealen wird konstant.
(iii) Jede nichtleere Menge von Idealen enthilt ein maximales Ideal.

Beweis. (2)=>(27): Sei
LCLC---CI,C---

eine Kette von Idealen in R. Nach Lemma(iv) ist I = J;», [ieinldealin R,
alsoI = (ay,...,a,),da R noethersch ist. Wegen a; € I furi = 1,...,mund
da die Kette aufsteigend ist, gibt es einn € N mit

1y .. 0y € I,.

Damitgilt I = (ay,...,am) C Iy, alsol, = Iy =--- = 1.

(i1)=-(iii): Angenommen eine nichtleere Menge von Idealen in R hat kein maxi-

males Element. Dann kann man daraus offensichtlich eine echt aufsteigende Fol-

ge von Idealen wiahlen, die nicht konstant wird, ein Widerspruch.

(i13)=(i): Sei I ein Ideal in R und M die Menge aller endlich erzeugten Ideale

von R, die in [ enthalten sind. Dann ist M nicht leer, da zum Beispiel (0) € M.

Wegen (ii7) muss es ein maximales Element (a4, ...,a,,) € M geben. Wire

(a1,...,am) € I,sogibeeseina € I\ (ay,...,a,)und dann wire
(a1,...,am) S (a1,...,am,a) € M.

=

Daswiderspricht der Maximalitit, alsoist [ = (a4, ..., a,,) einendlich erzeugtes
Ideal. O

Satz 3.2.8 (Hilbertscher Basissatz). Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist der Poly-
nomring R|x| wieder noethersch. Insbesondereist der Polynomring K [x1, . . ., x,,] inmeh-
reren Variablen iiber einem Korper noethersch, ebenso wie Z[x1, . . . , xy).
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Beweis. Angenommen / <] R[x]ist ein nicht endlich erzeugtes Ideal. Wahle itera-
tiv Elemente py, po, . .. € I so,dass p,1 von minimalem Gradaus 7\ (p1, ..., pn)
ist. Ist d,, = deg(pn), sogiltd; < dy < ---.Seinunc, € R der Leitkoeffizient
des Polynoms p,,. Betrachte das Ideal

J = (¢, |neN)<R.

Da J nach Annahme an R endlich erzeugt ist, gibt es eine Gleichung

m
Cm+1 — E bici
i=1

mit b; € R. Setze nun

m
9= Dms1 — E bzt
i1

Nach Konstruktion gilt deg(g) < deg(pm+1), denn die Leitkoeffizienten heben
sich gegenseitig gerade auf. Andererseits gilt wegen p,,, 11 € I\ (p1, ..., pm)auch
g€ I\ (pi1,...,pm) Dasistein Widerspruch zur Wahl von p,, 1.

Da K als Korper ein noetherscher Ring ist (sogar ein Hauptidealring), und der

Polynomring K[z, ..., x,|iterativals (K [z, ..., z,-1]) (z,) definiert ist, ist es
damit also offensichtlich ein noetherscher Ring. Dasselbe gilt fiir Z[z1, . .., x,].
[]

Lemma3.2.9. Seip: R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus und R noethersch.
Dannist auch S noethersch. Insbesondere ist fiir einen noetherschen Ring Rund I < R der
Faktorring R/ I wieder noethersch. Dasselbe stimmt fiir die Eigenschaft "Hauptidealring'.

Beweis. Aufgabe[35] O

3.3 Primideale und maximale Ideale

Sei wieder R stets ein kommutativer Ring.

Definition 3.3.1. (1) Ein Ideal p < R heif3t Primideal, falls p # R und fiir alle
a,b € Rgilt
ab€p = a€poderb € p.

(i7) Ein Ideal m <t R heif3t maximales Ideal, falls m # R und m maximal als echtes
Idealist,d.h. ausm C I < Rfolgt I = moder I = R. JAN
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Bemerkung/Beispiel 3.3.2. (i) In Z gilt
(n) Primideal < n Primzahl (oder n = 0).

Es bedeutet namlich ab € (n) gerade n | ab und fiir eine Primzahl n folgt (mit
der eindeutigen Primfaktorzerlegung von a und b) daraus n | a oder n | b, also
a € (n)oderb € (n). Ist umgekehrt n keine Primzahl, so wihlen wir eine echte
Zerlegung n = abund erhalten ab € (n), abera ¢ (n),b ¢ (n).

(¢i) In einem nullteilerfreien Hauptidealring R ist jedes Primideal (a) # {0} au-
tomatisch ein maximales Ideal. Es bedeutet (a) C (b) ja gerade bc = a € (a) fur
ein ¢ € R. Aus der Primidealeigenschaft folgt also b € (a) oder ¢ € (a). Im er-
sten Fall gilt () C (a), also (a) = (b), im zweiten Fall gilt c = da fiirein ¢ € R.
Damit folgt aus bc’a = a durch kitrzen b¢’ = 1, also (b) = R. Ohne Nullteilerfrei-
heit kann man nicht kiirzen, und die Aussage stimmt dann auch nicht (vergleiche

Aufgabe[37).
(¢i7) Im Ring C([0, 1], R) erhalten wir fiir jedes X C [0, 1] ein Ideal

Ix:={feC(0,1])| f=0auf X}.

Es ist genau dann ein Primideal wenn # X = 1 gilt und dann ist es automatisch
auch ein maximales Ideal. Jedes maximale Ideal ist von dieser Gestalt (Aufgabe

38).

(v) Im Polynomring R[x, y] ist
(#) ={z-p|peR[z,yl}
ein Primideal, aber kein maximales Ideal (Ubungsaufgabe). A

Bemerkung 3.3.3. (i) Esist p < R genau dann ein Primideal, wenn R \ p die 1
enthilt und abgeschlossen unter - ist.
(47) Esist {0} genau dann ein Primideal, wenn R ein Integrititsbereichist. A

Satz 3.3.4. FiireinlIdeal I < R gilt:
(i) I Primideal < R/ I Integrititsbereich.
(i1) I maximales Ideal < R/I Korper.

Insbesondere ist jedes maximale Ideal ein Primideal.
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Beweis. Fiir (i) sei [ primund in R/I gelte
0=0+1=(a+D)(b+1)=ab+]1.

Das bedeutet in R gerade ab € I und daraus folgt a € I oder b € I. Daraus folgt
a+I=0oderb+ I =0.Alsoist R/I nullteilerfrei.
Sei umgekehrt R/I nullteilerfrei und in R gelte ab € I. Das bedeutet in R/I
gerade

O=ab+I=(a+I)b+1)

und daraus folgta + I = Ooderb+ I = 0,alsoa € I oderb € I. Alsoist [ ein
Primideal.
Fir (49) sei zundchst / maximal. Fur0 # a+ I € R/I gilta ¢ I, also ist

I C I+ (a) <R,
und aus der Maximalitdt von [ folgt I + (a) = R. Also gibt es eine Gleichung
1 +ba =1
miti € [,b € R.In R/I bedeutet das
l=141=(+ba)+I=0G+1)+ O+ a+I)=0+I)(a+1),

alsoista + I in R/I multiplikativ invertierbar. Also ist R/I ein Korper.
Seiumgekehrt R/I ein Korperund I C J < R.Wahlea € J\ I. Danngiltin R/

0#a+1,
also gibtes b € R mit
l=14+I=(a+1)(b+1)=ab+ 1,

d.h.1 —ab € I. Damitgilt

1=_ab +(1—ab) € J,
€J eIcy

also J = R. Somitist [ maximal.
Da Korper insbesondere Integrititsringe sind, ist also jedes maximale Ideal ein
Primideal. O
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Satz 3.3.5. Sei I < Reinechtes Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m mit
ICm<R.
Beweis. Wir verwenden das Zorn'sche Lemma. Sei dazu
M={J<IR|ICJ}.

Dannist [ € M, also M # (). M ist partiell geordnet durch C und jede Kette
(In)ep in M besitzt nach Lemma(iv) in M eine obere Schranke, nimlich

f:UIA.

A€A

Dabei folgt I # R aus der Tatsache, dass 1 € I schon 1 € I, fiir ein \ bedeuten
wiirde und damit I, = R, ein Widerspruch.

Mit dem Zorn'schen Lemma besitzt M nun beziiglich C ein maximales Element
und das ist offensichtlich ein gewiinschtes maximales Ideal. O

3.4 Der Quotientenkorper

Konstruktion 3.4.1. So wie wir von Z zu Q itbergehen kénnen, kénnen wir zu je-
dem Integrititsring einen sogenannten Quotientenkorper konstruieren. Sei also
R ein Integritatsring. Auf der Menge

{(a,b) | a,b € R,b#0}
definieren wir eine Aquivalenzrelation:
(a,b) ~ (¢,d) = ad = be.

Um nachzurechnen, dass es sich dabei wirklich um eine Aquivalenzrelation han-
delt, benotigt man Nullteilerfreiheit und Kommutativitit von R!

Die Aquivalenzklasse von (a, b) bezeichnen wir dann mit ¢ und die Menge aller
Aquivalenzklassen mit Quot(R):

Quot(R) := {% | a,b e R,b;éO}.

Auf Quot(R) sind nun Addition und Multiplikation definiert durch
ad + be

+

¢ a. .
d*  bd b d bd’

a
b



52 KAPITEL 3. RINGE

wobei man die Wohldefiniertheit nachrechnen muss. Damit ist aber Quot(R)

dann ein kommutativer Ring mit Nullelement ¢ und Einselement ;. Das addi-

tiv Inverse zu ¢ ist =%, und fiir 0 # % existiert sogar das multiplikativ inverse

Element . Somit ist Quot(R) ein Kérper, genannt der Quotientenkérper von R.
. . a

Die Abbildung

t: R — Quot(R)

N
a f—
1

ist ein injektiver Ringhomomorphismus, wir kénnen also R als Teilring der Kor-
pers Quot(R) auffassen. A

Korollar 3.4.2. R istgenau dann ein Integrititsring, wenn er Teilring eines Korpers ist.

Beispiel 3.4.3. (i) Der Quotientenkorper von Z ist Q.
(¢i) Fur jeden Integrititsring R ist R[xy, ..., z,| wieder ein Integrititsring, also
existiert der Quotientenkérper Quot (R[xy,. .., x,]) . Wir nennen ihn den Kor-

per der rationalen Funktionen iiber R und bezeichnen ihn mit R(zy,...,z,).
A

Der Quotientenkorper ist der kleinste Korper, in dem ein Integrititsring enthal-
ten ist:

Proposition 3.4.4. Sei R ein Integrititsring, K ein Korper und

p: R— K
ein injektiver Homomorphimus. Dann existiert genau ein Homomorphismus
¢: Quot(R) — K mit

Foi=yp.

Beweis. Fiir(0 # b € Rist0 # ¢(b) € K, also existiert dort ¢(b)~!. Wir definie-
ren also

2 (3) = elap)™

und rechnen direkt nach, dass es sich dabei um einen wohldefinierten Ringho-
momorphismus ¢: Quot(R) — K handelt. Es gilt

a

(Foi)(@) = ¢ () = ela)p()™ = pla).
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also ist ¢ eine gewiinschte Fortsetzung. Fiir jede solche Fortsetzung ¢ muss gel-

ten
o(%) =¢ (% (7). ) = Ba)B00) " = pla)o(h) ™

also ist ¢ eindeutig bestimmt. O

3.5 Teilbarkeit

Sei in diesem Abschnitt R stets ein Integritdtsbereich.

Definition 3.5.1. Fiir a,b € R definieren wir:

(Ma|b:= Jc€ R: ac=>b (in Worten: a teilt b).

(a~b:& Jee R*: ae =0 (in Worten: ¢ und b sind assoziiert).
(¢17) Eine Teilerkette ist eine Folge

A1,09,...,0p, ...

von Elementen in R mit
Q41 | Q;

fir alle i. Die Teilerkette heif echt, falls a; t a;, 4 fur alle i gilt.

(iv) 0 # a heifdt irreduzibel, falls a ¢ R* und aus a = be stets b € R* oder
c € R* folgt.

() 0 # a heifdt prim, fallsa ¢ R* undausa | bestetsa | bodera | cfolgt. A

Bemerkung 3.5.2. (i) a | bist dquivalent zu (b) C (a). Eine Teilerkette ist also
eine Folge a;, as, . . . mit

(a1) € (az) € -

und die Teilerkette ist echt, wenn alle Inklusionen echte Inklusionen sind.

(i1) a ~ bistdquivalentzua | bundb | a, alsozu (a) = (b). In Zistjedes Element
a genau zu a und —a assoziiert.

(4i7) a ist genau dann prim, wenn (a) ein Primideal ist.

(iv) In einem Korper gibt es weder irreduzible noch Primelemente. JAN

Lemma 3.5.3. Primelemente sind irreduzibel.

Beweis. Sei a prim und gelte a = be. Dann gilt inbesondere a | be, also 0.B.d.A
a | b,d.h.ad = bfiureind € R. Daraus folgt a = adc und mit der Kiirzungsregel
folgt 1 = de, also ¢ € R*. Also ist a irreduzibel. O



54 KAPITEL 3. RINGE

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht:

Beispiel 3.5.4. Wir betrachten den folgenden Teilring der komplexen Zahlen:
R=Z[V/=5) = {a—i—z’b\/g] a,bez} cC.
Dann ist das Element 2 € R irreduzibel, aber nicht prim: es sei dazu
2 = (a + ibV5)(c +idV5) = (ac — 5bd) + i(ad + be)V/5.
Durch Vergleich von Real- und Imaginirteil erhalten wir
ac — 5bd = 2, ad + bc = 0.

Wegen
4 = (ac — 5bd)* + 5(ad + be)? = (a® 4 5b*)(c* + 5d?)

folgt daraus direkt b = d = 0 und damit 2 = ac. Sei also 0.B.d.A. @ = 1. Dann
ist aber a + ib\/5 = 1 in R invertierbar. Also ist 2 irreduzibel.
2 ist hingegen nicht prim. Es gilt

2-3=06=(14+iV5)(1—iV5),

also 2 | (14 4v/5)(1 —iv/5). Es gilt aber 2 1 (1 # iv/5), wie man direkt sieht.
Wir sehen hier auch, dass Elemente (hier die 6) verschiedene Zerlegungen als Pro-
dukt von irreduziblen Elementen haben kénnen. A

Lemma3.5.5. Gibtesin R keine echten unendlichen Teilerketten, so ist jedes Element 0 #
a € R entwederinvertierbar oder Produktvon endlich vielen irreduziblen Elementen. Dies
stimmt in noetherschen Integrititsringen immer.

Beweis. Ist a keine Einheit und nicht irreduzibel, so schreiben wir @ = bc mit
b,c ¢ R*.Esgiltalsob | a,c | aund a { b,c. Wir iterieren den Prozess mit
b und c. Da es keine unendlichen echten Teilerketten gibt, miissen alle Faktoren
irgendwann irreduzibel sein.

Da es in noetherschen Ringen keine unendlich echt aufsteigenden Idealketten
gibt (Satz[3.2.7), gibt es auch keine unendlichen echten Teilerketten (vgl. Bemer-

kung[3.5.2](2). O

Eine Zerlegung in irreduzible Elemente muss nicht eindeutig sind, eine in Prim-
elemente hingegen schon, bis auf Reihenfolge und assoziierte Elemente:
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Proposition 3.5.6. Seien py,...,pm € Rprim, q,...,q, € R irreduzibel, und es
gelte

Pi"Pm =4q1" " Gn

Dann gilt m = n und die Reihenfolge der q; kann so gewihlt werden, dass p; ~ q; fur
i = 1,...,m gilt. Insbesondere ist eine Primfaktorzerlegungen eines Elements immer
eindeutig bis auf Reihenfolge und assoziierte Elemente.

Beweis. Auspy - Py = q1 -+ qy folgtpy | g1+ q,. Da p; prim ist, existiert ein
i mit p; | ¢;. Nach Umnummerierung nehmen wiri = 1an,d.h. p; | ¢;. Dagy
irreduzibel ist, folgt entweder p; € R* oder p; ~ q;. Der erste Fall ist nicht mog-
lich, weil p; prim ist. Also gilt p; ~ ¢; und damit nach Kiirzung (und ignorieren
von Einheiten)

P2 Pm =4q2° " Gn.

Wir setzen diese Schlussweise nun einfach iterativ fort. Ist m < n, so haben wir
am Ende v := @41 - - ¢, € R*. Das wiirde aber

1=wu™" = @ni1Gmiz U = @it (Gmiz quu")

implizieren, also also ¢,,,1 € R*, ein Widerspruch zur Irreduzibilitit von ¢, 1.
Im umgekehrten Fall m > n haben wir p,, 41 - - - p,, = 1, was auf denselben Wi-
derspruch fithrt. Also ist m = n und es folgt die erste Behauptung. Die zweite
Behauptung ist klar, da Primelemente irreduzibel sind. O

Definition 3.5.7. Ein Integrititsbereich, in dem jedes Element 0 # a € R\ R*
ein endliches Produkt von Primelementen ist, heif3t faktorieller Ring. A

Bemerkung3.5.8. Nach Proposition[3.5.6]besitzt jedes Element eines faktoriellen
Rings eine eindeutige Primfaktorzerlegung, bis auf Reihenfolge und assoziierte
Elemente. Daraus folgt auch direkt, dass es in einem faktoriellen Ring keine ech-
ten unendlichen Teilerketten geben kann. A

Proposition 3.5.9. In einem faktoriellen Ring sind irreduzible Elemente prim.

Beweis. Sei g irreduzibel und ¢ = p; - - - p,, eine Darstellung als Produkt von
Primelementen. Aus Proposition[3.5.6|folgt m = 1und ¢ ~ p; istsomit prim. []

Beispiel 3.5.10. Der Ring Z[+/—5] ist nicht faktoriell. Beispielsweise ist 2 irredu-
zibel und nicht prim.
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Satz 3.5.11. Nullteilerfreie Hauptidealringe sind faktoriell.

Beweis. Wir zeigen zuerst dass irreduzible Elemente prim sind. Sei dazu a irre-
duzibel. Dann ist (a) sogar ein maximales Ideal in R, man argumentiert genau
wie in Bemerkung[3.3.2](i7). Als maximales Ideal ist (a) aber nach Satz[3.3.4]ein
Primideal und damit ist a prim.

Als Hauptidealring ist R nun insbesondere noethersch und damit besitzt a nach
Lemmal[3.5.5eine Darstellung als Produkt von irreduziblen Elementen, die auto-
matisch prim sind. O

Beispiel 3.5.12. Es sind also Z, K'[z| und Z[i] faktorielle Ringe. A

In einem faktoriellen Ring konnen wir den grofiten gemeinsamen Teiler und das
kleinste gemeinsame Vielfache von zwei Elementen genau wie in Z definieren:

Definition 3.5.13. Sei R ein faktorieller Ringund a,b € R\ {0}. Wir schreiben

a:el.p'fl...pzn b:62.p/i"1...p/n1’”
mite, es € R* und Primelementenp, ..., p,. Dabeisind die Exponentenv;, u; €
N eindeutig bestimmt.

(4) Es heif3t ‘
goT(a,b) = pinm) . pmin(npm)

n

der grofte gemeinsame Teiler von a, b. Beachte, dass er nur bis auf Einheiten
eindeutig bestimmt ist. Wir setzen

ggT(a,0) := ggT(0,a) =a, ggT(0,0):=0.

(¢1) Es heifdt
kg\/(a, b) — prlnax(z/h#l) . _pgax(un“un)

daskleinste gemeinsame Vielfache von a, b. Es ist ebenfalls nur bis auf Einheiten
eindeutig bestimmt. Wir setzen

kgV(a,0) := kgV(0,a) =0, kgV(0,0):=0.

(¢i7) Offensichtlich kann man ggT und kgV analog auch fiir mehr als zwei Ele-
mente definieren, zum Beispiel iterativ, oder direkt iiber die entsprechende For-
mel mit min und max. A
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Lemma 3.5.14. Fiira,b,c € R gilt
ggT(a,b) | a und ggT(a,b) | b

sowie
claundc|b = c|ggT(a,b).

Es gilt
(a,0) = (c) = c=ggT(a,b)

und in einem Hauptidealring insbesondere stets
ggT(a,b) = za + yb
fiir gewisse v,y € R.

Beweis. Alle Aussage folgen leicht aus der Existenz der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung aller Elemente. O

Im Rest dieses Abschnitts befassen wir uns mit Teilbarkeit in Polynomringen. Der
wichtigste Satz ist dabei der Satz von Gauf3]3.5.21 Die Aussagen sind wichtig fiir
die Korpertheorie im nichsten Kapitel. Sei dazu ab jetzt stets R ein faktorieller
Ring.

Definition 3.5.15. (i) Fiir ein Polynom
p=co+cir+ -+ cqr? € Rz]
definieren wir seinen Inhalt Z(p) durch
Z(p) :=ggT(co,...,caq).

Beachte wieder, dass Z(p) nur bis auf Einheiten eindeutig bestimmt ist.
(ii) p € R[z] heifdt primitivf] falls Z(p) € R* (man sagt dazu auch: die Koeffizi-
enten von p sind teilerfremd). A

Bemerkung/Beispiel 3.5.16. (i) Fiir p = 2z + 4 € Z[x] gilt

Z(p) = eeT(4,2) =2€ Z\Z",

Trifft ein primitives Element einen schwere-noetherschen Ring...
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p ist also nicht primitiv. Betrachtet man stattdessen p = 2z + 4 € Q|x], so gilt
Z(p) = 1 (oder jedes andere Element # 0). Also ist p primitiv. Inhalt und Primi-
tivitit hingen also stark vom Ring R ab.

(i7) Fir p = 223 4+ 92 + 12 € Z[x] gilt

Z(p) = geT(12,9,0,2) =1 € Z*,
also ist p primitiv.

(¢i7) Fir einen Korper K istjedes 0 # p € K |[x] primitiv.
(iv) Jedes Polynom p € R[x]lasst sich schreiben als

p=Z(p) - po

mit einem primitiven py € R|[z].
() Istp € R[z]\ Rirreduzibel, soist pinsbesondere primitiv. Aus der Darstellung

p=2Z(p)- po
~— =~
€R €R[z]\R

folgt Z(p) € R*,dapy ¢ R* = R[z]*. Primitivitit ist also ein erster einfacher
Test fiir Irreduzibilitat. A

Satz 3.5.17 (Lemma von Gaufd). Fiirp,q € R|x] gilt

Z(pa) = Z(p) - Z(a)-
Insbesondere ist das Produkt von zwei primitiven Polynomen wieder primitiv.

Beweis. Wir zeigen zundchst die zweite Aussage. Schreibe
p=ay+aax+---+apx™, q=by+bix+---+0ba"

sowie

pq=co+ 1T+ -+ Cppma™ ™.

Seinun d € R ein beliebiges Primelement. Wir wihlen dann k, ¢ minimal mit
d t a,d t by. Diese k, [ existieren, da p und ¢ primitiv sind. Es ist dann

Chit = Z ayby = apby + Z a,bs.

r4+s=k+{ r+s=k+¢
r<kV s</
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Dad primist, wird der Term a b, aber von d nicht geteilt, jeder andere Summand
rechts jedoch schon. Damit ist d kein Teiler von ¢, ,. Da d ein beliebiger Primfak-
tor war, ist pq primitiv.
Schreibe jetzt allgemeine p, ¢ € R[z] als

p=I(p) po a=2L(q) q

mit primitiven py, go. Dann gilt

Z(pq) = Z(p)Z(q)Z(poqo),

daman Faktoren aus R offensichtlich aus Z(-) herausziehen kann. Es ist aber, wie
eben gezeigt, Z(poqy) € R* und daraus folgt die Aussage. O

Satz3.5.18. Sei K = Quot(R) undp,q € R[z]. Dann gilt
plqinR[z] < plqinKx]und Z(p)|Z(q)inR.
Beweis. "="ist klar mit Satz[3.5.17 Fiir "<" gelte
¢=p-hund Z(q) = Z(p) -a

furein h € K[z]und eina € R. Nach Ausklammern des Hauptnenners der
Koefhizienten von h und des Inhalts itber R kénnen wir

b
h:—'ho

C

mit b, c € Rund hy € R|x] primitiv schreiben. Dann gilt

b
Z(p)po - —ho = ph = ¢ =L(q)q0 = aZ(p)ao
und nach Multiplikation mit ¢ sowie Kiirzen von Z(p) also
b poho = ac- qo.

Nach AnwendungvonZ(-) aufbeide Seiten und Multiplikation mit Z(poho) ' (be-
achte dazu Satz 3.5.12) sehen wir, dass ¢ | bin R gilt, also 2 € R und damit
h € Rlx]. Also giltp | ¢ in R[z]. O
Korollar3.5.19. Sei K = Quot(R),a € Rundp € R[z] \ R.

(i) Ist a irreduzibel in R, so auch in R[z].

(i1) Ist p irreduzibel in R[z|, so auch in K [z].

(ii7) Ist p primitiv in R[x| und irreduzibel in K [x], so ist p auch irreduzibel in R[z|.
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Beweis. (i) ist klar (aufgrund der Nullteilerfreiheit von R). Fiir (i) sei p = gh
mit ¢, h € K[z]. Dabei konnen wir ¢ € R[x] annehmen (indem wir ¢ mit dem
Hauptnenner seiner Koeffizienten multiplizieren und h dadurch teilen). Ebenso
konnen wir ¢ als primitiv in R[x] annehmen. Dann gilt Z(¢) € R* und damit
natiirlich Z(q) | Z(p) in R. Nach Satz[3.5.18|gilt dann ¢ | p schon in R[z] und aus
der Irreduzibilitit folgt ¢ € R[x]* C K[z]* oder ¢ ~ pin R[z| und damit auch
q ~ p € Klz|. Alsoist pirreduzibel in K[z].

Fiir (i77) gelte ¢ | pin R[x]. Wir miissen ¢ € R* oder ¢ ~ pin R[z| zeigen. Es gilt
nach Satz[3.5.18

¢ |pinKlz] und T(q) [ Z(p) € R
Aus der ersten Bedingung (und der Irreduzibilitit von p in K'[z]) folgt
deg(q) = 0 oder deg(q) = deg(p).

Aus der zweiten Bedingung folgt direkt Z(¢) € R*. Damit giltim Fall deg(¢q) = 0
schon ¢ € R*. Im Fall deg(q) = deg(p) gilt ag = p fireina € R und nach
Anwenden von Z(-) folgt aus der Primitivitit von p, g dann a € R*, also ¢ ~ p.
Somit ist p irreduzibel in R|x]. O

Beispiel 3.5.20. p = 1 + = + z? ist irreduzibel in Z[z]. Wenn nimlich p = ¢h
eine Zerlegung ist und ¢ etwa Grad 2 hitte, so miisste h € Z gelten und mit Ver-
gleich des konstanten Koeffizienten also 0.B.d.A. h = 1 € Z*. Also kdnnen wir
deg(q) = deg(h) = 1 annehmen und wiederum mit Vergleich des konstanten
Koeftizienten ¢ = 1 + ax, h = 1 + bx. Nach Ausmultiplizieren und Koeffizien-
tenvergleich erhalten wira+b = 1, ab = 1, was in Z offensichtlich nicht méglich
ist. Also ist p auch irreduzibel in Q[z]. Die Irreduzibilitit in Q[z| direkt zu zeigen
ware etwas schwieriger gewesen. A

Esgibtnun aufler Z, K [x] und Z[i] noch viel mehr faktorielle Ringe. Zum Beispiel
Zlxy, ... x,], K[xq, ...,z und Zi][zq, .. ., z,]

Satz 3.5.21 (Satz von Gaul). Ist R faktoriell, so auch R[z].

Beweis. Zunichst zeigen wir, dass in R[xz] keine echten unendlichen Teilerketten
existieren konnen. Fiir eine Teilerkette

P1,D2y---sDPny---
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in R[z] muss aber

deg(p1) > deg(pz) > - -+ > deg(pn) > -+
gelten und weiter ist nach Satz[3.5.18

Z(p1):Z(p2),-- -, Z(pn), - --

eine Teilerkette in R. Die Ungleichungskette der Grade wird offensichtlich ir-
gendwann stationir. Nach Bemerkung[3.5.8|wird auch die Teilerkette der Inhalte
irgendwann stationar. Das impliziert aber p,, ~ p,, in R[z]| fiir grofd geniigende
n, m, d.h. die Teilerkette ist nicht echt.

Nach Lemma[3.5.5|gibt es in R[z] also immer Zerlegungen in irreduzible Elemen-
te. Nun miissen wir nur noch zeigen, dass irreduzible Elemente prim sind.

Sei also p € R|x] irreduzibel. Es gelte p | ¢h in R[z]. Dann gilt insbesondere
p | ghin K[z]. Fallsp € R[z] \ R, ist p nach Korollar[3.5.19]irreduzibel in K|z]
und der Hauptidealring K [«] ist faktoriell (Satz[3.5.11). Deshalbist p prim in K[z
und es folgt 0.B.d.A. p | ¢ in K[x]. Dieselbe Schlussfolgerung stimmt erst recht,
wennp € R,dadannp € K*. Nungiltin R aber auch Z(p) | Z(¢) und mit Satz

B.5.18|folgt p | ¢ in R[z]. Also ist p prim. O

Satz 3.5.22 (Eisenstein-Kriterium). Sei R ein faktorieller Ring, a € R primund p =
co+ 1z + -+ cqr® € Rlx] primitiv. In R gelte

alc firi=0,...,d—1 und a*1cp.
Dann ist p irreduzibel in R|x].

Beweis. Es gelte p = gh mitq, h € R[z]. Schreibe
=@ +qar+-+aqgnr", h=ho+hx+- -+ h2"

mit0 < m,n < dundm + n = d. Es gilt dann ¢y = qoho und wegen a? 1 ¢, folgt
0.B.d.A. a f qo. Daa primist, folgt aus a | co = goho danna | hy.

Da p primitiv ist, muss a 1 ¢4 gelten. Wegen ¢4 = g, h,, folgt daraus a t h,,. Sei
nun k£ < n minimal mit a t hy. Dann ist

=Y qh; = qohi+qhi_1+ -

=k at al

und daraus folgt a 1 ¢x. Das impliziert d = k = nund m = 0, also ¢ € R. Aus
der Primitivitdt von p folgt damit direkt ¢ € R* = R[z]*. O
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Beispiel 3.5.23. (i) Das Polynom p = 2 + 42% + 2z — 2 € Z[z] ist irreduzibel.
(i7) Fiir eine Primzahl d > 2 betrachte p = ¢ — 1 € Z[x]. Offensichtlich hat p die
Nullstelle 1 und ist nach Satz[3.1.15deshalb nicht irreduzibel. In der Tat gilt

p=(@-1)1+z+2"+--+ah),

wie man mit einem Teleskop-Argument sofort sieht. Wir nennen
bg=1+z+2°+ -+ € Za]

das d-te Kreisteilungspolynom. Es gilt

z-Py(x+1)=plx+1)
=(x+1)7"-1

d d d
_d d—1 -2 .
=x —i—(l)x +<2>x + +<d_1>x,
d d d
_ d-1 -2 .
Qy(x+1) =2 +<1)x + +<d—2)x+(d—1)'

Wir konnen nun das Eisenstein-Kriterium mit a = d auf ®,(x + 1) anwenden.
Fiir eine Primzahl d gilt
d
1)
i

furall: = 1,...,d — 1 und offensichtlich gilt

#i(," ) -a

Alsoist ®,(x + 1) irreduzibel und, da die Transformation ¢ — ¢(z — 1) ein Rin-
gisomorphismus von Z[z] ist, damit auch @, selbst. A

also

3.6 Euklidische Ringe

Der Euklidische Algorithmus war urspriinglich eine geometrische Methode der
Griechen, um das Lingenverhiltnis zweier Strecken zu bestimmen. Dabei gingen
sie wie folgt vor. Gegeben seien zwei Strecken a und b:
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b

Im ersten Schritt wird die Strecke b so oft wie moglich voll in a abgetragen. Der
Rest wird mit r bezeichnet. Es handelt sich dabei also genau um Teilung mit Rest:

a

7"’ —_—

Dar kiirzer als bist, kann die Prozedur nun mit b anstelle von a¢ und r anstelle von
b wiederholt werden:

7"’ —_—

Wenn die Prozedur nach endlich vielen Schritten aufgeht, haben wir eine Einheit
gefunden, in der wir sowohl a als auch b ausdriicken konnen. Es wird also ein
gemeinsamer Teiler beider Strecken produziert. Hier zum Beispiel nehmen wir
an dass r genau 2 mal in b passt:

7"‘ — —

Esist also b = 2r, und weil urspriinglich a« = 2b + r galt, finden wir a = 5r.
In der Einheit r lasst sich also sowohl a als auch b ganzahlig ausdriicken, und das
Verhaltnis von a zu b war also genau 5 zu 2. Im Allgemeinen wird die Prozedur
mehr als zwei Schritte erfordern. Trotzdem kann man durch Riickeinsetzung die
urspriinglichen Strecken in der letzten erhaltenen Strecke ausdriicken.

Dieser Prozess ist nun auch deutlich abstrakter algebraisch moglich. Dazu beno-
tigt man einen Ring, in dem Teilung mit Rest sinnvoll moglich ist.

Definition3.6.1. Ein euklidischer Ring ist ein kommutativer nullteilerfreier Ring
R, zusammen mit einer Gradfunktion

g: R\ {0} = N,
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sodassfirallea,b € R, b # 0 Elemente r, s € R existieren mit
a=sb+r
wobei entweder r = 0 oder g(r) < ¢(b) gilt. A

Beispiel 3.6.2. (i) Zistein euklidischer Ring, wobei die Gradfunktion die Betrags-

funktion ist.

(¢9) Der Polynomring k[x] iiber einem Korper k ist ein euklidischer Ring mit

g(p) = deg(p) fur Polynome p. Man iiberlegt sich leicht, dass die gewiinsch-

te Division mit Rest fiir Polynome immer moglich ist. Dabei muss man verwen-

den, dass durch die Koeffizienten der Polynome geteilt werden kann, also die Kor-

pereigenschaft von k.

(¢i7) Der Ring Z[i] der ganzen Gauflschen Zahlen ist ein euklidischer Ring, wobei

der Betrag komplexer Zahlen als Gradfunktion dient (vergleiche Beispiel 3.2.6).
A

Lemma 3.6.3. Jedereuklidische Ring ist ein Hauptidealring, und damit insbesondere fak-
toriell.

Beweis. Man wiederholt wie in Beispiel einfach den Beweis von Satz[3.2.3|
oder Lemmal[2.1.5l O

Algorithmus 3.6.4 (Euklidischer Algorithmus). Sei R ein euklidischer Ring mit
Gradfunktion g. Seien a,b € R gegeben. Der euklidische Algorithmus lduft fol-
gendermafien ab:

(?) Gilt b = 0, so wird @ als Ergebnis ausgegeben und der Algorithmus endet.

(i7) Falls b # 0, berechne

a = sb+ rmitr = 0oderg(r) < g(b).
Ersetze a durch b, b durch r und starte erneut bei (). A

Satz 3.6.5. Der euklidische Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten und gibt
ggT(a, b) als Ergebnis aus.

Beweis. In jedem Schritt vom Typ (27) wird g(r) € N echt kleiner, also bricht der
Algorithmus nach endlich vielen Schritten ab. An der Gleichung

a=sb+r
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sieht man auflerdem unmittelbar

ggT(a,b) = ggT(b, 7).
Gilt im letzten Schritt nun also r = 0, d.h. a = sb, so folgt
geT(a,b) =b
und das ist genau die Ausgabe des euklidischen Algorithmus (im letzten Schritt
wird @ nochmals durch b ersetzt). O

Bemerkung 3.6.6. Merkt man sich alle Rechenschritte im euklidischen Algorith-
mus, so bekommt man Elemente r, s € R mit
ggT(a,b) = ra+ sb.

Dazu l6st man alle enstandenen Gleichungen jeweils nach dem Rest auf, und er-
setzt iterativ vom vorletzten Schritt an die Reste durcheinander. A

Beispiel 3.6.7. (i) Wir berechnen ggT(280, 63) in Z. Der euklidische Algorithmus
lauft folgendermafien ab:
280 =4-63 + 28
63 =2-2847
28=4-7+0.

Also gilt ggT(280,63) = 7. Durch Riickwirtsauflosen der Gleichungen erhilt
man

7T=63-2-28
=63 —2-(280—4-63)
= —2.280+9-63.

(17) Wir berechnen ggT(¢* + t* + 1,t> + 1) in Q[t]:
P+ +1=(t+1)-(*+1)—t
2 1l=(=t)-(=t)+1

(=t) = (—=t)-1+0.

Alsogilt ggT(t* +t* + 1,t* + 1) = Lund
Il=#+1)+t- (-t

E+1)+t- (EP+2+1) -+ 1) +1))
t-(B D) = (Bt —1)- (2 +1). A
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Kapitel 4

Korper

In diesem Kapitel werden wir fast alle in der Einleitung genannten Probleme 16-
sen. Dazu studieren wir Korper und ihre Eigenschaften.

4.1 Grundlagen

Definition 4.1.1. (i) Ein Kérper ist ein kommutativer Ring K mit
K* =K\ {0}.

(i) Ein Korperhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus zwischen Kor-
pern.

(¢i7) Eine Korpererweiterung ist eine Inklusion £ C K, wobei k ein Teilring von
K und selbst ein Korper ist. Dabei heifst k£ Teilkérper von K und K Oberkorper
von k. Statt k C K schreibt man manchmal auch K /k. Dies ist nicht mit einer
Restklassenkonstruktion zu verwechseln. A

Bemerkung/Beispiel 4.1.2. (i) Q, R und C sind Korper. Also ist beispielsweise
Q C Reine Korpererweiterung.

(¢1) Fir eine Primzahl p ist Z /pZ ein Korper mit p Elementen.

(i17) Fiir einen Integrititsbereich R ist Quot(R) ein Korper. Ein Beispiel dafiir ist

K(x1,...,2,) = Quot (K[z1,...,2,]) = {g |p,q€K[:L'1,...,xn],q7é0}.

(iv) Ist k C K eine Korpererweiterung, so ist insbesondere K ein k-Vektorraum.
Als Skalarmultiplikation verwendet man einfach die eingeschrinkte Kérpermul-

67
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tiplikation
kx K—K

und rechnet alle Axiome eines Vektorraums nach. YA

Konstruktion 4.1.3. Fiir einen Korper K betrachten wir den (einzigen) Ringho-
momorphismus:

v 7 — K
z—1+4+---+1.
—_——
> mal

Esistker(:) ein Ideal in Z und nach Lemma (iv) also von der Gestalt ker(¢) =
nZ fur einn € Z. Nach dem Homomorphiesatz gibt es einen Isomorphismus

Z]ker(t) = o(Z) C K.

Da K als Korper nullteilerfrei ist, muss auch Z/ ker(¢) nullteilerfrei sein. Nach
Satz[3.3.4]ist ker() damit ein Primideal, d.h. n muss eine Primzahl oder 0 sein.

Im Fall ker(:) = {0} ist ¢ injektiv und induziert nach Proposition einen in-
jektiven Homomorphismus von Q nach K. Im Fall ker(:) = (p) gilt mit dem Ho-
momorphiesatz «(Z) = 7 /pZ und das ist bereits ein Korper. Also enthilt jeder
Korper entweder Q oder Z/pZ als Teilkorper. Wir bezeichnen ab sofort manch-
mal Z/pZ mit F, und Q mit IF,. A

Definition 4.1.4. Sei K ein Korper und ¢: Z — K wie oben.

(¢) Die Zahl p mit ker(:) = (p) heifdt die Charakteristik des Korpers K. Sie wird
auch mit char(K') bezeichnet.

(i) Der Korper Quot (¢(Z)) heifdt Primkorper von K. Es ist offensichtlich der
kleinste Teilkorper von K. A

Bemerkung/Beispiel 4.1.5. (i) Die Charakteristik von Q, R und C ist 0. Die Cha-
rakteristik des Korpers Z/pZ ist p.
(¢1) Hat K Charakteristik p > 0, so gilt furallea € K

p mal pmal

(ii7) Ist p: K — L ein Ringhomomorphismus zwischen Korpern, so gilt
char(K) = char(L). Ringhomomorphismen bilden ndmlich 1 auf 1 ab und sind
zwischen Koérpern automatisch injektiv. Also erhalt sich die Charakteristik unter
Koérpererweiterungen. A
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Lemma 4.1.6. Ist K ein Korper mit char(K') = p > 0, so ist die Abbildung

p: K - K

a+— a?

ein (injektiver) Ringhomomorphismus. Ist K endlich, so ist p bijektiv und wird
Frobenius-Automorphismus von K genannt.

Beweis. Offensichtlich ist p multiplikativ und bildet 1 auf 1 ab. Fiir die Additivitat
berechnet man

(a+b)P =a? + (f)ap1b+---+( b 1)abp1+bp
b

und beachtet, dass alle auftretenden Koeffizienten (I; ) Vielfache von p sind. Nach
Bemerkungf4.1.5|(i¢) verschwinden in K also alle Zwischenterme. Ringhomomor-
phismen zwischen Korpern sind automatisch injektiv und damit im endlichen
Fall auch bijektiv. O

Definition 4.1.7. Seien & C K wobei K ein Koérper und k ein Teilring ist, sowie
A C K eine Teilmenge.
() Die Menge

k[A] := N R
R C K Teilring
AUECR

ist offensichtlich der kleinste Teilring von K, der A und & enthalt. Er heif3t der
von A in K iiber k erzeugte Teilring.
(27) Die Menge

k(A) = N L
L C K Teilkdrper
AUkECL

ist offensichtlich der kleinste Teilkérper von K, der A und k enthélt. Er heif3t der
von A in K tber k erzeugte Teilkorper. A

Bemerkung/Beispiel 4.1.8. (1) Ist A = {a4, ..., a,} endlich, so gilt

k[A] = klay, ..., an] = {p(a1,...,a,) | p € k[z1,...,2,]}
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und
k(A) = k(ay,...,a,)
_ {p(al,...,an)
qlay,...,a,)
= Quot (k[A]).
(1) Es gilt k[AU B] = (k[A]) [B]und k(AU B) = (k(A)) (B) .
(4i7) Es gilt beispielsweise

@[\/i]z{aer\/i!a,bEQ} CR.

]p,qek[xl,...,xn],q(al,...,an)#0}

Hier ist Q[v/2] sogar schon ein Kérper, also gilt
QV2 = Q(v2). A

Wenn ein Oberkorper von k schon geeignete Elemente ay, . . ., a, enthilt, kann
man k(aq, ..., a,) wie eben definieren. Andererseits kann es sein, dass die Exi-
stenz eines solchen Oberkorpers noch gar nicht sichergestellt ist. Dann verwen-
det man die folgende Konstruktion:

Konstruktion 4.1.9. Sei k ein Korper und p € k[z] irreduzibel. Dann ist (p) <
k|| ein Primideal und nach Bemerkung[3.3.2|(ii) deshalb sogar maximal. Also ist
K := k[z]/(p) nach Satz3.3.4/ein Kérper. Die Einschrinkung der kanonischen
Projektion 7

w: k — klz]/(p)
a—a+(p)

istinjektiv, da (p) als echtes Ideal keine Einheiten enthilt. Damit konnen wir k C
K auffassen. Mitp = 3.7 | ¢;z' und 7 := 7(z) = x + (p) € K erhalten wirin K

p(T) = ZW(Ci)W(l‘)i = 7(p) = 0.

i
Also haben wir eine Korpererweiterung von k konstruiert, in der p eine Nullstelle
hat. A

Beispiel 4.1.10. (i) Man sieht leicht, dass zum Beispiel C gerade mitp = 22 + 1
aus R hervorgeht.

(¢7) Kennt man R theoretisch noch nicht, so kann man den Korper Q(\/i) auch
mit p = 2? — 2 € Q[z] wie oben konstruieren. A
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4.2 Algebraische Erweiterungen und Korpergrad

Sei ab jetzt stets k C K eine Korpererweiterung.

Definition 4.2.1. (i) Ein Element a« € K heif3t algebraisch iiber £, falls es ein
0 # p € k[z] gibt mit

pla) = 0.
(i7) Ist a nicht algebraisch iiber &, so heifdt a transzendent iiber k.
(i17) Die Korpererweiterung & C K heif3t algebraisch, falls jedes Elementa € K
algebraisch iiber £ ist. A

Bemerkung/Beispiel 4.2.2. (i) Das Element i € C ist algebraisch iiber R (sogar
iiber Q). Esist Nullstelle des Polynoms p = z2+1. Ebenso ist V2eR algebraisch
iiber Q, da es Nullstelle von p = 2% — 2 ist.

(4i) Die Variable x € K = k(x) = Quot (k[z]) ist transzendent iiber k.

(¢17) Das Element m € R ist transzendent tiber Q. Das ist allerdings sehr schwer
zu zeigen!

(iv) Jedes Element a € k ist algebraisch tiber k. Es ist Nullstellevonp =z — a €
k[x]. A

Definition4.2.3. (i) Fiir eine Korpererweiterung k C K nennen wir die k-Vektor-
raumdimension
dimy(K) =: [K : K]

den Grad der Korpererweiterung.
(41) Wir nennen die Kérpererweiterung k& C K endlich, wenn [K : k] < oo gilt.
A

Beispiel 4.2.4. Es gilt (Ubungsaufgabe)
C:Rl=2 R:Q=occ, [Qv2):Q]=2 A

Korollar 4.2.5. Sei K einendlicher Korper. Dann gilt # K = p" fiir eine Primzahl p und
einr > 1.

Beweis. K muss als endlicher Korper eine Charakteristik p > 0 haben. Also ist
F, C K eine Korpererweiterung. Es gilt

(K :F,|=r

fureinr € N. Die Elemente von K sind also gerade die IF,-Linearkombinationen
von r Basisvektoren und davon gibt es genau p” viele. O
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Beispiel 4.2.6. Es kann keinen Korper mit 6 Elementen geben, da 6 keine Prim-
zahlpotenz ist. A

Satz 4.2.7 (Gradformel). Fiir Korperk C K C Lgilt
[L:k]=[L: K] [K:kK|.

Beweis. Sei (v;),; eine K-Basisvon L und (w;),_; eine k-Basisvon K. Jedes Ele-
ment a € L hat eine (endliche) Summendarstellung

a = Z biUi

icl

mit b; € K. Jedes der b; hat wiederum eine Darstellung
bi = Z CijUJj

jeJ

mit ¢;; € k. Daraus erhédlt manin L
a = Z Z CijW;V; = Z Cij - W;Us,
i€l jeJ (gi0)eJxI

alsoist B := (w;v;); )¢ s« €in Erzeugendensystem von L als k-Vektorraum.
Es gelte nun fiir gewisse ¢;; € kin L

0= Z CijW;V; = Z <Z cijwj> V; .
(gir)eJxI el \jeJ
—_———
€K
Aus derlinearen Unabhéngigkeit der v; iiber K folgt » _. ; cijw; = Ofiirallei € 1
und aus der linearen Unabhingigkeit der w; tiber k& dann ¢;; = 0 fiir alle i, j.
Damitist B eine Basis von L als k-Vektorraum und das beweist die Aussage, denn

4B = 4T - 44, 0
Beispiel 4.2.8. Es gilt (Ubungsaufgabe)

[@ (ﬁ\/ﬁ)] . Q] = 4. A

Der folgende Satz zeigt, dass die Begriffe von algebraischer und endlicher Kor-
pererweiterung eng zusammenhingen:
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Satz 4.2.9. Seien k C K C L Korper.
(@) Istdie Erweiterung k C K endlich, so auch algebraisch.

(1) Fira € K sind dquivalent:

(1) aistalgebraisch iiber k,

2) kla] = k(a),

() k(a) istendlich iiber k,

(4) k(a)ist algebraisch iiber k.

(iii) Sind k C Kund K C L algebraisch, soauch k C L.

(iv) Jede von endlich vielen algebraischen Elementen erzeugte Erweiterunyg ist endlich
(und damit algebraisch).

(v) Die Menge {a € K | aalgebraisch iiber k} ist ein Zwischenkorper von k und K .

Beweis. (i):Wenn K ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum ist, konnen fiira €
K die Elemente

2 n
1,a,a%,...,a", ...

nicht alle linear unabhingig iiber £ sein. Also gibt es eine Gleichung

c;al

1

d
0=

(2

mit gewissen ¢; € k, nicht alle 0. Das bedeutet aber gerade, dass a algebraisch
tiber £ ist.
(17):"(1) = (2)": Wir betrachten den Einsetzungshomomorphismus

o: klx] - K
p = pla)
und erhalten aus dem Homomorphiesatz
k[z]/ ker(p) = ka].

Da k[a] als Teilring des Korpers K nullteilerfrei ist, ist ker(y) ein Primideal, und
nach Voraussetzung gilt ker(yp) # {0}. Im Hauptidealring k[z] ist ker(y) also
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sogar maximal, also ist k[a] = k[x]/ker(y) schon ein Kérper. Also gilt k[a] =
k(a).

"(2) = (1)":Es gelte0.B.d.Aa # 0. Dannista™! € k(a) = k[a], also gibt es ein
p € k[z] mita™! = p(a). Dann giltaber a - p(a) — 1 = 0, also ist a Nullstelle des
Polynoms zp — 1 € k[x] und damit algebraisch iiber k.

"(1)&(2) = (3)": Da a algebraisch iiber £ ist, gibt es eine Gleichung

co—i-cla+~~+cdad:0

mitc; € k, cq # 0. Das bedeutet

b G Cd—1 q—
B R
Cd Cdq Cq
also wird k(a) = k[a] schon von den Elementen 1,a,a?, ..., a% ! als k-Vektor-

raum aufgespannt. Daraus folgt die Endlichkeit.

"(3) = (4)" folgt aus (7).

"(4) = (1)"ist trivial.

Fir (17i) seia € L fest gewahlt. Dann ist a algebraisch iiber KX und damit schon
tber k(by,...,b,) fur gewisse b; € K (z.B. den Koeffizienten eines Polynoms,
welches a als Nullstelle hat). Die b; wiederum sind alle algebraisch iiber k. Wir
betrachten nun die Korperkette

k’ Q k(bl) g ]{f(bl,bg) Q Q k’(bl,,bn) Q k(bl,...,bn,(Z),

inderjeder Schritt durch Adjunktion eines algebraischen Elements entsteht. Nach
(i1) ist jede einzelne Erweiterung endlich und mit der Gradformel damit auch die

ganze Erweiterung k C k(by,. .., by, a). Nach (?) ist sie damit algebraisch und

insbesondere ist a algebraisch tiber k.

Fur (iv) sei K = k(ay, ..., a,) erzeugt von den iiber k algebraischen Elementen

ai, .. .,a,. Wieder ist jeder Schritt in der Kérperkette

k C k(ar) C k(ay,az) C--- Ck(ay, ..., an)

nach (i7) endlich und mit der Gradformel ist die ganze Erweiterung endlich.

Fir (v) sehen wir, dass mit tiber k algebraischen Elementen a,b € K die Ele-
mente a + b,a - b,a"* € k(a,b) ebenfalls algebraisch iiber k sein miissen (mit
(2v)). ]
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Beispiel4.2.10. (i) Das Element /2 € Ristalgebraisch iiber Q. Damit gilt Q[/2] =
Q(v/2) und jedes Element aus diesem Korper erfiillt eine Polynomgleichung iiber

Q.
(27) Die Menge
Q := {a € C | aalgebraisch itber Q}

ist ein Korper mit Q C Q C C. A

Konstruktion 4.2.11. Seiwieder k C K eine Korpererweiterung und a € K. Wir
betrachten den Einsetzungshomomorphismus

eq: klz] > K
p — pla).

Laut Homomorphiesatz gilt
klx]/ ker(e,) — K

und mit Satz[3.3.4ist ker(e,) also ein Primideal. Da k[z] ein Hauptidealring ist,
gilt auflerdem ker(e,) = (p,) fiir ein p, € k[z|. Dabei ist entweder p, = 0 (im
Fall, dass a transzendent iiber k ist) oder deg(p,) > 0 (im Fall, dass a algebraisch
tiber £ ist). Im zweiten Fall ist p, also irreduzibel und ist p, zusitzlich normiert
(d.h. der Leitkoeffizient ist 1), so ist es eindeutig bestimmt. Aus (p,) = (q,) folgt
niamlich p, ~ ¢, und aus der Normiertheit folgt dann p, = ¢,. Auflerdem ist p,
irreduzibel in k[x], da (p,) ein Primideal ist. A

Definition 4.2.12. Sei k C K Korpererweiterung und a € K algebraisch iiber k.
Dann heif3t das (eindeutig bestimmte) normierte Polynom p, € k[z] mit

ker(e,) = (pa)
das Minimalpolynom von « tiber k. Wir bezeichnen es mit Min(a, k). A

Lemma 4.2.13. Seik C K und a € K algebraisch iiber k. Dannistp = Min(a, k)
eindeutig bestimmt durch die folgenden Eigenschaften:

(i) p € klx]istirreduzibel und normiert.

(i1) Esgiltp(a) = 0.
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Beweis. In Konstruktion[4.2.11haben wir schon gesehen, dass Min(a, k) die ge-
wiinschten Eigenschaften hat. Erfillle also umgekehrt p € k[z| die Eigenschaf-
ten und bezeichne mit p, das Minimalpolynom von a iitber k. Wegen (i) gilt p €
ker(e,) = (pa), also p, | p. Da p nach (i) irreduzibel ist, folgt p, ~ p und wieder
aus der Normiertheit beider Polynome damit p = p,,. O

Beispiel 4.2.14. (i) Es gilt
Min(v2,Q) = 22 — 2 und Min(v/2,Q) = z° — 2.

Beide Polynome erfiillen jeweils die Bedingungen (i) und (¢7) aus Lemma[4.2.13]
(11)Wir betrachten Q C R C C. Dann gilt (Aufga.be

Min(vV2+4,R) =22 —2v22+3  Min(vV2+1i,Q) = 2* — 227 + 9.

Also hingt das Minimalpolynom stark vom Korper k ab.
(411) Sei p eine Primzahl und

a=er =cos|— ) +isin| — ) e€C.
p b

Min (a,Q) =@, =14+ a+---+ a7

Dann gilt

das p-te Kreisteilungspolynom. Offensichtlich ist a ja eine Nullstelle von P — 1
und dieses Polynom faktorisiert

P —1=(x—-1)-,

(vergleiche Beispiel 3.5.23| (7)), wobei a keine Nullstelle von 2 — 1 ist. Also gilt
®,(a) = 0und @, ist nach Beispiel (i7) irreduzibel sowie offensichtlich
normiert. A

Zur Berechnung eines Kérpergrads benutzt man gewohnlich die Dimensionsfor-
mel und/oder den folgenden Satz:

Satz 4.2.15. Sei k C K eine Korpererweiterung und a € K algebraisch iiber k. Dann
gilt
[k(a) : k] = deg (Min(a, k)) .
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Beweis. Seip, = Min(a, k) = co + 1@ + -+ + cqg_ 124 + 24, also deg(p,) = d.
Wegen p,(a) = 0 gilt

a = —Cp— C1a@ — -+ — cd_ladfl.

Alsoist 1,a,...,a%"! ein Erzeugendensystem des k-Vektorraums k[a] = k(a).

Wir zeigen nun die lineare Unabhingigkeit. Gelte also
0= bO + bla + -+ bd_lad_l

fir gewisse b, ...,bq_1 € k. Das bedeutet aber gerade, dass fiir das Polynom
q=bo+bix+-+bg29t € k[z] gilt g(a) = 0, also ¢ € (p,). Wegen

deg(q) <d—1 < d = deg(p.)

folgt daraus aber ¢ = 0, also b; = O fiirallei. Alsosind 1, a, . . ., a®~! tiber k linear
unabhingig. Das zeigt

[k(a) : k] = d = deg(Min(a, k)). O
Beispiel 4.2.16. (i) Mit Satz[4.2.15und Beispiel4.2.14|folgt sofort
[R(\/§+i) :R] — 2 und [Q(\@—H’) : Q] — 4.
Aus der zweiten Gleichung kénnen wir auch
QV2 +1i) = Q(v2,1)
ablesen. Dabei ist "C" klar. Wenden wir nun die Gradformel auf die Kette
QCQ(v2) € Q(v2,9)

an, sehen wir, dass [Q(v/2,) : Q] < 4 gelten muss. Aus [Q(v2 +14) : Q] = 4
folgt dann die Gleichheit.

(4i) Mit Satzund Beispielfolgt [Q(V2): Q] =3. A

Korollar 4.2.17. Fiirjede Primzahl p gilt
o(¥)-q]-r-1
Beweis. Klar mit Satz[4.2.15|und Beispiel|4.2.14|(¢i4). O
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4.3 Losung der antiken Konstruktionsprobleme

Wir erinnern nochmal an die Konstruktion mit Zirkel und Lineal. Wir starten mit
einer Menge M C C,vonderwir 0,1 € M annehmen. Wir setzen My, = M und
definieren iterativ M (V) als die Vereinigung von M ) mit der Menge aller Punk-
te, die in einem Schritt (irgendeines Typs) aus M ) konstruierbar sind. Dann ist

Kon(M) = |_J M;
i=0
die Menge aller Elemente von C, die man in endlich vielen Schritten mit Zirkel
und Lineal aus M konstruieren kann. Wir wissen bereits, dass
k:=Q(MUM)CKon(M)CC

eine Korperkette ist. AufBerdem ist Kon(A/) abgeschlossen unter komplexer Kon-

jugation (Satz[1.1.2).

Proposition 4.3.1. Sei L. C C ein unter komplexer Konjugation abgeschlossener Korper.
Wenna € Cineinem Schrittaus L konstruierbarist, so gibteseinb € Lmita € L(\/b).

Beweis. Wir untersuchen die drei Konstruktionstypen nacheinander.
1. Fall: a entsteht durch das Schneiden zweier Geraden. Es gibt also py # ps, q1 # ¢ €
Lundr,s € Rmit

a=p1+7r(p2—p1) =q + (g2 —q1).

Also gilt

a—p1 _ a—p
=r=7=—"
P2 — D1 Py — D1

und damit _
p p _
a=(a—p) 2 1+p1

P2 —P1

Mitden ¢; erhilt man die analoge Gleichung. Setzt man die beiden rechten Seiten
dann gleich und 16st nach a auf, erhilt man @ € L. Man kann also b = 1 wihlen.
2. Fall: a entsteht durch das Schneiden eines Kreises mit einer Geraden. Es gibt also p; #
P2,q1, G2, q € Lundr € R mit

a=pi+7rp2:—p1)
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und

o —q’ = a1 — @ = (@1 — ) (a1 — @) € L.
Setzt man die erste Gleichung in die zweite ein, ergibt sich fiir  eine quadrati-
sche Gleichung mit Koeffizienten aus L. Mit der Losungsformel fiir quadratische
Gleichungen sehen wir, dass einb € L existiert mit € L(+/b). Dann gilt mit der
ersten Gleichung auch a € L(v/b).
3. Fall: a entsteht durch das Schneiden zweier Kreise. Es gibt also p # ¢, p1,p2, 1, @2 €
L mit

la —p* = |p1 — po|? und |a — g = g — 2.

Die erste Gleichung ergibt nach Auflésung nach @ gerade

(p1 — p2)(P1 — Pa)
a—p

a=

+p

und analog
= (11 — ) (@ — T) 17
a—q
Nach Gleichsetzung der beiden rechten Seiten erhilt man fiir a eine quadrati-
sche Gleichung mit Koeffizienten aus L. Wieder ergibt sich die Aussage aus der

Losungformel fir quadratische Gleichungen. O

Satz4.3.2. Jedesa € Kon(M ) istalgebraisch iiber k = Q(M U M). Es gilt stets
[k(a): k] =2"
fireinr € N.

Beweis. Um a zu erhalten, konstruiert man ausgehend von M eine endliche Folge
von Punkten ay, as, . . ., a,, a. Nach Proposition4.3.1 gilt also

[k(ay) : K] < 2.

Konjugiert man die Koeffizienten von Min(as, k), erhilt man eine polynomiale
Gleichung fir @ tiber k (k ist abgeschlossen unter komplexer Konjugation) und
damit iber k(a,). Also gilt

[k:(al,dl) . k:(al)] S 2.
Mit der Gradformel ist also

[k(a1,a1) : k] = 1,2 oder 4.
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Der Korper k(ay, a;) ist aber wieder abgeschlossen unter komplexer Konjugation
und wir konnen iterieren. Wiederum mit der Gradformel sieht man schlieflich,
dass

(k(ay, @, ..., an, Gy, a) : k] = 2°

fiir ein s € N gilt. Wegen
k Ck(a) Ck(ay,a,...,an, ay,,a)

und der Gradformelist [k(a) : k] ein Teiler von 2° und damit ebenfalls eine Zwei-
erpotenz. []

Mit dem vorangegangenen Satz konnen wir nun (fast) alle antiken Konstrukti-
onsprobleme lsen.

Satz 4.3.3 (Quadratur des Kreises). Fir M = {0, 1} gilt
Vv ¢ Kon(M).

Also kann man zu einem gegebenen Kreis mit Radius 1 mit Zirkel und Lineal kein Quadrat
mit gleichem Flicheninhalt konstruieren.

Beweis. Es gilt Q(M U M) = Q und 7 ist transzendent iiber Q (ohne Beweis).
Mit Satz}4.3.2]gilt also 7 ¢ Kon(M) und damit erst recht /7 ¢ Kon(M). O

Satz 4.3.4 (Wiirfelverdoppelung). Fiir M = {0, 1} gilt
V2 ¢ Kon(M).

Also lisst sich zu einem Wiirfel mit Volumen 1 mit Zirkel und Lineal kein Wiirfel mit Volu-
men 2 konstruieren.

Beweis. EsgiltQ(M UM) = Qund [Q(V/2) : Q] = 3 (siehe Beispiel (i1)).
Die Aussage folgt nun wieder mit Satz da 3 keine Zweierpotenz ist. O

Satz 4.3.5 (Dreiteilung des Winkels). Mit M = {0, 1, e™/3} gilt
e™/% ¢ Kon(M).

Also lisst sich ein Winkel von 60° mit Zirkel und Lineal nicht in drei gleich grofSe Winkel
aufteilen.
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Beweis. Beachte zunichst, dass M = {0, 1} als Anfangsmenge geniigt, da ¢™/3

daraus konstruierbar ist. Wire ¢™/? nun konstruierbar aus Q, so auch
, T
a = Re (67”/9) = COS (§> )

Es gilt aber die allgemeine trigonometrische Formel

«

4 cos (%)3 — 3 cos (5) = cos(a)

und daraus erhilt man

3 1
Mi S Py
in(a,Q) ==z 2573
Die Irreduzibilitit kann man direkt nachrechnen. Man kann aber auch die Trans-
formationz ~— %(x+1), das Eisensteinkriterium iiber Z und dann Korollar
(i) verwenden. Also gilt

und das ist keine Zweierpotenz. O

Satz 4.3.6 (Konstruktion regelmif3iger p-Ecke). Istp eine Primzahl und das regelmd-
fSige p-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar, soist p— 1 eine Zweierpotenz. Insbesondere
kann man ein regelmdfSiges 7-Eck nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Beweis. Laut Korollar gilt
[Q (7)1 Q] = p— 1.
Aus der Konstruierbarkeit folgt, dass dies eine Zweierpotenz sein muss. O

Fiir die Umkehrung des letzten Satzes siehe Korollar§4.6.12] Das einzige noch of-
fene Problem aus der Einleitung ist nun die Frage nach der Losbarkeit von poly-
nomialen Gleichungen. Dieses Problem ist deutlich schwieriger als die Konstruk-
tionsprobleme und erfordert noch mehr Theorie der Korper.
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4.4 Der Zerfillungskorper und der algebraische Ab-
schluss

Sei k C K eine Korpererweiterung und 0 # p € k[z] ein Polynom. Wir erinnern
nochmal an Satz[3.1.15| Fira € K gilt

pla) =0 < (z—a)|pin Kz].
Insbesondere hat p hochstens deg(p) viele verschiedene Nullstellen in K.

Definition 4.4.1. Sei k C K eine Korpererweiterung.
(i) p € k[x] zerfillt iiber K in Linearfaktoren, fallsb € k,a,,...,a, € K exi-
stieren mit

p=>blr—a)(z—az) - (v —a,) € Klx].

(i) K heif3t Zerfallungskorper von p tiber k, falls p tiber K zerfillt und mit den
a; wie in (z) gilt
K =k(ay,...,ay).

(¢i7) Einen Zerfillungskorper einer ganzen Familie von Polynomen iiber k defi-
niert man analog. Alle Polynome der Familie miissen zerfallen und der Korper
ensteht durch Adjunktion aller Nullstellen der Polynome. A

Beispiel 4.4.2. (i) Ein Zerfillungskorper von 22 — 2 iiber Q ist gerade

Ein Zerfillungskérper von 2 + 1 iiber R ist C.
(i7) Der Korper Q(+/2) ist kein Zerfillungskérper von p = 2 — 2 iiber Q. Es gilt
nimlich Q(v/2) C Rund

2 —2=(z—V2) <x2+§“7§:£+<“7§2),
wobei der quadratische Faktor tiber R nicht zerfillt. Es ist aber
K = Q(\‘Vﬁ,l\/ﬁ)

ein Zerfillungskorper von p itber Q. Der quadratische Faktor hat nimlich die
Nullstellen

Az = —% (V2+iv3v2) e K.
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Auferdem gilt K = Q(+/2, A1, \2), wobei "2" schon klar ist und die andere In-
klusion aus

. A2 — M
Z\/gz
V2

folgt. Aus der Gradformel folgt hier sofort
[K:Q]=6=3!

(ii4) Der Zerfillungskorper von 24 — 1 (bzw. @) iiber Q ist Q(e’7"). Die Nullstel-
len von ¢ — 1 in C sind gerade die d-ten Einheitswurzeln und ¢°@ erzeugt als
primitive Einheitswurzel alle anderen. Falls d prim ist, gilt laut Korollar[.2.17]

[Q(ﬁ):@]:dq. A
Lemma4.4.3. Seip € k|x|und K ein Zerfillungskorper von p iiber k. Dann gilt
[K : k] < deg(p)!
Beweis. Aufgabe[57. O

Satz4.4.4. Zujedemp € k(x| existiert ein Zerfillungskorper.

Beweis. Esgeniigt zu zeigen, dass eine Korpererweiterung k C L existiert, in der
p eine Nullstelle hat. Nach Abspaltung von Linearfaktoren iiber L iterieren wir
dann den Prozess und adjungieren am Schluss alle nétigen Nullstellen an k. Da
jedes Polynom ein Produkt von irreduziblen Polynomen ist, konnen wir 0.B.d.A.
zusitzlich annehmen, dass p irreduzibel ist. Dann entsteht L aber gerade durch
Konstruktion[4.1.9] O

Wir wollen nun die Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers zeigen. Ein Homomor-
phismus ¢: k& — k' von Korpern setzt sich offensichtlich zu einem Ringhomo-
morphismus ®: k[x] — k'[z] mit®(z) = x fort. Fiir ein Polynom p = Z?:o ' €
k|[x] gilt dabei
d
®(p) =Y p(ei)a’ = p@.
=0
Die folgende Aussage ist zwar technisch, wird im Folgenden aber immer wieder
benutzt werden.
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Proposition 4.4.5. Esseien k C K und k' C K' Korpererweiterungen sowie p: k —
k" ein Homomorphismus. Sei a € K algebraisch iiber k und p = Min(a, k) € k[z].
Dannistdie Anzahl der Homomorphismen1): k(a) — K'mitiy, = pgleich der Anzahl
derverschiedenen Nullstellen von p®) in K.

Beweis. Sei): k(a) — K'eine Fortsetzung von ¢. Fiir ein Polynom ¢ € kx| gilt
dann

und insbesondere

Daraus sehen wir zweierlei. Erstensist ¢) durch seinen Wert auf a schon eindeutig
bestimmt, zweitens muss 1/(a) immer eine Nullstelle von p(*) sein. Damit gibt es
hochstens so viele Abbildungen 1) wie Nullstellen von p'¥) in K.

Seinun b € K’ eine Nullstelle von p¥). Wir miissen noch zeigen, dass ein 1 exi-
stiert mit ¢)(a) = b. Jedes Element von k(a) = k|a] ist von der Form ¢(a) fiir ein
q € klz]. Wir definieren also einfach

¥(q(a)) = ¢ (b).

Dabei miissen wir zunichst die Wohldefiniertheit zeigen. Seien also ¢, ¢ € k[z]
mit ¢(a) = G(a). Das bedeutet (¢ — ¢)(a) = 0 und wegen p = Min(a, K) folgt

q—q=ph

fiir ein h € k[x]. Daraus folgt ¢¥) — G¥) = p(®» h(¥) und nach Einsetzen von b
dann
¢ (b) — g (b) = p (b) K9 (b) = 0.
=0
Das zeigt die Wohldefiniertheit. Die Abbildung 1) ist aber nun offensichtlich ein
Homomorphismus ¢: k(a) — K’ mit ¢, = p und ¢(a) = b. O

Satz 4.4.6. Sei: k — k' ein Isomorphismus, p € k|x] und K ein Zerfillungskorper
von p sowie K’ ein Zerfillungskorper von p¥). Dann gibt es mindestens einen und hoch-
stens [K : k] viele Isomorphismen): K — K'mit1), = . Falls alle Nullstellen von
p'?) in K’ verschieden sind, gibt es genau [K : k| viele solche Fortsetzungen 1).
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Beweis. Sei p; ein irreduzibler Faktor von p in k[z| und a; € K mitp;(a;) = 0.
Dann gilt Min(ay, k) = p; und nach Proposition}4.4.5]gibt es so viele Fortsetzun-
gen ¢ : k(a;) — K'von ¢, wie pg‘P) verschiedene Nullstellen in K’ hat. Das sind

mindestens eine und hochstens
deg (1) = deg(p1) = [k(a) : K

viele. Wir iterieren diesen Prozess nun mit ¢, anstelle von ¢ und k(a;) anstelle
von k. Dafiir zerlegen wir p in k(a, )[z] in irreduzible Faktoren und wihlen eine
Nullstelle a, eines nicht-linearen irreduziblen Faktors. Auf diese Weise erhalten
wir schliellich Fortsetzungen v: K — K’ von .

Da sich sowohl der Korpergrad als auch die Anzahl der Fortsetzungen in jedem
Schritt multipliziert, gibt es hochstens [K : k] viele Fortsetzungen. Hat p¥) lau-
ter verschiedene Nullstellen in K’, so gibt es in jedem Schritt die maximale An-
zahl von Fortsetzungen, also exakt [K : k| viele insgesamt.

Jeder Homomorphismus zwischen Korpern ist injektiv und jede Fortsetzung v
bildet also verschiedene Nullstellen von p in K auf verschiedene Nullstellen von
p®) in K’ ab. Da man das Argument auch mit ¢~ durchfiithren kann, haben p
und p'¥) jeweils gleich viele verschiedene Nullstellen in ihren Zerfillungskérpern
und die werden durch ¢ permutiert. Also ist 1) auch surjektiv und damit ein Iso-
morphismus. O

Definition 4.4.7. Seien k C L, k C K Kdrpererweiterungen.
(?) Ein Homomorphismus ¢: L — K heif3t k--Homomorphismus, falls

90|k = idk.

(i7) L und K sind isomorphiiber £, falls es einen Isomorphismus zwischen L und
K gibt, der ein k-Homomorphismus ist. A

Bemerkung 4.4.8. Jeder k-Homomorphismus ¢: K — K ist k-linear. Es gilt fur
ackbeK

p(ab) = p(a)p(b) = ap(b).
Insbesondere ist ¢ durch die Werte auf einer k-Basis von K eindeutig bestimmt.
Man beachte aber, dass die Vorgabe von Werten auf einer Basis im Allgemeinen

nicht zu einem Homomorphismus fithrt. Die Multiplikativitat ist nicht automa-
tisch sichergestellt. A

Korollar 4.4.9. Der Zerfillungskorper eines Polynoms p € k[x] ist bis auf Isomorphie
iiber k eindeutig bestimmt.
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Beweis. Satz[4.4.6mit ¢ = idy. O

Definition 4.4.10. (i) Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, falls jedes
Polynom aus K [z]\ K in K eine Nullstelle hat (und damit natiirlich alle Polynome
iiber K zerfallen).

(i1) Fur eine Korpererweiterung £ C K heifdt K algebraischer Abschluss von
k, falls K algebraisch abgeschlossen und k£ C K eine algebraische Erweiterung
ist. A

Bemerkung 4.4.11. Jeder algebraisch abgeschlossene Korper ist unendlich. Wenn
k ={as,...,a,} nimlich endlich ist, hat das Polynom

p=(r—ay) - (r—a,) +1E€klx]
offensichtlich keine Nullstelle in &. AN

Satz4.4.12. Jeder Korper k besitzt (bis auf Isomorphieiiber k) einen eindeutig bestimmten
algebraischen Abschluss.

Beweis. Existenz: Zunichst zeigen wir die Existenz einer algebraischen Korperer-
weiterung k C L, wobei jedes nichtkonstante Polynom iiber % in L eine Nullstelle
hat. Das Argument ist eine Verallgemeinerung von Konstruktionf.1.9] Sei dazu

R=k[z, | p ekl \ K

der Polynomring tiber k in so vielen Variablen, wie es nichtkonstante Polynome
tiber k gibt (beachte, dass in jedem Polynom aus R nur endlich viele Variablen
auftreten). In R betrachten wir das Ideal

I:= (p(xp) | p € K[2] \ )

und zeigen I # R. Ware namlich 0.B.d.A.
1= Zgi(xplv e Ty )Pi(Tpy)
i=1

mit gewissen g; € k[z,,,...,zp, | undp; € k[z] \ k, so wihlen wir (zum Beispiel
im Zerfillungskorpervonp; - - - p,,, tiber k) Elemente a; mit p;(a;) = 0. Setzen wir
dann q; fiir z,, in die obere Gleichung ein, ergibt sich 1 = 0, ein Widerspruch.
Mit Satz[3.3.5/finden wir ein maximales Ideal m mit

I Cm<R.
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Der Korper L := R/m kann dann als Erweiterungskorper von £ aufgefasst wer-
den. Das Element =, + m € L ist dann aber eine Nullstelle von p, da p(x,) € m.
Damitist k C L auch eine algebraische Erweiterung.

Wir iterieren den Prozess nun und erhalten eine aufsteigende Folge von algebrai-
schen Korpererweiterungen

k=LoC L CLyC---

Dabei hat jedes nichtkonstante Polynom mit Koeffizienten aus L; eine Nullstelle

in L; ;. Dann ist
K =L

>0

auf kanonische Weise ein algebraischer Oberkérper von k. Jedes nichtkonstan-
te Polynom aus K [x] liegt dann bereits in einem L;[x| und hatalsoin L;;; C K
eine Nullstelle. Damitist K algebraisch abgeschlossen, also ein algebraischer Ab-
schluss von k.

Eindeutigkeit: Seien k C K und k C K’ zwei algebraische Abschliisse von k. Wir
zeigen die Existenz eines Isomorphismus ¢: K — K’ mit ¢, = id; mit dem
Zorn'schen Lemma. Sei dazu

M :={p: L — L' Isomorphismus | k C L C K,k C L' C K', o = idy } .

Wegen (idy: k — k) € M ist M nichtleer und wir versehen es mit der folgenden
partiellen Ordnung:

(p: L—>L') =< (¢: L — L)
s LCLLCL, ¢p=0¢.

Man sieht leicht, dass jede Kette in M eine obere Schranke besitzt. Also gibt es
nach dem Zorn'schen Lemma in M ein maximales Element p: L — L’. Wire
nun L C K,sogibeesa € K \ L, wobei a sogar algebraisch iiber k& und damit
iiber L ist. Seip = Min(a, L). Da K’ algebraisch abgeschlossen ist, besitzt p(*) in
K’ eine Nullstelle b. Nach Proposition4.4.5kann man ¢ damit zu einem Isomor-
phismus¢: L(a) — L'(b) fortsetzen, ein Widerspruch zur Maximalitit. Dassel-
be Argument funktioniert auch mit ¢! und zeigtalso L = K, L' = K'. O

Bemerkung/Beispiel 4.4.13. (i) C ist der algebraische Abschluss von R. Es ist C
niamlich algebraisch abgeschlossenund R C Cistendlich und damitalgebraisch.
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(i) Cist nicht der algebraische Abschluss von Q, da die Erweiterung Q C C nicht
algebraisch ist. Der algebraische Abschluss von Q ist (Aufgabe[56)

Q = {a € C | aalgebraisch itber Q} .

(¢i7) Die Erweiterung von k zum algebraischen Abschluss muss nicht endlich sein.
Fir k = T, ist sie es beispielsweise nicht, wie man leicht mit Bemerkungf4.4.1]
sieht.

(iv) Wir bezeichnen den algebraischen Abschluss des Korpers k£ von nun an auch
mit k. A

Korollar 4.4.14. Sei k C L eine algebraische Korpererweiterung und k C K mit K
algebraisch abgeschlossen. Dann gibt es einen k-Homomorphismus . L — K.

Beweis. Man kann beispielsweise die Argumente aus dem Eindeutigkeitsteil des
Beweises von Satz [4.4.12) wiederholen. Andererseits kann man auch folgender-
maflen argumentieren. Sei L der algebraische Abschluss von L und

k = {a € K | aalgebraisch iiber k} .

Dann sind L und k beides algebraische Abschliisse von k& und damit isomorph
tiber k. Ein Isomorphismus liefert durch Einschrinkung auf L den gewiinschten
Homomorphismus. O

4.5 Normale und separable Erweiterungen

Der Begriff einer normalen und separablen Korpererweiterung ist notig, um spa-
ter den Hauptsatz der Galoistheorie beweisen zu kénnen.

Definition4.5.1. Eine algebraische Kérpererweiterung & C K heif3t normal, falls
jedes irreduzible Polynom p € k[z], welches in K eine Nullstelle hat, in K bereits
zerfallt. A

Beispiel 4.5.2. (i) Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist die Erweiterung k C K
trivialerweise normal. Beispielsweise ist R C C normal.
(ii) Die Korpererweiterung Q C Q(+/2) ist nicht normal (vergleiche dazu Beispiel

B.4.2). A

Satz 4.5.3. Fiir eine algebraische Korpererweiterung k C K C k sind dquivalent:
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(1) k C K istnormal.
(i1) K ist Zerfillungskorper einer Menge von Polynomen iiber k.
(i1i) Jeder k-Homomorphismus o: K — Ee;ﬁllltgo(K) C K.

Beweis. "(i) = (ii)" Fiirjedes a € K hat Min(a, k) in K die Nullstelle ¢ und zer-
fallt deshalb dort bereits in Linearfaktoren. Damit ist K offensichtlich der Zer-
fallungskorper der Minimalpolynome aller seiner Elemente iiber &.

"(i1) = (i9)" Sei K der Zerfillungskorper der Familie (p;),., von Polynomen
p; € k[z]und ¢: K — k ein k-Homomorphismus. Seia € K eine Nullstelle von
einem p;. Dann gilt

0= (0) = @(pi(a)) = pi(¢(a)),

da ¢ ein k-Homomorphismus ist. Als Nullstelle von p; in k liegt ((a) also sogar
in K. Da K von solchen Nullstellen erzeugt wird, gilt o(K) C K.

"(iii) = (i)"Seip € k[x]irreduzibelund a € K seieine Nullstellevon p. Seib € k
eine beliebige weitere Nullstelle von p. Wir zeigen b € K, daraus folgt die Aussa-
ge. Nach Propositiongibt es aber einen k-Homomorphismus ¢: k(a) — k
mit p(a) = b. Wie im Beweis der Eindeutigkeit in Satz[4.4.12)kann man ¢ auf
ganz K fortsetzen. Daraus folgtb € p(K) C K. O

Beispiel 4.5.4. (i) Es sind

2mi

QCQHV2) QcCQ(W2i3) QcCQ (eT)

normale Korpererweiterungen. Laut Beispiel[4.4.2]sind es niamlich Zerfillungs-
korper.
(i1) Jede Korpererweiterung mit [K : k] = 2 ist normal (Aufgabe59). A

Korollar 4.5.5. Sind k C L C K algebraische Erweiterungen und ist K normaliiber k,
so auch iiber L. Im Allgemeinen ist L aber nicht normal iiber k.

Beweis. Die Normalitit von K iiber L folgt zum Beispiel aus Satz (i7). Als
Gegenbeispiel zur Normalitit von L iiber k betrachten wir die Kérperkette

Q C Q(V2) C Q(V2,iV3).

Die Erweiterung Q C @(\3/5, Z\/g) ist normal, nicht aber die Erweiterung Q C

Q(V2). 0
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Definition 4.5.6. (i) Ein irreduzibles Polynom p € k[z] heifdt separabel, falls p in
k (oder seinem Zerfillungskorper) deg(p) viele verschiedene Nullstellen besitzt.
(i1) Fur eine Korpererweiterung k C K heifdt @ € K separabel iiber £, falls a
algebraisch tiber & ist und Min(a, k) separabel ist.

(¢i7) Eine algebraische Korpererweiterung k C K heif3t separabel, falls jedes a €
K separabel iiber £ ist. A

Bemerkung 4.5.7. Sei k C L C K eine Korperkette. Wenn K separabel iitber
k ist, sind sowohl K iiber L als auch L tiber k separabel. Fiir L iiber k ist das
trivial, fur K tiber L liegt es daran, dass Min(a, L) in L[z| ein Teiler von Min(a, k)
ist. A
Definition 4.5.8. Sei R ein kommutativer Ring. Dann heift die Abbildung

0: R[z] — R[z]

d d
Z Gt Z ic;rtt
i=0 i=1

formale Ableitung. A

Lemma4.5.9. Sei R ein kommutativer Ring und O die formale Ableitung auf R[x|. Dann
giltfurr,s € R, p,q € R[z]

A(rp + sq) = rd(p) + s0(q)

d(pq) = pd(q) + qI(p)
d(r) = 0.

Beweis. Aufgabe[47, O
Satz 4.5.10. Sei k ein Korperund p € k|x|irreduzibel. Dann gilt
pseparabel < O(p) # 0.

Beweis. Seio.B.d.A. p normiert.
"=": Es gibt paarweise verschiedene a4, ..., a,; € k mit

p=(x—ay) - (x—ag).
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In k[z] gilt dann

o) =S [ - ay)

i=1 j#i
und jeder Linearfaktor (z — a;) teilt jeden Summanden aufler dem i-ten, also
nicht d(p). Daraus folgt 9(p) # 0.

"«<": Aus O(p) # 0 und deg(0(p)) < deg(p) folgt p 1 (p). Da p irreduzibel ist,
sind p und 0(p) dann schon teilerfremd im Hauptidealring k[x]. Nach Lemma

B.5.14|gibt es eine Darstellung
1= fp+g0(p)

mit f, g € k[x] und p, d(p) kdnnen also keine gemeinsame Nullstelle in k haben.
Ware nun p nicht separabel, so gibe es a € k mit

(x—a)*|p ink[a],
also p = (z — a)?q. Nun berechnet man
0(p) = (x —a) 2¢ + (z — a)9(q)),
also haben p und 9(p) in k die gemeinsame Nullstelle a, ein Widerspruch. O

Bemerkung 4.5.11. Dem Beweis von Satz[4.5.10|sieht man an, dass fiir die Sepa-
rabilitit von p schon eine einzige Nullstelle in k£ mit Vielfachheit 1 geniigt. A

Korollar 4.5.12. (i) Falls char(k) = 0 gilt, ist jedes irreduzible Polynom p € k|x] sepa-
rabel. Insbesondere ist jede algebraische Korpererweiterung k C K separabel.

(i1) Falls char(k) = d gilt, so ist ein irreduzibles p € k[z| genau dann inseparabel, wenn
einq € kx| existiert mit p(x) = q(z?).

Beweis. (i) folgt mit Satz aus der Tatsache, dass fiir p € k[x] \ & stets
d(p) # 0gilt. Ist ¢ # 0 ndmlich der Leitkoeffizient von p, so ist deg(p) - ¢ # 0 der
Leitkoeffizient von 0(p).

Fiir (77) sieht man ganz analog, dass alle Koeffizienten von d(p) genau dann Null
sind, wenn die Grade bei allen auftretenden Koeffizienten von p Vielfache von d
waren. [

Definition 4.5.13. Ein Korper k heifdt vollkommen, falls jedes irreduzible Poly-
nom p € kx| separabel ist ] A

ITrifft ein schwere-noetherscher Ring auf einen vollkommenen Kérper...
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Beispiel 4.5.14. Jeder Kérper von Charakteristik 0 ist vollkommen (Korollar[4.5.12]
() A

Satz 4.5.15. Sei k ein Korper mit char(k) = d > 0. Dann gilt
kvollkommen < k =k (:= {a® | a € k}).

Beweis. "=":Fiir a € k beliebig betrachten wir p = ¢ — a € k[z]. Da offensicht-
lich 9(p) = 0 gilt muss p reduzibel sein, nach Satz}4.5.10] Also gibtes ¢, i € k|z]
mit g irreduzibel und p = gh. Es gibt nun ein b € k mit ¢(b) = 0, insbesondere
p(b) =0, also

v =a.

Damit gilt in k[z] (mit Lemma
gh=p=2'—a=2a2"—0"= (x - )"

Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in k[xz] folgt ¢ = (z — b)™ fiir
ein m. Da k nach Annahme vollkommen ist, hat das irreduzible Polynom ¢ lauter
verschiedene Nullstellen in %, und daraus folgt m = 1. Aus

r—b=q¢c k]

folgt dann b € k, die gewiinschte Aussage.
"«<":Seip € k[z] mitd(p) = 0. Im Beweis von Korollar[t.5.12]haben wir gesehen,
dass

p=co+ a1zt + cx® + - ey

gelten muss. Wihle nun b; € k mit b¢ = ¢;. Dann gilt
p = b+ b0+ b bl = (b + by 4 bya® £ -+ D)

Also ist p nicht irreduzibel. Mit Satz[4.5.10|folgt, dass alle irreduziblen Polynome
in k[z] separabel sind. Damit ist k offensichtlich vollkommen. O

Beispiel 4.5.16. (i) Jeder endliche Kérper ist vollkommen. Das folgt mit Satz4.5.15|
aus Lemmal4.1.6.
(49) Sei p eine Primzahl. Dann ist der Korper F,(¢) nicht vollkommen (siehe Auf-

gabe[70). A

Satz 4.5.17 (Satz vom primitiven Element). Sei k C K eine endliche separable Erwei-
terung. Dann gibteseina € K mit K = k(a).
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Beweis. Wir fithren den Beweis nur im Fall, dass k£ unendlich ist. Wir konnen au-
flerdem K = k(b, ¢) mit algebraischen Elementen b, ¢ € K annehmen, weil man
das Ergebnis dann iterieren kann. Seien p = Min(b, k), ¢ = Min(c, k) sowie

b:ﬁhBQH-,ﬁd undC:’Yl,’)/Q...,’}/e

die (jeweils paarweise verschiedenen) Nullstellen von p und ¢ in k. Da k unendlich
ist, gibtesein d € k mit

5 B — Bi
VTN
furallei=1,...,d,j =2,...,e. Wir setzen

a:=0+éyn=b+dce K
und zeigen k(b, ¢) = k(a), wobei "2" klar ist. Die beiden Polynome
¢, p(a — ox) € k(a)[x]

haben die gemeinsame Nullstelle ¢ = ~;. Eine weitere gemeinsame Nullstelle
haben sie nicht, denn fiir j > 2 folgt aus 0 = p(a — év,) schona — 6+, = ; fur
ein 7 und genau das ist nach Wahl von ¢ nicht der Fall. Es gilt also

r —c=ggT(q,pla —6x))in k[z].

Der grofite gemeinsame Teiler kann aber auch in k(a)[z] berechnet werden (zum
Beispiel wegen Lemmal3.5.14) und daraus folgt ¢ € k(a) und somitauchb € k(a).
Das zeigt k(b, ¢) C k(a). O

4.6 Galoistheorie

Die Galoistheorie erlaubt es uns, Fragen der Korpertheorie in Fragen der Grup-
pentheorie zu iibersetzen. Erst damit konnen wir die Frage nach der Losbarkeit
von polynomialen Gleichungen beantworten.

Definition 4.6.1. Sei k C K eine Korpererweiterung. Wir definieren ihre Galois-
gruppe folgendermafien:

Gal(K, k) :=={¢: K — K | ¢ k-Isomorphismus} .

Elemente von Gal( K, k) nennen wir auch k-Automorphismen von K. A
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Bemerkung/Beispiel 4.6.2. (i) Offensichtlich ist Gal( K, k) eine Gruppe beziig-
lich der Hintereinanderausfithrung von Funktionen. Das neutrale Element ist
idg.

(it) Wir berechnen Gal(C, R). Wegen C = R(¢) gibt es nach Propositiont.4.5|so
viele R-Homomorphismen von C wie Nullstellen von 2% + 1 in C und das sind
genau ¢ und —i. Bilden wir ¢ auf i ab, erhalten wir die Identitat. Bilden wir ¢ auf
—i ab, erhalten wir die komplexe Konjugation k. Es gilt k o k = id. Beide Homo-
morphismen sind Automorphismen, also

Gal(C,R) = {idc,x} = Z/27.

Ganz analog berechnet man
Gal (Q(v2),Q) = {id, ¢} 2 Z/2Z,

wobei ¢ gerade V2 auf —+/2 abbildet.
(i49) Wir bestimmen Gal (Q (v/2) , Q) . Es muss v/2 durch jeden Q-Automor-
phismus auf eine Nullstelle von 2® — 2 abgebildet werden und davon gibt es in

Q(v/2) nur eine. Also gilt

Gal (Q(V2),Q) = {id}.

i (@(+#).)

fiir eine Primzahl p. Das Minimalpolynom ¢, von a = e’r hatin K = Q (eT

die p— 1 verschiedenen Nullstellen a, a?, . . ., a?~!. Nach Proposition gibtes
also p — 1 viele Q-Homomorphismen von K, also ¢, . . ., ¢,—1 bestimmt durch

(1v) Wir bestimmen

wi(a) = d.

Dabei handelt es sich jeweils sogar um Automorphismen (Ubungsaufgabe). Da-
mit sieht man

Gal (Q(e7),Q) = {o1, -, 0p1} = (Z/p2)". A
Lemma4.6.3. Seip € k[x| und K der Zerfillungskorper von p iiber k.

(i) Esgilt# Gal(K, k) < [K : k| ,insbesondereistdie Galoisgruppe der Erweiterung
endlich.



4.6. GALOISTHEORIE 95

(ii) Falls alle Nullstellen von p verschieden sind, gilt # Gal(K, k) = [K : k].
Beweis. Direkte Folgerung aus Satz[4.4.6/mit ¢ = idy. O

Definition4.6.4. Seik C K eine Korpererweiterung, G = Gal(K, k)und H < G
eine Untergruppe. Dann definieren wir

Fix(H):={be K | p(b) =bfurallep € H}. A

Bemerkung/Beispiel 4.6.5. (i) Man sieht leicht, dass Fix(H ) furjede Untergrup-
pe H der Galoisgruppe ein Zwischenkorper der Erweiterung ist:

k C Fix(H) C K.

Die Korperaxiome folgen aus der Tatsache, dass die betrachteten Abbildungen ¢
Homomorphismen sind. Die Aussage k C Fix(H) bedeutet gerade, dass alle ¢
k-Homomorphismen sind.

(¢7) Umgekehrt gilt fir jeden Zwischenkorper £ C L C K offensichtlich

Gal(K, L) < Gal(K, k).
(¢17) Wir haben also Zuordnungen

{Untergruppen von Gal(K, k)} <> {Zwischenkérpervon k C K}
H — Fix(H)
Gal(K,L) < L

Beide Zuordnungen sind inklusionsumkehrend, fiur H; < Hy < Gal(K, k), k C
Ly C Ly C Kgiltalso

Fix(H,) D Fix(H,) und Gal(K, L;) D Gal(K, L»).
Weiter gilt offensichtlich
H C Gal (K, Fix(H)) und L C Fix (Gal(K,L)).
Im Allgemeinen gilt aber keine Gleichheit. In Beispiel[4.6.2] (i77) etwa gilt
Fix (Gal(K, k)) = K. A

Proposition 4.6.6 (Lemma von Artin). Sei k C K eine Korpererweiterung und H <
Gal(K, k) endlich. Dann gilt

[K : Fix(H)] < #H.
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Beweis. Sein = #H und H = {¢1,...,on}.Seim > nund ay,...,a, € K.
Wir zeigen, dass ay, .. ., a,, linear abhingig iiber Fix(H ) sein miissen, das be-
weist die Aussage. Dazu betrachten wir das homogene lineare Gleichungssystem
p1(ar)z1 + p1(az)zz + - + @1(am)Tm =0
wa(ar)ry + p2(az)xe + - - + a(am)Tm =0

on(a1)r1 + pp(ag)we + - + Onlam) T, = 0.

Wegen m > n gibt es eine nichttriviale Losung (b1, ..., b,,) € K™ und wir wih-
len sie dabei mit einer maximalen Anzahl von Nullen in den Eintragen. Sei au-
ferdem 0.B.d.A. by = 1. Fir alle 7, j gilt nun

0=,(0) =, (Z %(%)%) = Z(%‘ o ;) (ax)p;(bk).

k

Fiir festes j durchlaufen die Elemente ¢ 0, miti die ganze Gruppe H und damit
ist auch (p;(b1),...,¢;(bm)) € K™ eine Losung des Gleichungssystems. Auf-
grund der Homogenitit ist dann auch

(bl - gﬁj(bl)? o 7bm - @J(bm)) €K™

eine Losung. Angenommen es gilt nun b; ¢ Fix(H) fir ein . Dann gibt es ein j
mit ¢;(b;) # b;, alsoist

(br = @5(01), b = ;(bm)) = (1 = L, by = @(b2), -, b = (b))

= (O,bg — (p]‘(bg), e 7bi — QOJ(bZ), ey .,bm — gﬁj(bm))
#0

eine nichttriviale Losung mit einer Null mehr. Das ist ein Widerspruch und zeigt
b; € Fix(H) fur alle .. Wenn etwa ¢, = id gilt, zeigt die erste Zeile des Glei-
chungssystems also die lineare Abhingigkeit der a; iiber Fix(H ). O

Definition4.6.7. Eine Korpererweiterung heifdt Galois-Erweiterung, falls sie end-
lich, normal und separabel ist. A

Beispiel 4.6.8. (i) Mit char(k) = 0, p € k[z] und K dem Zerfillungskorper von p
tiber k ist k C K eine Galoiserweiterung. Das folgt aus Satz[4.2.9], Satz}4.5.3lund
Korollar[4.5.12] Beispiele dafiir sind

QCQ(V), QCQ(V2,V3), QCQ (), RCC.
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(@1) Ist k C L C K eine Korperkette und K tber k galoisch, so auch K iber L
(nach Korollarf4.5.5und Bemerkung[4.5.7). Fiir L iiber k stimmt das im Allgemei-
nen nicht (die Normalitit kann scheitern, siehe Korollar[4.5.5). A

Satz 4.6.9 (Hauptsatz der Galoistheorie). Essei k C K eine Galois-Erweiterung.
Dann sind die Zuordnungen Fix(-) und Gal( K, -) zueinander inverse inklusionsumkeh-
rende Bijektionen zwischen Untergruppenvon G = Gal( K, k) und Zwischenkorpern von
kund K. Weiter gilt fur H < G :

(i) #H = [K : Fix(H)] und |G : H| = [Fix(H) : k]
(i1) H <G < Fix(H) normaliiber k.

In diesem Fallist k C Fix(H ) wieder eine Galois-Erweiterung und es gilt

Gal (Fix(H), k) = G/H.

K {id}

T |7
L=Fix(H)  H=Gal(K,L)

s | | s

k G

Beweis. Mit dem Satz vom primitiven Element ist K als Galois-Erweiterung der
Zerfillungskdrper eines separablen Polynoms iiber k. Nach Lemmal4.6.3|gilt also
# Gal(K, k) = [K : k] . Dasselbe Argument kann man natiirlich auch fiir jeden
Zwischenkorper k£ C L C K auf die Galois-Erweiterung . C K anwenden und
erhilt also
#Gal(K,L)=[K : L].

Seinun H < G := Gal(K, k) eine Untergruppe. Wegen H C Gal(K, Fix(H))
gilt mit dem Lemma von Artin

4H < # Gal(K,Fix(H)) = [K : Fix(H)] < #H.

Das beweist Gal( K, Fix(H)) = H und die erste Gleichung in (7). Die zweite Glei-
chung in (7) folgt direkt aus

#G =[K : k] =K : Fix(H)] - [Fix(H) : k] = #H - [Fix(H) : k].
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Nun gilt offensichtlich Gal( K, Fix(Gal(K, k))) = Gal(K, k), also
(K : k] = # Gal(K, k) = # Gal(K, Fix(Gal(K, k))) = [K : Fix(Gal(X, k))]

und damit Fix(Gal(K, k)) = k. Auch hier erhilt man dieselbe Aussage fiir jeden
Zwischenkorper:
Fix(Gal(K, L)) = L.

Damit ist gezeigt, dass die Zuordnungen Gal( K|, -) und Fix(-) beidseitig invers
zueinander sind.
Fur (i) sei H < Gund L = Fix(H). Danngiltfirp € G

o(L) = Fix(pHp™),

denn

Ist H nun eine normale Untergruppein G, sogilt pHp~! = H und somitp(L) =
L fir alle ¢ € G. Wir wollen mit Satz[4.5.3|(:44) daraus die Normalitit von L itber
k schliefien. Wir kénnen mit Korollar[4.4.14]

kCLCKCEk

annehmen und wihlen einen beliebigen k-Homomorphismus ¢: L — k. Mit
Propositionexistiert eine Fortsetzung : K — kvon 1 und da K normal
itber k ist, gilt mit Satz[4.5.3|sogar p: K — K. Esistalso ¢ € G und wir wissen
deshalb /(L) = (L) C L. Mit Satz[4.5.3|(#ii) ist also L normal iiber k.
Sei umgekehrt L normal iiber k. Dann gilt wieder mit Satz (L) C L fir
alle p € G, also

Fix(poHyp™ ') C Fix(H).

Nach Anwendung von Gal( K, -) erhalten wir also H C ¢H ! und aufgrund der
Michtigkeiten damit H = pHp~!. Dies stimmt fiir alle p € G, also ist H eine
normale Untergruppe.

In diesem Fall betrachten wir schlief3lich den Gruppenhomomorphismus

m: G — Gal(L, k)
©Y = P|L-
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Er ist wohldefiniert, da aufgrund der Normalitit von L iiber k stets (L) C L
gilt. Es gilt offensichtlich ker(7) = Gal(K, L) = Gal(K,Fix(H)) = H. Aufler-
dem ist 7 surjektiv. Jeder k-Homomorphismus ¢): L — L lisst sich fortsetzen
zu ¢: K — kund aufgrund der Normalitit von K iiber k also zu ¢ € G mit
7(y) = . Mit dem Homomorphiesatz folgt

G/H = Gal(L, k). O
Beispiel 4.6.10. Wir wollen alle Teilkorper der Galoiserweiterung

Q C Q(e2m‘/5)

finden. Setze ¢ := ¢>™/°. Wir wissen bereits [Q(¢) : Q] = 4, also hat jeder echte
Zwischenkérper laut Gradformel Grad 2 iiber Q. Aus Beispiel (177) wissen
wir

Gal(Q(¢),Q) = (Z/57)" ={1,2,3,4}.
Man kann nun leicht simtliche Untergruppen dieser Gruppe bestimmen:

{1},1{1,2,3,4},{1,4}.

Also gibt es genau einen echten Zwischenkorper, und zwar den Fixkorper der Ab-

bildung
pg: € &
Fixiert wird durch ¢, das Element
X =&+ & = 2cos(2n/5),
da (&%) = €% = £, Andererseits gilt ¥ ¢ Q, da

©2(x) = & + & = 2cos(4m/5) # x.

Also ist
Fix ({1,4}) = Q(x)

der eindeutig bestimmte nichttriviale Zwischenkoérper der Erweiterung. A

Eine erste Folgerung, in deren Beweis wir Ergebnisse der Gruppentheorie in die
Korpertheorie iibertragen, ist der Fundamentalsatz der Algebra:

Korollar 4.6.11 (Fundamentalsatz der Algebra). C istalgebraisch abgeschlossen.
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Beweis. Dajedes Polynom in einer endlichen Erweiterung eine Nullstelle hat, ge-
nigt es zu zeigen, dass C keine echte endliche Kérpererweiterung besitzt. An-
genommen C C K ist eine endliche Kérpererweiterung. Nach dem Satz vom
primitiven Element gilt X' = R(a) fir ein a € K, und wenn wir K durch den
Zerfallungskorper von Min(a, R) ersetzen, konnen wir K als Galoiserweiterung
von R annehmen. Wir konnen also den Hauptsatz der Galois-Theorie verwenden.
Wegen
[K:R]=[K:C]-[C:R]=2[K :C]

gilt 2 | # Gal(K,R). Sei H < Gal(K,R) =: G eine 2-Sylow-Untergruppe und
L = Fix(H):

K {id}
27" | | 2r
L H
ungerade | | ungerade
R G

In R hataber nach dem Zwischenwertsatz jedes Polynom von ungeradem Grad ei-
ne Nullstelle. Also sind die einzigen irreduziblen Polynome von ungeradem Grad
vom Grad 1, also besitzt R keine echte ungerade Korpererweiterung. Das bedeu-
tet L = Rund [K : R] = 2". Fir die Untergruppe Gal(K,C) < G gilt also
# Gal(K,C) = 2! und wir zeigenr — 1 = 0. Wire r > 1, kénnten wir ei-
ne Untergruppe H; < Gal(K,C) mit #H, = 2"? wihlen. Fiir L; = Fix(H,)
wire dann [L; : C] = 2. In C[z] gibt es aber keine quadratischen irreduziblen
Polynome, da man in C immer Wurzeln ziehen kann. Also hat C auch keine qua-
dratische Erweiterung, ein Widerspruch. Wir haben also # Gal(K,C) = 1 und
damit K = C gezeigt. O

Wir zeigen nun noch die Umkehrung von Satz}4.3.6}

Korollar 4.6.12. Sei p eine Primzahl mitp — 1 = 2" fiireinr > 1. Dann ist das regel-
mifSige p-Eck mit Zirkel und Lineal aus 0, 1 konstruierbar.

Beweis. EsistQ C Q (62“/ 7’) nach Beispiel(z’) eine Galoiserweiterung. Mit
Korollar[4.2.17/und dem Hauptsatz der Galoistheorie erhalten wir fiir

G = Gal (Q (e*™7),Q)

gerade
#G =2".
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Mit dem ersten Sylowsatz gibt es nun eine Kette von Untergruppen
{id}=HyCH, C---CH, =G

mit #H; = 2 fir alle 7 (man wihle zuerst H,_, in G, dann H,_5 in H,_;...).
Durch Bildung der Fixkorper erhalten wir eine Korperkette

Q:LrgLr—lg"'gLOZQ(GQWi/p)

mit [L; : L;y1] = 2 fiir alle i. Jede Korpererweiterung vom Grad 2 entsteht aber
durch Adjunktion einer Quadratwurzel, wie man sich leicht iiberlegt. Kérperope-
rationen und Ziehen von Quadratwurzeln ist aber nach Satz mit Zirkel und
Lineal moglich. Das beweist die Aussage. O

4.7 Unlosbarkeit von polynomialen Gleichungen

Zum Abschluss der Kérpertheorie beantworten wir schliefilich die Frage nach Auf-
l6sbarkeit von polynomialen Gleichungen.

Definition 4.7.1. (i) Eine Korpererweiterung & C K heif3t mit Radikalen auf-
losbar, falls es eine Korperkette

k=k Ck C- Chkp=K

gibt, wobei k; 1 = k;(a;) mit afi € k;furallei =0,...,m — 1gilt.

(i1) Fiir p € k[z] heif’t die Gleichung ,,p = 0“ mit Radikalen auflésbar, wenn es
eine Korpererweiterung k C K gibt, die mit Radikalen auflésbar ist, und p itber
K in Linearfaktoren zerfillt. VAN

Lemma4.7.2. Seik C L eine normale Erweiterung, sowie a, b € k Elemente mit dem-
selben Minimalpolynom iiber k. Falls dann a® € L gilt, so gilt auch b¢ € L.

Beweis. Siehe Aufgabe[60] O

Lemma 4.7.3. Sei k C K mit Radikalen auflosbar. Dann gibt es einen Erweiterungs-
korper L von K, sodass die Erweiterung k C L mit Radikalen auflosbar und zusitzlich
normal ist. Dabei bleiben die in der Auflosung verwendeten Exponenten gleich.
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Beweis. Da k C K mit Radikalen auflésbar ist, konnen wir k;, a; und d; wie in
Definition}4.7.1)(;) wihlen. Firjedesi = 0,...,m — 1 seien

A; = Qi1 Q425 - - - 5 Qip,

die Nullstellen von Min(a;, k) =: p; in K.
Wir konstruieren nun eine neue Korperkette, indem wir an k diese Elemente in
der folgende Reihenfolge iterativ adjungieren:

ag = ap1,A02y - - -y A0ngy A1 = A11y -+ -y Alpg, @2 = A21y -+« s Qp—1y -+« s Ap—1myp 1 -

Wenn wir bis zu a;_1,, , alle Elemente adjungiert haben, entsteht der Zerfil-
lungskorper k; von pg, . .., p;_1, also eine normale Erweiterung von k. Wegen

a?i €k = k;(ao, o 7a¢_1) C l;fz

folgt aus Lemmaauch afj € k; fir alle j, und insbesondere ist die neue Er-
weiterung wieder mit Radikalen und denselben Exponenten auflésbar. Am Schluss
erhaltenwir K = k,, C k,,, =: L. O

Der folgende Satz gilt noch deutlich allgemeiner, zum Beispiel ist auch die Riick-
richtung wahr. Wir beschrinken uns aber auf den fiir uns relevanten Teil:

Satz4.7.4. Seip € Q[x]und K der Zerfillungskorper von p iiber Q. Falls die Gleichung
,p = 0“mit Radikalen auflosbar ist, so ist Gal( K, Q) eine auflisbare Gruppe.

Beweis. SeiQ = ko C k1 C --- C k,, eine Korperkette wie in Definition[4.7.1}
also K C k,,. Wirkénnen 0.B.d.A. annehmen, dass k; = Q(&) mit & := e gilt,
wobei n von allen d; geteilt wird. Mithilfe von Lemmal.7.3|konnen wir zusitzlich
annehmen, dass Q C £k, eine normale und damit galoissche Erweiterung ist.
Es geniigt zu zeigen, dass Gal(k,,, Q) auflosbar ist. Da K als Zerfallungskorper
tiber Q normal ist, gilt

Gal(K, Q) & Gal(ky, Q)/ Gal(kn, K)

und als Quotient einer auflosbaren Gruppe ist Gal( K, Q) mit Satz[2.5.7dann auf-
losbar.

Wegen &; := V% ¢ k; firallei > 1 sind die Erweiterungen k; C k4, normal,
denn das Polynom x4 — afi € k;[x] hatin k; 4 die d; verschiedenen Nullstellen

2 di—1
ai, a;&y @&y a6
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Also ist k1 als Zerfillungskérper von 2% — af" iiber k; normal. Dies liefert uns
die Normalreihe

{idg,, } = Gal(ky,, k) < Gal(ky,, k1) < -+ < Gal(ky,, ko) = Gal(k,,, Q)
mit den Faktoren
G&l(k’m, k’l)/ Gal(k:m, ki+1) = Gal(lﬂﬂ, ]{72)

Insgesamt haben wir den Beweis also auf die folgende Behauptung reduziert: Fiir
char(k) = 0, K = k(a) mita? € kund § = ¢4 € kist G = Gal(K, k) abelsch.
Wie eben gezeigt ist a Nullstelle von p = 2% — a? € k[z] und p hat in K die
verschiedenen Nullstellen a, £a, €2a, . . ., €9 'a. Jedes Element von G bildet a auf
eine andere Nullstelle von p ab. Falls also p(a) = a&’ und ¢(a) = a&’ ist, so gilt

(Wop)(a) =(a') = P(a)§' = af’¢’ = a™ = al™ =--- = (poy)(a).
Da ein Homomorphismus durch den Wert auf a schon eindeutig bestimmt ist,
gilt1p oo = o). O
Satz 4.7.5. Sei d eine Primzahl, p € Q[z] irreduzibel vom Grad d und habe genau 2
Nullstellen in C \ R. Fiir den Zerfallungskorper K von p iiber Q gilt dann

Gal(K,Q) = S,.

Beweis. Das Polynom p hat in C die verschiedenen Nullstellen a4, . .., a4 und je-
des ¢ € Gal(K,Q) =: G permutiert diese. So erhalten wir einen injektiven

Gruppenhomomorphismus
t: G — Sd.

Da p reelle Koeffizienten hat, gilt fir alle

0="0=p(a;) = p(@),
also ist @; wieder eine Nullstelle von p. Damit gehort die komplexe Konjugation
zuGund (k) € Syisteine Transposition, da p genau zwei nichtreelle Nullstellen
hat. Aufderdem gilt

#G =K Q] = [K: Q)] [Qa1) : Q] = d - [K: Q(aa)],

also besitzt G nach dem 1. Sylow-Satz eine Untergruppe der Machtigkeit d, d.h.
ein Element ¢ der Ordnung d. Da d prim ist, muss t(¢) € S, ein Zykel der Linge
d sein, wie man sich (durch Zerlegung in elementfremde Zykel) leicht tiberlegt.
Eine Transposition und ein d-Zykel erzeugen aber bereits ganz Sy (Ubungsauf-
gabe). Also ist ¢ surjektiv. O
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Als Hohe- und Schlusspunkt der Korpertheorie erhalten wir folgendes Ergebnis,
das die Frage nach der Auflsbarkeit von Gleichungen vom Grad 5 negativ beant-
wortet. Fast die gesamte hier entwickelte Theorie wird dafiir benutzt.

Korollar 4.7.6. Fiirp = z° — 4z + 2 € Qlx] ist die Gleichung ,p = 0“nicht mit
Radikalen auflosbar.

Beweis. Mit dem Eisenstein-Kriterium zur Primzahl 2 sieht man, dass p irredu-
zibel ist. Die Ableitung p’ = 52 — 4 ist negativim Intervall I = [—+/4/5, </4/5]
und positiv auflerhalb. Also ist p innerhalb von I streng monoton fallend und au-
f3erhalb von I streng monoton steigend. Damit hat p hochstens 3 reelle Nullstel-
len. Man berechnet nun

p(—2) <0, p(—=1) >0, p(1) <0, p(2) >0

und nach dem Zwischenwertsatz hat p also genau drei reelle Nullstellen. Mit Satz
gilt fiir den Zerfillungskérper K von p

Gal(Ka Q) = SE)

und diese Gruppe ist nach Korollar nicht auflésbar. Mit Satz ist die
Gleichung ,,p = 0“also nicht mit Radikalen auflgsbar. O



Kapitel 5

Moduln

Inderlinearen Algebra untersucht man lineare Gleichungssysteme tiber Kérpern.
Dafiir gibt es Losungsmethoden wie den Algorithmus von Gaufs. Die zugrun-
deliegende Theorie ist die Theorie der Vektorriume und linearen Abbildungen.
Mochte man nun ein lineares Gleichungssystem tiber einem Ring l6sen, funktio-
nieren viele der Konzepte nicht mehr so einfach, da durch Skalare nicht mehr ge-
teilt werden kann. Die ganze Theorie muss also angepasst werden. Der wichtigste
Begrift dabei ist der eines Moduls. Dabei handelt es sich um eine Verallgemeine-
rung von Vektorriumen, indem der zugrundeliegende Skalarkorper durch einen
(kommutativen) Ring ersetzt wird.

5.1 Grundlagen

Definition 5.1.1. Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul ist eine abelsche
Gruppe (M, +) mit einer Operation (genannt Skalarmultiplikation)

RxM-—M

(r,m)—r-m
sodassfuraller,s € R, m,n € M gilt:
@ r-(m+n)=(-m)+(r n).
@) (r+s)-m=(r-m)+(s-m)
@d) (rs)-m=r-(s-m)

105
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(Gv) 1-m =m. A

Beispiel 5.1.2. (i) Ist R = k ein Korper, so ist ein R-Modul genau dasselbe wie ein
k-Vektorraum.

(i1) Fur jeden Ring R ist R"™ auf kanonische Weise ein R-Modul.

(i77) Ist I < R ein Ideal, soist I ein R-Modul, wobei die Skalarmultiplikation ein-
fach die Ringmultiplikation ist. So ist zum Beispiel 3Z ein Z-Modul und (x, y) ein
k[x,y]-Modul. Es sind die R-Untermoduln von R sogar genau die Ideale in R.
(iv) Ist I < R ein Ideal, so ist der Faktorring R/I auf kanonische Weise ein R-
Modul. So ist zum Beispiel 7 /37 ein Z-Modul.

(v) Jede abelsche Gruppe G kann als Z-Modul aufgefasst werden. Dabei definiert
man folgende Skalarmultiplikation

7ZxG— G
(2,9) =z g:=g+-+g.
—_——

> mal

(vi) Sei k ein Korper, V' ein k-Vektorraum und f: V' — V eine k-lineare Abbil-
dung. Dann wird V' zu einem Modul itber dem Polynomring k[x], durch folgende
Skalarmultiplikation:

klz] xV =V
(p,v) = p(f)(v),

wobei wir fiir p = co + 12 + - - - + cqx? definieren

p(N)(v) = cov + 1 f (v) + c2f (f () + -+ ca f(f(- - f(0))))- a
——

dmal

Bemerkung 5.1.3. Wie iiblich vereinbaren wir, dass Skalarmultiplikation stirker
bindet als Addition, schreiben also statt (r - m) + (s - n) auch r - m + s - n. Auch
hier lassen wir das Symbol - oft weg und schreiben also rm + sn. A

Definition 5.1.4. (i) Sei M ein R-Modul. Ein R-Untermodul U von M ist eine
Untergruppe U von M, mitru € U furaller € R,u € U.

(i1) Seien M, N zwei R-Moduln. Ein R-Modulhomomorphismus ist eine Abbil-
dung f: M — N mit

f(m+n) = f(m)+ f(n) und f(rm) =rf(m)
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firallem,n € M,r € R.

(¢17) Ein R-Modulisomorphismus ist ein R-Modulhomomorphismus, fiir den ein
beidseitig inverser R-Modulhomomorphismus existiert. Zwei R-Moduln M, N
heifenisomorph, wenn es einen Modulisomorphismus zwischenihnen gibt. A

Bemerkung/Beispiel 5.1.5. (i) Sei R ein (kommutativer) Ringund A € Mat,, ,,(R).
Dann ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Az = 0 ein Unter-
modul von R".

(¢i) Nicht jeder Untermodul von R" ist die Losungsmenge eines linearen Glei-
chungssystems (im Gegensatz zum Vektorraumfall). Ein Beispiel ist 2Z C Z.

(¢237) Sei M ein R-Modul und W C M. Dann st

d
spang (W) = {Z riw; |d €N, € Row; € W}

i=1

der kleinste Untermodul von M, der W enthilt.

(iv) Sei k ein Korper, V ein k-Vektorraum, f: V' — V k-linear. Wir fassen V'
wie in Beispiel[5.1.2|als k[z]-Modul auf. Dann ist ein k-Untervektorraum U C V
genau dann ein k[x]-Untermodul, wenn U f-invariant ist (d.h. wenn f(U) C U
gilt).

(v) Fiir jeden Modulhomomorphismus f: M — N ist f(M) ein Untermodul von
N und

ker(f) := {m € M| f(m) = 0}

ein Untermodul von M.
(vi) Ein Modulhomomorphismus f: M — N ist genau dann injektiv, wenn

ker(f) = {0}

gilt.

(vi7) Fir jeden R-Untermodul U C M ist die Faktorgruppe M /U auf offensicht-
liche Weise wieder ein R-Modul.

(viii) Auch fiir Moduln gilt der Homomorphiesatz: Ist f: M — N ein Homo-
morphismusvon R-Moduln, soist der folgende Homomorphismus wohldefiniert
und injektiv:

f: M/ker(f) — N
m + ker(f) — f(m). A
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Definition 5.1.6. (:) Ein R-Modul M heif3t endlich erzeugt, falls es eine endliche
Teilmenge W C M gibt mit M = spang (V).

(¢1) Eine Familie (b;);e; mit b; € M heifdt Basis von M, falls fur allem € M
eindeutig bestimmte r; € R existieren (nur endlich viele r; # 0) mit

(247) Ein Modul heif3t frei, falls er eine Basis besitzt.
(iv) Sind M, . .., My Untermoduln von M, so definieren wir

M1+"'+Md = {m1++md|mZEMZ}
(v) Hat jedes Element m € M + - - - + M, eine eindeutige Darstellung

mit m; € M;, so schreiben wir statt M; + --- + Mgauch M; @ --- & My und
nennen die Summe direkt. A

Bemerkung/Beispiel 5.1.7. (i) Jeder k-Vektorraum ist ein freier k-Modul.
(i1) Fiirjeden Ring Rist R" ein freier R-Modul. Er besitzt beispielsweise die Stan-
dardbasis ey, ..., e,.
(¢i7) Ist M ein freier R-Modul mit Basis (by,...,b,), so ist M isomorph zu R".
Einen R-Modulisomorphismus f: M — R™ erhilt man beispielsweise, indem
man b; auf e; abbildet.
(iv) Im Gegensatz zu Vektorriumen besitzt nicht jeder Modul eine Basis! So ist
etwa M = Z /27 ein Z-Modul ohne Basis. Die einzige mogliche Wahl wire b, = 1
und dafir gilt

0=0-b, =2 by,

die Skalare sind in der Darstellung also nicht eindeutig bestimmt. Also ist M als
Z-Modul nicht frei! Wir konnen M aber natiirlich auch als 7 /27-Modul auffas-
sen, dann ist er frei (das ist ein Spezialfall von (7).

() Ist (by, ..., by) eine Basis von M, so gilt insbesondere

M = spang(bi) ® - - - @ spang(bg).

Die Direktheit dieser Summe ist aber schwicher als die Basiseigenschaft. Fiir die
Direktheit der Summe miissen nur die Summanden 7;b; in der Darstellung von
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m eindeutig sein, fiir die Basiseigenschaft benotigt man die Eindeutigkeit der r;.
Betrachtet man etwa den Z-Modul M = Z /27 x 7./27, so gilt

M = spang, ((1,0)) @ spang ((0, 1)),

aber ((1,0), (0, 1)) ist keine Basis (das sieht man wie in (i7)).

(vi) My + --- + M, ist der kleinste Untermodul von M welcher alle M; enthilt,
stimmt also genau mit spanyg (M; U - - - U M) iiberein.

(vi7) Fir zwei Untermoduln M, , M; von M gilt

M = M, © M,

genaudann wenn M = M; + M, und M; N My = {0}.

(viii) Fir einen Untermodul M, von M muss es im Allgemeinen keinen Untermo-
dul M, von M geben mit M = M; & M, (Aufgabe[73). Fiir Vektorriume stimmt
das hingegen, wie man durch Basiserginzung leicht zeigen kann.

(ix) Ein Untermodul eines freien Moduls muss nicht unbedingt selbst wieder frei
sein, ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls muss selbst nicht unbe-
dingt wieder endlich erzeugt sein (Aufgabe|[73). A

Proposition 5.1.8. Sei R ein noetherscher Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul, sowie
N C M ein R-Untermodul. Dannist N selbst endlich erzeugt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage zundchst im Fall M/ = R"™ per Induktion iiber
n. Der Fall n = 1 ist dabei einfach die Aussage dass R noethersch ist. Im allge-
meinen Fall betrachten wir die Projektion 7: R™ — R auf die erste Koordinate,
das Ideal

I'=n(N)CR

sowie den Untermodul
K = N Nker(r) C N.

Da R noethersch ist, gibtes ny,...,ng € N mitl = (7(ny),...,m(ng)). Damit
gilt nun
N = spang{ni,...,ns} + K,

wie man sich leicht iiberlegt. K besteht aber genau aus den Elementen von N
mit Null in der ersten Komponente. Damit kann K offensichtlich als Untermodul
von R" ! aufgefasst werden und ist somit nach Induktionsvoraussetzung endlich
erzeugt. Damit ist aber auch N endlich erzeugt.
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Im allgemeinen Fall gelte M = spangz{m;, ..., m,} und wir betrachten den sur-
jektiven Modulhomomorphismus

p: R"—» M
(1, oy rn) > rimy + -+ -+ rmy,.

Dannist ¢! (N) C R" ein Untermodul und somit endlich erzeugt. Wegen

N = (¢ (N))
ist dann aber auch N endlich erzeugt. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch die Eindeutigkeit der Linge ei-
ner Basis beweisen (falls eine solche exisitiert). Das folgende Lemma wird es uns
erlauben, die Aussage auf den Vektorraumfall zuriickzufthren.

Lemma5.1.9. Sei M ein R-Modul, W C M und I < R ein Ideal.

(1) EsistIM := {Zzzlikmk |d e Ny, € I,my € M} ein R-Untermodul von
M.

(ii) Die folgende Skalarmultiplikation ist wohldefiniert und macht den R-Modul
M /IM sogar zu einem R/ I-Modul:

R/I x M/IM — M/IM
(r+I,m+IM)w— rm+ IM.
(iii) Aus M = spang(W) folgt M /IM = spang,; (w +IM |w € W).

(iv) Ist (b;),c. eine Basis des R-Moduls M, so ist (b; + I M) ;c s eine Basis des R /I-
Moduls M /I M.

Beweis. Aufgabe[74] O

Satz 5.1.10. Sei R # 0 und M ein freier R-Modul. Dann haben je zwei Basen von M
dieselbe Mdchtigkeit. Jedes Erzeugendensystem hat mindestens diese Mdchtigkeit.

Beweis. Wir fithren die Aussage mit Lemma auf den Vektorraumfall zuriick,
wo die Aussage aus der linearen Algebra bekanntist. Seien dazu also (a;);c; sowie
(b;)jes zwei Basen des R-Moduls M, sowie W C M ein Erzeugendensystem.
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Wir wihlen ein maximales Ideal m C R (mit Satz[3.3.5) und erhalten aus Lemma

dass
(CLZ‘ + mM)ieI und (bj + mM>j€J

jeweils Basen des R/m-Moduls M /mM sind, sowie {w + mM | w € W} ein Er-
zeugendensystem. Es ist aber R/m ein Kérper (Satz[3.3.4), also ist M/mM ein
Vektorraum tiber R/m, und somit gilt

HI =H#] < H#{w+mM |we W} < #W. O

Definition 5.1.11. Der Rang eines freien R-Moduls M ist definiert als die (ein-
deutig bestimmte) Machtigkeit einer R-Basis von M. A

5.2 Lineare Gleichungenund Moduln iiber Hauptideal-
ringen

In diesem Abschnitt sei stets R # 0 ein nullteilerfreier Hauptidealring, also bei-
spielsweise ein Korper k, Z, k[x] oder Z[i]. Den Quotientenkdrper von R bezeich-
nen wir mit /(. Gegeben sei nun eine Matrix A € Mat,, ,(R) undeinb € R™.
Wir wollen das lineare Gleichungssystem Az = b tiber R l6sen, also die folgende
Menge moglichst gut beschreiben:

L(A,b) :=={a€ R"| Aa = b} .
Fiur z € L(A,b) gilt offensichtlich genau wie in der linearen Algebra
L(A,b) =2+ L(A,0)

und L(A, 0) besitzt laut Proposition als Untermodul von R" ein endliches
Erzeugendensystem. Wir konnen also die Losungsmenge mit endlich vielen Da-
ten vollstindig angeben. In Wirklichkeit gibt es hier sogar immer eine Basis, wie
wir spater sehen werden. Wir fragen uns aber zuerst, wie wir Losungen des Glei-
chungssystems algorithmisch finden kénnen.

Sei dazu

GL,(R) := Mat, (R)*

die Menge der n x n-Matrizen, die im Matrixring iiber R eine inverse Matrix be-
sitzen. Man beachte dass GL,,(R) im Allgemeinen kleiner als GL,,(K)NMat,,(R)
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ist, da die inverse Matrix einer Matrix iiber R nicht unbedingt Eintridge aus R be-
sitzen muss. An der Formel

A+ A = det(A) - I,

sieht man aber, dass eine Matrix genau dann iiber R invertierbar ist, wenn
det(A) € R* gilt.

Satz 5.2.1 (Smith-Normalform). Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und A €
Mat,, (R). Danngibtes S € GL,,,(R),T € GL,,(R) und

71, -« Tmin(n,m) € R mit ry | () | ce | T'min(m,n)
mit
rn 0 0 0
) 0 0
SAT =
0 .0
0O 0 O

Beweis. Wir geben in Algorithmus|[5.2.2]einen expliziten Algorithmus an, der die
Smith Normalform produziert. Die dabei auftretenden Transformationen kon-
nen alle durch Multiplikation von links und rechts mit tiber R invertierbaren Ma-
trizen ausgefithrt werden. O

Algorithmus5.2.2. Sei A = (a;;); ; € Mat,, ,(R) nicht die Nullmatrix.
(¢) Durch Vertauschung von Zeilen und Spalten kénnen wir a;; # 0 erreichen.
Vertauschen von Zeilen oder Spalten entsteht durch Multiplikation von links bzw.
rechts mit den entsprechenden Elementarmatrizen, die auch titber R invertierbar
sind.
(¢i) Die Idee ist nun, an der Stelle (1, 1) den grofdten gemeinsamen Teiler von a;;
und as; zu erzeugen und damit dann den Eintrag (2, 1) zu eliminieren. Da R ein
Hauptidealring ist, gilt

(a11,a21) = ()

wobei o« = ggT (a1, a91) € Rist. Es gibt also Gleichungen
rayl + sas = o, ta = a1y, U = A9

mitr, s, t,u € R. Die Matrix

E = —u t 0
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ist ilber R invertierbar, denn es gilt
det(F) - a = (rt + su)a = ray; + sag = «,

alsodet(E) = 1.

In der Matrix F'M steht nun an der Stelle (1, 1) gerade v, an der Stelle (2, 1) steht
0. Wir iterieren diesen Prozess und erhalten a;; = 0 firi =2,...,m.

(4i7) Nun wiederholen wir Schritt (i7) und elimieren diesmal alle Eintrage a;; fiir
j = 2,...,n. Dabei multiplizieren wir die Matrix M von rechts mit invertierba-
ren Matrizen.

(iv) Dummerweise konnen nun an den Stellen a;; wieder Eintrige # 0 entstan-
den sein (wenn wir in Schritt (7i7) ein Vielfaches einer Spalte zu einem Vielfachen
der ersten Spalte addiert haben). Wir starten nun mit Schritt (i7) erneut, und er-
reichen wieder a;; = O fiiri = 2, ..., m. Danach verwenden wir wieder Schritt
(249) ..... Man beachte nun, dass der Eintrag a;; jedes Mal durch einen seiner Tei-
ler ersetzt wird. Ein Hauptidealring ist noethersch, also gibt es keine unendli-
chen Teilerketten. Nach endlich vielen Schritten dndert sich a; also nicht mehr,
also gilt ayy | a;1, ay; fiir alle 7, j. Nun kénnen wir alle a;1, a1; gleichzeitig elimi-
nieren, durch Addition eines Vielfachen der ersten Zeile/Spalte zu den anderen
Zeilen/Spalten.

(v) Wir ignorieren die erste Zeile und Spalte von M und starten erneut mit Schritt
(1). Dabei erhalten wir am Schluss eine Matrix der gewiinschten Diagonalform.
Nur die Teilerbedingung an die Diagonaleintrige miissen noch nicht erfiillt sein.
Wenn also r; kein Teiler von ;4 ist, so addieren wir zunachst die (i + 1)-te Spalte
von M zur i-ten, und verwenden dann die Schritte (¢7) und (¢2:) um die entstan-

dene 2 x 2-Matrix
T 0
i+l Ti41

wieder zu diagonalisieren. Keine andere Spalte von M ist davon betroffen. Dabei
wird r; durch einen Teiler von ggT'(r;, r;, 1) ersetzt, und r; 1, durch ein Vielfaches
von sich selbst. Am Ende gilt also die Teilerbedingung. Wir fithren diese Operati-
on in wahlloser Weise immer dann aus, wenn sie noch noétig ist. Wiederum kann
das nicht unendlich oft der Fall sein, weil sonst aus einem r; eine unendliche Tei-
lerkette entstehen wiirde.

(vi) Die Matrizen S und 7" erhalten wir, indem wir alle Zeilen- bzw. Spaltentrans-
formationen simultan an /,,, bzw. I,, ausfiithren. A

Bemerkung 5.2.3. (i) Wenn man die Smith-Normalform und die Matrizen S, T
kennt, kann man das Gleichungssystem Ax = b iiber R einfach losen. Man 16st
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zunichst das System SATz = Sb,von dem man die Losungen in R leicht ablesen
kann. Dadurch erhilt man durch Anwendung von 7" auf die Losungen gerade die
Losungsmenge des urspriinglichen Systems.
(i) Im Algorithmus muss immer wieder ein Vielfaches der i-ten Zeile/Spalte zu
einem Vielfachen der j-ten Zeile/Spalte addiert werden. Das Skalieren dieser j-
ten Zeile/Spalte ist itber einem Ring im Allgemeinen nicht invertierbar. Wir behe-
ben das Problem, indem wir gleichzeitig die i-te Zeile/Spalte ebenfalls durch eine
geeignete Linearkombination der beiden Zeilen/Spalten ersetzen. Genau das ist
in der Matrix F aus Schritt (i7) des Algorithmus kodiert. Dadurch wird auch au-
tomatisch der gewiinschte Eintrag eliminiert.
(4i7) Im Algorithmus sehen wir, dass wir in R immer wieder ggT(a, b) und eine
Darstellung

geT(a,b) = ra+ sb
berechnen miissen. Das tut man wenn moglich mit dem euklidische Algorith-
mus, den wir in Abschnitt[3.6]beschrieben haben. A

Wir zeigen nun an zwei Beispielen, wie ein lineares Gleichungssystem tiber ei-
nem euklidischen Ring gelost wird, indem wir die Smith-Normalform der Koef-
fizientenmatrix berechnen.

Beispiel 5.2.4. Wir wollen herausfinden, fiir welche Werte a, b, ¢ € 7Z das folgen-
de Gleichungssystem ganzzahlige Losungen besitzt, und diese bestimmen:

dr —1ly —2z=a
Sr+ 13y +42=0>
—10z + 23y + 8z = c.

Dazu betrachten wir die Koeffizientenmatrix

4 —-11 -2
A= 5 13 4
—-10 23 8

und verwenden den Algorithmus zur Bestimmung der Smith-Normalform. Die
Matrix £ aus dem ersten Schritt des Algorithmus der SNF lautet

—1
El - —5
0

o R
—_ o O



5.2. LINEARE GLEICHUNGEN UND MODULN UBER HAUPTIDEALRINGENIS

und wir erhalten

1 24 6
EA= 0 107 26
-10 23 8
Wir konnen nun erfreulicherweise direkt alles unter und rechts der 1 eliminieren:
1 0 0
0 107 26
0 263 68

Wir rechnen nun mit dem unteren rechten 2 x 2-Block weiter. Wir erhalten

1 0 0
By = 0 59 —24
0 —263 107
sowie
1 0 0 1 0 0
Es - 0 107 26 = 0 1 —-98
0 263 68 0 0 438
Nun eliminieren wir noch die —98 und erhalten als Smith-Normalform
1 0 O
01 0
0 0 438

Wenn wir die jeweiligen Zeilen- und Spaltenoperationen noch an der Einheits-
matrix ausfithren, erhalten wir als Basiswechselmatrizen

-1 1 0 1 —24 —-2358
S=1 -5 —4 -24 und 7= 0 1 98
245 18 107 0 0 1

Statt des urspriinglichen Systems 16sen wir nun also das System

1 0 0 T a —a+b
01 O Y =S| b = —5ba — 4b — 24c¢
0 0 438 z c 245a + 18b + 107¢

Somit hat das System genau dann eine Losung, wenn 438 ein Teiler von 245a +
18b + 107c¢ ist, die Losung lautet dann

(z,y,2) = (—a+ b, —5ba — 4b — 24c, (245a + 18b + 107¢) /438).



116 KAPITEL5. MODULN

Durch Anwendung von 7" darauf erhilt man die eindeutige Losung des urspriing-
lichen Systems:

(z,y,2) = 1/438- (12a+42b— 18¢, —80a+ 12b—26¢, 245a+18b+107¢). A

Beispiel 5.2.5. Wir wollen ein lineares Gleichungssystem tiber dem Polynomring

Q[t] losen:

tr+ (P + Dy =t +26° + ¢t
2 —ty = t°.

Wenn wir die Koeffizientenmatrix

[t P+
= (e

von links mit

multiplizieren, erhalten wir

(0 —in )

Wir multiplizieren nun von rechts mit

B — ( —115 _(t2t+ 1) )

1 0
—t(t?+2) —*(t*+2) )
Hier haben wir nun an der Stelle (2, 1) wieder einen nichttrivialen Eintrag erhal-
ten. Diesen konnen wir aber direkt mit der 1 eliminieren. Insgesamt erhalt man

die SNF
1 0
0 —t3(t* +2)

B 1 0 o —t —(*+1)
S_<t3+t 1>undT_< 1 t )

und erhalten

sowie
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Das transformierte Gleichungssystem SAT'xz = Sblautet dann

( (1) —t2(tg +2) ) ( :gj ) - ( (1 fijﬁ;ﬂgH 2) )

und wir erhalten die eindeutige Losung
(z,y) = (H(t> + 2t + 1), — (3 + £ + 1)).

Durch Multiplikation mit 7" erhalten wir die eindeutige Losung der urspriingli-
chen Systems:
(z,y) = (t+1,%). A

Mit Hilfe der Smith Normalform kénnen wir nun einen eleganten Beweis des so-
genannten Elementarteilersatzes geben.

Satz5.2.6 (Elementarteilersatz). Essei R einnullteilerfreier Hauptidealring und M C
R™ ein R-Untermodul. Dann gilt:

(i) M ist freivom Rangm < n.
(i1) Es gibteine Basis (by,...,b,)von R"undry, ... r, € Rmit
T1|7’2‘~"’7’m,
sodass (riby, . .., 7by,) eine Basis von M ist.

Beweis. Mit Proposition|5.1.8|wissen wir bereits dass M endlich erzeugt ist. Wir
wihlen also Erzeuger my, . .., mg und schreiben sie in die Spalten der Matrix A:

A= (ml, e ,md) S Matmd(R).

Mit Satz[5.2.1lerhalten wir die Smith Normalform

rn 0 0 0
0 e 000
AT =5~ G.)
0 0 .0
0 0 O
Als Basis by, ..., b, von R" wihlen wir nun die Spalten von S'. Es seien nun
1, ..., m genau die Diagonaleintrige r; # 0. Dabei gilt m < n und wir zeigen

nundass r1by, . .., r,b,, wirklich eine Basis von M bildet. An Gleichung][5.1/sieht
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man, dass alle r;b; in M liegen. Es sind ja gerade Spalten der Matrix auf der rech-
ten Seite, und die linke Seite zeigt dass diese Linearkombinationen der m; sind.
Multipliziert man die Gleichung von rechts mit 7'~! sieht man genauso, dass alle
m; Linearkombinationen der r;b; sind, und damit bilden r,b4, ..., r,,b,, ein Er-
zeugendensystem von M. Mit by, . . ., b, sind aber natiirlich auch r1b, . . ., 7,0,
linear unabhingig tiber R. Dafiir verwenden wir r; # 0 und die Nullteilerfreiheit
von R. Damit ist der Satz bewiesen. O

Korollar5.2.7. Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-
Modul. Dann gibt es Primelemente py, . .., pg € Rsowiem, ey, . ..eq € Nmit

M= R™ x R/(p") x --- x R/(pg").
Freiist M genau dann, wenn M = {0}, wobei

M* :={meM|3IreRr#0:rm=0}.

Beweis. Sei M = spang(ws,...,w,) und betrachte den surjektiven R-Modul-
homomorphismus
T R"—» M
e; — wy, 221,,71

Es ist ker(7) ein Untermodul von R" und mit dem Homomorphiesatz gilt M/ =
R"/ ker (). Wir betrachten also nur noch den Modul R"/ ker(). Nach Satz[5.2.¢]
gibt es eine Basis by,...,b, von R™ und Ringelemente r,...,r,,, so dass
r1b1, . .., Tmby, eine Basis von ker () ist. Wir betrachten nun den Basiswechsel-
Isomorphismus
v: R" — R"
bi'_>6i7 1=1,...,n

und sehen dass p(ker(7)) gerade rieq, . .., e, als Basis hat. Also gilt
R"/ker(m) = R"/ (spang(rie1, ..., Tmem)) = R/(r1) X -+« X R/(rpym) X R*™™.

Jedes Element r; kann in R aber in Primfaktoren zerlegt werden. Mit dem chine-
sischen Restsatz (Satz[3.1.11) gilt

R/(ab) = R/(a) x R/(b)
fir teilerfremde Elemente a, b € R. Daraus folgt die gewiinschte Isomorphie.

Es ist nun offensichtlich AM*" = {0} dquivalent dazu, dass in der Zerlegung von
M kein Faktor vom Typ R/(p;*) auftritt, also zu M = R™. O
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Korollar 5.2.8 (Struktursatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen). Sei G eine
endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es Primzahlen py, ..., pq € Z und Zahlen
m,e,...,eq € Nmit

G=2Z" XLIpY'ZL X --- X L|p} L.

Beweis. Jede abelsche Gruppe ist ein Z-Modul, wie in Beispiel[5.1.2](v) beschrie-
ben. Also folgt die Aussage direkt aus Korollar[5.2.7, da Gruppenhomomorphis-
men hier dasselbe wie Modulhomomorphismen sind. O

5.3 Das Tensorprodukt

Tensorprodukte tauchen in vielen Gebieten der Algebra auf. Es sind Konstruk-
tionen, mit denen man Bilinearitit in Linearitit verwandeln kann. Ihre explizite
Konstruktion ist relativ mithsam, deshalb fithrt man sie oft erst iitber ihre wich-
tigste Eigenschalft ein (ihre sogenannte universelle Eigenschaft). Beweise mit Ten-
sorprodukten sollte man dann am besten auch nur mit Hilfe dieser Eigenschaft
fithren, alles andere ist meistens viel zu mithsam.

Definition 5.3.1. Seien M, N zwei R-Moduln. Ein Tensorprodukt von M/ und N
ist ein R-Modul 7', zusammen mit einer R-bilinearen Abbildung

0: M x N —T,

so dassjede andere R-bilineare Abbildung: M x N — P eindeutig linear iiber
T faktorisiert:
M x N-—2=T

NG

P

Fiir jeden R-Modul P und jede R-bilineare Abbildung ¢): M x N — P muss es
also eine eindeutige R-lineare Abbildung: 7' — P geben mit

=10 A

Satz5.3.2. Fiirjezwei R-Moduln M, N existiert ein Tensorprodukt. Es ist bis auf eindeu-
tige Isomorphie eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen es auch mit

M ®gr N.
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Beweis. Existenz: Sei I der freie R-Modul mit Basis ((m, n)),, ,cr«n - Elemen-
te von I sind also endliche formale R-Linearkombinationen von Elementen aus
M x N.In I betrachten wir nun den Untermodul U, der von allen Elementen
der folgenden Gestalt erzeugt wird:

(m+m',n) — (m,n) — (m',n)
(m,n+n') = (m,n) — (m,n)
(rm,n) —r(m,n)
(m,rn) —r(m,n).

Dabei erlauben wir alle m,m’ € M,n,n" € Nundr € R. Dannist F'/U ein
Tensorprodukt von M und N. Wir betrachten dazu die Abbildung

o: M x N — F/U
(m,n) = (m,n) +U,

die nach Definition von U offensichtlich R-bilinear ist. Seinun ¢): M x N —
P eine weitere R-bilineare Abbildung in einen R-Modul P. Wir erhalten damit
zundchst eine wohldefinierte R-lineare Abbildung

U:F =P
(m,n) = 1b(m, n),

da F die Tupel (m, n) gerade als Basis hat. Aufgrund der Bilinearitit von ¢ liegt
U aber im Kern von ¥, also gibt es den wohldefinierten Morphismus

V: F/U = P
(m,n) + U +— (m,n),

der offensichtlich ¢ = 1) o  erfiillt. Durch diese Bedingung ist aber ¢ auch ein-
deutig bestimmt, da /'/U von den Elementen

o(m,n) = (m,n)+U

erzeugt wird.
Eindeutigkeit: Seien

(pllMXN—)Tl undgogzMxN—>T2
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zwei Tensorprodukte von M und N. Da ¢, bilinear ist und 7 die universelle Ei-
genschaft des Tensorprodukts erfiillt, gibt es genau einen Morphismus f: T} —
Ty mit oo = f o ;. Umgekehrt gibt es genau einen Morphismus ¢g: 75 — 7} mit
1 =90 P2 :

I

15

Dannistaber g o f: T} — T} ein Morphismus mit

(goflopr=go(fopr)=gops =i,

und aus der Eindeutigkeit von ¢ in der universellen Eigenschaft von 7T} folgt g o
f = idTl :
T
%
M x N id| |gof
x
T
Genauso folgt f o g = idy,, und damit die Aussage. O

Bemerkung/Beispiel 5.3.3. (i) Die Restklasse (m, n)+U bezeichnen wir auch mit
m ®n, und nennen sie einen Elementartensor. Es ist jedoch nicht jedes Element
in M ®g N ein Elementartensor, man muss auch Summen zulassen:

d
M®RN:{Zmi®ni|d€N,m¢€M,niEN}.

i=1
Nach Konstruktion gelten die folgenden Rechenregelnin M ®pz N :
(m+m)@n=mn+m'@n

m@m+n)=ment+men
(rm)@n=r-(Mm®n)=m® (rn)
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(¢7) Will man eine wohldefinierte lineare Abbildung M ®@r N — P angeben, gibt
man gewohnlich zunichst eine R-bilineare Abbildung M x N — P an, und
verwendet die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts. Zum Beispiel gilt fol-
gende Aussage: Sind

f:M— Pund g: N - Q

Morphismen, so gibt es einen Morphismus
f®g:M@rN = PRrQ
mit
(f @ g)(m@n) = f(m) @ g(n).

Das sieht man am besten folgendermafien. Die Abbildung

fxg-MxN—PRrQ
(m,n) — f(m) @ g(n)
ist R-bilinear. Mit der universellen Eigenschaft von M ®x N folgt nun die Exi-
stenzvon f ® g.

(¢47) In manchen Fillen kann man das Tensorprodukt auch konkreter realisieren
als im oberen Beweis. Beispielsweise gilt fiir einen Ring R stets

R™ ®p R™ = Mat,,.(R) = R™.
Dazu betrachtet man die bilineare Abbildung

R™ x R" — Mat,, ,(R)
(v, w) = vw' = (viw;), ;

und rechnet die universelle Eigenschaft nach (Aufgabe[86). Die Elementartenso-

ren sind dabei gerade die Matrizen vom Rang 1.

Auf dhnliche Weise zeigt man

Rlz] ®r Rly] = R[z,y].

(1v) Uber das Tensorprodukt kann man Koeffizientenerweiterung durchfiihren.
Sei dazu zunichst ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann kann man jeden
S-Modul N auch als R-Modul auffassen, vermoge
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Umgekehrt kann man einen R-Modul M aber nicht notwendigerweise auch als
S-Modul auffassen. Deshalb bemerkt man zunichst, dass S vermoge ¢ selbst ein
R-Modul ist:

r-s:=p(r)-s.
Dann betrachtet man den R-Modul

MS :M®RS

Auf Mg ist nun sogar eine Skalarmultiplikation aus S wohldefiniert:
S - Zmi X 8; = ZmZ X s8;.

Auf diese Weise kann man Mg als S-Modul auffassen (Aufgabe 85).
Ist zum Beispiel V ein k-Vektorraum und ¢: & — K eine Korpererweiterung, so
ist Vi = V ®; K ein K-Vektorraum. Zum Beispiel gilt

R: = R" @ C = C".

(v) Tensorprodukte von Moduln kénnen unerwartete Eigenschaften haben. Be-
trachten wir beispielsweise Q und Z /nZ als Z-Moduln, so gilt

Q®z (Z/nZ) = {0}.

Das sieht man am besten so:

5.4 Ganze Ringerweiterungen und Hilberts Nullstel-
lensatz

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Begriff einer algebraischen Kor-
pererweiterung auf Ringe. Wenn man sich die Beispiele und Beweise aus dem
Korperkapitel anschaut, sieht man dass eine algebraische Gleichung fast immer
erstmal normiert wurde, indem man durch den Leitkoeffizienten dividiert. Uber
Ringen geht das im Allgemeinen nicht. Also miissen wir die Normiertheit der
Gleichung eben von Anfang an voraussetzen. Anstelle von algebraisch sagt man im
Ringkontext dann ganz, was sich mit Bemerkung|5.4.2] (i) unten erkliren lasst.
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Definition 5.4.1. Sei R C S eine Ringerweiterung.
(?) Ein Element b € S heif’t ganziiber R, falls aq, ..., a,_1 € R existieren mit

a0+alb+ +Cln,1bn71 + 0" =0.

Eine solche Gleichung heif’t Ganzheitsgleichung fiir b tiber R.
(¢i) S heiflt ganz iiber R, falls jedes Element b € S ganz tiber R ist. A

Bemerkung5.4.2. (1) Wichtig am Begriff der Ganzheit ist, dass die Gleichung fiir
b normiert sein muss. Sind R und S Korper, so kann man jede nichttriviale Glei-
chung normieren. Also ist ein ganzes Element dann einfach ein algebraisches Ele-
ment.

(i1) Fur Z C Qsind die einzigen tiber Z ganzen Elemente von Q die Elemente aus
Z selbst. Das stimmt noch allgemeiner fiir die Inklusion R C K eines nullteiler-
freien faktoriellen Rings in seinen Quotientenkérper (Aufgabe[89).

(i7¢) Fir R € S und by,...,b,, € S erinnern wir an die Definition von
R[by,...,by] als den Teilring von S, der von by, . . ., b,, und R erzeugt wird, also

R[bl,...,bm]:{zaeb?---bf,;"|ae€R}.

eecN™

Wenn man S als R-Modul auffasst, ist R[by, . . ., b,,] ein Untermodul, also insbe-
sondere selbst ein R-Modul. A

Der folgende Satz ist eine Variante von Satz[4.2.9|fiir Ringerweiterungen bzw. fiir
deren Ganzheit:

Satz5.4.3. Sei R C S eine Ringerweiterungund by, . .., b,, € S. Dann sind die folgen-
den Aussagen dquivalent:

(@) by, ..., by, sind ganziiber R.
(ii) Rlby,...,by]istals R-Modul endlich erzeugt.
(1i1) R[by,...,by,]ist ganziiber R.

Beweis. (i) = (i7): Durch Auflésen einer Ganzheitsgleichung fiir by nach b} erhalt
man
b = = (an-1by"" + -+ ag)

fiir gewisse a; € R. Mankann die n-te Potenz von b also immer durch niedrigere
Potenzen von b; und Koeffizienten aus R ersetzen. Verfihrt man analog mit den
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anderen b; sieht man, dass R|by, . . ., b,,| von endlich vielen Produkten bf* - - - b&m
erzeugt wird.
(i1) = (i17): Endlich viele Elemente 1 = ¢, ..., ¢, erzeugen den R-Modul M :=

R[by,...,by]. Seinun ¢ € M beliebig gewdhlt. Da M auch ein Ring ist, gilt
c-¢; € M undesgibtalso a;; € Rmit

n
C-C; = E ClijCj.
=1

Fiir die Matrix

gilt dann
C1 C1
A =c :
Cn Cn
Also liegt (cq, . .., ¢,)" im Kern von
N :=cl, — A.
Es gilt nun
adj(N) - N = det(N) - I,
und also
C1
det(N)-| : | =0.
Cn

Aus ¢; = 1 folgt det(IN) = 0. An der Leibnizformel zur Berechnung der Deter-
minante sieht man aber

det(N) ="+ ap_1" -+ ap,
fir gewisse a; € R. Das liefert eine Ganzheitsgleichung fiir ¢ tiber R.
(¢97) = (2) ist trivial. O

Der folgende Satz kann als Verallgemeinerung der Aussage von Satz[4.2.9](i) (2)=
(3) verstanden werden, auf den Fall von mehr als einem Erzeuger. Erist aufderdem
eine wichtige Grundlage der klassischen algebraischen Geometrie, wie wir in Ko-

rollar[5.4.6 unten sehen.
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Satz 5.4.4 (Hilberts Nullstellensatz, korpertheoretische Form). Sei k& C K eine
Korpererweiterung und K sei als Ring iiber k endlich erzeugt. Dann ist die Erweiterung
k C K endlich (und damit algebraisch).

Beweis. Esgibtay, ..., a, € Kmit K = k[aq, ..., a,]. Wir beweisen die Aussa-
ge per Induktion iiber n.

n = 1:Esist K = k[o] ein Korper, und also gibt es ein Polynom p € k[t] mit
a™! = p(a). Daraus folgt o - p(a) — 1 = 0, und also ist « algebraisch iiber k.
Damit ist die Erweiterung endlich.

n—1 — n:Esist K = k(aj)[as,...,q,], denn K ist ein Korper. Aus der In-
duktionsannahme folgt, dass aw, . . ., «, algebraisch tiber k() sind. Es geniigt
nun zu zeigen, dass o algebraisch tiber £ ist. Dann ist die gesamte Erweiterung
K /Fk algebraisch und damit endlich. Dass a, . . ., a, algebraisch tiber k() sind
bedeutet, dass es fiir sie Identititen

d—1
. .
u;of + E rijol =0
Jj=0

mit u;, r;; € kloy] gibt (eventuelle Nenner wurden dabei hochmultipliziert). Sei
U = uy---u, € k[ay]. Dann sind ag, ..., o, ganz tiber dem Ring klay, 1/ul,
und somitist K nach Satz[5.4.3leine ganze Ringerweiterung von k|, 1 /u]. Ange-
nommen «; isttranszendent tiber k, d.h. k[o;] ist ein Polynomring. Dann kénnen
wir ein irreduzibles p € k[a;] wahlen mit p 1 u (es gibt unendlich viele irredu-
zible Polynome im faktoriellen Ring k[a,]). Fiir p~! wiederum gibt es nun eine
Ganzheitsgleichung

P b~ by, = 0

mitb; € k[ay, 1/u]. Multiplikation mit p™ und einer gentigend hohen Potenz von
u liefert

u +ap+--+app™ =0

mit a; € k[oy]. Daraus folgt p | u, ein Widerspruch. O

Korollar 5.4.5. Sei R als Ring iiber k endlich erzeugt und m ein maximales Ideal in R.
Dannist R/m eine endliche Korpererweiterung von k.

Beweis. R/mistals Ring tiber k immer noch endlich erzeugt und andererseits ein
Korper. Also folgt die Aussage aus Satz|5.4.4] O
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Korollar 5.4.6 (Hilberts Nullstellensatz, geometrische Form). Sei k ein algebraisch
abgeschlossener Korperund I < k[z1, ..., x,]einechtes Ideal. Dann existierteina € k"
mitp(a) = 0furallep € 1. Dasvon I definierte polynomiale Gleichungssystem besitzt
also iiber k eine Losung.

Beweis. Wihle ein maximales Ideal mvon k[z1, . .., x,] mit I C m. Nach Korollar
5.4.5list k[z1, . .., x,]/meine endliche Kérpererweiterung von k. Da k algebraisch
abgeschlossen ist, gilt also k[zy,...,x,]/m = k. Setze a;, := T;, die Restklasse
vonz; inklxy,...,x,|/m = k. Firjedes p € k[zy,...,x,] gilt dann

und fir p € I (sogar fur p € m)istalsop(a) = 0. O

Bemerkung 5.4.7. (i) Ohne Korollar[5.4.5/bekime man im letzten Beweis nur die
Aussage, dass das von [ definierte Gleichungssystem iiber irgendeinem Erweite-
rungskorper von k, nimlich k[zy, ..., x,]/m, eine Losung besitzt. Mit Korollar
[5.4.5|sehen wir, dass es eine endliche Kérpererweiterung ist, die im algebraischen
abgeschlossenen Fall also trivial sein muss.

(i7) Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, stimmt die Aussage von Korollar[5.4.5]
nicht. Das sieht man zum Beispiel fiir k = Qund I = (z? — 2) oder ¥ = R und
I=(z*+1).

(i11) Korollar[5.4.€¢|besagt, dass ein polynomiales Gleichungssystem

P=0,....,p.=0

mit p; € k[xy,...,z,| genau dann keine Losung iiber k besitzt, wenn es eine
Identitit

fim+--+ fipr =1

mit f; € k[zy,...,x,] gibt. Diese letzte Bedingung, und damit die Losbarkeit
eines Gleichungssystems, kann man unter gewissen Voraussetzungen algorith-
misch testen. A






Kapitel 6

Nicht-kommutative Algebra

Bisher haben wir fast ausschliefflich kommutative Ringe betrachtet. In diesem
Kapitel geben wir eine kurze Einfithrung in die Theorie der nicht-kommutativen
Ringe.

6.1 Schiefkorper

Sei hier stets R ein Ring, von dem wir bewusst nicht voraussetzen, dass er kom-
mutativ ist.

Definition 6.1.1. (i) Der Ring R heifdt einfach, wenn er nur die beiden trivialen
(beidseitigen) Ideale {0} und R hat.

(i7) Der Ring R heif’t Schiefkoérper, wenn R* = R\ {0} gilt.

(¢17) Das Zentrum von R ist die Menge

Z(R):={a€ R|Vb€ R: ab=ba}. A

Bemerkung 6.1.2. (i) Fiir kommutative Ringe stimmen die Eigenschaften einfach,
Schiefkorper und Korper iiberein. Wenn ein kommutativer Ring nur die beiden tri-
vialen Ideal hat, ist {0} offensichtlich ein maximales Ideal. Also ist R = R/{0}
nach3.3.4|(¢) ein Korper.

Fiir nicht-kommutative Ringe gilt im Allgemeinen nur, dass Schiefkorper einfach
sind (mit dem Argument aus[3.1.5/(i7)), die Umkehrung nicht. Nach Satz[3.1.6]ist
der Matrixring Mat,,, (K) tiber einem Korper einfach, aber fitrn > 2istnichtjede
Matrix aufder der Nullmatrix invertierbar. Also ist Mat,,, (/) kein Schiefkorper.

129
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(#i) Ist I < R ein (beidseitiges) Ideal, so ist R/ wieder ein Ring. Die Ideale in
R/I entsprechen genau den Idealen von R, die I enthalten. Wenn [ also ein ma-
ximales Ideal war, ist R/ einfach.

(4i7) Es ist Z(R) stets ein kommutativer Teilring von R. In einem Schiefkorper R
ist Z( R) sogar ein kommutativer Schiefkorper, also ein Korper, derin R enthalten
ist (siehe dazu Aufgabe[96). A

Der Beweis des folgenden berithmten Satzes ist nicht leicht, aber sehr elegant.
Satz 6.1.3 (Wedderburn). Jederendliche Schiefkorper ist kommutativ, also ein Korper.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion itber die Machtigkeit des Schief-
korpers R. Fir #R = 2 gilt R = 7,/27, also stimmt die Aussage.

Sei nun R ein beliebiger endlicher Schiefkérper. Dann ist K := Z(R) ein endli-
cher Korper der in R enthalten ist, insbesondere kann R als K-Vektorraum auf-
gefasst werden. Wenn # K = ¢ gilt, folgt # R = ¢ fiir ein m € N (hierbei ist m
die Dimension von R als K -Vektorraum). Wir zeigen im Folgenden m = 1, das
impliziert R = K und damit die Aussage.

Fira € R\ K ist der Zentralisator

Cgr(a):={b€ R | ba = ab}

ein Schiefkorper (Aufgabe[96), der echt in R enthalten ist. Nach Induktionsvor-
aussetzung ist C'r(a) kommutativ, also ein Korper. Aus der Kette

K CCgr(a) SR

sehen wir, dass #Cgr(a) = ¢" fur einen echten Teiler n von m gelten muss (denn
Cr(a) ist ein K -Vektorraum und R ist ein C'r(a)-Vektorraum).
Wir verwenden nun die Klassengleichung[2.3.9|fiir die multiplikative Gruppe R*:

#R

#R* = #7(R¥) +Z#CRX @

also

m—1=(¢g—-1) +Z P

Dabei lduft die Summe iiber ein vollstindiges Vertretersystem der Konjugations-
klassen in R mit mindestens 2 Elementen. Die n, sind somit alles echte Teiler
von m.
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Das Polynom ¢t — 1 € Z[t] besitzt eine Faktorisierung in Kreisteilungspolynome:

mo_q] = ﬁ (t o 627r7jk/m) _ H H (t _ 627rik’/m> _ H (I)m/d
dlm

k=1 1<k<m dm
ggT(k,m) =d

[\

=P, /4
Man beachte, dass das Polynom ®,,,/; wirklich nur vom Qotienten m /d abhingt.
Man beachte ausserdem, dass wir die Kreisteilungspolynome @, in Beispiel[3.5.23|
schon fiir Primzahlen d definiert haben. Fiir diesen Fall stimmt die Definition
hier mit der alten tiberein. Auflerdem haben alle &, Koeffizienten aus Z (Aufgabe
97).
Setzt man in diese Gleichung fiir ¢ nun ¢ ein, sieht man
q" —1

d,, m_1 d o,
(@) | a" ~Tund @,(q) | £-=

fiir alle a. An der Klassengleichung sehen wir deshalb, dass ®,,,(¢) auch ein Teiler
von q — 1 sein muss. Insbesondere gilt damit

|[Pr(g)] < g —1.
Aufgrund der Definition von ®,, gilt aber

en(@l= I la—e™m.

1<k<m
ggT(k,m) =1

Wegen g > 2 gilt aber '
lq = 1] < lg — /™|

fir alle & in diesem Produkt, ausser im Fall m = 1. Es ergibt sich also nur im Fall

m = 1 kein Widerspruch. Das beweist die Aussage. O

Bemerkung 6.1.4. Wie im kommutativen Fall kann man die Bedingung endlicher
Schiefkirper auch noch dquivalent abschwichen zu endlichernullteilerfreier Ring. Fiir
a € R\ {0} ist ndmlich die Linksmultiplikationsabbildung

an: R— R

b+— ab
aufgrund der Nullteilerfreiheit injektiv, also auch surjektiv. Da 1 im Bild liegt, be-
sitzt a ein Rechtsinverses. Mit der Multiplikation m,, von rechts sieht man die Exi-

stenz eines Linksinversen. Diese miissen aber iibereinstimmen, wie man leicht
sieht. Damit gilta € R*. A
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Wir kennen bisher keinen Schiefkorper, der kein Korper ist. Satz sagt, dass
wir auch keinen endlichen finden konnen. Die bekanntesten Beispiele behandeln
wir im nachsten Abschnitt.

6.2 Quaternionen

Definition 6.2.1. Seien K ein Korper und a,b € K \ {0}. Der Ring der Quater-
nionen Q) (a, b) ist der K*, versehen mit Basisvektoren

L5,k
und der durch folgende Regeln definierten Multiplikation (K -bilinear fortgesetzt):
ij=k=—ji,i*=a-1,j=0b-1. A

Bemerkung 6.2.2. (i) Durch die oben angegebenen Regeln ist wirklich eine Ring-
struktur auf K* definiert. Es soll dabei natiirlich der erste Basisvektor 1 das neu-
trale Element sein. Es ergeben sich die noch fehlenden Multiplikationsregeln fiir
Basisvektoren automatisch. Es ist etwa

ik = iij = alj = aj.

Aufgrund des Distributivgesetzes ergibt sich damit auch die Multiplikationsvor-
schrift fiir zwei beliebige Elemente von K*. Natiirlich kann man die Multiplikati-
onsvorschrift auch ganz explizit hinschreiben, sie lisst sich nur sehr schwer mer-
ken:

(Ta S, t7 U) ' (Ua w,x, y)
= (rv 4 swa + txb — uyab, rw + sv — tyb + uxb,

re + sya + tv — uwa, ry + sr — tw + uv).

Der Kérper K istin K* enthalten, indem man ihn entlang des ersten Basisvektors
einbettet, ein Element r € K also mitr1 = (r,0,0,0) € K*identifiziert. Auf
diese Weiseist ()i (a, b) eine Ringerweiterung von K und K ist sogarim Zentrum
von Qi (a, b) enthalten.

(i1) Oft schreibt man statt des Tupels (v, w, z, y) auch

v+ wi + x5 + yk,
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wie man es von den komplexen Zahlen gewohnt ist. Man kann dann beim Multi-
plizieren wie gewohnt vorgehen und muss sich nur die oben angegebenen Regeln
merken.

(¢i7) Manchmal wird auch nur der Ring Qi (—1, —1) als Ring der Quaternionen
bezeichnet. A

Definition 6.2.3. Fiir ein Element p = v + wi + zj + yk € Qk(a,b) der Quater-
nionen definieren wir das konjugierte Element als
pi=v—wi—zj—yk € Qk(a,b)
und die Norm als
N(p) := pp = v* — aw® — bx® + aby® € K. A

Lemma 6.2.4. (i) Fiirp, q € Qk(a,b) gilt pg
(ii) Fiirp, q € Qk(a,b) gilt N(pq) = N(p)N(q
(i13) Es giltp € Qk(a,b)* < N(p) # 0.

Beweis. (i) rechnet man einfach nach, bzw. sieht es der oben explizit angegebenen
vollstindigen Definition der Multiplikation direkt an.
(i4): Es gilt

N(pq) = pgpq = pqqp = pN(q)p = ppN(q) = N(p)N(q).

Dabei haben wir N(q) € K C Z(Qxk(a,b)) benutzt.
(i19): Aus pg = 1folgt1 = N(1) = N(pq) = N(p)N(q) und daraus N(p) # 0.
Gilt umgekehrt N(p) # 0, so setzen wir

— 1 Y
TN’
und berechnen
pq = 1W=N@=1
N(p) N(p)
und ganz analog gp = 1. Also gilt p € Qx(a, b)*. O

Satz 6.2.5. Seichar(K) # 2.
(1) Qx (a, b) ist einfach.
(ii) Fiir jeden Teilkorper K C Rist Qi (—1, —1) ein Schiefkorper.
(13i) Fiir0 # b € K gilt
QK (1,b) = Maty(K).

Insbesondere ist Qi (1, b) kein Schiefkorper.
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Beweis. (i) ist Aufgabe . Fiir (4) stellt man fest, dass fiir 0 # (v, w,x,y) € K*
in K stets

v = (=Dw? = (=1)2° + (-1)(-1)y* = +w* + ¥ +y* #0

gilt. Also istjedes 0 # pin Qi (a, b) invertierbar.
Fiir (i73) liefert die Abbildung

Qx(1,b) — Mata(K)
e ((1) —01>
(1)

einn Isomorphismus, wie man direkt nachrechnet. O

6.3 Algebren

Seiin diesem Abschnitt stets K ein Korper. Der Begriff einer K -Algebra kann auf
verschiedene Weisen definiert werden. Es handelt sich dabei um einen Vektor-
raum, in dem auch multipliziert werden kann. Alternativ kann man es als Ring
mit einer skalaren Multiplikation definieren. Am einfachsten ist aber folgende
Definition:

Definition 6.3.1. (i) Eine /-Algebra ist ein (nicht notwendigerweise kommutati-
ver) Ring A, zusammen mit einem Ringhomomorphismus K — Z(A).

(¢i) Eine K -Unteralgebra der /{-Algebra Aistein Teilring B C A der das Bild von
K unter dem Homomorphismus enthilt. A

Bemerkung 6.3.2. (i) Der Ringhomomorphismus in der vorangegangenen De-
finition hat bewusst keinen Namen. Es ist notwendigerweise injektiv, also fasst
man K meist einfach als Teilring von A auf. Die Elemente von K miissen aber im
Zentrum enthalten sein, also mit jedem anderen Ringelement kommutieren.

(i7) Man kann Elemente von K mit Elementen aus A multiplizieren und erhalt
Elemente aus A als Ergebnis. Damit bildet A einen K -Vektorraum. Gleichzeitig
kann man aber auch je zwei Elemente aus A miteinander multiplizieren, da A
auch ein Ring ist. Das geht in Vektorraumen normalerweise nicht. A
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Beispiel 6.3.3. (i) Der Matrixring Mat,,, (K') wird zu einer K -Algebra, indem man
Elemente von K als konstante Diagonalmatrizen der Grofie m auffasst.

(¢i) Der Polynomring K[t] ist eine (kommutative) k-Algebra.

(¢i7) Der Quaternionenring Q) x (a, b) ist eine K -Algebra.

(iv) Jeder Schiefkorper ist eine Algebra iiber seinem Zentrum K = Z(R). A

Im folgenden untersuchen wir Unteralgebren von Matrix-Algebren. Fiir eine K -
Unteralgebra A C Mat,,(K) nennt man einen Untervektorraum V' C K™ A-
invariant, falls

MveV

furallev € V und M € A gilt. Es gibt stets die sogenannten trivialen invarianten
Unterriume {0} und K™.

Satz 6.3.4 (Satz von Burnside). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Falls die
K-Unteralgebra A C Mat,,, (K) nurdie beiden trivialen invarianten Unterrdume besitzt,
gilt A = Mat,,, (K).

Beweis. A operiert transitiv auf K™: fiirjedes 0 #£ v € K™ istja
{0} S{Mv | M € A}

ein A-invarianter Unterraum, stimmt also mit A iberein. Wir zeigen zunichst,
dass A eine Matrix von Rang 1 enthilt. Sei dazu 0 # P € A. Fallsrang(P) > 2
ist, wahle vy, vy € K™ mit Pvy, Pvy linear unabhingig. Wihle dann M € A mit
M Pv; = v,. Dann sind also PM Pv; und Pv, linear unabhingig und PM P —
AP # Ogiltalso fir alle A € K. Es gibt aber ein \y € K, fiir welches PM — Ay,
auf dem Raum P(K™) nicht invertierbar ist, denn K ist algebraisch abgeschlos-
sen und jede lineare Abbildung besitzt somit einen Eigenwert. Also hat

(PM — Aol P

einen echt kleineren Rang als P, ist aber nicht Null. Iterativ erhalten wir also eine
Matrix () vom Rang 1 in A.

Jede andere Matrix mit demselben Bild wie () ist dann aber ebenfallsin A, und da-
mit auch jede beliebige andere Matrix vom Rang 1. Dafiir benétigt man nochmal
die Transitivitit von A auf K™ (Ubungsaufgabe[99). Da jede Matrix eine Summe
von Matrizen von Rang 1 ist, folgt A = Mat,,,(K). O

Bemerkung 6.3.5. Sei A C Mat,,(C) sogar eine *-Unteralgebra, d.h. mit M
gehore auch M* zu A. Falls A einen echten invarianten Unterraum V' C C™ be-
sitzt, so ist auch V' ein solcher invarianter Unterraum. Dafiir verwendet man,
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dass A abgeschlossen unter  ist (Aufgabe[I00). Nach einem unitiren Basiswech-
sel haben alle Matrizen in A Blockgestalt, d.h. A ist eine Unteralgebra von einer
Algebra

Mat,,, (C) @ Mat,,, (C)

mit 1 < mq, my und my; + my = m. Wir sind damit in einer einfacheren Si-
tuation. Falls es keinen invarianten Unterraum gibt, gilt nach Satz bereits
A = Mat,,,(C). Wir erhalten iterativ, dass A eine Unteralgebra von

Mat,,, (C) @ - - - @ Mat,,, (C)
und fiir jeden Faktor die Projektion von A auf Mat,,, (C) surjektiv ist. A

Beispiel 6.3.6. Sei A C Mat,, (C) eine kommutative x-Unteralgebra. Wir konnen
also 0.B.d.A. annehmen, dass

A C Mat,,, (C) @ - - - @ Mat,,, (C)

mit my; + --- + m, = m, und die Projektion auf jeden d;-Block auf A surjektiv
ist. Andererseits kommutieren die Elemente von A miteinander, und mit Beispiel
(1) folgt daraus d; = 1 fiir alle 7. Die Algebra A besteht also nur aus Diagonalma-
trizen (nach unitirer Konjugation). A

Definition 6.3.7. Eine K -Algebra A heif3t zentral, wenn Z(A) = K gilt. A

Beispiel 6.3.8. (i) Fiir jeden Korper K ist Mat,,(K) eine zentrale K -Algebra.
(i4) Fiir char(K) # 2 ist Qg (a, b) eine zentrale K -Algebra. (Aufgabe[10]). JAN



Kapitel 7

Anwendungen und Verschiedenes

In diesem Kapitel schauen wir uns einige Anwendungen der algebraischen Kon-
zepte dieser Vorlesung an. In der Kodierungstheorie versucht man, Daten so zu
strukturieren, dass man eventuelle Fehler bei einer Datentibertragung entdecken
und sogar riickgingig machen kann. Dabei kommen hiufig endliche Korper ins
Spiel. In der Kryptographie versucht man hingegen, Daten so zu verschliisseln,
dass sie von einem unerwiinschten Mithorer nicht verstanden werden kénnen.
Besonders in der modernen Public-Key-Verschliisselung kommen dabei interes-
sante mathematische Konzepte zum Einsatz. Danach besprechen wir noch einige
abstraktere Konzepte, die fiir die weiterfithrenden Vorlesungen niitzlich sind.

7.1 Kodierungstheorie

Invielen Bereichen von Technik und Gesellschaft werden heute grof3e Datenmen-
gen generiert und iibertragen. Bei der Dateniibertragung kommt es jedoch leicht
zu Fehlern, die die Daten im schlimmsten Fall unbrauchbar werden lassen. Des-
halb versucht man mit der Kodierungstheorie, die Daten so aufzubereiten, dass
kleinere Fehler entdeckt und bestenfalls korrigiert werden konnen. Die Anwen-
dungen im Internet, in Handys, CDs etc. sind unzihlig. Ein sehr einfaches Bei-
spiel sind die ISBN Nummern auf Biichern.

Beispiel 7.1.1(ISBN-10). Die (heute nicht mehr genutzte) ISBN-10 Nummer eines
Buchs besteht aus einer Zahl mit 10 Ziffern:

XT1To -+ T10-

137
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Dabei tragen nur die ersten 9 Ziffern wirkliche Information iiber das Buch (Land,
Verlag....), die zehnte Ziffer x1y ist eine sogenannte Priifziffer. Sie wird so
bestimmt, dass die folgende Priifgleichung erfullt ist:

r1+ 229+ 3x3+ -+ - 4+ 929 + 10219 = 0 mod 11.
Wegen 10 = —1 mod 11 kann man das also auch umformen zu
Tio =21+ 229+ -+ 4+ 919 mod 11.

Also ist x1¢ eine Ziffer zwischen 0 und 10, und damit sie immer einstellig bleibt,
schreibt man statt 10 dann X.
Wenn die ersten 9 Ziffern also 247810378 lauten, berechnet man

1-242-443-74+4-845-14+6-0+7-3+8-7T+9-8=217.
Wegen 217 = 8 mod 11 erhilt man also 21y = 8 und somit die ISBN-10 Nummer
2478103788.

Wire die zweite Ziffer eine 5 gewesen, hitte die Summe 219 ergeben, und 219 =
10 mod 11. Man hitte 21y = X und damit

257810378X
erhalten.
Man iiberlegt sich nun, dass jede der Ziffern x; durch die anderen Ziffern eindeu-
tig bestimmt ist. Fiirjedes i = 0, ..., 10 gilt im Koérper Fy; ndmlich
1 .
J#i

Diese Beobachtung hat nun folgende Implikationen:

() Wird genau eine Ziffer einer giiltigen ISBN-10 Nummer abgedndert, ist die
Priifgleichung nicht mehr erfillt. Solch ein einfacher Fehler wird also im-
mer entdeckt.

(¢1) Wird genau eine Ziffer abgeindert, und weifs man um welche es sich han-
delt (oder ist etwa eine Ziffer unlesbar), so kann sie anhand der Priifglei-
chung rekonstruiert werden. Ohne Kenntnis der Fehlerstelle funktioniert
dasjedoch nicht.
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Sogar ein weiterer (oft auftretender) Typ von Fehler kann erkannt werden. Wer-
den nidmlich in einer giiltigen ISBN-10 Nummer zwei verschiedene Ziffern ver-
tauscht, so ist die Priifgleichung nicht mehr erfillt. Falls namlich z; und z; ver-
tauscht werden, dndert sich die linke Seite der Priifgleichung um

iz, + jr; —ix; — jr; = (i — j)(z; — x;).

Diese Differenz ist aber kein Vielfaches von 11, denn 11 ist prim, und beide Fak-
toren sind < 10. JAN

Beispiel 7.1.2 (ISBN-13). Um mehr Ziffern zur Verfiigung zu haben, wurde die
ISBN-13 Nummer eingefiihrt. Sie besteht aus 13 Ziffern

Zy-- T3,

wobei die ersten 12 Ziffern die eigentliche Information tragen, und x5 so be-
stimmt ist, dass die folgende Priifgleichung erfiillt ist:

$1—|—3ZL’2+$3+"'+31’12+$13EOmOle.

Auch hier ist wieder jede Ziffer durch die anderen eindeutig bestimmt, da 1,3 €
(Z/10Z)* gilt. Einfache Fehler werden also entdeckt, und kénnen bei Wissen um
ihre Position auch korrigiert werden. Vertauschung von zwei Ziffern wird hier
allerdings nicht mehr immer erkannt. A

Wir befassen uns nun etwas allgemeiner und mathematischer mit Kodierungs-
moglichkeiten.

Definition 7.1.3. (i) Ein Alphabet A ist eine endliche Menge.

(i7) Ein Wort iiber A ist ein Tupel # = (z1,...,7;) € A*. Dabei heifit k die
Wortlange.

(¢17) Eine Kodierungsregel ist eine injektive Abbildung

o AF 5 A"

fir gewisse k,n € N.

(iv) Fiir eine gegebene Kodierungsregel ¢: A* — A" nennt man Elemente von
A* Informationsworter und fiir ein Informationswort 2 € A* heiflt p(z) € A"
das zugeordnete Codewort. Die Menge (.A*) aller Codewdrter heifst Code. A
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Die definierten Begriffe haben folgende Interpretation: Die Informationsworter
tragen die eigentliche Information, die gespeichert und/oder iibermittelt wer-
den soll. Man arbeitet stattdessen aber mit den zugeordneten Codewdrtern. Auf-
grund der Injektivitit von ¢ kann die eigentliche Information aus einem Code-
wort zuriickermittelt werden. Das Codewort selbst hat aber zusitzliche Struktur,
die Fehlererkennung und/oder -korrektur moglich macht.

Beispiel 7.1.4. (i) Im ISBN-10 Code ist A = [Fy; und

R

(T1,- -+, @9) > (T1,. .., @9, T10)
. 9 . .. .
mit z19 = »_,_, ix;. Dabei sind strenggenommen w1, ..., xy sogar immer nur
aus der Menge {0, 1,...,9} C ;. Die Kodierungsregel ist hier sogar eine linea-

re Abbildung der Fy, -Vektorriume.
(44) Im ISBN-13 Code haben wir A = Z/10Z und die Kodierungsregel

©: (Z/10Z2)** — (7./10Z)"*
($1, . 7$12) — (5701, <o T12, $13)

mitzy3 = — (21 +3x2+ 23+ - - - + 3212). Hier ist p ein Z /10Z-Modulhomomor-
phismus.
(¢i7) Der d-Wiederholungscode hat die Kodierungsregel

o AY — A%

(T1,...,x8) (fl,...,xk,xl,...,xk,...,xl,...,xk) A

2
dmal

Definition 7.1.5. Sei A ein Alphabet und n € N. Die Hamming-Distanz zweier
Elemente v = (vy,...,v,),w = (wy,...,w,) € A" ist definiert durch

dlv,w) :=#{i |1 <i<nv #w}. A
Lemma 7.1.6. Die Hamming-Distanz ist eine Metrik auf A™.

Beweis. Aufgabe[102] O

Bemerkung 7.1.7. Gegeben eine Kodierungsregel ¢, geht man in der Praxis fol-
gendermaflen vor. Wenn die eigentliche Information aus z € A besteht, wird
stattdessen das Codewort p(z) € A" versendet. Der Empfinger erhilt dann ein
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Wortr € A", dasaufgrund von Fehlern in der Ubertragung von () verschieden
sein kann. Er sucht nun das zu 7 nahegelegenste Codewort ¢ = ¢(y) € ¢(A¥)
(beziigliche der Hamming-Distanz) und schlief3t mit der Injektivitit von ¢ auf
die urspriingliche Information y. Natiirlich kann das schiefgehen, und in einem
y # x resultieren. Wir analysieren nun, unter welchen Bedingungen auf die-
se Weise immer die richtige Information x rekonstruriert wird. Danach unter-
suchen wir, wie man das nahegelegenste Codewort zu einem r € A" finden
kann. A

Definition 7.1.8. Seie € N. Ein Code C C A" heif3t e-fehlerkorrigierend, falls
die abgeschlossenen Bille in .A™ mit Radius e um Elemente von C paarweise dis-
junkt sind. A

Bemerkung7.1.9. Wenn C e-fehlerkorrigierend ist, und bei der Ubertragung von
einem ¢ € C nur an hochstens e Stellen ein Fehler gemacht wurde, dann liefert
die oben beschriebene Vorgehensweise das richtige ¢ zuriick. Das empfangene
Wort r liegt dann ndmlich im e-Ball um ¢ und also in keinem anderen e-Ball um
ein Element des Codes. Also ist ¢ das nichstgelegene Wort im Code. A

Definition 7.1.10. Fiir C C A* definieren wir die Minimaldistanz von C als
Aimin(C) =: min {d(v,w) | v,w € C,v # w}. A

Lemma?7.1.11. Ein Codemit Minimaldistanz d ist genau dann e-fehlerkorrigierend, wenn
e < |5 gilt.

Beweis. Offensichtlich ist %] der gréfRtmégliche ganzzahlige Radius disjunk-
ter Bille um Elemente des Codes. O

Beispiel 7.1.12. (i) Die Minimaldistanz des ISBN-13 Codes ist 2, wie man sich
leicht iiberlegt. Also ist der Code 0-fehlerkorrigierend. Man kann mit ihm zwar
eventuell Fehler erkennen, nicht jedoch korrigieren.

(i7) Die Minimaldistanz des d-Wiederholungscodes ist gerade d, fiir d = 2e+ 1 ist
er also e-fehlererkennend. Wenn man ein Informationswort x also durch d-fache
Wiederholung kodiert hat, und bei der Ubertragung maximal e Fehler gemacht
wurden, miissen mindestens d — e = 2e + 1 — e = e + 1 der Wiederholungen
mit x iibereinstimmen. Das sind echt mehr als die Hilfte der Wiederholungen,
und man erhilt das richtige Wort z als dasjenige, das am hiufigsten wiederholt
auftaucht. Genau das tut der oben beschriebene Algorithmus. A



142 KAPITEL7. ANWENDUNGEN UND VERSCHIEDENES

Um einen guten fehlerkorrigierenden Code zu erhalten, muss man also eine mog-
lichst grofie Minimaldistanz erreichen. Wir beschrinken uns dabei nun auf li-
neare Codes iiber endlichen Korpern. Sei dazu stets ¢ eine Primzahlpotenz und
IF, der Korper mit ¢ Elementen (vergleiche Aufgaben48lund[58).

Definition 7.1.13. Ein linearer (n, k)-Code iiber F, ist ein k-dimensionaler F-
Untervektorraum von 7. A

Lemma7.1.14. SeiC C IFy ein linearer Code. Dann gilt
dpin (C) = min{d(v,0) | 0 # v € C}.
Beweis. Fiir v, w € C gilt offensichtlich
d(v,w) = d(v —w,0)
und da C ein Vektorraum ist gilt v — w € C. O

Abjetzt betrachten wir nur noch lineare Codes, und lassen das Wort linear deshalb
wieder weg. Einen linearen Code kann man beispielsweise durch die Wahl einer
Basis angeben. Schreibt man die Basisvektoren in eine Matrix, erhilt man dabei
auch gleich eine Abbildungsmatrix fiir die Kodierungsregel . Andererseits ist er
natiirlich auch als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems beschreib-
bar. Das fithrt zur sogenannten Priifmatrix.

Definition 7.1.15. SeiC ein (n, k)-Code iiber IF,.
(4) Eine Erzeugermatrixvon C ist eine n X k-Matrix, deren Spalten eine Basis von

C bilden.
(¢1) Eine Erzeugermatrix F ist in Standardform, wenn sie von der Gestalt

P~ (%)
mit £ € Matn_ka(Fq) ist.
(4i7) Eine Priifmatrix fiir C ist eine Matrix P € Mat,,_j ,(F,) mit

zrelC & Pxr=0

furallex € Fy. AN
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Bemerkung 7.1.16. (i) Aus der linearen Algebra weifd man, dass jeder Code eine
Erzeugermatrix und eine Priiffmatrix besitzt. Beide sind jedoch im Allgemeinen
nicht eindeutig.

(i) Dass eine Erzeugermatrix in Standardform vorliegt bedeutet gerade, dass die
dadurch definierte Kodierungsregel einfach an das Informationswort ein zusitz-
liches Wort anhdngt. Man iiberlegt sich aber leicht, dass nicht jeder Code eine
Erzeugermatrix in Standardform besitzt.

(¢17) Der Rang einer Priifmatrix P ist automatisch n — k, da sie einen Unterraum
der Dimension k definiert. A

Lemma 7.1.17. Sei £ € Mat,, x(IF,) die Erzeugermatrix des Codes C und sei P €
Mat,,_»(F,) eine Matrix vom Rang n — k. Dann ist P genau dann eine Priifmatrix
fiir C wenn

PE =0

gilt. Ist E = ( gf, > in Standardform, soistalso P = ( —E' I,_; ) eine Priifma-
trix.

Beweis. Aus der Rangbedigung folgt dim ker(P) = k. Es bedeutet PE = 0 aber
gerade C C ker(P), und das ist also dquivalent zu C = ker(P). Es gilt nun offen-
sichtlich

(_E/ Ink)(gc/):_El+E/:O
und ( —E" I, ) hatRangn — k. O

Beispiel 7.1.18. (i) Der ISBN-10 Code im Sinne von Beispiel[7.1.4|(¢) ist ein linearer
(10,9)-Code iiber IFy; . Er besitzt beispielsweise die Basis

(1,0,...,0,1),(0,1,0,...,0,2),...,(0,...,0,1,9).

Die dazugehorende Erzeugermatrix

10 0

01 0
E=|:

00 1

—
DO



144 KAPITEL7. ANWENDUNGEN UND VERSCHIEDENES

hat Standardform und liefert die Kodierungsregel

p: T} = F)
Tz — FEux.

Eine Priifmatrix ist also beispielsweise
(=1,-2,—3,—4, —5,—6,—7,—8,—9,1).

(i) Der d-Wiederholungscode ist ein linearer Code in IF;”€ mit Basisvektoren

(e1,...y€1)s oy (€ky--vyer),

wobei ey, . .., e, die Standardbasisvektoren von IF’; sind. Die dazugehorende Er-
zeugermatrix

10 --- e 0

0 1 0

00 1

E=]10
0 1 0
00 1

hat Standardform und liefert die Kodierungsregel

. Tk dk
p: F, = F,

z+— Ex.

(¢31) Die folgende Matrix E in Standardform definiert einen (7, 4)-Code iiber IF,:

&

I
SO = = O OO
__ 0 OO = O
_— O = O = OO
— =000
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Man erhilt eine Priiffmatrix
-1 0 -1 -1 1 0
P = -1 -1 0 -1 0 1
0O -1 -1 -1 0 O

A

_— O O

Wir untersuchen nun die Minimaldistanz von linearen Codes und damit Ihre Ka-
pazitit zur Fehlerkorrektur.

Satz 7.1.19 (Singletonschranke). SeiC ein linearer (n, k)-Code iiber F ;. Dann gilt
pin(C) <n —k + 1.
Beweis. Seid = dpin(C) und
m: Fy — IFZ*‘”I

die Projektion auf die ersten n — d 4+ 1 Komponenten. Da sich zwei verschiedene
Elemente in C an mindestens d Stellen unterscheiden, ist 7 auf C eingeschrankt
injektiv. Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt k < n —d + 1
und daraus die Aussage. O

Lemma?7.1.20. SeiC einlinearer (n, k)-CodeiiberIF , mit Priifmatrix P. Dannist d i, (C)
gerade die minimale Anzahlvon linear abhingigen Spalten von P.

Beweis. Die Elemente von C sind gerade diejenigen ¢ € F} mit Pc = 0. Die
Minimaldistanz ist die kleinste Anzahl von Eintridgen # 0 fiir solche ¢ # 0, also
gerade die minimale Zahl von linear abhingigen Spalten von P. O

Beispiel 7.1.21. (i) Der ISBN-10 Code hat Minimaldistanz 2, wie man beispiels-

weise auch an der Priifmatrix sehen kann. Die Singletonschranke liefert hier eben-
falls 10 — 9 + 1 = 2. In diesem Sinne ist der ISBN-10 Code also optimal.

(i1) Der d-Wiederholungscode hat Minimaldistanz d, auch das kann man an den

Spalten der Priiffmatrix sehen. Die Singletonschranke liefert fiir (dk, k)-Codes

aber die obere Schranke

dk —k+1=Fk(d—-1)+1,

was im Allgemeinen deutlich grofier ist.
(i17) Der Code aus Beispiel (497) hat Minimaldistanz 3, wie man an der Priif-
matrix sieht. Die Singletonschranke fiir (7, 4)-Codes ist 4. A
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Diese Singletonschranke fiir die Minimaldistanz eines linearen Codes lisst sich
in der Tat immer verwirklichen, und zwar durch die sogenannten Reed-Solomon-
Codes.

Definition 7.1.22. Seien k,n € Nmit k& < n, sowie
Py, = {g € F,[z] | deg(g) < k — 1} = F;

der k-dimensionale Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner k. Es seien
ai,...,a, € IF, paarweise verschieden (insbesondere also n < ¢). Dann heif3t
das Bild der folgenden linearen Abbildung ein Reed-Solomon-Code mit Parame-
tern n, k und Auswertungsvektor (ay, ..., a,):

o: Py — F}
g (g(ar), ..., g9(an)). A

Satz 7.1.23. Jeder Reed-Solomon-Code mit Parametern n, k ist ein linearer (n, k)-Code
mit Minimaldistanzn — k + 1.

Beweis. Nach Satz[3.1.15 hat jedes Polynom aus P, \ {0} héchstens £ — 1 < n
Nullstellen in [F,,. Also ist ¢ injektiv und ¢ (P},) damit ein linearer (n, k)-Code.
Aus demselben Grund hat fiir 0 # g € Py das Tupel p(g) = (g9(a1), ..., g(an))
hochstens £ — 1 Nulleintrage, also mindestens n — k + 1 nichtverschwindende
Eintrige. Das beweist die Aussage. O

k

Konstruktion 7.1.24. Wir wihlen fiir P, die Basis 1, 2, 22, . .., ! und erhalten

fiir den Reed-Solomon-Code die Erzeugermatrix

1 a a - !
1 ay a3 -+ ai!
E = )
2 k—1
1 a, a; a,,

Die Konstruktion einer Priifmatrix ist etwas komplizierter. Zu gegebenem r =
(r1,...,7m,) € Fy wollen wir entscheiden, ob es ein Polynom g € Pj gibt mit
g(a;) = r; fur alle i. Wenn wir uns aufi < k beschrinken, ist solch ein Polynom
nach KorollarP.1.16leindeutig bestimmt, und wir konnen es explizit hinschreiben:

o= I =%

a._
i=1  j=1,..kj#i
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Dieses Polynom g muss nun auch g(a,) = rgfirs = k+ 1, ..., nerfiillen, damit
r zum Code gehort. Das liefert die n — k£ Bedingungen

k
as — a;
g T H ! =0, s=k+1,...,n.
- ) Ay — @y
=1

Hier handelt es sich um lineare Gleichungen an die r;, und man kann eine Priif-
matrix direkt ablesen:

arn=a; arnia;
H]::l??k:]?él al1—ay szlvzkmj;ék ap—aj; 1 O

an—a; . An—a; B
H]:l,,k,j#l al—a; H]:kaJ#k ap—aj O 1
A

Fir spezielle Reed-Solomon-Codes kann man die Pritfmatrix noch deutlich ein-
facher hinschreiben. Dazu zunichst folgendes Lemma und den darauffolgenden
Satz:

Lemma 7.1.25. Sei G eine abelsche Gruppe. Dann gibt es fiir je zwei Elemente g, h € G
ein Element x € G mit

ord(x) = kgV (ord(g),ord(h)) .

Beweis. Wir nehmen zunichst an, dass ord(g) und ord(h) teilerfremd sind. Wir
setzen x := gh und nehmen e = z™ = ¢"h" an. Das impliziert ¢" = h~" und
damit

ord(¢g") = ord(h™™") | ord(h).

Andererseits gilt auch ord(¢") | ord(g) und die Teilerfremdheit impliziert also
ord(¢") = ord(h™") = 1,also g = h™™ = h™ = e. Damit muss n ein Vielfa-
ches von ord(g) und ord(h) sein, also ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamen
Vielfachen. Damit ist die Ordnung von x offensichtlich genau dieses kleinste ge-
meinsame Vielfache, welches hier iibrigens einfach das Produkt der Ordnungen
ISt.

Im allgemeinen Fall betrachte die Primfaktorisierung

ord(g) = p{" - - pi’
ord(h) = pi* - - pir
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mit 0.B.d.A
er> fi,...,ex > frund expq1 < frat, oo 60 < fon
Fir kil en - Ao fk
G = gP=+1 "Pr und h = hP1 TP
gilt dann

Ord(f]) = pil o pzk und Ord(h) = pi’:rll .. pin

Diese Ordnungen sind teilerfremd, und fiir # = § - & gilt also nach dem bereits
gezeigten

ord(z) = ord(g)ord(h) = p{* - - -pzkpi’:’f - -pi" = kgV (ord(g), ord(h)),
die gewiinschte Aussage. O
Satz7.1.26. Sei K ein endlicher Korper. Dann ist die multiplikative Gruppe K zyklisch.

Beweis. Seia € K* ein Element von maximaler Ordnung m. Dann ist die Ord-
nung jedes anderen Elements von K * ein Teiler von m, wegen Lemma [7.1.25
Damit ist jedes b € K* eine Nullstelle von 2™ — 1 € K]z], und daraus folgt
#K* < m.Damitistalso K = (a) zyklisch. O

Bemerkung 7.1.27. Es gibt also stets einen Gruppenisomorphismus
(Fg.) = (Z/(g = DZ,+).

Diesen explizit zu bestimmen, d.h. wirklich einen Erzeuger fiir F)* zu finden, ist
im Allgemeinen aber schwer. A

Nach Satz[2.4.5lund Aufgabe 21 gibt es also fiir jedes n | (#K — 1) ein Element
a € K* mit Ordnung n.

Definition 7.1.28. Fiirn | (¢ — 1) seia € F ein Element der Ordnung n. Fiir
jedes k < n definiert der Auswertungsvektor (1, a,da?,...,a" ') dann einen zy-
klischen Reed-Solomon-Code mit Erzeuger a und Parametern n, k. A

Satz 7.1.29. Sei C C [y ein zyklischer Reed-Solomon-Code mit Parametern n, k und
Erzeuger a € IF*. Dann ist folgende Matrix eine Priifmatrix fiir C:

1 a e a]nfl

1 a2 e a2(n71)

1 gt ... gm-Bm-1)
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Beweis. Die Determinante der linken (n — k) x (n — k)-Teilmatrix von P ist
H (@’ —a").
1<i<j<n—k

Da a Ordnung n hat, ist diese Determinante ungleich 0, also hat P genau Rang
n — k. Nach Lemma|7.1.17|gentigt es nun, PE = 0 zu zeigen, wobei

1 1 1 e 1
1 a a2 “ e a(k_l)
B -
1 gl D2 ... g-Dk-1)
die Erzeugermatrix des Codes ist. Firi = 1,...,n — kund j = 1,..., kist der

(1, 7)-Eintrag von PE aber gerade

n—1 n—1 i+j—1\n __ 1
is s(j—1) _ itj—1\s _ (a ) _
Za a o (a )= aiti-1 — 1 =0,
s=0 s=0
wobei wird gerade ord(a) = nund i + j — 1 < nverwendet haben. O

Wir beschiftigen uns nun mit einem Algorithmus zur Dekodierung, also mit der
folgenden Frage: Gegeben sei ein linearer Code C C Fy und » € F7, wie findet
man den/einen nichstgelegenen Punkt zu r in C?
Fir jedes ¢ € C gilt offensichtlich d(r,c) = d(r — ¢,0). Wenn dabei ¢ ganz C
durchlduft, durchlauft » — ¢ die gesamte Nebenklasse r + C (im gruppentheo-
retischen Sinn in der abelschen Gruppe IF}). Anstatt den nichsten Punkt zu r im
Code zu suchen, konnen wir also ebensogut den nichsten Punkt zu 0 in der Ne-
benklasse  + C suchen und ihn dann von r subtrahieren.
Da man sehr hiufig immer beziiglich desselben Codes dekodieren méochte, listet
man als Vorbereitung des Algorithmus zunichst alle Nebenklassen von C in Fy
auf. In jeder Nebenklasse wahlen wir dann ein Element von kleinstem Abstand
zu 0 (genannt Nebenklassenfiihrer).
Besonders leichtist das mit Hilfe einer Pritfmatrix P € Mat,,_j, ,,(IF,) fir C. Esist
dannnidmlichr = s mod C genaudannwenn Pr = Ps gilt. Also parametrisiert
IF7~* als Bild von P genau die Nebenklassen von C. Wenn man fiir jedes v € F)~*
also einen Nebenklassenfiithrer f, von P~!(v) gefunden hat, so ist fiir jedes r €
F;

r—fpr
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ein nichstgelegenes Wort im Code. Man muss also nur Pr berechnen, und in der
Liste den gewdhlten Nebenklassenfiihrer fp, finden. Dieser Algorithmus zur De-
kodierung nennt sich Syndromdekodierung.

Beispiel 7.1.30. (i) Wir betrachten den (7, 4)-Code C C F} aus Beispiel[7.1.18](i44),

mit folgender Erzeuger- und Priifmatrix (beachte dass 1 = —1in s gilt):

1 000
01 00
0010 1011100

E=10001 /[, P=11101010
1011 01 11001
1101
01 11

Wir wissen bereits dass d,i,(C) = 3 gilt, der Code also 1-fehlerkorrigierend ist.
Es gibt hier #F3 = 2% = 8 Nebenklassenvon C in F}, die wir in folgender Tabelle
samt aller Nebenklassenfiithrer auflisten.

m
=]
@

5 | Nebenklassenfithrer von P~ (v)
,0)! 0
€7
€6
€2

1)
0)
1)
0)! es
1)
0)
1)

—_—_ 0 O = = OO

€3
€1
€4

)—‘HH)—‘“OCDOCDG

e N N N N N N

Empfingt man etwar = e5 + ¢ = (0,0,0,0,1,1,0)", so berechnet man zu-
nichst Pr = (1,1,0)" und liest den entsprechenden Nebenklassenfiihrer e; ab.
Der nichstgelegenste Punkt zu r im Code ist also

r—e =(1,0,0,0,1,1,0)".

Jede Nebenklasse besitzt hier genau einen Nebenklassenfiihrer, also existiert zu
jedem r € ] genau ein Element im Code von kleinstem Abstand. Haben wir
in der Ubertragung héchstens einen Fehler gemacht, wird das richtige Codewort
rekonstruiert.
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(i) Wir betrachten den (6, 3)-Code C tiber Fy mit folgender Erzeuger- und Priif-
matrix:

1 00

0 10 110
E:Oll’ P=1101010

10 1 110001

1 10

Man sieht an den Spalten von P dass d,,;,(C) = 3 gilt, der Code also einen Fehler
korrigieren kann. Es gibt auch hier #F3 = 8 Nebenklassen, die hier wiederum
mit allen Nebenklassenfithrern aufgelistet sind:

v € F3 | Nebenklassenfithrer von P~ (v)
(0,0,0) 0

(0,0,1) g

(0,1,0) es

(O, 1,1) el

(1,0,0) €4

(170, ].) €9

(1,1,0) €3

(1,1,1) €1+ eq, €9 + e5,63 + €4

Die letzte aufgelistete Nebenklasse besitzt hier 3 Nebenklassenfithrer. Fir alle
r € F$ mit Pr = (1,1,1)" existieren also 3 Punkte im Code mit minimalen Ab-
stand. Zusammen mit der 1-Fehlerkorrektur bedeutet das natiirlich, dass diese
Elemente nicht durch einen Fehler aus dem Code entstehen kénnen. A

7.2 Kryptographie

In der Kryptographie méchte man eine Nachricht so veschliisseln, dass man sie
einem Empfinger zukommen lassen kann, ohne dass ein eventueller unerwiinsch-
ter Zuhorer den Inhaltversteht. Der Empfinger selbst soll den Inhaltjedoch selbst-
verstandlich verstehen konnen. Dazu dndert man die eigentliche Information zu-
nichst ab, d.h. man verschliisselt sie. Der Empfinger muss die Nachricht dann
wieder entschliisseln, um die urspriingliche Information zu erhalten. Gewohnlich
miissen Sender und Empfinger dazu vorher eine geheime Vereinbarung iiber
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den Schliissel getroffen haben. Nur in der modernen Public-Key-Verschlisselung
kann das teilweise umgangen werden. In der Standardnotation der Kryptogra-
phie wird die Senderin gewohnlich Alice (kurz A) und der Empfinger Bob (kurz
B) genannt. Die unerwiinschte Zuhorerin heifét Eve (kurz E).

Eine sehr alte und bekannte Verschliisselungsmethode ist die Casar- oder auch
Ersetzungs-Verschliisselung. Dabei vereinbaren Alice und Bob einfach eine be-
liebige Ersetzungsregel fiir Buchstaben. Jeder Buchstabe der eigentlichen Nach-
richt (Klartext) wird gemif3 der Regel von Alice ersetzt, und der entstandene Ge-
heimtext wird dadurch unverstindlich. Bob macht die Ersetzung dann riickgin-
gig, und erhilt wieder den Klartext.

Klartext \ a
Geheimtext \ d

b ¢ -+ x vy z
jO"'tql

Oft wird dabei auch nur eine Verschiebung der Buchstaben verwendet, anstatt
einer beliebigen Permutation. Dadurch kann die Ersetzungsregel deutlich einfa-
cher vereinbart werden, etwa einfach durch den Buchstaben, durch den a ersetzt
wird:

Klartext \ a
Geheimtext \ f

b ¢ X V z
g h c d e

Solch eine Ersetzungs-Verschliisselung ist fiir Eve aber relativ leicht zu knacken.
Ist etwa bekannt dass nur eine Verschieberegel benutzt wurde, kann man einfach
alle 26 moglichen Ersetzungsregeln durchprobieren, und mit sehr grof3er Wahr-
scheinlichkeit wird nur eine davon einen sinnvollen Klartext produzieren. Hat E

keine Kenntnis iiber die benutzte Ersetzungsregeln, miisste sie allerdings
26! ~ 2%

Ersetzungsregeln durchprobieren, was nicht moglich ist. Aber auch hier ist die
Verschliisselung leicht zu knacken, und zwar durch eine Héufigkeitsanalyse (aller-
dings hat es nach Cisar ca. 600 Jahre gedauert, bis jemand auf diese Idee kam).
Dazu bemerkt man, dass die verschiedenen Buchstaben in einer Sprache mit un-
terschiedlicher Hiufigkeit vorkommen. Im Deutschen ist etwa das e der mit Ab-
stand hiufigste Buchstabe, gefolgt von n, i ... Wenn also ein langer Geheimtext
vorliegt, wird der am haufigsten vorkommende Buchstabe vermutlich dem e ent-
sprechen, der zweithiufigste dem n.... Wenn man so eine Weile herumprobiert,
hat man den Geheimtext normalerweise schnell entschliisselt.
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Um dieses Problem zu umgehen, wurde ab dem 16. Jahrhundert die Vigenére -
Verschliisselung verwendet. Dabei wird nicht eine einzelne Ersetzungsregel ver-
wendet, sondern von Buchstabe zu Buchstabe des Klartexts jeweils eine andere.
Gewohnlich benutzt man dazu folgendes Diagramm:

Klartext  [a|[b|c|--- [x]y]|z]
Geheimtext [a |b|c | - | x|y |z
cld|---|yl|lz]|a
cldje|---|z|a|b

ylzla| - |v|w|x
z|a|b|--- |w|x|y

A und B vereinbaren nun ein Schliisselwort, das die Abfolge der Ersetzungsregeln
(anhand des ersten Buchstabensjeder Zeile) angibt. Lautet der Schliissel beispiels-
weise BACH, so wird der erste Buchstabe des Klartexts mit der Ersetzungsregel
aus Zeile 2 verschliisselt, der zweite Buchstabe mit Zeile 1, der dritte Buchstabe
mit Zeile 3, und der vierte Buchstabe mit Zeile 8. Danach beginnt man wieder mit
Zeile 2... Eine klassische Hiufigkeitsanalyse versagt hier vollig. Derselbe Buch-
stabe im Geheimtext kann je nach Position ja fiir zwei verschiedenen Buchstaben
im Klartext stehen, und umgekehrt kénnen zwei gleiche Buchstaben im Klartext
zu verschiedenen Buchstaben im Geheimtext werden!

Erst im 19. Jahrhundert wurde eine Methode allgemein bekannt, die auch solch
eine Verschliisselung knacken kann. Es gibt in jeder Sprache einige kurze Wor-
te, die relativ hiufig vorkommen, im Deutschen beispielsweise "und", "der", "die"
und "das". Ist nun das Schliisselwort im Vergleich zum Klartext relativ kurz,
kommt mit einiger Wahrscheinlichkeit eines dieser Wort 6fters in einem Abstand
vor, der ein Vielfaches der Schliisselwortlinge ist. Das Wort wird also immer gleich
verschliisselt, und fithrt zu kurzen Buchstabenketten im Geheimtext, die immer
wieder auftreten! Findet man also solche kurzen sich wiederholenden Buchsta-
benketten, hat man einen Hinweis auf die Linge des Schliisselworts (sie ist ein
Teiler der Distanzen dieser Buchstabenketten). Dann kann man den Geheimtext
gemif dieser Linge in Einzeltexte zerlegen, auf die man dann die klassische Hiu-
figkeitsanalyse anwenden kann. Dann setzt man die entschliisselten Einzeltexte
wieder richtig zusammen, und hat den gesamten Klartext entschliisselt.

Ist nun das Schliisselwort im Vergleich zum Klartext relativlang, wird aber auch
diese Methode versagen. Und falls das Schliisselwort genau gleich lang wie der
Klartext ist, ist die Verschliisselung auch in der Tat nicht knackbar! Denn selbst
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wenn E einen Supercomputer zur Verfiigung hitte, der alle moglichen Schliis-
selworte durchprobieren konnte, wiirde sie dabei alle miglichen Texte der gleichen
Linge des Klartexts produzieren! Das nutzt ihr natiirlich iiberhaupt nichts. Hier
sehen wir also: ist es A und B moglich, ein geheimes Schliisselwort zu vereinba-
ren, so konnen sie spater Nachrichten derselben Linge absolut sicher verschliis-
seln!

Natiirlich ist es heute in den meisten Fillen undenkbar, vor einer Nachrichten-
tibermittlung (z.B. an Amazon) personlich vor Ort vorbeizukommen und ein lan-
ges geheimes Schliisselwort zu vereinbaren. Hier kommt nun das erste Publik-
Key-Verfahren ins Spiel, das Diffie-Hellman-Verfahren zum 6ffentlichen Schliis-
selaustausch. Dabei konnen A und B tiber einen unsicheren Kanal Informationen
austauschen, die zur Erstellung eines Schliissels fithren, den E nicht kennt. Wie
der Schliissel genau aussieht konnen A und B vorher nicht beeinflussen, er triagt
alsonoch nicht die eigentliche Nachricht. Er kann aber dann wie gerade beschrie-
ben zur sicheren Verschliisselung der eigentlichen Nachricht verwendet werden.

a

g
AliceZ_ = Bob

P.9g,b,g°
| ’ |

9" = (") 9° = (9")

Eve p,g.9%¢"

Alice und Bob vereinbaren 6ffentlich eine Primzahl p und ein Element g € Z/pZ.
Alle auftretenden Rechnungen werden in Z/pZ gefithrt (bzw. eigentlich in der
multiplikativen Gruppe (Z/pZ)*). Alice wihlt nun zusitzlich eine Zahl
a € {1,...,p— 1}, die sie geheim hilt. Bob wihlt eine Zahlb € {1,...,p — 1},
die er geheim hilt. Dann sendet Alice an Bob die Zahl ¢* € Z/pZ und Bob sendet
an Alice g* € 7Z/pZ. Sowohl Alice als auch Bob kénnen nun ¢ ausrechnen. Alice
benutzt dazu die Formel

9" =(g")"
und Bob verwendet

g° = (9")"
Diese Zahl ist nun der vereinbarte Schliissel. Eve hingegen kennt nur die Zahlen
p, g, g* und ¢°. Die einzige bisher bekannte Methode, daraus auch g zu berech-
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nen, besteht daraus, zunichst die Zahlen a oder b, und damit dann ¢ ausrech-
nen. Eve muss also den Logarithmus zur Basis g aus ¢” berechnen. Die Berech-
nung eines klassischen Logarithmus in Z ist nicht allzu schwierig. Da Exponen-
tialfunktionen monoton wachsend sind, kann man den Logarithmus relativ efhi-
zient durch einen Schachtelungs-Algorithmus ausrechnen.

250
200
150
100

50

Deshalb rechnen wir aber gerade in Z/pZ. Hier sieht eine Exponentialfunktion
folgendermafien aus:

10+ .
°
8 °
°
6
°
4+ °
°

2+ °

I I I I

2 4 6 8

Aufgrund des unvorhersagbaren Sprungverhaltens der Exponentialfunktion ist
hier im Allgemeinen keine Moglichkeit bekannt, den Logarithmus anders als durch
Durchprobieren aller Zahlen im Definitionsbereich der Exponentialfunktion zu
berechnen. Fiir grofRes p ist das praktisch nicht durchfithrbar. Somit kann Eve
das vereinbarte Schliisselwort g € Z/pZ nicht berechnen!

Allen Berechnungen kann man anstatt (Z/pZ)* natiirlich eine beliebige andere
Gruppe zugrunde legen, solange das Logarithmus-Problem, also die Berechnung
von a aus g und ¢g* dort schwer ist. In additiver Schreibweise handelt es sich iib-
rigens um die Frage nach der Berechenbarkeit von a aus gund a - g.
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In der Praxis wird dabei oft auch die Gruppe einer elliptischen Kurve verwendet.
Sei dazu K ein beliebiger Korper.

Definition7.2.1. Seienr, s € K. Dann heifdt die Menge
C = {(a,b) eK’ | 6> =a® +ra + s}

eine elliptische Kurve iiber K. Falls fiir einen Punkt (a,b) € C sogara,b € K
gilt, so heifdt (a, b) ein rationaler Punkt der Kurve. A

Die folgenden Bilder zeigen fiir K = R die rationalen Punkte der elliptischen
Kurven fiir die verschiedenen Parameter (r,s) = (—1,1),(r,s) = (—1,0) und

(r,s) = (—1,2//27):

O

Die rationalen Punkte einer elliptischen Kurve C' kann man mit einer Gruppen-
struktur versehen, die man am besten geometrisch erklirt. Dazu verbindet man
zwei Punkte P und () der Kurve mit einer Geraden (im Fall P = () nimmt man
die Tangente an die Kurve in P) . Diese schneidet C in einem weiteren Punkt.
Diesen Punkt spiegelt man noch an der z-Achse, und definiert so P + (). Damit
man so wirklich eine Gruppe erhilt, muss man die Kurve projektiv betrachten, al-
so einen Punkt O im unendlichen hinzufiigen. Dieser Punkt ist dann genau das
neutrale Element der Gruppe. Spiegelt man P an der x-Achse, erhilt man —P.

Fiir die Kryptographie verwendet man als Kérper K hier meistens F,, mit p prim
oder Fyn. Das Logarithmus-Problem ist in der entstehenden Gruppe nochmals
schwieriger als in F; und deshalb kann man die gleiche Sicherheit mit kleineren
Zahlen und damit kiirzeren Rechenzeiten erreichen.
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P+Q

Nun wollen wir noch eine weitere wichtige Public-Key-Verschliisselung kennen-
lernen, und zwar die RSA-Methode. Hier erstellt Bob sowohl einen geheimen
Schliissel nur fiir sich selbst, sowie einen 6ffentlichen Schliissel fiir alle anderen.
Jede Person, also zum Beispiel Alice, kann mit Hilfe des 6ffentlichen Schliissels
eine Nachricht verschliisseln und an ihn schicken. Entschliisselt werden kann sie
erst mit Hilfe von Bobs geheimem Schliissel. Hier wird die Nachricht direkt ver-
schliisselt, ohne in einem ersten Schritt einen geheimen Schliissel zu erzeugen,
der anschlief3end fiir die Verschliisselung verwendet wird.

Definition 7.2.2. Fiirn € N sei
p(n) = #(Z/nZ)" .
Die so definierte Funktion ¢: N — N heif3t Eulersche Phi-Funktion. JAN

Wir wissen bereits, dass a € (Z/nN)* dquivalent zu ggT(a,n) = 1 ist. Die Eu-
lersche Phi-Funktion gibt also die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen < n an.

Proposition 7.2.3. Seip eine Primzahl, e € N, sowien, m € N teilerfremd. Dann gilt:
@ o(p?) =pH(p—1)
(i) p(mn) = @(m)e(n).

Also gilt mit der Primfaktorzerlegung n = pS* - - - p&* von n immer

e1—1 er—1

en)=pi" (p—1)--pr(pr —1).
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Beweis. Aufgabe[103] O

Bob wihlt nun zwei Primzahlen p, ¢ und berechnet n = pq. Nach Proposition

7.2.3kann er auch
p(n)=p@-1-1)
leicht berechnen. Schliefilich wihlt Bob noch eine zu ¢(n) teilerfremde Zahl e

und berechnet
d:=e'e(Z/p(n)z)".

Das lasst sich mit dem Euklidischen Algorithmus relativ leicht machen. Es gilt
also
de = kp(n) + 1

fiir ein & € N. Offentlich bekannt gegeben werden von Bob nun die Zahlen n, e,
die Zahl d hingegen hilt er geheim. Die Zahlen p, ¢, ¢(n) werden nicht mehr be-
notigt und kénnen von Bob geloscht werden.

e
. d
n,e,m Alice o Tech Bob n,e,d, me
eyl = m
Eve n, e, m¢

Alice mochte nun die Nachricht m € Z/nZ an Bob iibermitteln. Dazu berechnet
sie m® modulo n, und schickt das Ergebnis an Bob. Gilt ggT((m, n) = 1 sorechnet
BobnuninZ/nZ :

(m) = m* = mFPm+L — (mw(”))k m=1%-m=m.
Dabei haben wir den Satz von Lagrange in der Gruppe (Z/nZ)* benutzt:
m?™ = 1mod n.
Im Fall ggT(m,n) # 1konnen wir 0.B.d.A. annehmen ggT(m,n) = p, woraus

folgt

m® = 0 mod p.

Weiters ist ggT(m, q) = 1 und damit wiederum mit dem Satz von Lagrange

m#? = 1mod q.
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Dies liefert in Z/qZ:
med — med—lm — mkcp(n)m — mk(p—l)(q—l)m

Insgesamt haben wir also

ed ed

m m mod p sowie m m mod q.

Da p und q zwei verschiedene Primzahlen sind, impliziert das

ed

m m mod n.

Bob hat also die Nachricht entschliisselt.
Warum kann Eve nun die Nachricht nicht entschliisseln? Eve kennt e, n und me€.
Sie muss also die e-te Wurzel aus m¢ in Z/nZ ziehen. Das ist aber ein schweres
Problem. Die offensichtliche Vorgehensweise wire natiirlich, wie Bob ebenfalls
zunichst d = e7!inZ/p(n)Z zu berechnen. Dazu muss sie aber zunichst o(n)
kennen. Fiir Bob war das leicht, da er n = pq direkt als Produkt zweier Primzah-
len konstruiert hat und deshalb ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) direkt ablesen kann. Eve
miisste nun umgekehrt die Primfaktorzerlegung von n und damit dann ¢(n) be-
rechnen. Zerlegung in Primfaktoren ist aber ein schwieriges Problem und bei grof3
genug gewahlten p, ¢ fiir n praktisch nicht durchfithrbar! Eine andere Methode
zur Bestimmung von m aus m¢, e und n ist nicht bekannt.
Die RSA-Methode kann auch zum Signieren einer (nicht verschliisselten) Nach-
richt verwendet werden. Wenn Bob etwa an Alice eine Nachricht m € Z/nZ
schicken méchte, dann sendet er ihr sowohl m also auch m? € Z/nZ. Alice be-
rechnet nun

(mh)e =m* =m € Z/nZ
und vergleicht das Ergebnis mit m. Da es iibereinstimmt, stammt die Nachricht
von Bob. Eve kann auf dieselbe Weise keine Nachricht signieren, da sie dazu wie-
derum d kennen miisste. Bob gibt iibrigens durch das Versenden von m und m¢
keine relevante Information iitber d bekannt. Eve miisste in Z/nZ den Logarith-
mus zur Basis m aus m? berechnen. Das ist schwer, wie wir uns oben bei Diffie-
Hellman schon tiberzeugt haben.

7.3 Kategorientheorie

Hier lernen wir eine Sichtweise kennen, anhand derer man viele der bisherigen
Konzepte, und viele Konzepte der Mathematik itberhaupt, besser einordnen und
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verstehen kann.

Definition 7.3.1. (i) Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse
Obj(C)

(von sogenannten Objekten) und fiir alle X, Y € Obj(C) jeweils einer Menge
C(X,Y)

(von sogenannten Morphismen), sowie einer partiellen Verkniipfung von Mor-
phismen

C(X,Y)xC(Y,Z)—C(X,2)
(f,9)—>gof

welche folgenden zwei Bedingungen gentigt:
(D ¥X € Obj(C) Jidy € C(X, X) mit
idyof=f goidy=g
furalle f € C(Y, X),g € C(X,Y).
(2) Firalle f e C(W,X),g € C(X,Y),h e C(Y, Z) gilt
ho(gof)=(hog)of.
(#3) Ein f € C(X,Y) heifdt Isomorphismus, falls g € C(Y, X) existiert mit
gof=idy, fog=idy.

(ii7) Zwei Objekte X, Y € Obj(C) heiflen isomorph (in Zeichen X = Y), falls in
C(X,Y) ein Isomorphismus existiert. A

Grafisch stellt man Ausschnitte aus Kategorien gewohnlich durch (kommutative)

Pfeildiagramme dar:

xt.y

g

A
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Beispiel 7.3.2. (i) Die Kategorie Men der Mengen hat als Objekte die Mengen
und als Morphismen die Abbildungen, wobei die Verkniipfung gerade die Hinter-
einanderausfithrung ist. Ein Isomorphismus ist eine bijektive (also invertierbare)
Abbildung, und zwei Mengen sind isomorph wenn sie die gleiche Machtigkeit be-
sitzen.

(i1) Fiir jeden festen Korper K hat die Kategorie K -Vec der K -Vektorrdume als
Objekte die K -Vektorraume und als Morphismen die K -linearen Abbildungen.
(¢i7) Die Kategorie 7op der topologischen Riume hat als Objekte die topologi-
schen Riume und als Morphismen die stetigen Abbildungen. Ein Isomorphismus
ist gerade ein Homdomorphismus, und isomorphe Objekte sind homéomorphe
Raume.

(1v) Morphismen miissen nicht immer Abbildungen sein. Seietwa (G, -) eine feste
Gruppe. Wir definieren eine Kategorie C; durch

Obj(Cq) := {*}

und
Ca(*,*) :==G.

Die Gruppenverkniipfung - dient uns dabei als Verkniipfung von Morphismen
-t Ca(*,%) X Ca(*,%) = Cq(*, *)

und man tberpriift leicht die Bedingungen (1) und (2). Auf diese Weise lisst sich
G als eigene Kategorie auffassen. Jeder Morphismus ist hier ein Isomorphismus.

A

Definition 7.3.3. Ein kovarianter (bzw. kontravarianter) Funktor von der Kate-
gorie C in die Kategorie D besteht aus einer Abbildung

F: Obj(C) — Obj(D)
sowie Abbildungen
F:C(X,Y) = D(F(X),F(Y))
(baw. F: C(X,Y) — D(F(Y), F(X)))
mit

) F(idx) = id]:(X)
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2) F(gof)=F(g)oF(f) (bzw. F(go f) = F(f) o F(g)).

x-1oy F(X) = F(Y)
N N
7z F(Z)

Beispiel 7.3.4. (i) Die Bildung des Dualraums ist ein kontravarianter Funktor von
K-Vek in sich selbst.
(i1) Sei X ein fest gewihlter K -Vektorraum. Dann ist die Zuordnung

VXV

ein kovarianter Funktor von K-Vek in sich selbst. Eine lineare Abbildung
p: V. — W wird dabei auf

dy®p: XV > XoW

abgebildet.

(¢i7) Es gibt den kovarianten Funktor 7op — Men, der jedem topologischen
Raum die Menge seiner Zusammenhangskomponenten zuordnet. Stetige Abbil-
dungen erhalten Zusammenhang, also induzieren sie Abbildungen zwischen den
Mengen der Zusammenhangskomponenten.

(iv) Sei C eine Kategorie, in der die Objekte wirklich aus Mengen und die Mor-
phismen wirklich aus Abbildungen zwischen diesen bestehen (wie z.B. Top, K -
Vec, ...). Der Vergiss-Funktor ist ein kovarianter Funktor C — Men, der einfach
eine eventuelle zusitzliche Struktur auf den Objekten der Kategorie (z.B. eine To-
pologie, eine Vektorraumstruktur,...) vergisst. Ebenso vergisst er die Tatsache,
dass Morphismen eventuell sehr spezielle Abbildungen sind, und betrachtet sie
einfach nur noch als Abbildungen. A

Lemma?7.3.5. Sei F: C — D ein FunktorundinC gelte X = Y. Dann giltin D
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Beweis. Seio.B.d.A. F kovariant. Sei f € C(X,Y) ein Isomorphismus mit inver-
sem Morphismus g € C(Y, X). Dann gilt g o f = idx und nach Anwendung von
F also

idrx) = Flidx) = Flgo f) = Flg) o F(f).
Analog bekommt man F(f) o F(g) = idzy) und damit F7(X) = F(Y). O

Bemerkung 7.3.6. Oft mochte man die Isomorphie von zwei Objekten einer Ka-
tegorie entscheiden (sind zwei Vektorraume isomorph, sind zwei topologische
Riume homoéomorph,....?) Wenn sie isomorph sind, kann man oft einen Isomor-
phismus angeben und hat die Frage damit entschieden. Wenn sie nicht isomorph
sind, ist die Frage oft schwieriger. Man muss dann Eigenschaften der Objekte fin-
den, die sie voneinander unterscheiden und die Isomorphie ausschliefRen. Etwas
konzeptioneller formuliert wendet man zunichst einen Funktor an. Sind die Ob-
jekte dann nicht isomorph, waren sie es vorher auch nicht.

Haben beispielsweise zwei topologische Raume eine unterschiedliche Anzahl von
Zusammenhangskomponenten, kénnen sie nicht homéoorph sein. Diese Argu-
mentation entspricht der Anwendung des Funktors aus Beispiel [7.3.4](¢7). Sind
die Dualriume von zwei Vektorriumen nicht isomorph, so sind es die Riume
selbst auch nicht. Das entspricht dem Funktor aus Beispiel (4). Noch ba-
naler ist folgende Beobachtung: haben zwei Vektorriume nicht dieselbe Mich-
tigkeit (als Mengen), so sind sie nicht isomorph. Extrem abgehoben kann man
sagen, dass man diese Beobachtung aus dem Vergissfunktor und Lemma7.3.5
erhilt. A

7.4 Garbentheorie

In diesem Abschnitt befassen wir uns kurz mit dem sehr allgemeinen Begriff ei-
ner Garbe, der in vielen Bereichen der Mathematik auftritt.

Definition 7.4.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Ring-Priagarbe F auf X
besteht aus den folgenden Daten:

(¢) Fiirjede offene Teilmenge U C X ein Ring F(U ), wobei F((})) = {0} gelte.
(i1) Farje zwei offene Teilmengen U C V ein Ringhomomorphismus

TvuU: F(V) — ./T"(U),
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genannt die Restriktion von V' auf U. Dabei gelte fir drei offene Mengen
UCV CW stets

rvu e Twy = Twu
sowie 1y = idF (1. A

Bemerkung 7.4.2. (i) Offensichtlich kann man eine Gruppen-, Vektorraum-,
Mengen-, etc.-Pragarbe ganz analog definieren, wenn man den Begriff Ring und
Ringhomomorphismus jeweils entsprechend ersetzt.

(41) Noch etwas allgemeiner formuliert man das so: Der topologische Raum X
kann als eigene Kategorie X aufgefasst werden. Dabei sind die Objekte gerade die
offenen Teilmengen, und die Morphismen sind die Inklusionen. Fiir eine beliebi-
ge weitere Kategorie K ist eine Pragarbe mit Werten in K (oder eine KC-Pragarbe)
dann einfach ein kontravarianter Funktor von X nach . Wir wollen uns im fol-
genden aber immer auf Ringe beschranken. A

Beispiel 7.4.3. (i) Seien X, W topologische Riume. Fiir U C X offensei C(U, W)
die Menge aller stetigen Funktionen von U nach W (je nach weiterer Struktur von
W kann das z.B. auch ein Ring sein). Wiederum mit der Restriktion von Funktio-
nen aufkleinere Definitionsbereiche erhalten wir eine Prigarbe C auf X, genannt
die Pragarbe der stetigen Funktionen mit Werten in IV. So dhnlich kann man
Prigarben von differenzierbaren- oder holomorphen Funktionen definieren.

(43) Sei X = {0, 1} versehen mit der feinstmoglichen Topologie. Der Verband der
offenen Mengen sieht also folgendermafien aus:

{0,1}

Eine Pragarbe auf X besteht also aus einem kommutativen Diagramm von Rin-
gen des folgenden Typs
A

I\
N

{0}

C
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(i17) Sei F eine Pragarbe auf X, und U C X offen. Jede offene Teilmenge von U ist
eine offene Teilmenge von X, und somitkann man F einfach auf U einschrinken.
Die so entstehende Pragarbe auf U bezeichnen wir mit F ;. A

Um die Lokalitit der Bedingung an die verwendeten Funktionen in Beispiel
(¢) axiomatisch zu erfassen, definiert man nun den Begriff einer Garbe.

Definition7.4.4. Sei X eintopologischer Raum. Eine Garbe auf X isteine Pragar-
be F, die zusitzlich folgende Bedingung erfiillt:

Fiirjedes offene U C X, jede offene Uberdeckung U = | J,; U; und jede Auswahl
von Elementen s; € F(U;) mit
TUi,UiﬁUj(Si) = TUj,UiﬁUj(Sj)
furallei,j € I, gibtes genauein s € F(U) mit
rou;(s) = si
furallei € 1. A

Bemerkung/Beispiel 7.4.5. (i) Denkt man sichjedes F(U) wirklich als Menge von
auf U definierten Funktionen, so sagt die Garbeneigenschaft, dass die Bedingung
an die betrachteten Funktionen lokal ist. Fiir vorgegebene Funktionen s; auf U,
die auf allen paarweisen Schnitten iibereinstimmen, gibt es natiirlich immer ge-
nau eine global auf U definierte Funktion s, die alle s; fortsetzt. Dieses s muss
aber nun automatisch die in F geforderten Bedingungen erfiillen.

(i1) Die in Beispiel[7.4.3)(i) betrachtete Pragarbe C der stetigen Funktionen ist so-
gar eine Garbe, denn Stetigkeit ist eine lokale Bedingungen.

(i77) Die in Beispiel[7.4.3|(7) betrachtete Prigarbe ist nicht notwendigerweise eine
Garbe. Die Bedingung ist hier, dassjedes Paarvon Elementenb € B, ¢ € C genau
ein gemeinsames Urbild in A hat.

(1v) Die Einschrankung F|;; einer Garbe F auf eine offene Teilmenge U C X ist
offensichtlich wieder eine Garbe. A

Definition7.4.6. Seien (X, F), (Y, G) topologische Riume mit (Prd-)Garben. Ein
Morphismus von (Pri-)Garben besteht aus den folgenden Daten:

« Eine stetige Abbildung f: X — Y.
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« Fiirjede offene Menge U C Y ein Ringhomomorphismus
fi: GU) = F(f71U))
sodassfir U C V C Y das folgende Diagramm stets kommutiert:

g(v)—LE F(F1(v))

TV,Ul j’"f—l(vxf—lw)

G(U)—= F(1 (1))

Wir schreiben oft auch einfach f* statt f};, und bezeichnen den gesamten Homo-
momorphismus mit (f, f*). A

Bemerkung/Beispiel 7.4.7. (i) Morphismen von (Pri-)Garben kann man auf die
offensichtliche Weise hintereinander ausfithren. Ebenso ist die Identitit ein of-
fensichtlicher Morphismus. Deshalb erhalten wir auch einen kanonischen Begrift
von (Prd-)Garbenisomorphismus, als Morphismus mit beidseitigem Inversen.
Esist (f, f*) genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Homéomorphismus
und alle f}; Isomorphismen der jeweiligen Ringe sind.

(¢i) Die Abbildung f;; nennt man auch die Zuriickziehung von Elementen aus
G(U) nach F(f~'(U)). Sind F, G Garben von Funktionen, handelt es sich da-
bei oft wirklich um die Zuriickziehung durch Komposition mit f. Man benétigt
dabei dann die Bedingung, dass alle Zuriickziehungen von Funktionen aus G die
in F spezifierte Bedingung erfiillen.

(¢i7) Sind X, Y topologische Riume mit der Garbe der stetigen Funktionen mit
Werten in W, dann erhalt man fir jede stetige Funktion f: X — Y einen Mor-
phismus, indem man f* als Zuriickziehung mittels f definiert. A

Konstruktion 7.4.8. Um das lokale Verhalten einer (Pri-)Garbe an einem Punkt
zu erfassen, definiert man den Begriff eines Halms. Sei dazu (X, F) eine (Pra-)
Garbe und x € X. Auf der Menge

M :={(U,s)|ze€UUC Xoffen,s € F(U)}
definiert man folgende Aquivalenzrelation:

(U,s) ~(V,t) . IW CUNVoften,z € W, mitrgw(s) = rvw(t).
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Im Fall einer Garbe von Funktionen bedeutet das: zwei auf Umgebungen von z
definierte Funktionen sind d4quivalent, wenn sie auf einer kleinen offenen Umge-
bung von z iibereinstimmen. Die Menge

Foi= M) ~={[(Us)] | (U,s) € M}
der Aquivalenzklassen trigt nun eine kanonische Ringstruktur:

(U, )] +[(V,1)] = [(UNV,rpunv(s) + rvoav(?))]-

Etwas abstrakter formuliert ist F, gerade der direkte Limes des gerichteten Sy-
stems der Ringe F(U) mit Restriktionsabbildungen, wobei U alle offenen Um-
gebungen von = durchliuft. A

Definition 7.4.9. Der Ring F, hei3t Halm der (Pri-)Garbe 7 am Punkt x. A

Bemerkung 7.4.10. (i) Fiir offenes U C X mitx € U gibt es den kanonischen
Homomorphismus

FU) — F,
s+ (U, s)].

G@i)Isto = (f, f*): (X, F) — (Y, G) ein Garbenmorphismus, so induziert er fir
jedes x € X einen kanonischen Morphismus der Halme

Co: Gr@) = Fa
(U, )] = [(f7HU), f(5))]- A

Satz7.4.11. Seip = (f, f*): (X, F) — (Y, G) ein Morphismus von Garben, wobei f
ein Homoomorphismus der topologischen Riume sei. Dann ist © genau dann ein Isomor-
phismus, wenn fiiralle v € X die induzierten Morphismen o, der Halme Isomorphismen
sind.

Beweis. Ist ein Isomorphismus, so sind alle ¢, offensichtlich ebenfalls Isomor-
phismen, denn der Umkehrmorphismus von ¢ induziert die Umkehrmorphis-
men der ©,.

Seien also umgekehrt alle ¢, Isomorphismen. Da f ein Homéomorphismus ist,
konnen wir nach Umbenennung der Elemente X = Y und f = id annehmen.
Wir miissen nun zeigen, dass fiir jedes offene U C X die Abbildung

ff:6U)— FU)
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ein Ringisomorphismus ist. Dafiir zeigen wir die Bijektivitit. Sei also zunichst
s € G(U) mit f*(s) = 0. Dann ist fiir jedes « € U auch das Bild von f*(s) in F,
Null, und aufgrund der Kommutativitit des Diagramms

G(U) L= F(U)

L

und der Injektivitit von ¢, folgt, dass das Bild von s in G, ebenfalls immer Null
ist. Das bedeutet, dass jedes x € U eine offene Umgebung U, C U besitzt, mit
rvu, (s) = 0. Diese Mengen U, liefern eine offene Uberdeckung von U, und aus
der Eindeutigkeitsbedingung im Garbenaxiom fiir G folgt direkt s = 0.

Fiir die Surjektivitit von f* seit € F(U) gegeben. Wir bilden ¢ nach F, ab und
verwenden die Surjektivitit von ¢,: es gibtein s, € G, mit

0i(sz) =t € Fp.

Es wird s, reprasentiert von einem Element 5, € G(U,), wobei U, C U eine
offene Umgebung von x ist. Dann sind f*(S,) und ryy, () zwei Elemente von
F(U,), die in F, dasselbe Element reprasentieren. Wir konnen also 0.B.d.A ihre
Gleichheit annehmen (nach eventueller Verkleinerung von U,):

f(82) = row. (1)

Fir z,y € U haben wir nun also 5, € G(U,) und 5, € G(U,), und nach Re-
striktion auf U, N U, werden beide Elemente mittels f* auf dasselbe abgebildet,
niamlich die Einschriankung von ¢. Aus der bereits bewiesenen Injektivitit von f*
(auf allen U) folgt also

U, VU (82) = TU, Uunv, (5y)-

Da die U, die Menge U offen iiberdecken, gibt es laut Garbenaxiom fiir G ein
s € GU)mitryy,(s) = 3, furallex € U. Es gilt nun f*(s) = ¢. Dafiir ge-
niigt es aufgrund des Garbenaxioms an F, die Gleichheit nach Restriktion auf
alle Mengen U, zu zeigen. Es gilt aber

row,(t) = [7(8:) = [ (roe. (s)) = ro.o. (f*(s)).

Das beweist die Behauptung. O



7.4. GARBENTHEORIE 169

Bemerkung 7.4.12. (i) Der Beweis von Satz[7.4.11|zeigt, dass die Injektivitit aller
o, die Injektivitit aller f* induziert. Fir die Surjektivitit der f* haben wir aber
aufder der Surjektivitit der ¢, auch noch die Injektivitit von f* verwendet. Im
Allgemeinen impliziert die Surjektivitit aller . auch nicht die Surjektivitat aller
fr.

(¢7) Ohne genauer ins Detail zu gehen impliziert die Bemerkung aus (i), dass der
Funktor (X, F) — F(X) kein exakter Funktor ist. Man kann Garbenkohomologie
deshalb als abgeleitete Funktorenfolge dieses Funktors definieren. A

Man kann eine Pragarbe immer eindeutig zu einer Garbe erweitern:

Satz 7.4.13. Sei F eine Prigarbe auf X . Dann gibt es eine Garbe F auf X, sowie einen
Morphismus . = (id, f*): (X, F1) — (X, F), mit der folgenden universellen Eigen-
schaft:

Jeder Morphismus ¢: (Y,G) — (X, F) von einer Garbe nach (X, F) faktorisiert ein-
deutig durch :

(Y,G) — (X, F)
N
(X, F7)

Dadurch ist F+ bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt. Man nennt F+ die
Garbifizierung von F.

Beweis. Fiur U C X offen definieren wir 7 (U) als die Menge aller Abbildungen
s: U — |_| Fu
zelU
mit den folgenden beiden Eigenschaften:
M s(z) € Fyfurallex € U.

(2) Furalle x € U gibt es eine offene Umgebung U, C U von x, und eint €
F(U,) mit
s(y) =tin F, furalley € U,.

Wir betrachten also die lokal konstanten Abbildungen in die disjunkte Vereinigung
der Halme tiber U. Offensichtlich trigt 7 (U) mit punktweise definierten Ver-
kniipfungen eine Ringstruktur, und wir erhalten mit der wirklichen Restriktion
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aufkleiner Definitionsmengen eine Prigarbe. Aufgrund der Lokalitit der Bedin-
gung (2) ist F* aber sogar eine Garbe auf X .

Die Abbildungen f*: F(U) — F*(U) sind die offensichtlichen: jedes t € F(U)
definiert eine auf ganz U konstant durch ¢ gegebene Funktion s. Der Beweis der
universellen Eigenschaft ist Aufgabe[104] O

Bemerkung 7.4.14. Der Konstruktion von F* sieht man direkt an, dass der Mor-
phismus ¢ Isomorphismen aller Halme induziert:

F, 2 Fr firaller € X,

Insbesondere kann Satz|7.4.11|ohne die Garbenbedingung nicht stimmen. A
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Ubungsaufgaben

Aufgabe 1. Fiir eine komplexe Zahl z = a + ib € C setzen wir
Re(z) :=a, Im(z2) :=b, Z:=a —ib, |z| = Va® + b2

(a) Zeigen Sie, dass fiir komplexe Zahlen z, z;, 2, gilt:
)21+ 22 =21 + %2, 2183 = 212, 2L =7 !
(1) z +z = 2Re(2), 2 — 7 = 2iIm(2), 2 -z = |z?
@i1) |z| = |Z], |z120] = || - |ze], [27Y] = |27}
() |21 + 22| < |21 + |22
(v) Finden Sie eine Formel fir Re(z;22), Tm(z29).

(b) Finden Sie alle komplexen Losungen der folgenden Gleichungen:
22 =—1,2°=-5,22>-52+2=0.

Aufgabe 2. Fiir ¢ € R setzen wir e := cos(y) + isin(p) € C.
(a) Zeigen Sie, dass fiir p, 1) € R stets gilt

@) [e%] = 1, eiv = /(=¥

(i1) €% - e = ¢t ¥+¥) (Hinweis: Verwenden Sie die Additionstheoreme fiir Sinus und
Cosinus)
(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes 0 # z € C eindeutig bestimmte r € (0,00), ¢ €
[0, 27) existieren mit

z=r-c%.
(Diese Darstellung von z heif3t Darstellung in Polarkoordinaten).
(c) Zeigen Sie, dass fiir die Darstellung z; = re’?, z, = se'¥ in Polarkoordinaten
gilt:
2129 = 15TV 2| =1

Veranschaulichen Sie sich damit die Multiplikation von komplexen Zahlen geo-
metrisch.
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174 Ubungsaufgaben

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass es fiir n > 1 genau n verschiedene komplexe Losun-
gen der Gleichung

2" =1
gibt (diese Losungen heifden n-te Einheitswurzeln). Geben Sie diese Einheitswur-
zeln in Polarkoordinaten an und veranschaulichen Sie sich ihre Lage in der kom-
plexen Zahlenebene.

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass es fiir n > 1 immer eine n-te Einheitswurzel gibt,
durch deren Potenzen man alle anderen n-ten Einheitswurzeln erhilt (eine solche
Einheitswurzel heif3t primitive n-te Einheitswurzel).

Aufgabe 5. Beweisen Sie Satz[.1.2]

Aufgabe 6. Seien G, H Gruppenund ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Zeigen Sie:

@) p(eq) = egund (g 1) = p(g) ! fiiralle g € G.

(1) Ist p bijektiv, soist o~ *: H — G ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus.
Bestimmen Sie alle Gruppenhomomorphismen ¢: (Z,+) — (Z,+).

Aufgabe?7. SeiG eine Gruppeund H < G eine Untergruppe. Zeigen Sie die Aqui-
valenz der folgenden Aussagen:

(i) gH = Hg furalleg € G.

@)Vhe Hge G: g 'hg € H.
Eine Untergruppe, welche diese Bedingungen erfiillt, heift normale Untergrup-
pe von G. Zeigen Sie, dass eine Untergruppe H < G mit |G : H| = 2 automa-
tisch ein Normalteiler von G ist.

Aufgabe 8. Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) simtliche Gruppen mit 1,2,3 und
4 Elementen.

Aufgabe 9. Entscheiden Sie fiir die folgenden Gruppen, welche isomorph sind
und welche nicht:

7127, 7.JAZ x 7./3Z, 7./6Z x 7.2

(Ra +)7 (R \ {0}7 ')a (R>07 ')7 (C \ {0}7 )
Aufgabe 10. Zeigen Sie:
(:) Die Menge S! := {z € C | |z| = 1} ist eine Untergruppe von (C \ {0}, -).
(1) Esgilt (Z,+) < (R, +) und R/Z = St
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Aufgabe 11. Beweisen Sie den zweiten Isomorphiesatz (Satz[2.2.6).

Aufgabe 12. Seien GG1, G5 Gruppen. Zeigen Sie:
(i) Die Menge G1 X G5 ist mit komponentenweise definierter Verkniipfung eine
Gruppe. Fiir ¢ = 1, 2 ist die Abbildung

T . Gl X GQ — Gl
(91,92) = gi
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
(i) Sei H < G1 X Goymitm;(H) = G, furi = 1,2. Dann gilt
Ny ={g€Gi|(g9,e) e H} < G,

Ny:={9€Gy|(e,9) € H} < Gb.
(¢i7] Die Abbildung
T Gl X GQ — Gl/Nl X GQ/NQ
(91,92) = (91N1, g2N)

ist ein Gruppenhomomorphismus. Die Menge 7(H ) ist der Graph eines Isomor-
phismus von GG; /Ny nach G5 /Ns.

Aufgabe 13. Beweisen Sie Lemmalf2.3.8]

Aufgabe 14. (i) Eine Gruppe G mit 55 Elementen operiere auf einer Menge X mit
39 Elementen. Zeigen Sie, dass es mindestens ein Element € X geben muss
mit g - x = z fir alle g € G (ein solches Element heif3t Fixpunkt der Operation).
(¢7) Finden Sie ein Beispiel fiir eine Gruppenoperation wie in (i), die genau einen
Fixpunkt hat.

Aufgabe 15. Sei GG eine Gruppe mit n Elementen und X = Abb(G,{1,...,n})
die Menge aller Abbildungen von G in die Menge {1, ..., n}.

(i) Zeigen Sie, dass die folgende Vorschrift eine Gruppenoperation von G auf X
definiert:

GxX—=X
(9, f) = (g f: b f(hg)).
(i) Bestimmen Sie alle Fixpunkte dieser Operation.

(i17) Zeigen Sie, dass jede Untergruppe H < G der Stabilisator eines geeigneten
f e Xist.
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Aufgabe 16. Zeigen Sie:
(@) Furn € Z istauf Z/nZ die folgende Multiplikation wohldefiniert:

(a +nZ)-(b+nZ) = (ab) + nZ.

(¢i) Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ mit + und - ein Korper.
(¢i7) Seien a,p € Nmit pprimund 1 < a < p. Dann giltin Z:

plat —1.
Hinweis zu (i74): Betrachten Sie die multiplikative Gruppe (Z/pZ) \ {0}.

Aufgabe 17. Zeigen Sie, dass fiir n > 3 jedes Element von A,, ein Produkt von
Zykeln der Lange 3 ist.

Aufgabe 18. Zeigen Sie, dass A, keine Untergruppe mit 6 Elementen hat.
Aufgabe19. Zeigen Sie, dass

(Z/nZ) x (Z/mZ) = Z/mnZ
genau dann gilt, wenn m und n teilerfremd sind.

Aufgabe 20. Bestimmen Sie (bis auf Isormorphie) alle Gruppen mit 5,6, 7 Ele-
menten.

Aufgabe 21. Zeige Sie, dass jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch
ist.

Aufgabe 22. Zeigen Sie K(Ay) = Z/27 x Z/2Z und K*(A,) = {id}.

Aufgabe 23. Seien GG, H Gruppen. Zeigen Sie:
() Die Menge

Aut(G) :={p: G — G | v Gruppenisomorphismus}

ist beziiglich Hintereinanderausfithrung von Abbildungen eine Gruppe (genannt
die Automorphismengruppe von G).

(i) Sei §: H — Aut(G) ein Gruppenhomomorphismus. Dann macht die fol-
gende Verkniipfung die Menge G x H zu einer Gruppe:

(g, h) - (g", 1) == (g - 0(h)(g'), b~ ).
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Um Verwechslung mit der komponentenweise definierten Verkniipfung zu ver-
meiden, bezeichnet man diese Gruppe dann mit G x4y H.
(¢i7) Die Abbildung

t:G—Gxg H
g+ (g€

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus und im(¢) ist eine normale Unter-
gruppe in G xy H.

Aufgabe 24. Seien G eine endliche Gruppe und p, ¢ zwei verschiedene Primzah-
len. Zeigen Sie:

(4) Falls G nur eine einzige p-Sylow-Untergruppe besitzt, so ist diese eine nor-
male Untergruppe in G.

(¢i) Ist S eine p-Sylow-Untergruppe und 7" eine ¢-Sylow-Untergruppe von G,
sogilt SNT = {e}.

(i17) Jede Gruppe mit 30 Elementen besitzt eine nichttriviale normale Unter-
gruppe.

Aufgabe 25. Sei G eine Gruppe und S < G eine Untergruppe. Wir setzen
Norg(S) = {g €G|gSg = S}.

Zeigen Sie S < Norg(S) < G.

Seinun H <1G eine normale Untergruppe und S < H eine p-Sylow-Untergruppe
von H . Zeigen Sie:

(1) Fiir jedes g € G existiertein h € H mit gSg~! = hSh™ .

(ii) Es gilt Norg(S) - H = G.

Aufgabe 26. Im Matrixring M, (C) betrachten wir die folgende Teilmenge:

H::{( a—é)|a,b€@}.
—-b a
Zeigen Sie:

(¢) H ist ein nicht-kommutativer Teilring von My (C).

(@) H* = H \ {0}.

(¢i7) Die folgende Teilmenge von H bildet eine Untergruppe beziiglich Multi-
plikation

o= fe(3 )= (0 5) (5 )= (1))
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(iv) Bestimmen Sie alle Untergruppen von G und zeigen Sie, dass alle normale
Untergruppen in G sind.

Aufgabe 27. (i) Zeigen Sie, dass der einzige Ringhomomorphismus von Q nach
Q sowie von R nach R jeweils die Identitat ist.
(i) Bestimmen Sie alle Ringhomomorphismen ¢: C — C mit p(R) C R.

Aufgabe 28. Sei p: R — S ein Ringhomomorphismus. Zeigen Sie:
(1) ¢(R) ist ein Teilring von S.
(i7) Fiir jedes Ideal J <1 Sist o~ !(J) ein Ideal in R.
(4i7) Ist ¢ surjektiv, so ist fir jedes Ideal I <t R auch (/) einIdealin S.
(iv) Stimmt Aussage (i7¢) auch ohne Surjektivitit?

Aufgabe 29. Beweisen Sie Lemma/3.1.10|

Aufgabe 30. Bestimmen Sie alle ganzzahligen Losungen des folgenden Systems
linearer Kongruenzen:

r = 1mod3
r=2mod7
z = 3mod 4.

Aufgabe 31. Sei R ein kommutativer Ring und / < R ein Ideal. Wir definieren:
VI:={aeR| a™elfireinm>1}.

Zeigen Sie:
(1) /T ist ein Ideal in R mit I C /1.
(i) Es gilt /T = /1.

Berechnen sieim Ring R = 7Z

V2Z, /A7, V6.
Fiur welche n € Z gilt VnZ = nZ?

Aufgabe 32. Sei R ein kommutativer Ring, M eine nichtleere und unter Multi-
plikation abgeschlossene Teilmenge von R, sowie I <1 R ein Ideal mit I N M = ().
Zeigen Sie:

(1) Es gibt ein Ideal p < R, welches maximal ist beziiglich der Eigenschaften

(i7) Jedes solche Ideal p ist ein Primideal in R.
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Aufgabe 33. Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Ideale jeweils nicht von einem
Element als Ideal erzeugt werden:

(21, 22) < Q[z1, 22],  (2,2) < Z[x].

Aufgabe 34. (i) Zeigen Sie, dass im Ring Z[i| Division mit Rest existiert, es also
fiura,b € Z[i] immer ¢, r € Z[i] gibt mit

b=ca+r

und |r| < |a| (der Betrag ist hier der bekannte Betrag von komplexen Zahlen).
(i) Beweisen Sie, dass Z[i] ein Hauptidealring ist.

Aufgabe35. Seip: R — Seinsurjektiver Ringhomomorphismus und R noethersch.
Zeigen Sie, dass S dann auch noethersch ist. Zeigen Sie dasselbe auch fir die Ei-
genschaft "Hauptidealring'.

Aufgabe36. Sei Rein Integrititsring. Zeigen Sie, dass R[x] genaudann ein Haupt-
idealring ist, wenn R ein Korper ist.

Aufgabe 37. Bestimmen Sie simtliche Ideale in Z /127 und entscheiden Sie, wel-
che davon Primideale sind.

Aufgabe 38. Sei R = C(]0, 1], R) der Ring der stetigen reellwertigen Funktionen
auf [0, 1]. Zeigen Sie:
(1) Fiir jedes echte Ideal I < Rgibteseina € [0, 1] mit f(a) = Ofuralle f € I.
(¢i) Fur jedes a € [0, 1] ist die Menge

m, = {f € R| f(a) =0}

ein maximales Ideal in .
(4i7) Jedes maximale Ideal in R ist von der Gestalt m,, fir eina € [0, 1].
(iv) Fiira € (0,1) ist die Menge

I, ={feR|3e>0: f=0auf(a—¢c,a+¢e)}

ein Ideal in R, aber kein Primideal.
(v) Es gibt ein Primideal p, in R mit

Ia gpa gma-

Insbesondere ist p, nicht maximal.
(Hinweis: Verwenden Sie hierfiir Aufgabe[32])
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Aufgabe 39. (i) Bestimmen Sie den Quotientenkérper des Rings Z[i] der gan-
zen Gauss’schen Zahlen.

(ii) Zeigen Sie, dass zwei isomorphe Integrititsringe auch isomorphe Quoti-
entenkorper besitzen.

(1i7) Geben Sie zwei nicht-isomorphe Integrititsringe an, deren Quotienten-
korper isomorph sind.

Aufgabe 40. Uberpriifen Sie die folgenden Polynome auf Irreduzibilitit im Poly-
nomring Q[x]:

=2t —2x+2

py = ' + 228 + 42° + 62 + 827 + 10
p3 = 32° — 9z — 27
pa=a' +2° + 2% + o+ 1.

Welche der Polynome sind auch irreduzibel in Z[z]?

Aufgabe 41. Zeigen Sie, dass fir eine Primzahlp € Zundi =1,...,p—1inZ

stets
p
l

gilt. Stimmt die Aussage auch, wenn p keine Primzahl ist?

Aufgabe 42. Sei R ein faktorieller Ring und p <1 R ein Primideal. Durch Anwen-
dung der kanonischen Projektion R — R/p aufdie Koeffizienten von Polynomen
erhalten wir einen Homomorphismus ¢: R[z]| — (R/p)[z]. Zeigen Sie:

(1) Sei p € R[z] primitiv mit Leitkoeffizient nicht in p. Falls dann ¢(p) irredu-
zibelin (R/p)|x] ist, so ist p auch irreduzibel in R|x].

(i1) 1 + 2% + 2° ist irreduzibel in Z[z].

Aufgabe 43. Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome in C[z] und in R[z]. Ist
der Grad aller irreduziblen Polynome in Q[x| beschrinkt?

Aufgabe 44. Wir betrachten die Menge R := {p € Q[z] | p'(0) = 0}. Zeigen Sie:
(4) R ist ein Teilring von Q|x].
(¢7) Jedes Element in R ist ein Produkt von endlich vielen irreduziblen Elemen-
ten aus .
(¢77) R ist nicht faktoriell.
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Aufgabe 45. (i) Zeigen Sie, dass Q[v/2] := {a +bv2 | a,b € Q} ein Teilkérper
von R ist.
(i1) Zeigen Sie, dass die Ringe Q[v/2] und Q[z]/(2? — 2) isomorph sind.

Aufgabe 46. Sei R ein kommutativer Ringund M C Rmitl € M und M - M C
M. Zeigen Sie:
(2) Die folgende Setzung definiert eine Aquivalenzrelation auf R x M:

(r,m) ~ (s,n) <= Ipe M:p(lrn—sm) =0

(13) Auf der Menge der Aquivalenzklassen von ~ sind die beiden folgenden Ver-
kntipfungen wohldefiniert und machen sie zu einem kommutativen Ring:

[(r,m)] + [(s,n)] := [(rn + sm, mn)]
[(r,m)] - [(s,n)] := [(rs, mn)].

Diesen Ring bezeichnet man auch mit M ~! R und nennt ihn die Lokalisierung von
Rnach M. Fiir die Aquivalenzklasse [(r, m)] schreibt man auch =
(¢i7) Die Abbildung

t:R— MR
T
T -
1
ist ein Ringhomomorphismus. Falls M keine Nullteiler von R enthiltist ¢ injektiv.

Fiir m € M ist«(m) in M ! R invertierbar.

Aufgabe47. Sei R ein kommutativer Ringund 0: R[x] — R|[z|die formale Ablei-
tungsabbildung (d.h. (¢, cix?) := 2L icia'™1). Zeigen Sie fiir p, ¢ € R|x]
und r € R die folgenden Aussagen:

@ A(p+q) = 0(p) + 9(q), rp) = rd(p).

(@) d(pg) = pd(q) + ¢0(p).

Aufgabe 48. Sei k ein Korper und g € k[z] ein Polynom. Zeigen Sie:

(1) Es gibt eine Korpererweiterung k C K, so dass ¢ in K [x] in Linearfaktoren
zerfillt.

(¢i) Falls ggT(q,0(q)) = 1in k[z] gilt, so hat ¢ in K (wie in (2)) keine doppelte
Nullstelle (d.h. alle Linearfaktoren sind verschieden).

(437) Sei p eine Primzahl, n = p" fireinr € Nund ¢ = 2" — = € F,[z]. Dann
giltggT(q, 0(q)) = 1inF,[z].

(iv) Fiir jede Primzahl p und jedes » € N gibt es einen Korper mit genau p”
Elementen.
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Aufgabe 49. Bestimmen Sie das Minimalpolynom von v/2 + /3 itber Q, den Kor-
pergrad [Q(\@ +/3): @] sowie eine Basis des Q-Vektorraums

Q(V2 + V3).

Aufgabe 50. Zeigen Sie
Min(v2 + i,R) = 22 — 2¢/2z + 3 und Min(v/2 +i,Q) = 2* — 227 + 9.

Aufgabe 51. Seienm,n € N teilerfremde Zahlen, fiir die man sowohl ein gleich-
seitiges m-Eck als auch ein gleichseitiges n-Eck mit Zirkel und Lineal aus 0, 1
konstruieren kann. Zeigen Sie, dass man dann auch ein gleichseitiges mn-Eck
mit Zirkel und Lineal aus 0, 1 konstruieren kann.

Aufgabe 52. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper (d.h. jedes Polynom
aus K[z] zerfillt in K[z] in Linearfaktoren). Zeigen Sie, dass K unendlich ist.

Aufgabe 53. Sei k C K eine Korpererweiterung. Wir definieren
Aut(K, k) := {¢: K — K | ¢ bijektiver Ringhomomorphismus, ¢|, = idy} .

Zeigen Sie:
(#) Aut(K, k) ist eine Gruppe beziiglich Hintereinanderausfithrung.
(¢i) Fiir jede Untergruppe H < Aut(K, k) ist

Fix(H) :={ae€ K |Voe H: p(a)=a}

ein Korper zwischen k und K.

(¢i7) Fur jeden Zwischenkorper k£ C L C K ist Aut(K, L) eine Untergruppe
von Aut(K, k).

(1v) Es gilt L C Fix (Aut(K, L)) und H C Aut (K, Fix(H)).

Aufgabe 54. Sei K ein Korper, P C Klxy,...,x,], I = (P)dasvon P erzeugte
Idealund V' C K™. Wir definieren

V(P):={a€ K" |Vpe P: pla) =0}
Z(V):={pe Klxy,...,z,) | YVa € V: p(a) = 0}.

Zeigen Sie:
W V(P) = V(I) =VI).

(Siehe Aufgabefiir die Definition von v/1.)
(19) Es gibt eine endliche Teilmenge P’ C P mit V(P) = V(P').
(#i7) Z(V) istein Ideal in K'[z1, ..., x,] mit \/Z(V) = Z(V).
() I CZ(V{))undV CV(Z(V)).
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Aufgabe 55. Sei R ein kommutativer Ring und / < R ein Ideal. Fiira € R\
VT betrachten wir die Menge M = {1,a,a?,d?, ...}, die Lokalisierung M 'R
und den kanonischen Homomorphismus ¢: R — M ! R (vergleiche Aufgabe[4¢).
Zeigen Sie:

(1) Dasvon «(I) in M ! R erzeugte Ideal ist nicht der ganze Ring M ' R.

(14) Es gibt ein maximales Ideal m <« M 'R mit (/) C m.

(¢i7) Es gibt ein Primideal p < Rmit I C punda ¢ p.

(iv) VT ist der Durchschnitt aller iiber I liegenden Primideale.

Aufgabe 56. Sei k C K eine Korpererweiterung und K algebraisch abgeschlos-
sen. Zeigen Sie, dass die folgende Menge der algebraische Abschluss von £ ist:

{a € K | a algebraisch tiber k} .
Aufgabe 57. Seip € k[z] und K der Zerfillungskoérper von p tiber k. Zeigen Sie
[K : k] < deg(p)!

Aufgabe 58. Zeigen Sie, dass es fiir eine Primzahlpotenz ¢ = p" bis auf Isomor-
phie genau einen Korper mit g Elementen gibt.

Aufgabe 59. Zeigen Sie, dass jede Korpererweiterung vom Grad 2 normal ist.
Aufgabe 60. Beweisen Sie Lemmaft.7.2]

Aufgabe 61. Zeigen Sie, dass jedes irreduzible Polynom aus [F,[x] (wobei d eine
Primzahl ist) separabel ist.
Hinweis: Verwenden Sie Satz4.5.10lund die Surjektivitit des Frobenius-Automorphismus.

Aufgabe 62. Zeigen Sie, dass die Kérpererweiterung Q C Q(+v/2,) normal ist.

Aufgabe 63. Sei p eine Primzahl, ¢ := ¢*™/? ¢ Cund K := Q(&). Zeigen Sie,
dassfiirjedes j = 1,...,p — 1 genau ein Q-Automorphismus ¢, von K existiert
mit

p; (&) =¢.

Aufgabe 64. Berechnen Sie ein primitives Element fiir die Koérpererweiterung

Q C Q(v2,V73).
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Aufgabe 65. Seip € k[z] ein Polynom vom Grad d und K sein Zerfillungskérper
tiber k. Zeigen Sie:

(4) Es gibt einen injektiven Gruppenhomomorphismus Gal(K, k) < S,.

(¢4) Finden Sie ein Beispiel fiir ein irreduzibles Polynom p € k[z], fiir das der
Homomorphismus aus (i) nicht surjektiv ist.

(177) Berechnen Sie Gal(K, k) im Fallp = 2 — 2.

Aufgabe 66. Sein eine Primzahlund o, 7 € S, Zykel der Linge 2 und n. Zeigen
Sie, dass o, 7 schon die ganze Permutationsgruppe erzeugen.

Aufgabe 67. Bestimmen Sie simtliche Zwischenkorper der Erweiterung

Aufgabe 68. Seip € k[x] ein irreduzibles Polynom sowie K sein Zerfillungs-
korper tiber k. Zeigen Sie, dass es fiir je zwei Nullstellen a,b € K von p ein
¢ € Gal(K, k) gibt mit p(a) = b.

Aufgabe 69. Seien aq, as, as, ay € C derart, dass das Polynom
f=(x—a)(z—a)(r—a3)(x—ay)
Koeffizienten in Q hat. Wir setzen

by = (a1 + az)(az + a4)
bg = (a1 + (lg)(CLQ + a4)
b3 = (Cll + a4)(a2 + ag)

und g := (x — by)(x — by)(x — b3). Zeigen Sie: Die Koeffizienten von g liegen
ebenfalls in Q. (Tipp: Es ist nicht nétig, die Koeffizienten auszurechnen! Verwenden
Sie den Hauptsatz der Galoistheorie.)

Aufgabe 70. Sei k = Fy(t) mit einer Variablen ¢. Zeigen Sie, dass

pi=a*—t € k[z]

irreduzibel, der Kérper K := k[z]|/(p) der Zerfillungskorper von p, aber die Er-
weiterung k C K keine Galoiserweiterung ist.
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Aufgabe71. Fiiri = 1, ..., n definieren wir Polynome s; € Q[y1, ..., y,] durch
n n—1 —
s syt sp= (Tt yr) (T F yn)-

Eine rationale Funktion f € Q(y1, ..., y»,) heif3t symmetrisch, wenn fiir jede Per-
mutationw € S,

f(yw(l)u 7y7r(n)) = f(yla 7yn)

gilt. Zeigen Sie:

(¢) Die Polynome s; sind symmetrisch.

(ii) Die Erweiterung Q(sq, ..., $n) € Q(y1, ..., y») ist Galoissch.

(¢17) Die Galois-Gruppe der Erweiterung aus (i) ist isomorph zu S,,.

Was kann man mithilfe des Hauptsatzes der Galoistheorie iitber symmetrische
rationale Funktionen aussagen?

Aufgabe 72. Zeigen Sie: Fiir jede endliche Gruppe G gibt es eine Galoiserweite-
rung K C L mit Gal(L, K') = G. (Tipp: Verwenden Sie Aufgabel71])

Aufgabe 73. (i) Finden Sie ein Bespiel fiir einen freien R-Modul M mit Untermo-
dul N C M, sodass N nicht frei ist.

(i) Finden Sie ein Beispiel fiir einen R-Modul M mit Untermodul N C M, sodass
kein Untermodul N’ C M existiert mit

N& N =M.

(¢17) Finden Sie ein Bespiel fir einen endlich erzeugten R-Modul M mit Unter-
modul N C M, so dass N nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 74. Beweisen Sie Lemmal5.1.9}

Aufgabe 75. Sei M ein R-Modul und N C M ein Untermodul. Zeigen Sie:
(?) Sind N und M /N endlich erzeugt, so auch M.
(¢i) Ist M endlich erzeugt, so auch M /N, aber nicht unbedingt V.

Aufgabe76. Sei R einkommutativer Ring. Zeigen Sie dass R genau dann noethersch

ist, wenn alle Primideale von R endlich erzeugt sind.

Aufgabe 77. Sei R ein nullteilerfreier Hauptidealringund M C R" ein Untermo-
dul. Zeigen Sie, dass M genau dann die Losungsmenge eines homogenen linea-
ren Gleichungssystems iiber R ist, wenn ein Untermodul N C R" existiert mit
R"=M @& N.



186 Ubungsaufgaben

Aufgabe 78. Seien R ein Integrititsring und M ein R-Modul. Zeigen Sie:
(7) Es ist
M :={meM|3I0#re R:rm=0}

ein Untermodul von M.
(ii) Fiir N := M /M** gilt
N = {0}.

Aufgabe79. Bestimmen Sie bis auf Isomorphie simtliche abelschen Gruppen mit
8,9,10,11 und 12 Elementen.

Aufgabe 80. Bestimmen Sie in Abhingigkeit von a, b, ¢ € Z simtliche ganzzah-
ligen Losungen des folgenden linearen Gleichungssystems:

dor — 11y — 2z =a
—bxr+13y+42=1>
—10x + 23y + 8z =c¢

Aufgabe 81. Sei R ein kommutativer Ring und A, B, M, N jeweils R-Moduln.
Zeigen Sie:
(7) Es ist

Hompg(A, B) :={f: A— B | f Modulhomomorphismus}

mit punktweiser Addition und skalarer Multiplikation wieder ein R-Modul.
(¢i) Fur jeden Modulhomomorphismus ¢: A — B liefern die folgenden Abbil-
dungen wieder Modulhomomorphismen:

¢*: Hompg(B, M) — Hompg(A, M)
fr=fogp

¢y : Hompg(M, A) — Hompg(M, B)
frrgof.

(i77) Finden Sie ein Beispiel, in dem ¢ injektiv, aber ¢* nicht surjektiv ist, sowie
eines, in dem ¢ surjektiv aber ¢, nicht injektiv ist.

Aufgabe 82. Bestimmen Sie im Ring Fy[z] den grofiten gemeinsamen Teiler von
p=a' +at+zx+1lund g =2°+2
sowie eine Darstellung
88T(p,q) = rp+ sq
mitr, s € Fy[x].
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Aufgabe 83. Bestimmen Sie iiber dem Ring Q[t] die Smith-Normalform der fol-
genden Matrix:

t 0 0
0 t—1 0
0 0 ¢

Aufgabe 84. Zeigen Sie, dass Z[v/—2] ein euklidischer Ring ist.

Aufgabe 85. Seip: R — S ein Ringhomomorphismus und M ein R-Modul. Zei-
gen Sie, dass die in der Vorlesung definierte Skalarmultiplikation von S auf

M ®gr S
wohldefiniertist und M ®5 S dadurch ein S-Modul wird.

Aufgabe 86. Zeigen Sie, dass die R-bilineare Abbildung

R™ x R™ — Mat . (R)

(v, w) = vw'
die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes erfillt. Also gilt
R™ ®@pr R" = Mat,, ,(R).
Aufgabe 87. Zeigen Sie
(Z)mZ) @z (Z/nZ) = 7./ggT(m,n)Z.

Aufgabe88. Sei R C R?ein Rechteck, aufgeteiltin endlich viele Rechtecke Ry, . . ., R,,,
die sich nur an den Rindern beriithren. Seien a;, b; jeweils die Seitenlingen von
R; und a, b die Seitenlingen von R. Zeigen Sie:

OInR®gRglta®@b=>3"" a;, @b,

(i) Wenn jedes R; mindestens eine rationale Seitenlinge hat, so hat auch R
mindestens eine rationale Seitenlinge.
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Aufgabe 89. Sei R ein nullteilerfreier faktorieller Ring und K = Quot(R) sein
Quotientenkorper. Zeigen Sie, dass die einzigen itber R ganzen Elemente von K
die Elemente aus R selbst sind.

Aufgabe 90. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérperund I C K[z, ..., x,]
ein Ideal. Wir betrachten dessen Nullstellenmenge

V(I)={ae K" |Vpel:pla)=0}
und deren sogenannten Verschwindungsideal
IVU))={pe€ Klx1,...,x,] | Ya e V(I): p(a) =0}
(vergleiche Aufgabe[54). Zeigen Sie
V() =V1I.

Hinweis: Wenden Sie fiir p € Z(V(I)) Hilberts Nullstellensatz auf das von I und tp — 1
in K[z1,...,x,, t] erzeugte Ideal an.

Aufgabe 91. Sei K ein Korper. Zeigen Sie:
(1) K[z, y]/(2?* — y) ist isomorph zum Polynomring K [t] in einer Variablen.
(#1) K|z, y]/(zy — 1) ist nicht isomorph zu K [t].

Aufgabe 92. Sei R ein noetherscher Ring und / <1 R ein Ideal. Zeigen Sie, dass es
in R nur endlich viele minimale Primideale iiber I gibt.

Aufgabe 93. Sei R ein Ring, I < R ein Ideal und 7: R — R/I die kanonische
Projektion. Zeigen Sie, dass die Zuordnung

J = m(J)

eine Bijektion liefert, zwischen der Menge aller Ideale von R, welche I enthalten,
und der Menge aller Ideale von R/I. Zeigen Sie weiter, dass sich dabei gerade
Primideale entsprechen.

Aufgabe 94. Fiir einen Ring R bezeichnen wir mit Spec(R) die Menge seiner
Primideale. Fiir ein Ideal / < R definieren wir

V(I) := {p € Spec(R) | I C p}.

Zeigen Sie, dass die Mengen V (/) die Axiome fiir abgeschlossene Mengen einer
Topologie erfiillen.
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Aufgabe 95. Seien R, S Ringe. Bestimmen Sie Spec(R x S) in Abhdngigkeit von
Spec(R) und Spec(S).

Aufgabe 96. Sei R ein Ringund a,b € Rmita € Cr(b) N R*. Zeigen Sie, dass
dannauch a™! € Cg(b) gilt. Insbesondere gilt dann

Z(R)N R* = Z(R)*.

Aufgabe 97. Fiird | m € N definieren wir

D,/ = H (t—e%) )

1<k<m
geT(k,m) =4d
Zeigen Sie:
(2) Die Definition ®,,,4 hangt wirklich nur vom Quotienten m/d ab.
(44) Ist m/d eine Primzahl, so stimmt die Definition von ®,,,/; mit der aus Bei-

spiel (i1) iberein.

(44i) Die Koeffizienten von ®,, /4 sind ganze Zahlen.

Aufgabe 98. (i) Zeigen Sie, dass fiir char(K') # 2 der Quaternionenring Qi (a, b)
einfach ist.
(¢7) Fiir welche a, b € C\ {0} ist Qc(a, b) ein Schiefkorper?

Aufgabe 99. Vervollstindigen Sie den Beweis des Satzes von Burnside (Satz|6.3.4):
Falls A C Mat,,(K) eine Unteralgebra ist, die transitiv auf K™ operiert und eine
Matrix von Rang 1 enthilt, gilt A = Mat,,, (K).

Aufgabe100. Sei A C Mat,, (C) eine C-Unteralgebra, die unter  abgeschlossen
ist. Sei V' C C™ ein A-invarianter Unterraum. Zeigen Sie, dass dann auch V+
ein A-invarianter Unterraum ist.

Aufgabe101. Zeigen Sie, dass Mat,,,(K') und fir char(K) # 2auch Q(a, b) eine
zentrale K -Algebra ist.

Aufgabe 102. Zeigen Sie, dass die Hamming-Distanz eine Metrik auf A* defi-
niert.

Aufgabe 103. Beweisen Sie Proposition[7.2.3

Aufgabe 104. Beweisen Sie die universelle Eigenschaft der Garbifizierung im Be-
weis von Satz[7.4.13].
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