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Einleitung:Was ist algebraische
Geometrie?

Ihren Ursprung hat die algebraische Geometrie in der Frage nach der Lösbarkeit
von polynomialen Gleichungssystemen über Körpern.
Lineare Gleichungssysteme werden in der linearen Algebra erschöpfend behandelt.
Man hat mit dem Gauß-Algorithmus eine Methode zur systematischen Berech-
nung aller Lösungen eines solchen Systems und die Lösungsmenge ist als affiner
Raum auch geometrisch leicht zu verstehen. Die dahinterstehende Algebra, al-
so die �eorie der Vektorräume und linearen Abbildungen, ist ebenso sehr gut
verstanden.
Geht man nun zu nichtlinearen polynomialen Gleichungssystemen über, wird die
Sache deutlich komplizierter. Es gibt imAllgemeinen keinen expliziten Lösungs-
algorithmus und die Geometrie der Lösungsmengen ist viel komplizierter. Als
erste Vereinfachung sucht man nun zunächst nur nach Lösungen in einem alge-
braisch abgeschlossenenKörper.Damit umgehtman Irregularitätsprobleme, die
sonst sogar schon im eindimensionalen zusätzlich auftauchen würden. Weiter
versucht man nun anstatt einer vollständigen Lösung aller Systeme eine Klassi-
fikation der Lösungsmengen bis auf eine geeignete Isomorphie zu finden. Dann
kannman prinzipiell versuchen, ein unbekanntes System dadurch zu lösen, dass
man es durch Isomorphie auf ein bekanntes zurückführt. Für gewöhnliche Glei-
chungssysteme gipfelt dieser Ansatz in der vollständigen Klassifikation aller Lö-
sungsmengen anhandder ihnen zugeordneten affinenKoordinatenringe, also einer
äquivalentenÜbersetzung des Problems in die kommutative Algebra.Dies ist der
Inhalt von Kapitel 1.

Nun treten beim Lösen von polynomialen Gleichungssystemen oft unerwarte-
te Irregularitäten auf. So kann etwa bereits ein System aus zwei Gleichungen in
vielen Variablen keine Lösung haben, obwohl man geometrisch erwarten würde,
dass jedeGleichungdieDimensionder Lösungsmengehöchstensumeins verrin-
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2 Einleitung

gert. Solche Probleme kannman vermeiden,wennman vomaffinen zum projekti-
ven Raum übergeht. Dabei fügt man Punkte im Unendlichen hinzu, und dadurch
verhalten sich die Lösungsmengen viel regulärer. Das behandeln wir in Kapitel 3.

Andererseits wird nun die Klassifikation der Lösungsmengen bis auf Isomorphie
schwieriger. Der Ansatz über die affinenKoordinatenringe hat keine direkte Ver-
allgemeinerung. Deshalb schwächt man den Isomorphiebegriff ab, zu birationa-
ler Äquivalenz. Dabei handelt es sich um eine Isomorphie fast überall. Hat man ein
System also gelöst und ist ein weiteres System dazu birational äquivalent, so hat
man dieses neue System fast vollständig gelöst. Bezüglich birationaler Äquiva-
lenz finden wir wieder eine rein algebraische Klassifikation, über die Funktionen-
körper der Gleichungssysteme. Damit beschäftigenwir uns unter anderem in Ka-
pitel 4.

Man springt also stets zwischen der Betrachtung der Lösungsmengen der Syste-
meals geometrischeObjekte undgewissen algebraischenKorrelatenhinundher.
Daher kommt auch der Name algebraischeGeometrie. Häufig erlaubt erst die Alge-
bra exakte Beweise von Aussage, die auf geometrischer Seite zwar sehr einleuch-
tend, aber schwer zu beweisen sind. Wir werden unzählige solche Aussage ken-
nenlernen.

In Kapitel 2 befassenwir unsmit algorithmischen Aspekten. Somöchteman bei-
spielsweise für eingegebenesGleichungssystemalgorithmischdieLösbarkeit ent-
scheiden.Obwohl die auftretendenKörper unendlich sind undman sie also nicht
vollständig nach Lösungen durchsuchen kann, gibt es andereMethoden zur Ent-
scheidung solcher Fragen.Die�eorie derGröbnerbasen liefert solcheMöglichkei-
ten. Sind alle Inputdaten endlich repräsentierbar (betrachtet man also beispiels-
weise Polynome überQ), so kann man auch computergestützt exakte Antworten
auf solche Fragen erwarten.

In Kapitel 6 gebenwir schließlich eine kurze Einführung in die�eorie der Sche-
mata. Die moderne algebraische Geometrie benutzt heutzutage hauptsächlich
diese Sprache. Wir führen die wichtigsten Grundbegriffe ein und beweisen ei-
nige Aussagen. Dabei soll vor allem die Analogie zur klassischen algebraischen
Geometrie, die in diesem Skript hauptsächlich entwickelt wird, aufgezeigt wer-
den.

Die Literatur zur algebraischen Geometrie ist fast unüberschaubar, deshalb hier
eine unvollständige Auswahl. Relativ elementare Ansätze wie in diesem Skript
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bieten etwa die Bücher von Harris [6], Hulek [8], Shafarevich [10, 11] (und Ful-
ton [5] für Kurven). Die modernere Schematheorie findet man in Hartshorne [7]
sehr vollständig beschrieben, und Eisenbud &Harris [4] liefern eine etwas leich-
tere Einführung. Für Ergebnisse der kommutativen Algebra bieten sich Atiyah &
Macdonald [1], Eisenbud [3] und Lang [9] an. Die algorithmischen Aspekte sind
etwa in Becker &Weispfenning [2] dargestellt.

Dieses Skript basiert zu großen Teilen auf den Bücher von Shafarevich und ei-
nem unveröffentlichten Vorlesungsskript von Claus Scheiderer an der Universi-
tät Konstanz. Eventuelle Fehler gehen dabei natürlich auf mein Konto, und für
Hinweise auf dieselben bin ich dankbar. Ich danke Martin Berger für Fehlerkor-
rekturen in einer ersten Version des Skripts.





Kapitel 1

Affine Varietäten

1.1 Erinnerungen aus der Algebra
SämtlicheRinge indiesemSkript sind kommutativundhabeneinmultiplikativneu-
trales Element, die Eins. Häufig bezeichnen wir Ringe mit A,B oderR, S. Ideale
in Ringen werden gewöhnlich mit I oder J bezeichnet.

Definition 1.1.1. Sei I ⊆ A ein Ideal.
(i) Die folgendeMenge ist wieder ein Ideal vonA (siehe Aufgabe 1) und heißt das
Radikal von I : √

I = {a ∈ A | ∃n ∈ N : an ∈ I} .

Gilt I =
√
I, so nennt man I ein Radikalideal.

(ii) Ein Element a ∈ A heiß nilpotent, falls an = 0 für ein n ∈ N gilt. Das Ideal

Nil(A) :=
√

(0)

aller nilpotenten Elemente heißtNilradikal vonA.
(iii) A heißt reduziert, falls Nil(A) = (0) gilt, es also außer 0 keine nilpotenten
Elemente gibt. 4

Bemerkung 1.1.2. Offensichtlich gilt I ⊆
√
I für alle Ideale I. Im allgemeinen

kann aber( gelten. Sei zum BeispielA = Z und I = (n)mit der Primzahlzerle-
gung n = pe11 · · · perr .Dann gilt

√
I = (p1 · · · pr). 4

Lemma 1.1.3. Seien I, J ⊆ A Ideale. Dann gilt

(i)
√
I ∩ J =

√
I ∩
√
J.

5



6 KAPITEL 1. AFFINE VARIETÄTEN

(ii)
√
I = A⇔ I = A.

(iii) Ist I ⊆ J so gilt
√
J/I =

√
J/I im RingA/I.

Beweis. Aufgabe 1.

Wir bezeichnen wie üblich mit Spec(A) die Menge aller Primideale vonA.

Satz 1.1.4. Für jedes Ideal I ⊆ A gilt
√
I =

⋂
p ∈ Spec(A)

I ⊆ p

p.

Beweis. "⊆": Sei s ∈
√
I, also sn ∈ I für ein n ∈ N. Für jedes Primideal p mit

I ⊆ p folgt dann aus sn ∈ p offensichtlich s ∈ p aus der Primidealeigenschaft.
"⊇": Sei s ∈ A\

√
I, d.h. sn /∈ I für allen ∈ N.BetrachtediemultiplikativeMenge

S = {1, s, s2, · · · } sowie die Lokalisierung As := S−1A und den natürlichen
Homomorphismus

ϕ : A→ As

a 7→ a/1.

Es gilt 1 /∈ IAs, denn sonst wäre 1/1 = a/snmit einem a ∈ I, n ∈ N, und damit
sm ∈ I für einm, einWiderspruch.
Es gibt inAs also einmaximales Idealm über IAs, und p := ϕ−1(m) ist dann ein
Primideal inAmit I ⊆ p. Da s/1 inAs invertierbar ist gilt außerdem s /∈ p.

Korollar 1.1.5. Nil(A) ist der Durchschnitt aller Primideale vonA.

Ein Ring A heißt bekanntlich noethersch, falls jedes Ideal in A endlich erzeugt
ist.

Satz 1.1.6. Ist der RingA noethersch, so auch der PolynomringA[t].

Beweis. Angenommen I ⊆ A[t] ist ein nicht endlich erzeugtes Ideal.Wähle itera-
tiv Elemente p1, p2, . . . ∈ I so, dass pn+1 vonminimalemGrad aus I \(p1, . . . , pn)
ist. Ist dn = deg(pn), so gilt d1 ≤ d2 ≤ · · · . Sei nun an ∈ A der Leitkoeffizient
des Polynoms pn. Betrachte das Ideal

J = (an | n ∈ N) ⊆ A.
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Da J nach Annahme anA endlich erzeugt ist, gibt es eine Gleichung

am+1 =
m∑
i=1

biai

mit bi ∈ A. Setze nun

g := pm+1 −
m∑
i=1

bipit
dm+1−di .

Nach Konstruktion gilt deg(g) < deg(pm+1), denn die Leitkoeffizienten heben
sich gegenseitig gerade auf. Andererseits gilt wegen pm+1 ∈ I \(p1, . . . , pm) auch
g ∈ I \ (p1, . . . , pm). Das ist einWiderspruch zurWahl von pm+1.

Korollar 1.1.7 (Hilbertscher Basissatz). Sei k ein Körper. Dann ist k[x] noethersch.

Beweis. In Körpern gibt es nur die Ideale (0) und (1), beide sind endlich erzeugt.
Wende nun Satz 1.1.6 iterativ auf die Adjunktion der einzelnen Variablen an.

Derwichtigste grundlegendeSatzderklassischenalgebraischenGeometrie ist si-
cher der Nullstellensatz von Hilbert. Wir beweisen ihn später zunächst in seiner
körpertheoretischen Formundwerden ihn dann geometrisch interpretieren. Be-
vorwir ihn aber beweisen können,müssenwir unsmit der sogenanntenGanzheit
von Ringerweiterungen befassen. Es handelt sich dabei um eine Variante des Be-
griffs einer algebraischen Körpererweiterung, die speziell auf Ringe zugeschnit-
ten ist.

Definition 1.1.8. SeiR ⊆ S eine Ringerweiterung.
(i) Ein Element b ∈ S heißt ganz überR, falls a0, . . . , an−1 ∈ R existieren mit

a0 + a1b+ · · ·+ an−1b
n−1 + bn = 0.

Eine solche Gleichung heißt Ganzheitsgleichung für b überR.
(ii) S heißt ganz überR, falls jedes Element b ∈ S ganz überR ist. 4

Bemerkung 1.1.9. (i) Wichtig amBegriff der Ganzheit ist, dass die Gleichung für
b normiert seinmuss. SindR undS Körper, so kannmanoffensichtlich jede nicht-
triviale Gleichung normieren. Also ist ein ganzes Element dann einfach ein alge-
braisches Element.
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(ii) FürZ ⊆ Q sind die einzigen überZ ganzen Elemente vonQ die Elemente aus
Z selbst. Das stimmt noch allgemeiner für die InklusionR ⊆ K eines nullteiler-
freien faktoriellen Rings in seinen Quotientenkörper (Aufgabe 2).
(iii) FürR ⊆ S und b1, . . . , bm ∈ S definieren wirR[b1, . . . , bm] als den Teilring
von S, der von b1, . . . , bm undR erzeugt wird, also

R[b1, . . . , bm] =

{∑
e∈Nm

aeb
e1
1 · · · bemm | ae ∈ R

}
.

Wennman S alsR-Modul auffasst, istR[b1, . . . , bm] ein Untermodul, also insbe-
sondere selbst einR-Modul. 4

Satz 1.1.10. SeiR ⊆ S eine Ringerweiterung und b1, . . . , bm ∈ S. Dann sind die fol-
genden Aussagen äquivalent:

(i) b1, . . . , bm sind ganz überR.

(ii) R[b1, . . . , bm] ist alsR-Modul endlich erzeugt.

(iii) R[b1, . . . , bm] ist ganz überR.

Beweis. (i)⇒ (ii): Durch Auflösen einer Ganzheitsgleichung für b1 nach bn1 erhält
man

bn1 = −
(
an−1b

n−1
1 + · · ·+ a0

)
für gewisseai ∈ R.Mankanndien-te Potenz von b1 also immerdurchniedrigere
Potenzen von b1 und Koeffizienten ausR ersetzen. Verfährt man analog mit den
anderen bi sieht man, dassR[b1, . . . , bm] von endlich vielen Produkten be11 · · · bemm
erzeugt wird.
(ii)⇒ (iii): Endlich viele Elemente 1 = c1, . . . , cn erzeugen den R-ModulM :=
R[b1, . . . , bm]. Sei nun c ∈M beliebig gewählt.DaM auch einRing ist, gilt c·ci ∈
M und es gibt also aij ∈ Rmit

c · ci =
n∑
j=1

aijcj.

Für die Matrix
A = (aij)i,j ∈ Matn(R)
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gilt dann

A

 c1
...
cn

 = c

 c1
...
cn

 .

Also liegt (c1, . . . , cn)t im Kern von

N := cIn − A.

Es gilt nun
adj(N) ·N = det(N) · In

und also

det(N) ·

 c1
...
cn

 = 0.

Aus c1 = 1 folgt det(N) = 0. An der Leibnitzformel zur Berechnung der Deter-
minante sieht man aber

det(N) = cn + an−1c
n−1 + · · ·+ am

für gewisse ai ∈ R. Das liefert eine Ganzheitsgleichung für c überR.
(iii)⇒ (i) ist trivial.

1.2 Affine algebraische Varietäten
Im Folgenden sei stets k ein beliebiger Körper, undK ein algebraisch abgeschlosse-
ner Erweiterungskörper von k. Man kann zum Beispiel K = k den algebraischen
Abschluss von k wählen. K kann aber auch viel größer sein, z.B. k = Q und
K = C. Essentiell für alles Folgende ist nur, dassK algebraisch abgeschlossen
ist! Der Körper k wird auch alsDefinitionskörper bezeichnet, undK alsKoordi-
natenkörper. Mit x bezeichnen wir das n-Tupel von Variablen (x1, . . . , xn).

Definition 1.2.1. (i) Sei P ⊆ k[x] eine Menge von Polynomen.Wir setzen

V(P ) = {a ∈ Kn | p(a) = 0 ∀p ∈ P}

und nennen V(P ) die vonP definierte affine Varietät. Es ist die Lösungsmenge
(überK) des von P definierten polynomialen Gleichungssystems.
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(ii) Eine Teilmenge V ⊆ Kn heißt affine k-Varietät, falls V = V(P ) für eine
Teilmenge P ⊆ k[x]. Affine k-Varietäten sind also genau die Lösungsmengen
von polynomialen Gleichungssystemen (definiert über k).
(iii) EineHyperfläche ist eineVarietät die von einemPolynomdefiniertwird, also
von der Gestalt V(p) für ein p ∈ k[x] ist.
(iv) SindW ⊆ V affine k-Varietäten, so nenntmanW eineUntervarietät von V .
(v)An := Kn nennt man den n-dimensionalen affinenRaum. 4

Beispiel 1.2.2. Achtung: Die folgenen Bilder zeigen nur die reellen Punkte der
jeweiligen affinen Varietäten in A2. Bekanntlich ist aber R nicht algebraisch ab-
geschlossen, und man müsste die Varietäten etwa überK = C betrachten. Das
ist aus Dimensionsgründen aber grafisch schlecht möglich. Das reelle Bild gibt
aber häufig (nicht immer!) einen guten Eindruck der Varietäten.
(i) Sei P = {1− x2

1 − x2
2} ⊆ Q[x1, x2]. Dann ist V(P ) ein Kreis.

(ii) Sei P = {x1x2} ⊆ Q[x1, x2]. Dann ist V(P ) die Vereinigung der beiden Ko-
ordinatenachsen.

(iii) SeiP = {x2
2−x2

1(x1 + 1)} ⊆ Q[x1, x2]. Dann istV(P ) eine Schleifenkurve.

(iv) Sei P = {x2
2 − x3

1} ⊆ Q[x1, x2]. Dann ist V(P ) eine Kurve mit Spitze.
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(v) Sei P = {x2
1 + x2

2} ⊆ Q[x1, x2]. Hier zeigt das reelle Bild nur den Punkt
(0, 0). Es ist aber zum Beispiel auch (1, i) ∈ V(P ). Noch schlimmer ist der Fall
P = {x2

1 + x2
2 + 1}, in dem man im reellen Bild gar nichts sieht. Wiederum ist

die Varietät aber nicht leer, z.B. ist (0, i) ∈ V(P ).
(vi) Einen Ausschnitt aus einer affine Hyperfläche in A3 zeigt das folgende Bild.
Die definierende Gleichung hat Grad 6:

Author: Oliver Labs, www.imaginary.org, Projekt des Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, unterstützt durch die Klaus Tschira Stiftung

(vii) Die vorigen Bilder zeigen immer Hyperflächen. Es gibt aber sehr viel mehr
Varietäten außer Hyperflächen. Zum Beispiel ist jeder Punkt a ∈ kn ⊆ An ist
eine affine k-Varietät. Es gilt nämlich

{a} = V(x1 − a1, . . . , xn − an)

und x1 − a1, . . . , xn − an ∈ k[x]. Für a ∈ An \ kn stimmt das im Allgemeinen
nicht. So ist zum Beispiel {i} ⊆ C = A1 keine affine R-Varietät. Jedes reelle
Polynom das auf i verschwindet, verschwindet nämlich auch auf−i. Es ist aber

i ∈ {i,−i} = V(x2
1 + 1) ⊆ C = A1.

Noch deutlichere Beispiele gibt es etwa für den Fall k = Q, K = C. Auf dem
Punkt a = π ∈ A1 verschwindet nur das Nullpolynom aus Q[x]. Insbesondere
ist die einzige affineQ-Varietät inA1 die a enthält der ganze affine Raum. 4

Lemma 1.2.3. SeiP ⊆ k[x] und I = (P ) das vonP erzeugte Ideal in k[x]. Dann gilt

V(P ) = V(I) = V
(√

I
)
.

Beweis. Es gilt P ⊆ I ⊆
√
I, und damit V(

√
I) ⊆ V(I) ⊆ V(P ). Sei nun p ∈√

I, also
pm =

∑
i

fipi
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mit pi ∈ P, fi ∈ k[x].Daraus sieht man dass für a ∈ V(P ) schon pm(a) = 0 gilt,
und aus der Nullteilerfreiheit von Körpern folgt p(a) = 0. Damit ist p = 0 auf
V(P ), und das zeigt V(P ) ⊆ V(

√
I).

Korollar 1.2.4. Jede affine k-VarietätV ist von der Gestalt

V = V(p1, . . . , pr)

mit endlich vielen Polynomen p1, . . . , pr ∈ k[x].

Beweis. Sei V = V(P )mit P ⊆ k[x]. Dann ist (P ) = (p1, . . . , pr) nach Korollar
1.1.7, und aus Lemma 1.2.3 folgt V = V(p1, . . . , pr).

Lemma 1.2.5. (i) ∅,An sind affine k-Varietäten.
(ii)V1, V2 ⊆ An affine k-Varietäten⇒ V1 ∪ V2 affine k-Varietät.
(iii)Vλ ⊆ An affine k-Varietät (λ ∈ Λ)⇒

⋂
λ∈Λ Vλ affine k-Varietät.

(iv) V ⊆ An,W ⊆ Am affine k-Varietäten⇒ V ×W ⊆ An × Am = An+m affine
k-Varietät.

Beweis. (i): ∅ = V(1),An = V(0). (ii): Für zwei Ideale I1, I2 ⊆ k[x] gilt

V(I1) ∪ V(I2) = V(I1 ∩ I2) = V(I1I2).

Dabei ist "⊆" jeweils klar, dadie Ideale immerkleinerwerden.Seinuna ∈ V(I1I2)
und a /∈ V(I1). Dann gibt es ein p ∈ I1 mit p(a) 6= 0. Für jedes q ∈ I2 ist nun
pq ∈ I1I2, und damit 0 = (pq)(a) = p(a)q(a). Aus der Nullteilerfreiheit von
Körpern folgt also q(a) = 0 für alle q ∈ I2, und damit a ∈ V(I2).
(iii): Ist Vλ = V(Pλ)mit Pλ ⊆ k[x], so ist offensichtlich

⋂
λ Vλ = V(

⋃
λ Pλ).

(iv): Sei V = V(P ) und W = V(Q) mit P ⊆ k[x1, . . . , xn] und
Q ⊆ k[y1, . . . , ym]. Dann ist P ∪Q ⊆ k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] und

V ×W = V(P ∪Q).

Wir halten die Konstruktionen aus dem letzten Beweis noch einmal fest:

Korollar 1.2.6. Seien I1, I2, Iλ (λ ∈ Λ) Ideale in k[x]. Dann gilt

V(I1) ∪ V(I2) = V(I1 ∩ I2) = V(I1I2)

und ⋂
λ∈Λ

V(Iλ) = V
(∑

Iλ

)
.
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Definition 1.2.7. Sei V ⊆ An eine beliebige Teilmenge. Dann heißt

I(V ) := {p ∈ k[x] | p(a) = 0 ∀a ∈ V }

das Verschwindungsideal von V . 4

Lemma 1.2.8. SeienV,W ⊆ An Teilmengen.
(i) I(V ) ist ein Radikalideal.
(ii)V ⊆ W ⇒ I(W ) ⊆ I(V ).
(iii) I(V ∪W ) = I(V ) ∩ I(W ).
(iv) IstV eine affine k-Varietät, so giltV(I(V )) = V.
(v) Jede absteigende FolgeV1 ⊇ V2 ⊇ · · · von affinen k-Varietäten wird konstant.

Beweis. (i)-(iii) sind klar. Für (iv) sei V = V(I) für ein Ideal I. Dann gilt I ⊆
I(V ) und damit V = V(I) ⊇ V(I(V )). Die Inklusion "⊆" ist aber klar. In (v)
erhalten wir die aufsteigende Folge der Ideale I(V1) ⊆ I(V2) ⊆ · · · , und diese
wird stationär nach dem Hilbertschen Basissatz. Aus (iv) folgt nach Anwenden
von V(·) dass auch die Folge der Vi stationär wird.

Satz1.2.9 (HilbertsNullstellensatz, körpertheoretischeForm). SeiF/k eineKörperer-
weiterung, und F sei als Ring über k endlich erzeugt. Dann ist F/k endlich (und damit
algebraisch).

Beweis. Esgibtα1, . . . , αn ∈ F mitF = k[α1, . . . , αn].Wir beweisendieAussage
per Induktion über n.
n = 1: Es ist F = k[α] ein Körper, und also gibt es ein Polynom p ∈ k[t] mit
α−1 = p(α). Daraus folgt α · p(α) − 1 = 0, und also ist α algebraisch über k.
Damit ist die Erweiterung endlich.
n − 1 → n: Es ist F = k(α1)[α2, . . . , αn], denn F ist ein Körper. Aus der In-
duktionsannahme folgt, dass α2, . . . , αn algebraisch über k(α1) sind. Es genügt
nun zu zeigen, dass α1 algebraisch über k ist. Dann ist die gesamte Erweiterung
F/k algebraisch und damit endlich. Dassα2, . . . , αn algebraisch über k(α1) sind
bedeutet, dass es für sie Identitäten

uiα
d
i +

d−1∑
j=0

rijα
j
i = 0

mit ui, rij ∈ k[α1] gibt (eventuelle Nenner wurden dabei hochmultipliziert). Sei
u := u2 · · ·un ∈ k[α1].Dann sindα2, . . . , αn ganzüber demRingk[α1, 1/u],und



14 KAPITEL 1. AFFINE VARIETÄTEN

somit ist F nach Satz 1.1.10 eine ganze Ringerweiterung von k[α1, 1/u]. Ange-
nommenα1 ist transzendentüberk, d.h.k[α1] ist einPolynomring.Dannkönnen
wir ein irreduzibles p ∈ k[α1] wählen mit p - u (es gibt unendlich viele irredu-
zible Polynome im faktoriellen Ring k[α1]). Für p−1 wiederum gibt es nun eine
Ganzheitsgleichung

p−m + b1p
−(m−1) + · · ·+ bm = 0

mit bi ∈ k[α1, 1/u].Multiplikationmit pm und einer genügend hohen Potenz von
u liefert

ur + a1p+ · · ·+ amp
m = 0

mit ai ∈ k[α1].Daraus folgt p | u, einWiderspruch.

Korollar 1.2.10. SeiA als Ring über k endlich erzeugt undm ein maximales Ideal inA.
Dann istA/m eine endliche Körpererweiterung von k.

Beweis. A/m ist als Ring über k immer noch endlich erzeugt, und andererseits
ein Körper.

Korollar 1.2.11 (Hilberts Nullstellensatz, geometrische Form). Sei I ( k[x] ein
echtes Ideal. Dann istV(I) 6= ∅.

Beweis. Wähle ein maximales Ideal m von k[x] mit I ⊆ m. Nach Korollar 1.2.10
ist k[x]/m eine endliche Körpererweiterung von k. Es gibt also eine k-Einbettung
von k[x]/m nachK, und wir können also annehmen

k ⊆ k[x]/m ⊆ K.

Setze ai := xi, die Restklasse von xi in k[x]/m ⊆ K. Für jedes p ∈ k[x] gilt dann

p(a) = p(x) = p,

und für p ∈ I (sogar für p ∈ m) ist also p(a) = 0. Also gilt a ∈ V(I).

Bemerkung 1.2.12. Ohne Korollar 1.2.10 bekäme man im letzten Beweis nur die
Aussage, dassV(I) über irgendeinem Erweiterungskörper von k (nämlich k[x]/m)
einElement besitzt.MitKorollar 1.2.10 sehenwir, dass es eine endlicheKörperer-
weiterung ist, unddamit über jedem algebraisch abgeschlossenenOberkörper ein
Element in V(I) existiert. In k selbst muss das aber nicht der Fall sein, wie man
zumBeispiel für k = Q und I = (x2−2) oder k = R und I = (x2 +1) sieht. 4
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Bemerkung 1.2.13. Korollar 1.2.11 besagt, dass ein polynomiales Gleichungssy-
stem p1 = 0, . . . , pr = 0mit pi ∈ k[x] genau dann keine Lösung überK besitzt,
wenn es eine Identität

f1p1 + · · ·+ frpr = 1

mit fi ∈ k[x] gibt. In Kapitel 2 werden wir sehen, wie man diese letzte Bedin-
gung, und damit die Lösbarkeit eines Gleichungssystems, algorithmisch testen
kann. 4

Satz 1.2.14 (Hilberts Nullstellensatz, idealtheoretische Form). Für jedes Ideal I ⊆
k[x] gilt

I(V(I)) =
√
I.

Beweis. "⊇" ist klar. Für "⊆" sei 0 6= p ∈ I(V(I)). Betrachte das Ideal

J = (I, tp− 1) ⊆ k[t, x].

Da p ≡ 0 auf V(I) gilt, folgt V(J) = ∅. Nach Korollar 1.2.11 gibt es eine Identität

1 = a(tp− 1) +
∑
i

bipi

mit a, bi ∈ k[t, x] und pi ∈ I. Substituiert man p−1 für t und multipliziert mit
einer genügend hohen Potenz von p ergibt sich

pr =
∑
i

b̃ipi,

mit b̃i ∈ k[x], also p ∈
√
I.

Bemerkung 1.2.15. Man beachte, dass Satz 1.2.14 für jede Wahl des algebraisch
abgeschlossenen Körpers K stimmt, und

√
I davon aber nicht abhängt. Über

welchemK man die Varietät betrachtet spielt also keine wirkliche Rolle. 4

Beispiel 1.2.16. Ist V ⊆ An eine Hyperfläche, etwa V = V(p), und

p = pe11 · · · perr

die Zerlegung in irreduzible Polynome, so gilt

I(V ) = (p1 · · · pr). 4
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Korollar 1.2.17. Seien I, J ⊆ k[x] Ideale. Dann gilt

V(I) ⊆ V(J)⇔
√
J ⊆
√
I.

Beweis. Aus V(I) ⊆ V(J) folgt offensichtlich I(V(J)) ⊆ I(V(I)), und nach
Satz 1.2.14 also

√
J ⊆

√
I. Die andere Richtung folgt aus Lemma 1.2.3, denn

V(I) = V(
√
I) und V(J) = V(

√
J).

Korollar 1.2.18. Die Zuordnung V 7→ I(V ) ist eine inklusionsumdrehende Bijektion
zwischen derMenge aller affinen k-Varietäten inAn und derMenge aller Radikalideale in
k[x]. Die Umkehrabbildung ist durch I 7→ V(I) gegeben.

Beweis. Lemma 1.2.8 (iv) , Satz 1.2.14 und Korollar 1.2.17.

Bemerkung 1.2.19. (i) Insbesondere entsprechen die maximalen Ideale in k[x]
denminimalen affinen k-Varietäten 6= ∅.
(ii) Sei a ∈ kn ⊆ An. Dann ist {a} = V(ma)mit

ma = (x1 − a1, . . . , xn − an).

Man sieht leicht dass I({a}) = ma gilt. Insbesondere istmamaximal.
(iii) Nicht jedesmaximale Idealm ⊆ k[x]muss vonderGestaltma sein, undnicht
jedeminimale Varietät 6= ∅muss von derGestalt {a} sein. Für k = R undK = C
ist beispielsweisem = (x2

1 + 1)maximal inR[x1] und entspricht der minimalen
R-Varietät {i,−i} ⊆ A1. 4

Korollar 1.2.20. Die Zuordnung a 7→ ma ist eine Bijektion zwischen kn und den maxi-
malen Idealen von k[x]mit Restklassenkörper k. Falls k = k gilt sind das allemaximalen
Ideale von k[x].

Beweis. Die Injektivität ist klar, und es gilt k[x]/ma = k. Zur Surjektivität sei
m ⊆ k[x] ein maximales Ideal mit k[x]/m = k. Sei ai := xi ∈ k. Dann gilt
xi − ai = 0, und damit ma ⊆ m. Daraus folgt die Gleichheit. Da nach Korollar
1.2.10 k[x]/m für jedes maximale Ideal eine endliche Körpererweiterung von k
ist, gilt im Fall k = k immer k[x]/m = k.

1.3 Die Zariskitopologie
Definition1.3.1. Diek-ZariskitopologieaufAn hatgenaudieaffinenk-Varietäten
als abgeschlosseneMengen. Die k-Zariskitopologie aufX ⊆ An ist die davon in-
duzierte Teilraumtopologie. 4
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Alle folgenden topologischenBegriffebeziehensich immeraufdiek-Zariski-topologie,
sofern wir über affine k-Varietäten sprechen.

Bemerkung/Beispiel 1.3.2. (i) Die k-Zariskitopologie ist wirklich eine Topologie.
Das ist die Aussage von Lemma 1.2.5.
(ii) DieZariskitopologie ist die natürlichste Topologie aufAn, denn eswerden zur
Definition nur polynomiale Gleichungen, d.h. die bereits gegebene Körperstruk-
tur verwendet.
(iii) Im Fall k = k = K sind die abgeschlossenen Teilmengen von A1 genau die
endlichen Teilmengen undA1.
(iv) Die Zariskitopologie auf An+m = An × Am ist nicht die Produkttopologie
(Aufgabe 4).
(v) Für k ⊆ k′ ⊆ K ist die k′-Zariskitopologie i.A. feiner als die k-Zariski-
topologie. Zum Beispiel ist {i} ⊆ A1 = C1 abgeschlossen in der C-Zariski-
topologie, aber nicht in derR-Zariskitopologie.
(vi) Für jedes p ∈ k[x] ist

D(p) := {a ∈ An | p(a) 6= 0}

eine offene Menge. Jede offene Menge ist von der Gestalt

D(p1) ∪ · · · ∪ D(pr)

mit p1, . . . , pr ∈ k[x] (vergleiche Korollar 1.2.4).
(vii) Die Abbildung

a 7→ (1/p(a), a)

definiert eine kanonische Bijektion zwischen der offenenMengeD(p) ⊆ An und
der Varietät V(tp− 1) ⊆ An+1. 4

Lemma 1.3.3. (i) FürX ⊆ An giltX = V(I(X)).
(ii) Es giltU1 ∩ U2 6= ∅ für je zwei nichtleere offeneMengenU1, U2 ⊆ An. Insbesondere
ist jede nichtleere offeneMenge dicht inAn.
(iii) Die Zariskitopologie ist nicht hausdorffsch.

Beweis. (i) V(I(X)) ist abgeschlossen und enthält X. Das beweist "⊆". Für "⊇"
verwende dassI(X) ⊇ I(X)unddamitV(I(X)) ⊆ V(I(X)) = X gilt (Lemma
1.2.8 (iv)).
(ii) Aus D(p) ∩ D(q) = ∅ folgt pq ≡ 0 auf An und damit pq = 0, denn K ist
unendlich. Daraus folgt p = 0 oder q = 0, und damitD(p) = ∅ oderD(q) = ∅.
(iii) folgt direkt aus (ii).
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Definition 1.3.4. SeiX ein topologischer Raum.
(i)X heiß irreduzibel, fallsX 6= ∅ und fürA,B ⊆ X abgeschlossen gilt

X = A ∪B ⇒ A = X oderB = X.

Andernfalls heißtX reduzibel.
(ii) Y ⊆ X heißt irreduzible Komponente vonX, falls Y eine maximale (in der
Teilraumtopologie) irreduzible Teilmenge ist. 4

Bemerkung 1.3.5. Für eine Teilmenge Y ⊆ X kann man die Irreduzibilität (be-
züglich der Teilraumtopologie) so formulieren:

A,B abgeschlossen inX, Y ⊆ A ∪B ⇒ Y ⊆ A oder Y ⊆ B.

Beachte jedoch dass Irreduzibilität eine Eigenschaft des topologischen Raumes
an sich ist, und nicht relativ zu einem eventuell umgebenden Raum definiert ist
(im Unterscheid zum Beispiel zur Abgeschlossenheit). 4

Lemma 1.3.6. SeiX 6= ∅ ein topologischer Raum.
(i) Es sind äquivalent:

(a)X ist irreduzibel.
(b) Jede nichtleere offene Teilmenge vonX ist dicht.
(c) Je zwei nichtleere offene Teilmengen vonX haben nichtleeren Schnitt.

(ii) FürY ⊆ X gilt:Y irreduzibel⇔ Y irreduzibel.
(iii) Jede irreduzible Komponente vonX ist abgeschlossen.

Beweis. Aufgabe 5.

Bemerkung/Beispiel 1.3.7. (i) Für Hausdorffräume ist der Begriff der Irreduzi-
bilität nicht sehr sinnvoll. EinHausdorffraumX ist irreduzibel genaudannwenn
|X| = 1gilt. Insbesondere sinddie irreduziblenKomponenteneinesHausdorffraums
einfach seine einelementigen Teilmengen.
(ii) An ist irreduzibel in der k-Zariskitopologie. Das folgt aus Lemma 1.3.3 und
Lemma 1.3.6. 4

Lemma 1.3.8. Jede irreduzible Teilmenge eines topologischen RaumesX ist in einer irre-
duziblen Komponente vonX enthalten. Insbesondere istX die Vereinigung seiner irredu-
ziblen Komponenten.
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Beweis. Sei Y ⊆ X irreduzibel. Betrachte

M = {Z ⊆ X | Z irreduzibel, Y ⊆ Z} .

M ist nichtleer, denn Y ∈ M. Sei (Zλ)λ∈Λ eine Kette inM. Dann ist
⋃
λ Zλ

wieder irreduzibel: aus
⋃
λ Zλ ⊆ A ∪ B mitA,B abgeschlossen folgt direkt für

alle λ : Zλ ⊆ A oder Zλ ⊆ B. Aufgrund der Kettenbedingung muss aber immer
derselbe Fall eintreten.
Also ist

⋃
λ Zλ ∈ M, und mit dem Zorn’schen Lemma besitztM also ein maxi-

males Element. Das ist offensichtlich eine irreduzible Komponente vonX, die Y
enthält.
Da {x} ⊆ X irreduzibel ist für jedes x ∈ X gilt die zweite Aussage.

Bemerkung 1.3.9. Jeder irreduzible topologische Raum ist zusammenhängend.
Insbesondere ist jede Zusammenhangskomponente eines topologischen Raums
X Vereinigung von irreduziblen Komponenten vonX. 4

Definition 1.3.10. Ein topologischer Raum X heiß noethersch, falls jede Folge
A1 ⊇ A2 ⊇ · · · abgeschlossener Teilmengen vonX stationär wird. 4

Lemma 1.3.11. Für einen topologischen RaumX sind äquivalent:
(i)X ist noethersch.
(ii) Jedes nichtleere Systemabgeschlossener Teilmengen vonX hat einminimalesElement.
(iii) Jede offene Teilmenge vonX ist quasikompakt, i.e. hat die endliche Überdeckungsei-
genschaft.

Beweis. Aufgabe 6.

Beispiel 1.3.12. (i) Jeder Teilraum eines noetherschen Raumes ist wieder
noethersch.
(ii)An ist noethersch in der k-Zariskitopologie (Lemma 1.2.8 (v)).
(iii) Jede affine k-Varietät ist noethersch in der k-Zariskitopologie. 4

Satz 1.3.13. SeiX ein noetherscher topologischer Raum.
(i)X hat nur endlich viele irreduzible KomponentenX1, . . . , Xr.
(ii) SindX1, . . . , Xr die irreduziblen Komponenten vonX , so gilt

Xi *
⋃
j 6=i

Xj

für alle i = 1, . . . , r.
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(iii) IstX = Y1∪· · ·∪Ys eineÜberdeckungmitabgeschlossenen irreduziblenTeilmengen
Yi, die

Yi *
⋃
j 6=i

Yj

für alle i = 1, . . . , s erfüllen, so sindY1, . . . , Ys die irreduziblen Komponenten vonX.

Beweis. (i) SeiM die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen Y von X, wel-
che nicht die Vereinigung endlich vieler irreduzibler Teilmengen sind.Wir zeigen
M = ∅. AngenommenM 6= ∅. Dann existiert inM ein minimales Element Y ,
dennX ist noethersch. Es ist Y aber insbesondere reduzibel, d.h. Y = Y1 ∪ Y2

mit Yi ⊆ X abgeschlossen und Y1, Y2 ( Y.Daraus folgt Y1, Y2 /∈ M, und somit
sind Y1, Y2 Vereinigung endlich vieler irreduzibler Teilmengen, und damit auch
Y , einWiderspruch.
Also ist insbesondereX Vereinigung endlich vieler irreduzibler Teilmengen, und
damit auch irreduzibler KomponentenX1, . . . , Xr, nach Lemma 1.3.8. Sei nunZ
eine weitere irreduzible Komponente vonX. Dann gilt

Z =
r⋃
i=1

Z ∩Xi,

und aus der Abgeschlossenheit derXi und der Irreduzibilität vonZ folgtZ ⊆ Xi

für ein i, und damit gilt Gleichheit. Das beweist (i).
(ii) AusXi ⊆

⋃
j 6=iXj folgtXi ⊆

⋃
j 6=iXi ∩ Xj, und damit wie ebenXi ⊆ Xj

für ein j 6= i, einWiderspruch.
(iii) Seien wiederX1, . . . , Xr die irreduziblen Komponenten vonX. Dann folgt
aus Xi ⊆

⋃
j Yj ∩ Xi wiederum Xi ⊆ Yj für ein j, und damit Gleichheit. Also

sind die irreduziblen Komponenten vonX unter den Yj. Aus Yi *
⋃
j 6=i Yj folgt

dass es keine weiteren/vielfachenMengen unter den Yj gibt.

Korollar 1.3.14. SeiV eine affine k-Varietät. Dann gibt es irreduzible affine k-Varietäten
V1, . . . , Vr mit

V = V1 ∪ · · · ∪ Vr
und

Vi *
⋃
j 6=i

Vj

für i = 1, . . . , r.Durch diese Bedingung sind die Vi eindeutig bestimmt, es sind die irre-
duziblen Komponenten vonV .
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Satz 1.3.15. SeiV eine affine k-Varietät. Dann gilt

V irreduzibel ⇔ I(V ) ⊆ k[x] Primideal.

Beweis. Sei I := I(V ). Dann gilt V = V(I).
Sei nun zuerst V irreduzibel. Aus V 6= ∅ folgt I 6= (1). Seien weiter p, q ∈ k[x]
mit pq ∈ I. Dann gilt V ⊆ V(p) ∪ V(q), und aus der Irreduzibilität von V folgt
o.B.d.A. V ⊆ V(p). Das bedeutet aber p ∈ I. Also ist I ein Primideal.
Sei umgekehrt I ein Primideal und

V ⊆ V(I1) ∪ V(I2) = V(I1I2)

für zwei Ideale I1, I2 ⊆ k[x].Daraus folgt direkt I1I2 ⊆ I, und aus der Primidea-
leigenschaft von I o.B.d.A. dann I1 ⊆ I. Das wiederum impliziert V ⊆ V(I1),
und also ist V irreduzibel.

Korollar 1.3.16. Die Zuordnung p 7→ V(p) definiert eine inklusionsumkehrende Bijekti-
on zwischen Spec(k[x]) und derMenge aller irreduziblen affinen k-Varietäten inAn.

Korollar 1.3.17. Über jedem Ideal I ⊆ k[x] gibt es nur endlich vieleminimale Primideale
p1, . . . , pr.Es gilt √

I = p1 ∩ · · · ∩ pr.

Man nennt p1, . . . , pr dieminimalen Primteiler von I.

Beweis. Die minimalen Primideale über I sind die minimalen Primideale über√
I, unddiese entsprechennachKorollar 1.2.18undKorollar 1.3.16 genaudenma-

ximalen irreduziblen Teilmengen von V = V(I). Davon gibt es nur endlich viele,
nach Korollar 1.3.14. Nach Satz 1.1.4 ergibt deren Durchschnitt das Radikal von
I.

Beispiel 1.3.18. (i) Sei V = V(p) eine Hyperfläche und p1, . . . , pr die verschiede-
nen irreduziblen Faktoren von p. Dann sind die VarietätenV(pi) die irreduziblen
Komponenten von V , und die Ideale (pi) die minimalen Primteiler von (p).
(ii) Die Varietät V(x1x2) (vergleiche Beispiel 1.2.2 (ii)) hat die beiden irreduzible
Komponenten V(x1) und V(x2). V ist hier zusammenhängend.
(iii) Die Varietät V(x1(x1 − 1), x2(x1 − 1)) hat die irreduziblen Komponenten
V(x1 − 1) und V(x1, x2). Das sieht man am einfachstenmit Korollar 1.3.14. Hier
sinddiebeiden irreduziblenKomponentenauchgleichzeitigdieZusammenhangs-
komponenten.
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(iv)DieVarietätV = V(x2
1+x2

2) ⊆ A2 = C2 ist irreduzibel inderR-Zariskitopologie,
denn x2

1 + x2
2 ist irreduzibel inR[x1, x2]. In derC-Zariski-topologie ist V hinge-

gen reduzibel:
V = V(x1 + ix2) ∪ V(x1 − ix2).

In beiden Topologien ist V zusammenhängend. 4

Definition 1.3.19. SeiA ein Ring und I, J Ideale inA. Dann ist

(I : J) := {a ∈ A | aJ ⊆ I}

ein Ideal vonA, genannt der Idealquotient von I nachJ . Seine geometrische In-
terpretation liefert der folgende Satz.

Satz 1.3.20. Seien I, J ⊆ k[x] Ideale, mit I =
√
I. Dann gilt

V(I : J) = V(I) \ V(J)

(wobei der Abschluss natürlich in der k-Zariskitopologie gemeint ist).

Beweis. Wir zeigen dass (I : J) = I(V(I) \ V(J)) gilt. Mit Lemma 1.3.3 (i) folgt
dann die Aussage.
Für "⊆" sei p ∈ (I : J) und a ∈ V(I) \ V(J). Dann gibt es q ∈ J mit q(a) 6= 0.
Aus pq ∈ I folgt dann aber 0 = pq(a) und daraus p(a) = 0.
Für "⊇" sei p ∈ I(V(I) \ V(J)) und q ∈ J . Dann gilt pq ≡ 0 auf ganz V(I), und
also pq ∈ I(V(I)) =

√
I = I.Das zeigt p ∈ (I : J).

Beispiel 1.3.21. (i) Sei V = V(p) ⊆ An eine Hyperfläche, und p = pe11 · · · perr
die Zerlegung in irreduzible Faktoren. Dann ist I = (p1 · · · pr) ein Radikalideal
welches V definiert, und V(p1), . . . ,V(pr) sind die irreduziblen Komponenten
von V . Es gilt

V \ V(pi) = V(p1 · · · pi−1 · pi+1 · · · pr),
denn (I : pi) = (p1 · · · pi−1 · pi+1 · · · pr).
(ii) Ein explizites Beispiel ist V = V(x1x2), mit

V \ V(x1) =
{

(a, b) ∈ A2 | a 6= 0, b = 0
}
,

also die x1-Achse ohne den Ursprung, und das ist keine affine k-Varietät. Es ist

V \ V(x1) = V(x1x2 : x1) = V(x2) = {(a, b) | b = 0}

die komplette x1-Achse.
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1.4 Reguläre Funktionen undMorphismen
Sei V ⊆ An eine affine k-Varietät. Jedes Polynom p ∈ k[x] definiert eine po-
lynomiale Abbildung p : An → K = A1, und durch Einschränkung auch eine
Abbildung

p : V → A1.

Zwei Polynome p, q ∈ k[x]definierendabei dieselbeAbbildung aufV genaudann
wenn p − q ≡ 0 auf V und damit p − q ∈ I(V ) gilt. Also identifizieren sich die
polynomialen AbbildungenV → A1 genaumit den Elementen von k[x]/I(V ).

Zur Erinnerung: eine k-Algebra ist eine Ringerweiterung von k.

Definition 1.4.1. Sei V ⊆ An eine affine k-Varietät. Dann heißt

k[V ] := k[x]/I(V )

der affine Koordinatenring oder die affine Koordinatenalgebra von V . Beachte
nochmals dass I(V ) und damit k[V ] nicht von der Wahl des algebraisch abge-
schlossenen KörpersK abhängt!
Elementevonk[V ]heißen reguläreFunktionenaufV .ReguläreFunktionenkönnen
als polynomiale Funktionen auf V interpretiert werden. 4
Beispiel 1.4.2. (i) k[An] = k[x] und k[∅] = {0}.
(ii) Ist V = V(p) eine Hyperfläche mit p quadratfrei, gilt k[V ] = k[x]/(p). 4
Lemma 1.4.3. (i) Für jede affine Varietät V ist k[V ] eine endlich erzeugte, reduzierte k-
Algebra.
(ii) SindV,W ⊆ An affine VarietätenmitV ∩W = ∅, so gilt

k[V ∪W ] ∼= k[V ]× k[W ].

Insbesondere gilt für endliche VarietätenV = {a1, . . . , ar} ⊆ kn

k[V ] ∼= k × · · · × k︸ ︷︷ ︸
r

.

Beweis. (i) ist klar, denn k[x] ist endlich erzeugt und I(V ) ist ein Radikalideal.
Für (ii) verwende

(1) = I(V ∩W ) =
√
I(V ) + I(W ) = I(V ) + I(W ),

wobei wir Lemma 1.1.3 (ii) benutzen. Aus dem chinesischen Restsatz folgt dann

k[V ∪W ] = k[x]/(I(V ) ∩ I(W )) ∼= k[x]/I(V )× k[x]/I(W ) = k[V ]× k[W ].

Die zweite Aussage folgt aus k[{a}] = k[x]/ma
∼= k für a ∈ kn.
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Bemerkung1.4.4. Die Ideale vonk[V ] stehen inBijektionzuden Idealenvonk[x],
welche über I(V ) liegen. Dasselbe gilt für Radikal- und Primideale. Diese Ideale
entsprechen wiederum Untervarietäten von V . Damit erhalten wir die folgende
relative Version von Korollar 1.2.18:
Die Zuordnung

I 7→ VV (I) := {a ∈ V | p(a) = 0 ∀p ∈ I}

liefert eine Bijektion zwischen Radikalidealen von k[V ] und Untervarietäten von
V . Dabei entsprechen Primideale gerade irreduziblen Varietäten. Die Umkehr-
abbildung ist

W 7→ IV (W ) := {p ∈ k[V ] | p(a) = 0 ∀a ∈ W} .

Für p ∈ k[V ] setzen wir

DV (p) := {a ∈ V | p(a) 6= 0} .

Jede offeneMenge der k-Zariskitopologie auf V ist eine endlich Vereinigung von
solchenD(pi). 4

Bemerkung 1.4.5. Beim Übergang von V zu k[V ] geht keine Information verlo-
ren; aus k[V ] zusammenmit den Erzeugern x1, . . . xn kannman V auf verschie-
deneWeise zurückkonstruieren.
(i) Sei π : k[x] � k[V ] die kanonische Surjektion xi 7→ xi. Dann gilt offensicht-
lich ker(π) = I(V ), und also

V = V(ker(π)).

(ii) Es gibt eine Bijektion

Kn ←→ Homk−alg(k[x], K)

a 7→ ea

(α(x1), . . . , α(xn))←[ α.

Dabei entsprechen die Punkte a ∈ V genau den α ∈ Hom(k[x], K) mit α ≡ 0
auf I(V ), und damit den Elementen von Hom(k[V ], K). Wir erhalten also die
Bijektion

Hom(k[V ], K)→ V

α 7→ (α1(x1), . . . , α(xn)). 4
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Korollar 1.4.6. Jede endlich erzeugte, reduzierte k-AlgebraA ist isomorph zur Koordina-
tenalgebra einer affinen k-Varietät.

Beweis. Folgt direkt aus der Konstruktion von Bemerkung 1.4.5 (i): wähle Erzeu-
ger a1, . . . , an vonA und betrachte die Surjektion

π : k[x]� A

xi 7→ ai.

Für V = V(ker(π)) gilt dann

k[V ] = k[x]/I(V ) = k[x]/ker(π) ∼= A.

Dabei verwenden wir dass ker(π) ein Radikalideal ist, was aus der Reduziertheit
vonA folgt.

Definition 1.4.7. Seine V ⊆ An undW ⊆ Am affine k-Varietäten.
(i) Ein (k-)Morphismus von V nachW ist eine Abbildung

p : V → W

für die p1, . . . , pm ∈ k[V ] existieren mit

p(a) = (p1(a), . . . , pm(a)) ∀a ∈ V.

Wir schreiben dann kurz p = (p1, . . . , pm).
(ii) Ein (k-)Morphismusp : V → W ist ein (k-)Isomorphismus, falls eink-Morphismus
q : W → V existiert mit

q ◦ p = idV und p ◦ q = idW .

(iii) Zwei affinek-VarietätenV,W heißen (k-)isomorph, falls ein Isomorphismus
p : V → W existiert. Wir schreiben dann V ∼=k W (oder V ∼= W falls sich k aus
dem Kontext ergibt).
(iv) Mit Homk(V,W ) bezeichnen wir die Menge aller k-Homomorphismen von
V nachW . 4

Satz 1.4.8. Sei p : V → W ein k-Homomorphismus. Für jedes q ∈ k[W ] ist dann

p∗(q) := q ◦ p ∈ k[V ]
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eine reguläre Funktion aufV . Die so definierte Abbildung

p∗ : k[W ]→ k[V ]

q 7→ p∗(q)

ist ein k-Algebrahomomorphismus. Die so definierte Abbildung
∗ : Hom(V,W )→ Hom(k[W ], k[V ])

p 7→ p∗

ist bijektiv.

Beweis. Da die Hintereinanderausführung von zwei polynomialen Abbildungen
offensichtlich wieder polynomial ist, ist die Hintereinanderausführung von zwei
k-Morphismen ein k-Morphismus. Deshalb ist p∗(q) = q ◦ p ∈ Hom(V,A1) =
k[V ].Die Abbildung p∗ ist offensichtlich ein k-Algebrahomo-morphismus. Noch
zu zeigen ist die Bijektivität von ∗. Dazu geben wir die Umkehrabbildung an.
Es ist k[W ] = k[y1, . . . , ym]/I(W ) = k[y1, . . . , ym]. Sei nun ϕ : k[W ] → k[V ]
ein k-Algebrahomomorphismus. Setze

pϕ := (ϕ(y1), . . . , ϕ(ym)) ∈ Hom(V,Am).

Wir zeigen dass sogar pϕ : V → W gilt. Für q ∈ k[y] und a ∈ V gilt nämlich

q(pϕ(a)) = q(ϕ(y1)(a), . . . , ϕ(ym)(a)) = ϕ(q(y))(a) = ϕ(q)(a).

Ist nun q ∈ I(W ) so gilt q = 0 in k[W ], und also q(pϕ(a)) = 0. Das beweist
pϕ(a) ∈ W , und also pϕ ∈ Hom(V,W ).
Die somit definierte Zuordnung

Hom(k[W ], k[V ])→ Hom(V,W )

ϕ 7→ pϕ

ist aber die Umkehrabbildung zu ∗, wie man in Aufgabe 10 nachrechne.

Bemerkung 1.4.9. Wir halten noch einmal fest: für k[W ] = k[y]/I(W ) ist die
Umkehrabbildung zu

∗ : Hom(V,W )→ Hom(k[W ], k[V ])

p 7→ p∗

die Abbildung

Hom(k[W ], k[V ])→ Hom(V,W )

ϕ 7→ (ϕ(y1), . . . , ϕ(ym)). 4
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Bemerkung 1.4.10. Die Bijektionen aus Bemerkung 1.4.9 liefern eine Äquivalenz
vonKategorien, zwischenderKategoriederaffinenk-Varietätenmitk-Morphismen
undderKategorieder endlicherzeugten reduziertenk-Algebrenmitk-Algebrahomomorphismen.
Ohne diese Begriffe genau zu definieren, halten wir das folgende fest:
Zunächst ist jede endlich erzeugte reduzierte k-Algebra die Koordinatenalgebra
einer affinen k-Varietät (Korollar 1.4.6). Weiter ist ∗ eine Bijektion, d.h. die Mor-
phismen der Varietäten und dieMorphismen der dazugehörenden Algebren ent-
sprechen sich eins zu eins. Weiter hat ∗ die folgende funktorielle Eigenschaft: für
p ∈ Hom(V,W ) und q ∈ Hom(W,X) gilt

(q ◦ p)∗ = p∗ ◦ q∗

sowie
id∗V = idk[V ].

Daraus ergibt sich, dass sich jede Frage über Varietäten in eine äquivalente Fra-
ge über endlich erzeugte reduzierte Algebren übersetzen lässt, und umgekehrt.
Insbesondere erhält man daraus den nächsten Satz. 4

Satz 1.4.11. Ein k-Morphismus p : V → W von Varietäten ist ein Isomorphismus genau
denn wenn p∗ : k[W ]→ k[V ] ein Isomorphismus von k-Algebren ist. Insbesondere gilt

V ∼= W ⇔ k[V ] ∼= k[W ].

Beweis. Aufgabe 11.

Beispiel 1.4.12. (i) Erste einfache Beispiele von k-Morphismen sind

• Inklusionen von Untervarietäten VV (I) ↪→ V für I ⊆ k[V ].

• Projektionen π : V1 × V2 → V1; (a, b) 7→ a, für affine Varietäten V1, V2.

(ii) Sei P = V(x2
1 − x2) ⊆ A2 eine Parabel, und π : P → A1; (a1, a2) 7→ a1.

Dann istπ eink-Isomorphismus.Mankann entweder dieUmkehrabbildung r 7→
(r, r2) direkt angeben. Oder man betrachtet

k[P ] = k[x1, x2]/(x2
1 − x2) = k[x1, x2] = k[x1]

und k[A1] = k[t] und die induzierte Abbildung

π∗ : k[A1]→ k[P ]

t 7→ x1.
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Dann istπ∗ offensichtlichein IsomorphismusmitUmkehrabbildungx1 7→ t, x2 7→
t2.
(iii) Sei C = V(x3

1 − x2
2) eine spitze Kurve (vergleiche Beispiel 1.2.2 (iv)). Dann

gibt es einenMorphismus

p : A1 → C

r 7→ (r2, r3)

der sogar bijektiv ist, wie man sich leicht überlegt (Aufgabe 12). Die Kurve C er-
laubt also eine bijektive polynomiale Parametrisierung durchA1.Trotzdem ist p kein
k-Isomorphismus. Für die Umkehrabbildungmüssteman nämlichWurzeln zie-
hen, was nicht polynomial möglich ist. Ein exakter Beweis benützt aber die Ko-
ordinatenringe. Es ist k[C] = k[x1, x2]/(x3

1 − x2
2) = k[x1, x2], k[A1] = k[t] und

p∗ : k[C]→ k[A1]

x1 7→ t2

x2 7→ t3.

Es ist p∗ offensichtlich nicht surjektiv, und also ist weder p∗ noch p ein Isomor-
phismus (nach Satz 1.4.11). Bijektivität eines k-Morphismus von Varietäten impliziert
also nicht Isomorphie! 4

Satz1.4.13. Seip : V → W eink-MorphismusvonaffinenVarietätenundα := p∗ : k[W ]→
k[V ] der induzierte Algebrahomomorphismus der Koordinatenringe.
(i) Für jedes Ideal J ⊆ k[W ] gilt

p−1(VW (J)) = VV (α(J)).

Insbesondere ist das Urbild einer affinen Varietät unter einemMorphismus wieder eine af-
fine Varietät.
(ii) Für jedes Ideal I ⊆ k[V ] gilt

p(VV (I)) = VW (α−1(I)).

Insbesondere ist IW (p(V )) = ker(α).

Beweis. Für a ∈ V und q ∈ k[W ] gilt q(p(a)) = α(q)(a). Daraus folgt (i), denn
es gilt

p(a) ∈ VW (J)⇔ q(p(a)) = 0 ∀q ∈ J
⇔ α(q)(a) = 0 ∀q ∈ J
⇔ a ∈ VV (α(J)).
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(ii) Für q ∈ k[W ] gilt

q ≡ 0 auf p(VV (I))⇔ q ≡ 0 auf p(VV (I))

⇔ q ◦ p ≡ 0 auf VV (I)

⇔ α(q) ∈ IV (VV (I)) =
√
I

⇔ q ∈ α−1
(√

I
)

=
√
α−1(I)

⇔ q ≡ 0 auf VW (α−1(I)).

Wenn zwei Varietäten aber dasselbe Veschwindungsideal haben, sind sie nach
Lemma 1.2.8 (iv) gleich. Insbesondere folgt mit I = (0)

IW (p(V )) = IW (p(V )) = IW (VW (ker(α))) =
√

ker(α) = ker(α),

denn ker(α) ist ein Radikalideal, da k[V ] reduziert ist.

Korollar 1.4.14. Sei p : V → W ein Morphismus von affinen Varietäten. Setze α :=
p∗ : k[W ]→ k[V ]. Für b ∈ W sei

q := {p ∈ k[W ] | p(b) = 0} = IW ({b}) ∈ Spec (k[W ])

der Kern der Auswertung. Dann sind äquivalent:

(i) b ∈ p(V )

(ii) es gibt p ∈ Spec (k[V ])mitα−1(p) = q.

Beweis. (i)⇒(ii): Sei a ∈ V mit p(a) = b. Sei eva : k[V ] → K die Auswertung in
a, undp := ker(eva) = IV ({a}).Wegen evb = eva◦α istα−1(p) = ker(evb) = q.
(ii)⇒(i): Zunächst ersetzen wir p : V → W durch die Einschränkung

p : VV (p)→ VW (q) = {b}

(beachte dazu Satz 1.4.13 (ii)). Dadurch können wir o.B.d.A. annehmen, dass
α : k[W ] ↪→ k[V ] injektiv, q = (0), sowie V,W irreduzibel sind.
Sei S = k[W ] \ {0} und betrachte S−1k[W ] = Quot(k[W ]) =: k(W ). Wegen

evb : k[W ] ↪→ K

können wir fortsetzen zu evb : k(W ) ↪→ K. Da S−1k[V ] eine endlich erzeugte
S−1k[W ]-Algebra ist, gibt esnachdemHilbert’schenNullstellensatz einenk(W )-
HomomorphismusS−1k[V ]→ K (dividiere einmaximales Ideal ausundbette in
K ein). Insbesondere existiert eine Fortsetzung k[V ]→ K von evb : k[W ]→ K.
Jeder k-Homomorphismus k[V ] → K ist aber die Auswertung an einem Punkt
von V . Also gibt es a ∈ V mit evb = eva ◦ α. Damit gilt p(a) = b.
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Bemerkung/Beispiel 1.4.15. (i) Jeder k-Morphismus p : V → W von affinen k-
Varietäten ist stetig bezüglich der k-Zariskitopologie. Das folgt aus Satz 1.4.13 (i).
Insbesondere ist ein Isomorphismus immer ein Homöomorphismus der topolo-
gischen Räume.
(ii) Ein k-Morphismus von affinen Varietäten kann ein Homöomorphismus be-
züglich der Zariskitopologie sein, ohne ein Isomorphismus zu sein. Das zeigt das
Beispiel 1.4.12 (iii), wie man sich in Aufgabe 12 überlege.
(iii) Das Bild p(V ) einer Varietät unter einem Morphismus ist im Allgemeinen
weder abgeschlossen noch offen. Zum Beispiel gilt für

p : A2 → A2

(a1, a2) 7→ (a1, a1a2)

p(A2) = A2 \ {(0, b) | b 6= 0} .
(iv) Ist V irreduzibel, so auch p(V ). Das folgt entweder direkt topologisch aus
der Stetigkeit von p, oder algebraisch, denn IW (p(V )) = ker(α), und mit k[V ]
nullteilerfrei ist ker(α) ein Primideal. 4

Zum Abschluss dieses Kapitels beschäftigen wir uns noch mit endlichen Varie-
täten.

Definition 1.4.16. Ein Ideal I ⊆ k[x] heißt 0-dimensional, falls

dimk k[x]/I <∞

gilt. 4

Satz 1.4.17. Für ein Ideal I ⊆ k[x] sind äquivalent:

(i) I ist 0-dimensional

(ii) |V(I)| <∞

(iii) I ∩ k[xi] 6= {0} für alle i = 1, . . . , n.

In diesem Fall giltV(I) ⊆ k
n und |V(I)| ≤ dimk k[V(I)] ≤ dimk k[x]/I.

Beweis. Sei zunächst V := V(I) ⊆ Kn eine endliche Menge. Nach demHilbert-
schen Nullstellensatz gilt

√
I =

⋂
a∈V ∩kn

I({a}),
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und wegen
k[x]/I({a}) ↪→ k

für a ∈ k
n
ist k[x]/I({a}) ein Körper und I({a}) somit ein maximales Ideal.

Also ist √
I = m1 ∩ · · · ∩mr

ein endlicher Durchschnitt maximaler Ideale. Der chinesische Restsatz liefert

k[V ] = k[x]/
√
I ∼= L1 × · · · × Lr

wobeiLi = k[x]/mi wie oben eine endliche algebraische Körpererweiterung von
k ist. Mit Bemerkung 1.4.5 (ii) gilt nun

V = Homk (k[V ], K) = Homk (L1 × · · · × Lr, K) = Homk

(
L1 × · · · × Lr, k

)
.

Die letzte Gleichung nutzt aus, dass Elemente aller Li polynomiale Gleichungen
über k erfüllen, und somit von k-Algebrahomomorphismen immer nach k abge-
bildet werden. Das zeigt bereits V ⊆ k

n
. Wegen

Homk

(
L1 × · · · × Lr, k

)
=

r⋃
i=1

Homk

(
Li, k

)
(Aufgabe 14) gilt nun

|V | =
r∑
i=1

|Homk

(
Li, k

)
|

≤
r∑
i=1

[Li : k]

= dimk k[V ]

≤ dimk k[x]/I.

Somit ist der Zusatz bewiesen. Nun zur Äquvivalenz von (i)–(iii). Sei

πi : An → A1

die Projektion auf die i-te Komponente. Es gilt nun

V endlich ⇔ πi(V ) endlich für alle i = 1, . . . , n

⇔ πi(V ) endlich für alle i = 1, . . . , n,
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wobei die letzte Äquivalenz πi(V ) ⊆ k verwendet. Nach Satz 1.4.13 wird aber
πi(V ) durch das Ideal I ∩ k[xi] definiert, und also ist (ii) äquivalent zu (iii). Für
(iii)⇒ (i) verwenden wir, dass für jedes i ein xdii modulo I durch niedrigere Po-
tenzen von xi ersetzt werden kann. Damit ist auch k[x]/I endlich dimensional.
Für (i)⇒ (iii) verwendetman umgekehrt, dass k[xi]/ (I ∩ k[xi]) nach k[x]/I ein-
bettet, und somit mit k[x]/I ebenfalls endlich dimensional ist. Daraus folgt I ∩
k[xi] 6= {0}.

Beispiel 1.4.18. Man beachte nochmal, dassV(I) immer überK betrachtet wird,
nicht nur über k. ZumBeispiel istV(x2

1 +x2
2)nicht endlich, da k[x1, x2]/(x2

2 +x2
2)

kein endlich-dimensionalerk-Vektorraum ist. InR2 siehtmanaber trotzdemnur
einen Punkt der Varietät. 4



Kapitel 2

Algorithmische Aspekte

In den vorangegangenen Kapiteln sind algebraische und geometrische Fragen
aufgetaucht, die man auch algorithmisch gerne entscheiden möchte. Beispiele
dafür sind:

• Gegeben p, p1, . . . , pr ∈ k[x], gilt p ∈ (p1, . . . , pr)?

• Gegeben Ideale I = (p1, . . . , pr), J = (q1, . . . , qs) ⊆ k[x], finde Erzeuger
für I ∩ J, (I : J),

√
I.

• Gegeben ein Homomorphismus ϕ : k[x]→ k[y] und ein Ideal
J = (q1, . . . , qr) ⊆ k[y], finde Erzeuger für ϕ−1(J).

Die nun vorgestelle �eorie der Gröbnerbasen erlaubt eine algorithmische Ent-
scheidung solcher Fragen, und zwar mithilfe symbolischer, d.h. exakter Berech-
nungen. Sind die Inputdaten exakt, d.h. handelt es sich beispielsweise um Poly-
nomeüberQ, so liefern sie auch exakte Antworten auf die beschriebenen Fragen.
Diese Algorithmen sind in vielen Computeralgebrasystemen implementiert.

2.1 Monomiale Ideale
Notation2.1.1. Seiwiederk einKörper.Setzex = (x1, . . . , xn). Fürα = (α1, . . . , αn) ∈
Nn und c ∈ k nennen wir

xα := xα1
1 · · ·xαnn

einMonom, und
cxα

33
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einen Term. Weiter setzen wir

|α| = α1 + · · ·+ αn.

Die Monome bilden offensichtlich eine k-Vektorraumbasis von k[x]. Für

p =
∑
α∈Nn

pαx
α ∈ k[x]

setze
supp(p) = {α ∈ Nn | pα 6= 0} .

Für jedes Polynom p ist supp(p) eine endliche Menge. Der Grad deg(p) von p ist
definiert als

deg(p) = max {|α| | α ∈ supp(p)} .
Die natürliche partielle Ordnung aufNn ist definiert durch

α ≤ β :⇔ αi ≤ βi ∀i = 1, . . . , n.

4
Definition 2.1.2. Ein Ideal I ⊆ k[x] heißt monomial, wenn es von Monomen
erzeugt wird. 4
Lemma 2.1.3. SeiM ⊆ Nn und I = (xα | α ∈M). Dann sind die Elemente von I
gerade die k-Linearkombinationen von xβ mitα ≤ β für einα ∈M .

Beweis. Klar.

Bemerkung 2.1.4. (i) Die Monome xβ mit α ≤ β für ein α ∈ M bilden eine k-
Vektorraumbasis von I.
(ii) Ein allgemeines Ideal I ⊆ k[x] muss überhaupt keine Monome enthalten.
Das ist zum Beispiel für I = (x1 + 1) ⊆ k[x1] der Fall. 4
Satz 2.1.5 (Dicksons Lemma). Für jede TeilmengeM ⊆ Nn ist die MengeMmin der
bezüglich≤minimalen Elemente vonM endlich.

Beweis. Es wird
I := (xα | α ∈M)

nach demHilbertschen Basissatz von einer endlichen Teilmenge erzeugt. Es gibt
also S ⊆M endlichmit

∀β ∈M ∃α ∈ S α ≤ β.

Da es inNn keine unendlichen bezüglich≤ absteigenden Folgen gibt, ist das ge-
nau die Aussage des folgenden Satzes.
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2.2 Monomordnungen undGröbnerbasen
Definition 2.2.1. EineMonomordnung ist eine total Ordnung� auf Nn, die für
alle α, β, γ ∈ Nn erfüllt:
(i) 0 � α

(ii) α � β ⇒ α + γ � β + γ. 4
Bemerkung/Beispiel 2.2.2. (i) Jede Monomordnung kann ebenso als totale Ord-
nung der Monome von k[x] aufgefasst werden, gemäß

xα � xβ :⇔ α � β.

Die Bedingung (ii) in Definition 2.2.1 bedeutet dabei Verträglichkeit mit Multi-
plikation:

xα � xβ ⇒ xαxγ � xβxγ.

(ii) Für n = 1 gibt es nur eine Monomordnung: 1 ≺ x1 ≺ x2
1 ≺ · · ·

Für n ≥ 2 gibt es mehrere, beispielsweise die lexikographische Ordnung

α �lex β :⇔ α = β oder αi < βi für i = min{j | αj 6= βj}

oder die grad-lexikographische Ordnung

α �dlex β :⇔ |α| < |β| oder (|α| = |β| und α �lex β) . 4

Lemma 2.2.3. Jede Monomordnung ist eine Wohlordnung auf Nn, d.h. jede nichtleere
Teilmenge hat ein kleinstes Element.

Beweis. Sei ∅ 6= M ⊆ Nn und � eine Monomordnung. Nach Satz 2.1.5 ist die
MengeMmin der bezüglich≤minimalen Elemente endlich. Ausα ≤ β folgt aber
α � β, und deshalb ist das bezüglich � kleinste Element von Mmin auch das
kleinste Element vonM .

Notation 2.2.4. Sei� eineMonomordnung und p =
∑

α pαx
α ∈ k[x]mit p 6= 0.

Sei γ = max� supp(p).Dann setzen wir

LM�(p) = xγ LC�(p) = pγ LT�(p) = pγx
γ

und nennen es Leitmonom, Leitkoeffizient und Leitterm von p. Wir nennen p
normiert, falls LC�(p) = 1 gilt. Wir setzen

LM�(0) = LC�(0) = LT�(0) = 0.

FallsdieMonomordnungausdemKontextklar ist, lassenwirden Index�manch-
mal auch weg, schreiben also LM(p) statt LM�(p) etc... 4
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Lemma 2.2.5. Für p, q ∈ k[x] gilt

LM(pq) = LM(p) · LM(q)

und
LM(p+ q) � max {LM(p),LM(q)} ,

mit Gleichheit in der zweiten Gleichung fallsLM(p) 6= LM(q).

Beweis. Klar.

Definition 2.2.6. Für ein Ideal I ⊆ k[x] und eineMonomordnung� nennen wir

LI�(I) := (LM�(p) | p ∈ I)

das Leitideal von I bezüglich �. Jedes Monom das nicht in LI�(I) liegt heißt
Standardmonom von I bezüglich�. 4

Bemerkung 2.2.7. (i) LI(I) ist einmonomiales Ideal. Die darin enthaltenenMo-
nome sind genau die LM(p)mit p ∈ I, denn xβLM(p) = LM(xβp).
(ii) Aus I = (p1, . . . , pr) folgt

(LM(p1), . . . ,LM(pr)) ⊆ LI(I),

aber im Allgemeinen keine Gleichheit. In einer Darstellung

p =
∑
i

qipi ∈ I

könnensichdieLeitmonomederTermerechtsnämlichdurchausgegenseitig auf-
heben. Deshalb hat man aus der Kenntnis von p allein noch keine Kontrolle über
die Komplexität der qi. Zum Beispiel gilt für I = (p1, p2)mit p1 = xy + 1, p2 =
y2 − 1

x+ y = yp1 − xp2 ∈ I,

und also ist (je nach Wahl der Monomordnung) entweder x oder y in LI(I). An-
dererseits ist LM(p1) = xy und LM(p2) = y2 (unabhängig von der Wahl der
Monomordnung), und

x, y /∈
(
xy, y2

)
.

GenaudiesesProblemwerdenwirmit derDefinition vonGröbnerbasenbeheben.
4
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Satz 2.2.8 (Macaulay). Sei I ⊆ k[x] ein Ideal und� eineMonomordnung.Dann bilden
die Standardmonome von I bezüglich� eine k-Vektorraumbasis von k[x]/I.

Beweis. Lineare Unabhängigkeit: Sei p =
∑

i pix
αi ∈ I mit xαi /∈ LI(I) für alle i.

Wäre ein pi 6= 0, so wäre LM(p) eines der xαi, und das läge damit doch in LI(I),
einWiderspruch.
Erzeugendensystem: Sei V der von allen Standardmonomen von I aufgespannte
k-Vektorraum.Wir zeigen dass V + I = k[x] gilt. Angenommen das wäre falsch.
Wähledanneinp ∈ k[x]\(V + I)mitkleinstmöglichemLeitmonombezüglich�
(beachte Lemma 2.2.3). Dann ist LM(p) kein Standardmonom, denn sonst wäre
LT(p) ∈ V und damit p−LT(p) /∈ V + I, einWiderspruch zurMinimalität von
p. Also gilt LM(p) ∈ LI(I), d.h. es gibt q ∈ I mit LM(q) = LM(p). Setze dann

h = p− LC(p)

LC(q)
q.

Dann ist h /∈ V + I, aber LM(h) ≺ LM(p), erneut einWiderspruch.

Definition2.2.9. Sei I ⊆ k[x] ein Ideal,�eineMonomordnungundV derUnter-
raum von k[x], der von allen Standardmonomen von I bezüglich� aufgespannt
wird. Nach Satz 2.2.8 gibt es für jedes p ∈ k[x] ein eindeutig bestimmtes q ∈ V mit

p ≡ q mod I.

Wir nennen dieses q den Standardrest von pmodulo I (bezüglich�), und ver-
wenden die Notation

q = strI,�(p).

Beachte dass
strI,� : k[x]→ V

eine surjektive lineare Abbildungmit Kern I ist. 4

Korollar 2.2.10. Es gibt einen Isomorphismus von Vektorräumen

k[x]/I → k[x]/LI�(I)

p 7→ strI,�(p).

Beweis. Die Abbildung
strI,� : k[x]→ V

ist surjektiv mit Kern I, und per Definition von V ist die kanonische Projektion
V → k[x]/LI(I) ein Isomorphismus.
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Definition 2.2.11. Sei I ⊆ k[x] ein Ideal und� eine Monomordnung. Eine endli-
che TeilmengeG ⊆ I mit 0 /∈ G heißt Gröbnerbasis von I (bezüglich�), falls

LI�(I) = (LM�(g) | g ∈ G)

gilt. Eine endliche TeilmengeG ⊆ k[x] heißtGröbnerbasis (bezüglich�), fallsG
eine Gröbnerbasis des Ideals (G) ist. 4

Lemma 2.2.12. Seien J ⊆ I Ideale mitLI�(J) = LI�(I). Dann gilt J = I.

Beweis. Aus LI�(I) = LI�(J) folgt, dass beide Ideale die selben Standardmono-
me haben. Also ist der von allen Standardmonomen aufgespannte Raum V für
beide Ideale derselbe, und aus k[x] = V ⊕ I = V ⊕ J (nach Satz 2.2.8) folgt
damit I = J.

Satz 2.2.13. Jedes Ideal I ⊆ k[x] besitzt eine Gröbnerbasis (bezüglich jeder Monomord-
nung), und jede solche Gröbnerbasis erzeugt I.

Beweis. Nach demHilbert’schen Basissatz wird dasmonomiale Ideal LI�(I) von
endlich vielen Monomen LM�(p1), . . . ,LM�(pr) mit pi ∈ I erzeugt. Damit ist
G = {p1, . . . , pr} eine Gröbnerbasis vom I bezüglich�.
Sei nun J = (p1, . . . , pr) . Dann ist J ⊆ I ein Ideal mit LI�(J) = LI�(I), und
mit Lemma 2.2.12 folgt I = J . Also wird I vonG erzeugt.

Beispiel 2.2.14. (i) Sei I = (p1, p2) ⊆ k[x, y]mit p1 = xy + 1, p2 = y2 − 1 wie
in Bemerkung 2.2.7 (ii). Dort haben wir gesehen, dass {p1, p2} bezüglich keiner
Monomordnung eine Gröbnerbasis von I ist.
(ii) Sei I = (p1, p1) ⊆ k[x, y, z]mit p1 = x+ z, p2 = y + z.

• Bezüglich der lexikographischenMonomordnungmit z ≺ y ≺ x gilt

LM�(p1) = x, LM�(p2) = y,

und also
LI�(I) ⊇ (x, y).

Andererseits ist I ∩ k[z] = (0), denn V(I) = {(t, t,−t) | t ∈ K}. Damit
kann das Leitmonom eines Elementes aus I keine Potenz von z sein, weil
sonst aufgrund der Monomordnung nur die Variable z auftauchen würde.
Also wird jedes Leitmonom entweder durch x oder durch y geteilt, und das
zeigt LI�(I) = (x, y). Also ist {p1, p2} eine Gröbnerbasis von I bezüglich
�.
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• Sei nun� eine Monomordnungmit x ≺ z, y ≺ z. Dann ist

LM�(p1) = LM�(p2) = z.

Wegen
x− y = p1 − p2 ∈ I

ist also entweder x oder y in LI�(I). Somit ist {p1, p2} keine Gröbnerbasis
von I bezüglich�. 4

2.3 Der Buchberger-Algorithmus
Sei in diesem Abschnitt stets � eine fest gewählte Monomordnung auf Nn. Alle
Begriffe wie LM(p),LI(I),Gröbnerbasis... beziehen sich auf diese.

Satz 2.3.1 (Divisionmit Rest). Seien 0 6= g1, . . . , gs ∈ k[x]. Für jedes p ∈ k[x] gibt es
q1, . . . , qs, r ∈ k[x]mit

p = q1g1 + · · ·+ qsgs + r

sowie

(1) KeinMonom in r ist durch einLM(gi) teilbar

(2) LM(qigi) � LM(p) für alle i = 1, . . . , s.

Beweis. Sei p =
∑

α pαx
α. Falls keinMonon von p durch eines der LM(gi) teilbar

ist, setzen wir q1 = · · · = qs = 0 sowie r = p.
Andernfalls sei xα das bezüglich der Monomordnung � größte Monom von p,
welches durch ein LM(gi) teilbar ist, also etwa xα = xβ · LM(gi). Dann setzen
wir

q :=
pα

LC(gi)
· xβ sowie p̃ = p− qgi.

Damit verschwindet der Koeffizient vonxα in p̃,und jedesMonomvon p̃, welches
durch ein LM(gi) teilbar ist, ist also strikt kleiner als xα (wäre es größer, müsste
es schon in p vorgekommen sein).
Wir iterieren den Prozess, und sind nach endlich vielen Schritten fertig, da �
eine Wohlordnung ist. Im Resultat erhalten wir ein Polynom r, in dem kein Mo-
nommehrdurcheinLM(gi) teilbar ist. LösenwirdieRechnung rückwärtswieder
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auf, erhalten wir exakt die behauptete Identität. Beachte dass in unserem ersten
Schritt

LM(qgi) = xβLM(gi) = xα � LM(p)

und damit auch
LM(p̃) � LM(p)

gilt.

Bemerkung 2.3.2. (i) Der Beweis von Satz 2.3.1 ist konstruktiv. Für gegebene
p, g1, . . . , gs finden wir die qi sowie r explizit anhand des angegebenen Algorith-
mus.
(ii) Die qi und das Polynom r sind durch die Bedingungen (1) und (2) in Satz 2.3.1
nicht eindeutig bestimmt (beispielsweise erlaubt der AlgorithmusWahlmöglich-
keiten, die zu unterschiedlichen Ergebnissen führen können).

• Sei n = 1 und g1 = x, g2 = x+ 1. Für p = x ergibt sich

p = g1 + 0 = g2 − 1.

Beide Identitäten erfüllen (1) und (2) und können auch durch den beschrie-
benen Algorithmus entstehen.

• Sei n = 2 und g1 = xy + 1, g2 = y2 − 1 wie in Beispiel 2.2.14 (i). Für
p = xy2 − x erhalten wir

p = yg1 − (x+ y) = xg2 + 0.

Beide Identitäten erfüllen (1) und (2) (unabhängig von derWahl der Mono-
mordnung), und können auch durch den Algorithmus entstehen. 4

Definition 2.3.3. Ein Polynom r welches die Bedingungen aus Satz 2.3.1 erfüllt
heißt ein Standardrest von p modulo g1, . . . , gs bezüglich �. Dies ist nicht zu
verwechseln mit dem Standardrest aus Definition 2.2.9, der eindeutig bestimmt
ist. 4

Korollar 2.3.4. Ist {g1, . . . , gs} eine Gröbnerbasis von I , so gilt für jeden Standardrest r
von pmodulo g1, . . . , gs

r = strI(p).

Insbesondere liefert die Division mit Rest (unabhängig von den möglichen Wahlen im Al-
gorithmus) immer dasselbe Ergebnis r.
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Beweis. Sei r ein Standardrest. Dann ist jedes Monom in r ein Standardmonom
von I, aufgrundvonEigenschaft (1) inSatz 2.3.1, undweil dieLM(gi)dasLeitideal
von I erzeugen. Andererseits ist p ≡ r modulo I. Diese beiden Eigenschaften
charakterisieren aber strI(p).

Definition 2.3.5. Seien p, q ∈ k[x] \ {0}.Dann heißt

S(p, q) :=
LT(q) · p− LT(p) · q
ggT(LM(p),LM(q))

das S-Polynom von p und q. 4

Bemerkung 2.3.6. (i) Das S-Polynom ist wirklich ein Polynom. Der größte ge-
meinsame Teiler von LM(p) und LM(q) ist ein Teiler des Zählers.
(ii) Nach Konstruktion kürzen sich die Leitterme der Zählers. Es gilt also

LM(S(p, q)) ≺ kgV(LM(p),LM(q)).

Das folgende Lemma besagt, dass Kürzung von Leitmonomen in Linearkombi-
nationen imwesentlichen immer auf dieses Phänomen der S-Polynome zurück-
geführt werden kann. 4

Lemma 2.3.7. Seien g1, . . . , gs ∈ k[x] \ {0} alle mit demselben Leitmonom
LM(gi) = xα. Seien a1, . . . , as ∈ kmit

LM

(
s∑
i=1

aigi

)
≺ xα.

Dann ist
∑

i aigi eine Linearkombination derS(gi, gi+1) für i = 1, . . . , s− 1.

Beweis. Setze bi := LC(gi) und pi := 1
bi
gi für i = 1, . . . , s. Wegen

LM

(
s∑
i=1

aigi

)
≺ xα

gilt
s∑
i=1

aibi = 0.



42 KAPITEL 2. ALGORITHMISCHE ASPEKTE

Damit gilt, wobei wir ps+1 = 0 setzen:

s∑
i=1

aigi =
s∑
i=1

aibipi

=
s∑
i=1

(
i∑

j=1

ajbj

)
(pi − pi+1)

=
s−1∑
i=1

(
i∑

j=1

ajbj

)
(pi − pi+1) .

Für die letzte Gleichung verwenden wir
∑s

i=1 aibi = 0.Wegen

S(gi, gj) =
bjx

αgi − bixαgj
xα

= bjgi − bigj = bibj(pi − pj)

folgt daraus die Behauptung.

Satz 2.3.8 (Buchbergerkriterium für Gröbnerbasen). Es seien g1, . . . , gs ∈ k[x] \
{0},und füralle i, j ∈ {1, . . . , s} seihij einStandardrest vonS(gi, gj)bezüglichg1, . . . , gs.
Dann ist {g1, . . . , gs} genau dann eine Gröbnerbasis, wennhij = 0 für alle i < j gilt.

Beweis. Setze I = (g1, . . . , gs). Ist zunächst {g1, . . . , gs} eine Gröbnerbasis, so
folgt aus Korollar 2.3.4, dass hij = strI(S(gi, gj)) der Standardrest bezüglich I
ist. Wegen S(gi, gj) ∈ I ist damit hij = 0 für alle i.
Sei nun umgekehrt hij = 0 für alle i < j. Für 0 6= p ∈ I müssen wir

LM(gi)|LM(p)

für ein i ∈ {1, . . . , s} zeigen. Nach Voraussetzung gibt es eine Identität

p =
s∑
i=1

qigi (∗)

mit qi ∈ k[x]. Sei

xγ := max{LM(qigi) | i = 1, . . . , s}.

Wirzeigen, dass fallsLM(p) ≺ xγ gilt,wir eineneueDarstellungwie in (∗) finden
können, mit echt kleinerem γ. Iterativ erreichen wir dann LM(p) = xγ, und das
beweist das LM(p) von einem LM(gi) geteilt wird.



2.3. DER BUCHBERGER-ALGORITHMUS 43

Es gelte also LM(p) ≺ xγ. Durch Umnummerierung erreichen wir

γ1 = · · · = γt = γ � γt+1, . . . , γs

wobei xγi = LM(qigi)sei. Wir schreiben (∗) nun um

p =
t∑
i=1

LT(qi)gi︸ ︷︷ ︸
p̃

+
t∑
i=1

(qi − LT(qi))gi +
s∑

i=t+1

qigi.

Jeder Summand in p̃ hat xγ als Leitmonom. Jeder Summand im Rest hat ein echt
kleineres Leitmonom. Außerdem giltLM(p̃) ≺ xγ, da es für p gilt. Es reicht also,
eine Darstellung

p̃ =
s∑
j=1

q̃jgj (∗∗)

zu findenmit LM(q̃jgj) ≺ xγ für alle j.
Auf die Polynome LM(qi)gi (i = 1, . . . , t) können wir aber Lemma 2.3.7 anwen-
den. Damit ist p̃ eine Linearkombination der

sij := S (LM(qi)gi,LM(qj)gj) für i < j = 1, . . . t.

Mit xαi := LM(gi) erhalten wir LM(qi) = xγ−αi und damit

sij =
1

xγ

xγ−αjLT(gj) LM(qi)︸ ︷︷ ︸
xγ−αi

gi − xγ−αiLT(gi) LM(qj)︸ ︷︷ ︸
xγ−αj

gj


= xγ−αi−αj (LT(gj)gi − LT(gi)gj)︸ ︷︷ ︸

S(gi,gj)·ggT(xαi ,xαj )

= xβij · S(gi, gj).

Dabei ist
xβij = xγ−αi−αj · ggT(xαi , xαj) =

xγ

kgV(xαi , xαj)
.

Die Bedingung hij = 0 besagt aber gerade die Existenz von Identitäten

S(gi, gj) =
s∑

k=1

pijkgk
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mit LM(pijkgk) � LM(S(gi, gj)). Insgesamt ist p̃ also eine Linearkombination
der Elemente

s∑
k=1

pijkx
βijgk,

und wegen LM(S(gi, gj)) ≺ kgV(xαi , xαj) (siehe Bemerkung 2.3.6 (ii)) gilt

LM(pijkx
βijgk) = xβijLM(pijkgk) � xβijLM(S(gi, gj)) ≺ xγ.

Das liefert die gewünschte Darstellung (∗∗).
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Satz 2.3.9 (Buchberger-Algorithmus). Seien g1, . . . , gs ∈ k[x] \ {0}. Der folgende
Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab, und liefert eine Gröbnerbasis von I =
(g1, . . . , gs):

• Berechne einen Standardrest hij von S(gi, gj) bezüglich g1, . . . , gs, für alle 1 ≤
i < j ≤ s.

• Sind allehij = 0, so brich ab und gib {g1, . . . , gs} aus.

• Ist einhij 6= 0, so nimm ein solches zu den gi hinzu und starte erneut.

Beweis. Es istS(gi, gj) ∈ I für alle i, j. Somit ist auchhij ∈ I für alle i, j, und das
Ideal I wirddurch eventuelleHinzunahmeeineshij nicht verändert. Bei Abbruch
des Algorithmus erhalten wir nach Satz 2.3.8 eine Gröbnerbasis von I. Es bleibt
also zu zeigen, dass der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht.
Ist hij 6= 0, so gilt

(LM(g1), . . . ,LM(gs)) ( (LM(g1), . . . ,LM(gs),LM(hij)) ,

dennkeinesderMonome inhij ist durcheinLM(gi) teilbar.NachdemHilbert’schen
Basissatz kann das aber nur endlich oft passieren.

Bemerkung 2.3.10. (i) Alle Schritte im Algorithmus von Buchberger sind kon-
struktiv durchführbar. Die S(gi, gj) sind konstruktiv definiert und einen Stan-
dardrest hij erhalten wir durch Division mit Rest (Satz 2.3.1). Kann man die In-
putdaten einemComputer übergeben (z.B. sind alle Polynome überQ definiert),
so kann der Computer damit eine Gröbnerbasis exakt berechnen.
(ii) Der eben beschriebene Algorithmus von Buchberger wird im Allgemeinen ei-
ne sehr redundante Gröbnerbasis liefern. 4

Lemma 2.3.11. Sei G eine Gröbnerbasis von I und seien p, q ∈ G mit p 6= q und
LM(p)|LM(q).Dann istG \ {q} ebenfalls eine Gröbnerbasis von I.

Beweis. Klar.

Definition 2.3.12. Eine GröbnerbasisG heißtminimal, falls

LM(p) - LM(q)

für alle p, q ∈ G, p 6= q. 4
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Lemma 2.3.13. SeiG eine minimale Gröbnerbasis und I = (G). Dann sind dieLM(g)
(g ∈ G) gerade die verschiedenenminimalenMonome (bezüglich≤) inLI(I).

Beweis. Jedesbezüglich≤minimaleMonominLI(I)mussvonderGestaltLM(g)
mit g ∈ G sein. Andererseits liefert eine minimale Gröbnerbasis aber auch nur
diese minimalenMonome.

Bemerkung 2.3.14. Je zwei minimale Gröbnerbasen (die dasselbe Ideal I erzeu-
gen) haben also gleiche Mächtigkeit. Es handelt sich dabei um die inklusionsmi-
nimalen Gröbnerbasen von I, und auch um die mit kleinster Mächtigkeit. 4

Definition 2.3.15. EineGröbnerbasisG heißt reduziert, falls alle g ∈ G normiert
sind, und für p 6= q ∈ G gilt:

LM(p) teilt kein in q vorkommendes Monom.

Offensichtlich ist jede reduzierte Gröbnerbasis auchminimal. 4

Satz2.3.16. Jedes IdealI ⊆ k[x]besitzt eine eindeutigbestimmte reduzierteGröbnerbasis
(bezüglich gegebenem�).

Beweis. Existenz: Sei G eine minimale Gröbnerbasis von I. Ein Element g ∈ G
heißt reduziert bezüglich G, wenn kein Monom von g durch LM(q) für ein q ∈
G\{g} teilbar ist.Wähle nun g ∈ G fest und berechne einen Standardrest g′ von
g bezüglichG \ {g}. Setze dann

G′ := (G \ {g}) ∪ {g′}.

Wegen 0 6= g′ ∈ I und LM(q) - LM(g′) für alle q ∈ G \ {g} gilt LM(g) =
LM(g′). Damit ist G′ erneut eine minimale Gröbnerbasis von I. Es ist sogar g′

nun reduziert bezüglichG′, da es ein Standardrest bezüglichG \ {g} ist. Durch
Iteration erhält man eine reduzierte Gröbnerbasis.
Eindeutigkeit: Seien G,G′ zwei reduzierte Gröbnerbasen von I. Als minimale
GröbnerbasenstimmendieMengenLM(G)undLM(G′)alsoüberein,nachLem-
ma 2.3.13. Für g ∈ G wähle also das eindeutige g′ ∈ G′ mit LM(g) = LM(g′).
Dann gilt g − g′ ∈ I, und falls g − g′ 6= 0 gibt es also q ∈ G, q′ ∈ G′mit

LM(q),LM(q′) | LM(g − g′).

Andererseits giltLM(g−g′) ≺ LM(g) = LM(g′), unddaraus folgt q 6= g, q′ 6= g′.
Da LM(g− g′) entweder in g oder in g′ als Monom vorkommenmuss, ist das ein
Widerspruch zur Reduziertheit von entwederG oderG′. Also gilt g−g′ = 0, und
damitG = G′.
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Bemerkung/Beispiel2.3.17. (i)DieBerechnungder reduziertenGröbnerbasis (aus
einer gegebenen Gröbnerbasis) von I im letzten Beweis ist konstruktiv.
(ii) Seien g1, . . . , gs ∈ k[x] Linearformen, also gi =

∑n
j=1 cijxj. Sei

A = (cij)i,j ∈ Ms×n(k)

die entsprechende Koeffizientenmatrix und

B = (bij)i,j ∈ Ms×n(k)

die reduzierte Zeilenstufenform von A (Pivotelemente 1, Pivotspalten sonst 0).
Sei qi =

∑n
j=1 bijxj für i = 1, . . . , r(= rang(A)). Falls� eine Monomordnung

mit x1 � x2 � · · · � xn ist, so ist {q1, . . . , qr} die reduzierte Gröbnerbasis von
(g1, . . . , gs) (Aufgabe 16). Der Buchberger-Algorithmus (+ die Konstruktion der
reduzierten Gröbnerbasis) verallgemeinert also den Algorithmus von Gauss.
(iii) Sei n = 1 und p, q ∈ k[x] \ {0}.Die einzige minimale Gröbnerbasis von

(p, q) = (ggT(p, q))

ist (bis auf Skalierung) {ggT(p, q)}. Der Buchberger-Algorithmus verallgemei-
nert also den euklidischen Algorithmus für k[x]. 4

2.4 Anwendungen
In diesem Abschnitt sehen wir, wie die�eorie der Gröbnerbasen zu konstrukti-
ven Anworten auf die zu Anfang des Kapitels beschriebenen Fragen führt. Es sei
nochmal darauf hingewiesen, dass die Konstruktion von (reduzierten) Gröbner-
basen und insbesondere die Division mit Rest konstruktiv durchführbar sind.

Anwendung 2.4.1 (Zugehörigkeitstest). Seien p, p1, . . . , ps ∈ k[x] gegeben. Die
Frage ob p ∈ I = (p1, . . . , ps) gilt lässt sich wie folgt entscheiden.Wähle eine be-
liebige Monomordnung �. Berechne dann eine Gröbnerbasis
{g1, . . . , gt} von I bezüglich� und einen Standardrest r von pmodulo g1, . . . , gt
bezüglich�. Es gilt dann r = strI,�(p) und also

p ∈ I ⇔ r = 0.

Die Methode liefert auch eine Darstellung p =
∑s

i=1 qipi, falls p ∈ I. Zunächst
erhält man im Fall r = 0 aus der Division mit Rest eine Darstellung

p =
t∑
i=1

q̃igi.
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FürdieKonstruktionderGröbnerbasis{g1, . . . , gt}habenwiraberzudenpi even-
tuell noch hij dazugenommen (siehe Satz 2.3.9). Da die S(pi, pj) aber explizite
Kombinationen der pi sind, sind es die hij ebenfalls. Man kann also durch itera-
tives Auflösen eine Darstellung

p =
s∑
i=1

qipi

konstruktiv erhalten. 4

Anwendung2.4.2 (Lösbarkeit von polynomialenGleichungssystemen). In Korol-
lar 1.2.13 haben wir gesehen, dass die Lösbarkeit eines Gleichungssystems

p1(x) = 0, . . . , pr(x) = 0

mit pi ∈ k[x] über einem algebraisch abgeschlossenen Oberkörper von k äquiva-
lent zu

1 /∈ (p1, . . . , pr) ⊆ k[x]

ist. Nach 2.4.1 können wir die Lösbarkeit also testen. 4

Anwendung 2.4.3 (Zugehörigkeit zum Radikal). Auch die Frage ob

p ∈
√

(p1, . . . , ps)

gilt lässt sich testen (siehe Aufgabe 17). 4

Anwendung 2.4.4 (Inklusions- und Gleichheitstest). Es gilt

I = (p1, . . . , pr) ⊆ (q1, . . . , qt) = J

genau dann wenn pi ∈ J für alle i gilt. Das lässt nach 2.4.1 testen. Insbesondere
kannman auch I = J testen. 4

Anwendung 2.4.5 (Elimination). Sei I ⊆ k[x1, . . . , xn] ein Ideal. Das Ideal

Ij := I ∩ k[xj+1, . . . , xn]

heißt das j-teEliminationsideal von I. Seine geometrischeBedeutung ist in Satz
1.4.13 (ii) beschrieben: es definiert den Abschluss der Projektion von V(I) auf die
Komponenten xj+1, . . . , xn. Der folgende Satz zeigt, wie man Erzeuger von Ij
berechnen kann. 4
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Satz 2.4.6. SeiG eine Gröbnerbasis von I bezüglich der lexikographischen Monomord-
nung mit x1 � · · · � xn. Dann ist G ∩ k[xj+1, . . . , xn] eine Gröbnerbasis von Ij
bezüglich der lexikographischen Monomordnung (und insbesondere ein Erzeugendensy-
stem).

Beweis. Sei p ∈ Ij. Wegen p ∈ I gibt es ein g ∈ G mit LM(g)|LM(p). Da
x1, . . . , xj inpnicht vorkommen,kommensie auch inLM(g)unddamit ing nicht
vor, nachWahl der Monomordnung. Also ist g ∈ G ∩ k[xj+1, . . . , xn].

Beispiel 2.4.7. Betrachte

I =
(
x2 + y + z − 1, y2 + x+ z − 1, z2 + x+ y − 1

)
⊆ k[x, y, z].

Die reduzierte Gröbnerbasis von I bezüglich der lexikographischen Monomord-
nungmit x � y � z hat die folgenden 4 Elemente:

g1 = x+ y + z2 − 1

g2 = y2 − y − z2 + z

g3 = 2yz2 + z4 − z2

g4 = z6 − 4z4 + 4z3 − z2 = z2(z − 1)2(z2 + 2z − 1).

Also gilt
I ∩ k[y, z] = (g2, g3, g4)

und
I ∩ k[z] = (g4).

Insbesondere besteht die Projektion vonV(I) auf die dritte Komponente aus den
Punkten 0, 1 und−1±

√
2. 4

Anwendung 2.4.8 (Endliche Varietäten). Sei I ⊆ k[x] ein Ideal. Wir können te-
sten ob V(I) endlich ist, d.h. ob I ein 0-dimensionales Ideal ist (vergleiche Satz
1.4.17). Dazu berechnen wir wie in Satz 2.4.6 Erzeuger für die Ideale I ∩ k[xi]
und sehen so, ob I ∩ k[xi] 6= {0} gilt. Ist das der Fall für alle i, setze Mi :=
V(I ∩ k[xi]) ⊆ A1.Dann gilt

V(I) ⊆M1 × · · · ×Mn,

und man kann die endlich vielen Punkte ausM1 × · · · ×Mn daraufhin prüfen,
ob sie die Gleichungen aus I erfüllen. 4
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Beispiel 2.4.9. Mit denselben Gleichungen wie in Beispiel 2.4.7 erhält man

I ∩ k[x] = (g4(x)), I ∩ k[y] = (g4(y)) und I ∩ k[z] = (g4(z)).

Also ist V(I) endlich und enthalten in

{0, 1,−1±
√

2}3 ⊆ K3.

Man überprüft dann

V(I) =

(−1±
√

2)

 1
1
1

 ,

 1
0
0

 ,

 0
1
0

 ,

 0
0
1

 . 4

Anwendung 2.4.10 (Durchschnitt von Idealen). Seien I = (p1, . . . , ps) und J =
(q1, . . . , qr) Ideale in k[x]. Erzeuger für das Produkt IJ sind offensichtlich die
paarweisen Produkt piqj. Wir wollen nun aber Erzeuger für das Ideal I ∩ J be-
rechnen. Der folgende Satz zeigt, wie wir dasmit Hilfe der bereits gezeigten Eli-
mination 2.4.5 tun können. 4

Satz 2.4.11. Sei t eine neue Variable undQ das von

tp1, . . . , tps, (1− t)q1, . . . , (1− t)qr

in k[x, t] erzeugte Ideal. Dann gilt

I ∩ J = Q ∩ k[x].

Beweis. Für "⊆" sei p ∈ I ∩ J . Aus p = tp + (1 − t)p folgt p ∈ Q. Für "⊇" sei
umgekehrt

k[x] 3 p = t
∑
i

hipi + (1− t)
∑
j

gjqj ∈ Q,

wobei hi, gj ∈ k[x, t].Durch Substitution t = 0 folgt p ∈ J , und t = 1 impliziert
p ∈ I.

Anwendung 2.4.12 (Idealquotienten). Seien I, J Ideale. Wir wollen Erzeuger für

(I : J) = {p ∈ k[x] | pJ ⊆ I}

berechnen (sieheSatz 1.3.20 fürdiegeometrische Interpretation).Dazukannman
zunächst annehmen, dass J = (g) ein Hauptideal ist. Es gilt nämlich

(I : (g1, . . . gs)) =
⋂
i

(I : (gi)),
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undDurchschnitte haben wir bereits in 2.4.10 erledigt. Berechne nun erneutmit
2.4.10 Erzeuger

I ∩ (g) = (p̃1, . . . , p̃t).

Dabei gilt p̃i = gpi, und die pi findetmanwiederummit Division. Es ist leicht zu
sehen, dass man damit

(I : J) = (p1, . . . , ps)

erhält.
Ebenso können wir Erzeuger für

(I : J∞) =
∞⋃
d=0

(I : Jd)

berechnen (siehe Satz 3.3.7 und Satz 3.4.4 für die geometrische Interpretation).
Es gilt

I ⊆ (I : J) ⊆ (I : J2) ⊆ · · ·
unddiese Folgewird stationär, dak[x]noethersch ist.Wir berechnennun iterativ
Erzeuger für (I : Jd), wie eben beschrieben. Dabei testen wir, ob

(I : Jd+1) ⊆ (I : Jd)

gilt, wie in 2.4.4. Ist das der Fall, so wird die Kette an dieser Stelle stationär:

p ∈ (I : Jd+2)⇒ ∀q ∈ J pq ∈ (I : Jd+1)

⇒ ∀q ∈ J pq ∈ (I : Jd)

⇒ p ∈ (I : Jd+1).

Damit gilt (I : Jd) = (I : J∞).
Beachte dass wir damit mit Satz 3.3.7 einen Algorithmus zur Entscheidung der
Lösbarkeit eines projektiven Gleichungssystems erhalten.

Anwendung 2.4.13 (Urbilder von Idealen). Sei ϕ : k[x] → k[y] ein Algebraho-
momorphimus, gegeben durch ϕ(xi) = pi ∈ k[y] für i = 1, . . . , n. Sei J =
(g1, . . . , gs) ⊆ k[y] ein Ideal. Wir wollen Erzeuger für ϕ−1(J) berechnen (für die
geometrische Interpretation siehe Satz 1.4.13). Der folgende Satz sagt, wie wir
das auf Durchschnitte zurückführen können. 4

Satz 2.4.14. Sei J̃ := (x1 − p1, . . . , xn − pn, g1, . . . , gs) ⊆ k[x, y]. Dann gilt

ϕ−1(J) = J̃ ∩ k[x].
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Beweis. Für jeden RingR und a ∈ Rm hat der Auswertungshomomorphismus

R[z1, . . . , zm]→ R

p 7→ p(a1, . . . , am)

den Kern (z1 − a1, . . . , zn − an). Das sieht man zum Beispiel im Fall a = 0 am
einfachsten. Somit hat der Homomorphismus

ψ : k[x, y]→ k[y]

xi 7→ pi

yi 7→ yi

als Kern gerade (x1 − p1, . . . , xn − pn). Ausserdem ist ψ = ϕ auf k[x]. Somit gilt

ϕ−1(J) = ψ−1(J) ∩ k[x].

Die Aussage folgt also aus folgender Identität in k[x, y] :

ψ−1(J) = (g1, . . . , gs) + ker(ψ).

Dabei ist "⊇" klar. Für "⊆" verwende, dass für alle p ∈ k[x, y] gilt

ψ(p− ψ(p)) = ψ(p)− ψ(p) = 0.

Ist also p ∈ ψ−1(J) so ist

p = ψ(p)︸︷︷︸
∈J

+ (p− ψ(p))︸ ︷︷ ︸
∈ker(ψ)

∈ (g1, . . . , gs) + ker(ψ).

Beispiel 2.4.15. Betrachte denMorphismus von Varietäten

p : A2 → A3

(a, b) 7→ (ab, ab2, a2).

Auf Ebene der Koordinatenringe entspricht ihm der Homomorphismus

p∗ : k[x, y, z]→ k[u, v]

x 7→ uv

y 7→ uv2

z 7→ u2.
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Mit der beschriebenenMethode kannman berechnen

ker(p∗) = (x4 − y2z).

Nach Satz 1.4.13 gilt
p(A2) = V(x4 − y2z).

Hier siehtman:die ganzey-Achse ist inp(A2) enthalten; imBild vonp liegt darauf
aber nur der Punkt (0, 0, 0). 4

Anwendung 2.4.16 (Homogenisierung eines Ideals). Für I ⊆ k[x1, . . . , xn] sei

Ih =
(
ph | p ∈ I

)
⊆ k[x0, . . . , xn]

die Homogenisierung von I (siehe Satz 3.3.18 für die geometrische Interpretati-
on). Ist I = (p1, . . . , ps), so gilt im Allgemeinen(

ph1 , . . . , p
h
s

)
( Ih,

siehe Bemerkung 3.3.19. Wir wollen nun Erzeuger für Ih berechnen.
Dazu nennen wir eine Monomordnung� gradverträglich, falls

|α| < |β| ⇒ α ≺ β

für alle α, β ∈ Nn gilt. Beispielsweise ist die grad-lexikographische Monomord-
nung gradverträglich. Der folgende Satz zeigt, wie man damit Erzeuger für Ih

berechnen kann. 4

Satz2.4.17. Sei� eine gradverträglicheMonomordnungaufNn undG eineGröbnerbasis
des Ideals I ⊆ k[x1, . . . , xn] bezüglich�. Dann gilt in k[x0, . . . , xn]

Ih =
(
gh | g ∈ G

)
.

Beweis. Auf k[x0, . . . , xn] definieren wir eine Monomordnung

xr0 · xα �′ xs0xβ :⇔ xα ≺ xβ oder (α = β und r ≤ s) .

Sei Gh =
{
gh | g ∈ G

}
. Wir zeigen, dass Gh sogar eine Gröbnerbasis von Ih

bezüglich�′ ist. Daraus folgt insbesondere die Aussage.
Für 0 6= p ∈ k[x1, . . . , xn] ist

deg (LM�(p)) = deg(p),
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aufgrund der Gradverträglichkeit von�. Daraus folgt unmittelbar

LM�′(p
h) = LM�(p)

für alle p ∈ k[x1, . . . , xn]. Nach Lemma 3.3.16 (i) hat jedes homogene q ∈ Ih die
Gestalt

q = xr0 · ph

mit einem p ∈ I. Daraus folgt

LM�′(q) = xr0 · LM�′(p
h).

Es gibt nun ein g ∈ Gmit

LM�′(g
h) = LM�(g) | LM�(p) = LM�′(p

h),

da G Gröbnerbasis von I ist. Daraus folgt LM�′(g
h)|LM�′(q), und das war zu

zeigen.



Kapitel 3

Projektive Varietäten

3.1 Projektive Räume

Definition 3.1.1. SeiK ein Körper und V einK-Vektorraum.
(i)DerprojektiveRaum P(V ) ist dieMengealler eindimensionalenK-Unterräume
von V .
(ii) DieDimension eines projektiven Raums ist definiert als

dimP(V ) := dimK(V )− 1.

(iii) IstW ⊆ V einK-Untervektorraum, sonenntmanP(W )einen linearenoder
projektiven Teilraum von P(V ). Lineare Teilräume von P(V ) der Dimensionen
0, 1, 2, dimP(V )−1nenntman auchPunkte,Gerade,EbenenundHyperräume.
(iv) Man schreibt

Pn(K) := P(Kn+1)

und nennt Pn(K) den n-dimensionalen projektiven RaumüberK. 4

Die Elemente von P(V ) sind also die [v] = K · v für 0 6= v ∈ V . Dabei gilt

[v] = [w] ⇔ ∃c ∈ K∗ v = cw.

Definition 3.1.2. Elemente von Pn(K) notiert man oft in homogenenKoordina-
ten. Für 0 6= (a0, . . . , an) ∈ Kn+1 schreibt man

(a0 : . . . : an) := [(a0. . . . , an)] = K · (a0, . . . , an) ∈ Pn(K).

55
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Die Doppelpunkte bedeuten also, dass man nicht den Vektor, sondern die davon
aufgespannteGeradealsElementdesprojektivenRaumsmeint.Beachtedassder
Punkt (0 : . . . : 0) nicht definiert ist. Es gilt

(a0 : . . . : an) = (b0 : . . . : bn) ⇔ ∃c ∈ K∗ ai = cbi für i = 0, . . . , n.

Man kann auch folgende Charaktierisierung verwenden:

(a0 : . . . : an) = (b0 : . . . : bn) ⇔ aibj = ajbi für alle i, j = 0, . . . , n.

Denn zwei nichttriviale Vektoren (a0, . . . , an), (b0, . . . , bn) sind genau denn koli-
near, wenn die Matrix (

a0 a1 · · · an
b0 b1 · · · bn

)
Rang 1 hat, d.h. alle ihre 2× 2-Unterdeterminanten veschwinden. 4

Beispiel 3.1.3. (i) P0(K) besteht aus genau einem Punkt.
(ii) P1(K) identifiziert sich mitK ∪ {∞} durch

P1(K)→ K ∪ {∞}
(a : b) 7→ a/b falls b 6= 0

(a : 0) 7→ ∞.

Das entspricht geometrisch demSchneiden derUrsprungsgeraden inK2mit der
Geraden b = 1. Dabei wird jede Gerade genau einmal getroffen, bis auf die Gera-
de b = 0, die dem Punkt∞ entspricht.

b

a

K

∞

(iii) Als Menge haben wir eine Identifikation Pn(R) = Sn/ ∼,wobei Sn die Ein-
heitssphäre in Rn+1 ist und a ∼ −a für alle a ∈ Sn gilt. Im Sinne der Diffe-
rentialgeometrie ist das eine kompakte, glatte und für n ≥ 2 nichtorientierbare
Mannigfaltigkeit der Dimension n.
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(iv) ∅,P(V ) sind lineare Teilräume von P(V ). Es gilt dim ∅ = −1, denn ∅ =
P({0}). Jeder Durchschnitt von linearen Teilräumen ist wieder einer:

⋂
i

P(Wi) = P

(⋂
i

Wi

)
.

Eine Gerade in P(V ) ist von der Gestalt P(W ) für einen 2-dimensionalen Teil-
raumW ⊆ V . 4

Satz 3.1.4. Seien U1 = P(W1) und U2 = P(W2) lineare Teilräume von P(V ). Dann
gilt

dimU1 + dimU2 = dim(U1 ∩ U2) + dimP(W1 +W2).

Insbesondere folgt aus dimU1 + dimU2 ≥ dimP(V ) schon U1 ∩ U2 6= ∅. Je zwei
Geraden inP2(K) schneiden sich also.

Beweis. Folgt direkt aus der Dimensionsformel für Vektorräume

dimKW1 + dimKW2 = dimK(W1 ∩W2) + dimK(W1 +W2),

wennman auf beiden Seiten 2 abzieht.

Definition 3.1.5. Sei f : V ↪→ W eine injektive lineare Abbildung. Dann ist

P(f) : P(V )→ P(W )

[v] 7→ [f(v)]

eine wohldefinierte Abbildung. Ist f bijektiv, so gilt P(f)−1 = P(f−1), und man
nennt P(f) dann eine Projektivität vonP(V ) nachP(W ). 4

Satz 3.1.6. Die Projektivitäten vonP(V ) auf sich bilden eine Gruppe, die isomorph ist zu

PGL(V ) := GL(V )/ (K∗ · idV ) .

Beweis. Sei P die Gruppe der Projektivitäten. Betrachte den Gruppenhomomor-
phismus

GL(V )� P

f 7→ P(f).

Sein Kern besteht aus denjenigen f ∈ GL(V ), für die jeder Vektor ein Eigenvek-
tor ist. Bekanntermaßen sind das aber genau die Vielfachen der Identität.
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Beispiel 3.1.7. Für f =

(
a b
c d

)
∈ GL2(K) gilt

P(f) : (x : y) 7→ (ax+ by : cx+ dy).

Unter der Identifikation P1(K) = K ∪ {∞} aus Beispiel 3.1.3 (ii) übersetzt sich
das in die Abbildung

r 7→ ar + b

cr + d
, ∞ 7→ a

c
,

eine sogenanteMöbiustransformation der Geraden. 4

Konstruktion 3.1.8. In Pn(K) ist die Menge

H := {(a0 : . . . : an) | a0 = 0}

eineHyperebene, und insbesondere istH ∼= Pn−1(K). Es gibt eineBijektion vom
Komplement

Pn(K) \H ↔ Kn

(a0 : . . . : an) 7→
(
a1

a0

, . . . ,
an
a0

)
(1 : b1 : . . . : bn)← [ (b1, . . . , bn).

Allgemeiner gibt es für jede HyperebeneW ⊆ V eine Bijektion

W → P(V ) \ P(W )

w 7→ [v + w],

wobei v ∈ V \ W beliebig aber fest gewählt ist. In dieser Sichtweise ist P(V )
eine disjunkte Vereinigung ausW und P(W ). Dabei sind die Punkte aus P(W )
die unendlich fernen Punkte bezüglichW .

x2

x1

x0

H

Pn \H ∼= K2

4
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3.2 Graduierte Ringe
In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der den projektiven Räumen zu-
grundeliegenden Algebra. Sei dazu stets (G,+, 0) eine abelsche Gruppe.

Definition 3.2.1. (i) EinG-graduierter Ring ist ein RingR, zusammenmit einer
additiven UntergruppeRg ⊆ R für jedes g ∈ G, so dass gilt

R =
⊕
g∈G

Rg

undRg ·Rh ⊆ Rg+h

für alle g, h ∈ G.
(ii) Ein Element a ∈ R heißt homogen, falls a ∈ Rg für ein g ∈ G. Falls a 6= 0
nennt man dabei deg(a) = g den Grad von a. Wir setzen deg(0) = −∞.
(iii) Jedes Element a ∈ R hat eine eindeutige Zerlegung

a =
∑
g∈G

ag,

wobei ag homogen vom Grad g und nur endlich viele ag 6= 0 sind. Man nennt
dann ag die homogene Komponente vomGrad g von a.
(iv) SindR, S zweiG-graduierteRinge, soheißt einRinghomomorphismusϕ : R→
S graduiert, falls

ϕ(Rg) ⊆ Sg

für alle g ∈ G gilt. 4

Beispiel 3.2.2. (i) Jeder Ring R lässt sich trivial G-graduieren, durch R0 := R
undRg := {0} für g 6= 0.
(ii) AufR = k[x] ist eineZ-Graduierung eindeutig definiert durch

k ⊆ R0 und deg(xi) = 1.

Dabei bestehtRd dann genau aus den Polynomen

p =
∑
|α|=d

pαx
α,

bzwRd = {0} für d < 0. Diese Graduierung nennt man Standardgraduierung
von k[x].
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(iii) Allgemeiner kann man k ⊆ R0 und deg(xi) = di ∈ Z fordern, und er-
hält eine eindeutige Graduierung vonR = k[x], genannt eine gewichtete Grad-
Graduierung.
(iv) FürR = k[x] gibt es beispielsweise auch noch dieZn-GraduierungmitRα =
k · xα für α ∈ Nn undRβ = {0} für β ∈ Zn \ Nn. 4

Lemma 3.2.3. Für jedenG-graduierten RingR gilt 1 ∈ R0, und insbesondere istR0 ein
Teilring vonR.

Beweis. Schreibe
1 =

∑
g∈G

eg

mit eg ∈ Rg. Für homogenes a ∈ Rh gilt dann

a = 1 · a =
∑
g

ega

und aus ega ∈ Rg+h folgt e0a = a. Dabei verwenden wir die Eindeutigkeit der
Zerlegung in homogene Summanden. Damit gilt aber e0a = a für alle a ∈ R,
und also ist e0 = 1.

Bemerkung 3.2.4. Das Rechnen in graduierten Ringen ist manchmal einfacher
als inungraduiertenRingen. ImFolgendenwerdenwirbeispielsweise immerwie-
der die folgende Tatsache verwenden: Ist

a =
∑
i

bici

und sind sowohl a als auch alle ci homogen, kann man die bi ebenfalls als homo-
gen annehmen, mit

deg(bi) = deg(a)− deg(ci).

Man kann alle bi nämlich einfach durch ihre homogenen Summanden vomGrad
deg(a)− deg(ci) ersetzen, und die Gleichung gilt dann immer noch. 4

Lemma 3.2.5. SeiR einG-graduierter Ring und I ⊆ R ein Ideal. Dann sind die folgen-
den Bedingungen an I äquivalent:

(i) a ∈ I ⇒ ag ∈ I für alle g ∈ G

(ii) I =
⊕

g∈G (I ∩Rg)
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(iii) I wird von homogenen Elementen erzeugt.

Beweis. Aufgabe 19.

Definition 3.2.6. Ein Ideal I welches die Bedingungen aus Lemma 3.2.5 erüllt,
nennt man homogenes Ideal. 4

Beispiel 3.2.7. (i) Sei ϕ : R → S ein graduierter Homomorphismus. Dann ist
ker(ϕ) ein homogenes Ideal. Allgemeiner ist ϕ−1(J) für jedes homogene J ⊆ S
wieder homogen.
(ii) IstR Z-graduiert mitRd = {0} für d < 0, so ist

R+ =
⊕
d≥1

Rd

ein homogenes Ideal. Man nenntR+ das irrelevante Ideal. Falls der RingR0 ein
Körper ist, ist jedeshomogene Ideal I 6= 1 inR+ enthalten.DamitdieMengealler
homogenen Idealemehreremaximale Elemente bekommt, entferntmanR+ oft.
(iii) Bezüglich der Graduierung aus Beispiel 3.2.2 (iv) sind die homogenen Ideale
geradedie Ideale, die vonMonomenerzeugtwerden (vergleicheDefinition 2.1.2).

4

Lemma 3.2.8. SeiR einG-graduierter Ring.
(i) Summe, Produkt undDurchschnitt von homogenen Idealen inR sind wieder homogen.
(ii) Ist I ein homogenes Ideal, so wirdR/I durch

(R/I)g := Rg/I

für g ∈ G zu einemG-graduierten Ring.

Beweis. (i) ist klar, zum Beispiel mit Eigenschaft (i) aus Lemma 3.2.5. Für (ii) be-
achte zunächst, dass die Rg/I additive Untergruppen von R/I sind. Ebenfalls
klar istRg/I · Rh/I ⊆ Rg+h/I sowieR/I =

∑
g Rg/I. Es bleibt zu zeigen, dass

die Summe direkt ist. Seien also ag ∈ Rg mit∑
g

ag = 0 inR/I.

Das bedeutet
∑

g ag ∈ I, und aus der Homogenität von I folgt ag ∈ I für alle g.
Damit ist aber ag = 0 für alle g.
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Bemerkung 3.2.9. Sei I ein homogenes Ideal im graduierten Ring R, und trage
R/I die eben eingeführte Graduierung. Dann kann man leicht zeigen, dass die
homogenen Ideale von R/I genau den homogenen Idealen J von R mit I ⊆ J
entsprechen. 4

Ab jetzt setzen wir voraus, dassG eine angeordnete abelsche Gruppe ist, d.h. es
gibt eine total Ordnung≤ aufGmit

a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c

für alle a, b, c ∈ G. Wie betrachten sowieso fast immerG = Z, und hier gibt es
eine solche Anordnung. Unser RingR ist ab sofort immerG-graduiert.

Lemma 3.2.10. Für ein homogenes Ideal I ist
√
I wieder homogen.

Beweis. Zeigt man entweder direkt als Aufgabe 20, oder man liest Korollar 3.2.14
weiter unten.

Lemma3.2.11. Sei I 6= 1 ein homogenes Ideal imRingR. Genau dann ist I ein Primide-
al, wenn für homogene a, b ∈ R gilt

ab ∈ I ⇒ a ∈ I oder b ∈ I.

Beweis. Die eine Richtung ist trivial. Seien nun umgekehrt a, b ∈ R, nicht un-
bedingt homogen, mit a, b /∈ I. Seien dann g, h ∈ G die bezüglich ≤ jeweils
maximalen Indizes mit ag /∈ I, bh /∈ I.Dann gilt

(ab)g+h = agbh + · · ·︸︷︷︸
∈I

,

denn für g′ 6= g, h′ 6= hmit g′ + h′ = g + hmuss entweder g < g′ oder h <
h′ gelten. Nach Voraussetzung ist agbh /∈ I, und also auch (ab)g+h /∈ I. Da I
homogen ist, folgt ab /∈ I.

Satz 3.2.12. SeiM eine multiplikative Teilmenge vonRmit 0 /∈ M und 1 ∈ M . Dann
gibt es ein bezüglich "I homogen und I ∩M = ∅" maximales Ideal I vonR. Jedes solche
maximale I ist ein Primideal.

Beweis. DieExistenzeines solchenmaximalen Ideals I folgtdirekt ausdemZorn’schen
Lemma.Wir zeigen dass I prim ist. Offensichtlich gilt I 6= 1, denn 1 ∈ M . Falls
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I nicht prim ist, gibt es unter Verwendung von Lemma 3.2.11 also a, b ∈ R homo-
genmit ab ∈ I, a, b /∈ I. Aufgrund der Maximalität von I ist

((a) + I) ∩M 6= ∅, ((b) + I) ∩M 6= ∅.

Also gibt es Identitäten

ax+ c ∈M, by + d ∈M

mit x, y ∈ R, c, d ∈ I. Damit erhält man

M 3 (ax+ c)(by + d) = abxy︸︷︷︸
∈I

+ axd+ cby + cd︸ ︷︷ ︸
∈I

∈ I,

einWiderspruch.

Lemma 3.2.13. Alle minimalen über dem homogenen Ideal I liegenden Primideale sind
homogen.

Beweis. Aufgabe 21.

Korollar 3.2.14. Für jedes homogene Ideal I vonR ist
√
I derDurchschnitt aller darüber-

liegender homogener Primideale. Insbesondere ist
√
I selbst homogen.

Lemma 3.2.15. Sei R ein G-graduierter Ring undM ⊆ R eine multiplikative Men-
ge aus homogenen Elementen. Dann wird die LokalisierungM−1R selbst zu einem G-
graduierten Ring, vermöge

(M−1R)g :=
{ a
m
| m ∈M,a ∈ Rdeg(m)+g

}
.

Beweis. Offensichtlich ist (M−1R)g eine additive Untergruppe vonM−1R, und
es gilt (M−1R)g · (M−1R)h ⊆ (M−1R)g+h sowie

M−1R =
∑
g

(M−1R)g.

Es bleibt zu zeigen, dass die Summe direkt ist. Sei dazu

0 =
∑
g

ag
mg

=

∑
g ag

∏
h6=gmh∏

hmh

inM−1R,
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eine endliche Summemit ag ∈ R homogen,mg ∈M , sowie

deg(ag) = deg(mg) + g.

Dann gibt es einm ∈M mit

m ·

(∑
g

ag
∏
h6=g

mh

)
= 0 inR.

Der Summand zum Index g ist dabei homogen vomGrad

deg(m) + g + deg

(∏
h

mh

)
.

Da dies für verschiedene g jeweils verschiedene Grade sind, folgt

m · ag ·
∏
h6=g

mh = 0

für alle g, und das impliziert ag
mg

= 0 inM−1R, für alle g.

Definition 3.2.16. SeiM eine multiplikative Menge aus homogenen Elementen
inR. Der Teilring

R(M) := (M−1R)0 =
{ a
m
| a ∈ Rdeg(m)

}
der LokalisierungM−1R heißt homogene Lokalisierung nachM . Ihre geome-
trische Interpretation lernen wir beispielsweise in Satz 4.1.20 kennen. 4

Beispiel3.2.17. (i) Seim ∈ RhomogenvomGradg ∈ G. SetzeM = {1,m,m2, . . .}
und schreibe

R(m) = R(M) =
{ a

mr
| a ∈ Rr·g

}
.

(ii) Sei p ⊆ R ein homogenes Primideal, undM die Menge aller homogenen Ele-
mente ausR \ p. Dann istM eine multiplikative Menge und wir nennen

R(p) := R(M) =
{ a
m
| a,m ∈ R homogen ,m /∈ p, deg(a) = deg(m)

}
die homogene Lokalisierung vonR in p.
(iii) Beachte, dass es zwar einen natürlichen Homomorphismus R → M−1R
gibt, aber im Allgemeinen keinen solchen vonR nachR(M). 4
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3.3 Projektive algebraische Varietäten
Seien ab jetzt stets wieder k ein beliebiger Körper und K ein algebraisch abge-
schlossener Oberkörper. Wir schreiben

Pn := Pn(K) = P(Kn+1).

Beachtedasswir imSinnevonDefinition3.1.1denRaumKn+1 dabei alsK-Vektorraum
betrachten, und nicht etwa als k-Vektorraum. Elemente von Pn sind also eindi-
mensionaleK-Unterräume vonKn+1.Weiter ist ab jetzt x = (x0, . . . , xn) und
k[x] immer mit der Standardgraduierung versehen. Für homogenes p ∈ k[x] und
v ∈ Kn+1 sowie λ ∈ K gilt

p(λ · v) = λdeg(p) · p(v).

Wenn ein homogenes Polynom an einem Punkt verschwindet, verschwindet es
also auf der ganzen davon aufgespannten Gerade, und also ist für a = [v] ∈ Pn
die Setzung

p(a) = 0 :⇔ p(v) = 0

wohldefiniert. Analog schreiben wir p(a) 6= 0 falls p(v) 6= 0. Für allgemeines
p ∈ k[x] schreibe

p = p0 + p1 + · · ·+ pd

mit pi ∈ k[x]i und definiere

p(a) = 0 :⇔ p0(a) = p1(a) = · · · = pd(a) = 0.

Wegen
p(λ · v) = p0 + λ · p1(v) + λ2 · p2(v) + · · ·+ λd · pd(v)

ist das äquivalent zu
p(λv) = 0 für alle λ ∈ K,

d.h. dass p auf der ganzen von v aufgespannten Geraden verschwindet.

Definition 3.3.1. Sei P ⊆ k[x] und ∅ 6= V ⊆ Pn.
(i) Wir definieren

V+(P ) = {a ∈ Pn | p(a) = 0 für alle p ∈ P}

sowie
I+(V ) := {p ∈ k[x] | p(a) = 0 für alle a ∈ V } .
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Wir nennen V+(P ) die von P definierte projektive Varietät und I+(V ) das Ver-
schwindungsideal von V .
(ii) Eine Menge der Gestalt V+(P )mit P ⊆ k[x] heißt projektive k-Varietät.
(iii) Wir setzen

V̂ :=
⋃
a∈V

a =
{
v ∈ Kn+1 | v 6= 0, [v] ∈ V

}
∪ {0}

und nennen V̂ den affinenKegel über V .
(iv) Weiter setzen wir

I+(∅) := (x0, . . . , xn)

(das irrelevante Ideal) und
∅̂ := {0}.

(v) Für homogenes p ∈ k[x] sei

D+(p) := {a ∈ Pn | p(a) 6= 0} = Pn \ V+(p). 4

Bemerkung 3.3.2. (i) Für V ⊆ Pn beliebig gilt in k[x]

I+(V ) = I(V̂ ).

Insbesondere ist I+(V ) ein Radikalideal. Andererseits ist I+(V ) nachDefinition
von "p(a) = 0" auch ein homogenes Ideal.
(ii) FürM ⊆ k[x] seiMh dieMenge aller homogenenKomponenten vonElemen-
ten ausM , und I = (Mh) das davon erzeugte Ideal. Dann gilt

V+(M) = V+(Mh) = V+(I) = V+(
√
I)

(iii) Es gilt
V+(k[x]) = V+((x0, . . . , xn)) = ∅

und
V+(0) = Pn.

Für homogene Ideale I, J, Iλ (λ ∈ Λ) gilt

V+(I) ∪ V+(J) = V+(I ∩ J) = V+(IJ)

sowie ⋂
λ∈Λ

V+(Iλ) = V+

(∑
λ∈Λ

Iλ

)
.
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(iv) Für beliebige Teilmengen Vλ ⊆ Pn (λ ∈ Λ) gilt⋃̂
λ

Vλ =
⋃
λ

V̂λ und
⋂̂
λ

Vλ =
⋂
λ

V̂λ.

(v) Ist I ( k[x| ein homogenes Ideal, so gilt in

V̂+(I) = V(I) ⊆ An+1.

Mit jedem Punkt v ∈ V(I) ist nämlich [v] ⊆ V(I), da I von homogenen Elemen-
ten erzeugt ist. Man beachte dass die Aussage für I = k[x] nicht stimmt, denn
∅̂ = {0} 6= ∅. Für I = (x0, . . . , xn) stimmt sie aber. Man beachte weiter, dass
die Aussage für nicht-homogene Ideale ebenfalls nicht stimmt. So ist etwa nach
unserer Definition

V+(x0 − 1) = ∅ ⊆ P1, ̂V+(x0 − 1) = {0},

aber
V(x0 − 1) = {(1, r) | r ∈ K} ⊆ A2. 4

Definition 3.3.3. Die k-Zariskitopologie auf Pn habe genau die projektiven k-
Varietäten als abgeschlossene Mengen. Nach Bemerkung 3.3.2 (iii) definiert das
wirklich eine Topologie. 4

Lemma 3.3.4. (i) Eine Teilmenge V ⊆ Pn ist genau dann abgeschlossen, wenn V̂ ⊆
An+1 abgeschlossen ist.
(ii) Die k-Zariskitopologie aufPn ist noethersch.

Beweis. Für (i) sei zunächstV = V+(I) für einhomogenes Ideal I 6= 1 (vergleiche
Bemerkung 3.3.2 (ii)). Dann ist nach Bemerkung 3.3.2 (v) auch V̂ = V(I) abge-
schlossen inAn+1. Sei umgekehrt V̂ ⊆ An+1 abgeschlossen. Dann ist I := I(V̂ )

ein homogenes Ideal 6= 1, denn V̂ ist nichtleer und eine Vereinigung von Ur-
sprungsgeraden. FürW := V+(I) haben wir dann

Ŵ = V(I) = V̂ ,

wobei wir die Abgeschlossenheit von V̂ für die letzte Gleichheit verwenden. Da-
mit ist aber V = W = V+(I) abgeschlossen.
Für (ii) sei eine absteigende Folge abgeschlossener Mengen

V0 ⊇ V1 ⊇ · · ·
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in Pn gegeben. Dann ist

V̂0 ⊇ V̂1 ⊇ · · ·

eineabsteigeneFolgeabgeschlossenerMengen inAn+1.Diesewird stationär,und
also auch die ursprüngliche Folge.
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Satz 3.3.5. Sei I 6= 1 ein homogenes Ideal ink[x], und seiV ⊆ Pn eine Teilmenge.Dann
gilt

(i) I+(V+(I)) =
√
I.

(ii) V+(I+(V ))) = V .

(iii) V 7→ I+(V ) ist eine Bijektion zwischen abgeschlossenen Teilmengen von Pn und
homogenen Radikalidealen 6= 1 von k[x]. Die Umkehrabbildung ist I 7→ V+(I).

Beweis. Aussage (i) sieht man durch

I+(V+(I)) = I(V̂+(I)) = I(V(I)) =
√
I,

wobei wir Bemerkung 3.3.2 und Satz 1.2.14 benutzt haben. Aussage (ii) folgt di-
rekt aus der Definition der Zariskitopologie, denn V+(I+(V )) ist offensichtlich
die kleinste abgeschlossene Obermenge von V . Aussage (iii) folgt unmittelbar
aus (i) und (ii).

Bemerkung 3.3.6. Im affinen wird die leere Varietät genau durch das Ideal I =
(1) definiert, und sonst durch kein Ideal (siehe Satz 1.2.11). Im projektiven Raum
entsteht∅entwederdurcheinbereits inAn+1 unlösbareshomogenesGleichungs-
system, also durch das homogene Radikalideal k[x], oder durch ein homogenes
System, das in An+1 gerade {0} definiert, also etwa durch das irrelevante Ideal
k[x]+. Beides sind homogene Radikalideale, und in der Bijektion aus Satz 3.3.5
haben wir k[x]+ ausgewählt.
Die (nicht notwendigerweise radikalen) homogenen Ideale, die ∅ ⊆ Pn definie-
ren, kannman noch genauer beschreiben. Dabei betrachten dazu den Idealquo-
tienten

(I : J) = {a ∈ A | aJ ⊆ I} ,

und definieren weiter

(I : J∞) :=
∞⋃
d=0

(I : Jd).

Beachte dabei dass (I : J∞) als Vereinigung der aufsteigenden Folge

I ⊆ (I : J) ⊆ (I : J2) ⊆ · · ·

wieder ein Ideal ist. Man nennt es die Saturierung von I bezüglich J . 4
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Satz 3.3.7. Sei I ⊆ k[x] ein homogenes Ideal undm = (x0, . . . , xn) das irrelevante
Ideal. Dann sind äquivalent:

(i) V+(I) = ∅

(ii) md ⊆ I für ein d ≥ 0

(iii) (I : m∞) = (1)

(iv) k[x]d ⊆ I für ein d ≥ 0.

Beweis. Es ist (I : m∞) =
⋃
d≥0(I : md), und deshalb gilt

(I : m∞) = (1) ⇔ 1 ∈ (I : md) für ein d ≥ 0 ⇔ md ⊆ I für ein d ≥ 0.

Das zeigt die Äquivalenz von (ii) und (iii). Für (i)⇒(ii) sei V = V+(I) = ∅ und
I 6= 1. Dann folgt mit Satz 3.3.5

m = I+(V ) =
√
I,

und insbesondere gilt xri ∈ I für alle i und ein r. Dann giltmr(n+1) ⊆ I, wie man
sich leicht überlegt. Die Richung (ii)⇒(iv) folgt direkt aus

k[x]d ⊆ md.

(iv)⇒(i) gilt wegen V+(xd0, . . . , x
d
n) = ∅.

Definition 3.3.8. Sei V ⊆ Pn eine projektive k-Varietät. Dann nennt man die
Z-graduierte k-Algebra

k+[V ] := k[x]/I+(V )

denprojektivenKoordinatenringvonV (dieGraduierung istwie in Lemma3.2.8
(ii) definiert). 4

Bemerkung 3.3.9. Sei V ⊆ Pn eine projektive k-Varietät.
(i) Der affineKegel V̂ ⊆ An+1 überV ist eine affinek-Varietät, und es giltI(V̂ ) =
I+(V ). Also gilt

k[V̂ ] = k+[V ]

als ungraduierte Ringe.
(ii) Die Elemente von k+[V ] lassen sich nicht wie im affinen Fall als Funktionen
auf V auffassen. Zwar ist für homgenes p ∈ k+[V ] die Bedingung p(v) = 0 für
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v ∈ V wohldefiniert, nicht jedoch derWert p(v). Sind allerdings p, q ∈ k+[V ]
homogen vom selben Grad, so definiert

v 7→ p(v)

q(v)

eine wohldefinierte Abbildung V \ V+(q)→ A1.
(iii) Für ein homogenes Ideal J ⊆ k+[V ] definieren wir

VV,+(J) := {v ∈ V | p(v) = 0 ∀p ∈ J}

und für homogenes p ∈ k+[V ]

DV,+(p) := V \ VV,+(p).

Die homogenen Radikalideale von k+[V ] entsprechen den homogenen Radikal-
idealen vonk[x]überI+(V ),unddiese entsprechenwiederumdenprojektivenk-
Untervarietäten von V.Damit erhalten wir die zu Bemerkung 1.4.4 analoge Aus-
sage: die Zuordnung VV,+(·) liefert eine Bijektion zwischen homogenen Radika-
lidealen 6= 1 in k+[V ] und projektiven k-Untervarietäten von V . 4

Konstruktion 3.3.10. Für i ∈ {0, . . . , n} betrachte die wohldefinierte Bijektion

φi : D+(xi)→ An

(a0 : . . . : an) 7→
(
a0

ai
, . . . ,

âi
ai
, . . . ,

an
ai

)
(b1 : . . . : 1 : . . . : bn)←[ (b1, . . . , bn)

Dabei sei ab jetzt der Einfachheit halber stets i = 0 angenommen.
Für 0 6= p ∈ k[x1, . . . , xn] definieren wir

ph := x
deg(p)
0 · p

(
x1

x0

, . . . ,
xn
x0

)
∈ k[x0, . . . , xn]deg(p)

0h := 0

und nennen ph dieHomogenisierung von pmittels x0. Ist etwa deg(p) = d und
p =

∑
|α|≤d pαx

α, so gilt

ph :=
∑
|α|≤d

pα · xd−|α|0 · xα.
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Wir machen also p homogen, indem wir jedes Monom von p, welches nicht den
maximalen Grad d hat, so oft mit x0 multiplizieren, bis es Grad d hat. Beispiels-
weise ist

(x2
1 − x2 + 1)h = x2

1 − x0x2 + x2
0.

Nach Definition ist
(p1 · p2)h = ph1 · ph2

klar.
Sein nun umgekehrt q ∈ k[x0, . . . , xn] homogen. Dann setzen wir

q̃ := q(1, x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn]

und nennen q̃ dieDehomogenisierung von qmittelsx0. Offensichtlich gilt dabei

p̃h = p.

Weiter ist
xm0 · (q̃)h = q für einm ≥ 0.

In der letzten Gleichung taucht m ≥ 1 genau dann auf, wenn der Grad von q
beim Dehomogenisieren sinkt, also jedes Monom in q durch x0 geteilt wird. Es
ist alsom = deg(q)−deg(q̃). Im folgenden Lemma zeigenwir, dass die algebrai-
sche Konstruktion der Homogenisierung bzw. Dehomogenisierung genau dem
Anwenden von φ0 auf der geometrischen Seite entspricht. 4

Lemma3.3.11. MitdenvorangegangenenKonstruktionenerhaltenwir fürp ∈ k[x1, . . . , xn]

φ−1
0 (V(p)) = V+(ph) ∩ D+(x0)

und für q ∈ k[x0, . . . , xn] homogen

φ0 (V+(q) ∩ D+(x0)) = V(q̃).

Beweis. Es gilt

φ−1
0 (V(p)) =

{
(a0 : . . . : an) | a0 6= 0, p

(
a1

a0

, . . . ,
an
a0

)
= 0

}
=

{
(a0 : . . . : an) | a0 6= 0, a

deg(p)
0 · p

(
a1

a0

, . . . ,
an
a0

)
= 0

}
=
{

(a0 : . . . : an) | a0 6= 0, ph(a0, . . . , an) = 0
}

= V+(ph) ∩ D+(x0)
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φ0 (V+(q) ∩ D+(x0)) =

{(
a1

a0

, . . . ,
an
a0

)
| a0 6= 0, q(a0, . . . , an) = 0

}
=

{(
a1

a0

, . . . ,
an
a0

)
| a0 6= 0, a

deg(q)
0 q

(
1,
a1

a0

. . . ,
an
a0

)
= 0

}
= {(b1, . . . , bn) | q̃(b1, . . . , bn) = 0}
= V(q̃).

x2

x1

x0

V+(x0)

D+(x0) ∼= An

V(p)

V+(ph)

Satz 3.3.12. Für alle i ∈ {0, . . . , n} ist φi : D+(xi) → An ein Homöomorphismus
bezüglich der Zariskitopologien.

Beweis. φi ist bijektiv,undnachLemma3.3.11 sindBilderundUrbilder abgeschlos-
sener Mengen abgeschlossen.

Bemerkung 3.3.13. Ist ist also

Pn = D+(x0) ∪ · · · ∪ D+(xn)

eine offene Überdeckungmit zuAn homöomorphen Teilmengen. 4

Definition 3.3.14. Sei I ⊆ k[x1, . . . , xn] ein Ideal. DieHomogenisierung Ih von
I ist das homogene Ideal

Ih :=
(
ph | p ∈ I

)
⊆ k[x0, . . . , xn]. 4

Korollar 3.3.15. Es gilt

φ−1
0 (V(I)) = V+(Ih) ∩ D+(x0).
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Beweis.

φ−1
0 (V(I)) = φ−1

0

(⋂
p∈I

V(p)

)
=
⋂
p∈I

φ−1
0 (V(p))

= D+(x0) ∩
⋂
p∈I

V+(ph) = D+(x0) ∩ V+(Ih),

wobei wir Lemma 3.3.11 benutzt haben.

Lemma 3.3.16. Sei I ⊆ k[x1, . . . , xn] ein Ideal.
(i) Jedes homogene q ∈ Ih ist von der Gestalt q = xr0 · ph für ein p ∈ I.
(ii) Es gilt

√
Ih =

√
I
h
. Insbesondere ist dieHomogenisierung einesRadikalidealswieder

ein Radikalideal.

Beweis. Für (i) schreibe q =
∑

i gip
h
i mit gi ∈ k[x0, . . . , xn] und pi ∈ I. Da q und

alle phi homogen sind, können auch die gi als homogen angenommen werden.
Also haben wir

q =
∑
i

xri0 g̃
h
i p

h
i

mit deg(gi) + deg(pi) = deg(q) =: d und ri = deg(gi)− deg(g̃i).Dann gilt

d′ := deg

(∑
i

g̃ipi

)
≤ d,

da jeder Term der Summe Grad höchstens d hat. Wir erhalten

xd−d
′

0

(∑
i

g̃ipi

)h

= xd−d
′

0 ·
∑
i

x
d′−deg(g̃i)−deg(pi)
0 g̃hi p

h
i

=
∑
i

x
d−deg(g̃i)−deg(pi)
0 g̃hi p

h
i

=
∑
i

xri0 g̃
h
i p

h
i = q.

Das zeigt Behauptung (i). Behauptung (ii) ist Aufgabe 22.

Definition 3.3.17. Für jede affine k-Varietät V ⊆ An nennt man

V := φ−1
0 (V ) ⊆ Pn

den projektivenAbschluss vonV inPn (bezüglich φ−1
0 ). Oft unterdrücken wir φ0

in derNotation.DaPn aufAn genaudie Zariskitopologie induziert, giltV ∩An =
V. 4
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Satz 3.3.18. Sei I ⊆ k[x1, . . . , xn] ein Ideal. Für den projektiven Abschluss gilt dann

V(I) = V+

(
Ih
)
und I+

(
V(I)

)
=
√
Ih =

√
I
h

= I(V(I))h.

Beweis. SeiV := V(I). Die erste Aussage folgt aus der zweiten, durch Anwenden
von V+(·). Sei also zunächst p ∈

√
I = I(V ). Dann gilt ph ≡ 0 auf φ−1

0 (V ),
nach Lemma 3.3.11. Dann gilt aber ph ≡ 0 auf φ−1

0 (V ) = V , d.h. ph ∈ I+

(
V
)
.

Das zeigt
√
I
h ⊆ I+

(
V
)
. Sei umgekehrt g ∈ I+

(
V
)
, und g o.B.d.A. homogen.

Schreibe g = xm0 g1 mit x0 - g1. Dann gilt g1 ≡ 0 aufD+(x0)∩V , und also g̃1 ≡ 0
aufV , wieder nach Lemma 3.3.11. Daraus folgt g̃1 ∈

√
I und es gilt g1 = g̃h1 , denn

x0 - g1. Also ist g1 und damit auch g in
√
I
h
.

Bemerkung 3.3.19. Ist I = (p1, . . . , ps), so gilt(
ph1 , . . . , p

h
s

)
⊆ Ih,

aber im Allgemeinen keine Gleichheit. Für p1 = x1, p2 = x1 + 1 gilt

I = (p1, p2) = (1)

und deshalb Ih = (1). Es ist aber(
ph1 , p

h
2

)
= (x1, x1 + x0) 6= (1). 4

Definition 3.3.20. (i) Sei V ⊆ An eine affine k-Varietät und V ⊆ Pn der projek-
tive Abschluss. SeiH = V+(x0) ⊆ Pn. Dann heißen die Punkte von

H ∩ V = V \ V

die unendlich fernen Punkte vonV , bzw. die Punkte von V im unendlichen. Sie
bilden eine abgeschlossene Menge inH = Pn−1.
(ii) Für 0 6= p ∈ k[x1, . . . , xn] schreibe p = p0 + p1 + · · · + pd mit pi homogen
vomGrad i, pd 6= 0. Dann heißt

LF(p) := pd

die Leitform von p. Beachte dass

LF(p) = ph(0, x1, . . . , xn)

gilt.
(iii) Für ein Ideal I ⊆ k[x1, . . . , xn] heißt

LF(I) := (LF(p) | p ∈ I)

das Leitformideal von I. Es ist ein homogenes Ideal in k[x1, . . . , xn]. 4
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Korollar 3.3.21. Sei I ⊆ k[x1, . . . , xn] ein Ideal und V = V(I) ⊆ An. SeiH =
V+(x0). Dann gilt

V ∩H = V+(LF(I)) ⊆ H ∼= Pn−1

wobeiwirH ∼= Pn−1mit homogenenKoordinaten (x1 : . . . : xn) versehen. Insbesondere
gilt I+(V ∩H) =

√
LF(I) in k[x1, . . . , xn].

Beweis. Wegen V = V+(Ih) gilt in Pn

V ∩H = V+((x0) + Ih) = V+((x0) + LF(I)),

denn ph ≡ LF(p) modulo (x0). Beschränken wir uns auf H, erhalten wir also
V+(LF(I)) ⊆ H = Pn−1.

Beispiel 3.3.22. (i) Der projektive Abschluss einer affinen Hyperfläche

V(p) ⊆ An

(mit 0 6= p ∈ k[x1, . . . , xn]) ist

V = V+(ph),

denn (p)h = (ph). Ist p quadratfrei so gilt I+

(
V
)

=
√

(p)
h

= (p)h = (ph). Die
unendlich fernen Punkte vonV sind dieNullstellen vonLF(p) inV+(x0) = Pn−1.
(ii) Für p ∈ k[x1, x2]mit deg(p) ≥ 1 betrachte die affine Kurve V = V(p) ⊆ A2.
Es gibt eine Faktorisierung

LF(p) = c ·
d∏
i=1

(aix1 + bix2)

mit (ai : bi) ∈ P1(k), c ∈ k∗, wobei die (ai : bi) eindeutig bestimmt sind.
Das erhält man, indem man LF(p)(x1, 1) ∈ k[x1] über k faktorisiert, und dann
wieder homogenisiert. Die unendlich fernen Punkte von V sind also gerade die

(0 : bi : −ai) ∈ P2 i = 1, . . . , d

beziehungsweise die Punkte

(bi : −ai) ∈ P1 = V+(x0) i = 1, . . . , d.

(iii) Im Fall p = x2
1 − x2

2 − 1 ist V(p) eine Hyperbel. Wegen

LF(p) = x2
1 − x2

2 = (x1 + x2)(x1 − x2)
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ergeben sich die beiden unendlich fernen Punkte

(0 : 1 : 1) (0 : 1 : −1).

(iv) Im Fall p = (x1 − a1)2 + (x2 − a2)2 − r2 ist V(p) ein Kreis. Wegen

LF(p) = x2
1 + x2

2

gibt es die beiden unendlich fernen Punkte

(0 : 1 :
√
−1) (0 : 1 : −

√
−1)

die man im reellen Bild jedoch nicht sehen kann.

(v) Im Fall p = x2
1 − x2 ist V(p) eine Parabel. Wegen

LF(p) = x2
1

erhält man nur den einen Punkt

(0 : 0 : 1)

im Unendlichen.
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4
Bemerkung 3.3.23. Selbst wenn I ⊆ k[x] ein Radikalideal ist, muss LF(I) kein
Radikalideal sein. Das sieht man am letzten Beispiel mit I = (x2

1 − x2). Hier ist
LF(I) = (x2

1). 4

3.4 DerHauptsatz der Eliminationstheorie
Wir haben in Abschnitt 1.4 schon gesehen, dass das Bild einer affinen Varietät
unter einemMorphismus nicht unbedingtwieder abgeschlossen, d.h. eine affine
Varietät ist. Ein Beispiel ist die Projektion der Varietät V(x1x2 − 1) ⊆ A2 auf die
x1-Komponente. Das Bild ist dabei geradeA1 \ {0}.

x1

x2

V(x1x2 − 1)

Der Grund für die fehlende Abgeschlossenheit besteht darin, dass das Urbild ei-
nes Punktes a ∈ A1 "gegen Unendlich verschwindet", wenn a gegen 0 läuft. Im
projektiven Raum haben wir nun auch Punkte im Unendlichen zur Verfügung,
und das ist der Grund, warumdie Situation dann anders ist. Seien in diesemAb-
schnitt

x = (x0, . . . , xm), y = (y1, . . . , yn)

zwei Tupel vonVariablen. Ein Polynom p ∈ k[x, y]heißthomogen inx, falls es als
Element des Polynomrings (k[y])[x] homogen bezüglich der Standardgraduie-
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rung ist. Das bedeutet also gerade, dass für jedesMonom xαyβ von p gilt |α| = d,
für ein festes d ∈ N. Seien nun p1, . . . , pr ∈ k[x, y] homogen bezüglich x. Dann
ist die folgendeMenge wohldefiniert:

X := {(a, b) ∈ Pm × An | p1(a, b) = · · · = pr(a, b) = 0} .

Sei

π : Pm × An → An

(a, b) 7→ b

die Projektion auf die zweite Komponente.

Satz3.4.1 (Hauptsatz derEliminationstheorie). DieMengeπ(X) istk-abgeschlossen
inAn.

Beweis. Für b ∈ An gilt

b ∈ π(X) ⇔ V+(p1(x, b), . . . , pr(x, b)) 6= ∅.

Sei R = K[x] versehen mit der Standardgraduierung. Mit Satz 3.3.7 haben wir
also

b ∈ π(X) ⇔ Rd * (p1(x, b), . . . , pr(x, b)) ∀d ≥ 0.

Für d ≥ 0 setzen wir

Yd := {b ∈ An | Rd * (p1(x, b), . . . , pr(x, b))} .

Dann gilt
Y0 ⊇ Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · · und

⋂
d≥0

Yd = π(X).

Es genügt also zu zeigen, dassYd für alle genügend großen d abgeschlossen sind.
Sei dazu di = degx(pi) und d ≥ max{d1, . . . , dr}.Dann gilt

b /∈ Yd ⇔ Rd ⊆ (p1(x, b), . . . , pr(x, b))

⇔ die xα · pi(x, b)mit |α| = d− di spannen überK ganzRd auf.

Fürdie zweiteÄquivalenzhabenwirBemerkung3.2.4 verwendet.Entwickeltman
die xα · pi(x, b) nun alle in einer geeigneten Basis vonRd (z.B. in der Monomba-
sis) und schreibt die Koeffizienten in eine Matrix B, dann sind die Einträge von
B Polynome über k in b, und wir erhalten insgesamt

b /∈ Yd ⇔ rang(B) ≥ dimK Rd.
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Also gilt nun

b ∈ Yd ⇔ rang(B) < dimK Rd

⇔ alle Minoren vonB der Größe dimK Rd verschwinden.

Die letzte Bedingung definiert eine k-abgeschlossene Menge.

Bemerkung 3.4.2. Der Hauptsatz der Eliminationstheorie besagt, dass es zu x-
homogenen Polynomen p1, . . . , pr ∈ k[x, y] weitere Polynome q1, . . . , qs ∈ k[y]
gibt, so dass für alle b ∈ Kn gilt

∃a ∈ Pm(K) :
∧
i

pi(a, b) = 0 ⇔
∧
j

qj(b) = 0.

Man kann den Existenzquantor also eliminieren. 4

Bemerkung 3.4.3. Alle Varietäten sind noethersch in der Zariskitopologie, und
besitzen damit die endliche Überdeckungseigenschaft mit offenen Mengen. In
Nicht-Hausdorffräumen ist dieseQuasikompaktheit aber oft nicht sehrhilfreich.
DerHauptsatzderEliminationstheorie istnuneineArt alternativeKompaktheits-
aussage für Pn. Ein Hausdorffraum X ist genau dann kompakt, wenn für alle
Hausdorffräume Y die Projektion

π : X × Y → Y

abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen abbildet. Das wird in Auf-
gabe 24 bewiesen. 4

Satz 3.4.4. Sei I = (p1, . . . , pr) das von den x-homogenen Polynomen pi ∈ k[x, y]
erzeugte Ideal undm := (x0, . . . , xm) ⊆ k[x, y]. Setze

Î := (I : m∞) ∩ k[y].

Dann gilt π(X) = V(Î) inAn.

Beweis. Für i = 0, . . . ,m setzeUi := D+(xi)× An und

Xi := X ∩ Ui.

Wegen Pm × An = U0 ∪ · · · ∪ Um gilt π(X) =
⋃m
i=0 π(Xi), und wegen der

Abgeschlossenheit von π(X) (nach Satz 3.4.1) gilt

π(X) =
m⋃
i=0

π(Xi).
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Wir betrachten nun die Bijektion

ψi : Ui → Am × An

(a, b) 7→
(

1

ai
a(i), b

)
wobei a(i) = (a0, . . . , âi, . . . , am) ist, und die Dehomogenisierung als Ringho-
momorphismus

ϕi : k[x, y]→ k[x(i), y]

xi 7→ 1

xj 7→ xj (j 6= i)

yk 7→ yk.

Dann wird ganz analog zu Lemma 3.3.11 die Menge ψi(Xi) durch das Ideal ϕi(I)
beschrieben. Nach Satz 1.4.13 ist dann aber

π(Xi) = V
(
k[y] ∩ ϕi(I)

)
⊆ An,

und also

π(X) = V

(
k[y] ∩

m⋂
i=0

ϕi(I)

)
.

Wir zeigen nun
k[y] ∩ ϕi(I) = k[y] ∩ (I : x∞i )

für alle i, und daraus folgt die Aussage. Für "⊇" sei g ∈ k[y]∩ (I : x∞i ). Dann gilt
gxNi ∈ I für einN ≥ 0, und wegen ϕi(gxNi ) = g gilt g ∈ ϕi(I).
Für "⊆" sei g ∈ I mit p := ϕi(g) ∈ k[y]. Dabei können wir o.B.d.A. g als x-
homogen annehmen, denn das Ideal ist x-homogen (verwende Lemma 3.2.5 im
Ring

(
k[y]

)
[x]mit der Standard x-Graduierung), und wir können die einzelnen

x-homogenenSummandenvon qmitximultiplizieren, ohneϕi(g)zuverändern.
Also haben wir

g =
∑
|α|=d

xαpα(y),

und aus ϕi(g) ∈ k[y| folgt dann direkt

g = xdi q(y).

Damit gilt p = q und also xdi p ∈ I.
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Definition3.4.5. Fürx-homogenePolynomep1, . . . , pr ∈ k[x, y]undm = (x0, . . . , xm) ⊆
k[x, y] heißt

Î := (I : m∞) ∩ k[y]

das projektive Eliminierungsideal von I.

Wir erhalten denHauptsatz der Eliminationstheorie auch imFallPm×Pn. Dafür
sei

x = (x0, . . . , xm) y = (y0, . . . , yn)

und die pi ∈ k[x, y] seien bihomogen, d.h. homogen sowohl bezüglich x als auch
bezüglich y.Dann ist

X = {(a, b) ∈ Pm × Pn | p1(a, b) = · · · = pr(a, b) = 0}

wohldefiniert. Sei π : Pm × Pn → Pn die Projektion.

Korollar 3.4.6. Es ist π(X) ⊆ Pn abgeschlossen.

Beweis. SeiX ′ ⊆ Pm × An+1 die Nullstellenmenge der pi und

π′ : Pm × An+1 → An+1

die Projektion. Nach Satz 3.4.1 ist dann π′(X ′) abgeschlossen in An+1. Anderer-
seits ist offensichtlich π′(X ′) = π̂(X), und die Aussage folgt also aus Lemma
3.3.4 (i).

Korollar3.4.7. Seienp1, . . . , pr ∈ k[x0, . . . , xm]homogenundf0, . . . , fn ∈ k[x0, . . . , xm]
homogen vom selben Grad. Sei

V = V+(p1, . . . , pr) ⊆ Pm

und weiter gelte
V ∩ V+(f0, . . . , fn) = ∅.

Dann hat die (wohldefinierte!) Abbildung

f : V → Pn

a 7→ (f0(a) : . . . : fn(a))

ein abgeschlossenes Bild inPn.
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Beweis. Der Graph

Γf := {(a, b) ∈ Pm × Pn | a ∈ V, b = f(a)}

ist bihomogen definierbar durch die Gleichungen pi(a) = 0 für i = 1, . . . r und

bjfk(a)− bkfj(a) = 0

für j, k = 0, . . . , n. Nach Korollar 3.4.6 ist aber

f(V ) = π(Γf )

abgeschlossen in Pn.

Im letzten Satz sehen wir, wie man den Hauptsatz der Eliminationstheorie an-
wenden kann, wo man im Fall von Hausdorffräumen die Quasikompaktheit be-
nutzt hätte. DieMenge V ist nämlich quasikompakt in der Zariskitopologie, und
die Abbildung f ist stetig. Damit ist das Bildwieder quasikompakt, und in einem
Hausdorffraum folgt daraus die Abgeschlossenheit.
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Kapitel 4

Quasiprojektive Varietäten

In diesem Kapitel verallgemeinern wir die Begriffe von Varietäten undMorphis-
men noch weiter, um flexibler arbeiten zu können. Insbesondere erhalten wir
einenMorphismusbegriff für projektive Varietäten.

4.1 Quasiprojektive Varietäten, reguläre Funktionen,
Morphismen

Definition 4.1.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Y ⊆ X heißt
lokal abgeschlossen inX, falls sie folgende äquivalente Bedingungen erfüllt:

(i) Y ist relativ offen in Y

(ii) es gibtO ⊆ X offen undA ⊆ X abgeschlossenmit Y = O ∩ A. 4

Bemerkung4.1.2. (i)OffeneundabgeschlosseneTeilmengenvonX sind lokal ab-
geschlossen. Endliche Durchschnitte von lokal abgeschlossenen Teilmengen von
X sind lokal abgeschlossen inX.
(ii) Für lokal abgeschlossenes Y ⊆ X undZ ⊆ Y gilt

Z lokal abgeschlossen in Y ⇔ Z lokal abgeschlossen inX.

(iii) Stetige Urbilder lokal abgeschlossener Mengen sind stets lokal abgeschlos-
sen. 4

85
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Definition4.1.3. Einequasiprojektivek-VarietätV ist eine inderk-Zariski-topologie
lokal abgeschlossene Menge einesAn oder Pn. IstW ⊆ V eine lokal abgeschlos-
sene (abgeschlossene, offene) Teilmenge, so heißtW eine lokal abgeschlossene
(abgeschlossene, offene) Untervarietät von V . 4

Bemerkung4.1.4. AbgeschlosseneMengen sind durch polynomiale Gleichungen
definiert, offeneMengendurchKomplemente.EinequasiprojektiveVarietät kann
also als Lösungsmenge eines Systems aus Gleichungen und Ungleichungen (und
Vereinigungen von solchen) aufgefasst werden. 4

Definition4.1.5. SeiV ⊆ An (bzw.V ⊆ Pn) eine lokal abgeschlosseneTeilmenge.
(i) Eine (k-)reguläre Funktion auf V ist eine Abbildung

f : V → A1

mit der folgenden Eigenschaft: Für jedes a ∈ V existiert eine offene Umgebung
U ⊆ V vonaundPolynomep, q ∈ k[x1, . . . , xn] (bzw.homogenePolynomep, q ∈
k[x0, . . . , xn] vom selben Grad) mit q 6= 0 aufU , sowie

f(b) =
p(b)

q(b)

für alle b ∈ U .
(ii)MitO(V ) bezeichenwir dieMenge aller k-regulären Funktionen auf der qua-
siprojektiven Varietät V . 4

Lemma 4.1.6. SeiV eine quasiprojektive Varietät.
(i) Mit punktweise definierten Verknüpfungen von Funktionen istO(V ) eine k-Algebra.
(ii) Für jedes f ∈ O(V ) ist

VV (f) := {a ∈ V | f(a) = 0}

eine abgeschlossene Teilmenge vonV . Also ist

DV (f) := V \ VV (f)

inV offen.
(iii) Ist f ∈ O(V )mit f(a) 6= 0 für alle a ∈ V , so ist 1

f
eine reguläre Funktion.

(iv) IstW ⊆ V lokal abgeschlossen und f ∈ O(V ), so ist f|W ∈ O(W ). Die Ein-
schränkungsabbildungO(V )→ O(W ) ist ein Algebrahomomorphismus.
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Beweis. (i) und (iv) sind klar. Für (ii) genügt es zu zeigen, dass zu jedem a ∈ V
eine offeneUmgebungU ⊆ V existiert,mitU∩VV (f) abgeschlossen inU .Wenn
aber f = p

q
auf einer offenen Umgebung U von a gilt, dann ist VV (f) ∩ U =

V(p) ∩ U abgeschlossen in U . Aussage (iii) ist auch klar, da f−1 = q
p
auf U , falls

f = p
q
aufU .

Bemerkung 4.1.7. (i) Für jede quasiprojektive Varietät V und jede lokal abge-
schlossene Teilmenge W ⊆ V haben wir den Ring O(W ) definiert, denn W
ist selbst lokal abgeschlossen in An oder Pn. Für W ′ ⊆ W haben wir die Ein-
schränkung als RinghomomorphismusO(W )→ O(W ′).
(ii) Die Eigenschaft einer Funktion f : V → A1 regulär zu sein ist lokal bezüglich
V . Das heißt, ist V =

⋃
i∈I Ui eine offene Überdeckung, so gilt

f regulär⇔ f |Ui regulär für alle i ∈ I.

(iii) Ab jetzt sagen wir oft nur Varietät anstatt quasiprojektive k-Varietät. 4

Wir zeigen nun als nächstes, dass der neue Begriff einer regulären Funktion im
Falle von affinen Varietäten mit dem alten aus Definition 1.4.1 überstimmt.

Satz 4.1.8. Sei V ⊆ An abgeschlossen und s ∈ k[V ]. Dann ist der natürliche Homo-
morphismus

k[V ]s → O (DV (s))

bijektiv.

Beweis. Injektivität: Für p
sm
∈ k[V ]s gelte p

sm
= 0 inO (DV (s)).Danngiltp |DV (s)≡

0, also ps ≡ 0 auf V , also ps = 0 in k[V ]. Das impliziert p
sm

= 0 in k[V ]s.
Für die Surjektivität sei f ∈ O (DV (s)). Aufgrund der Quasikompaktheit von
DV (s) existiert eine endliche offene Überdeckung

DV (s) = U1 ∪ · · · ∪ Ur

und Elemente pi, qi ∈ k[V ]mit

f =
pi
qi
aufUi.

Dabei können wir o.B.d.A. Ui = DV (si) für gewisse si ∈ k[V ] annehmen. Aus
Ui ⊆ DV (qi) folgt

Ui = DV (q2
i si)
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und wegen
pi
qi

=
piqisi
q2
i si

aufUi

können wir schließlich
Ui = DV (qi)

sowie
pi ≡ 0 auf VV (qi)

annehmen. Dann gilt
piqj = pjqi

als Elemente von k[V ] für alle i, j = 1, . . . , r. Denn auf VV (qiqj) verschwinden
beide Seiten, und aufDV (qiqj) = Ui ∩ Uj kannman punktweise durch qiqj divi-
dieren und erhält

pi
qi

=
pj
qj
,

denn beide Seiten stellen f aufUi ∩ Uj dar. WegenDV (s) = U1 ∪ · · · ∪ Ur gilt

VV (s) = VV (q1. . . . , qr),

und der Hilbertsche Nullstellensatz liefert

s ∈
√

(q1, . . . , qr) ⊆ k[V ].

Sei also
sm = b1q1 + · · ·+ brqr

mitm ≥ 1 und b1, . . . , br ∈ k[V ]. Dann setzen wir

p := p1b1 + · · ·+ prbr

und behaupten, dass
f =

p

sm

auf ganzDV (s) gilt. Für jedes i = 1, . . . , r gilt nämlich

qip =
r∑
j=1

qipjbj =
r∑
j=1

qjpibj = pi

r∑
j=1

qjbj = pis
m,

und das bedeutet
p

sm
=
pi
qi

= f aufUi = DV (qi).
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Korollar 4.1.9. Sei V ⊆ An eine affine Varietät. Dann giltO(V ) = k[V ], d.h. jede
reguläre Funktion aufV ist global durch ein Polynom gegeben.

Die regulären Funktionen auf einer projektiven Varietät V ⊆ Pn bestimmen wir
in Satz 4.3.16weiter unten genauer . Zunächst beschäftigenwir unsmitMorphis-
men zwischen Varietäten. Auch hier müssen wir uns später davon überzeugen,
dass die folgende neue Definition im Fall von affinen Varietäten mit der alten
übereinstimmt.

Definition4.1.10. (i) SeienV,W quasiprojektivek-Varietäten.Eink-Mor-phismus
von V nachW ist eine stetige Abbildung

φ : V → W

so dass für jede offene TeilmengeW ′ ⊆ W und jedes g ∈ O(W ′) gilt

g ◦ φ |φ−1(W ′)∈ O(φ−1(W ′)).

(ii) Ein Morphismus φ : V → W heißt Isomorphismus, falls ein Morphismus
ψ : W → V existiert mit φ ◦ ψ = idW , ψ ◦ φ = idV . 4

Bemerkung 4.1.11. (i) Man nennt

φ∗(g) := g ◦ φ |φ−1(W ′)

das Pullback oder die Zurückziehung von g mittels φ. Eine stetige Abbildung φ
ist also genau dann ein Morphismus, wenn das Pullback von jeder lokal aufW
definierten regulären Funktion eine reguläre Funktion auf dem entsprechenden
Urbild ist.
(ii) Für offenesW ′ ⊆ W ist die induzierte Abbildung

φ∗ : O(W ′)→ O(φ−1(W ′))

ein Homomorphismus von k-Algebren. Ist φ ein Isomorphismus, so ist φ∗ eben-
falls ein Isomorphismus.
(iii) Sind φ : V → W und ψ : W → X Morphismen, so ist

ψ ◦ φ : V → X

ebenfalls ein Morphismus. Es gilt fürX ′ ⊆ X offen

(ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗ : O(X ′)→ O(ψ−1(X ′))→ O((ψ ◦ φ)−1(X ′)).
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(iv) Die Eigenschaft ein Morphismus zu sein ist lokal bezüglich der Ausgangsva-
rietät. Das heißt, ist V =

⋃
i∈I Vi eine offene Überdeckung und ist φ : V → W

eine Abbildung, so ist φ genau dann ein Morphismus, wenn

φ |Vi : Vi → W

einMorphismus ist für alle i ∈ I. Das folgt unmittelbar aus Bemerkung 4.1.7 (ii),
und der Tatsache, dass Stetigkeit eine lokale Bedingung ist.
(v) Die Eigenschaft einMorphismus zu sein ist ebenfalls lokal bezüglich der Bild-
varietät. Das heißt, istW =

⋃
i∈IWi eine offene Überdeckung und φ : V → W

eine stetige Abbildung, so ist φ genau dann ein Morphismus, wenn

φ |φ−1(Wi) : φ−1(Wi)→ Wi

ein Morphismus ist, für alle i ∈ I. 4

Das folgende Lemmazeigt, dassmanMorphismen auf kleinereDefinitionsberei-
che und auf ihr Bild einschränken kann.

Lemma 4.1.12. SeiV eine k-Varietät undV ′ ⊆ V eine lokal abgeschlossene Teilmenge.
(i) Die InklusionV ′ ↪→ V ist einMorphismus.
(ii) Istφ : W → V einMorphismusmitφ(W ) ⊆ V ′, so ist die dadurch definierte Abbil-
dungφ′ : W → V ′ ebenfalls einMorphismus.

Beweis. (i) ist klar, denn die Einschränkung einer regulären Funktion auf eine lo-
kal abgeschlossene Teilmenge bleibt regulär. Für (ii) sei U ⊆ V ′ offen in V ′ und
g ∈ O(U). Beachte dass U nicht notwendigerweise offen in V ist. Es ist aber
o.B.d.A g = p

q
auf ganz U für geeignete Polynome p, q (notfalls verkleinert man

U ). Dann ist aber p
q
regulär auf der offenen Teilmenge DV (q) von V , und damit

ist f := φ∗
(
p
q

)
regulär auf φ−1(DV (q)). Dann ist aber auch f |φ−1(U) regulär,

und stimmtmit φ′∗(g) überein.

Satz 4.1.13. SeienV,W Varietäten, wobeiW ⊆ Am abgeschlossen sei. Sei

φ = (φ1, . . . , φm) : V → W

eine Abbildung. Dann istφ genau dann einMorphismus, wenn

φi ∈ O(V ) für i = 1, . . . ,m

gilt. Insbesondere sindMorphismenV → A1 gerade reguläre Funktionen aufV .
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Beweis. Seien zunächstφ1, . . . , φm ∈ O(V ). Für jedesp ∈ k[W ] ist dannφ∗(p) =
p(φ1, . . . , φm) ∈ O(V ), dennO(V ) ist eine k-Algebra. Ist weiter q ∈ k[W ], so ist

φ−1(DW (q)) = DV (φ∗(q))

offen in V (nach Lemma 4.1.6 (ii)), und das Pullback der regulären Funktion

p

q
∈ O (DW (q))

ist

φ∗
(
p

q

)
=
φ∗(p)

φ∗(q)

und damit regulär auf φ−1(DW (q)), nach Lemma 4.1.6 (iii). Damit ist φ bereits
ein Morphismus, denn lokal ist jede reguläre Funktion von solcher Gestalt p

q
. Ist

umgekehrt φ ein Morphismus, so ist

φi = φ∗(xi) ∈ O(V ),

denn xi ∈ O(W ).

Korollar 4.1.14. SeienV ⊆ An undW ⊆ Am abgeschlossen. Dann ist eine Abbildung

φ : V → W

genaudanneinMorphismus (imSinnederneuenDefinition4.1.10),wennes reguläreFunk-
tionen p1, . . . , pm ∈ k[V ] gibt mit

φ = (p1, . . . , pm).

DieneueDefinition stimmtalso für affineVarietätenmit der alten ausDefinition 1.4.7 übe-
rein.

Beweis. Nach Satz 4.1.13 ist φ genau dann einMorphismus wenn φi ∈ O(V ) gilt,
für alle i. Andererseits istO(V ) = k[V ], nach Korollar 4.1.9.

Bemerkung 4.1.15. Ein Morphismus kann ein Homöomorphismus der topolo-
gischen Räume sein, ohne ein Isomorphismus zu sein. Das zeigt Beispiel 1.4.12
(iii). 4
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Satz 4.1.16. Für i = 0, . . . , n ist die Abbildung

φi : D+(xi)→ An

(a0 : . . . : an) 7→
(
a0

ai
, . . . ,

âi
ai
, . . . ,

an
ai

)
ist ein Isomorphismus von Varietäten.

Beweis. Wir wissen schon, dass φi ein Homöomorphismus ist (Satz 3.3.12). Wei-
ter ist φi nach Satz 4.1.13 auch einMorphismus von Varietäten, denn die Kompo-
nentenfunktionen xj/xi sind reguläre Funktionen aufD+(xi). Für die Umkehr-
funktion sei o.B.d.A i = 0, und p, q ∈ k[x0, . . . , xn] homogene Polynome vom
selben Grad. Wenn p̃ = p(1, x1, . . . , xn), und q̃ = q(1, x1, . . . , xn) die Dehomo-
genisierungen sind, gilt

φ0 (D+(x0) ∩ D+(q)) = D(q̃)

und (
φ−1

0

)∗(p
q

)
=
p̃

q̃

ist eine reguläre Funktion auf D(q̃).Wiederum ist jede reguläre Funktion lokal
von der Gestalt p

q
, und damit ist auch φ−1

0 ein Morphismus von Varietäten.

Satz 4.1.17. Sei V ⊆ An abgeschlossen und s ∈ k[V ]. Dann ist die offene Untervarietät
DV (s) vonV isomorph zur abgeschlossenenMenge

V ′ :=
{

(a, t) | a ∈ V, t ∈ A1, t · s(a)− 1 = 0
}
⊆ An+1.

Insbesondere gilt k[V ′] ∼= O(DV (s)) = k[V ]s.

Beweis. Die Abbildung

φ : V ′ → V

(a, t) 7→ a

ist ein Morphismus mit im(φ) = DV (s). Damit ist φ : V ′ → DV (s) ebenfalls ein
Morphismus. Die Umkehrabbildung

ψ : DV (s)→ V ′

a 7→
(
a,

1

s(a)

)
ist ebenfalls ein Morphismus, denn die Komponenten sind reguläre Funktionen
aufDV (s).
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Wir erweitern nun den Begriff einer affinen bzw. projektiven Varietät.

Definition 4.1.18. Eine quasiprojektive k-Varietät V heißt affin (bzw. projektiv),
falls V isomorph zu einer abgeschlossenen Untervarietät eines An (bzw. Pn) ist.
Ist V affin, so schreibt man oft k[V ] stattO(V ). 4

Bemerkung/Beispiel 4.1.19. (i) Ist V eine affine Varietät und s ∈ k[V ], so ist
auch die offene Untervarietät DV (s) affin und es gilt k[DV (s)] = k[V ]s. Denn
ein Isomorphismus φ : V → W auf eine abgeschlossene Teilmenge W ⊆ An
schränkt sich nach Lemma 4.1.12 zu einem Isomorphismus

DV (s)→ DW ((φ−1)∗(s))

ein. Dann wendet man Satz 4.1.17 fürW an.
(ii) Die offene UntervarietätD+(xi) ⊆ Pn ist affin nach Satz 4.1.16.
(iii) Jede offene Untervarietät vonA1 ist affin. Da k[x1] einHauptidealring ist, ist
jede offene Menge nämlich von der GestaltD(s) für ein s ∈ k[x1].
(iv) Im Allgemeinen sind offene Untervarietäten von affinen Varietäten nicht af-
fin. Zum Beispiel ist

A2 \ {(0, 0)}

nicht affin (Aufgabe 25).
(v) Jede abgeschlossene Untervarietät einer affinen (bzw. projektiven) Varietät ist
wieder affin (bzw. projektiv).
(vi) Jede quasiprojektive Varietät ist eine offene Untervarietät einer projektiven
Varietät. FürV ⊆ Pn lokal abgeschlossen ist das klar, undV ⊆ An abgeschlossen
ist offen im projektiven Abschluss V . 4

Satz 4.1.20. Sei V ⊆ Pn abgeschlossen und i ∈ {0, . . . , n}. Dann ist die offene Teil-
menge

Vi := V ∩ D+(xi)

vonV affin, und der kanonische Homomorphismus

k+[V ](xi) → k[Vi]

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Als abgeschlosseneTeilmengederaffinenVarietätD+(xi) istVi affin.Ele-
mente von k+[V ](xi) sind von der Gestalt

p
xri
mit p ∈ k+[V ] homogen vomGrad r.
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Sie definieren deshalb reguläre Funktionen auf Vi. Dieser so definierte kanoni-
sche Homomorphismus ϕ : k+[V ](xi) → k[Vi] ist injektiv, denn aus ϕ

(
p
xri

)
= 0

folgt p ≡ 0 auf Vi, und daraus xip ≡ 0 auf V . Damit gilt xip = 0 in k+[V ] und
also p

xri
= 0 in k+[V ](xi).

Für die Surjektivität beachte, dass derKoordinatenring einer affinenVarietät von
den Koordinatenfunktionen erzeugt wird. Unter der Isomorphie D+(xi) ∼= An
entsprechen die Koordinatenfunktionen aber den xj/xi aufD+(xi), und die Ko-
ordinatenfunktionen von Vi sind also die xj/xi. Die liegen aber alle im Bild von
ϕ.

Korollar4.1.21. JedeVarietätV besitzt eineBasis offenerMengenausaffinenoffenenMen-
gen.

Beweis. Ist V affin, so folgt die Aussage aus Satz 4.1.17, denn dieDV (s) mit s ∈
k[V ] bilden eine Basis offener Mengen. Jede projektive Varietät wird überdeckt
vonoffen-affinenTeilmengen,nachSatz 4.1.20, deshalb stimmtdieAussage auch
für projektive Varietäten, und offene Teilmengen solcher.

Beispiel 4.1.22. (i) Seien p0, . . . , pn ∈ k[x0, . . . , xm] homogen vom selben Grad.
Dann ist die Abbildung

φ : Pm \ V+(p0, . . . , pn)→ Pn

a 7→ (p0(a) : . . . : pn(a))

einMorphismus.DennPm\V+(p0, . . . , pn) ist Vereinigung der offenen Teilmen-
genD+(pi) und es genügt also zu zeigen, dass

φ : D+(pi)→ Pn

ein Morphismus ist, für alle i = 0, . . . , n. Es ist aber

φ(D+(pi)) ⊆ D+(xi) ∼= An,

und dabei wird φ zur Abbildung

a 7→

(
p0(a)

pi(a)
, . . . ,

p̂i(a)

pi(a)
, . . . ,

pn(a)

pi(a)

)
.

Diese ist aber ein Morphismus nach Satz 4.1.13, denn pj
pi
ist regulär aufD+(pi).
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(ii) Einen Spezialfall von (i) bilden die linearen Morphismen. Sei dazu M eine
(n+ 1)× (m+ 1)-Matrix über kmit rang(M) = m+ 1. Dann ist

φM : Pm → Pn

[v] 7→ [Mv]

ein Morphismus, und es gilt φMN = φM ◦ φN . Im Fallm = n erhalten wir damit
einen Gruppenhomomorphismus

GLn+1(k)→ Autk(Pn)

mit Kern k∗I. Daraus ergibt sich eine Einbettung

PGLn+1(k) ↪→ Autk(Pn),

von der man auch die Surjektivität zeigen kann.
(iii) Betrachte denMorphismus

φ : P1 → P2

(a0 : a1) 7→ (a2
0 : a0a1 : a2

1).

Es gilt
φ(P1) ⊆ V+(x2

1 − x0x2) =: C

und also ist φ : P1 → C ebenfalls ein Morphismus, und sogar ein Isomorphis-
mus. Dazu definieren wir den inversenMorphismus

ψ : C → P1

(b0 : b1 : b2) 7→
{

(b0 : b1) falls b0 6= 0
(b1 : b2) falls b2 6= 0

Es ist C ⊆ D+(x0) ∪ D+(x2) und auf den Schnitt innerhalb C stimmen beide
Definitionen überein, denn b0b2 = b2

1. Damit ist ψ wohldefiniert auf C, und ein
Morphismus, da es auf beiden Teilmengen C ∩ D+(x0), C ∩ D+(x2) einer ist,
nach (i). Man sieht nun leicht dass ψ invers zu φ ist. 4

Bemerkung 4.1.23. Wir haben gerade

P1 ∼= C = V+(x2
1 − x0x2) ⊆ P2
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gezeigt.Wir vergleichennundieprojektivenKoordinatenringebeiderVarietäten.
Es ist

k+[C] = k[x0, x1, x2]/(x2
1 − x0x2)

und dabei gilt
dimk k+[C]1 = 3,

denn kein homogenes Polynom vom Grad 1 liegt in (x2
1 − x0x2). Daraus sieht

man, dass sich k+[C] als k-Algebra nicht von 2 Elementen erzeugen lässt (die ho-
mogenen Summanden vomGrad 1 zweier Erzeuger würden sonst k+[C]1 über k
aufspannen). Andererseits lässt sich k+[P1] = k[x0, x1] offensichtlich von zwei
Elementen erzeugen. Damit ist also

P1 ∼= C und k+[P1] � k+[C].

Der projektive Koordinatenring ist also nicht invariant unter Isomorphie! Damit unter-
scheidet er sich grundlegend vomaffinenKoordinatenring, der Isomorphie ja so-
gar komplett klassifiziert. 4

4.2 Die Veronese-Abbildung
In diesemKapitel betrachtenwir die Veronese-Abbildung, die zur Linearisierung
vonGleichungen verwendet werden kann. Damit zeigenwir, dassman sich prin-
zipiell immer auf quadratischeGleichungen in projektiven Räumen beschränken
kann.

Konstruktion 4.2.1. Sei x = (x0, . . . , xn) und sei d ≥ 1 fixiert. Seien

m0,m1, . . . ,mN ∈ k[x]

alle Monome in x vom Grad d. Dabei istN =
(
n+d
n

)
(Aufgabe 15). Dann erhalten

wir wie in Beispiel 4.1.22 (i) einen k-Morphismus:

vd : Pn → PN

a 7→ (m0(a) : . . . : mN(a)).

Dabei heißt vd die d-te Veronese-Abbildung, und ihr Bild

V d
n := vd(Pn)

heißt d-te Veronese-Varietät. 4
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Satz4.2.2. Died-teVeroneseVarietätV d
n = vd(Pn) ist eine abgeschlosseneUntervarietät

vonPN , und
vd : Pn → V d

n

ist ein Isomorphismus von k-Varietäten.

Beweis. Beachte, dasswir die Abgeschlossenheit vonV d
n bereits aus Korollar 3.4.7

wissen. Wir geben dennoch eine explizite Beschreibung durch homogene Glei-
chungen an, die wir für die Konstruktion der Umkehrabbildung benötigen. Sei
dazu

J := {α ∈ Nn | |α| = d} .

Dann können wir PN mit den homogenen Koordinaten (zα : α ∈ J) versehen,
und es ist

vd(a) = (aα)α∈J

für alle a ∈ Pn. Sei nun Z ⊆ PN die Nullstellenmenge aller quadratischen Poly-
nome

zαzβ − zγzδ
für α, β, γ, δ ∈ J mit α + β = γ + δ.Dann gilt V d

n ⊆ Z, denn

aαaβ = aα+β = aγ+δ = aγaδ

für alle solchen α, β, γ, δ.Damit ist

vd : Pn → Z

ein Morphismus von Varietäten. Wir geben nun eine Umkehrabbildung an. Sei
dazu β ∈ J und i ∈ {0, . . . , n}mit βi ≥ 1. Wir definieren

φβ,i : Z ∩ D+(zβ)→ Pn

(bα)α∈J 7→ (bβ−ei+e0 : bβ−ei+e1 : . . . : bβ−ei+en) .

Dann ist φβ,i ein wohldefinierter Morphismus wie in Beispiel 4.1.22 (i) (das Bild
vonφβ,i liegt inD+(xi)). Seiennunβ, γ ∈ J, βi ≥ 1, γj ≥ 1und b ∈ Z∩D+(zβ)∩
D+(zγ).Dann gilt

φβ,i(b) = φγ,j(b),

denn wie in Definition 3.1.2 erklärt reicht dafür

bβ−ei+ekbγ−ej+el = bβ−ei+elbγ−ej+ek
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zu zeigen, für alle k, l = 0, . . . , n. Das gilt aber aufgrund der Definition von Z,
denn die beiden Indizes auf beiden Seiten bilden dieselbe Summe. Also liefern
die φβ,i einen wohldefinierten globalenMorphismus

φ : Z → Pn.

Es gilt nun φ ◦ vd = idPn : für a ∈ Pn wähle nämlich ein imit ai 6= 0 und setze
β := dei.Dann ist aβ = adi 6= 0 und also vd(a) = (aα)α∈J ∈ D+(zβ).Damit gilt

φ(vd(a)) = φβ,i(vd(a))

=
(
aβ−ei+e0 : . . . : aβ−ei+en

)
=
(
ad−1
i a0 : . . . , ad−1

i an
)

= a.

Umgekehrt ist auch vd ◦ φ = idZ : wähle dazu β ∈ J, i ∈ {0, . . . , n}mit βi ≥ 1
und b ∈ Z ∩ D+(zβ).Dann gilt

vd(φ(b)) =
(
bα0
β−ei+e0 · · · b

αn
β−ei+en

)
α∈J

und das definiert inPN den gleichen Punkt wie b = (bα)α∈J . Dafür genügt es wie
üblich für alle γ, δ ∈ J die folgende Gleichheit zu zeigen:

bγ · bδ0β−ei+e0 · · · b
δn
β−ei+en = bδ · bγ0β−ei+e0 · · · b

γn
β−ei+en .

Man beachte dazu, dass die Indizes auf beiden Seiten dieselbe Summe bilden:

γ + δ0 · (β − ei + e0) + · · ·+ δn · (β − ei + en) = γ + d · (β − ei) + δ = · · ·

Damit gilt die behauptete Gleichheit aber aufgrund der inZ geltendenGleichun-
gen (Aufgabe 33).

Bemerkung4.2.3. (i)WirhabenexplizitGleichungen fürdied-teVeronese-Varietät
V d
n gefunden. Versieht man PN mit den homogenen Koordinaten (zα)|α|=d, sind
es die

zαzβ − zγzδ
mit α + β = γ + δ. Insbesondere ist Z ein Durchschnitt von quadratisch defi-
nierten Hyperflächen, d.h. vonQuadriken.
(ii) Für n = 1 erhält man

vd : P1 → Pd

(a0 : a1) 7→ (ad0 : ad−1
0 a1 : · · · : a0a

d−1
1 : ad1)
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Das Bild V d
1 heißt rationale Normalenkurve vom Grad d. Im Fall d = 2 handelt

es sich gerade um die Kurve aus Beispiel 4.1.22 (iii).
(iii) Für jede lokal abgeschlossene Teilvarietät V von Pn liefert vd einen Isomor-
phismus von V auf vd(V ) ⊆ PN . 4

Bemerkung 4.2.4. Sei p ∈ k[x0, . . . , xn] homogen vomGrad d, und schreibe p =∑
|α|=d pαx

α. Dann gilt für a ∈ Pn

a ∈ V+(p) ⇔ vd(a) ∈ V+

∑
|α|=d

pαzα

 .

Unter dem Isomorphismus vd entspricht die Grad dHyperfläche V+(p) also dem
Schnitt von V d

n mit einer Hyperebene. Eine etwas allgemeinere Aussage macht
der folgende Satz. 4

Satz4.2.5. Jedeabgeschlossenek-Untervarietät vonPn ist via einemvd isomorphzueinem
Schnitt

V d
n ∩ L

mit einem über k definierten linearen TeilraumL vonPN .

Beweis. Für homogenes p ∈ k[x] und alle r ≥ 0 gilt

V+(p) = V+(xr0p, . . . , x
r
np).

Damit ist jede abgeschlossene Teilmenge von Pn definierbarmit homogenen Po-
lynomen vomselbenGrad, unddie Aussage folgt aus der letztenBemerkung.

Korollar 4.2.6. Jede projektive k-Varietät ist isomorph zu einem Durchschnitt von qua-
dratischen k-Hyperflächen ein einem geeignetenPn.

Beweis. Der lineare TeilraumL im letzten Satz ist isomorph zu einemPn, undV d
n

ist durch quadratische Gleichungen definiert.

Wir beweisen nun noch eine Verallgemeinerung von Satz 4.1.20 für beliebigeHy-
perflächen (und eine projektive Version von Satz 4.1.8).

Satz 4.2.7. Sei V ⊆ Pn abgeschlossen und s ∈ k+[V ] homogen. Dann ist die offene
TeilmengeDV,+(s) vonV affinmit

k[DV,+(s)] = k+[V ](s).
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Beweis. Es reicht, die Aussage für V = Pn zu zeigen, denn für t ∈ k[x] homogen
istDV,+

(
t
)

= V ∩D+(t) eine abgeschlossene Untervarietät der affinen Varietät
D+(t) ⊆ Pn, und damit affin. Zusätzlich kommutieren Quotientenbildung und
homogene Lokalisierung:

(R/I)(t)
∼= R(t)/ (I) .

Sei also V = Pn und s ∈ k[x] homogen vom Grad d. Betrachte die Veronese-
Abbildung

vd : Pn → PN

und seiHs ⊆ PN die zu V+(s) ⊆ Pn korrespondierende Hyperebene. Dann gilt

D+(s) = v−1
d (PN \Hs) ∼= V d

n ∩
(
PN \Hs

)
.

WegenPN \Hs
∼= AN ist alsoD+(s) eine affine Varietät. Der kanonischeHomo-

morphismus
k[x](s) → O (D+(s))

ist injektiv, wie im Beweis von Satz 4.1.20. Auch die Surjektivität folgt ganz ana-
log, da die erzeugenden Koordinatenfunktionen auf PN \ Hs

∼= AN gerade die
zα/s sind, und unter dem Isomorphismus vd entsprechen sie den xα/s ∈ k[x](s).

4.3 Direkte Produkte
ImAffinen gibt es eine kanonische IdentifikationAm×An = Am+n, und für zwei
abgeschlossene Mengen V ⊆ Am,W ⊆ An ist V ×W abgeschlossen in Am+n.
Wir können also problemlos direkte Produkte aus affinen Varietäten (im Sinne
von Kapitel 1) bilden. Für projektive Varietäten ist das komplizierter. Es gibt zum
Beispiel keine kanonische Identifikation vonPm×PnmitPm+n. Für Vektorräume
V,W über demselben Körper gibt es jedoch eine wohldefinierte injektive Abbil-
dung

P(V )× P(W )→ P(V ⊗W )

([v], [w]) 7→ [v ⊗ v]

die sogenannteSegre-Abbildung.Wir beschreiben sie imFall vonPm undPn jetzt
etwas konkreter.
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Konstruktion4.3.1. Fürm,n ≥ 1 idenfizierenwirPmn+m+nmit demprojektiven
Raum

P
(
Mat(m+1)×(n+1)(K)

)
.

Für eine MatrixA ∈ Mat(m+1)×(n+1)(K) gilt

rang(A) = 1 ⇔ A = uvt

für gewisse Spaltenvektoren 0 6= u ∈ Km+1, 0 6= v ∈ Kn+1. Dabei sind u, v bis
auf Skalierung eindeutig bestimmt. Die Abbildung

Km+1 ×Kn+1 → Mat(m+1)×(n+1)

(u, v) 7→ uvt

induzierte also eine wohldefinierte injektive Abbildung

σ : Pm × Pn ↪→ P
(
Mat(m+1)×(n+1)(K)

)
= Pmn+m+n,

die sogenannte Segre-Abbildung. Das Bild

Sm,n := {[A] | rang(A) = 1}

heißt Segre-Varietät. In der Tat ist Sm,n eine k-abgeschlossene Teilmenge von
Pmn+m+n, denn sie ist durch das Verschwinden aller 2 × 2-Minoren von A defi-
niert. 4

Definition 4.3.2. Wennwir ab sofort von Pm × Pn als Varietät sprechen, meinen
wir stets die projektive k-Varietät Sm,n. Auch wenn wir mit demmengentheore-
tischen karthesischen Produkt Pm × Pn arbeiten, sind alle die Varietätsstruktur
betreffen Aussagenmittels σ in Sm,n gemeint. 4

Satz 4.3.3. (i) Die beiden Projektionen

pr1 : Pm × Pn → Pm, pr2 : Pm × Pn → Pn

sindMorphismen von Varietäten.
(ii) Sindφ : V → Pm undψ : V → PnMorphismen von Varietäten, so ist

(φ, ψ) : V → Pm × Pn

a 7→ (φ(a), ψ(a))

ebenfalls einMorphismus.
(iii) Die projektive VarietätPm× Pn zusammenmit denMorphismenpr1 undpr2 erfüllt
die universelle Eigenschaft des direkten Produkts:
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Für je zweiMorphismenφ : V → Pm, ψ : V → Pn gibt es genau einenMorphismus
ξ : V → Pm × Pnmit pr1 ◦ ξ = φ, pr2 ◦ ξ = ψ.

Pm

V

φ
22

∃!ξ//

ψ ,,

Pm × Pn
pr1

99

pr2 %%
Pn

Beweis. (i) Mittels σ nach Sm,n übersetzt gilt für [A] ∈ Sm,n

pr1([A]) = [u]

für eine beliebige nichtverschwindendeSpalteu vonA.Das liefert eine lokaleDe-
finition von pr1 alsMorphismus im Sinne von Beispiel 4.1.22 (i), auf offenen Teil-
mengen von Sm,n die durch das Nichtverschwinden der einzelnen Spalten defi-
niert sind. Für pr2 argumentiert man analog mit den Zeilen.
(ii) Wir wählen eine lokale Darstellung

φ = (1 : φ1 : . . . : φm) : φ−1 (D+(x0))→ D+(x0) ⊆ Pm

ψ = (1 : ψ1 : . . . : ψn) : ψ−1 (D+(y0))→ D+(y0) ⊆ Pn

mit regulären Funktionen φi, ψi.Dann übersetzt sich mittels der Identifikation

D+(x0)×D+(y0)
σ←→ D+(z00) ⊆ P

(
Mat(m+1)×(n+1)(K)

)
die Abbildung (φ, ψ) zu

φ−1 (D+(x0)) ∩ ψ−1 (D+(y0))→ D+(z00)

a 7→


1 ψ1(a) · · · ψn(a)

φ1(a) φ1(a)ψ1(a)
... . . .

φm(a) φm(a)ψn(a)


WeilD+(z00) affin ist und alle Komponenten reguläre Funktionen sind, ist (φ, ψ)
ein Morphismus. (iii) ist damit klar, denn ξ ist offensichtlich eindeutig durch φ
und ψ bestimmt.
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Bemerkung4.3.4. (i) SindV ⊆ Pm undW ⊆ Pn zwei beliebige lokal abgeschlos-
sene Teilmengen, so ist

pr−1
1 (V ) ∩ pr−1

2 (W ) ⊆ Sm,n

ebenfalls lokal abgeschlossen, als Urbild unterMorphismen. Das entsprichtmit-
tels σ im karthesischen Produkt Pm × Pn genau dem Produkt V ×W. Auf diese
Weise können wir also das Produkt zweier beliebiger k-Varietäten als k-Varietät
auffassen, undV ×W hat die universelle Eigenschaft des direkten Produkts. Das
folgt unmittelbar aus Satz 4.3.3 und Lemma 4.1.12. Das Tripel

(V ×W, pr1, pr2)

ist durch die universelle Eigenschaft bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig be-
stimmt.
(ii) Für abgeschlossene TeilmengenV ⊆ Am,W ⊆ An habenwir im erstenKapi-
tel bereits das ProduktV ×W ⊆ Am+n explizit konstruiert. Offensichtlich erfüllt
es die universelle Eigenschaft, und stimmt deshalb mit der neuen Konstruktion
überein. Insbesondere ist das direkte Produkt von zwei affinenVarietätenwieder
affin.
(iii) Nach Konstruktion ist das direkte Produkt von zwei projektiven Varietäten
wieder projektiv.
(iv) In Abschnitt 3.4 haben wir Pm × Pn nur als Menge betrachtet, undmit biho-
mogenen Polynomen Teilmengen X definiert. Wir sehen wir jetzt, dass diese
MengenX gerade die abgeschlossenen Teilmengen im Sinne unserer Varietäts-
struktur sind.HomogenePolynomeaufSm,n entsprechenmittelsσ nämlichbiho-
mogenen Polynomen auf Pm × Pn, homogen vom selben Grad in beiden Varia-
blentupeln x und y. Mit demselben Argument wie im Beweis von Satz 4.2.5 ist
das aber keine Einschränkung. 4

Beispiel4.3.5. Es istP1×P1 dieVarietätder singulären2×2-Matrizen inP (Mat2×2(K)) ,
ist also eine Quadrik im P3:

P1 × P1 = V+

(
det

(
x0 x1

x2 x3

))
= V+(x0x3 − x1x2) ⊆ P3.

Auf P1 × P1 gibt es zwei Scharen von Geraden:

{a} × P1 sowie P1 × {a},
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für a ∈ P1. Ist etwa a = (a0 : a1), so gilt

{a} × P1 =

{(
b0 b1

b2 b3

)
| rang

(
a0 b0 b1

a1 b2 b3

)
= 1

}
,

und wird also durch die beiden linearen Gleichungen

a0x2 − a1x0 und a0x3 − a1x1

innerhalb S1,1 definiert. Analog für P1 × {a}. Zwei Geraden aus derselben Schar
schneiden sich nicht, je zwei Geraden aus unterschiedlichen Scharen schneiden
sich in genau einem Punkt. Das Bild zeigt zwei affine Schnitte von P1×P1, links
mitD+(x0) und rechts mitD+(x0 + x3) :

Man kann zeigen, dass sich in P2 je zwei unendliche abgeschlossene Teilmengen
schneiden (vergleiche Korollare 4.3.18 und 4.3.19) . Insbesondere gilt P1 × P1 �
P2. 4
Satz 4.3.6. Seien V,W k-Varietäten mit V projektiv. Dann ist für jede abgeschlossene
MengeX ⊆ V ×W das Bild pr2(X) abgeschlossen inW .

Beweis. Für X̃ ⊆ Sm,n abgeschlossen ist X̃ ⊆ Pm × Pn bihomogen definierbar,
und X̃ ∩ (Pm × An) ist x-homogen definierbar. Damit folgt die Aussage fürW
affin aus Satz 3.4.1, denn X̃ ∩ (V × W ) ⊆ Pm × An ist dann ebenfalls so de-
finierbar. Für allgemeineW wähle eine offene ÜberdeckungW =

⋃
i∈IWi aus

affinen MengenWi und betrachte dannXi := X ∩ (V ×Wi) in V ×Wi. Dann
ist pr2(Xi) = pr2(X) ∩Wi abgeschlossen inWi. Daraus folgt die Aussage.

Das folgende Lemma beweist die sogenannte Separiertheit von quasiprojekti-
ven k-Varietäten. Oft kann man Argumente, die die Hausdorffeigenschaft eines
topologischen Raumes benutzen, stattdessen auch mit der Separiertheit durch-
führen. Beachte dass ein topologischer Raum X genau dann hausdorffsch ist,
wenn die Diagonale {(x, x) | x ∈ X} abgeschlossen in X × X (bezüglich der
Produkttopologie) ist.
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Lemma 4.3.7 (Separiertheit). Für jede k-VarietätV ist die Diagonale

∆V := {(a, a) | a ∈ V }

eine abgeschlossene Teilmenge vonV × V .

Beweis. Sei ι : V ↪→ Pn eine lokal abgeschlossene Einbettung. Die Morphismen

V × V pr1−→ V
ι→ Pn

V × V pr2−→ V
ι→ Pn

induzieren aufgrund der universellen Eigenschaft einenMorphismus

ι× ι : V × V ↪→ Pn × Pn,

und∆V ist dabei das Urbild von∆Pn . Also genügt es, die Aussage für V = Pn zu
zeigen. Unter der Identifikation

Pn × Pn σ←→ Sn,n

entspricht die Diagonale aber gerade den symmetrischen Matrizen in Sn,n. Also
wird∆Pn durch die Gleichungen

zij − zji für i, j = 0, . . . , n

in Sn,n beschrieben, und ist damit abgeschlossen.

Bemerkung 4.3.8. Alternativ könnte man ∆Pn in Pn × Pn auch durch die biho-
mogenen Gleichungen

xiyj − xjyi = 0

für i, j = 0, . . . , n beschreiben. 4

Die folgende Aussage wäre für stetige Abbildungen zwischen Hausdorffräumen
offensichtlich. Wir beweisen sie nunmittels der Separiertheit.

Lemma 4.3.9 (Identitätssatz). Seien V,W Varietäten und φ, ψ : V → W Morphis-
menmitφ ≡ ψ auf einer zariskidichten TeilmengeU ⊆ V . Dann giltφ = ψ.

Beweis. Die Menge
V ′ := {a ∈ V | φ(a) = ψ(a)}

ist dicht in V , und ausserdem das Urbild von∆W unter demMorphismus

(f, g) : V → W ×W.

Damit ist V ′ abgeschlossen, und also V ′ = V .
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Satz 4.3.10. Seiφ : V → W einMorphismus von Varietäten. Dann ist der Graph

Γφ := {(a, φ(a)) | a ∈ V }

eine abgeschlossene Teilmenge vonV ×W.Der Graphmorphismus

γφ : V → Γφ

a 7→ (a, φ(a))

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Γφ ist das Urbild von∆W unter demMorphismus

φ× idW : V ×W → W ×W
(a, b) 7→ (φ(a), b).

Damit ist Γφ abgeschlossen. Nach der universellen Eigenschaft des Produkts ist
γφ ein Morphismus, und die Umkehrabbildung

Γφ → V

(a, φ(a)) 7→ a

ist als Einschränkung der Projektion ebenfalls ein Morphismus.

Korollar 4.3.11. Für jede VarietätV giltV ∼= ∆V vermöge a 7→ (a, a).

Beweis. Satz 4.3.10 mit φ = idV : V → V .

Korollar4.3.12. SeiV eineVarietät undU1, . . . , Ur seien offen-affineTeilmengenvonV .
Dann ist auchU1 ∩ · · · ∩ Ur affin.

Beweis. Es reicht den Fall r = 2 zu betrachten. Dann gilt

U1 ∩ U2
∼= ∆U1∩U2

und
∆U1∩U2 = (U1 × U2) ∩∆V .

Damit ist∆U1∩U2 als abgeschlosseneTeilmengeder affinenVarietätU1×U2 selbst
affin.

Satz 4.3.13. Sei V projektiv und φ : V → W ein Morphismus. Dann ist φ(V ) abge-
schlossen inW .
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Beweis. Es ist Γφ abgeschlossen in V ×W nach Satz 4.3.10, und damit

φ(V ) = pr2(Γφ)

abgeschlossen inW nach Satz 4.3.6.

Definition4.3.14. SeiV eine lokal abgeschlosseneTeilmenge einesAn (oder eines
Pn). Sei k ⊆ L ⊆ K ein Zwischenkörper. Dann heißt

V (L) := V ∩ Ln

bzw.
V (L) := V ∩

{
[v] ∈ Pn | v ∈ Ln+1

}
die Menge derL-rationalen Punkte von V . 4

Bemerkung4.3.15. (i) SeiV eine k-Varietät und k ⊆ L ⊆ K ein Zwischenkörper.
Für jedes f ∈ O(V ) gilt dann

f (V (L)) ⊆ L

dennf ist lokaldurchBrüchevonPolynomenüberk gegeben.Für jedenk-Morphismus
φ : V → W gilt damit

φ (V (L)) ⊆ W (L)

denn φ ist lokal durch reguläre Funktionen gegeben. Insbesondere liefert jeder
Isomorphimus eine Bijektion zwischen denL-rationalen Punkten.
(ii) Die Entscheidung ob eine Varietät L-rationale Punkte besitzt kann schwer
sein. So ist beispielsweise die Tatsache dass die Varietäten

V+(zn − xn − yn) ⊆ P2(C)

für keinn einenQ-rationalen Punkt besitzen gerade die Aussage des großen Sat-
zes von Fermat. 4

Satz 4.3.16. Sei V eine irreduzible projektive k-Varietät. Dann ist O(V ) eine endliche
Körpererweiterung von k. Ist V (k) 6= ∅, so giltO(V ) = k, d.h. jede reguläre Funkti-
on ist konstant.

Beweis. Sei a ∈ V und f ∈ O(V )mit f(a) = 0. Betrachte f als Morphismus

f : V → A1.
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Nach Satz 4.3.13 hat f dann abgeschlossenes Bild, und also gilt f(V ) = A1 oder
f(V ) ist endlich. Es ist aber

f : V → A1 ↪→ P1

ebenfalls ein Morphismus mit abgeschlossenem Bild, und also kann f(V ) = A1

nicht sein. Also gilt

f(V ) = {0, r1, . . . , rd} = V(p) ⊆ A1

für ein p ∈ k[t]. Schreibe p = tsq mit q(0) 6= 0. Dann gilt f(V ) = {0}
.
∪ V(q).

Nun ist aber f(V ) mit V ebenfalls irreduzibel, und daraus folgt f(V ) = {0}.
Wir habenalso gezeigt, dass eine reguläre FunktionmitNullstelle schonkonstant
Null ist. Damit istO(V ) ein Körper, nach Lemma 4.1.6 (iii).
NachdemHilbertschenNullstellensatzgiltV (k) 6= ∅,unddamitgibt es eineend-
liche KörpererweiterungL/k und a ∈ V (L). Der k-Algebrahomo-morphismus

O(V )→ L

f 7→ f(a)

ist injektiv,wiewir eben gezeigt haben. Also istO(V ) eine endlicheKörpererwei-
terung von k. Gilt zusätzlich V (k) 6= ∅ zeigt dasselbe ArgumentO(V ) = k.

Korollar 4.3.17. IstV gleichzeitig affin und projektiv, so gilt |V | <∞.

Beweis. V hat nur endlich viele irreduzible Komponenten, jede davon ist abge-
schlossen und damit wieder affin und projektiv. Sei also o.B.d.A V ireduzibel.
Dann gilt nach Satz 4.3.16

dimk k[V ] = dimkO(V ) <∞,

und damit ist V nach Satz 1.4.17 endlich.

Korollar 4.3.18. Sei V ⊆ Pn eine Hyperfläche und sei Z ⊆ Pn eine unendliche abge-
schlosseneMenge. Dann giltV ∩ Z 6= ∅.

Beweis. Sei V = V+(p) für ein homogenes p ∈ k[x].Wäre V ∩ Z = ∅, so wäre
Z ⊆ D+(p) eine abgeschlossene Menge einer affinen Varietät, und damit selbst
affin. Daraus folgt |Z| <∞, einWiderspruch.

Korollar 4.3.19. Fürn ≥ 2 schneiden sich je zwei Hyperflächen inPn.
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Beweis. MitKorollar 4.3.18 reicht es zuzeigen,dassHyperflächenunendlich sind.
Dabei reicht es affine Hyperflächen und den FallK = k zu betrachten. Sei also
V = V(p) 6= ∅ eine Hyperfläche in An. Wähle ein i mit p /∈ k[xi]. Dann ist
(p) ∩ k[xi] = {0}, und nach Satz 1.4.13 ist

pri(V ) ⊆ A1 = k

k-zariskidicht, und damit unendlich.

4.4 Rationale Funktionen undAbbildungen
Wir verallgemeinern nun den Begriff eines Morphismus, um auch für projektive
Varietäten solche Morphismen zu erhalten.

Definition 4.4.1. Seien V,W k-Varietäten.
(i) Eine rationaleAbbildung f : V 99K W ist eine Äquivalenzklasse vonMorphis-
men

φ : U → W

auf offen-dichten TeilmengenU von V , unter folgender Äquivalenzrelation:

(φ : U → W ) ∼ (ψ : U ′ → W )

⇔
:

∃U ′′ ⊆ U ∩ U ′ offen-dicht in V mit φ ≡ ψ aufU ′′.

Wir schreiben dann auch f = [φ] für die von φ repräsentierte Klasse.
(ii) Die Menge aller rationalen Abbildungen von V nachW wird mit

Ratk(V,W )

bezeichnet.
(iii) Eine rationale Abbildung f : V 99K A1 heißt rationale Funktion auf V . 4

Definition 4.4.2. Sei f : V 99K W eine rationale Abbildung. Dann heißt

dom(f) :=
⋃
{U | U ⊆ V offen-dicht,∃φ : U → W mit f = [φ]}

derDefinitionsbereich von f . 4
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Satz 4.4.3. Sei f : V 99K W eine rationale Abbildung. Dann gibt es einenMorphismus
f0 : dom(f)→ W , und jeder Repräsentant von f ist eine Einschränkung von f0.

Beweis. Seien φ : U → W und ψ : U ′ → W zwei Vertreter von f . Nach dem
Identitätssatz 4.3.9 folgt φ ≡ ψ aufU ∩U ′. Damit kannman f0 lokal durch seine
Vetreter definieren.

Bemerkung/Beispiel4.4.4. (i) Für jedeoffen-dichteTeilmengeU ⊆ V istRatk(V,W ) =
Ratk(U,W ).
(ii) Sei V eine irreduzible affine k-Varietät und F = Quot(k[V ]).Dann definier-
te jedes Element von F eine rationale Funktion auf V . Ist nämlich a

b
mit a, b ∈

k[V ], b 6= 0, so ist a
b

: DV (b) → A1 ein Morphismus. DaDV (b) offen und nicht-
leer, und damit automatisch dicht in V ist, erhalten wir also die rationale Funk-
tion f = [a

b
]. Ist

a

b
=
c

d
eineandereBruchdarstellung, so stimmendieMorphismen a

b
und c

d
aufderoffen-

dichten Teilmenge DV (bd) = DV (b) ∩ DV (d) überein, und definieren also die-
selbe rationale Funktion.
(iii) Im Allgemeinen kann dom(f) größer sein, als zunächst sichtbar. Betrachte
etwa die projektive Kurve

C = V+(x3
0 − x0x

2
1 − x1x

2
2) ⊆ P2.

Die Vorschrift
(a0 : a1 : a2) 7→ (a0 : a1)

definiert einenMorphismus

C \ {(0 : 0 : 1)} → P1,

und also eine rationale Abbildung f : C → P1.Andererseits gibt es denMorphis-
mus

(a0 : a1 : a2) 7→ (a2
2 : a2

0 − a2
1),

der aufC\{(1 : ±1 : 0)}definiert ist. Auf allen Punkten vonC, auf denenbeiden
Morphismen definiert sind, stimmen sie aber überein, wieman leicht sieht. Also
ist f sogar auf ganzC definiert, i.e. sogar ein globaler Morphismus.
(iv) Sei V ⊆ Pm abgeschlossen und irreduzibel. Jedes Tupel p0, . . . , pn ∈ k+[V ]
aus homogenen Elementen 6= 0 des selben Grads definiert dann eine rationale
Funktion

f = (p0 : . . . : pn) : V 99K Pn

mit dom(f) ⊇ V \ V+(p1, . . . , pn). 4
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Satz 4.4.5. SeiV einek-Varietät.Dann bilden die rationalen Funktionen aufV unter den
punktweise definierten Operationen eine Algebra k(V ). Ist V irreduzibel, so ist k(V ) ein
Körper, genannt der Funktionenkörper von V .

Beweis. Für zwei rationale Funktionen f1, f2 : V 99K A1 sind f1 ± f2, f1 · f2 re-
guläre Funktionen (und also Morphismen) auf dom(f1) ∩ dom(f2), und damit
rationale Funktionen auf V . Ist V irreduzibel und f : V 99K A1 nicht identisch
Null, so ist {a ∈ dom(f) | f(x) 6= 0} offen, nichtleer und damit dicht in V .
Darauf ist aber 1

f
als reguläre Funktion definiert, und also k(V ) ein Körper.

AbjetztwerdenwirunszurVereinfachungimmerauf irreduzibleVarietätenbe-
schränken.Dann ist jede nichtleere offene Teilmenge automatisch dicht.

Satz 4.4.6. SeiV eine irreduzible Varietät.

(i) Es gilt k(V ) = k(U) für jedes offeneU 6= ∅ inV .

(ii) Es gilt k(V ) =
⋃
U OV (U), wobei die Vereinigung über aller nichtleeren offenen

Teilmengen vonV läuft.

(iii) Die Körpererweiterung k ⊆ k(V ) ist endlich erzeugt.

(iv) IstV affin, so gilt k(V ) = Quot(k[V ]).

Beweis. (i) ist klar nach Bemerkung 4.4.4 (i). (ii) ist ebenfalls klar, denn die Ele-
mente vonOV (U) sind gerade die Morphismen vonU nachA1. (iv) folgt aus

k(V ) =
⋃

∅6=U offen
O(U) =

⋃
s∈k[V ],s 6=0

O(DV (s)) =
⋃
s

k[V ]s = Quot(k[V ]),

wobei wir Satz 4.1.8 benutzt haben. Für (iii) können wir mit (i) V als affin an-
nehmen, denn nach Korollar 4.1.21 hat V eine affine offene Teilmenge. Für affine
Varietäten folgt die Aussage aber aus (iv), denn k[V ] ist als Algebra endlich er-
zeugt, und damitQuot(k[V ]) als Körper.

Bemerkung 4.4.7. Sei V ⊆ Pn abgeschlossen und irreduzibel. Dann ist k+[V ]
ein Z-graduierter Ring. Sei T die Menge aller homogenen Elemente 6= 0, und
betrachte den Körper

k+[V ](T ) = (k+[V ]T )0 =

{
p

q
| p, q ∈ k+[V ] homogen, deg(p) = deg(q), q 6= 0

}
.

Dann gilt in Analogie zum affinen Fall k(V ) = k+[V ](T ), diesmal mit Satz 4.2.7.
4
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Beispiel 4.4.8. (i) k(An) = k(Pn) = k(x1, . . . , xn).Mannennt diesenKörper den
rationalen Funktionenkörper innVariablen.
(ii) Ist p ∈ k[x1, . . . , xn] irreduzibel, so gilt für V = V(p) ⊆ An

k(V ) = Quot (k[x1, . . . , xn]/p) . 4

Bemerkung 4.4.9. Rationale Abbildungen kann man im Allgemeinen nicht kom-
ponieren. Betrachtet man zum Beispiel

f : A1 → A2, a 7→ (a, 0)

und
g : A2 99K A1; (a, b) 7→ a/b,

so gilt im(f) ∩ dom(g) = ∅, und also kann g ◦ f nicht definiert werden. 4

Definition 4.4.10. Seien V,W Varietäten, und V irreduzibel.
(i) Ein Morphismus φ : V → W heißt dominant, wenn φ(V ) dicht inW ist.
(ii) Eine rationale Abbildung f : V 99K W heißt dominant, wenn ein (äquivalent
jeder) repräsentierendeMorphismus dominant ist.
(iii) Die Menge aller dominanten rationalen Abbildungen wird mit

Ratdom
k (V,W )

bezeichnet. 4

Bemerkung 4.4.11. (i) Sind φ : V → W und ψ : W → X dominante Morphis-
men, so ist auch ψ ◦ φ dominant.
(ii) Ein Morphismus φ : V → W affiner Varietäten ist genau dann dominant,
wenn der assoziierte Ringhomomorphismus φ∗ : k[W ] → k[V ] injektiv ist. Das
folgt direkt aus Satz 1.4.13. 4

Beachte nochmals, dass wir ab sofort die Irreduzibilität aller Varietäten voraus-
setzen.

Satz 4.4.12. Seien f : V 99K W, g : W 99K X rationale Abbildungen, und f sei domi-
nant. Dann ist g ◦ f : V 99K X eine wohldefinierte rationale Abbildung. Ist g ebenfalls
dominant, so auch g ◦ f.

Beweis. Seien φ : V ′ → W sowie ψ : W ′ → X Vetreter von f und g. Dann ist
φ−1(W ′) 6= ∅, denn φ hat dichtes Bild. Damit ist φ−1(W ′) dicht in V , und dar-
auf ist der Morphismus ψ ◦ φ definiert. So erhalten wir die rationale Abbildung
g ◦ f : V 99K X, und die Definition hängt offensichtlich nicht von der Wahl der
Vertreter φ und ψ ab. Der Rest der Aussage ist klar.
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Definition 4.4.13. (i) Eine dominante rationale Abbildung f : V 99K W heißt bi-
rationale Äquivalenz (oder einfach birational), falls es eine dominante rationale
Abbildung g : W 99K V gibt mit g ◦ f = idV und f ◦ g = idW .
(ii) Zwei Varietäten V,W heißen (k-)birational äquivalent, wenn es eine biratio-
nale Äquivalenz f : V 99K W gibt.
(iii) Eine Varietät V heißt (k-)rational, falls V birational äquivalent zu einem Pn
ist. 4

Beispiel 4.4.14. (i) SeiV irreduzibel und∅ 6= U ⊆ V offen.Dann ist die Inklusion
U ↪→ V einebirationaleÄquivalenz. Insbesondere istAn birational äquivalent zu
Pn, und jede irreduzible Varietät birational äquivalent zu einer affinen Varietät.
(ii) Für jede irreduzible projektive Varietät V ⊆ Pn ist der affine Kegel V̂ ⊆ An+1

irreduzibel und birational äquivalent zu V ×A1. Es gibt nämlich die zueinander
inversen rationalen Abbildungen

V × A1 99K V̂

((a0 : . . . : an), t) 7→ t ·
(

1,
a1

a0

, . . . ,
an
a0

)
(o.B.d.A sei V ∩ D+(x0) 6= ∅), sowie

V̂ 99K V × A1

(a0, . . . , an) 7→ ((a0 : . . . : an), a0),

definiert auf V̂ \ (0, . . . , 0).
(iii) Ist f : V 99K W dominant und V (k) zariskidicht, so ist auchW (k) zaris-
kidicht inW . Insbesondere ist für birational äquivalente Varietäten V,W genau
dann V (k) dicht in V , wennW (k) dicht inW ist. Insbesondere gilt für rationale
Varietäten V , dass V (k) stets dicht in V ist (zumindest im Fall dass k unendlich
ist). 4

Satz 1.4.8 und Satz 1.4.11 können wir nun ganz analog auch für rationalen Abbil-
dungen beweisen. Für Körpererweiterungen k ⊆ E, k ⊆ F bezeichnen wir wie
üblich mitHomk(E,F ) die Menge der k-Einbettungen vonE nach F .

Satz 4.4.15. SeienV,W irreduzible k-Varietäten.
(i) Jededominante rationaleAbbildungf : V 99K W induziert einek-Einbettungf ∗ : k(W ) ↪→
k(V )derFunktionenkörper.DieseZuordnung ist funktoriell, d.h. id∗ = idund (g◦f)∗ =
f ∗ ◦ g∗ für dominantes g : W 99K X.
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(ii) Die Abbildung ∗ : Ratdom
k (V,W )→ Homk(k(W ), k(V )) ist bijektiv.

(iii) Eine dominanten rationale Abbildung f : V 99K W ist genau dann eine birationale
Äquivalenz, wenn f ∗ : k(W )→ k(V ) ein Isomorphismus der Körper ist.

Beweis. (i) ist klar. Für (ii) könnenwirV,W als affinannehmen.Wir konstruieren
die Umkehrabbildung zu ∗. Sei dazu ϕ : k(W ) → k(V ) eine k-Einbettung. Da
k[W ] als k-Algebra endlich erzeugt ist, gibt es ein 0 6= s ∈ k[V ]mit

ϕ |k[W ] : k[W ]→ k[V ]s = k[DV (s)].

Nach Satz 1.4.8 entspricht ϕ |k[W ] einemMorphismus

f0 : DV (s)→ W

der affinen Varietäten. Sei nun f = [f0] : V 99K W die von f0 repräsentierte
rationale Abbildung. Diese hängt nicht von der Wahl von s ab, wie man durch
Anwenden der Äquivalenz von Kategorien (Bemerkung 1.4.10) auf das folgende
Diagramm sieht:

k[V ]s
id

$$
k[W ]

ϕ
;;

ϕ

##

k[V ]st

k[V ]t

id
;;

Die Zuordnung ϕ 7→ f definiert die Umkehrabbildung zu ∗, wie man sich leicht
überlegt (ϕ ist durch ϕ |k[W ] bereits festgelegt, und ϕ |k[W ] entspricht genau f0).
(iii) Ist f eine birationale Äquivalenz, so folgt die Isomorphieeigenschaft von f ∗

direkt aus der Funktorialität aus (i). Ist umgekehrt ϕ : k(V ) → k(W ) eine Um-
kehreinbettung zu f ∗, und ist ϕ = g∗ für ein g ∈ Ratdom

k (W,V ), so folgt

(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f ∗ = ϕ ◦ f ∗ = idk(W ).

Aus der Bijektivität von ∗ folgt also f ◦ g = idW (und analog für g ◦ f ). Also ist f
eine birationale Äquivalenz.

Korollar 4.4.16. Für zwei irreduzible k-Varietäten sind äquivalent:
(i)V undW sind birational äquivalent.
(ii) k(V ) ∼=k k(W )
(iii) Es gibt ∅ 6= V ′ ⊆ V, ∅ 6= W ′ ⊆ W offenmitV ′ ∼= W ′.
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Beweis. "(i)⇔ (ii)" ist klar aus Satz 4.4. Ebenso klar ist "(iii)⇒(i)" . Für "(i)⇒ (iii)"
seien schließlich f : V0 → W und g : W0 → V Morphismen auf offen-dichten
Teilmengenmit g ◦ f = idf−1(W0) und f ◦ g = idg−1(V0). Daraus folgt direkt

f : f−1(W0)
∼=→ g−1(V0).

Korollar 4.4.17. Eine irreduzible Varietät V ist genau dann rational, wenn k(V ) ein ra-
tionaler Funktionenkörper k(x1, . . . , xn) ist.

Beispiel 4.4.18. Sei C = V(y2 − x2 − x3) ⊆ A2 die Schleifenkurve aus Beispiel
1.2.2 (iii). Die rationale Funktion

f : C 99K A1

(a, b) 7→ b

a

ist eine birationale Äquivalenz. Die Umkehrabbildung ist

g : A1 → C

r 7→ (r2 − 1, r(r2 − 1)).

Also ist C eine rationale Kurve und k(C) = k(x). Geometrisch ordnet f jedem
Punkt von C \ {(0, 0} die Steigung der Ursprungsgerade durch den Punkt zu.
Wir erhalten die Isomorphie der offenen TeilmengenC \{(0, 0)} undA1 \{±1}.
Damit haben wir das Gleichungssystem y2 − x2 − x3 = 0 in gewisserWeise fast
vollständig gelöst. 4

Beispiel 4.4.19. (i) SeiH ⊆ Pn eine k-Hyperebene, und z ∈ Pn(k)\H. Für jeden
Punkt z 6= a ∈ Pn definieren wir den Punkt π(a) ∈ H als den Schnittpunkt der
von z und a aufgespannten Geraden mitH. Dadurch erhalten wir eine rationale
Abbildung

π : Pn 99K H = Pn−1,

genannt die Projektion mit Zentrum z. Man kann die Koordinaten so wählen,
dass z = (1 : 0 : . . . : 0) undH = V+(x0) gilt. Dann ist

π(a0 : . . . : an) = (0 : a1 : . . . : an),

und dabei ist π : Pn \ {z} → H ein Morphismus.
(ii) Seien allgemeinerZ,L lineare Teilräume vonPnmitZ∩L = ∅unddim(Z)+
dim(L) = n − 1 (d.h. sie kommen von über k definierten Untervektorräumen
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Z̃, L̃ ⊆ Kn+1 mit Z̃ ⊕ L̃ = Kn+1). Jeder Punkt a ∈ Pn \ Z kommt von einer
Ursprungsgeraden v ⊆ Kn+1, für die span(Z̃, v) ∩ L̃ eindimensional ist. Das
definiert eine rationale Abbildung

π : Pn 99K L

genannt dieProjektionmitZentrumZ.Wähltman die Koordinaten so, dassL =
V+(x0, . . . , xm) undZ = V+(xm+1, . . . , xn) gilt, gilt

π(a0 : . . . : an) = (0 : . . . : 0 : am+1 : . . . : an).

Ist V ⊆ Pn eine irreduzible Varietät mit V * Z, so ist π |V : V 99K L ebenfalls
eine rationale Abbildung. 4

Eine QuadrikQ ist eine durch ein quadratisches homogenes Polynom beschrie-
bene Varietät inPn. Ist char(k) 6= 2, so kannman nach einemKoordinatenwech-
sel Q = V+(c0x

2
0 + · · · + crx

2
r) mit ci ∈ k× annehmen (Diagonalisierung von

quadratischen Formen). Für r ≥ 2 istQ irreduzibel (Aufgabe 26).Q heißt nicht-
ausgeartet, falls r = n gilt.

Satz 4.4.20. Sei k unendlichmit char(k) 6= 2, undQ = V+(q) ⊆ Pn eine nichtausge-
artete Quadrik. Dann gilt

Qk-rational ⇔ Q(k) 6= ∅.

Beweis. "⇒ ist klar nach Beispiel 4.4.14 (iii). Für "⇐" wähle z ∈ Q(k) und eine
k-Hyperebene H ⊆ Pn mit z /∈ H. Die Projektion mit Zentrum z liefert eine
k-rationale Abbildung

π : Q 99K H.

Wir geben eine Umkehrabbildung an. Dabei schneiden wir für b ∈ H die von z
und b aufgespannte GerademitQ. In denmeisten Fällen wird das außer z genau
ein weiterer Punkt a sein, der dann offensichtlich das Urbild von b unter π ist.
Sei also z = [v] und b = [w]. Wir suchen also s ∈ K mit q(sv + w) = 0. Damit
setzen wir dann a = [sv + w]. Es ist

q(sv + w) = s2q(v) + 2sbq(v, w) + q(w) = 2sbq(v, w) + q(w),

wobei bq die zu q gehörende symmetrische Bilinearform ist. Die Gleichung 0 =
q(sv+w) lässt sich also im Fall bq(v, w) 6= 0 eindeutig nach s auflösen und liefert

a = [2bq(v, w)w − q(w)v] .



4.4. RATIONALE FUNKTIONENUND ABBILDUNGEN 117

Ausserhalb der k-Hyperebene L = {[w] | bq(v, w) = 0} erhalten wir so einen
Morphismus f : Pn \ L → Q, der durch Einschränkung eine zu π inverse ratio-
nale Abbildung f : H 99K Q definiert (H kann so gewählt werden, dassH * L
gilt).

Beispiel 4.4.21. Der Beweis von Satz 4.4.20 liefert eine explizite birationale Äqui-
valenz. Sei etwa q = x0x1 + x2

2 − x2
3 und Q = V+(q) ⊆ P3.Wir wählen z =

(1 : 0 : 0 : 0) ∈ Q undH = V+(x0). Die Abbildung π : Q 99K H hat also die
Vorschrift

π(a0 : a1 : a2 : a3) = (0 : a1 : a2 : a3).

Die Umkehrabbildung nimmt dann die folgende Form an:

f : H = P2 99K Q

(0 : b1 : b2 : b3) 7→ (b2
3 − b2

2 : b2
1 : b1b2 : b1b3),

und liefert eine rationale Parametrisierung vonQ. 4

Beispiel 4.4.22. Es gibt eine birationale Äquivalenz zwischenP1×P1 undP2. Sie
ist gegeben durch die Vorschriften

P1 × P1 99K P2

((a0 : a1), (b0 : b1)) 7→ (a0b0, a0b1, a1b0)

(b0 : b2), (b0 : b1)←[ (b0 : b1 : b2). 4
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Kapitel 5

Verschiedenes

5.1 Ganzheit und endlicheMorphismen
SeienA,B Ringe und ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus. Dann können wir
B als A-Algebra auffassen, vermöge der skalaren Multiplikation ϕ(a) · b. Dabei
unterdrücken wir teilweise ϕ in der Notation und schreiben einfach a · b.

Definition 5.1.1. Sei ϕ : A→ B ein Ringhomomorphismus.
(i) ϕ heißt ganzer Ringhomomorphismus (bzw. nennt man B dann auch ganze
A-Algebra), falls jedes b ∈ B eine Ganzheitsgleichung

bn + ϕ(a1) · bn−1 + · · ·+ ϕ(an) = 0

mit n ∈ N, ai ∈ A erfüllt.
(ii)ϕ heiß endlich (bzw.B heißt endlicheA-Algebra), wennB alsA-Modul end-
lich erzeugt ist.

Lemma 5.1.2. b ∈ B erfüllt genau dann eine Ganzheitsgleichung überA, wennA[b] ein
endlicheA-Algebra ist. Dabei istA[b] die von b erzeugteA-Unteralgebra vonB (bzw. der
von 1, b, b2, . . . erzeugteA-Modul).

Beweis. Leichte Übung, siehe Aufgabe 28.

Proposition 5.1.3. Genau dann istϕ : A→ B endlich, wennB ganz und alsA-Algebra
endlich erzeugt ist.

Beweis. "⇒":Offensichtlich istB alsA-Algebra erst recht endlich erzeugt. Sei nun
b ∈ B beliebig. Schreibe

B = Ab1 + Ab2 + · · ·+ Abn

119
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mit bi ∈ B und o.B.d.A. b1 = 1.Dann gibt es für alle i = 1, . . . , nGleichungen

b · bi =
n∑
j=1

aijbj

mit aij ∈ A. SeiM = (aij)i,j=1,...,n ∈ Matn×n(A). Dann gilt

M

 b1
...
bn

 = b ·

 b1
...
bn


und also liegt (b1, . . . , bn)t im Kern von

N := M − b · Idn.

Daraus folgt aber det(N) = 0, denn es gilt adj(N) ·N = det(N) · Idn, und also

det(N) ·

 b1
...
bn

 = 0,

und es gilt b1 = 1. An der Leibnitzformel zur Determinantenberechnung sieht
man aber, dass

det(N) = (−1)nbn + a1b
n−1 + · · ·+ an

für gewisse ai ∈ A gilt. Das liefert eine Ganzheitsgleichung für b.
"⇐": SeiB ganz und alsA-Algebra endlich erzeugt von b1, . . . , bn. Sei

bnii + ai1b
ni−1
i + · · · = 0

eineGanzheitsgleichung für bi.DannwirdB alsoA-Modul offensichtlich erzeugt
von allen Produkten

be11 · · · benn
mit ei < ni.

Korollar 5.1.4. Seien b1, . . . , bn ∈ B ganz überA. Dann ist jedes Element aus derA-
AlgebraA[b1, . . . , bn] ganz überA.

Beweis. Der Beweis von "⇐" in 5.1.3 zeigt, dass A[b1, . . . , bn] endlich über A ist.
Die Aussage folgt dann aus "⇒".
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Korollar 5.1.5. (i) Sindϕ : A→ B undψ : B → C beide endlich, so auchψ ◦ϕ : A→
C.
(ii) Sindϕ : A→ B undψ : B → C beide ganz, so auchψ ◦ ϕ : A→ C.

Beweis. (i) Erzeugen c1, . . . , cn den B-Modul C und b1, . . . , bm den A-Modul B,
so erzeugen die Produkte bicj offensichtlich denA-ModulC.
(ii) Sei c ∈ C mit Ganzheitgleichung

cn =
n−1∑
i=0

bic
i

überB. Dann ist C̃ := A[b0, . . . , bn−1, c] eine endlich erzeugte Ã-Algebra, wobei
Ã := A[b0, . . . , bn−1]. Da c ganz über Ã ist, ist C̃ ganz über Ã, nachKorollar 5.1.4.
Damit ist aber C̃ sogar endlich über Ã, nach Proposition 5.1.3. Andererseits ist Ã
aber überA ebenfalls ganz und endlich erzeugt (mit demselben Argument), und
also ebenfalls endlich.Mit (i) ist damit C̃ endlich überA, und damit ganz.Wegen
c ∈ C̃ ist c also ganz überA.

Bemerkung 5.1.6. (i) Der Ring aller überZ ganzen Zahlen ausC ist ganz überZ,
aber nicht endlich erzeugt bzw. endlich.
(ii) Ist ϕ : A→ B ein Homomorphismus endlich erzeugter k-Algebren, so gilt

ϕ endlich ⇔ ϕ ganz.

DennB ist alsA-Algebra endlich erzeugt (sogar als k-Algebra).
(iii) IstB endliche/ganzeA-Algebra undC eine weitereA-Algebra, so istB⊗AC
eine endliche/ganzeC-Algebra (Aufgabe 29).

Satz 5.1.7 (Cohen-Seidenberg). Seiϕ : A→ B ganz.
(i) Sind q ⊆ J Ideale inBmit q prim undϕ−1(q) = ϕ−1(J), so folgt q = J .
(ii) Für q ⊆ B prim gilt

qmaximal ⇔ ϕ−1(q)maximal.

(iii) ("Going up") Zu Primidealen q ⊆ B und p′ ⊆ Amit ϕ−1(q) ⊆ p′ gibt es stets ein
Primideal q′ ⊆ Bmit p′ = ϕ−1(q′).

(iv) Istϕ injektiv, so istϕ∗ : Spec(B)→ Spec(A) surjektiv.
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Beweis. (i) Setze p := ϕ−1(q). Indem wir zu A/p ↪→ B/q übergehen, können
wirA ⊆ B als ganze Erweiterung nullteilerfreier Ringe annehmen, undmüssen
J ∩ A 6= (0) für jedes J 6= (0) zeigen. Für 0 6= b ∈ B sei

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0

eine Ganzheitsgleichung über A. Dabei können wir an 6= 0 annehmen, da man
aufgrund der Nullteilerfreiheit b kürzen kann. Also ist 0 6= an ∈ A ∩Bb.
(ii) Nach Übergang zuA/ϕ−1(q) ↪→ B/qmüssen wir also zeigen, dass bei einer
ganzen ErweiterungA ⊆ B von Integritätsringen genau dannA ein Körper ist,
wennB einer ist.
Sei also A ein Körper. Für jedes Ideal J ( B ist dann J ∩ A = (0), und mit (i)
folgt J = (0). Also hat auchB nur die beiden trivialen Ideale, und ist damit ein
Körper.
Sei umgekehrtB ein Körper. Für 0 6= a ∈ A existiert a−1 ∈ B. Sei

a−n + a1a
−(n−1) + · · ·+ an = 0

eine Ganzheitsgleichung für a−1 überA. Multiplikation mit an−1 zeigt a−1 ∈ A.
(iii) Nach Übergang zu ganzen ErweiterungA/ϕ−1(q) ↪→ B/q folgt die Aussage
direkt aus (iv).
(iv) SeiA ⊆ B eine ganze Ringerweiterung und p ein Primideal inA. Setze S :=
A \ p. Dann ist S−1A ⊆ S−1B wieder eine Erweiterung, die ebenfalls ganz ist
(das ist ein Spezialfall von Bemerkung 5.1.6 (iii) denn S−1B = B ⊗A S−1A).
Insbesondere ist S−1B 6= {0}, und wir können ein maximales Idealm in S−1B
wählen. Nach (ii) ist m ∩ S−1Amaximal in S−1A. Da S−1A nur ein maximales
Ideal besitzt, folgtm ∩ S−1A = pS−1A.

A //

��

B

��
S−1A // S−1B

Wegen pS−1A ∩ A = p folgt also

p =
(
m ∩ S−1A

)
∩ A = (m ∩B) ∩ A.

Für q := m ∩B ∈ Spec(B) folgt also ϕ∗(q) = p.

Korollar 5.1.8. Ist ϕ : A → B ein ganzer Ringhomomorphismus, so hat die Abbildung
ϕ∗ : Spec(B)→ Spec(A) genau die Bildmenge

{p | ker(ϕ) ⊆ p} .



5.1. GANZHEIT UND ENDLICHEMORPHISMEN 123

Beweis. Klar nach Übergang zur ganzen Erweiterung A/ker(ϕ) ⊆ B und Satz
5.1.7 (iv).

Lemma 5.1.9. SeiM einA-Modul und a1, . . . , an ∈ Amit (a1, . . . , an) = (1). Falls
alleMai alsAai-Moduln endlich erzeugt sind, so istM alsA-Modul endlich erzeugt.

Beweis. Es gibt endlich vielem1, . . . ,mr ∈ M , so dass jedesMai als Aai-Modul
von m1, . . . ,mr erzeugt wird. Wir zeigen dass dann M von m1, . . . ,mr als A-
Modul erzeugt wird.
Sei dazum ∈ M beliebig. Indem wirm ∈ Mai durch diemj darstellen und mit
einer hohen Potenz von aimultiplizieren, erhalten wir

anii ·m ∈
∑

Ami.

Aus (an1
1 , . . . , a

nr
n ) = (1) folgtm ∈

∑
Ami.

Proposition 5.1.10. Seiφ : V → W einMorphismus von Varietäten, undW sei affin.
(i) Ist auchV affin undφ∗ : k[W ]→ k[V ] endlich, so ist für jedes p ∈ k[W ] undW ′ :=
DW (p) auchV ′ := φ−1(W ′) affin, undφ∗ : k[W ′]→ k[V ′] ist endlich.
(ii) Sind umgekehrt p1, . . . , pr ∈ k[W ] mit (p1, . . . , pr) = (1) so, dass fürWi :=
DW (pi) auch Vi := φ−1(Wi) affin und φ∗ : k[Wi] → k[Vi] endlich ist, so ist V affin
undφ∗ : k[W ]→ k[V ] endlich.

Beweis. (i) ist klar, denn φ−1(W ′) = DV (φ∗(p)) ist affin, und es ist

φ∗ : k[W ]p → k[V ]φ∗(p)

endlich.
Für (ii) fixiere i ∈ {1, . . . , r}. Wir bezeichnen φ∗(pi) ∈ O(V ) der Einfachheit
halber wieder mit pi. Dann ist Vi = DV (pi). Zunächst zeigen wir, dass der na-
türliche Homomorphismus

ψ : O(V )pi → O(Vi) = k[Vi]

ein Isomorphismus ist. Die Injektivität ist dabei klar. Für die Surjektivität sei g ∈
O(Vi). FürN ≥ 1 definieren wir eine Funktion gN : V → A1 durch

gN(v) =

{
pi(x)Ng(v) falls v ∈ Vi

0 falls v ∈ V \ Vi

Es ist natürlich g ∈ O(Vi ∩ Vj) für alle j. Wegen Vi ∩ Vj = DVj(pi) affin gilt
O(Vi ∩ Vj) = k[Vj]pi. Deshalb stimmt für großesN die Funktion gN auf Vi ∩ Vj
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mit einer regulären Funktion p ∈ O(Vj) überein. Dann stimmt gN+1 dortmit pip
überein, und auf Vj \ Vi sind beide Funktionen 0. Also ist gN+1 regulär auf ganz
Vj. Insgesamt können wir also N so groß wählen, dass gN regulär auf allen Vj,
und damit regulär auf V ist. Es ist nun ψ

(
gN
pNi

)
= g.

WegenO(V )pi
∼= k[Vi] istO(V )pi nun also eine endliche Algebra über k[Wi] =

k[W ]pi .NachLemma5.1.9 ist damitO(V ) eine endlichek[W ]-Algebra. Insbeson-
dere istO(V ) als k-Algebra endlich erzeugt (und sowieso reduziert). Also gibt es
eine affine Varietät V ′ und einen Isomorphismus k[V ′] ∼= O(V ). Dieser indu-
ziert wie gewöhnlich einen Morphismus von Varietäten γ : V → V ′. Ausserdem
ergibt auch k[W ] → O(V ) → k[V ′] einen Morphismus von affinen Varietäten
φ′ : V ′ → W , und das folgende Dreieck kommutiert:

V
γ //

φ   

V ′

φ′~~
W

.

Über jeden offenen TeilWi ist die Restriktion γ : Vi = φ−1(Wi) → φ′−1(Wi) ein
Isomorphismus. Denn beide Varietäten sind affin, und der dazugehörige Ring-
homomorphismus k[φ′−1(Wi)] = k[V ′]pi = O(V )pi → k[Vi] ist gerade ψ von
oben, ein Isomorphismus.

Satz 5.1.11. Seiφ : V → W einMorphismus von Varietäten. Dann sind äquivalent:
(i) Es gibt eine offen-affine ÜberdeckungW =

⋃
iWi, so dass Vi := φ−1(Wi) ebenfalls

affin ist, und der Ringhomomorphismusφ∗ : k[Wi]→ k[Vi] endlich ist für alle i.
(ii) Für jede offen-affine TeilmengeW ′ ⊆ W ist V ′ := φ−1(W ′) wieder affin, und
φ∗ : k[W ′]→ k[V ′] ist endlich.

Beweis. (ii)⇒(i) ist klar. Für (i)⇒(ii) bemerken wir, dass für jedes i und jedes p ∈
k[Wi] die MengeDWi

(p) die Eigenschaft aus (ii) hat, nach Proposition 5.1.10 (i).
Damit existiert eine Basis aus offen-affinen Mengen fürW , die Eigenschaft (ii)
haben. Damit folgt die Aussage aus Proposition 5.1.10 (ii), angewandt auf W ′.
Beachte, dass (p1, . . . , pr) = (1) äquivalent dazu ist, dass die Mengen DW (pi)
ganzW überdecken.

Definition5.1.12. EinMorphismusvonVarietätenheißtendlich,wennerdieäqui-
valenten Bedingungen aus Satz 5.1.11 erfüllt.

Korollar 5.1.13. (i) EinMorphismus φ : V → W von affinen Varietäten ist genau dann
endlich, wennφ∗ : k[W ]→ k[V ] endlich ist.
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(ii) Jede abgeschlossene Einbettung ist endlich.
(iii) Die Komposition zweier endlicherMorphismen ist endlich.

Beweis. (i) ist klar aus der Definition und Proposition 5.1.10 (i). Für (ii) sei V ↪→
W die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge. Für jede offen-affine Teil-
mengeW ′ ⊆ W istW ′∩V abgeschlossen inW ′ unddamit affin.Derdazugehöri-
ge Ringhomomorphismus hat die Gestalt einer Projektion k[W ′] � k[W ′]/I,
und ist also endlich. Für (iii) seien φ : V → W und ψ : W → X endliche Mor-
phismen. FürX ′ ⊆ X offen-affin ist dann

V ′ := (ψ ◦ φ)−1(X ′) = φ−1
(
ψ−1(X ′)

)
affin, und (ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗ : k[X ′] → k[V ′] ist endlich nach Korollar 5.1.5
(i).

Korollar 5.1.14. Seiφ : V → W ein endlicherMorphismus.
(i) Für jedes abgeschlosseneZ ⊆ V istφ(Z) abgeschlossen inW
(ii) Für jedes b ∈ W ist die Faserφ−1(b) eine endlicheMenge.

Beweis. Für beide Aussagen können wirW affin annehmen (Abgeschlossenheit
ist eine lokaleBedingung).Damit ist auchV affin.NachKorollar 5.1.13 istφ |Z : Z →
W ebenfalls endlich. Für (i) könnenwir alsoZ = V annehmen.WennwirnochW
durchφ(V )ersetzen,könnenwirφalsdominantannehmen.Dann istφ∗ : k[W ]→
k[V ] injektivundendlich.NachSatz 5.1.7 (iv) ist die induzierteAbbildungSpec (k[V ])→
Spec (k[W ]) surjektiv, und nach Lemma 1.4.14 ist auch φ surjektiv.
Für (ii) seienp1, . . . , pn Erzeuger derk-Algebrak[V ].Dak[V ]mittelsφ∗ eine end-
liche und damit ganze k[W ]-Algebra ist, gibt es für jedes pi eine Ganzheitsglei-
chung

pnii +

ni−1∑
j=0

φ∗(qij)p
j
i = 0

mit qij ∈ k[W ]. Für a ∈ V mit φ(a) = b gilt dann

pi(a)ni +

ni−1∑
j=0

qij(b)pi(x)j = 0.

Das ist bei festem b eine echte polynomiale Gleichung überK für pi(a), und die
hat nur endlich viele Lösungen. Damit gibt es nur endlich viele Möglichkeiten
für die Werte p1(a), . . . , pn(a). Andererseits legen diese Werte a eindeutig fest,
denn die pi erzeugen k[V ]. Damit gibt es auch nur endlich viele Möglichkeiten
für a.
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Bemerkung 5.1.15. Die Umkehrung zu Korollar 5.1.14 (ii) gilt nicht. EinMorphis-
muskannausschließlichendlicheFasernhaben, aber trotzdemnicht endlich sein.
Ein Beispiel ist die offene Einbettung D(x) ↪→ A1. Der induzierte Ringhomo-
morphismus ist

k[t]→ k[D(x)] = k[x, y]/(xy − 1)

t 7→ x.

Hier ist k[D(x)] kein endlich erzeuger k[t]-Modul.

Satz5.1.16. SeienZ,L ⊆ Pn lineareTeilräumemitZ∩L = ∅unddim(Z)+dim(L) =
n − 1. Sei V ⊆ Pn abgeschlossen mit Z ∩ V = ∅. Dann ist die lineare Projektion mit
ZentrumZ

π : V → L

ein endlicherMorphismus von Varietäten.

Beweis. NachgeeigneterWahlderKoordinatenkönnenwirannehmenZ = V+(x0, . . . , xm),
L = V+(xm+1, . . . , xn) = Pm, und also

π(a0 : . . . : an) = (a0 : . . . : am).

Fixiere ein i ∈ {0. . . . ,m} und setze Li = D+(xi) sowie Vi = π−1(Li) =
DV,+(xi). Dann sindLi undVi affin, undwirmüssen zeigen, dass jedes g ∈ k[Vi]
eine Ganzheitsgleichung über k[Li] erfüllt. Nach Satz 4.2.7 ist g von der Gestalt
p
xdi
für ein p ∈ k+[V ] homogen vomGrad d. Wir betrachten die Abbildung

φ : V → Pm+1

a 7→ (ad0 : . . . : adm : p(a)),

die einwohldefinierterMorphismus ist. Nach Satz 4.3.13 istφ(V ) abgeschlossen,
also

φ(V ) = V+(h1, . . . , hr)

für gewisse homogene hi ∈ k[x0, . . . , xm, y]. Wegen (0 : . . . : 0 : 1) /∈ φ(V ) gilt

V+(h1, . . . , hr, x0, . . . , xm) = ∅.

Nach Satz 3.3.7 gibt es eine Gleichung

ys =
r∑
i=1

aihi +
m∑
j=0

bjxj
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für ein großes s ∈ N und ai, bj ∈ k[x, y].Dabei können alle Summanden als ho-
mogenvomGrad s angenommenwerden,und insbesondere sindalle bj homogen
vomGrad s− 1.Wir setzen nun einen Punkt φ(a) ein:

p(a)s =
m∑
j=0

bj(a
d
0, . . . , a

d
m, p(a))adj .

Hier sind alle Summanden homogen von Grad ds in a, und wenn wir durch adsi
dividieren, erhalten wir

g(a)s =
m∑
j=0

bj

((
a0

ai

)d
, . . . ,

(
am
ai

)d
, g(a)

)
·
(
aj
ai

)d
.

Nun ist aber zj :=
aj
ai
∈ k[Li], und die Gleichung

gs =
m∑
j=1

bj(z
d
0 , . . . , z

d
m, g)zdj

ist eine Ganzheitsgleichung für g über k[Li]. Da bj homogen vomGrad s− 1 ist,
taucht g rechts nämlich höchstens zur Potenz s− 1 auf.

Korollar 5.1.17. Sei V ⊆ Pn abgeschlossen, p0, . . . , pm ∈ k+[V ] homogen vom selben
GradmitV ∩ V+(p0, . . . , pm) = ∅.Dann ist derMorphismus

p = (p0 : . . . : pm) : V → Pm

endlich.

Beweis. Seien o.B.d.A. die Elemente p1, . . . , pm ∈ k+[V ] linear unabhängig (li-
near abhängige pi entsprechen der Verknüpfung mit einer abgeschlossene Ein-
bettung Pm ↪→ Pm+r). Sei d der Grad der pi und ν : Pn → PN die d-te Ve-
ronese Einbettung. Dann gibt es Linearformen `0, . . . , `m ∈ k[y0, . . . , yN ] mit
ν−1(V+(`i)) ∩ V = VV,+(pi). Die `i sind dann ebenfalls linear unabhängig, und
können also zu einer Basis `m+1, . . . , `N der Linearformen ergänzt werden. Sei
Z = V+(`0, . . . , `m) und L = V+(`m+1, . . . , `N) = Pm.Die Projektion π : PN →
Pmmit ZentrumZ erfüllt dann offensichtlich

p = π ◦ ν

für v ∈ V . Es ist aber ν ein Isomorphismus von V auf ν(V ) (Satz 4.2.2) und π
endlich. Damit ist auch p endlich.
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5.2 Transzendenzgrad und Noethersche Normalisie-
rung

Definition 5.2.1. Sei k ein Körper undA eine k-Algebra.
(i) Eine TeilmengeB ⊆ A heißt algebraisch abhängig, wenn es n ∈ N und paar-
weise verschiedene b1, . . . , bn ∈ B, sowie ein Polynom 0 6= p ∈ k[x1, . . . , xn] gibt
mit p(b1, . . . , bn) = 0. Andernfalls heißtB algebraisch unabhängig.
(ii) IstA = K ein Körper, so heißt jede maximale algebraisch unabhängige Teil-
mengeB ⊆ K Transzendenzbasis vonK über k.

Bemerkung 5.2.2. (i) Eine einelementige Teilmenge B = {a} ⊆ K ist genau
dann algebraisch abhängig, wenn a algebraisch über k ist.
(ii) Eine algebraisch unabhängige Teilmenge B ⊆ K ist genau dann eine Tran-
szendenzbasis, wenn die Körpererweiterung k(B) ⊆ K algebraisch ist.
(iii) Jede algebraisch unabhängige TeilmengeB ⊆ K ist in einer Transzendenz-
basis enthalten (Zorn’sches Lemma). Insbesondere besitzt jede Körpererweite-
rung k ⊆ K eine Transzendenzbasis.

Lemma 5.2.3 (Austauschsatz). SeienB,C zwei Transzendenzbasen vonK/k, undB
sei endlich. Dann gibt es zu jedem b ∈ B ein c ∈ C , so dass (B \ {b}) ∪ {c} eine Tran-
szendenzbasis vonK/k ist.

Beweis. Sei B = {b1, . . . , br} und b = b1. Da k(B) ⊆ K algebraisch ist, gibt es
für alle c ∈ C Polynome 0 6= pc ∈ k[t, x1, . . . , xr]mit pc(c, b1, . . . , br) = 0. Dabei
muss fürmindestens ein cdieVariablex1 inpc vorkommen.Ansonstenwären alle
c schon algebraisch über k(b2, . . . , br), und daK algebraisch über k(C) ist, wäre
K schon algebraisch über k(b2, . . . , br), einWiderspruch.
Kommealsox1 inpc vor.Dann ist{c, b2, . . . , br}eineTranszendenzbasis vonK/k.
Wegenpc(c, b1, b2, . . . , br) = 0 istnämlich b1 algebraischüberdemKörperk(c, b2, . . . , br),
und damit auchK.Wären nun c, b2, . . . , br algebraisch abhängig über k, so wäre
c algebraisch über k(b2, . . . , br), und damit b1 algebraisch über k(b2, . . . , br), ein
Widerspruch.

Satz5.2.4. Je zweiTranszendenzbasenderKörpererweiterungK/khabendieselbeMächtig-
keit.

Beweis. WirbeschränkenunsaufdenFall, dassK/k eine endlicheTranszendenz-
basis B besitzt. Sei C eine weitere Transzendenzbasis und s := |B ∩ C|. Falls
s = |B| gilt, folgt B ⊆ C, und damit sogar B = C, aufgrund der Maximalität
vonB.
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Andernfalls gibt es ein b ∈ B \C. Mit Lemma 5.2.3 finden wir ein c ∈ C, so dass
B1 := (B \ {b})∪ {c}wieder eine Transzendenzbasis ist. Dabei gilt |B1| = |B|,
denn sonst wäre B1 = B \ {b} eine Transzendenzbasis, Widerspruch. Nun ist
aber |B1 ∩ C| = s + 1, und nach endlich vielen Iterationsschritten sind wir im
ersten Fall angekommen.

Definition 5.2.5. SeiK/k eine Körpererweiterung. Dann ist der Transzendenz-
grad trdegk(K)definiert alsdieMächtigkeit einerTranszendenzbasis vonK über
k. Es ist trdegk(K) ∈ N ∪ {∞}wohldefiniert nach Satz 5.2.4.

Bemerkung 5.2.6. (i) trdegk(K) = 0 genau dann wennK/k algebraisch ist.
(ii) Ist E ⊆ K ein Erzeugendensystem von K über k, so ist jede maximale al-
gebraisch unabhängige Teilmenge E0 von E eine Transzendenzbasis von K/k.
Denn jedes e ∈ E ist dann algebraisch über k(E0), und damit istK algebraisch
über k(E0). Insbesondere folgt daraus

trdegk(K) ≤ |E|.

(iii) Gibt es eine Transzendenzbasis dieK erzeugt, so heißt die ErweiterungK/k
rein transzendent. Zu jeder Erweiterung K/k gibt es einen Zwischenkörper F
mitF/k rein transzendent undK/F algebraisch (manwähleF = k(B)mit einer
TranszendenzbasisB). Dabei ist trdegk(F ) = trdegk(K) eindeutig bestimmt.
(iv)K heißt Funktionenkörper über k, fallsK endlich erzeugt über k ist. Solche
Körper sind genau die Funktionenkörper von irreduziblen k-Varietäten (Aufga-
be 27). Falls trdegk(K) = d, so heißtK ein d-dimensionaler Funktionenkörper
über k. Ein Funktionenkörper heißt rational, fallsK/k rein transzendent ist. Ei-
ne irreduzible Varietät ist also genau dann rational, wenn ihr Funktionenkörper
rational ist.

Korollar 5.2.7. SeiK einFunktionenkörperüberk und{a1, . . . , ad} eineTranszendenz-
basis. Dann istK/k(a1, . . . , an) endlich algebraisch.

Beweis. Die Erweiterung ist algebraisch und endlich erzeugt, also endlich.

Lemma 5.2.8. Seien k ⊆ K ⊆ L Körper. SeiB ⊆ K algebraisch unabhängig über k
undC ⊆ L algebraisch unabhängig überK. Dann istB ∪ C algebraisch unabhängig
über k.

Beweis. Seien b1, . . . , bn ∈ B und c1, . . . , cm ∈ C paarweise verschieden, und
p ∈ k[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym] mit p(b1, . . . , bn, c1, . . . , cm) = 0. Schreibe p =
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∑
α pα(x)yα ∈ k[x, y].Aus der algebraischenUnabhängigkeit vonC überK folgt

dann pα(b1, . . . , bn) = 0 für alle α. Aus der algebraischen Unabhängigkeit vonB
über k folgt dann pα = 0 für alle α, also p = 0.

Satz 5.2.9. Seien k ⊆ K ⊆ LKörper. Dann gilt

trdegk(L) = trdegk(K) + trdegK(L).

Beweis. Sei B eine Transzendenzbasis vonK über k und C eine Transzendenz-
basis von L überK. Dann ist nach Lemma 5.2.8B ∪ C algebraisch unabhängig
über k. Wir zeigen nun noch, dass L algebraisch über k(B ∪ C) ist. Das ist aber
klar, denn L ist algebraisch überK(C), und daK algebraisch über k(B) ist, ist
K(C) algebraisch über k(B ∪ C).

Satz 5.2.10 (Noethersche Normalisierung). Sei k ein Körper und A eine endlich er-
zeugtek-Algebra.Danngibt es algebraischunabhängigeElemente t1, . . . , td ∈ A, so dass
A eine endliche k[t1, . . . , td]-Algebra ist.

Beweis. SeiA als k-Algebra erzeugt von a1, . . . , an. Angenommen a1, . . . , an sind
algebraisch abhängig über k. Wir zeigen, dass es dann b1, . . . , bn−1 ∈ A gibt, so
dass A ganz über k[b1, . . . , bn−1] ist. Damit folgt die Aussage (mit Korollar 5.1.5
und Proposition 5.1.3) induktiv.
Induktion über n. Der Fall n = 1 ist klar, denn a1 ist dann algebraisch und damit
ganz über k. Somit istA ganz über k.
Sei nun n beliebig und 0 6= p ∈ k[x1, . . . , xn]mit p(a1, . . . , an) = 0. Wir setzen
bi = ai − aein (i = 1, . . . , n− 1) für später zu wählende ei ∈ N. Es gilt dann

0 = p(b1 + ae1n , . . . , bn−1 + aen−1
n , an).

Schreibep =
∑

α cαx
αmit cα ∈ k, und fassedie rechteSeiteder letzenGleichung

als Polynom in anmit Koeffizienten in k[b1, . . . , bn−1] auf:

0 =
∑
α

cα
(
ae1α1+···+en−1αn−1+αn
n + niedrigere Grade in an

)
.

Wenn wir nun die ei so wählen, dass für alle auftretenden α die Grade

e1α1 + · · ·+ en−1αn−1 + αn

paarweise verschieden sind, liefert das (nach Normierung) eine Ganzheitsglei-
chung für an über k[b1, . . . , bn−1]. Die ei können aber so gewählt werden. Setzt
man zum Beispiel ei = ei, so ist

eα1 + · · ·+ en−1αn−1 + αn
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einPolynomine.VerschiedenePolynomenehmenabernuranendlichvielenStel-
len dieselbenWerte an. Also ergeben sich für alle verschiedenenα unterschiedli-
cheWerte, wenn e groß genug gewählt wird.

Definition 5.2.11. Sei A eine k-Algebra. Jede Teilalgebra k[t1, . . . , td] wie in Satz
5.2.10 heißt eineNoetherscheNormalisierung vonA.

Bemerkung5.2.12. Seik unendlich,undA = k[a1, . . . , an].DannkanndieNoether-
sche Normalisierung k[t1, . . . , td] sogar so gewählt werden, dass

ti = ai +
n∑

j=d+1

sijaj

mit sij ∈ k gilt, für alle i = 1, . . . , d. Macht man nämlich im Beweis von Satz
5.2.10 den alternativen Ansatz bi = ai − sian, so ergibt sich als Leitkoeffizient
von p(b1 + s1an, . . . , bn−1 + sn−1an−1, an) als Polynom in an gerade∑

|α|=m

cαs
α1
1 · · · s

αn−1

n−1 .

Da k unendlich ist, gibt es eine Wahl für s1, . . . , sn−1 ∈ k, für die der Ausdruck
6= 0 ist.

Korollar 5.2.13. Sei V ⊆ An abgeschlossen. Dann gibt es einen endlichen surjektiven
Morphismus

V � Ad

für ein0 ≤ d ≤ n. Istk unendlich, so kann er alsEinschränkung einer linearenAbbildung
Kn → KdmitMatrix  1 0 0 ∗ ∗

0
. . . 0 ∗ ∗

0 0 1 ∗ ∗


über k realisiert werden.

Beweis. Betrachte eine Noethersche Normalisierung k[t1, . . . , td] ↪→ k[V ]. Dazu
korrespondiert ein endlicher und dominanterMorphismus V → Ad.Wegen Ko-
rollar 5.1.14 (i) ist dieser aber surjektiv. Die Darstellung im Fall k unendlich folgt
direkt aus Bemerkung 5.2.12.
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Beispiel 5.2.14. SeiC = V(p) ⊆ A2 mit p(x, y) = x2− y2− 1.Die Konstruktion
aus Bemerkung 5.2.12 liefert t1 = x− sy für ein±1 6= s ∈ k. Damit ist

C → A1

(a1, a1) 7→ a1 − sa2

ein endlicher surjektiver Morphismus.

Bemerkung5.2.15. MitderNoetherschenNormalisierungerhaltenwir einenneu-
enBeweis fürdenHilbertschenNullstellensatz 1.2.9.SeinämlichF/k eineKörperer-
weiterungundF alsk-Algebraendlicherzeugt.SeiN := k[t1, . . . , td]eineNoether-
scheNormalisierung fürF .WeilF ein Körper ist, folgt aus demSatz von Cohen-
Seidenberg 5.1.7 (ii), dassN ebenfalls ein Körper ist. Das impliziert aber d = 0,
d.h. F/k ist endlich.

5.3 Dimension von Varietäten
Definition5.3.1. (i) SeiX ein topologischerRaum.Die (Krull-)Dimensiondim(X)
vonX ist das Supremum über alle Längen n von Ketten

∅ 6= Z0 ( Z1 ( · · · ( Zn ⊆ X

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen Zi von X. Wir setzen dim(∅) =
−1.
(ii) Ist V eine (quasiprojektive) k-Varietät, so sei dim(V ) die Dimension von V
bezüglich der k-Zariskitopologie.
(iii) Sei A ein Ring. Dann ist die (Krull-)Dimension dim(A) von A definiert als
das Supremum über alle Längen n von Ketten

pn ( pn−1 ( · · · ( p0

von Primidealen vonA. Dabei setzen wir dim({0}) = −1.

Bemerkung5.3.2. DieDimensioneines topologischenRaumes stimmtnichtnot-
wendigerweise mit unserer unmittelbaren Anschauung überein. So gilt etwa für
jeden Hausdorffraum dim(X) = 0. Die einzigen irreduziblen Teilmengen sind
nämlich die Einpunktmengen.

Lemma 5.3.3. SeiV eine affine Varietät. Dann ist dim(V ) = dim(k[V ]).
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Beweis. DieZuordnungZ 7→ I(Z) ist eine inklusionsumdrehendeBijektionzwi-
schenabgeschlossenen irreduziblenTeilmengenvonV undPrimidealenvonk[V ].

Beispiel 5.3.4. FürV = An habenwir die folgendeKette abgeschlossener irredu-
zibler Teilmengen

∅ ( V(x1, . . . , xn) ( V(x2, . . . , xn) ( · · · ( V(xn) ( An.

Ihr entspricht die folgende Kette von Primidealen in k[x]:

(0) ( (xn) ( (xn, xn−1) ( · · · ( (x1, . . . , xn).

Also gilt
dim(An) = dim(k[x]) ≥ n.

Lemma 5.3.5. SeiX ein topologischer Raum.
(i) IstY ⊆ X , so gilt dim(Y ) ≤ dim(X).
(ii) IstX =

⋃
i∈I Yi eine offene Überdeckung, so gilt dim(X) = supi∈I dim(Yi).

(iii) IstX = Y1 ∪ · · · ∪ Yn eine endliche abgeschlossene Überdeckung, so giltdim(X) =
maxi=1,...,n dim(Yi).

Beweis. Aufgabe 30.

Satz 5.3.6. SeiA ⊆ B eine ganze Ringerweiterung. Dann gilt dim(A) = dim(B).

Beweis. Sei q0 ( q1 ( · · · ( qn eine Primidealkette in B. Dann ist nach Satz
5.1.7 (i)

q0 ∩ A ( q1 ∩ A ( · · · ( qn ∩ A
eine echtePrimidealkette inA.Das zeigtdim(A) ≥ dim(B). Sei umgekehrtp0 (
p1 ( · · · ( pn eine Primidealkette inA. Nach Satz 5.1.7 (iv) gibt es ein Primideal
q0 inB mit q0 ∩ A = p0. Durch iteratives Anwenden von Satz 5.1.7 (iii) erhalten
wir so einePrimidealketteq0 ⊆ q1 ⊆ · · · ⊆ qn inBmitqi∩A = pi. Insbesondere
ist die Kette echt aufsteigend, und das zeigt dim(A) ≤ dim(B).

Korollar 5.3.7. Sei φ : V → W ein endlicher Morphismus von Varietäten. Dann ist
(φ(V ) abgeschlossen und) dim(V ) = dim(φ(V )).

Beweis. Sei o.B.d.A φ surjektiv. SeiW =
⋃
iWi eine offen-affine Überdeckung.

Dann lieferndieVi := φ−1(Wi)eineoffen-affineÜberdeckungvonV , undφ∗ : k[Wi] ↪→
k[Vi] ist endlich und damit ganz. Nach Lemma 5.3.3 und Satz 5.3.6 ist also

dim(Vi) = dim(k[Vi]) = dim(k[Wi]) = dim(Wi),

und die Aussage folgt also aus Lemma 5.3.5.
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Für eine nullteilerfreie k-AlgebraA schreiben wir

τ(A) := trdegk (Quot(A)) .

Lemma 5.3.8. SeiA eine nullteilerfreie k-Algbera mit τ(A) ≥ n. Dann gibt esn über k
algebraisch unabhängige Elemente inA.

Beweis. Seien a1
b
, . . . , an

b
algebraischunabhängigeElemente inQuot(A).DerTeil-

körper F := k(a1, . . . , an, b) von Quot(A) erfüllt dann trdegk(F ) ≥ n. Nach
Bemerkung 5.2.6 (ii) müssen also n der Elemente a1, . . . , an, b algebraisch unab-
hängig über k sein.

Lemma 5.3.9. SeiA eine nullteilerfreie k-Algebra und 0 6= p ein Primideal inA. Dann
gilt entweder

dim (A/p) < dim(A)

oder
dim (A/p) = dim(A) =∞.

Beweis. Seien a1, . . . , an ∈ A/p algebraisch unabhängig über k. Sei 0 6= b ∈ p
beliebig. Dann sind a1, . . . , an, b ∈ A algebraisch unabhängig über k. Gäbe es
nämlich eine nichttriviale Gleichung

p0(a1, . . . , an)br + · · ·+ pr−1(a1, . . . , an)b+ pr(a1, . . . , an) = 0

mit pi ∈ k[x] nicht alle 0, so folgt nach Reduktion modulo p bereits
pr(a1, . . . , an) = 0, also pr = 0. Wir können also einmal durch b kürzen. Ite-
rativ ergibt sich pi = 0 für alle i, einWiderspruch. Das beweist die Aussage.

Korollar 5.3.10. dim(An) = n. Insbesondere stimmt die Dimension jedes linearen Teil-
raums vonAnmit der bekannten überein.

Beweis. SeiA = k[x1, . . . , xn] = k[An] und (0) ( p1 ( · · · ( pd eine Primideal-
kette inA. Dann gilt nach Lemma 5.3.9

n = τ(A) > τ(A/p1) > · · · > τ(A/pd) ≥ 0.

Das impliziert d ≤ n, also dim(An) ≤ n. Die andere Ungleichung ist Beispiel
5.3.4.
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Korollar 5.3.11. Für jede endlich erzeugte nullteilerfreie k-AlgebraA gilt

dim(A) = trdegk (Quot(A)) = τ(A) <∞.

Dies ist gleich der maximalen Mächtigkeit einer über k algebraisch unabhängigen Teil-
menge vonA.

Beweis. SeiB = k[t1, . . . , td] ⊆ A eine Noethersche Normalisierung. Nach Satz
5.3.6 und Korollar 5.3.10 gilt dim(A) = dim(B) = d. Andererseits gilt d =
τ(B) = τ(A), denn die KörpererweiterungQuot(B) ⊆ Quot(A) ist algebraisch
(das sieht man zum Beispiel durch Anwenden von Lemma 5.3.8 auf die endliche
Quot(B)-AlgebraB−1A).

Satz 5.3.12. SeiV eine k-Varietät undV1, . . . , Vr ihre irreduziblen Komponenten. Dann
gilt:
(i) dim(V ) = maxi dim(Vi).
(ii) IstV irreduzibel, so ist dim(V ) = trdegk (k(V )) .
(iii) Sind zwei irreduzible Varietäten birational äquivalent, so haben sie dieselbe Dimensi-
on.

Beweis. (i) folgt aus Lemma 5.3.5 (iii). Für (ii) sei V = U1 ∪ · · · ∪ Ur eine offen-
affine Überdeckung. Dann gilt dim(V ) = dim(Ui) für ein i. Andererseits ist für
alle i dim(Ui) = trdegk (k(Ui)) nach Korollar 5.3.11 und Satz 4.4.6 (iv). Anderer-
seits gilt für jedes nichtleereUi schon k(V ) = k(Ui) nach Satz 4.4.6 (i). (iii) folgt
direkt aus (ii) und Korollar 4.4.16.

Korollar 5.3.13. Sei ∅ 6= V eine k-Varietät undW ⊆ V eine offen-dichte Teilmenge.
Dann gilt

dim(W ) = dim(V ) und dim (V \W ) < dim(V ).

Beweis. Seien V1, . . . , Vr die irreduziblen Komponenten von V . Dann giltW ∩
Vi 6= ∅ für alle i. Denn sonst wäre

Vi ⊆ V = W ⊆
⋃
j 6=i

Vj,

einWiderspruch. Dann liegtW ∩ Vi aber dicht in Vi und ist insbesondere selbst
irreduzibel. Ausserdemgilt k(Vi) = k(W ∩Vi). DasMaximumder Transzenden-
grade von k(Vi) bzw. k(W ∩ Vi) ist aber dim(V ) bzw. dim(W ), nach Satz 5.3.12.
Sei nunZ ⊆ V \W abgeschlossenund irreduzibel. Es gibt dann ein imitZ ⊆ Vi.
Wegen Vi ∩W 6= ∅ folgt Z ( Vi. Also gilt dim (V \W ) < dim(Vi) ≤ dim(V ).
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Beispiel 5.3.14. SeiV ⊆ An (oderV ⊆ Pn) eineHyperfläche.Danngiltdim(V ) =
n−1.Wir können dabeiV als irreduzibel annehmen, alsoV = V(p)mit p ∈ k[x]
irreduzibel. Dann gilt k[V ] = k[x]/(p) = k[x1, . . . , xn], wobei p(x1, . . . , xn) = 0
gilt. Aus k(V ) = k(x1, . . . , xn) folgt trdegk (k(V )) ≤ n− 1.Kommt nun etwa xn
in p vor, so ist (p) ∩ k[x1, . . . , xn−1] = (0), und damit sind x1, . . . , xn−1 algebra-
isch unabhängig über k. Somit ist trdegk (k(V )) = n− 1.

Satz 5.3.15. SeiV ⊆ Pn abgeschlossenmit dim(V ) = d.
(i) Für jeden linearen TeilraumL ⊆ Pnmit dim(L) ≥ n− d giltV ∩ L 6= ∅.
(ii) Falls k unendlich ist, gibt es einen linearen TeilraumLmit dim(L) = n− d− 1 und
V ∩ L = ∅.

Beweis. Für (i) sei L ein linearer Teilraum der Dimension r mit L ∩ V = ∅. Die
Projektion π : V → Pn−r−1 mit Zentrum L ist endlich nach Satz 5.1.16, und also
gilt dim(V ) = dim(π(V )) ≤ n − r − 1. Daraus folgt r ≤ n − dim(V ) − 1 =
n− d− 1.
(ii) beweisenwir per Induktion nachn−d. Fallsn−d = 0 ist könnenwir einfach
L = ∅ wählen. Sei also nun n − d ≥ 1.Wir wählen einen Punkt z ∈ Pn(k) mit
z /∈ V (hier benötigen wir k unendlich). SeiH ⊆ Pn eine Hyperebenemit z /∈ H
und

π : V → H = Pn−1

die Projektion mit Zentrum z. Dann gilt wieder dim(V ) = dim(π(V )) und also
gibt es nach Induktionsvoraussetzung einen linearen TeilraumM ⊆ H der Di-
mension n − 1 − d − 1mitM ∩ π(V ) = ∅. Sei nun L der lineare Teilraum, der
aus allen Geraden durch z und einen Punkt ausM besteht. Dann gilt dim(L) =
dim(M) + 1 = n+ d− 1, undL ∩ V = ∅, denn π(L) ⊆M .

Korollar 5.3.16. Sei k unendlich und V ⊆ Pn abgeschlossen. Istm die maximale Di-
mension eines zuV disjunkten Teilraumes, so gilt dim(V ) = n−m− 1.

Bemerkung 5.3.17. Aus Satz 5.3.15 (ii) folgt eine Variation von Korollar 5.2.13 für
projektive Varietäten (zumindest im Fall k unendlich): für V ⊆ Pn abgeschlossen
mit dim(V ) = d gibt es einen endlichen surjektiven Morphismus φ : V � Pd.
Manwählt einen linearenTeilraumL vonPnmitdim(L) = n−d−1undL∩V =
∅. Die Projektion π : V → Pd mit Zentrum L hat als endlicher Morphismus ein
abgeschlossenes Bild der Dimension d. Damit ist π nach Beispiel 5.3.14 surjektiv.

Korollar 5.3.18. Sei k unendlich, V ⊆ Pn abgeschlossen, undH1, . . . , Hr ⊆ Pn Hy-
perflächen. Dann gilt

dim (V ∩H1 ∩ · · · ∩Hr) ≥ dim(V )− r.
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Inbesondere istV ∩H1 ∩ · · · ∩Hr 6= ∅ für r ≤ dim(V ).

Beweis. Sei o.B.d.A. r = 1, und zunächstH1 = H eine lineare Hyperebene. Sei
d = dim(V ). Für jeden linearen TeilraumM von Pn mit Dimension n − d gilt
M ∩ V 6= ∅. Dies gilt insbesondere für solcheM ⊆ H. Wegen H ∼= Pn−1 gilt
also nach Satz 5.3.15 (ii) dim(V ∩H) ≥ (n− 1)− (n− d) = d− 1.
Den Fall einer allgemeinen Hyperfläche H führt man leicht mit der Veronese-
Abbildung auf den linearen zurück.

Bemerkung 5.3.19. (i) Für homogene p1, . . . , pr ∈ k[x] \ k ist also

dim (V+(p1, . . . , pr)) ≥ n− r.

Insbesondere ist V+(p1, . . . , pr) 6= ∅ für r ≤ n.
(ii) Wenn V ⊆ Pn abgeschlossen ist mit dim(V ) = d, so kann man V nichtmit
weniger als n− dGleichungen definieren. Im Allgemeinen brauchtman aber so-
garmehr. Beispiele dafür sind zweiwindschiefeGeraden inP3 (siehe Aufgabe 31).

5.4 Lokale Ringe und Tangentialräume
Für eineUntersuchung von lokalenPhänomenen auf einerVarietät benötigenwir
zunächst eine relative Version des Funktionenkörpers. Sei V eine k-Varietät und
X ⊆ V eine irreduzible Teilmenge. Sei

U := {(U, f) | U ⊆ V offen, U ∩X 6= ∅, f ∈ O(U)} .

Auf U definieren wir eine Äquivalenzrelation durch

(U, f) ∼ (U ′, f ′) :⇔ ∃U ′′ ⊆ U ∩ U ′ offen, U ′′ ∩X 6= ∅, f = f ′ inO(U ′′).

Für die Transitivität benötigt man dabei die Irreduzibilität vonX ; je zwei nicht-
leere offene Teilmengen von X schneiden sich! Nun definieren wir den lokalen
Ring von V entlangX als die Menge der Äquivalenzklassen

OV,X := {[(U, f)] | (U, f) ∈ U} .

Falls V aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auchOX stattOV,X . Ein Element
von OX ist also eine (Äquivalenzklasser einer) reguläre Funktion auf einer offe-
nen Teilmenge, dieX schneidet. DieMengeOX trägt offensichtlich die Struktur
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einerk-Algebra, indemmanFunktionenpunktweise (auf demDurchschnitt ihrer
Definitionsbereiche) verknüpft. Dies ist verträglich mit der Äquvalenzrelation.
Etwas konzeptueller formuliert istOX der direkte Limes des gerichteten Systems
der RingeO(U)mit U offen und U ∩X 6= ∅, bezüglich der Einschränkungsab-
bildungenO(U)→ O(U ′) fürU ′ ⊆ U .
Für jedes offeneU mitU ∩X 6= ∅ gibt es den Algebrahomomorphismus

O(U)→ OX
f 7→ [(U, f)] .

IstU irreduzibel, so ist dieser injektiv, nach dem Identitätssatz 4.3.9.

Bemerkung 5.4.1. (i) Ist V ′ ⊆ V offen mit V ′ ∩X 6= ∅, so ist

OV,X = OV ′,X∩V ′ .

Zum Studium vonOV,X kannmal also stets V als affin annehmen.
(ii) Für X ⊆ V irreduzibel gilt OV,X = OV,X . Man kann also stets X als abge-
schlossen annehmen.
(iii) Für irreduzible TeilvarietätenX ⊆ V gibt es einen kanonischen surjektiven
Homomorphismus

OV,X � k(X)

[(U, f)] 7→
[(
f : U ∩X → A1

)]
.

Die Surjektivität folgt aus der Tatache, dass jede reguläre Funktion auf einer offe-
nen Teilmenge vonX lokal auf eine offene Teilmenge von V ausgeweitet werden
kann.
(iv) Für offenes irreduzibles X ⊆ V ist der Homomorphismus aus (iii) ein Iso-
morphismus, d.h.OV,X = k(X), unabhängig von V . Insbesonderer gilt für irre-
duzibles V schonOV,V = k(V ).
(iv) Sei φ : V → W ein Morphismus von Varietäten. Dann wird für jedes irredu-
zibleX ⊆ V ein kanonischer Algebrahomomorphismus

φX : OW,φ(X) → OV,X
[(U, f)] 7→

[
(φ−1(U), f ◦ φ)

]
induziert.
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Lemma 5.4.2. (i) SeiV affin undX ⊆ V abgeschlossen und irreduzibel. Dann gilt

OV,X ∼= k[V ]IV (X).

(ii) SeiV eine Varietät undX ⊆ V eine irreduzible Teilmenge. Dann istOV,X noethersch
und besitzt genau einmaximales Ideal

m = {[(U, f)] | f ≡ 0 aufX ∩ U} .

Es gilt
OV,X/m = k

(
X
)
.

Beweis. (i) Es gibt einen Homomorphismus

k[V ]I(X) → OV,X
p

q
7→
[(
DV (q),

p

q

)]
,

der offensichtlich bijektiv ist. (ii) folgt direkt aus (i), mit Hilfe von Bemerkung
5.4.1 (i) und (ii) (siehe auch Aufgabe 32).

Definition 5.4.3. Sei V eine Varietät und a ∈ V . Dann heißt der Ring

Oa := OV,a := OV,{a} = OV,{a}

der lokale Ring von V im Punkt a. Er besteht also aus regulären Funktionen, die
auf offenen Umgebungen von a definiert sind (mit der Identifikation von Funk-
tionen, die auf beliebig kleinen offenen Umgebung von a übereinstimmen).

Bemerkung/Beispiel 5.4.4. (i) Sei V = An und a ∈ An.Dann gilt

OAn,a = k[x]I(a) =

{
p

q
∈ k(x) | q(a) 6= 0

}
.

Für k = Q undK = C ist zum BeispielOA1,0 = Q[t](t) undOA1,π = Q(t).
(ii) Sei V = V(x1x2) ⊆ A2 und a = (1, 0). Dann gilt

I(a) = (x1 − 1) ⊆ k[V ] = k[x1, x2].

Man erhält einen Isomorphismus

OA1,1 = k[t](t−1) → k[V ](x1−1) = OV,a
t 7→ x1
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(beachte dass x2 = 0 gilt in k[V ](x1−1).) Lokal am Punkt a sieht V also genauso
aus wie der affine RaumA1.
Sei nun andererseits a = (0, 0). Dann gibt es in OV,a = k[V ](x1,x2) die beiden
Elemente x1, x2, die beide nicht 0 sind. Andererseits gilt x1 ·x2 = 0, also istOV,a
nicht nullteilerfrei. Insbesondere kann es einen Isomorphismus wie oben nicht
geben.
(iii) Sei V = V(x2

2 − x3
1 − x2) eine Schleifenkurve und a = (0, 0). Da k[V ] null-

teilerfrei ist, gilt das auch für die LokalisierungOV,a.
(iv) Ist V affin und a ∈ V , so entsprechen die Primideale in OV,a = k[V ]I(a)

genau den Primidealen p von k[V ] mit p ⊆ I(a), und damit den irreduziblen
Teilvarietäten von V , die a enthalten. Damit ist dim(OV,a) die sogenannte lokale
Dimension von a in V , definiert als die maximale Länge einer Kette irreduzibler
Teilvarietäten von V, die a enthalten.
(v) Jeder Morphismus φ : V → W von Varietäten induziert Algebrahomomor-
phismen φa : OW,φ(a) → OV,a der lokalen Ringe, für jedes a ∈ V .

Definition 5.4.5. Ein Ring A heißt lokal, wenn er noethersch ist und genau ein
maximales Idealm besitzt. Man nennt

κ(A) := A/m

den Restklassenkörper vonA. Es gibt eine wohldefinierte Multiplikation

A/m×m/m2 → m/m2.

Auf dieseWeise wird die abelsche Gruppem/m2 zu einemVektorraum über dem
Restklassenkörper κ(A). Wir bezeichnen den algebraischen Dualraum(

m/m2
)∨

=
{
` : m/m2 → κ(A) | ` ist κ(A)-linear

}
dieses Vektorraummit T (A).

Bemerkung5.4.6. Seiϕ : A→ B einRinghomomorphismusvon lokalenRingen,
mit ϕ−1(mB) = mA. Dann induziert ϕ eine Einbettung der Restklassenkörper
κ(A) ↪→ κ(B), und eine κ(A)-lineare Abbildung

mA/m
2
A → mB/m

2
B.

Falls κ(A) = κ(B) = κ, induziert das durch Dualität eine κ-lineare Abbildung

T (B)→ T (A).

Istϕ surjektiv, sogiltκ(A) = κ(B), unddie induzierteAbbildungT (B)→ T (A)
ist injektiv.
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Definition 5.4.7. Sei V eine Varietät und X ⊆ V irreduzibel. Wir nennen den
k
(
X
)
-Vektorraum

TV,X := T (OV,X)

den (k-)Tangentialraum an V entlangW . Der Tangentialraum an einem Punkt
a ∈ V ist TV,a := TV,{a}.

Bemerkung/Beispiel 5.4.8. (i) Tangentialräume sind zunächst einfach abstrakte
Vektorräume (über verschiedenenKörpern), diewir irreduziblen Teilmengen der
Varietät V zuordnen. Für eine geometrische Interpretation und eine Rechtferti-
gung des Begriffs siehe Satz 5.4.10 und Bemerkung 5.4.11.
(ii) Sei a ∈ An beliebig. Dann gilt (zum Beispiel mit Aufgabe 32)

κ := κ (OAn,a) = Quot (k[a1, . . . , an]) = k(a1, . . . , an).

InOAn,a haben wir das maximale Ideal

m =

{
p

q
| p(a) = 0, q(a) 6= 0

}
.

Wir erhalten eineOAn,a-lineare Abbildung

π : m→κn
p

q
7→ q(a)−1 · (∂x1p(a), . . . , ∂xnp(a)) .

Der Kern von π besteht aus denjenigen p
q
∈ m mit ∂xip(a) = 0 für alle i =

1, . . . , n. Schreiben wir p(x + a) = p1 + · · · + pd mit homogenen Summan-
den pj ∈ κ[x] vomGrad j, so gilt ∂xip(a) = ∂xip1(0). Damit besteht der Kern von
π aus denjenigen p

q
mit p(x+ a) = p2 + · · ·+ pd, enthält alsom2.Die induzierte

Abbildung
π̃ : m/m2 → κn

ist dann κ-linear. Durch Dualität erhalten wir eine lineare Abbildung

π̃∨ : (κn)∨ ∼= κn → TAn,a.

Sei nun a ∈ kn angenommen. Dann ist κ = k, π surjektiv (denn π(xi − ai) = ei)
und ker(π) = m2. Also ist π̃ und damit π̃∨ ein Isomorphismus, d.h.

TAn,a ∼= kn.
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(iii) Sei k = F2(x)mit x transzendent, und a :=
√
x ∈ A1. Für dasMinimalpoly-

nom p = t2− x ∈ k[t] von a gilt ∂tp = 0, also liegt p
1
im Kern von π. Andererseits

liegt p
1
aber nicht inm2, wie man leicht sieht. Also ist π̃ nicht injektiv, und damit

π̃∨ nicht surjektiv.
(iv) Sei k = Q und K = C, sowie a = π. Dann gilt κ = Q(π), OA1,a = Q(t)
und damitm = 0 und TA1,π = 0. Insbesondere ist π̃ nicht surjektiv und damit π̃∨

nicht injektiv.

Im folgenden Lemma sieht man, warum wir den Tangentialraum als Dualraum
vonm/m2 definiert haben:

Lemma 5.4.9. Sei φ : V → W ein Morphismus von Varietäten und a ∈ V (k). Dann
induziertφ eine k-lineare Abbildung TV,a → TW,φ(a).

Beweis. φ induziert einen k-Algebrahomomorphismus der lokalen Ringe

OW,φ(a) → OV,a,

der sich wie in Bemerkung 5.4.6 mit den maximalen Idealen verträgt. Nach Be-
merkung 4.3.15 (i) ist φ(a) ∈ W (k), also sind beide Restklassenkörper gleich k.
Die Aussage folgt also aus Bemerkung 5.4.6.

Satz 5.4.10. SeiV ⊆ An abgeschlossen und a ∈ V (k). Dann ist die von der Einbettung
V ↪→ An induzierte k-lineare Abbildung

TV,a → TAn,a ∼= kn

injektiv, und ihr Bild hat die folgende Beschreibung:{
u ∈ kn |

n∑
i=1

ui · ∂xip(a) = 0 ∀p ∈ I(V )

}
.

Beweis. Die von der Einbettung induzierte AbbildungOAn,a → OV,a ist surjektiv,
denn jede reguläre Funktion auf einer offenen Teilmenge von V lässt sich lokal
auf eine offene Teilmenge vonAn ausdehnen.Damit ist die induzierte Abbildung
TV,a → TAn,a injektiv, nach Bemerkung 5.4.6.
Seienm und n die maximalen Ideale inOAn,a bzw.OV,a.Die von der Einbettung
induzierte Abbildung

m/m2 → n/n2
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hat genau den Kern{[
p

q

]
∈ m/m2 | p, q ∈ k[x], q(a) 6= 0, p ∈ m2

a + I(V )

}
.

Nach Dualität und unter der in 5.4.8 (ii) beschriebenen Isomorphie TAn,a ∼= kn

erhalten wir das Bild{
u ∈ kn |

n∑
i=1

ui∂xip(a) = 0 ∀p ∈ m2
a + I(V )

}
.

FürElemente p ∈ m2
a gilt aber ∂xip(a) = 0 für alle i, unddas beweist die Aussage.

Bemerkung 5.4.11. (i) Die Bildmenge in Satz 5.4.10 hat auch folgende alternative
Beschreibung, die den Begriff Tangentialraum endgültig rechtfertigt. Sei p ∈ k[x]
und a ∈ knmit p(a) = 0. Schreibe q(x) := p(x+ a) = q1 + · · ·+ qd als Summe
seiner homogener Bestandteile. Dann gilt

∂xip(a) = ∂xiq(0) = ∂xiq1(0)

und somit
n∑
i=1

ui∂xip(a) = q1(u).

Wegen
p(a+ tu) = q1(u)t+ q2(u)t2 + · · ·+ qd(u)td

besteht das Bild in Satz 5.4.10 also genau aus den Richtungen u ∈ kn, für die
p, eingeschränkt auf die Gerade a + tu, eine mindestens doppelte Nullstelle bei
t = 0 hat (und das für alle p ∈ I(V )). Wir betrachten also alle Geraden, die alle
auf V geltenden Gleichungen im Punkt a nur berühren, aber nicht schneiden.
(ii) Beachte, dass für I(V ) = (p1, . . . , pr) und a ∈ V die Bedingung

n∑
i=1

ui∂xip(a) = 0 ∀p ∈ I(V )

äquivalent ist zu
n∑
i=1

ui∂xipj(a) = 0 für j = 1, . . . , r.

Denn es gilt ∂xi(qpj)(a) = pj(a)︸ ︷︷ ︸
=0

∂xiq(a) + q(a)∂xipj(a) = q(a)∂xipj(a).
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Beispiel 5.4.12. (i) Sei V = V(p) ⊆ An eine Hyperfläche, mit p quadratfrei. Für
jedes a ∈ V (k) besteht der Tangentialraum also aus denjenigen u ∈ kn, die
senkrecht zumGradienten∇p(a) von p am Punkt a stehen.
(ii) Sei V = V(p) ⊆ A2 mit p = x1x2, und sei a = (1, 0). Es gilt∇p(a) = (0, 1).
Also gilt

TV,a = {(u, 0) | u ∈ k} ⊆ k2.

Sei andererseits a = (0, 0). Dann gilt∇p(a) = (0, 0) und somit

TV,a = k2.

Dasselbe Phänomen findet man für die Schleifenkurve V(x2
2 − x3

1 − x2
1) oder die

spitze Kurve V(x2
2 − x3

1) am Punkt a = (0, 0). Hier sind die Varietäten sogar
irreduzibel.
(iii) Es reicht im Allgemeinen nicht, die Bedingung u⊥∇p(a) nur für definieren-
de Gleichungen von V zu stellen. Zum Beispiel ist V(x2

1) = V(x1) ⊆ A2, und
∇x2

1(0, 0) = (0, 0), wohingegen∇x1(0, 0) = (1, 0).

Definition 5.4.13. (i) SeiA ein lokaler Ring. Dann heißtA regulär, wenn

dimκ

(
m/m2

)
= dim(A)

gilt.
(ii) Sei V eine k-Varietät und a ∈ V . Dann heißt a regulärer Punkt von V , falls
OV,a ein regulärer lokaler Ring ist. Andernfalls heißt a singulärer Punkt von V .

Bemerkung 5.4.14. Sei V affin, a ∈ V (k), A = OV,a der lokale Ring von a undm
sein maximales Ideal.
(i) Es ist TV,a ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Insbesondere ist

dimk (TV,a) = dimk

(
m/m2

)
.

(ii) Regularität bedeutet, dass dimk (TV,a) genau mit der lokalen Dimension von
a in V übereinstimmt (siehe Bemerkung 5.4.4 (iv)).

Beispiel 5.4.15. Der Punkt (0, 0) ist kein regulärer Punkt der Schleifenkurve V =
V(x2

2 − x3
1 − x2

1). Alle anderen k-rationalen Punkte sind regulär. Denn an jedem
Punkt ist die lokale Dimension gleich der globalen Dimension gleich 1.



Kapitel 6

Garbentheorie und Schemata

In diesem Kapitel wollen wir eine kurze Einführung in die Konzepte der moder-
nen algebraischen Geometrie, sprich der Schematheorie, geben. Dafür befassen
wir uns zunächstmit dem sehr allgemeinen Begriff einer Garbe, der in vielen Be-
reichen derMathematik auftritt.Wir haben implizit in den früherenAbschnitten
schon viel damit gearbeitet.

6.1 Garben
Definition 6.1.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Ring-Prägarbe F auf X
besteht aus den folgenden Daten:

• Für jede offene TeilmengeU ⊆ X ein RingF(U), wobeiF(∅) = {0} gelte.

• Für je zwei offene TeilmengenU ⊆ V ein Ringhomomorphismus

rV,U : F(V )→ F(U),

genannt die Restriktion von V auf U . Dabei gelte für drei offene Mengen
U ⊆ V ⊆ W stets

rV,U ◦ rW,V = rW,U

sowie rU,U = idF(U).

Bemerkung6.1.2. (i)OffensichtlichkannmaneineGruppen-,Vektorraum,Mengen-
, etc.-Prägarbe ganz analog definieren, wennman den Begriff Ring und Ringho-
momorphismus jeweils entsprechend ersetzt.

145
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(ii) Noch etwas allgemeiner formuliert man das so: Der topologische Raum X
kannals eigeneKategorieX aufgefasstwerden.Dabei sinddieObjektegeradedie
offenen Teilmengen, und dieMorphismen sind die Inklusionen. Für eine beliebi-
geweitereKategorieK ist einePrägarbemitWerten inK (oder eineK-Prägarbe)
dann einfach ein kontravarianter Funktor vonX nachK. Wir wollen uns im fol-
genden aber immer auf Ringe beschränken.

Beispiel 6.1.3. (i) Sei V eine k-Varietät, und für jede offene Menge U ⊆ V sei
O(U)der Ring der regulären Funktionen aufU .Mit der Restriktion von Funktio-
nen auf kleinereDefinitionsmengen erhaltenwir eine Ring-PrägarbeO (genauer
sogar einek-Algebra-Prägarbe) aufV , genannt diePrägarbeder regulärenFunk-
tionen.
(ii) SeienX,W topologische Räume. FürU ⊆ X offen sei C(U,W ) dieMenge al-
ler stetigen Funktionen vonU nachW (je nachweiterer Struktur vonW kanndas
z.B. auch ein Ring sein).Wiederummit der Restriktion von Funktionen auf klei-
nereDefinitionsbereicheerhaltenwir einePrägarbeC aufX, genanntdiePrägar-
be der stetigen Funktionen mit Werten inW . So ähnlich kann man Prägarben
von differenzierbaren- oder holomorphen Funktionen definieren.
(iii) SeiX = {0, 1} versehenmit der feinstmöglichenTopologie.Der Verbandder
offenenMengen sieht also folgendermaßen aus:

{0, 1}
OO

� ?

cc

1 Q

;;

- 


{0}
cc

1 Q

{1}
;;

- 


∅

.

Eine Prägarbe aufX besteht also aus einem kommutativen Diagramm von Rin-
gen des folgenden Typs

A

��

!!}}
B

  

C

~~
{0}

.

(iv) SeiF eine Prägarbe aufX, undU ⊆ X offen. Jede offene Teilmenge vonU ist
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eineoffeneTeilmengevonX, undsomitkannmanF einfachaufU einschränken.
Die so entstehende Prägarbe aufU bezeichnen wir mitF|U .

Umdie Lokalität derBedingung andie verwendeten Funktionsklassen inBeispiel
6.1.3 (i) und (ii) axiomatisch zu erfassen, definiertmannundenBegriff einerGar-
be.

Definition6.1.4. SeiX ein topologischerRaum.EineGarbeaufX ist einePrägar-
beF , die zusätzlich folgende Bedingung erfüllt:
Für jedes offeneU ⊆ X, jede offeneÜberdeckungU =

⋃
i∈I Ui und jedeAuswahl

von Elementen si ∈ F(Ui)mit

rUi,Ui∩Uj(si) = rUj ,Ui∩Uj(sj)

für alle i, j ∈ I, gibt es genau ein s ∈ F(U)mit

rU,Ui(s) = si

für alle i ∈ I.

Bemerkung/Beispiel 6.1.5. (i) Denktman sich jedesF(U)wirklich alsMenge von
aufU definiertenFunktionen, so sagtdieGarbeneigenschaft, dassdieBedingung
an die betrachteten Funktionen lokal ist. Für vorgegebene Funktionen si auf Ui,
die auf allen paarweisen Schnitten übereinstimmen, gibt es natürlich immer ge-
nau eine global auf U definierte Funktion s, die alle si fortsetzt. Dieses s muss
aber nun automatisch die inF geforderten Bedingungen erfüllen.
(ii) Die in Beispiel 6.1.3 (i) und (ii) betrachteten PrägarbenO und C der regulären
bzw. stetigen Funktionen sind sogar Garben. Regulärität und Stetigkeit sind lo-
kale Bedingungen.
(iii) Die inBeispiel 6.1.3 (iii) betrachtete Prägarbe ist nicht notwendigerweise eine
Garbe.DieBedingung ist hier, dass jedesPaar vonElementen b ∈ B, c ∈ C genau
ein gemeinsames Urbild inA hat.
(iv) Die Einschränkung F|U einer Garbe F auf eine offene Teilmenge U ⊆ X ist
offensichtlich wieder eine Garbe.

Definition 6.1.6. Seien (X,F), (Y,G) topologische Räumemit (Prä-)Garben. Ein
Morphismus von (Prä-)Garben besteht aus den folgenden Daten:

• Eine stetige Abbildung f : X → Y .
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• Für jede offene MengeU ⊆ Y ein Ringhomomorphismus

f ∗U : G(U)→ F(f−1(U))

so dass fürU ⊆ V ⊆ Y das folgende Diagramm stets kommutiert:

G(V )

rV,U

��

f∗V // F(f−1(V ))

rf−1(V ),f−1(U)

��
G(U)

f∗U

// F(f−1(U))

Wir schreiben oft auch einfach f ∗ statt f ∗U , und bezeichnen den gesamtenHomo-
momorphismusmit (f, f ∗).

Bemerkung/Beispiel 6.1.7. (i) Morphismen von (Prä-)Garben kann man auf die
offensichtliche Weise hintereinander ausführen. Ebenso ist die Identität ein of-
fensichtlicherMorphismus.Deshalb erhaltenwir aucheinenkanonischenBegriff
von (Prä-)Garbenisomorphismus, als Morphismus mit beidseitigem Inversen.
Es ist (f, f ∗) genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Homöomorphismus
und alle f ∗U Isomorphismen der jeweiligen Ringe sind.
(ii) Die Abbildung f ∗U nennt man auch die Zurückziehung von Elementen aus
G(U) nach F(f−1(U)). Sind F ,G Garben von Funktionen, handelt es sich da-
bei oft wirklich um die Zurückziehung durch Komposition mit f . Man benötigt
dabei dann die Bedingung, dass alle Zurückziehungen von Funktionen aus G die
inF spezifierte Bedingung erfüllen.
(iii) SindV,W k-Varietäten, versehenmit derGarbeder regulärenFunktionen, so
sind die früher definierten Morphismen gerade Morphismen im Sinne der Gar-
bentheorie.
(iv) Sind X, Y topologische Räume mit der Garbe der stetigen Funktionen mit
Werten inW , dann erhält man für jede stetige Funktion f : X → Y einen Mor-
phismus, indemman f ∗ als Zurückziehungmittels f definiert.

Um das lokale Verhalten einer (Prä-)Garbe an einem Punkt zu erfassen, definiert
man den Begriff eines Halms (der genau mit dem Begriff lokaler Ring an einem
Punkt aus Abschnitt 5.4 übereinstimmt). Sei dazu (X,F) eine (Prä-)Garbe und
x ∈ X. Auf der Menge

M := {(U, s) | x ∈ U,U ⊆ X offen, s ∈ F(U)}
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definiert man folgende Äquivalenzrelation:

(U, s) ∼ (V, t) :⇔ ∃W ⊆ U ∩ V offen, x ∈ W, mit rU,W (s) = rV,W (t).

Im Fall einer Garbe von Funktionen bedeutet das: zwei auf Umgebungen von x
definierte Funktionen sind äquivalent, wenn sie auf einer kleinen offenenUmge-
bung von x übereinstimmen. Die Menge

Fx :=M/ ∼= {[(U, s)] | (U, s) ∈M}

der Äquivalenzklassen trägt nun eine kanonische Ringstruktur:

[(U, s)]u [(V, t)] := [(U ∩ V, rU,U∩V (s)u rV,U∩V (t))].

Etwas abstrakter formuliert ist Fx gerade der direkte Limes des gerichteten Sy-
stems der Ringe F(U) mit Restriktionsabbildungen, wobei U alle offenen Um-
gebungen von x durchläuft.

Definition 6.1.8. Der RingFx heißtHalmder (Prä-)GarbeF amPunkt x.

Bemerkung 6.1.9. (i) Für offenes U ⊆ X mit x ∈ U gibt es den kanonischen
Homomorphismus

F(U)→ Fx
s 7→ [(U, s)].

(ii) Istϕ = (f, f ∗) : (X,F)→ (Y,G) ein Garbenmorphismus, so induziert er für
jedes x ∈ X einen kanonischenMorphismus der Halme

ϕx : Gf(x) → Fx
[(U, s)] 7→ [(f−1(U), f ∗(s))].

Satz 6.1.10. Seiϕ = (f, f ∗) : (X,F) → (Y,G) einMorphismus von Garben, wobei f
ein Homöomorphismus der topologischen Räume sei. Dann ist ϕ genau dann ein Isomor-
phismus, wenn für allex ∈ X die induziertenMorphismenϕx derHalme Isomorphismen
sind.

Beweis. Istϕ ein Isomorphismus, so sind alleϕx offensichtlich ebenfalls Isomor-
phismen, denn der Umkehrmorphismus von ϕ induziert die Umkehrmorphis-
men der ϕx.
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Seien also umgekehrt alle ϕx Isomorphismen. Da f ein Homöomorphismus ist,
können wir nach Umbenennung der ElementeX = Y und f = id annehmen.
Wir müssen nun zeigen, dass für jedes offeneU ⊆ X die Abbildung

f ∗ : G(U)→ F(U)

ein Ringisomorphismus ist. Dafür zeigen wir die Bijektivität. Sei also zunächst
s ∈ G(U)mit f ∗(s) = 0. Dann ist für jedes x ∈ U auch das Bild von f ∗(s) inFx
Null, und aufgrund der Kommutativität des Diagramms

G(U)
f∗ //

��

F(U)

��
Gx ϕx

// Fx

und der Injektivität von ϕx folgt, dass das Bild von s in Gx ebenfalls immer Null
ist. Das bedeutet, dass jedes x ∈ U eine offene Umgebung Ux ⊆ U besitzt, mit
rU,Ux(s) = 0. Diese Mengen Ux liefern eine offene Überdeckung von U , und aus
der Eindeutigkeitsbedingung im Garbenaxiom für G folgt direkt s = 0.
Für die Surjektivität von f ∗ sei t ∈ F(U) gegeben. Wir bilden t nach Fx ab und
verwenden die Surjektivität von ϕx: es gibt ein sx ∈ Gxmit

ϕx(sx) = t ∈ Fx.

Es wird sx repräsentiert von einem Element s̃x ∈ G(Ux), wobei Ux ⊆ U eine
offene Umgebung von x ist. Dann sind f ∗(s̃x) und rU,Ux(t) zwei Elemente von
F(Ux), die inFx dasselbe Element repräsentieren.Wir können also o.B.d.A ihre
Gleichheit annehmen (nach eventueller Verkleinerung vonUx):

f ∗(s̃x) = rU,Ux(t).

Für x, y ∈ U haben wir nun also s̃x ∈ G(Ux) und s̃y ∈ G(Uy), und nach Re-
striktion aufUx ∩ Uy werden beide Elemente mittels f ∗ auf dasselbe abgebildet,
nämlich die Einschränkung von t. Aus der bereits bewiesenen Injektivität von f ∗

(auf allenU ) folgt also

rUx,Ux∩Ux(s̃x) = rUy ,Ux∩Uy(s̃y).

Da die Ux die Menge U offen überdecken, gibt es laut Garbenaxiom für G ein
s ∈ G(U) mit rU,Ux(s) = s̃x für alle x ∈ U. Es gilt nun f ∗(s) = t. Dafür ge-
nügt es aufgrund des Garbenaxioms an F , die Gleichheit nach Restriktion auf
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alle MengenUx zu zeigen. Es gilt aber

rU,Ux(t) = f ∗(s̃x) = f ∗(rU,Ux(s)) = rU,Ux(f
∗(s)).

Das beweist die Behauptung.

Bemerkung 6.1.11. (i) Der Beweis von Satz 6.1.10 zeigt, dass die Injektivität aller
ϕx die Injektivität aller f ∗ induziert. Für die Surjektivität der f ∗ haben wir aber
außer der Surjektivität der ϕx auch noch die Injektivität von f ∗ verwendet. Im
Allgemeinen impliziert die Surjektivität aller ϕx auch nicht die Surjektivität aller
f ∗.
(ii) Ohne genauer ins Detail zu gehen impliziert die Bemerkung aus (i), dass der
Funktor (X,F) 7→ F(X) kein exakter Funktor ist. Man kann Garbenkohomologie
deshalb als abgeleitete Funktorenfolge dieses Funktors definieren.

Man kann eine Prägarbe immer eindeutig zu einer Garbe erweitern:

Satz 6.1.12. SeiF eine Prägarbe aufX. Dann gibt es eine GarbeF+ aufX , sowie einen
Morphismus ι = (id, f ∗) : (X,F+) → (X,F), mit der folgenden universellen Eigen-
schaft:
Jeder Morphismus ϕ : (Y,G) → (X,F) von einer Garbe nach (X,F) faktorisiert ein-
deutig durch ι:

(Y,G)

∃! %%

ϕ // (X,F)
OO

ι

(X,F+)

Dadurch ist F+ bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt. Man nennt F+ die
Garbifizierung vonF .

Beweis. FürU ⊆ X offen definieren wirF+(U) als die Menge aller Abbildungen

s : U →
⊔
x∈U

Fx

mit den folgenden beiden Eigenschaften:

(1) s(x) ∈ Fx für alle x ∈ U .

(2) Für alle x ∈ U gibt es eine offene Umgebung Ux ⊆ U von x, und ein t ∈
F(Ux)mit

s(y) = t inFy für alle y ∈ Ux.
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Wir betrachten also die lokal konstantenAbbildungen in die disjunkte Vereinigung
der Halme über U . Offensichtlich trägt F+(U) mit punktweise definierten Ver-
knüpfungen eine Ringstruktur, und wir erhalten mit der wirklichen Restriktion
auf kleiner Definitionsmengen eine Prägarbe. Aufgrund der Lokalität der Bedin-
gung (2) istF+ aber sogar eine Garbe aufX.
Die Abbildungen f ∗ : F(U)→ F+(U) sind die offensichtlichen: jedes t ∈ F(U)
definiert eine auf ganz U konstant durch t gegebene Funktion s. Der Beweis der
universellen Eigenschaft ist Aufgabe 34.

Bemerkung 6.1.13. Der Konstruktion vonF+ siehtman direkt an, dass derMor-
phismus ι Isomorphismen aller Halme induziert:

Fx ∼= F+
x für alle x ∈ X.

Insbesondere kann Satz 6.1.10 ohne die Garbenbedingung nicht stimmen.

6.2 Schemata
Wir wollen nun zu jedem kommutativen Ring A einen topologischen Raum mit
Ringgarbe konstruieren. Die Konstruktion ist eng an die der regulären Funktio-
nen auf Varietäten angelehnt. Allerdings lassenwir beliebige Ringe zu, und nicht
nur endlich erzeugte reduzierte Algebren über Körpern, wie in der bisherigen
Geometrie.Das erlaubtuns später, geometrischeMethodenauchauf Fragenetwa
der Zahlentheorie anzuwenden.

Definition 6.2.1. SeiA ein Ring. Die Menge

Spec(A) := {p ⊆ A | p Primideal}

heißt Spektrum vonA.

Sei I ⊆ A eine beliebige Menge.Wir setzen

V(I) := {p ∈ Spec(A) | I ⊆ p} ,

und nennen die Menge die von I definierte Varietät. Offensichtlich gilt

V(I) = V((I)) = V
(√

(I)
)
,
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und wir können also immer I als Radikalideal annehmen. Ebenso offensichtlich
gilt

V(1) = ∅ und V(0) = Spec(A)

sowie
V(I) ∪ V(J) = V(I ∩ J) = V(IJ)

und ⋂
λ∈Λ

V(Iλ) = V

(∑
λ∈Λ

Iλ

)
für Ideale I, J, Iλ.

Definition 6.2.2. Die Zariskitopologie auf Spec(A) hat die Mengen V(I) als ab-
geschlossene Mengen.

Beispiel 6.2.3. (i) Sei k ein Körper. Dann hat Spec(k) = {(0)} nur einen Punkt,
und die Topologie ist deshalb klar.
(ii) Es gilt Spec(Z) = {(0), (2), (3), (5), . . .}. Für 0 6= n ∈ Zmit Primfaktorzer-
legung n = pe11 · · · perr ist

V(n) = {(p1), . . . , (pr)} .

Aus (0) ∈ V(I) folgt V(I) = Spec(Z), der einzelne Punkt (0) liegt also dicht.
(iii) Sei k ein Körper und A = k[x1, . . . , xn]. Dann entsprechen die Punkte von
Spec(A) genau den irreduziblen k-Varietäten inAn, nachKorollar 1.3.16. Für I ⊆
A und p ∈ Spec(A) gilt dann

p ∈ V(I) ⇔ I ⊆ p ⇔
√
I ⊆ p ⇔ inAn gilt V(p) ⊆ V(I).

Die abgeschlossene Menge V(I) in Spec(A) enthält als Punkte also alle irredu-
ziblen Teilmengen der geometrischen Varietät V(I) ⊆ An.
Setzen wir k als algebraisch abgeschlossen voraus, so sind die Punkte vonAn gera-
de dieminimalen nichtleeren k-Untervarietäten, und die entsprechen genau den
maximalen Idealen vonA:

An ↔ MaxSpec(k[x]).

Für a ∈ An,ma := (x1 − a1, . . . , xn − an) und I ⊆ k[x] gilt dann

ma ∈ V(I)⇔ a ∈ V(I).
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Dabei ist rechts die geometrische Varietät inAn, und links die Varietät im Spek-
trumgemeint.Eingeschränkt aufMaxSpec(k[x]) ist dieZariskitopologie alsoge-
rade die bereits bekannte k-Zariskitopologie aufAn.
Falls k nicht algebraisch abgeschlossen ist, finden wir die Punkte von An nicht
unbedingt einzeln in MaxSpec(k[x]) wieder. Für k = R entspricht das maxi-
male Ideal (t2 + 1) ∈ MaxSpec(R[t]) der minimalen Varietät {i,−i} ⊆ A1,
und i,−i haben einzeln keine Korrelate in Spec(R[t]). Andererseits sind i,−i be-
züglichderR-Zariskitopologie aufA1 sowiesoununterscheidbar. IndieserSicht-
weise ist MaxSpec(R[t]) eigentlich das viel geeignetere Objekt als A1. Die dop-
pelte geometrische Vielfachheit vonm = (t2 + 1) ist immer noch erhalten in der
Tatsache, dass

dimR (R[t]/m) = 2

gilt

(iv) Für eine k-VarietätV ⊆ An gelten die in (iii) getroffenen Aussagen völlig ana-
log mitA = k[V ].
(v) FürA = k[t]/(t2) erhalten wir Spec(A) = {(t)}. Allgemeiner noch gibt es für
jeden Ring A eine kanonische Bijektion zwischen Spec(A) und
Spec(A/Nil(A)),undhiergiltA/Nil(A) = k.Als topologischeRäumesindSpec(k[t]/(t2))
und Spec(k) also homöomorph.
(vi) Sei A = Z/6Z. Dann gilt SpecA = {(2), (3)}, und alle Teilmengen sind
offen.Wir erhalten also gerade den topologischenRaumX aus Beispiel 6.1.3 (iii).

Bemerkung 6.2.4. (i) Die einelementige Menge {p} ⊆ Spec(A) ist genau dann
abgeschlossen, wenn p ein maximales Ideal ist. Für den Abschluss gilt nämlich

{p} = {q | p ⊆ q} = V(p).

Insbesondere ist Spec(A) in den seltensten Fällen hausdorffsch.
(ii) IstA noethersch, so ist Spec(A) ebenfalls noethersch. Aus

V(I1) ⊇ V(I2) ⊇ · · ·

folgt mit Satz 1.1.4 √
I1 ⊆

√
I2 ⊆ · · ·

und diese Kette wird stationär. Wegen V(Ii) = V(
√
Ii)wird auch die ursprüng-

liche Kette stationär.
(iii) Für a ∈ A setzen wir

D(a) := V(a)c = {p ∈ Spec(A) | a /∈ p} .
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Wegen
V(I)c =

⋃
a∈I

D(a)

bildendieseMengenalsoeineBasisoffenerMengenderZariskitopologie aufSpec(A).
(iv) AlleMengenD(a) (unddamit auchSpec(A) = D(1)) sindquasikompakt. Aus

V(a) ⊇
⋂
λ

V(Iλ) = V

(∑
λ

Iλ

)
folgt nämlich mit Satz 1.1.4

a ∈
√∑

λ

Iλ.

Also liegt a bereits im Radikal einer endlichen Teilsumme der Iλ, und damit ist
der Durchschnitt dieser endlich vielen V(Iλ) bereits in V(a) enhalten.
(v) Für einen RingA sind äquivalent (Aufgabe 35):

• Spec(A) ist ein irreduzibler topologischer Raum.

• A besitzt ein kleinstes Primideal.

• Spec(A) besitzt einen dichten Punkt.

(vi) Sei ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es die kanonische Ab-
bildung

ϕ∗ : Spec(B)→ Spec(A)

q 7→ ϕ−1(q)

und wegen
(ϕ∗)−1 (V(I)) = V (ϕ(I))

ist diese stetig bezüglich der Zariskitopologien.

Nachdemwir Spec(A) nun als topologischen Raum konstruiert haben, versehen
wir ihnmit einer RinggarbeO. Sei alsoU ⊆ Spec(A) offen.Wir definierenO(U)
als die Menge aller Abbildungen

s : U →
⊔
p∈U

Ap

welche die folgenden beiden Bedingungen erfüllen:
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(1) s(p) ∈ Ap für alle p ∈ U .

(2) Für jedesp ∈ U existiert eineoffeneUmgebungUp ⊆ U vonp, unda, b ∈ A
mit

s(q) =
a

b
∈ Aq

für alle q ∈ Up (insbesondere soll b /∈ q für alle q ∈ Up gelten).

Obwohl
⊔

p∈U Ap kein Ring ist, bilden die betrachteten Funktionen s doch einen
Ring. Es gilt ja stets s(p) ∈ Ap, und also kann man die Funktionen punktweise
verknüpfen. Offensichtlich bleiben Eigenschaften (1) und (2) dabei erhalten. Für
U ⊆ V ⊆ Spec(A) offen sei

rV,U : O(V )→ O(U)

die wirkliche Restriktion der Funktionen auf den kleineren Definitionsbereich
U , ein wohldefinierter Ringhomomorphismus. Auf diese Weise erhalten wir ei-
ne Prägarbe auf Spec(A). Aufgrund der Lokalität der Eigenschaft (2) ist es sogar
eine Garbe.

Definition 6.2.5. Die GarbeO auf Spec(A) heißt Garbe der regulären Funktio-
nen.

Satz 6.2.6. SeiA ein Ring undO die Garbe der regulären Funktionen auf Spec(A).

(i) Für p ∈ Spec(A) giltOp
∼= Ap.

(ii) Für a ∈ A giltO(D(a)) ∼= Aa, und insbesondereO(Spec(A)) ∼= A.

Beweis. (i): Wir betrachten den Morphismus ϕ : Op → Ap, der eine lokal um p
definierte Funktion s am Punkt p auswertet: ϕ(s) := s(p) ∈ Ap. Dann ist ϕ of-
fensichtlich surjektiv, denn jedes Element a

b
∈ Ap definiert auf der offenen Um-

gebungD(b) von p die Funktion s(q) := a
b
∈ Aq, die offensichtlich zuO(D(b))

gehört. Ihr Bild imHalmOp wird unter ϕ auf ab abgebildet.
Für die Injektivität seien s, t zwei lokal um p definierte Funktionen mit s(p) =
t(p) inAp.Dabei könnenwir o.B.d.A. annehmen, dass sund tbeide auf derselben
offenen Umgebung U von p jeweils durch die Brüche a

b
und c

d
definiert sind. Es

gibt nun ein e /∈ pmit e(ad − bc) = 0 in A. Für alle qmit e /∈ q gilt dann aber
auch a

b
= c

d
inAq, d.h. s und t stimmen auf der offenen UmgebungU ∩D(e) von

p überein und definieren imHalmOp also dasselbe Element.
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(ii) Jedes Element b
an
∈ Aa definiert eine kanonische Funktion s ∈ O(D(a))

durch die Vorschrift
s(p) :=

b

an
∈ Ap.

Auf dieseWeise erhalten wir einen Homomorphismus

ψ : Aa → O(D(a)).

Um die Injektivität von ψ zu zeigen nehmen wir an, dass

b

an
=

c

am
∈ Ap

für alle p ∈ D(a) gelte. Es gibt also dp /∈ pmit dp(bam−anc) = 0 inA. DieMenge

I := {d ∈ A | d(bam − anc) = 0}

ist ein Ideal in A, das also in keinem p aus D(a) enthalten ist. Jedes Primideal
über I enthält also a, d.h. a ∈

√
I. Also gilt al(bam − anc) = 0 inA für ein l ≥ 0,

und also b
an

= c
am
inAa.

Für die Surjektivität von ψ sei s ∈ O(D(a)) gegeben. Lokal, und deshalb auf
einer Teilmenge der GestaltD(b) ist s durch einen Bruch c

d
gegeben, mitD(b) ⊆

D(d). Wegen D(b) = D(b) ∩ D(d) = D(bd) und c
d

= cb
db
können wir also D(a)

überdecken durch TeilmengenD(ai), auf denen s jeweils durch bi
ai
dargestellt ist.

Mit Bemerkung 6.2.4 (v) können wir also

D(a) = D(a1) ∪ . . . ∪ D(ar)

mit s = bi
ai
aufD(ai) annehmen. AufD(ai)∩D(aj) = D(aiaj)wird s also sowohl

durch bi
ai
als auch durch bj

aj
repräsentiert, und aus der bereits bewiesenen Injekti-

vität (angewandt auf dieMengeD(aiaj)) folgt biai =
bj
aj
inAaiaj .Wir erhalten also

eine Identität
(aiaj)

n(biaj − aibj) = 0

inA. Hier sind nur endlich viele i, j im Spiel, also können wir immer dasselbe n
verwenden. Umgeschrieben erhalten wir

an+1
j (ani bi)− an+1

i (anj bj) = 0.

Wegen
bi
ai

=
ani bi

an+1
i
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können wir also o.B.d.A. annehmen, dass aibj = ajbi für alle i, j gilt.
DaD(a) durch dieD(ai) überdeckt wird, gilt wie früher a ∈

√
(a1, . . . , ar), also

am =
r∑
j=1

cjaj.

Wir setzen b :=
∑r

j=1 cjbj. Für jedes i gilt dann

aib =
r∑
j=1

cjaibj =
r∑
j=1

cjajbi = bia
m,

und also
bi
ai

=
b

am
inAp

für alle p ∈ D(ai). Das zeigt s = ψ
(
b
am

)
.

Beispiel 6.2.7. (i) Sei k ein Körper. Der Verband der offenenMengen von Spec(k)
sowie die Ringgarbe sehen folgendermaßen aus:

{(0)} k

��
∅ (0)

(ii) SeiA = k[t]/(t2). Wir erhalten folgende Garbe

{(t)} k[t]/(t2)

��
∅ (0)

EssindalsoSpec(k)undSpec (k[t]/(t2))zwarals topologischeRäumehomöomorph,
nicht jedoch isomorph im garbentheoretischen Sinn.
(iii) SeiA = Z/6Z. Wir erhalten den folgenden Verband der offenenMengen:

Spec(A)

D(3) = {(2)} {(3)} = D(2)

∅

.
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NachSatz 6.2.6 giltO(D(3)) = (Z/6Z)3 = Z/2Z, undanalogO(D(2)) = Z/3Z.
Wir erhalten also folgende Garbe:

Z/6Z

##{{
Z/2Z

##

Z/3Z

{{
{0}

.

Die Tatsache, dass es sich dabei um eine Garbe handelt, entspricht gerade der
Aussage des chinesischen Restsatzes. Hier sehen wir, dass man zahlentheoreti-
sche Aussagen durchaus mit geometrischenMethoden beweisen kann.
(iv) Für jeden RingA nennen wir

AnA := (Spec(A[x1, . . . , xn]),O)

den n-dimensionalen affinenRaumüberA.

Definition 6.2.8. Ein Raum (X,F) mit Ringgarbe heißt affines Schema, falls
(X,F) ∼= (Spec(A),O) für einenRingA. (X,F)heißtSchema, falls jeder Punkt
x ∈ X eine offene Umgebung Ux besitzt, so dass (Ux,F|Ux) ein affines Schema
ist.

Bemerkung 6.2.9. (i) Sei (X,F) ein Schema. Für die Berechnung der HalmeFx
könnenwir (X,F)dann sogar als affines Schema annehmen. Also sind nach Satz
6.2.6 alle HalmeFx isomorph zu Ringen der GestaltAp, und damit lokale Ringe.
(ii) Sei (X,F) ein affines Schema. Aus (X,F) ∼= (Spec(A),O) folgt

F(X) ∼= O(Spec(A)) ∼= A.

Es gilt dann also stets (X,F) ∼= (Spec(F(X)),O).
(iii) Sei (X,F) einRaummit Ringgarbe, dessenHalmeFx alles lokale Ringe sind.
Dann gibt es eine kanonische stetige Abbildung

f : X → Spec (F(X)) .

Dazu betrachten wir für x ∈ X das eindeutige maximale Ideal mx ⊆ Fx, und
setzen f(x) als das Urbild vonmx unter demMorphismusF(X)→ Fx.Der Be-
weis der Stetigkeit von f ist Aufgabe 37. Für (X,F) = (Spec(A),O) liefert die
Konstruktion gerade id : Spec(A)→ Spec(A).
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(iv) Sei (Spec(A),O) ein affines Schema und a ∈ A. Dann gilt

(D(a),O|D(a)) ∼= (Spec(Aa),O)

(Aufgabe 38). Insbesondere ist (D(a),O|D(a))wieder affin.
(v) Für a ∈ A und p ∈ Spec(A) gilt offensichtlich

a /∈ p⇔ a ∈ (Ap)
× .

Sei nun (f, f ∗) : (X,F) ∼= (Spec(A),O) ein Isomorphismus. Wir sehen also,
dass der basisoffenen Menge D(a) in Spec(A) in X genau die folgende Menge
entspricht:

D(f ∗(a)) :=
{
x ∈ X | f ∗(a) ∈ (Fx)×

}
.

Mit (iv) erhalten wir die Aussage, dass für jedes affine Schema (X,F) und jedes
a ∈ F(X) auch das offene Teilschema

(D(a),O|D(a))

wieder affin ist.

Definition 6.2.10. Seien (A,m) und (B, n) lokale Ringe, sowie ϕ : A → B ein
Ringhomomorphismus. Dann heißt ϕHomomorphismus lokaler Ringe, falls

ϕ−1(n) = m

gilt (alternativ kannman auch ϕ(m) ⊆ n fordern).

Der folgende Satz kann als eine abstraktere Version von Satz 1.4.8 gelten.

Satz 6.2.11. SeienA,B Ringe.

(i) Jeder Ringhomomorphismusϕ : A→ B induziert einen kanonischenGarbenmor-
phismusϕ∗ : (Spec(B),O)→ (Spec(A),O). Die davon auf denHalmen indu-
ziertenMorphismen sind alles Homomorphismen lokaler Ringe.

(ii) JederGarbenmorphismus (Spec(B),O)→ (Spec(A),O), der auf allenHalmen
Morphismen lokaler Ringe induziert, kommt wie in (i) von einem Ringhomomor-
phismus.
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Beweis. (i): Aus ϕ erhalten wir die stetige Abbildung

ϕ∗ : Spec(B)→ Spec(A)

q 7→ ϕ−1(q).

Wir konstruieren nun die Abbildungen

O(U)→ O((ϕ∗)−1(U))

wirklichalsZurückziehungderaufU definiertenAbbildungenmittelsϕ∗, hängen
aber punktweise noch den von ϕ induzierten Homomorphismus

Aϕ−1(q) → Bq

hinter die zurückgezogenen Abbildungen. Auf dieseWeise erhalten wir wirklich
ElementevonO((ϕ∗)−1(U)),und insgesamtdengewünschtenGarbenhomomor-
phismus.
Man sieht nun leicht, dass die auf den Halmen induziertenMorphismen

Aϕ−1(p) = Oϕ∗(q) → Oq = Bq

gerade die vonϕ kanonisch induziertenMorphismen sind. Diese sind aberMor-
phismen lokaler Ringe.
(ii): Sei (f, f ∗) : (Spec(B),O) → (Spec(A),O) ein Garbenhomomorphismus,
mit der zusätzlich geforderten lokalen Eigenschaft. Dann ist

ϕ := f ∗ : A = O(Spec(A))→ O(Spec(B)) = B

ein Ringhomomorphismus. Desweiteren betrachten wir die auf den Halmen in-
duziertenMorphismen, und folgendes kommutatives Diagramm:

O(Spec(A)) = A
ϕ //

��

B = O(Spec(B))

��
Of(q) = Af(q)

f∗q // Bq = Oq

Es gilt nun

ϕ∗(q) = ϕ−1(q) = ϕ−1 (qBq ∩B) = (f ∗q )−1(qBq) ∩ A = f(q)Af(q) ∩ A = f(q).

Für die vorletzte Gleichung habenwir verwendet, dass f ∗q einHomomorphismus
lokaler Ringe ist. Also induziert ϕ genau die Abbildung f .
Man sieht nun leicht, dass die vonϕwie in (i) induzierten Abbildungen zwischen
den Ringen der beiden Garben auch wirklich mit den f ∗ übereinstimmen.
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Korollar 6.2.12. Seien (X,F), (Y,G) affine Schemata. Dann gilt

(i) (X,F) ∼= (Y,G) genau dannwennF(X) ∼= G(Y ).

(ii) JederGarbenisomorphismus zwischen (X,F) und (Y,G) kommt von einemRingi-
somorphismus zwischenF(X) undG(Y ).

Beweis. (i): Jeder Isomorphismus von Garben induziert insbesondere einen Iso-
morphimus G(Y ) → F(X). Umgekehrt ist die in Satz 6.2.11 (i) beschriebene
Konstruktion funktoriell, ausF(X) ∼= G(Y ) folgt also (Spec(F(X)),O) ∼= (Spec(G(Y )),O).
Desweiteren gilt (X,F) ∼= (Spec(F(X)),O) sowie (Y,G) ∼= (Spec(G(Y )),O).
(ii): JederGarbenisomorphismus induziert IsomorphismenaufdenHalmen. Iso-
morphismen zwischen lokalen Ringen sind aber automatischMorphismen loka-
ler Ringe.

Beispiel 6.2.13. Seik einKörper, undA ⊆ k einTeilringmitSpec(A) = {(0),m},
wobeim 6= (0). Solche Ringe gibt es: man wähle beispielsweise k = Q undA =
Zpmit (0) 6= p ∈ Spec(Z).
In Spec(k) giltO(0) = k, und in Spec(A) giltO(0) = Quot(A),Om = Am = A.
(i) Die Inklusion ι : A ⊆ k induziert einen Morphismus ι∗ : (Spec(k),O) →
(Spec(A),O) mit ι∗((0)) = (0). Auf dem Halm liefert das die Einbettung
Quot(A) ↪→ k, ein Morphismus lokaler Ringe.
(ii) Andererseits gibt esdie stetigeAbbildungf : Spec(k)→ Spec(A)mitf((0)) =
m. Wir machen Sie zu einem Morphismus von Garben durch das folgende Dia-
gramm:

k = O(Spec(k)) oo
f∗:=ι

��

O(Spec(A)) = A

��
O({(0)})

uu ��
(0) oo (0)

Auf demHalm induziert das gerade wieder die Einbettung

ι : Om = A→ k = O(0),

und das ist kein Morphismus lokaler Ringe. Also kommt (f, f ∗) nicht von einem
Ringhomomorphismus.
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Definition6.2.14. EinSchemamorphismus ist einGarbenhomomorphismuszwi-
schen Schemata, der zusätzlich auf allenHalmenHomomorphismen von lokalen
Ringen induziert.

Bemerkung 6.2.15. (i) Die Schemamorphismen zwischen affinen Schemata ent-
sprechen also genau den Ringhomomorphismen der zugrundeliegenden Ringe.
(ii) Ein Garbenisomorphismus zwischen Schemata ist automatisch ein Schemai-
somorphismus.

Wir haben nun affine Schemata und allgemeine Schemata eingeführt. Nun kon-
struieren wir noch sogenannte projektive Schemata, als Unterklasse der allgemei-
nen Schemata. Die Konstruktion geht ganz analog zu der von affinen Schemata,
nur dass wir nun alles graduiert betrachten.
Sei alsoR =

⊕
d∈ZRd einZ-graduierter Ring, wobei wir stetsRd = {0} für d <

0 voraussetzen. Wie üblich bezeichnen wir mit R+ =
⊕

d≥1Rd das irrelevante
Ideal.

Definition 6.2.16. Die Menge

Proj(R) := {p ⊆ R | p homogenes Primideal , R+ * p}

heißt projektives Spektrum vonR.

Wir versehenProj(R)wie zu erwarten mit der Topologie, die die Mengen

V+(I) := {p ∈ Proj(R) | I ⊆ p}

als abgeschlosseneMengenhat.Mankannsichdabei aufhomogeneRadikal-ideale
I beschränken, und erhält wirklich eine Topologie, die Zariskitopologie. Für ho-
mogenes r ∈ R sei

D+(r) := V+(r)c = {p ∈ Proj(R) | r /∈ p} ,

unddieseMengen liefern eineBasis offenerMengenderZariskitopologie. Analog
zum affinen Fall überlegt man sich leicht, dass alleD+(r) quasikompakt sind.
Nun versehen wir Proj(R) mit einer Ringgarbe O. Für eine offene Menge U ⊆
Proj(R) seiO(U) die Menge aller Abbildungen

s : U →
⊔
p∈U

R(p)

mit den beiden folgenden Eigenschaften:
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(1) s(p) ∈ R(p) für alle p ∈ U .

(2) Für jedes p ∈ U existiert eine offeneUmgebungUp ⊆ U vn p, unda, b ∈ R,
homogen vom selben Grad, mit

s(q) =
a

b
∈ R(q)

für alle q ∈ Up (insbesondere soll b /∈ q für alle q ∈ Up gelten).

Mit punktweise definierten Verknüpfungen und den Einschränkungen auf klei-
nereDefinitionsbereiche erhaltenwir eineGarbe aufProj(R), genanntdieGarbe
der regulären Funktionen.

Satz 6.2.17. SeiR ein graduierter Ring.

(i) Für p ∈ Proj(R) giltOp
∼= R(p).

(ii) Für homogenes r ∈ R+ gilt(
D+(r),O|D+(r)

) ∼= (Spec(R(r)),O).

Insbesondere gilt damitO(D+(r)) ∼= R(r).

(iii) (Proj(R),O) ist ein Schema.

Beweis. (i) geht praktisch identisch zum Beweis von (i) in Satz 6.2.6. Für (ii) de-
finieren wir zunächst eine Abbildung f : D+(r)→ Spec(R(r)) folgendermaßen.
Jedes homogene Primideal p ⊆ R mit r /∈ p erzeugt in Primideal pRr in der
vollen Lokalisierung Rr. Es ist aber R(r) ein Teilring von Rr, und wir definieren
f(p) := pRr∩R(r).Dann liefertf eineBijektionzwischenD+(r)undSpec(R(r)),
die ein Homöomorphismus ist (Aufgabe 38). Hierbei benötigen wir r ∈ R+!
Es gibt nun einen natürlichen Isomorphismus (R(r))f(p) → R(p), und so definie-
ren sich die Abbildungen f ∗ als Zurückziehung mittels f , und Komposition mit
diesen Isomorphismen. Auch hier sieht man leicht, dass alle f ∗ Isomorphismen
sind. Das beweist die Isomorphie. Insbesondere gilt

O(D+(r)) ∼= O(Spec(R(r)) ∼= R(r).

(iii) Da die p ∈ Proj(R) nach Definition nie R+ enthalten, wird Proj(R) von
MengenD+(r)mit homogenen r ∈ R+ überdeckt. Mit (ii) ist (Proj(R),O) also
ein Schema.
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Definition 6.2.18. Ein Schema (X,F) heißt projektiv, falls

(X,F) ∼= (Proj(R),O)

für einen graduierten Ring gilt.

Definition6.2.19. SeiA einRingundA[x0, . . . , xn]mitderStandardgraduierung
versehen. Dann heißt

PnA := (Proj(A[x0, . . . , xn]),O)

der n-dimensionale projektive RaumüberA.

Beispiel 6.2.20. (i) Sei A ein faktorieller Ring. Wir beschreiben O(Proj(A[x])).
Dafür beobachten wir Proj(A[x]) = D+(x0) ∪ . . . ∪ D+(xn), und also können
wir die Garbeneigenschaft für diese Überdeckung verwenden:

O(Proj(A[x])) =?

vv ((
A[x](xi)

((

A[x](xj)

vv
A[x](xixj)

.

Man überlegt sich leicht, dass Elemente aus A[x](xi) und A[x](xj) genau dann in
A[x](xixj) übereinstimmen, wenn beide identisch und ausA sind (dabei verwen-
det man die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung inA[x]). Aus der Eindeutig-
keit im Garbenaxiom erhalten wir

O(Proj(A[x])) ∼= A.

Damit sehen wir unmittelbar, dass Pnk nicht affin ist (k ein Körper). Es wäre sonst
nämlich Pnk ∼= (Spec(k),O) und Spec(k) hat nur ein Element,Proj(k[x]) hinge-
genmehr.
(ii)Genauso siehtman,dass für einen faktoriellengraduiertenRingR stetsO(Proj(R)) ∼=
R0 gilt.
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Übungsaufgaben

Aufgabe 1. (i) Zeigen Sie, dass für jedes Ideal I ein einemkommutativenRing das
Radikal

√
I (vgl. Def 1.1.1) wieder ein Ideal ist.

(ii) Beweisen Sie Lemma 1.1.3.

Aufgabe 2. Sei R ein faktorieller Integritätsbereich undK sein Quotientenkör-
per. Zeigen Sie, dass die einzigen Elemente vonK, die ganz überR sind, die Ele-
mente vonR selbst sind.

Aufgabe 3. Zeigen Sie:

(i) k[x, y]/(x2 − y) ist isomorph zum Polynomring k[t] in einer Variablen.

(ii) k[x, y]/(xy − 1) ist nicht isomorph zu k[t].

(iii) Falls k algebraisch abgeschlossen ist, ist für jedes quadratische irreduzible
Polynom p ∈ k[x, y] die Algebra k[x, y]/(p) isomorph zu k[x, y]/(x2 − y)
oder zu k[x, y]/(xy − 1).

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die Zariskitopologie aufAn+m = An×Am nichtmit
der Produkttopologie übereinstimmt.

Aufgabe 5. Beweisen Sie Lemma 1.3.6.

Aufgabe 6. Beweisen Sie Lemma 1.3.11.

Aufgabe 7. Zeigen Sie dassGLn(K) eine irreduzible affine k-Varietät ist.

Aufgabe 8. Sei V ⊆ A3 die durch die folgenden Gleichungen definierte affine
Varietät:

x2 − yz = 0 und xz − x.
Zeigen Sie dass V 3 irreduzible Komponenten hat, und finden Sie deren Prim-
ideale.
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170 Übungsaufgaben

Aufgabe 9. Beweisen Sie Korollar 1.3.17 für Ideale I in beliebigen noetherschen
RingenA.

Aufgabe 10. Zeigen Sie dass die Abbildungen p 7→ p∗ und ϕ 7→ pϕ aus dem Be-
weis von Satz 1.4.8 invers zueinander sind.

Aufgabe 11. Beweisen Sie Satz 1.4.11.

Aufgabe 12. Zeigen Sie dass die Abbildung

A1 → V(x3
1 − x2

2) ⊆ A2

r 7→ (r2, r3)

ein Homöomorphismus bezüglich der Zariskitopologie ist.

Aufgabe 13. Zeigen Sie dassA1 und V(x1x2 − 1) ⊆ A2 nicht isomorph sind.

Aufgabe 14. SeienA,B,C k-Algebren undC sei nullteilerfrei. Zeigen Sie dass es
eine Bijektion zwischenHomk(A×B,C) und

Homk(A,C) ∪ Homk(B,C)

gibt (vergleiche Beweis von Satz 1.4.17).

Aufgabe 15. Zeigen Sie, dass es
(
n+d
n

)
vieleMonome vomGrad d in den Variablen

x0, . . . , xn gibt.

Aufgabe 16. Beweisen Sie die Aussage aus Bemerkung 2.3.17(ii).

Aufgabe 17. ZeigenSie,wie sichp ∈
√

(p1, . . . , ps)mitGröbnerbasen testen lässt
(siehe Anwendung 2.4.3).

Aufgabe 18. Sei I ein Ideal im RingA, und g1, . . . , gs ∈ A. Zeigen Sie

(I : (g1, . . . , gs)
∞) =

s⋂
j=1

(I ∩ g∞i ).

Aufgabe 19. Beweisen Sie Lemma 3.2.5.

Aufgabe 20. Beweisen Sie direkt, dass das Radikal eines homogenen Ideals wie-
der homogen ist (bei angeordneter IndexgruppeG).

Aufgabe 21. Beweisen Sie Lemma 3.2.13.
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Aufgabe 22. Zeigen Sie
√
I
h

=
√
Ih für Ideale I ⊆ k[x1, . . . , xn] (vergleiche

Lemma 3.3.16).

Aufgabe 23. Die affine Varietät V ⊆ An habe keine Punkte imUnendlichen. Zei-
gen Sie, dass V dann endlich ist.

Aufgabe 24. Zeigen Sie, dass ein Hausdorffraum X genau dann kompakt ist,
wenn für alle Hausdorffräume Y die Projektion

π : X × Y → Y

abgeschlosseneMengen auf abgeschlosseneMengen abbildet (vergleiche Bemer-
kung 3.4.3).

Aufgabe 25. Zeigen Sie, dass die Varietät V := A2 \ {(0, 0)} nicht affin ist.
Hinweis: Bestimmen Sie zunächstO (V ). Wenn V affine wäre, zu welcher einfachen af-
finen Varietät wäre V dann isomorph?Warum kann das nicht sein?

Aufgabe26. SeiQ = V+(c0x
2
0 + · · ·+crx2

r) ⊆ Pn eineQuadrik,wobei alle ci 6= 0.
Zeigen Sie, dassQ für r ≥ 2 irreduzibel ist. Was gilt für r < 2?

Aufgabe 27. Zeigen Sie dass ein KörperK genau dann endlich erzeugt über k ist,
wennK = k(V ) für eine irreduzible k-Varietät gilt.

Aufgabe 28. Beweisen Sie Lemma 5.1.2.

Aufgabe29. Zeigen Sie, dass für eine endliche/ganzeA-AlgebraB, und einewei-
tereA-AlgebraC stetsB ⊗A C eine endliche/ganzeC-Algebra ist.

Aufgabe30. BeweisenSieLemma5.3.5.Gilt (iii) auch fürunendlicheÜberdeckun-
gen?

Aufgabe 31. Seien L1 = V+(x0, x1) und L2 = V+(x2, x3) zwei windschiefe Ge-
raden in P3. Zeigen Sie, dass man L1 ∪ L2 nicht mit 2 homogenen Gleichungen
definieren kann. Geht es mit 3? Wie viele Polynome braucht man zur Erzeugung
von I(L1 ∪ L2)?

Aufgabe 32. (i) Zeigen Sie, dass eine Lokalisierung eines noetherschen Ringes
wieder noethersch ist.
(ii) Sei A ein Ring und p ein Primideal in A. Dann besitzt die Lokalisierung Ap

genau ein maximales Ideal, nämlich pAp. Es gilt

Ap/pAp
∼= Quot(A/p).
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Aufgabe 33. Sei J = {α ∈ Nn | |α| = d}, N = |J | und Z ⊆ PN die von den
Gleichungen

zαzβ = zδzγ

für α, β, γ, δ ∈ J mit α + β = γ + δ definierte projektive Varietät. Seien nun
ξ1, . . . , ξr, η1, . . . , ηr ∈ J mit ∑

i

ξi =
∑
i

ηi.

Zeigen Sie dass für b = (bα)α∈J ∈ Z dann gilt

bξ1 · · · bξr = zη1 · · · zηr .

Aufgabe 34. Beweisen Sie die universelle Eigenschaft der Garbifizierung im Be-
weis von Satz 6.1.12.

Aufgabe 35. Beweisen Sie die Aussage aus Bemerkung 6.2.4 (v).

Aufgabe 36. Sei (Spec(A),O) ein affines Schema und a ∈ A. Zeigen Sie, dass

(D(a),O|D(a)) ∼= (Spec(Aa),O)

gilt.

Aufgabe 37. Zeigen Sie, dass die in Bemerkung 6.2.9 (iii) konstruierte Abbildung

X → Spec(F(X))

stetig ist.

Aufgabe 38. Zeigen Sie, dass die im Beweis von Satz 6.2.17 konstruierte Abbil-
dung f : D+(r)→ Spec(R(r)) einHomöomorphismus ist. Konstruieren Siewei-
ter den natürlichen Isomorphismus (R(r))f(p) → R(p).
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