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Einleitung: Was ist algebraische
Geometrie?

TIhren Ursprung hat die algebraische Geometrie in der Frage nach der Losbarkeit
von polynomialen Gleichungssystemen tiber Korpern.

Lineare Gleichungssysteme werden in der linearen Algebra erschopfend behandelt.
Man hat mit dem Gauf3-Algorithmus eine Methode zur systematischen Berech-
nung aller Losungen eines solchen Systems und die Losungsmenge ist als affiner
Raum auch geometrisch leicht zu verstehen. Die dahinterstehende Algebra, al-
so die Theorie der Vektorriume und linearen Abbildungen, ist ebenso sehr gut
verstanden.

Geht man nun zu nichtlinearen polynomialen Gleichungssystemen tiber, wird die
Sache deutlich komplizierter. Es gibt im Allgemeinen keinen expliziten Losungs-
algorithmus und die Geometrie der Losungsmengen ist viel komplizierter. Als
erste Vereinfachung sucht man nun zunichst nur nach Lésungen in einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper. Damit umgeht man Irregularititsprobleme, die
sonst sogar schon im eindimensionalen zusitzlich auftauchen wiitrden. Weiter
versucht man nun anstatt einer vollstindigen Losung aller Systeme eine Klassi-
fikation der Losungsmengen bis auf eine geeignete Isomorphie zu finden. Dann
kann man prinzipiell versuchen, ein unbekanntes System dadurch zu lésen, dass
man es durch Isomorphie auf ein bekanntes zuriickfithrt. Fiir gewohnliche Glei-
chungssysteme gipfelt dieser Ansatz in der vollstindigen Klassifikation aller Lo-
sungsmengen anhand der ihnen zugeordneten affinen Koordinatenringe, also einer
dquivalenten Ubersetzung des Problems in die kommutative Algebra. Dies ist der
Inhalt von Kapitel[]

Nun treten beim Losen von polynomialen Gleichungssystemen oft unerwarte-
te Irregularititen auf. So kann etwa bereits ein System aus zwei Gleichungen in
vielen Variablen keine Losung haben, obwohl man geometrisch erwarten wiirde,
dassjede Gleichung die Dimension der Losungsmenge hochstens um eins verrin-
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gert. Solche Probleme kann man vermeiden, wenn man vom affinen zum projekti-
ven Raum tibergeht. Dabei fiigt man Punkte im Unendlichen hinzu, und dadurch
verhalten sich die Losungsmengen viel regulirer. Das behandeln wir in Kapitel[3]

Andererseits wird nun die Klassifikation der Losungsmengen bis auf Isomorphie
schwieriger. Der Ansatz tiber die affinen Koordinatenringe hat keine direkte Ver-
allgemeinerung. Deshalb schwicht man den Isomorphiebegrift ab, zu birationa-
ler Aquivalenz. Dabei handelt es sich um eine Isomorphie fast iiberall. Hat man ein
System also geldst und ist ein weiteres System dazu birational dquivalent, so hat
man dieses neue System fast vollstindig geldst. Beziiglich birationaler Aquiva-
lenz finden wir wieder eine rein algebraische Klassifikation, iiber die Funktionen-
korper der Gleichungssysteme. Damit beschiftigen wir uns unter anderem in Ka-

pitel[4

Man springt also stets zwischen der Betrachtung der Losungsmengen der Syste-
me als geometrische Objekte und gewissen algebraischen Korrelaten hin und her.
Daher kommt auch der Name algebraische Geometrie. Hiufig erlaubt erst die Alge-
bra exakte Beweise von Aussage, die auf geometrischer Seite zwar sehr einleuch-
tend, aber schwer zu beweisen sind. Wir werden unzihlige solche Aussage ken-
nenlernen.

In Kapitel2]befassen wir uns mit algorithmischen Aspekten. So mochte man bei-
spielsweise fiir ein gegebenes Gleichungssystem algorithmisch die Losbarkeit ent-
scheiden. Obwohl die auftretenden Kérper unendlich sind und man sie also nicht
vollstindig nach Losungen durchsuchen kann, gibt es andere Methoden zur Ent-
scheidung solcher Fragen. Die Theorie der Grobnerbasen liefert solche Moglichkei-
ten. Sind alle Inputdaten endlich reprisentierbar (betrachtet man also beispiels-
weise Polynome tiber Q), so kann man auch computergestiitzt exakte Antworten
auf solche Fragen erwarten.

In Kapitellg|geben wir schliefilich eine kurze Einfithrung in die Theorie der Sche-
mata. Die moderne algebraische Geometrie benutzt heutzutage hauptsichlich
diese Sprache. Wir fithren die wichtigsten Grundbegriffe ein und beweisen ei-
nige Aussagen. Dabei soll vor allem die Analogie zur klassischen algebraischen
Geometrie, die in diesem Skript hauptsichlich entwickelt wird, aufgezeigt wer-
den.

Die Literatur zur algebraischen Geometrie ist fast unitberschaubar, deshalb hier
eine unvollstindige Auswahl. Relativ elementare Ansitze wie in diesem Skript
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bieten etwa die Biicher von Harris [6], Hulek [8], Shafarevich [10], 1I] (und Ful-
ton [5] fiir Kurven). Die modernere Schematheorie findet man in Hartshorne [7]
sehr vollstindig beschrieben, und Eisenbud & Harris [4] liefern eine etwas leich-
tere Einfithrung. Fiir Ergebnisse der kommutativen Algebra bieten sich Atiyah &
Macdonald [1], Eisenbud [3] und Lang [9] an. Die algorithmischen Aspekte sind
etwa in Becker & Weispfenning [2] dargestellt.

Dieses Skript basiert zu groflen Teilen auf den Biicher von Shafarevich und ei-
nem unverdffentlichten Vorlesungsskript von Claus Scheiderer an der Universi-
tit Konstanz. Eventuelle Fehler gehen dabei natiirlich auf mein Konto, und fiir
Hinweise auf dieselben bin ich dankbar. Ich danke Martin Berger fiir Fehlerkor-
rekturen in einer ersten Version des Skripts.






Kapitel 1

Affine Varietiten

1.1 Erinnerungen aus der Algebra

Samtliche Ringe in diesem Skript sind kommutativund haben ein multiplikativ neu-
trales Element, die Eins. Hiufig bezeichnen wir Ringe mit A, B oder R, S. Ideale
in Ringen werden gewohnlich mit I oder .J bezeichnet.

Definition1.1.1. Sei [ C A ein Ideal.
(i) Die folgende Menge ist wieder ein Ideal von A (siche Aufgabe[I) und heiflt das
Radikal von I:

Vi={acA|IneN:a"el}.

Gilt I = v/I, so nennt man [ ein Radikalideal.
(¢1) Ein Element a € A heifd nilpotent, falls ™ = 0 fiir ein n € N gilt. Das Ideal

Nil(A) :=+/(0)

aller nilpotenten Elemente heifst Nilradikal von A.
(4i7) A heifdt reduziert, falls Nil(A) = (0) gilt, es also aufler 0 keine nilpotenten
Elemente gibt. A

Bemerkung 1.1.2. Offensichtlich gilt I C /T fiir alle Ideale I. Im allgemeinen
kann aber C gelten. Sei zum Beispiel A = Z und I = (n) mit der Primzahlzerle-
gungn = p<' - ptr. Dann gilt VT = (py - - - pr). A

Lemmal.1.3. Seien I, J C AIdeale. Dann gilt

G) VINnJ=VINnVJ.
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@) VI=As1=A

(131) IstI C Jsogiltm = ﬁ/[im Ring A/I.
Beweis. Aufgabell] O
Wir bezeichnen wie iiblich mit Spec(A) die Menge aller Primideale von A.
Satz 1.1.4. Fiirjedes Ideal I C A gilt

Vi 1w

p € Spec(A)
Icy

Beweis. "C":Seis € /I, also s" € I fiireinn € N. Fiir jedes Primideal p mit
I C pfolgt dann aus s € p offensichtlich s € p aus der Primidealeigenschaft.
"D":Seis € A\VI,d.h.s" ¢ Ifiirallen € N. Betrachte die multiplikative Menge

S = {1,s,s% -} sowie die Lokalisierung A, := S~'A und den natiirlichen
Homomorphismus
p: A— A
a—a/l.

Esgilt1 ¢ I A,,dennsonstwire1/1 = a/s" miteinema € I,n € N, und damit
s™ € [ fir ein m, ein Widerspruch.

Es gibtin A, also ein maximales Ideal m iiber [ A,, und p := »~!(m) ist dann ein
Primideal in Amit I C p. Da s/1in A, invertierbar ist gilt auflerdem s ¢ p. [

Korollar 1.1.5. Nil(A) ist der Durchschnitt aller Primideale von A.

Ein Ring A heifdt bekanntlich noethersch, falls jedes Ideal in A endlich erzeugt
ist.

Satz 1.1.6. Istder Ring A noethersch, so auch der Polynomring Alt].

Beweis. Angenommen I C Alt]ist ein nicht endlich erzeugtes Ideal. Wihle itera-
tiv Elemente py, po, . .. € I so,dass p,1 von minimalem Gradaus 7\ (p1, ..., pn)
ist. Ist d,, = deg(p,), sogiltd; < dy < ---.Seinuna, € A der Leitkoefhizient
des Polynoms p,,. Betrachte das Ideal

J=(a, | neN)CA.
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Da J nach Annahme an A endlich erzeugt ist, gibt es eine Gleichung

m
Am+1 = E bia;
i=1

mit b; € A. Setze nun

m
9 = Pmt1 — Z bip;t
i=1

Nach Konstruktion gilt deg(g) < deg(pm+1), denn die Leitkoeffizienten heben
sich gegenseitig gerade auf. Andererseits gilt wegen p,, .1 € I\ (p1, ..., pm)auch
g€\ (p1,-..,pm). Dasist ein Widerspruch zur Wahl von p,,, ;. O

Korollar 1.1.7 (Hilbertscher Basissatz). Sei k ein Korper. Dann ist k|x] noethersch.

Beweis. In Korpern gibt es nur die Ideale (0) und (1), beide sind endlich erzeugt.
Wende nun Satz[l.1.6|iterativ auf die Adjunktion der einzelnen Variablenan. [

Derwichtigste grundlegende Satz derklassischen algebraischen Geometrie ist si-
cher der Nullstellensatz von Hilbert. Wir beweisen ihn spiter zunichst in seiner
korpertheoretischen Form und werden ihn dann geometrisch interpretieren. Be-
vor wir ihn aber beweisen konnen, miissen wir uns mit der sogenannten Ganzheit
von Ringerweiterungen befassen. Es handelt sich dabei um eine Variante des Be-
griffs einer algebraischen Korpererweiterung, die speziell auf Ringe zugeschnit-
ten ist.

Definition1.1.8. Sei R C S eine Ringerweiterung.
(?) Ein Element b € S heifdt ganz iiber R, falls aq, ..., a,_; € R existieren mit

ap+ab+ -+ a, 1"+ =0.

Eine solche Gleichung heif3t Ganzheitsgleichung fiir b iiber R.
(¢i) S heiflt ganz iiber R, falls jedes Element b € S ganz tiber R ist. A

Bemerkung 1.1.9. (i) Wichtig am Begriff der Ganzheit ist, dass die Gleichung fiir
bnormiert sein muss. Sind R und S Kérper, so kann man offensichtlich jede nicht-
triviale Gleichung normieren. Also ist ein ganzes Element dann einfach ein alge-
braisches Element.
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(i1) Fur Z C Qsind die einzigen tiber Z ganzen Elemente von Q die Elemente aus
Z selbst. Das stimmt noch allgemeiner fiir die Inklusion R C K eines nullteiler-
freien faktoriellen Rings in seinen Quotientenkérper (Aufgabe[2).

(Gi7) Fur R € Sund by, ..., b, € S definieren wir R[by, ..., b,,] als den Teilring

von S, dervon by, ..., b, und R erzeugt wird, also
Rlby, ..., by :{Z acbft - by | aEER}.
ecN™
Wenn man S als R-Modul auffasst, ist R[by, . . ., b,,] ein Untermodul, also insbe-
sondere selbst ein R-Modul. A

Satz 1.1.10. Sei R C S eine Ringerweiterung und by, ..., b,, € S. Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

@) by,...,by,sindganziiber R.
(ii) Rlby,...,by]istals R-Modul endlich erzeugt.
(ii7) R[by,...,by]istganziiber R.

Beweis. (i) = (i7): Durch Auflésen einer Ganzheitsgleichung fiir by nach b} erhilt
man

b == (an_1b7"+ - + ao)

fiir gewisse a; € R. Mankann die n-te Potenz von b; also immer durch niedrigere
Potenzen von by und Koeffizienten aus R ersetzen. Verfihrt man analog mit den

anderen b; sieht man, dass R|[b, . . ., b,,] von endlich vielen Produkten b7* - - - b5
erzeugt wird.
(¢1) = (ii7): Endlich viele Elemente 1 = ¢, ..., ¢, erzeugen den R-Modul M :=

R[by, ..., by].Seinunc € M beliebig gewihlt. Da M auch ein Ringist, giltc-¢; €
M und es gibt also a;; € R mit

n
C-C = E @ijcj'
j=1

Fiir die Matrix
A= (aij) j € Matn(R)

i,
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gilt dann
(&1 C1
A =c
Cn Cn
Also liegt (cy, . .., ¢,)" im Kern von
N :=cl, — A.
Es gilt nun
adj(N) - N = det(N) - I,
und also
G
det(N)-| : | =0.
CTL

Aus ¢; = 1folgtdet(N) = 0. An der Leibnitzformel zur Berechnung der Deter-
minante sieht man aber

det(N) ="+ ap_1" -+ ap,

fir gewisse a; € R. Das liefert eine Ganzheitsgleichung fiir c iiber R.
(¢291) = (1) ist trivial. O

1.2 Affine algebraische Varietiten

Im Folgenden sei stets & ein beliebiger Korper, und K ein algebraisch abgeschlosse-
ner Erweiterungskorper von k. Man kann zum Beispiel K = k den algebraischen
Abschluss von k wihlen. K kann aber auch viel grofier sein, z.B. & = Q und
K = C. Essentiell fiir alles Folgende ist nur, dass K algebraisch abgeschlossen
ist! Der Korper k wird auch als Definitionskérper bezeichnet, und K als Koordi-
natenkorper. Mit x bezeichnen wir das n-Tupel von Variablen (x4, . .., z,).

Definition1.2.1. (i) Sei P C k[z]| eine Menge von Polynomen. Wir setzen
V(P)={a€ K" |pla)=0Vp € P}

und nennen V(P) die von P definierte affine Varietit. Es ist die Ldsungsmenge
(iber K) des von P definierten polynomialen Gleichungssystems.
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(¢i) Eine Teilmenge V' C K™ heifdt affine k-Varietat, falls V' = V(P) fir eine
Teilmenge P C k|x]. Affine k-Varietiten sind also genau die Lésungsmengen
von polynomialen Gleichungssystemen (definiert iiber k).

(¢i7) Eine Hyperflache ist eine Varietit die von einem Polynom definiert wird, also
von der Gestalt V(p) fiir ein p € kz] ist.

(tv) Sind W C V affine k-Varietiten, so nennt man W eine Untervarietiatvon V.
(v) A" := K™ nennt man den n-dimensionalen affinen Raum. A

Beispiel 1.2.2. Achtung: Die folgenen Bilder zeigen nur die reellen Punkte der
jeweiligen affinen Varietiten in A?. Bekanntlich ist aber R nicht algebraisch ab-
geschlossen, und man misste die Varietiten etwa iiber ' = C betrachten. Das
ist aus Dimensionsgriinden aber grafisch schlecht moglich. Das reelle Bild gibt
aber haufig (nicht immer!) einen guten Eindruck der Varietiten.
(1) Sei P = {1 — 2% — 23} C Q[x1, 72]. Dannist V(P) ein Kreis.

O

(13) Sei P = {x122} C Q[z1, x2]. Dann ist V(P) die Vereinigung der beiden Ko-
ordinatenachsen.

+

(13i) Sei P = {23 — 23(z1 + 1)} C Q[zy, 7o]. Dannist V(P) eine Schleifenkurve.

5

(iv) Sei P = {3 — 23} C Q[z1, o). Dann ist V(P) eine Kurve mit Spitze.

PN
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() Sei P = {a? + 23} C Q[w1, zo]. Hier zeigt das reelle Bild nur den Punkt
(0,0). Es ist aber zum Beispiel auch (1,7) € V(P). Noch schlimmer ist der Fall
P = {2? + 2% + 1}, in dem man im reellen Bild gar nichts sieht. Wiederum ist
die Varietit aber nicht leer, z.B. ist (0,i) € V(P).

(vi) Einen Ausschnitt aus einer affine Hyperfliche in A3 zeigt das folgende Bild.
Die definierende Gleichung hat Grad 6:

Author: Oliver Labs, www.imaginary.org, Projekt des Mathematisches Forschungsinstitut Oberwolfach, unterstiitzt durch die Klaus Tschira Stiftung

(vi7) Die vorigen Bilder zeigen immer Hyperflichen. Es gibt aber sehr viel mehr
Varietiten aufler Hyperflichen. Zum Beispiel ist jeder Punkt a € k™ C A" ist
eine affine k-Varietit. Es gilt namlich

{a} =V(r1 —a1,...,2, — ap)

und 1 — aq,...,2, — a, € klz]. Fira € A™ \ k" stimmt das im Allgemeinen
nicht. So ist zum Beispiel {i} € C = A! keine affine R-Varietit. Jedes reelle
Polynom das auf i verschwindet, verschwindet nimlich auch auf —i. Es ist aber

i€ {i,—i} =V(]+1) CC=A"

Noch deutlichere Beispiele gibt es etwa fiir den Fall k. = Q, K = C. Auf dem
Punkta = 7 € A! verschwindet nur das Nullpolynom aus Q[z]. Insbesondere
ist die einzige affine Q-Varietit in A' die a enthilt der ganze affine Raum. A

Lemmal.2.3. Sei P C k[z|und [ = (P) dasvon P erzeugte Ideal in k|x]. Dann gilt

Beweis. Esgilt P C I C /I, und damit V(v/I) C V(I) € V(P). Seinunp €

VT, also
p" = Z fipi
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mitp; € P, f; € k[z]. Daraus sieht man dass fiir a € V(P) schon p™(a) = 0 gilt,
und aus der Nullteilerfreiheit von Korpern folgt p(a) = 0. Damitistp = 0 auf
V(P), und das zeigt V(P) € V(VI). O

Korollar 1.2.4. Jede affine k-Varietit V ist von der Gestalt

V= V<p17"'7p7")

mit endlich vielen Polynomenpy, ..., p, € k[z].

Beweis. Sei V' = V(P) mit P C k[z]. Dannist (P) = (py, ..., p,) nach Korollar

und aus Lemmal[l.2.3|folgt V = V(p1, ..., p,). O

Lemmal.2.5. (i) (), A" sind affine k-Varietiten.

(i) V1, Vo C A" affine k-Varietiten = Vy U V; affine k-Varietit.

(179) V C A" affine k-Varietit (A € A) = (), V) affine k-Varietit.

(v)V C A" W C A™ affine k-Varietiten =V x W C A" x A™ = A" affine
k-Varietit.

Beweis. (1):00 = V(1), A" = V(0). (i1): Fiir zwei Ideale I, I, C k[z] gilt

Dabeiist"C"jeweilsklar, da die Ideale immer kleiner werden. Seinuna € V(I 1)
und a ¢ V([;). Dann gibt esein p € [; mit p(a) # 0. Fiir jedes ¢ € I, ist nun
pq € I 115, und damit 0 = (pg)(a) = p(a)g(a). Aus der Nullteilerfreiheit von
Korpern folgt also ¢(a) = 0 fur alle ¢ € I, und damita € V(I5).

(179): Ist V), = V(Py) mit Py C k[z], so ist offensichtlich ", V\ = V(U, P»).
((): Sei V.= VP)und W = V(Q) mit P C FKkzy,...,z,] und
Q Cklyi,...,Ym). Dannist PUQ C k[z1,..., 20, Y1, ..,Ymn) und

VxW=YVPUQ). O
Wir halten die Konstruktionen aus dem letzten Beweis noch einmal fest:
Korollar1.2.6. Seien I, I, I, (A € A) Idealein k[z|. Dann gilt

Nvi)=v (> n).

und
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Definition1.2.7. Sei V' C A" eine beliebige Teilmenge. Dann heif3t
Z(V) :=A{p € klz] | p(a) = 0Va € V}
das Verschwindungsideal von V. A

Lemmal1.2.8. Seien V, W C A" Teilmengen.

(i) Z(V') ist ein Radikalideal.

@)V CW =IZ(W)CI(V).

@) Z(VUW)=Z(V)NZ(W).

(iv) Ist V eine affine k-Varietit, so gilt V(Z(V')) = V.

(v) Jede absteigende Folge Vi O Vo D - - - von affinen k-Varietiten wird konstant.

Beweis. (i)-(iz3) sind klar. Fir (iv) sei V' = V() fiir ein Ideal /. Dann gilt I C
Z(V)und damit V' = V(I) O V(Z(V)). Die Inklusion "C" ist aber klar. In (v)
erhalten wir die aufsteigende Folge der Ideale Z(V;) C Z(V3) C ---, und diese
wird stationir nach dem Hilbertschen Basissatz. Aus (iv) folgt nach Anwenden
von V(-) dass auch die Folge der V; stationar wird. O

Satz1.2.9 (Hilberts Nullstellensatz, korpertheoretische Form). Sei F'/k eine Korperer-
weiterung, und F' sei als Ring iiber k endlich erzeugt. Dann ist '/ k endlich (und damit
algebraisch).

Beweis. Esgibtay,...,a, € FmitF = klay, ..., a,]. Wirbeweisen die Aussage
per Induktion iiber n.

n = 1:Esist ' = k|a] ein Korper, und also gibt es ein Polynom p € kl[t| mit
a™! = p(a). Daraus folgt o - p(a) — 1 = 0, und also ist « algebraisch iiber k.
Damit ist die Erweiterung endlich.

n—1 — n:Esist F = k(ay)|as,. .., ], denn F ist ein Korper. Aus der In-
duktionsannahme folgt, dass as, . . ., a,, algebraisch iiber k() sind. Es gentigt
nun zu zeigen, dass o algebraisch iiber £ ist. Dann ist die gesamte Erweiterung
F/k algebraisch und damit endlich. Dass aw, . . . , v, algebraisch iiber k(o) sind
bedeutet, dass es fiir sie Identititen

d—1
. .
uo + E rijod =0
J=0

mit u;, 7;; € kloy] gibt (eventuelle Nenner wurden dabei hochmultipliziert). Sei
U= ug- U, € klag]. Dannsind s, . .., o, ganz itber dem Ring k[ovy, 1 /u|, und
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somit ist F' nach Satz[l.1.10|eine ganze Ringerweiterung von ka4, 1/u]. Ange-
nommen «; isttranszendent tiber k, d.h. k[o;] ist ein Polynomring. Dann kénnen
wir ein irreduzibles p € k[a;] wahlen mit p 1 u (es gibt unendlich viele irredu-
zible Polynome im faktoriellen Ring k[a]). Fiir p~! wiederum gibt es nun eine
Ganzheitsgleichung

" A b Y by, = 0

mitb; € k[ay, 1/u]. Multiplikation mit p™ und einer gentigend hohen Potenz von
u liefert
u"+ap+ -+ app™ =0

mit a; € k[oy]. Daraus folgt p | u, ein Widerspruch. O

Korollar1.2.10. Sei A als Ring iiber k endlich erzeugt und m ein maximales Ideal in A.
Dann ist A/m eine endliche Korpererweiterung von k.

Beweis. A/m ist als Ring tiber £ immer noch endlich erzeugt, und andererseits
ein Korper. [

Korollar 1.2.11 (Hilberts Nullstellensatz, geometrische Form). Sei I C k[z] ein
echtes Ideal. Dannist V(I) # .

Beweis. Wihle ein maximales Ideal m von k[z] mit / C m. Nach Korollar[1.2.10]
ist k[z] /m eine endliche Korpererweiterung von k. Es gibt also eine k-Einbettung
von k[z]/m nach K, und wir kénnen also annehmen

k C klz]/m C K.

Setze a; := T;, die Restklasse von x; in k[z]/m C K. Fiir jedes p € k[z] gilt dann

und fiir p € I (sogar fiir p € m)istalso p(a) = 0. Also gilt a € V(I). O

Bemerkung 1.2.12. Ohne Korollar[l.2.10|bekime man im letzten Beweis nur die
Aussage, dass V(I) iber irgendeinem Erweiterungskorper von k (namlich k|[x] /m)
ein Element besitzt. Mit Korollar[l.2.10|sehen wir, dass es eine endliche Korperer-
weiterung ist, und damit iiber jedem algebraisch abgeschlossenen Oberkérper ein

Element in V(1) existiert. In & selbst muss das aber nicht der Fall sein, wie man
zum Beispiel firk = Qund I = (22 —2) oder k = Rund I = (2?+1)sieht. A
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Bemerkung 1.2.13. Korollar besagt, dass ein polynomiales Gleichungssy-
stemp; = 0,...,p, = 0mitp; € k[z] genau dann keine Losung itber K besitzt,
wenn es eine Identitit

f1p1+"'+frpr:1

mit f; € k[z] gibt. In Kapitel 2] werden wir sehen, wie man diese letzte Bedin-
gung, und damit die Losbarkeit eines Gleichungssystems, algorithmisch testen
kann. A

Satz 1.2.14 (Hilberts Nullstellensatz, idealtheoretische Form). Fiirjedes Ideal I C
kz] gilt
V(1)) = V1.

Beweis. "D"istklar. Fiir "C"sei0 # p € Z(V(I)). Betrachte das Ideal
J=(I,tp—1) C k[t a].

Dap = 0auf V(I) gilt, folgt V(.J) = 0. Nach Korollar[L.2.11|gibt es eine Identitit

l=a(tp—1)+ Zbip,-

mit a,b; € k[t,z] und p; € I. Substituiert man p~! fiir ¢t und multipliziert mit
einer geniigend hohen Potenz von p ergibt sich

P = Z bipi,
i

mit b; € k[z], alsop € /1. O

Bemerkung 1.2.15. Man beachte, dass Satz fiir jede Wahl des algebraisch
abgeschlossenen Korpers K stimmt, und v// davon aber nicht abhingt. Uber
welchem K man die Varietit betrachtet spielt also keine wirkliche Rolle. JAN

Beispiel 1.2.16. Ist V' C A" eine Hyperfliche, etwa V = V(p), und
p=pi
die Zerlegung in irreduzible Polynome, so gilt

Z(V) = (pr--pr). A
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Korollar1.2.17. Seien I, J C k[z] Ideale. Dann gilt
V() CV(J) = VJCVI.

Beweis. Aus V(I) C V(J) folgt offensichtlich Z(V(J)) € Z(V(I)), und nach
Satz also v/J C +/I. Die andere Richtung folgt aus Lemma denn
V(I) = V(/T)und V(J) = V(V/J). 0

Korollar 1.2.18. Die Zuordnung V' +— Z (V') ist eine inklusionsumdrehende Bijektion
zwischen der Menge aller affinen k-Varietiten in A™ und der Menge aller Radikalideale in
k[x]. Die Umkehrabbildung ist durch I — V(1) gegeben.

Beweis. Lemma (iv) , Satz[1.2.14|und Korollar[1.2.17, O

Bemerkung 1.2.19. (i) Insbesondere entsprechen die maximalen Ideale in k[z]
den minimalen affinen k-Varietiten # ().
(4)) Seia € k™ C A". Dannist {a} = V(m,) mit

m, = (r1 —a1,..., Ty — ay)-

Man sieht leicht dass Z({a}) = m, gilt. Insbesondere ist m, maximal.

(¢i7) Nicht jedes maximale Ideal m C k[x] muss von der Gestalt m, sein, und nicht
jede minimale Varietit # () muss von der Gestalt {a} sein. Firk = Rund K = C
ist beispielsweise m = (2% 4 1) maximal in R[] und entspricht der minimalen
R-Varietit {i, —i} C Al. A

Korollar 1.2.20. Die Zuordnung a — m, ist eine Bijektion zwischen k™ und den maxi-
malen Idealen von k|x| mit Restklassenkorper k. Falls k = k gilt sind das alle maximalen
Ideale von k|x].

Beweis. Die Injektivitit ist klar, und es gilt k[z]/m, = k. Zur Surjektivitit sei
m C k[z] ein maximales Ideal mit k[z]/m = k. Seia; := T; € k. Dann gilt
x; —a; = 0, und damit m, C m. Daraus folgt die Gleichheit. Da nach Korollar
k[x]/m fur jedes maximale Ideal eine endliche Korpererweiterung von k
ist, gilt im Fall k = k immer k[z]/m = k. O

1.3 Die Zariskitopologie

Definition1.3.1. Die k-Zariskitopologie auf A" hat genau die affinen k-Varietiten
als abgeschlossene Mengen. Die k-Zariskitopologie auf X C A" ist die davon in-
duzierte Teilraumtopologie. A
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Alle folgenden topologischen Begriffe beziehen sich immer auf die k-Zariski-topologie,
sofern wir iiber affine k-Varietiten sprechen.

Bemerkung/Beispiel 1.3.2. (i) Die k-Zariskitopologie ist wirklich eine Topologie.
Das ist die Aussage von Lemmal[l.2.5]

(i7) Die Zariskitopologie ist die natiirlichste Topologie auf A", denn es werden zur
Definition nur polynomiale Gleichungen, d.h. die bereits gegebene Koérperstruk-
tur verwendet.

(i79) Im Fall k = k = K sind die abgeschlossenen Teilmengen von A' genau die
endlichen Teilmengen und A®.

(iv) Die Zariskitopologie auf A"*™ = A" x A™ ist nicht die Produkttopologie
(Aufgabeld).

(v) Fur k. C k' C K ist die k’-Zariskitopologie i.A. feiner als die k-Zariski-
topologie. Zum Beispiel ist {i:} C A' = C! abgeschlossen in der C-Zariski-
topologie, aber nicht in der R-Zariskitopologie.

(vi) Fiir jedes p € k[z] ist

D(p) :={a € A" [ p(a) # 0}
eine offene Menge. Jede offene Menge ist von der Gestalt

D(p1)U---UD(p)

mitpi,...,p, € klz] (vergleiche Korollar[l.2.4).
(vi7) Die Abbildung

a— (1/p(a), a)

definiert eine kanonische Bijektion zwischen der offenen Menge D(p) C A™ und
der Varietit V(tp — 1) C A"+, JAN

Lemmal.3.3. (i) Fir X C A"gilt X = V(Z(X)).

(ii) Es gilt Uy N Uy # O fiir je zwei nichtleere offene Mengen Uy, Uy C A™. Insbesondere
ist jede nichtleere offene Menge dicht in A™.

(ii1) Die Zariskitopologie ist nicht hausdorffsch.

Beweis. (i) V(Z(X)) ist abgeschlossen und enthilt X. Das beweist "C". Fiir "2"
verwende dass Z(X) O Z(X)und damit V(Z(X)) € V(Z(X)) = X gilt (Lemma
[L.2.8]v)).

(#1) Aus D(p) N D(q) = 0 folgt pg = 0 auf A™ und damit p¢ = 0, denn K ist
unendlich. Daraus folgt p = 0 oder ¢ = 0, und damit D(p) = () oder D(q) = 0.
(i17) folgt direkt aus (ii). O
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Definition 1.3.4. Sei X ein topologischer Raum.
(1) X heif irreduzibel, falls X # () und fiir A, B C X abgeschlossen gilt

X=AUB = A= XoderB = X.

Andernfalls heif’3t X reduzibel.
(#1) Y C X heifdt irreduzible Komponente von X, falls Y eine maximale (in der
Teilraumtopologie) irreduzible Teilmenge ist. A

Bemerkung 1.3.5. Fiir eine Teilmenge Y C X kann man die Irreduzibilitit (be-
ziiglich der Teilraumtopologie) so formulieren:

A, B abgeschlossenin X, Y C AUB = Y C AoderY C B.

Beachte jedoch dass Irreduzibilitit eine Eigenschaft des topologischen Raumes
an sich ist, und nicht relativ zu einem eventuell umgebenden Raum definiert ist
(im Unterscheid zum Beispiel zur Abgeschlossenheit). A

Lemma1.3.6. Sei X # () ein topologischer Raum.
(i) Es sind dquivalent:
(a) X istirreduzibel.
(b) Jede nichtleere offene Teilmenge von X ist dicht.
(c) Je zwei nichtleere offene Teilmengen von X haben nichtleeren Schnitt.
(i7) FiirY C X gilt: Y irreduzibel < Y irreduzibel.
(i17) Jede irreduzible Komponente von X ist abgeschlossen.

Beweis. Aufgabels] O

Bemerkung/Beispiel 1.3.7. (i) Fiir Hausdorffriume ist der Begriff der Irreduzi-
bilitdt nicht sehr sinnvoll. Ein Hausdorffraum X istirreduzibel genau dann wenn

| X | = 1gilt. Insbesondere sind die irreduziblen Komponenten eines Hausdorffraums
einfach seine einelementigen Teilmengen.

(i7) A" ist irreduzibel in der k-Zariskitopologie. Das folgt aus Lemma [.3.3 und
Lemmal|l.3.6| A

Lemma 1.3.8. Jede irreduzible Teilmenge eines topologischen Raumes X ist in einer irre-
duziblen Komponente von X enthalten. Insbesondere ist X die Vereinigung seiner irredu-
ziblen Komponenten.
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Beweis. SeiY C X irreduzibel. Betrachte
M ={Z C X | Zirreduzibel, Y C Z}.

M ist nichtleer, denn Y € M. Sei (Z,),., eine Kette in M. Dann ist | J, Z»
wieder irreduzibel: aus | J, Zx € AU B mit A, B abgeschlossen folgt direkt fiir
alle \ : Z, C Aoder Z, C B. Aufgrund der Kettenbedingung muss aber immer
derselbe Fall eintreten.

Alsoist|J, Zy» € M, und mit dem Zorn'schen Lemma besitzt M also ein maxi-
males Element. Das ist offensichtlich eine irreduzible Komponente von X, die Y’
enthilt.

Da{z} C X irreduzibel ist fir jedes x € X gilt die zweite Aussage. O

Bemerkung 1.3.9. Jeder irreduzible topologische Raum ist zusammenhingend.
Insbesondere ist jede Zusammenhangskomponente eines topologischen Raums
X Vereinigung von irreduziblen Komponenten von X . A

Definition 1.3.10. Ein topologischer Raum X heif3 noethersch, falls jede Folge
A1 D Ay D --- abgeschlossener Teilmengen von X stationdr wird. A

Lemma 1.3.11. Fiireinen topologischen Raum X sind dquivalent:

(1) X ist noethersch.

(i1) Jedes nichtleere System abgeschlossener Teilmengenvon X hat ein minimales Element.
(i41) Jede offene Teilmenge von X ist quasikompakt, i.e. hat die endliche Uberdeckungsei-
genschatft.

Beweis. Aufgabeld O

Beispiel 1.3.12. (i) Jeder Teilraum eines noetherschen Raumes ist wieder
noethersch.

(¢7) A™ ist noethersch in der k-Zariskitopologie (Lemmall.2.8§|(v)).

(¢i7) Jede affine k-Varietit ist noethersch in der k-Zariskitopologie. A

Satz 1.3.13. Sei X ein noetherscher topologischer Raum.
(i) X hat nur endlich viele irreduzible Komponenten X1, . .., X,.
(i) Sind X1, . . ., X, dieirreduziblen Komponenten von X, so gilt

X ¢ JXx;
JFi
firallei =1,... 7.
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(13i) Ist X = Y1U- - -UY, eine Uberdeckung mit abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen

Y, die
v, ¢ Jy;
J#1
firallei = 1,. .., serfiillen, sosind Y1, ..., Y dieirreduziblen Komponenten von X .

Beweis. (i) Sei M die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen Y von X, wel-
che nicht die Vereinigung endlich vieler irreduzibler Teilmengen sind. Wir zeigen
M = (). Angenommen M # (). Dann existiert in M ein minimales Element Y/,
denn X ist noethersch. Es ist Y aber insbesondere reduzibel, d.h. Y = Y, U Y,
mit Y; C X abgeschlossen und Y}, Y> C Y. Daraus folgt Yy, Y2 ¢ M, und somit
sind Y7, Y, Vereinigung endlich vieler irreduzibler Teilmengen, und damit auch
Y, ein Widerspruch.

Also ist insbesondere X Vereinigung endlich vieler irreduzibler Teilmengen, und
damit auch irreduzibler Komponenten X7, . . ., X,, nach Lemmal[l.3.8] Seinun Z
eine weitere irreduzible Komponente von X . Dann gilt

Z:OZﬂXi,

=1

und aus der Abgeschlossenheit der X; und der Irreduzibilitit von 7 folgt 7 C X;
fiir ein ¢, und damit gilt Gleichheit. Das beweist (7).

(17) Aus X; C U#i X, folgt X; C Uj# X; N X, und damit wie eben X; C X
fir ein j # i, ein Widerspruch.

(¢i7) Seien wieder X1, ..., X, die irreduziblen Komponenten von X . Dann folgt
aus X; C Uj Y; N X; wiederum X; C Y] fiir ein j, und damit Gleichheit. Also
sind die irreduziblen Komponenten von X unter den Yj. Aus ¥; ¢ (J,, Y; folgt
dass es keine weiteren/vielfachen Mengen unter den Y gibt. O

Korollar 1.3.14. SeiV eine affine k-Varietit. Dann gibt es irreduzible affine k-Varietiten
Vi,..., V. mit
V=Viu..-uV,

und

vig Jv

J#
firi = 1,...,r. Durch diese Bedingung sind die V; eindeutig bestimmt, es sind die irre-
duziblen Komponentenvon V.



1.3. DIE ZARISKITOPOLOGIE 21

Satz 1.3.15. SeiV eine affine k-Varietit. Dann gilt
Virreduzibel < Z(V') C k[z] Primideal.

Beweis. Seil :=Z(V).Danngilt V = V(I).

Sei nun zuerst V irreduzibel. Aus V' # () folgt I # (1). Seien weiter p, ¢ € k[z]
mitpg € I. Danngilt V' C V(p) U V(q), und aus der Irreduzibilitit von V' folgt
0.B.d.A. V C V(p). Das bedeutet aber p € I. Alsoist ] ein Primideal.

Sei umgekehrt 7 ein Primideal und

V C V(L) UV(L) = V(1)

fir zwei Ideale 11, I, C k[z]. Daraus folgt direkt /;I; C I, und aus der Primidea-
leigenschaft von I 0.B.d.A. dann I; C [. Das wiederum impliziert V' C V(I;),
und also ist V irreduzibel. O

Korollar1.3.16. Die Zuordnungp — V(p) definiert eine inklusionsumkehrende Bijekti-
on zwischen Spec(k[z]) und der Menge aller irreduziblen affinen k-Varietiten in A™.

Korollar1.3.17. Uberjedem Ideal I C k|x] gibtes nur endlich viele minimale Primideale
p1,...,pr Esgilt
VI=pin---Np,.

Man nenntpy, . . ., p, die minimalen Primteiler von /.

Beweis. Die minimalen Primideale iiber I sind die minimalen Primideale iiber

VI, und diese entsprechen nach Korollarund Korollargenau denma-
ximalen irreduziblen Teilmengen von V' = V(). Davon gibt es nur endlich viele,
nach Korollar[l.3.14 Nach Satz ergibt deren Durchschnitt das Radikal von
I. O

Beispiel 1.3.18. (i) Sei V' = V(p) eine Hyperfliche und py, . . ., p, die verschiede-
nen irreduziblen Faktoren von p. Dann sind die Varietiten V(p;) die irreduziblen
Komponenten von V/, und die Ideale (p;) die minimalen Primteiler von (p).

(i1) Die Varietit V(z1x2) (vergleiche Beispiel[l.2.2|(i4)) hat die beiden irreduzible
Komponenten V(z1) und V(x2). V ist hier zusammenhingend.

(¢i7) Die Varietat V(z1(x; — 1), z9(z1 — 1)) hat die irreduziblen Komponenten
V(z1 — 1) und V(z1, x2). Das sieht man am einfachsten mit Korollar[1.3.14] Hier
sind die beiden irreduziblen Komponenten auch gleichzeitig die Zusammenhangs-
komponenten.
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(1v) Die Varietit V = V(2?+13) C A? = C?istirreduzibel in der R-Zariskitopologie,
denn x% + 3 ist irreduzibel in R[xz1, 5. In der C-Zariski-topologie ist V hinge-
gen reduzibel:

V= V(Z)’Jl + ZZEQ) U V(l’l - Z.Z’Q)
In beiden Topologien ist V zusammenhingend. A

Definition1.3.19. Sei A ein Ringund /, .J Ideale in A. Dann ist
(I:J)={acA|aJ CI}

ein Ideal von A, genannt der Idealquotient von / nach J. Seine geometrische In-
terpretation liefert der folgende Satz.

Satz1.3.20. Seien I,.J C k[z] Ideale, mit I = \/I. Dann gilt
V(I:J)=V(I)\ V()
(wobei der Abschluss natiirlich in der k-Zariskitopologie gemeint ist).

Beweis. Wir zeigendass (I : J) = Z(V(I) \ V(J)) gilt. Mit Lemmal[l.3.3|(i) folgt
dann die Aussage.

Fiur"C"seip € (I : J)unda € V(I) \ V(J). Dann gibtes ¢ € J mit g(a) # 0.
Aus pq € I folgt dann aber 0 = pq(a) und daraus p(a) = 0.

Far"D"seip € Z(V(I) \ V(J)) und q € J. Dann gilt pg = 0 auf ganz V(/), und
also pqg € Z(V(I)) = /I = I. Das zeigtp € (I : J). O

Beispiel 1.3.21. (i) Sei V' = V(p) C A" eine Hyperfliche, und p = pi*---p¢r
die Zerlegung in irreduzible Faktoren. Dann ist [ = (p; - - - p,) ein Radikalideal
welches V' definiert, und V(p;), ..., V(p,) sind die irreduziblen Komponenten
von V. Es gilt

VAV(pi) = V(1 pie1 - Piv1Dr),
denn (I :p;) = (p1---pi-1 " Pit1- D)
(ii) Ein explizites Beispiel ist V' = V(xx5), mit

VA V(z1) = {(a,b) € A’ | a #0,b =0},
also die x1-Achse ohne den Ursprung, und das ist keine affine k-Varietit. Es ist

VA V(z1) = V(129 : 1) = V(22) = {(a,b) | b =0}

die komplette x;1-Achse.
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1.4 Regulire Funktionen und Morphismen

Sei V' C A" eine affine k-Varietit. Jedes Polynom p € k[z| definiert eine po-
lynomiale Abbildung p: A" — K = A', und durch Einschrinkung auch eine
Abbildung

p: V— AL
Zwei Polynome p, ¢ € k|z] definieren dabei dieselbe Abbildung auf V' genau dann
wenn p — ¢ = 0auf V und damit p — g € Z(V) gilt. Also identifizieren sich die
polynomialen Abbildungen V- — A genau mit den Elementenvon k[z] /Z(V).

Zur Erinnerung: eine k-Algebra ist eine Ringerweiterung von k.

Definition1.4.1. Sei V' C A" eine affine k-Varietit. Dann heif3t

k[V]:= klz]/Z(V)
der affine Koordinatenring oder die affine Koordinatenalgebra von |/. Beachte
nochmals dass Z(V') und damit k[V'] nicht von der Wahl des algebraisch abge-
schlossenen Korpers K abhingt!
Elemente von k[V] heifien regulire Funktionen auf V. Reguldre Funktionen kénnen
als polynomiale Funktionen auf V interpretiert werden. A

Beispiel 1.4.2. (i) k[A"] = k[z] und k[0] = {0}.
(i9) Ist V' = V(p) eine Hyperfliche mit p quadratfrei, gilt k[V] = k[z]/(p). A

Lemma 1.4.3. (i) Fiir jede affine Varietit V ist k[V'] eine endlich erzeugte, reduzierte k-
Algebra.
(13) Sind V, W C A" affine Varietiten mit V N W = (), so gilt

K[V UW] 2 k[V] x k[W].
Insbesondere gilt fiir endliche Varietiten V = {a4,...,a,.} C k"
EVI 2 kx--xk.
—_——

r

Beweis. (i) ist klar, denn k|[z] ist endlich erzeugt und Z(V') ist ein Radikalideal.
Fiir (i7) verwende

() =Z(VnW)=+IZ(V)+IZ(W (W),

wobei wir Lemmall.1.3|(i¢) benutzen. Aus dem chinesischen Restsatz folgt dann
E[VUW] =Eklz]/(Z(V)NZ(W)) = k[z]/JZ(V) x k[z]/Z(W) = k[V] x k[W].
Die zweite Aussage folgt aus k[{a}| = k[z]/m, = k fira € k™. O
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Bemerkung1.4.4. DieIdealevon k[V] stehenin Bijektion zu den Idealen von k[z],
welche tiber Z(V') liegen. Dasselbe gilt fir Radikal- und Primideale. Diese Ideale
entsprechen wiederum Untervarietiten von V. Damit erhalten wir die folgende
relative Version von Korollar[L.2.18k

Die Zuordnung

I'—Vy(I):={acV|pla)=0Vpel}

liefert eine Bijektion zwischen Radikalidealen von k[V] und Untervarietiten von
V. Dabei entsprechen Primideale gerade irreduziblen Varietiten. Die Umkehr-

abbildung ist
W= Zy(W):={pe€klV]|pla) =0Va € W}.
Fir p € k[V] setzen wir

Dy(p) :=={a eV |p(a) #0}.

Jede offene Menge der k-Zariskitopologie auf V' ist eine endlich Vereinigung von
solchen D(p;). A

Bemerkung 1.4.5. Beim Ubergang von V' zu k[V'| geht keine Information verlo-
ren; aus k[V'| zusammen mit den Erzeugern 7, . . . T,, kann man V' auf verschie-
dene Weise zuriickkonstruieren.

(1) Seim: k[z] — k[V] die kanonische Surjektion z; — ;. Dann gilt offensicht-
lichker(7) = Z(V), und also

V = V(ker(m)).
(i1) Es gibt eine Bijektion
K" +— Homk,alg(k[g], K)

a e,
(a(z1), ..., a(xy,)) < .

Dabei entsprechen die Punkte a € V genauden o € Hom(k[z], K) mita = 0
auf Z(V'), und damit den Elementen von Hom(k[V], K'). Wir erhalten also die
Bijektion
Hom(k[V],K) =V
o = (al(fl),...,@(fn)). AN
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Korollar 1.4.6. Jede endlich erzeugte, reduzierte k-Algebra A ist isomorph zur Koordina-
tenalgebra einer affinen k-Varietit.

Beweis. Folgt direkt aus der Konstruktion von Bemerkung (4): wahle Erzeu-
geray,...,a,von Aund betrachte die Surjektion

m:klz] » A

T; > a;.
Fur V = V(ker(m)) gilt dann
KIV] = Kla] /Z(V) = Kz /ker(r) 2 A.

Dabei verwenden wir dass ker() ein Radikalideal ist, was aus der Reduziertheit
von A folgt. O

Definition1.4.7. Seine V C A" und W C A™ affine k-Varietiten.
(¢) Ein (k-)Morphismus von 1/ nach IV ist eine Abbildung

p: V=W
furdie py, ..., pm € k[V] existieren mit

pla) = (pr(a), ... pm(a)) VaeV.

Wir schreiben dann kurz p = (p1, ..., pm)-
(i1) Ein (k-)Morphismus p: V' — W istein (k-)Isomorphismus, falls ein k-Morphismus
q: W — V existiert mit

gop=idy und poq=idy.

(i17) Zwei affine k-Varietiten V, W heifden (k-)isomorph, falls ein Isomorphismus
p: V — W existiert. Wir schreiben dann V' =, W (oder V' = W falls sich k aus
dem Kontext ergibt).

(7v) Mit Homg (V, W) bezeichnen wir die Menge aller k-Homomorphismen von
V nach W. A

Satz1.4.8. Seip: V — W ein k-Homomorphismus. Fiir jedes ¢ € k|W | ist dann

p*(q) ==qop € k[V]
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eine reguldre Funktion auf V. Die so definierte Abbildung

p* k(W] — k[V]

¢+ p*(q)
ist ein k-Algebrahomomorphismus. Die so definierte Abbildung
*: Hom(V, W) — Hom(k[W], k[V])
pp
ist bijektiv.
Beweis. Da die Hintereinanderausfithrung von zwei polynomialen Abbildungen
offensichtlich wieder polynomial ist, ist die Hintereinanderausfihrung von zwei
k-Morphismen ein k-Morphismus. Deshalb ist p*(¢) = ¢ o p € Hom(V,A') =
k[V']. Die Abbildung p* ist offensichtlich ein k-Algebrahomo-morphismus. Noch
zu zeigen ist die Bijektivitit von *. Dazu geben wir die Umkehrabbildung an.
Esist k(W] = Ekly1, ..., yn]/Z(W) = k[yy,...,Y,,)- Seinun p: kW] — k[V]
ein k-Algebrahomomorphismus. Setze
Pe = (1), - ¢(Yn)) € Hom(V, A™).

Wir zeigen dass sogar p,,: V — W gilt. Fiir ¢ € k[y] und a € V gilt nimlich

1(Po(a)) = q(e(@1)(a), - .., 0(n)(a)) = ¢(q(@))(a) = ¢ (@)(a).

Istnung € Z(W) so giltg = 0 in k[W], und also ¢(p,(a)) = 0. Das beweist
p,(a) € W,und also p, € Hom(V, W).
Die somit definierte Zuordnung

Hom(k[W], k[V]) — Hom(V, W)
Y= Py
ist aber die Umkehrabbildung zu *, wie man in Aufgabe[l0|nachrechne. O

Bemerkung 1.4.9. Wir halten noch einmal fest: fiir k[W] = k[y]/Z(W) ist die
Umbkehrabbildung zu

*: Hom(V, W) — Hom(k[W], k[V])
p=p
die Abbildung
Hom(k[W], k[V]) — Hom(V, W)
= (@) o(Ym))- A
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Bemerkung 1.4.10. Die Bijektionen aus Bemerkung|1.4.9|liefern eine Aquivalenz

von Kategorien, zwischen der Kategorie der affinen k-Varietiten mit k-Morphismen

und der Kategorie der endlich erzeugten reduzierten k-Algebren mit k-Algebrahomomorphismen.
Ohne diese Begriffe genau zu definieren, halten wir das folgende fest:

Zunichst ist jede endlich erzeugte reduzierte k-Algebra die Koordinatenalgebra

einer affinen k-Varietat (Korollar. Weiter ist * eine Bijektion, d.h. die Mor-

phismen der Varietiten und die Morphismen der dazugehérenden Algebren ent-

sprechen sich eins zu eins. Weiter hat * die folgende funktorielle Eigenschaft: fir

p € Hom(V, W) und ¢ € Hom(W, X) gilt

(qop)*=p oq”

sowie
idy, = idgpy-

Daraus ergibt sich, dass sich jede Frage iiber Varietiten in eine dquivalente Fra-
ge iiber endlich erzeugte reduzierte Algebren tibersetzen lasst, und umgekehrt.
Insbesondere erhilt man daraus den nichsten Satz. A

Satz 1.4.11. Ein k-Morphismusp: V' — W von Varietiten ist ein Isomorphismus genau
dennwenn p*: k[W| — k[V] ein Isomorphismus von k-Algebren ist. Insbesondere gilt

VW e k[V] = kW],
Beweis. Aufgabelll] O
Beispiel 1.4.12. (:) Erste einfache Beispiele von k-Morphismen sind
« Inklusionen von Untervarietiten Vy (I) — V fur I C k[V].
« Projektionen7: Vi x Vo — Vi; (a,b) — a, fur affine Varietiten V3, V5.

(17) Sei P = V(2?2 — x5) C AZ?eine Parabel, und m: P — A'; (ay,as) — ay.
Dannist 7 ein k-Isomorphismus. Man kann entweder die Umkehrabbildung r
(r,r?) direkt angeben. Oder man betrachtet

k[P] = k[Il,ZEQ]/(IL‘% — LUQ) = k'[fl,fg] = k[fl]
und k[A'] = k[t] und die induzierte Abbildung

7 k[A'] — K[P]
t—T.



28 KAPITEL 1. AFFINE VARIETATEN

Dannist 7* offensichtlich ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung z; +— ¢, 75 —
2.
(i46) Sei C = V(x} — 23) eine spitze Kurve (vergleiche Beispiel [[.2.2] (iv)). Dann
gibt es einen Morphismus
p: Al = C
r s (r3r?)
der sogar bijektiv ist, wie man sich leicht iiberlegt (Aufgabe [12). Die Kurve C' er-
laubt also eine bijektive polynomiale Parametrisierung durch A'. Trotzdem ist p kein
k-Isomorphismus. Fiir die Umkehrabbildung miisste man nimlich Wurzeln zie-
hen, was nicht polynomial méglich ist. Ein exakter Beweis beniitzt aber die Ko-
ordinatenringe. Es ist k[C] = k[z1, 5] /(23 — 23) = k[T1, %], k[A'] = k[t] und
p*: k[C] — k[AY]
T — t2
To — t3.
Es ist p* offensichtlich nicht surjektiv, und also ist weder p* noch p ein Isomor-

phismus (nach Satz[1.4.11). Bijektivitit eines k-Morphismus von Varietiten impliziert
also nicht Isomorphie! A

Satz1.4.13. Seip: V — W eink-Morphismusvon affinen Varietitenund o := p*: k[W] —
k[V'] der induzierte Algebrahomomorphismus der Koordinatenringe.
(i) Fiir jedes Ideal J C k[W] gilt

P Vw(J)) = Vv (a(J)).
Insbesondere ist das Urbild einer affinen Varietit unter einem Morphismus wieder eine af-
fine Varietit.
(i) Fiir jedes Ideal I C k[V] gilt
p(Wv (1)) = Vi (a~ (D).
Insbesondereist Ly (p(V')) = ker(«).

Beweis. Fiira € V und ¢ € k[W]gilt ¢(p(a)) = a(q)(a). Daraus folgt (i), denn
es gilt
pla) € Vw(J) < q(p(a)) =0vg € J
< alq)(a) =0Vqe J
< a € Vy(a(J)).
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(i1) Fiir ¢ € k[W] gilt
q=0aufp(Vv (1)) < q = 0aufp(Vy(I))
<:>q0panusV<I)
s alq) € Ty(W (D) = VI

sqgeal (ﬁ) =+/a (1)
& q=0auf Vy(a t(1)).

Wenn zwei Varietiten aber dasselbe Veschwindungsideal haben, sind sie nach
Lemmall.2.8|(iv) gleich. Insbesondere folgt mit I = (0)

T (p(V)) = Zw (p(V)) = Tw Vi (ker(a))) = v/ker(a) = ker(a),
denn ker(«) ist ein Radikalideal, da k[V] reduziert ist. O
Korollar 1.4.14. Seip: V' — W ein Morphismus von affinen Varietiten. Setze o :=
p*: k[W] = k[V]. Firb € W sei
q:={p e k[W]|p(b) =0} = Zw({b}) € Spec (k[W])

der Kern der Auswertung. Dann sind dquivalent:

i bepV)

(i) esgibtp € Spec (k[V])mita™t(p) = q.

Beweis. (i)=-(i7): Seia € V mit p(a) = b. Seiev,: k[V] — K die Auswertung in
a,und p := ker(ev,) = Iy ({a}). Wegenev, = ev,oaista™(p) = ker(evy) = q.
(i1)=-(7): Zunichst ersetzen wir p: V' — W durch die Einschrinkung

p: V(p) = Vw(a) = {b}

(beachte dazu Satz (47)). Dadurch kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
a: k[W] < k[V]injektiv, g = (0), sowie V, W irreduzibel sind.
Sei S = k[W]\ {0} und betrachte S~'k[IV] = Quot(k[IW]) =: k(W). Wegen

evy: k(W] — K

kénnen wir fortsetzen zu evy,: k(W) — K. Da S™1k[V] eine endlich erzeugte
S~k [W]-Algebraist, gibt es nach dem Hilbert’schen Nullstellensatz einen k(17 )-
Homomorphismus S~'k[V] — K (dividiere ein maximales Ideal aus und bette in
K ein). Insbesondere existiert eine Fortsetzung k[V]| — K vonevy: k[W]| — K.
Jeder k-Homomorphismus k[V] — K ist aber die Auswertung an einem Punkt
von V. Also gibtes a € V mitev, = ev, o a. Damit gilt p(a) = b. O
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Bemerkung/Beispiel 1.4.15. (i) Jeder k-Morphismus p: V' — W von affinen k-
Varietaten ist stetig beziiglich der k-Zariskitopologie. Das folgt aus Satz[l.4.13|(3).
Insbesondere ist ein Isomorphismus immer ein Homéomorphismus der topolo-
gischen Riume.

(¢1) Ein k-Morphismus von affinen Varietiten kann ein Homdomorphismus be-
ziiglich der Zariskitopologie sein, ohne ein Isomorphismus zu sein. Das zeigt das
Beispiel[[.4.12|(¢ii), wie man sich in Aufgabe[12]iiberlege.

(¢i7) Das Bild p(V') einer Varietit unter einem Morphismus ist im Allgemeinen
weder abgeschlossen noch offen. Zum Beispiel gilt fiir

p: A% — A?
(a17a2) — (a17a1a2)

p(A%) = A"\ {(0,0) | b # 0}

(iv) Ist V irreduzibel, so auch p(V'). Das folgt entweder direkt topologisch aus
der Stetigkeit von p, oder algebraisch, denn Zy, (p(V')) = ker(«), und mit k[V/]
nullteilerfrei ist ker(«) ein Primideal. A

Zum Abschluss dieses Kapitels beschiftigen wir uns noch mit endlichen Varie-
tdten.

Definition1.4.16. Ein Ideal / C k[xz] heift 0-dimensional, falls
dimg k[z]/I < o0

gilt. A
Satz 1.4.17. FiireinIdeal I C k[z| sind dquivalent:

(1) 1 istO-dimensional

(i) |V(I)] < o0
(Gi7) I Nk[x;] # {0} firallei =1,... n.
In diesem Fall gilt V(I) C k" und |V(I)| < dimy, k[V(I)] < dimy, k[z]/I.

Beweis. SeizundchstV :=V(I) C K™ eine endliche Menge. Nach dem Hilbert-
schen Nullstellensatz gilt

Vi= [ I({a}),

acVnk"
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und wegen B
klz]/Z({a}) — k

fira € k" ist k[z]/Z({a}) ein Korper und Z({a}) somit ein maximales Ideal.
Also ist
Vi=mn---Nm,

ein endlicher Durchschnitt maximaler Ideale. Der chinesische Restsatz liefert
k[V]=klz]/VI= L x - x L,

wobei L; = k[x]/m; wie oben eine endliche algebraische Krpererweiterung von
k ist. Mit Bemerkung[L.4.5/(i?) gilt nun

V = Homy, (k[V], K) = Homy, (L1 X -+ x L,, K) = Homy (L X -+ X L, k) .

Die letzte Gleichung nutzt aus, dass Elemente aller L; polynomiale Gleichungen
itber k erfiillen, und somit von k-Algebrahomomorphismen immer nach £ abge-
bildet werden. Das zeigt bereits V' C k. Wegen

Homy, (Ly x -+ X Ly, k) = |_JHomy, (L, k)
=1
(Aufgabe[14) gilt nun
V| = [Homy (L;, k)|

=1

< ZT:[LZ s k]
= (;rlnk E[V]
< dimy k[z]/1.
Somit ist der Zusatz bewiesen. Nun zur Aquvivalenz von (i)-(iii). Sei
7 A" — Al
die Projektion auf die i-te Komponente. Es gilt nun

Vendlich < ;(V)endlich fiurallei =1,...,n

< m;(V) endlich furallei = 1,... n,
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wobei die letzte Aquivalenz 7;(V) C k verwendet. Nach Satz Wird aber
7;(V) durch das Ideal I N k[z;] definiert, und also ist (i4) iquivalent zu (iii). Fiir
(i17) = (i) verwenden wir, dass fiir jedes i ein x?" modulo / durch niedrigere Po-
tenzen von x; ersetzt werden kann. Damit ist auch k[z]/I endlich dimensional.
Fiir (1)= (1i1) verwendet man umgekehrt, dass k[x;]/ (I N k[x;]) nach k[z] /I ein-
bettet, und somit mit k[z]/I ebenfalls endlich dimensional ist. Daraus folgt I N

klzi] # {0} N

Beispiel 1.4.18. Man beachte nochmal, dass V(1) immer iiber K betrachtet wird,
nicht nur iiber k. Zum Beispiel ist V(2] 4 23) nicht endlich, da k[z1, 25| /(23 +23)
kein endlich-dimensionaler k-Vektorraum ist. In R? siecht man aber trotzdem nur
einen Punkt der Varietit. A



Kapitel 2

Algorithmische Aspekte

In den vorangegangenen Kapiteln sind algebraische und geometrische Fragen
aufgetaucht, die man auch algorithmisch gerne entscheiden mochte. Beispiele
dafir sind:

« Gegebenp,pi,...,p, € k[z], giltp € (p1,...,pr)?

« GegebenlIdeale I = (p1,...,p;),J = (q1,-...,qs) C k[z], finde Erzeuger
fir1nJ,(I:J),VI.

« Gegeben ein Homomorphismus ¢: k[z] — k[y] und ein Ideal

J=(q,-.-,q) C klyl, finde Erzeuger fiir o= (J).

Die nun vorgestelle Theorie der Grobnerbasen erlaubt eine algorithmische Ent-
scheidung solcher Fragen, und zwar mithilfe symbolischer, d.h. exakter Berech-
nungen. Sind die Inputdaten exakt, d.h. handelt es sich beispielsweise um Poly-
nome iiber QQ, so liefern sie auch exakte Antworten auf die beschriebenen Fragen.
Diese Algorithmen sind in vielen Computeralgebrasystemen implementiert.

2.1 Monomiale Ideale

Notation2.1.1. Seiwieder k ein Korper. Setzex = (x1,...,2,). Fira = (a1, ...,a,) €
N" und ¢ € k nennen wir

za ::aj?l...x

Qn
n

ein Monom, und

33



34 KAPITEL 2. ALGORITHMISCHE ASPEKTE

einen Term. Weiter setzen wir
Die Monome bilden offensichtlich eine k-Vektorraumbasis von k|[z]. Fiir

pP=Y_ paz® € klz]

aENn
setze
supp(p) = {a € N" | po # 0}.
Fir jedes Polynom p ist supp(p) eine endliche Menge. Der Grad deg(p) von p ist
definiert als
deg(p) = max {[a| | o € supp(p)} -
Die natiirliche partielle Ordnung auf N” ist definiert durch

a<f&eaqlgVi=1,...,n.

A
Definition 2.1.2. Ein Ideal / C k[z] heif3t monomial, wenn es von Monomen
erzeugt wird. A

Lemma 2.1.3. Sei M C N"und [ = (2 | « € M). Dann sind die Elemente von [
gerade die k-Linearkombinationen von x° mit o < 3 fiireinae € M.

Beweis. Klar. O

Bemerkung 2.1.4. (i) Die Monome z” mit o < 3 fiir ein o« € M bilden eine k-
Vektorraumbasis von I.

(¢i) Ein allgemeines Ideal / C k[z] muss iiberhaupt keine Monome enthalten.
Das ist zum Beispiel fir I = (x; + 1) C k[z;] der Fall. A

Satz 2.1.5 (Dicksons Lemma). Fiir jede Teilmenge M C N™ ist die Menge M., der
beziiglich < minimalen Elemente von M endlich.

Beweis. Es wird
I'=(z%|aeM)

nach dem Hilbertschen Basissatz von einer endlichen Teilmenge erzeugt. Es gibt
also S C M endlich mit

Ve MdaeS a<p.

Da es in N" keine unendlichen beziiglich < absteigenden Folgen gibt, ist das ge-
nau die Aussage des folgenden Satzes. O
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2.2 Monomordnungen und Grobnerbasen

Definition 2.2.1. Eine Monomordnung ist eine total Ordnung < auf N”, die fiir
alle o, 5,v € N" erflt:

@) 02«

(i) a=f=a+~v=F+7. A

Bemerkung/Beispiel 2.2.2. (i) Jede Monomordnung kann ebenso als totale Ord-
nung der Monome von kx| aufgefasst werden, gemif3

* <2’ e a =B

Die Bedingung (ii) in Definition [2.2.1 bedeutet dabei Vertriglichkeit mit Multi-
plikation:

(43) Fiir n = 1 gibt es nur eine Monomordnung: 1 < z; < 2% < - -
Farn > 2 gibt es mehrere, beispielsweise die lexikographische Ordnung

a <ex f = a=fodera; < fiiri = min{j | o; # B;}
oder die grad-lexikographische Ordnung
a =gqex 0 = |a| < |B|oder (Ja| = |5 und a <ex ) - A

Lemma 2.2.3. Jede Monomordnung ist eine Wohlordnung auf N, d.h. jede nichtleere
Teilmenge hat ein kleinstes Element.

Beweis. Sei () # M C N" und < eine Monomordnung. Nach Satz ist die
Menge M., der beziiglich < minimalen Elemente endlich. Aus o < /3 folgt aber
a = 3, und deshalb ist das beziiglich < kleinste Element von M,,;, auch das
kleinste Element von M. O

Notation 2.2.4. Sei < eine Monomordnungundp = > p,z® € k[z] mitp # 0.
Seiy = max< supp(p). Dann setzen wir

LM<(p) =2 LC<(p) =p, LT<(p)=p,2’

und nennen es Leitmonom, Leitkoeffizient und Leitterm von p. Wir nennen p
normiert, falls LC<(p) = 1 gilt. Wir setzen

LM<(0) = LC<(0) = LT<(0) = 0.

Falls die Monomordnung aus dem Kontextklarist, lassen wir den Index < manch-
mal auch weg, schreiben also LM(p) statt LM <(p) etc... A
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Lemma 2.2.5. Fiirp,q € k(z] gilt
LM(pg) = LM(p) - LM(q)
und
LM(p + ¢) = max {LM(p), LM(q)} ,
mit Gleichheit in der zweiten Gleichung falls LM(p) # LM(q).

Beweis. Klar. O

Definition 2.2.6. Fiir ein Ideal I C k[z] und eine Monomordnung < nennen wir

LIL(1) = (LM< (p) | p € 1)

das Leitideal von / beziiglich <. Jedes Monom das nicht in LI<(/) liegt heifdt
Standardmonom von / beziiglich <. A

Bemerkung 2.2.7. (i) LI(/) ist ein monomiales Ideal. Die darin enthaltenen Mo-
nome sind genau die LM(p) mit p € I, denn z°LM(p) = LM(2°p).
(i) Aus I = (py,...,p,) folgt

(LM(p), .., LM(p,)) € LI(I),

aber im Allgemeinen keine Gleichheit. In einer Darstellung
p=> api€l

konnen sich die Leitmonome der Terme rechts nimlich durchaus gegenseitig auf-

heben. Deshalb hat man aus der Kenntnis von p allein noch keine Kontrolle iiber

die Komplexitit der ¢;. Zum Beispiel gilt fiir I = (py, po) mitp; = zy + 1, py =

2
y°—1
T4y =ypr—aps €1,

und also ist (je nach Wahl der Monomordnung) entweder x oder y in LI(7). An-

dererseits ist LM(p;) = xy und LM(py) = y? (unabhingig von der Wahl der

Monomordnung), und

v,y & (vy.9%).

Genau dieses Problem werden wir mit der Definition von Grobnerbasen beheben.

A
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Satz 2.2.8 (Macaulay). Sei I C k|x] ein Ideal und < eine Monomordnung. Dann bilden
die Standardmonome von I beziiglich < eine k-Vektorraumbasis von k[x] /1.

Beweis. Lineare Unabhangigkeit: Seip = > . p;a® € I mitz® ¢ LI(]) fiir alle .
Wire ein p; # 0, so wire LM(p) eines der 2%, und das lige damit doch in LI(]),
ein Widerspruch.

Erzeugendensystem: Sei V' der von allen Standardmonomen von / aufgespannte
k-Vektorraum. Wir zeigen dass V + I = k[z] gilt. Angenommen das wire falsch.
Wiahledanneinp € k[z]\(V + I) mitkleinstméglichem Leitmonom beziiglich <
(beachte Lemmal[2.2.3). Dann ist LM(p) kein Standardmonom, denn sonst wire
LT(p) € V und damitp — LT(p) ¢ V + I, ein Widerspruch zur Minimalitit von
p. Also gilt LM(p) € LI(/), d.h. es gibt ¢ € I mit LM(q) = LM(p). Setze dann

__ LC(p)
=p— q.
LC(q)
Dannisth ¢ V + I, aber LM(h) < LM(p), erneut ein Widerspruch. O

Definition2.2.9. Sei/ C k[z]einIdeal, < eine Monomordnung und V' der Unter-
raum von k[z|, der von allen Standardmonomen von [ beziiglich < aufgespannt
wird. Nach Satz[2.2.8|gibt es fiir jedes p € k[z] ein eindeutig bestimmtes g € V mit

p=q mod I.

Wir nennen dieses ¢ den Standardrest von p modulo / (beziiglich <), und ver-
wenden die Notation

q = stry <(p).

Beachte dass
strr<: k[z] =V

eine surjektive lineare Abbildung mit Kern [ ist. A
Korollar 2.2.10. Es gibt einen Isomorphismus von Vektorriumen
Kla)/T — kla)/L1(D)
p = str<(p).

Beweis. Die Abbildung
strr<: k[z] =V

ist surjektiv mit Kern 7/, und per Definition von V' ist die kanonische Projektion
V' — klz]/LI(I) ein Isomorphismus. O
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Definition 2.2.11. Sei / C k[z] ein Ideal und < eine Monomordnung. Eine endli-
che Teilmenge G C I mit 0 ¢ G heifdt Grobnerbasis von / (beziiglich <), falls

LI«(I) = (LMx(g) | g € G)

gilt. Eine endliche Teilmenge G C k|[z] heif3t Grobnerbasis (beziiglich <), falls G
eine Grobnerbasis des Ideals (G) ist. A

Lemma 2.2.12. Seien J C [ IdealemitL1(J) = LI<(]). Danngilt J = 1.

Beweis. Aus LI<(/) = LI<(J) folgt, dass beide Ideale die selben Standardmono-
me haben. Also ist der von allen Standardmonomen aufgespannte Raum V fiir
beide Ideale derselbe, und aus k[z] = V @ I = V @ J (nach Satz[2.2.8) folgt
damit I = J. ]

Satz 2.2.13. Jedes Ideal I C kx| besitzt eine Grobnerbasis (beziiglich jeder Monomord-
nung), und jede solche Grobnerbasis erzeugt I .

Beweis. Nach dem Hilbert’schen Basissatz wird das monomiale Ideal LI (/) von
endlich vielen Monomen LM <(py), ..., LM<(p,) mit p; € I erzeugt. Damit ist
G = {p1,...,p,} eine Grobnerbasis vom I beziiglich <.

SeinunJ = (p1,...,p,). Dannist J C [ ein Ideal mit LI<(J) = LI<(/), und
mit Lemmal[2.2.12folgt I = J. Also wird I von G erzeugt. O

Beispiel 2.2.14. (1) Sei I = (py,p2) C klz,y| mitp; = zy + 1,py = y* — 1 wie
in Bemerkung(z’z’). Dort haben wir gesehen, dass {py, p» } beziiglich keiner
Monomordnung eine Grébnerbasis von I ist.

(i) Sei I = (p1,p1) C k[z,y, 2zl mitpy =x+ 2, p2s =y + 2.

« Beziiglich der lexikographischen Monomordnung mit z < y < x gilt
LM<(p1) ==, LM<(p2) =,

und also
LIL(D) 2 (2,y).

Andererseits ist I N k[z] = (0), denn V(1) = {(,t,—t) | t € K}. Damit
kann das Leitmonom eines Elementes aus [ keine Potenz von z sein, weil
sonst aufgrund der Monomordnung nur die Variable 2 auftauchen wiirde.
Also wird jedes Leitmonom entweder durch x oder durch y geteilt, und das
zeigt LI<(I) = (z,y). Also ist {p;, p2} eine Grobnerbasis von [ beziiglich
<.
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« Seinun < eine Monomordnung mit x < z,y < z. Dannist
LM< (p1) = LM<(p2) = .

Wegen
r—y=p—pr€l

ist also entweder x oder y in LI (7). Somit ist {py, p»} keine Grébnerbasis
von [ beziiglich <. JAN

2.3 Der Buchberger-Algorithmus

Sei in diesem Abschnitt stets < eine fest gewdhlte Monomordnung auf N”. Alle
Begriffe wie LM(p), LI(I), Grobnerbasis... beziehen sich auf diese.

Satz 2.3.1(Division mit Rest). Seien0 # g1, ..., gs € k|x]. Fiirjedes p € k|x] gibtes
Qs -y qs, T € k[z] mit

P=qg1+t -t qsgs+T
sowie
(1) Kein Monom in r ist durch ein LM(g; ) teilbar
2) LM(q;9;) < LM(p) firallei = 1,...,s.

Beweis. Seip =) pox®. Falls kein Monon von p durch eines der LM(g; ) teilbar
ist, setzenwirq; = - -- = ¢ = 0 sowie r = p.
Andernfalls sei z* das beziiglich der Monomordnung < gréfite Monom von p,
welches durch ein LM(g;) teilbar ist, also etwa 2% = 2 - LM(g;). Dann setzen
wir
q:= Pa__ .6

LC(g:) —
Damit verschwindet der Koeffizient von 2 in p, und jedes Monom von p, welches
durch ein LM(g;) teilbar ist, ist also strikt kleiner als x* (wire es grofRer, miisste
es schon in p vorgekommen sein).
Wir iterieren den Prozess, und sind nach endlich vielen Schritten fertig, da <
eine Wohlordnung ist. Im Resultat erhalten wir ein Polynom r, in dem kein Mo-
nom mehr durch ein LM(g; ) teilbarist. Lésen wir die Rechnung riickwirts wieder

sowie p=p— qg;.
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auf, erhalten wir exakt die behauptete Identitit. Beachte dass in unserem ersten
Schritt
LM(qg;) = 2”LM(g;) = 2 < LM(p)

und damit auch
LM(p) < LM(p)

gilt. O
Bemerkung 2.3.2. (i) Der Beweis von Satz ist konstruktiv. Fiir gegebene
P, g1, - - -, gs finden wir die ¢; sowie r explizit anhand des angegebenen Algorith-
mus.

(i1) Die ¢; und das Polynom r sind durch die Bedingungen (1) und (2) in Satz
nicht eindeutig bestimmt (beispielsweise erlaubt der Algorithmus Wahlmoglich-
keiten, die zu unterschiedlichen Ergebnissen fithren konnen).

« Sein =1und g; = z,92 = x + 1. Fiir p = x ergibt sich
p=g1+0=gs— 1.

Beide Identititen erfiillen (1) und (2) und kénnen auch durch den beschrie-
benen Algorithmus entstehen.

« Sein =2undg; = 2y + 1,90 = 3> — 1 wie in Beispiel(i). Fir
p = zy? — x erhalten wir

p=yg — (v +y)=1x9+0.

Beide Identititen erfiillen (1) und (2) (unabhingig von der Wahl der Mono-
mordnung), und kénnen auch durch den Algorithmus entstehen. A

Definition 2.3.3. Ein Polynom r welches die Bedingungen aus Satz erfullt

heif’t ein Standardrest von p modulo ¢, . . ., g; beziiglich <. Dies ist nicht zu
verwechseln mit dem Standardrest aus Definition der eindeutig bestimmt
ist. A

Korollar2.3.4. Ist{gi, ..., gs} eine Grobnerbasis von I, so gilt fiir jeden Standardrest r
von pmodulo g1, . . ., gs

r = stry(p).
Insbesondere liefert die Division mit Rest (unabhingig von den maglichen Wahlen im Al-
gorithmus) immer dasselbe Ergebnis r.
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Beweis. Seir ein Standardrest. Dann ist jedes Monom in r ein Standardmonom
von [, aufgrund von Eigenschaft (1) in Satz und weil die LM(g;) das Leitideal
von [ erzeugen. Andererseits ist p = r modulo /. Diese beiden Eigenschaften
charakterisieren aber str;(p). O

Definition 2.3.5. Seien p, ¢ € k[z] \ {0}. Dann heifst

LT(q)-p—LT(p) - q
gegT(LM(p), LM(q))

das S-Polynom von p und q. A

S(p,q) =

Bemerkung 2.3.6. (i) Das S-Polynom ist wirklich ein Polynom. Der grofite ge-
meinsame Teiler von LM(p) und LM(q) ist ein Teiler des Zahlers.
(i7) Nach Konstruktion kiirzen sich die Leitterme der Zihlers. Es gilt also

LM(S(p,q)) < kgV(LM(p), LM(q)).

Das folgende Lemma besagt, dass Kiirzung von Leitmonomen in Linearkombi-
nationen im wesentlichen immer auf dieses Phinomen der S-Polynome zuriick-
gefithrt werden kann. A

Lemma 2.3.7. Seien gy,...,9s € klz] \ {0} alle mit demselben Leitmonom
LM(g;) = z®. Seienay, . ..,as € kmit

LM (Z aigi) <z
i=1
Dannist . a;g; eine Linearkombination der S(g;, giy1) firi = 1,...,s — L.
Beweis. Setze b; := LC(g;) und p; := ;¢ fiiri = 1,...,s. Wegen
LM (Z azg2> < £a
i=1

gilt
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Damit gilt, wobei wir p,; = 0 setzen:

Z a;g; = Z a;b;p;
=1 =1
¥ (z ajbj) —

i=1 \j=1
s—1 7

5 (z b) e pina).
i=1 \j=1

Fiir die letzte Gleichung verwenden wir ) 7_, a;b; = 0. Wegen

bjf‘gz — biﬁagj

S(gi,9;) =

e = bjgi — big; = bib;(pi — p;)

folgt daraus die Behauptung. O

Satz 2.3.8 (Buchbergerkriterium fiir Grébnerbasen). Esseien ¢y, ...,gs € k[z] \
{0}, undfirallei, j € {1,..., s}seih;;einStandardrestvon S(g;, g;) beziiglich g1, . . ., gs.
Dannist{gi, ..., gs} genau dann eine Grobnerbasis, wenn h;; = 0 fiirallei < j gilt.

Beweis. Setze I = (g1,...,9s). Ist zunichst {gy, ..., g;} eine Grobnerbasis, so
folgt aus Korollar[2.3.4] dass h;; = str;(S(g;, g;)) der Standardrest beziiglich 1
ist. Wegen S(g;, g;) € I istdamit h;; = 0 fiir alle ¢.

Sei nun umgekehrt h;; = 0 firallei < j. Fiir 0 # p € I miissen wir

LM(g:)[LM(p)

fiureini € {1,..., s} zeigen. Nach Voraussetzung gibt es eine Identitit

p= Z%’gi (%)
i=1
mit ¢; € k[z]. Sei
27 = max{LM(qqg;) | i=1,...,s}.

Wir zeigen, dass falls LM(p) < 7 gilt, wir eine neue Darstellung wie in (x) finden
konnen, mit echt kleinerem . Iterativ erreichen wir dann LM(p) = 27, und das
beweist das LM(p) von einem LM(g;) geteilt wird.



2.3. DER BUCHBERGER-ALGORITHMUS 43

Es gelte also LM(p) < 7. Durch Umnummerierung erreichen wir

M= =M= " Vel -5 Vs

wobei 27 = LM(q;g;)sei. Wir schreiben (x) nun um

p= ZLqugﬂrZ i — LT(a:)) gﬁZngz

i=t+1
M—/
D

Jeder Summand in p hat 2" als Leitmonom. Jeder Summand im Rest hat ein echt
kleineres Leitmonom. Auflerdem gilt LM (p) < 27, daes fir p gilt. Es reicht also,
eine Darstellung

p= Z 4;9; ()
j=1

zu finden mit LM(g;g;) < 2" furalle j.
Auf die Polynome LM(q;)g; (i = 1,...,t) konnen wir aber Lemma anwen-
den. Damit ist p eine Linearkombination der

sij =S (LM(qi)g;, LM(qj)g;) furi<j=1,...t.

Mit 2% := LM(g;) erhalten wir LM(¢;) = 27~ und damit

s = o | £ LT(0) LM (@) g — 27 LT(9) LM(g,) g
=z "% (LT(g;)9: — LT(9:)9;)
5(gi-95) 'g;%(f‘i ™)
= 2" - 5(gi, 95).
Dabei ist

E'\/
kgV(ze, 2%)
Die Bedingung h;; = 0 besagt aber gerade die Existenz von Identititen

2P = g7 g T (2™, %) =

gugj mekgk
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mit LM(p;jrgx) = LM(S(g;,9;)). Insgesamt ist p also eine Linearkombination

der Elemente .
> vz’ g,
k=1
und wegen LM(S(g;, g;)) < kgV (2, 2%) (siehe Bemerkung[2.3.6|(i1)) gilt
LM (pijrz” ge) = 2”9 LM(pijegr) = 2" LM(S(g:, g5)) < 27

Das liefert die gewtinschte Darstellung (x:). O
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Satz 2.3.9 (Buchberger-Algorithmus). Seien g,...,gs € k[z] \ {0}. Der folgende
Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten ab, und liefert eine Grobnerbasis von [ =

(91, Ce 7gs>:
« Berechne einen Standardrest h;; von S(g;, g;) beziiglich g, . . ., gs, fralle 1 <
1< g < s.
« Sindalle h;; = 0, so brichabund gib {g1, . .., gs } aus.

« Istein h;j # 0, so nimm ein solches zu den g; hinzu und starte erneut.

Beweis. EsistS(g;,g;) € I fuirallei, j. Somitistauch h;; € [ firalles, j, und das
Ideal I wird durch eventuelle Hinzunahme eines h;; nicht verdndert. Bei Abbruch
des Algorithmus erhalten wir nach Satz eine Grobnerbasis von [. Es bleibt
also zu zeigen, dass der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht.

Ist h;; # 0, so gilt

(LM(g1), - - -, LM(gs)) & (LM(gn), - .., LM(gs), LM (hi5)) ,

dennkeines der Monomein h;; ist durch ein LM(g; ) teilbar. Nach dem Hilbert’schen
Basissatz kann das aber nur endlich oft passieren. O

Bemerkung 2.3.10. (i) Alle Schritte im Algorithmus von Buchberger sind kon-
struktiv durchfithrbar. Die S(g;, g;) sind konstruktiv definiert und einen Stan-
dardrest h;; erhalten wir durch Division mit Rest (Satz . Kann man die In-
putdaten einem Computer itbergeben (z.B. sind alle Polynome tiber QQ definiert),
so kann der Computer damit eine Grobnerbasis exakt berechnen.

(i) Der eben beschriebene Algorithmus von Buchberger wird im Allgemeinen ei-
ne sehr redundante Grébnerbasis liefern. A

Lemma 2.3.11. Sei G eine Grobnerbasis von I und seien p,q € G mitp # qund
LM(p)|LM(q). Dannist G \ {q} ebenfalls eine Grobnerbasis von I.

Beweis. Klar. O
Definition 2.3.12. Eine Grobnerbasis G heifdt minimal, falls
LM(p) { LM(q)

firallep,q € G,p # q. A
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Lemma 2.3.13. Sei G eine minimale Grobnerbasis und I = (G). Dann sind die LM(g)
(g € G) gerade die verschiedenen minimalen Monome (beziiglich <) in LI(I).

Beweis. Jedes beziiglich < minimale Monom in LI(/) muss von der Gestalt LM(g)
mit g € G sein. Andererseits liefert eine minimale Grobnerbasis aber auch nur
diese minimalen Monome. ]

Bemerkung 2.3.14. Je zwei minimale Grobnerbasen (die dasselbe Ideal I erzeu-
gen) haben also gleiche Michtigkeit. Es handelt sich dabei um die inklusionsmi-
nimalen Grobnerbasen von 7, und auch um die mit kleinster Machtigkeit. A

Definition 2.3.15. Eine Grobnerbasis GG heifst reduziert, falls alle ¢ € G normiert
sind, und fir p # g € G gilt:

LM(p) teilt kein in g vorkommendes Monom.
Offensichtlich ist jede reduzierte Grobnerbasis auch minimal. A

Satz2.3.16. JedesIdeal I C k|x] besitzt eine eindeutig bestimmte reduzierte Grobnerbasis
(beziiglich gegebenem <).

Beweis. Existenz: Sei GG eine minimale Grobnerbasis von I. Ein Element g € G
heifdt reduziert beziiglich G, wenn kein Monom von g durch LM(q) fiir ein g €
G\ {g} teilbar ist. Wihle nun g € G fest und berechne einen Standardrest g’ von
g beziiglich G \ {g}. Setze dann

G" = (G\{g}) u{d'}.

Wegen 0 # ¢ € ITund LM(q) t+ LM(¢') fur alleq € G \ {g} gilt LM(g) =
LM(g’). Damit ist G’ erneut eine minimale Grébnerbasis von /. Es ist sogar ¢
nun reduziert beziiglich G/, da es ein Standardrest beziiglich G \ {¢} ist. Durch
Iteration erhilt man eine reduzierte Grébnerbasis.

Eindeutigkeit: Seien G, G’ zwei reduzierte Grobnerbasen von /. Als minimale
Grobnerbasen stimmen die Mengen LM (G) und LM(G) also tiberein, nach Lem-
ma2.3.13] Fiir g € G wihle also das eindeutige ¢’ € G’ mit LM(g) = LM(¢').
Danngiltg — ¢’ € I,und fallsg — ¢’ # O gibtesalsoq € G, ¢ € G' mit

LM(g), LM(q) | LM(g — ¢').

Andererseits gilt LM(g—g¢’) < LM(g) = LM(¢’), und darausfolgtq # g,¢' # ¢'.
DaLM(g — ¢') entweder in g oder in ¢’ als Monom vorkommen muss, ist das ein
Widerspruch zur Reduziertheit von entweder GG oder G’. Also gilt g — ¢’ = 0, und
damit G = G O
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Bemerkung/Beispiel 2.3.17. (i) Die Berechnung der reduzierten Grobnerbasis (aus
einer gegebenen Grobnerbasis) von [ im letzten Beweis ist konstruktiv.
(ii) Seien ¢y, . . ., gs € k[z] Linearformen, also g; = Z?Zl ci;x;. Sei

A = <Cij>i,j € Man(k)
die entsprechende Koeffizientenmatrix und
B = (bij); ; € Msxn(k)

die reduzierte Zeilenstufenform von A (Pivotelemente 1, Pivotspalten sonst 0).
Seiq; = Y ), bijw; firi = 1,...,r(= rang(A)). Falls < eine Monomordnung
mitxy > xg > -+ = X, ist,soist {qi,...,q.} die reduzierte Grobnerbasis von
(91,...,9s) (Aufgabe [16). Der Buchberger-Algorithmus (+ die Konstruktion der
reduzierten Grobnerbasis) verallgemeinert also den Algorithmus von Gauss.
(¢i7) Sein = 1und p, ¢ € k[z] \ {0}. Die einzige minimale Grobnerbasis von

(r,q) = (ggT(p,q))

ist (bis auf Skalierung) {ggT(p, ¢)}. Der Buchberger-Algorithmus verallgemei-
nert also den euklidischen Algorithmus fiir k[z]. A

2.4 Anwendungen

In diesem Abschnitt sehen wir, wie die Theorie der Grébnerbasen zu konstrukti-
ven Anworten auf die zu Anfang des Kapitels beschriebenen Fragen fithrt. Es sei
nochmal darauf hingewiesen, dass die Konstruktion von (reduzierten) Grobner-
basen und insbesondere die Division mit Rest konstruktiv durchfithrbar sind.

Anwendung 2.4.1 (Zugehorigkeitstest). Seien p,p1,...,ps € k[z] gegeben. Die
Frageobp € I = (py,. .., ps) giltlisst sich wie folgt entscheiden. Waihle eine be-
liebige = Monomordnung <. Berechne dann eine Grobnerbasis
{91, -.,9:} von I beziiglich < und einen Standardrest r von p modulo g1, . . ., g
beziiglich <. Es gilt dann r = str; <(p) und also

pel & r=0.

Die Methode liefert auch eine Darstellung p = »7_, ¢;p;, falls p € I. Zunichst
erhilt man im Fall » = 0 aus der Division mit Rest eine Darstellung

t
P=> G
=1
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Fur die Konstruktion der Grobnerbasis { g1, . . ., g; } haben wir aber zu den p; even-
tuell noch h;; dazugenommen (siehe Satz . Da die S(p;, p;) aber explizite
Kombinationen der p; sind, sind es die h;; ebenfalls. Man kann also durch itera-
tives Auflosen eine Darstellung

b= Z qiPi
i=1

konstruktiv erhalten. AN

Anwendung 2.4.2 (Losbarkeit von polynomialen Gleichungssystemen). In Korol-
lar[[.2.13lhaben wir gesehen, dass die Losbarkeit eines Gleichungssystems

pi(x)=0,....p.(x) =0

mit p; € k[z] iiber einem algebraisch abgeschlossenen Oberkérper von k dquiva-
lent zu

L¢ (p1,...,pr) C klz]
ist. Nach[2.4.]kénnen wir die Losbarkeit also testen. JAN

Anwendung 2.4.3 (Zugehorigkeit zum Radikal). Auch die Frage ob

pe (pla"'7ps)
gilt lasst sich testen (siehe Aufgabe[17). A

Anwendung 2.4.4 (Inklusions- und Gleichheitstest). Es gilt

I:(plv"'7p7‘)g(q17-‘-aqt):‘]

genau dann wenn p; € J fir alle 7 gilt. Das lisst nach testen. Insbesondere
kann man auch I = J testen. A

Anwendung 2.4.5 (Elimination). Sei/ C k[z1,...,x,] ein Ideal. Das Ideal
Ij =1N ]{Z[ij+1, “en ,.Tn]

heif’t das j-te Eliminationsideal von /. Seine geometrische Bedeutungist in Satz
(¢i) beschrieben: es definiert den Abschluss der Projektion von V(7) auf die
Komponenten z 1, ..., x,. Der folgende Satz zeigt, wie man Erzeuger von I;
berechnen kann. A
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Satz 2.4.6. Sei G eine Grobnerbasis von I beziiglich der lexikographischen Monomord-
nung mit xy > --- > x,. Dannist G N klxji1,. .., x,] eine Grobnerbasis von I;
beziiglich der lexikographischen Monomovdnung (und insbesondere ein Erzeugendensy-
stem).

Beweis. Seip € I;. Wegenp € I gibteseing € G mit LM(g)/LM(p). Da
r1,...,x;inpnichtvorkommen, kommen sie auch in LM(g) und damitin g nicht
vor, nach Wahl der Monomordnung. Alsoist g € G N k[zj41, ..., Ty). O

Beispiel 2.4.7. Betrachte
I= (:E2+y—|—z—1,y2+x+z—1,22+$+y—1) C klz,y, 2]

Die reduzierte Grobnerbasis von [ beziiglich der lexikographischen Monomord-
nung mit z > y > z hat die folgenden 4 Elemente:

g=r+y+z>-1
=y —y—2+z
g3:2y22—|—z4—22

gs =2 —dzt +42° — 22 =22z - 1?2 + 22— 1).

Also gilt
INkly, 2] = (92,93, 94)

und
I N k(2] = (g4)-

Insbesondere besteht die Projektion von V (/) auf die dritte Komponente aus den
Punkten 0, 1 und —1 + /2. JAN

Anwendung 2.4.8 (Endliche Varietiten). Sei I C k[z] ein Ideal. Wir konnen te-
sten ob V(/) endlich ist, d.h. ob I ein 0-dimensionales Ideal ist (vergleiche Satz
[1.4.17). Dazu berechnen wir wie in Satz Erzeuger fiir die Ideale I N k[x;]
und sehen so, ob I N k[x;] # {0} gilt. Ist das der Fall fir alle i, setze M; :=
V(I Nk[z;]) € A'. Dann gilt

V(I)C My x - x M,

und man kann die endlich vielen Punkte aus M; x --- x M, daraufhin priifen,
ob sie die Gleichungen aus [ erfiillen. A
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Beispiel 2.4.9. Mit denselben Gleichungen wie in Beispiel[2.4.7 erhilt man
10k{x] = (ga(@)), TNV kly] = (94(y) und T 1 k[z] = (ga(2).
Alsoist V(1) endlich und enthalten in
{0,1,-1+V2}° C K.

Man tiberpriift dann

1 1 0 0
V)= (-1+=v2)| 1 |,{o ], [1],]0 : A
1 0 0 1

Anwendung 2.4.10 (Durchschnitt von Idealen). Seien I = (py,...,ps) und J =
(q1,-..,q) Ideale in k[z]. Erzeuger firr das Produkt /.J sind offensichtlich die
paarweisen Produkt p;q;. Wir wollen nun aber Erzeuger fiir das Ideal I N J be-
rechnen. Der folgende Satz zeigt, wie wir das mit Hilfe der bereits gezeigten Eli-

mination tun konnen. A

Satz 2.4.11. Seit eine neue Variable und () das von

tpla s >tp57 (1 - t)Qh SR (]- - t)QT
in k[x, t] erzeugte Ideal. Dann gilt
InJ=QnNklz].

Beweis. Fir"C"seip € INJ.Ausp = tp + (1 — t)pfolgtp € Q. Fiir "2" sei
umgekehrt

klz) sp=1t> hipi+(1—1))_ gjq; €Q,
i J
wobei h;, g; € k[z,t]. Durch Substitution ¢ = 0 folgt p € J, und ¢t = 1 impliziert
pel. O
Anwendung 2.4.12 (Idealquotienten). Seien /, .J Ideale. Wir wollen Erzeuger fiir
(I:J)={p€klz]|pJ CI}

berechnen (siehe Satz[1.3.20|fiir die geometrische Interpretation). Dazukann man
zundchst annehmen, dass J = (g) ein Hauptideal ist. Es gilt nimlich

(L:(g1,---95)) = ﬂ(fﬁ (9i))

%
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und Durchschnitte haben wir bereits in[2.4.10|erledigt. Berechne nun erneut mit
2.4.10|Erzeuger

IN(g) = (b1, Br).
Dabei gilt p; = gp;, und die p; findet man wiederum mit Division. Es ist leicht zu
sehen, dass man damit

(I:J)= (P ps)

erhalt.
Ebenso kénnen wir Erzeuger fir

o0

(r:0°)=Ja:J9

d=0
berechnen (siehe Satz und Satz fiir die geometrische Interpretation).
Es gilt

ICUI:J)C({:J)C---
und diese Folge wird stationir, da k[x] noethersch ist. Wir berechnen nun iterativ
Erzeuger fiir (I : J¢), wie eben beschrieben. Dabei testen wir, ob

(I:J%hY C(I:J%
gilt, wie in[2.4.4] Ist das der Fall, so wird die Kette an dieser Stelle stationir:

pe(I:J") =vqgeJ pge (I:J%h
=VqecJ pge(l:J%
=pe(l:J.

Damit gilt (1 : J¥) = (I : J>).
Beachte dass wir damit mit Satz einen Algorithmus zur Entscheidung der
Losbarkeit eines projektiven Gleichungssystems erhalten.

Anwendung 2.4.13 (Urbilder von Idealen). Sei ¢: k[z] — k[y] ein Algebraho-
momorphimus, gegeben durch p(z;) = p; € kfy] firi = 1,...,n. Sei J =
(91, ..,9s) C k[y] ein Ideal. Wir wollen Erzeuger fiir o~ '(.J) berechnen (fiir die
geometrische Interpretation siehe Satz[.4.13). Der folgende Satz sagt, wie wir

das auf Durchschnitte zuriickfithren kénnen. A

Satz2.4.14. SeiJ = (x1 — p1,...,Tn — Prs 01, - - -+ Js) C K[z, y]. Danngilt

o () = TN k[z].
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Beweis. Firjeden Ring Rund a € R™ hat der Auswertungshomomorphismus

Rlz,...,2m]| > R
prrplas, ... an)
den Kern (2 — a4, ..., 2, — a,). Das sieht man zum Beispiel im Falla = 0 am

einfachsten. Somit hat der Homomorphismus

U klz,y] — kly]
i = Pi
Yi = Yi
als Kern gerade (x1 — p1, ..., x, — p,). Ausserdem ist ) = p auf k[x]. Somit gilt
e (J) = 7H(T) N k[a].
Die Aussage folgt also aus folgender Identitdt in [z, y| :
DHT) = (g1 -1 g) + ker().

Dabei ist "D" klar. Fiir "C" verwende, dass fiir alle p € k[z, y] gilt

Istalsop € ¢¥~1(J) soist

p=v{@) +(—v{) € (g1,-,9s) + ker(¥). O
\Gf]-/ cker(¢))

Beispiel 2.4.15. Betrachte den Morphismus von Varietiten

p: A? — A3
(a,b) — (ab,ab?, a?).

Auf Ebene der Koordinatenringe entspricht ihm der Homomorphismus

*

P klx,y, 2] = klu,v]
T — uv
y — uv®

2 u?.
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Mit der beschriebenen Methode kann man berechnen
ker(p*) = (a* — y%2).

Nach Satz[1.4.13|gilt
p(A?) = V(2" - y*2).

Hier sieht man:die ganze y-Achseistin p(A?2) enthalten;im Bild von pliegt darauf
aber nur der Punkt (0,0, 0). A

Anwendung 2.4.16 (Homogenisierung eines Ideals). Fir I C k[xq, ..., z,] sei
"= (" |pe 1) C ko, .

die Homogenisierung von [ (siehe Satz[3.3.18|fiir die geometrische Interpretati-
on).IstI = (p1,...,ps), so gilt im Allgemeinen

(pill77pg) _,C«_ Iha

siehe Bemerkung3.3.19, Wir wollen nun Erzeuger fiir I" berechnen.
Dazu nennen wir eine Monomordnung < gradvertraglich, falls

la| < [B] = a=<p

fir alle o, 5 € N™ gilt. Beispielsweise ist die grad-lexikographische Monomord-
nung gradvertriglich. Der folgende Satz zeigt, wie man damit Erzeuger fiir "
berechnen kann. A

Satz2.4.17. Sei < eine gradvertrigliche Monomordnung auf N™ und G eine Grobnerbasis
desIdeals I C k[zy,...,x,] beziiglich <. Dann giltin k[xy, . . . , ;]

I"=(4"1g€eq).

Beweis. Aufk|xy,...,x,| definieren wir eine Monomordnung

s

ah -z < air? e 2 < 2P oder (= Bundr < s).

Sei G" = {¢" | g € G}. Wir zeigen, dass G" sogar eine Grébnerbasis von 1"
beziiglich <’ ist. Daraus folgt insbesondere die Aussage.
Fur0 # p € klxy, ..., z,)ist

deg (LM<(p)) = deg(p),
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aufgrund der Gradvertraglichkeit von <. Daraus folgt unmittelbar

LM< (p") = LM< (p)

tiurallep € k[zy,...,x,]. Nach Lemma(i) hat jedes homogene ¢ € I" die
Gestalt

4=y P
mit einem p € . Daraus folgt
Es gibt nun ein g € G mit

LM< (¢") = LM<(g) | LM<(p) = LM</ (p"),

da G Grobnerbasis von [ ist. Daraus folgt LM</ (g")|LMx/(q), und das war zu
zeigen. O



Kapitel 3

Projektive Varietiten

3.1 Projektive Riume

Definition 3.1.1. Sei K ein Korper und V' ein K -Vektorraum.

(?) Der projektive Raum P(1/) ist die Menge aller eindimensionalen K -Unterriume
von V.

(i7) Die Dimension eines projektiven Raums ist definiert als

dimP(V) := dimg (V) — 1.

(#i7) Ist W C V ein K -Untervektorraum, so nennt man IP(W) einenlinearen oder
projektiven Teilraum von P(V'). Lineare Teilriume von P(V') der Dimensionen
0,1,2,dimP(V)—1 nennt man auch Punkte, Gerade, Ebenen und Hyperraume.
(1v) Man schreibt

P"(K) := P(K"™)

und nennt P"(K') den n-dimensionalen projektiven Raum iiber X' A
Die Elemente von P(V) sind also die [v] = K - v fir 0 # v € V. Dabei gilt
] = w] & Jece K v=cuw.

Definition 3.1.2. Elemente von P"( K) notiert man oft in homogenen Koordina-
ten. Fiir 0 # (ay, . . ., a,) € K™ schreibt man

(ag:...:an) :=(ap....,an)] = K -(ag,...,a,) € P"(K).

55
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Die Doppelpunkte bedeuten also, dass man nicht den Vektor, sondern die davon
aufgespannte Gerade als Element des projektiven Raums meint. Beachte dass der
Punkt (0 : ... : 0) nicht definiert ist. Es gilt

(ap:...:ap)=(bg:...:b,) & Jc€ K* a;=cb; furi =0,...,n.
Man kann auch folgende Charaktierisierung verwenden:
(ap:...7an)=(bo:...:b,) & a;b; = a;b; furalled,j =0,...,n.

Denn zwei nichttriviale Vektoren (ay, . .., a,), (bo, . . ., b,) sind genau denn koli-

near, wenn die Matrix
ao al ) a/n
bo by - b,

Rang 1 hat, d.h. alle ihre 2 x 2-Unterdeterminanten veschwinden. A

Beispiel 3.1.3. (i) PY(K) besteht aus genau einem Punkt.
(17) P! (K) identifiziert sich mit K U {co} durch

PY(K) — K U {oo}
(a:b)—a/bfallsb # 0
(a:0)— oo.

Das entspricht geometrisch dem Schneiden der Ursprungsgeraden in K2 mit der
Geraden b = 1. Dabei wird jede Gerade genau einmal getroffen, bis auf die Gera-
de b = 0, die dem Punkt co entspricht.

b

[/

(¢i7) Als Menge haben wir eine Identifikation P*(R) = S™/ ~, wobei S™ die Ein-
heitssphire in R"*! ist und @ ~ —a fiir alle a € S™ gilt. Im Sinne der Diffe-
rentialgeometrie ist das eine kompakte, glatte und fiir n > 2 nichtorientierbare
Mannigfaltigkeit der Dimension n.
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(iv) O, P(V) sind lineare Teilrdume von P(V). Es gilt dim() = —1,denn ) =
P({0}). Jeder Durchschnitt von linearen Teilriumen ist wieder einer:

(P(W;) =P (ﬂ Wi) .
Eine Gerade in P(V) ist von der Gestalt P(IV) fiir einen 2-dimensionalen Teil-
raumW C V. A
Satz 3.1.4. Seien U; = P(W) und Uy = P(W,) lineare Teilrdume von P(V'). Dann
gilt

Insbesondere folgt aus dim Uy + dim Uy > dim P(V') schon Uy N Uy # (. Je zwei
Geraden in P?( K) schneiden sich also.

Beweis. Folgt direkt aus der Dimensionsformel fiir Vektorraume

dimg Wi + dimg Wy = dimg (W7 N W) 4+ dimg (W7 + W),
wenn man auf beiden Seiten 2 abzieht. O
Definition 3.1.5. Sei f: V' — W eine injektive lineare Abbildung. Dann ist

P(f): P(V) — P(W)

[v] = [f (V)]
eine wohldefinierte Abbildung. Ist f bijektiv, so gilt P(f)~' = P(f~!), und man
nennt P(f) dann eine Projektivitit von P(V') nach P(WW). A

Satz 3.1.6. Die Projektivititen von P(V') auf sich bilden eine Gruppe, die isomorph ist zu
PGL(V) := GL(V)/ (K" -idy) .

Beweis. Sei P die Gruppe der Projektivititen. Betrachte den Gruppenhomomor-
phismus

GL(V) — P
f=P(f).

Sein Kern besteht aus denjenigen f € GL(V), fur die jeder Vektor ein Eigenvek-
tor ist. Bekanntermafien sind das aber genau die Vielfachen der Identitit. [
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a b

Beispiel 3.1.7. Fur f = ( . d ) € GLy(K) gilt

P(f): (z:y) — (ax + by : cx + dy).

Unter der Identifikation P!(K) = K U {oc} aus Beispiel 3.1.3|(i4) itbersetzt sich
das in die Abbildung

ar+b a
; 00 = —,
cr+d c
eine sogenante Mobiustransformation der Geraden. A

Konstruktion 3.1.8. In P"(K) ist die Menge
H:={(ap:...:a,) | ap=0}

eine Hyperebene, und insbesondere ist H = P"~!(K). Es gibt eine Bijektion vom
Komplement

P"(K)\ H > K"
(ap:...:ay) — (ﬂ,...,a_")

ag ao
(L:by:oo.:by) 4 (byy ... by).
Allgemeiner gibt es fiir jede Hyperebene W C V eine Bijektion

W — P(V)\P(W)
w — [v 4w,

wobei v € V' \ W beliebig aber fest gewahlt ist. In dieser Sichtweise ist P(V)
eine disjunkte Vereinigung aus W und P(1W). Dabei sind die Punkte aus P(W)
die unendlich fernen Punkte beziiglich 1.

AN S
\
A/
/

W5t A
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3.2 Graduierte Ringe

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der den projektiven Riumen zu-
grundeliegenden Algebra. Sei dazu stets (G, 4, 0) eine abelsche Gruppe.

Definition 3.2.1. (i) Ein G-graduierter Ring ist ein Ring R, zusammen mit einer
additiven Untergruppe R, C R fiir jedes g € G, so dass gilt

R=EDR,

geG
und Rg . Rh g Rg+h

furalleg,h € G.

(49) Ein Element @ € R heifSt homogen, fallsa € R, fiireing € G. Fallsa # 0
nennt man dabei deg(a) = g den Grad von a. Wir setzen deg(0) = —o0.

(i17) Jedes Element a € R hat eine eindeutige Zerlegung

a = E ag,

geqG

wobei a, homogen vom Grad ¢g und nur endlich viele a, # 0 sind. Man nennt
dann a, die homogene Komponente vom Grad g von a.
(iv) Sind R, S zwei G-graduierte Ringe, so heifdt ein Ringhomomorphismus p: R —
S graduiert, falls

e(Ry) € S,

fur alle g € G gilt. A

Beispiel 3.2.2. (i) Jeder Ring R lisst sich trivial G-graduieren, durch Ry := R
und R, := {0} fiir g # 0.
(i) Auf R = k[z] ist eine Z-Graduierung eindeutig definiert durch

k - RO und deg(ml) =1.

Dabei besteht R, dann genau aus den Polynomen
P= ) paz’
|a|=d

bzw R; = {0} fiir d < 0. Diese Graduierung nennt man Standardgraduierung
von k[x].
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(¢i7) Allgemeiner kann man & C R, und deg(x;) = d; € Z fordern, und er-
hilt eine eindeutige Graduierung von R = k|x], genannt eine gewichtete Grad-
Graduierung.

(v) Fur R = k|[x] gibt es beispielsweise auch noch die Z™-Graduierung mit R, =
k-z*fira € N*und Rg = {0} fiir 5 € Z"" \ N". A

Lemma 3.2.3. Fiirjeden G-graduierten Ring R gilt 1 € Ry, und insbesondere ist R, ein
Teilring von R.

Beweis. Schreibe

12269

geG
mite, € R,. Fiir homogenes a € R), gilt dann

azl-a:Zega

g

und aus e;a € Ry, folgt ega = a. Dabei verwenden wir die Eindeutigkeit der
Zerlegung in homogene Summanden. Damit gilt aber epa = a furallea € R,
und alsoistey = 1. O

Bemerkung 3.2.4. Das Rechnen in graduierten Ringen ist manchmal einfacher
alsinungraduierten Ringen. Im Folgenden werden wir beispielsweise immer wie-
der die folgende Tatsache verwenden: Ist

a = szCz

und sind sowohl a als auch alle ¢; homogen, kann man die b; ebenfalls als homo-
gen annehmen, mit

deg(b;) = deg(a) — deg(c;).

Man kann alle b; namlich einfach durch ihre homogenen Summanden vom Grad
deg(a) — deg(c;) ersetzen, und die Gleichung gilt dann immer noch. A

Lemma 3.2.5. Sei R ein G-graduierter Ringund I C R ein Ideal. Dann sind die folgen-
den Bedingungen an I dquivalent:

() a€l = a, € [firalleg e G
(i) I = @gEG (I N Ry)
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(i1i) I wird von homogenen Elementen erzeugt.
Beweis. Aufgabe[l9] O

Definition 3.2.6. Ein Ideal I welches die Bedingungen aus Lemma [3.2.5] erillt,
nennt man homogenes Ideal. A

Beispiel 3.2.7. (i) Sei ¢: R — S ein graduierter Homomorphismus. Dann ist
ker () ein homogenes Ideal. Allgemeiner ist o~ (.J) fiir jedes homogene J C S
wieder homogen.

(ii) Ist R Z-graduiert mit Ry = {0} fir d < 0, so ist

R. =PR,

d>1

ein homogenes Ideal. Man nennt R, das irrelevante Ideal. Falls der Ring R, ein
Korperist, istjedeshomogene Ideal I # 1in R, enthalten. Damit die Menge aller
homogenen Ideale mehrere maximale Elemente bekommt, entfernt man R, oft.
(i17) Beziiglich der Graduierung aus Beispiel(z’v) sind die homogenen Ideale
gerade die Ideale, die von Monomen erzeugt werden (vergleiche Definition[2.1.2).

A

Lemma 3.2.8. Sei R ein G-graduierter Ring.
(i) Summe, Produkt und Durchschnitt von homogenen Idealen in R sind wieder homogen.
(i1) Ist I ein homogenes Ideal, sowird R/ I durch

(R/I), = Ry/I
fiir g € G zu einem G-graduierten Ring.

Beweis. (i) ist klar, zum Beispiel mit Eigenschaft (;) aus Lemma([3.2.5] Fiir (i) be-
achte zunichst, dass die R, /I additive Untergruppen von R/I sind. Ebenfalls
Klarist R, /1 - Rp/1 € Ryyp /I sowie R/I =3 R,/I.Esbleibt zu zeigen, dass
die Summe direkt ist. Seien also a, € R, mit

> @, =0inR/I.
g

Das bedeutet ) a, € I, und aus der Homogenitdt von [ folgt a, € I fiir alle g.
Damit ist aber @, = 0 fiir alle g. O
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Bemerkung 3.2.9. Sei [ ein homogenes Ideal im graduierten Ring R, und trage
R/I die eben eingefiihrte Graduierung. Dann kann man leicht zeigen, dass die
homogenen Ideale von R/I genau den homogenen Idealen J von Rmit [ C J
entsprechen. A

Ab jetzt setzen wir voraus, dass GG eine angeordnete abelsche Gruppe ist, d.h. es
gibt eine total Ordnung < auf G mit

a<b=a+c<b+c

fiur alle a, b, c € GG. Wie betrachten sowieso fast immer G = Z, und hier gibt es
eine solche Anordnung. Unser Ring R ist ab sofort immer G-graduiert.

Lemma 3.2.10. Fiir ein homogenes Ideal I ist \/T wieder homogen.

Beweis. Zeigt man entweder direkt als Aufgabe[20|, oder man liest Korollar[3.2.14
weiter unten. [

Lemma3.2.11. Seil # 1ein homogenes Ideal im Ring R. Genau dann ist I ein Primide-
al, wenn fiir homogene a, b € R gilt

abe€l = a¢c loderbe I.

Beweis. Die eine Richtung ist trivial. Seien nun umgekehrt a,b € R, nicht un-
bedingt homogen, mit a,b ¢ I. Seien dann g,h € G die beziiglich < jeweils
maximalen Indizes mita, ¢ I, b, ¢ I. Dann gilt

(ab)gin = aghy + - - -,
€l

denn fur ¢’ # g,h' # hmitg + h' = g + h muss entweder g < ¢’ oder h <
h' gelten. Nach Voraussetzung ist a,b;, ¢ I, und also auch (ab)yy, ¢ I.Dal
homogen ist, folgt ab ¢ I. O

Satz 3.2.12. Sei M eine multiplikative Teilmenge von Rmit0 ¢ M und 1 € M. Dann
gibt es ein beziiglich "I homogen und I N M = ()" maximales Ideal I von R. Jedes solche
maximale I ist ein Primideal.

Beweis. Die Existenz eines solchen maximalen Ideals 7 folgt direkt aus dem Zorn'schen
Lemma. Wir zeigen dass I prim ist. Offensichtlich gilt I # 1, denn 1 € M. Falls
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I nicht prim ist, gibt es unter Verwendung von Lemmaf3.2.11jalso a, b € R homo-
genmitab € I,a,b ¢ I. Aufgrund der Maximalitit von [ ist

((a)+I)NM #0, ((b)+I1)NM#0.
Also gibt es Identititen
ax+ce M, by+de M
mitz,y € R,c,d € I. Damit erhilt man

M 3> (ax + ¢)(by + d) = abxy + axd + cby + cd € I,
I el
€

ein Widerspruch. O

Lemma 3.2.13. Alle minimalen iiber dem homogenen Ideal I liegenden Primideale sind
homogen.

Beweis. Aufgabel[2]] O

Korollar 3.2.14. Fiirjedes homogene Ideal I von Rist+/I der Durchschnitt aller dariiber-
liegender homogener Primideale. Insbesondere ist /T selbst homogen.

Lemma 3.2.15. Sei R ein G-graduierter Ring und M C R eine multiplikative Men-
ge aus homogenen Elementen. Dann wird die Lokalisierung M 'R selbst zu einem G-
graduierten Ring, vermige

_ a
(M7'R), = {E | m € M, € Regimyg } -

Beweis. Offensichtlich ist (M ~'R), eine additive Untergruppe von M 'R, und
esgilt (M *R), - (M 'R), C (M'R),; sowie

M™'R=> (M'R),.

Es bleibt zu zeigen, dass die Summe direkt ist. Sei dazu

0=S""% _ 2 % LLizg e in M 'R,

Mg Hh mp

g
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eine endliche Summe mit a, € R homogen, m, € M, sowie
deg(a,) = deg(my,) + g.

Dann gibt es einm € M mit

m - <Z%Hmh> = 0in R.

g h#g

Der Summand zum Index g ist dabei homogen vom Grad

deg(m) + g + deg <H mh) .

h
Da dies fiir verschiedene g jeweils verschiedene Grade sind, folgt
m:-ag - H mp =0
h#g

firr alle g, und das impliziert SL—(; =0in M 'R, fiir alle g. [

Definition 3.2.16. Sei M eine multiplikative Menge aus homogenen Elementen
in R. Der Teilring

B a
R(M) = (M IR)U = {_ | a < Rdeg(m)}
m
der Lokalisierung M ~! R heifst homogene Lokalisierung nach M. Thre geome-
trische Interpretation lernen wir beispielsweise in Satz[4.1.20/kennen. A

Beispiel 3.2.17. (i) Seim € RhomogenvomGradg € G.Setze M = {1,m,m? ...}
und schreibe

a
Rimy = R :{— €R,. }
m) = Ran = - 1a € Ry
(i1) Seip C R ein homogenes Primideal, und M die Menge aller homogenen Ele-
mente aus R \ p. Dann ist M eine multiplikative Menge und wir nennen

a
Ry == Ry = {E | a,m € Rhomogen,m ¢ p,deg(a) = deg(m)}

die homogene Lokalisierung von Rin p.
(1ii) Beachte, dass es zwar einen natiirlichen Homomorphismus R — M 'R
gibt, aber im Allgemeinen keinen solchen von R nach Ryy). A
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3.3 Projektive algebraische Varietiten

Seien ab jetzt stets wieder k ein beliebiger Korper und K ein algebraisch abge-
schlossener Oberkorper. Wir schreiben

P" = P*(K) = P(K™).

Beachte dass wir im Sinne von Definition[3.1.1lden Raum K™ *! dabei als K -Vektorraum
betrachten, und nicht etwa als k-Vektorraum. Elemente von P" sind also eindi-
mensionale K -Unterriume von K1, Weiter ist ab jetzt z = (xo,...,2,) und

k[x] immer mit der Standardgraduierung versehen. Fiir homogenes p € k|z] und

v € K" sowie A € K gilt

p(A-v) = AP p(v).

Wenn ein homogenes Polynom an einem Punkt verschwindet, verschwindet es
also auf der ganzen davon aufgespannten Gerade, und also ist fiir a = [v] € P"
die Setzung

p(a) =0 = p(v) =0

wohldefiniert. Analog schreiben wir p(a) # 0 falls p(v) # 0. Fiir allgemeines
p € k[z] schreibe
P=potpL+-+pq

mit p; € k[z]; und definiere
pla) =0 & pola) =pi(a) =+ =py(a) =0.

Wegen
PN -0) = po+ A-pr(v) + A2 - pa(v) + -+ + AT pa(v)

ist das dquivalent zu
p(A\v) = 0furalle A € K,

d.h. dass p auf der ganzen von v aufgespannten Geraden verschwindet.

Definition3.3.1. Sei P C k[z]und () # V C P".
(2) Wir definieren

Vi(P)={aecP"|pla) =0firallep € P}

sowie
Z.(V):={pe€klz]|pla) =0firallea € V}.
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Wir nennen V, (P) die von P definierte projektive Varietit und Z. (V') das Ver-
schwindungsideal von V.

(49) Eine Menge der Gestalt V. (P) mit P C k[z] heif3t projektive k-Varietat.
(447) Wir setzen

‘7::Ua:{veK"H\U#O,[U]EV}U{O}

acV

und nennen V' den affinen Kegel iiber V.
(fv) Weiter setzen wir

Z,(0):= (zo,...,2n)
(das irrelevante Ideal) und R
0 :={0}.
(v) Fiir homogenes p € k|x] sei

Di(p) :=={a € P" | p(a) # 0} =P" \ Vi (p). A

Bemerkung 3.3.2. (i) Fir V' C P" beliebig gilt in k[z]
(V) =Z(V).

Insbesondere ist 7, (V') ein Radikalideal. Andererseits ist Z, (V') nach Definition
von "p(a) = 0" auch ein homogenes Ideal.

(¢i) Fir M C k[z] sei M), die Menge aller homogenen Komponenten von Elemen-
tenaus M, und I = (M,,) das davon erzeugte Ideal. Dann gilt

Vi(M) =V (M) =V (I) = V+(\/7)
(4i7) Es gilt
Vi (klz]) = Vi((zo, - 20)) = 0
und

Fiir homogene Ideale I, J, I, (A € A) gilt
Vi) UVL(J)) =V(INT) = V(1)

sowie

(Vi) =V (Z A) .

AEA AEA
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(iv) Fur beliebige Teilmengen V), C P™ (\ € A) gilt
UV)\ = U‘/})\ und ﬂV)\ = m‘//\:\
A A A A

() Ist I C k[x| ein homogenes Ideal, so gilt in

—

Vo(I) = V(I) C A™,

Mit jedem Punkt v € V(I) ist namlich [v] C V([), da I von homogenen Elemen-
ten erzeugt ist. Man beachte dass die Aussage fiir / = k[z] nicht stimmt, denn
0 = {0} # 0. Far I = (xo,...,x,) stimmt sie aber. Man beachte weiter, dass
die Aussage fiir nicht-homogene Ideale ebenfalls nicht stimmt. So ist etwa nach
unserer Definition

—

Vi(ro—1)=0C P, Vi(z—1)={0},

aber
V(zg—1)={(1,r) |r € K} C A% A

Definition 3.3.3. Die k-Zariskitopologie auf P habe genau die projektiven k-
Varietiten als abgeschlossene Mengen. Nach Bemerkung 3.3.2](ii7) definiert das
wirklich eine Topologie. A

Lemma 3.3.4. (i) Eine Teilmenge V' C P ist genau dann abgeschlossen, wenn v C
A" abgeschlossen ist.
(i1) Die k-Zariskitopologie auf P™ ist noethersch.

Beweis. Fir (i) seizundchstV =V, (I) fur einhomogenes Ideal I # 1 (vergleiche

Bemerkung(z’z’)). Dann ist nach Bemerkung(v) auch V = V(1) abge-
schlossen in A", Sei umgekehrt V' C A™*! abgeschlossen. Dannist [ := Z(V)

ein homogenes Ideal # 1, denn V ist nichtleer und eine Vereinigung von Ur-
sprungsgeraden. Fir W := V, (/) haben wir dann

W=vI)=V,

wobei wir die Abgeschlossenheit von V fiir die letzte Gleichheit verwenden. Da-
mit istaber V = W =V, (I) abgeschlossen.
Fir (ii) sei eine absteigende Folge abgeschlossener Mengen

Vo2Vi2---
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in P" gegeben. Dann ist

=
U
=
U

eine absteigene Folge abgeschlossener Mengenin A", Diese wird stationir, und
also auch die urspriingliche Folge. O
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Satz3.3.5. Seil # 1einhomogenes Idealin k[x|, undseiV C P" eine Teilmenge. Dann
gilt

0 Ty (V(I) = VI,
(@) Vi(Zy (V) = V.

(ii1) V > Z. (V) ist eine Bijektion zwischen abgeschlossenen Teilmengen von P™ und
homogenen Radikalidealen # 1 von k|x]. Die Umkehrabbildungist I — V., (I).

Beweis. Aussage (i) sieht man durch

—

T, (V4 (1) = Z(V, (1)) = ZV(1)) = V1.

wobei wir Bemerkung[3.3.2Jund Satz[L.2.14benutzt haben. Aussage (ii) folgt di-
rekt aus der Definition der Zariskitopologie, denn V, (Z, (V')) ist offensichtlich
die kleinste abgeschlossene Obermenge von V. Aussage (ii7) folgt unmittelbar
aus (7) und (¢7). O

Bemerkung 3.3.6. Im affinen wird die leere Varietit genau durch das Ideal I =
(1) definiert, und sonst durch kein Ideal (siehe Satz[I.2.11). Im projektiven Raum
entsteht () entweder durch ein bereits in A" ! unlésbares homogenes Gleichungs-
system, also durch das homogene Radikalideal k[z], oder durch ein homogenes
System, das in A" gerade {0} definiert, also etwa durch das irrelevante Ideal
k[z].. Beides sind homogene Radikalideale, und in der Bijektion aus Satz[3.3.5]
haben wir k[z], ausgewihlt.
Die (nicht notwendigerweise radikalen) homogenen Ideale, die () C P" definie-
ren, kann man noch genauer beschreiben. Dabei betrachten dazu den Idealquo-
tienten

(I:J)={a€A|aJ CI},
und definieren weiter

o

(1:0%) = J9.

d=0

Beachte dabei dass ( : J*) als Vereinigung der aufsteigenden Folge
IC{I:J)C({U:J)C---

wieder ein Ideal ist. Man nennt es die Saturierung von / beziiglich .J. A
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Satz 3.3.7. Sei [ C k(x| ein homogenes Ideal und m = (xy,...,x,) das irrelevante
Ideal. Dann sind dquivalent:

@) Vi(I) =10

(ii) m? C I fiireind > 0
(i49) (1 :m>) = (1)
(iv) klz]q C I fireind > 0.

Beweis. Esist (I :m™) = [J,o(/ : m?), und deshalb gilt
(I:m>®)=(1) & 1€ (I:m%fireind >0 < m?C [fireind > 0.

Das zeigt die Aquivalenz von (i7) und (i). Fiir (i))=-(i7) sei V = V. (I) = () und
I # 1. Dann folgt mit Satz[3.3.5]

m=7. (V)= V1,

und insbesondere gilt 27 € I fiir alle i und ein r. Dann gilt m"™+Y C I, wie man
sich leicht tiberlegt. Die Richung (i7)=-(iv) folgt direkt aus

k[g]d - md.

(iv)=() gilt wegen V (2, ..., 2%) = 0. m

rrn

Definition 3.3.8. Sei I/ C P” eine projektive k-Varietit. Dann nennt man die
Z-graduierte k-Algebra
ki[V] = klz]/Z(V)

den projektiven Koordinatenringvon V' (die Graduierung ist wie in Lemma
(¢7) definiert). AN

Bemerkung 3.3.9. Sei V' C P" eine projektive k-Varietit.
(1) Der affine Kegel V C A" {iber V ist eine affine k-Varietit, und es gilt Z(V) =
Z. (V). Also gilt

als ungraduierte Ringe.
(¢i) Die Elemente von k. [V] lassen sich nicht wie im affinen Fall als Funktionen
auf V auffassen. Zwar ist fiir homgenes p € k,[V] die Bedingung p(v) = 0 fir
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v € V wohldefiniert, nicht jedoch der Wert p(v). Sind allerdings p,q € k. [V]
homogen vom selben Grad, so definiert

eine wohldefinierte Abbildung V' \ V, (q) — Al
(4i7) Fiir ein homogenes Ideal J C k. [V] definieren wir

Wi(J):=={veV|p(v)=0Vpe J}
und fiir homogenes p € k. [V]

Dv.+(p) ==V \ Vv (p).

Die homogenen Radikalideale von k. [V] entsprechen den homogenen Radikal-
idealenvon k[z] iber Z, (V'), und diese entsprechen wiederum den projektiven k-
Untervarietiten von V. Damit erhalten wir die zu Bemerkung[l.4.4analoge Aus-
sage: die Zuordnung Vy . (-) liefert eine Bijektion zwischen homogenen Radika-
lidealen # 1in k. [V] und projektiven k-Untervarietiten von V. A

Konstruktion 3.3.10. Fiiri € {0, ..., n} betrachte die wohldefinierte Bijektion
¢i: Di(z;) — A"
(ag:...:ap) — (@,...,ﬁ,...,a—n)

a; Q; a;

(by:...: 1. :by) < (by,...,by)

Dabei sei ab jetzt der Einfachheit halber stets i = 0 angenommen.
Far0 # p € klxy, ..., x,| definieren wir

d 1 T
ph = xoeg(p) P (—, . —n> € k2o, .., Tndeg(p)
Zo Lo

0" :=0

und nennen p" die Homogenisierung von p mittels z. Ist etwa deg(p) = d und
P = jaj<a Pa®, s0 gilt

d—|a «
pr= Y pacag

la|<d
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Wir machen also p homogen, indem wir jedes Monom von p, welches nicht den
maximalen Grad d hat, so oft mit xy multiplizieren, bis es Grad d hat. Beispiels-
weise ist

(23 — zo + 1) = 2% — mozo + 22
Nach Definition ist

(pr-p2)" =i - Pl

klar.
Sein nun umgekehrt ¢ € k[xo, . .., z,| homogen. Dann setzen wir

(j:: q(l,xl,...,$n> Ek['xla""xn]

und nennen G die Dehomogenisierung von ¢ mittels xy. Offensichtlich gilt dabei

ph = p.

Weiter ist
z - (§)" = q fireinm > 0.

In der letzten Gleichung taucht m > 1 genau dann auf, wenn der Grad von ¢
beim Dehomogenisieren sinkt, also jedes Monom in ¢ durch z, geteilt wird. Es
istalsom = deg(q) —deg(q). Im folgenden Lemma zeigen wir, dass die algebrai-
sche Konstruktion der Homogenisierung bzw. Dehomogenisierung genau dem
Anwenden von ¢, auf der geometrischen Seite entspricht. A

Lemma3.3.11. Mitdenvorangegangenen Konstruktionenerhaltenwirfiirp € klxz1, ..., ;)

¢ (V(p)) = Vi (p") N Dy (0)

und fiirq € klxo, ..., x,| homogen

¢o (Va(q) N Dy (o)) = V(9).

Beweis. Es gilt

¢61(V(p)):{(aoz...:an)]ao#o,p<3—;, ,Z—Z):O}
{20 (2, 2) <o)
={(aop:...1a,) | ag # 0,p"(ag,...,a,) =0}
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o0 00) 1 D)) = { (202,22 ) oo # 0. ) =0

Qo

a ap, a A,
(—1,...,—> |a07é0,ageg(q)q (1,—1...,—) :O}
Qo Qo Qo Qo

=V(q)
/ Zo /
Dy (xg) = A™
e 9
V+<l 0)

Satz 3.3.12. Firallei € {0,...,n}ist ¢;: Dy(x;) — A™ ein Homoomorphismus
beziiglich der Zariskitopologien.

Beweis. ¢; istbijektiv, und nach Lemma3.3.11sind Bilder und Urbilder abgeschlos-
sener Mengen abgeschlossen. O

Bemerkung 3.3.13. Ististalso
P" =D, (xo) U---UD(zn)
eine offene Uberdeckung mit zu A" homéomorphen Teilmengen. A

Definition 3.3.14. Sei I C k[z,...,x,] ein Ideal. Die Homogenisierung /" von
I ist das homogene Ideal

I":= (p" | pel) Cklzg,..., ) A
Korollar 3.3.15. Esyilt

o' (V1)) = ValI") N Dy (20).
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Beweis.
¢ (V( (ﬂv ) =) %"
pel pel
=Dy () N m Vi(p") = Do (o) N Vi (I"),
pel
wobei wir Lemma[3.3.11lbenutzt haben. O

Lemma3.3.16. Sei [ C k[xq,...,x,]einIdeal.
(i) Jedes homogene q € I" istvon der Gestalt ¢ = xf, - p" fiireinp € 1.

(ii) Es gilt VI = \/T " Inshesondereist die Homogenisierung eines Radikalideals wieder
ein Radikalideal.

Beweis Fiir (i) schreibe ¢ = Y, g;p! mit g; € k[xo, ..., z,) undp; € I. Daqund
alle p!" homogen sind, kénnen auch die g; als homogen angenommen werden.

Also haben wir
q= Z wo gl

mit deg(g;) + deg(p;) = deg(q) =: dund r; = deg(g;) — deg(g;). Dann gilt

d' = deg (Z m) <d,

dajeder Term der Summe Grad hochstens d hat. Wir erhalten

U ! d/*de ~'L _de ;) ~
75 <Z!M9z> = pdd .Z% () ~deg(p) ph

i
_E : d—deg(g;)—deg(p:) ~h, h

9; P;
_Zxogzpz =dq.

Das zeigt Behauptung (7). Behauptung (i7) ist Aufgabe[22] O
Definition 3.3.17. Fiir jede affine k-Varietit V' C A" nennt man
V=g, (V) CP"

den projektiven Abschluss von V in P" (beziiglich ¢, ). Oft unterdriicken wir ¢
in der Notation. DaP" auf A" genau die Zariskitopologie induziert, gilt VA" =
V. A
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Satz3.3.18. Seil C k[xy,...,x,|einIdeal. Fiir den projektiven Abschluss gilt dann
VD) =V, (I") wnd 7, (VD)) = VI* = V' =Z(0(1))".

Beweis. SeiV' :=V(I). Die erste Aussage folgt aus der zweiten, durch Anwenden
von V, (-). Sei also zunichst p € /I = Z(V). Dann gilt p" = 0 auf ¢, (V),
nach Lemma3.3.11 Dann gilt aber p" = O auf ¢, (V) = V,d.h. p" € Z, (V).
Das zeigt VI C T, (V) . Sei umgekehrt g € Z, (V), und g 0.B.d.A. homogen.
Schreibe g = 27'g; mit x { g;. Dann gilt g; = 0auf D, (z) NV, und also §; = 0
auf V', wieder nach Lemma(3.3.11,. Daraus folgt j; € v/ undesgilt g; = §*, denn
xo 1 g1. Also ist g; und damit auch g in \/Th. Il

Bemerkung 3.3.19. Ist [ = (py,...,ps), so gilt
(pt,....pk) 1",
aber im Allgemeinen keine Gleichheit. Fir p; = w1, ps = 21 + 1 gilt
I'=(p1,p2) = (1)
und deshalb /" = (1). Es ist aber
(p1,15) = (1,21 +20) # (1) :

Definition 3.3.20. (i) Sei V' C A" eine affine k-Varietitund V C P" der projek-
tive Abschluss. Sei H = V, (z9) C P". Dann heifden die Punkte von

HNV =V\V

die unendlich fernen Punkte von V', bzw. die Punkte von V' im unendlichen. Sie
bilden eine abgeschlossene Menge in H = P!

(#i) Fur 0 # p € k[xy,...,x,] schreibe p = pg + p1 + - - - + pg mit p; homogen
vom Grad i, pgy # 0. Dann heif3t

LF(p) := pa
die Leitform von p. Beachte dass
LF(p) = p"(0,24,...,2,)

gilt.
(¢i7) Far ein Ideal I C k[xy, ..., z,| heiflt

LE(I) := (LF(p) | p € 1)

das Leitformideal von /. Es ist ein homogenes Ideal in k[xy, . . ., ;). A
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Korollar 3.3.21. Sei [ C k[xy,...,x,]einldealund V = V(I) C A". Sei H =
V. (xg). Dann gilt B
VNH=V.(LF(I) C H=P!

wobeiwir H = P~ mit homogenen Koordinaten (v, : ... : x,,) versehen. Insbesondere
gt T, (VN H) = JLF) ink[z1, . .., z,).

Beweis. WegenV =V, (I") giltin P"
VN H =V, ((w0) + 1") = Vi((x0) + LF(1)),

denn p" = LF(p) odulo (x0). Beschranken wir uns auf H, erhalten wir also
Vi(LE(I)) € H =P~ =
3.

Beispiel 3.3.22. (i) Der projektive Abschluss einer affinen Hyperfliche
V(p) C A"

(mit0 # p € k[xy, ..., x,))ist

V=V (ph),

denn (p)" = (p"). Ist p quadratfrei so gilt Z, (V) = (p)h = (p)* = (p"). Die
unendlich fernen Punkte von V' sind die Nullstellen von LF (p) in V., (z) = P" 1.
(1) Fiir p € k[x1, 2o] mit deg(p) > 1 betrachte die affine Kurve V = V(p) C A2,
Es gibt eine Faktorisierung

d
=c- H a;x1 + bizs)
=1

mit (a; : b)) € P'(k), ¢ € k*, wobei die (a; : b;) eindeutig bestimmt sind.
Das erhilt man, indem man LF(p)(z,1) € k[x,] iiber k faktorisiert, und dann
wieder homogenisiert. Die unendlich fernen Punkte von V' sind also gerade die

(0:b; : —a;) € P? i=1,....d
beziehungsweise die Punkte
(bi : —a;) € Pt =V (x) i=1,...,d
(133) Im Fall p = x% — 23 — 1ist V(p) eine Hyperbel. Wegen

LF(p) = o1 — 23 = (21 + 22)(21 — 22)



3.3. PROJEKTIVE ALGEBRAISCHE VARIETATEN 77

ergeben sich die beiden unendlich fernen Punkte

(0:1:1) (0:1:-1).

v

7=/

(v)ImFallp = (z; — a1)? + (z2 — az)?* — r?ist V(p) ein Kreis. Wegen

LF(p) = 27 + 23
gibt es die beiden unendlich fernen Punkte
(0:1:v/-1) (0:1:—=v-1)

die man im reellen Bild jedoch nicht sehen kann.

[/
/7

(v) Im Fall p = 2% — x5 ist V(p) eine Parabel. Wegen

erhilt man nur den einen Punkt
(0:0:1)

im Unendlichen.
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/ A

Bemerkung 3.3.23. Selbst wenn / C k[z] ein Radikalideal ist, muss LF (/) kein

Radikalideal sein. Das sicht man am letzten Beispiel mit I = (27 — ). Hier ist
LF(I) = (2?). A

3.4 Der Hauptsatz der Eliminationstheorie

Wir haben in Abschnitt[1.4 schon gesehen, dass das Bild einer affinen Varietit
unter einem Morphismus nicht unbedingt wieder abgeschlossen, d.h. eine affine
Varietit ist. Ein Beispiel ist die Projektion der Varietit V(z25 — 1) C A? auf die
x1-Komponente. Das Bild ist dabei gerade A' \ {0}.

Der Grund fiir die fehlende Abgeschlossenheit besteht darin, dass das Urbild ei-
nes Punktes a € A! "gegen Unendlich verschwindet’, wenn a gegen 0 liuft. Im
projektiven Raum haben wir nun auch Punkte im Unendlichen zur Verfigung,
und das ist der Grund, warum die Situation dann anders ist. Seien in diesem Ab-
schnitt

z=(z0,..,Tm), Y= W1, - s Yn)

zwei Tupel von Variablen. Ein Polynom p € k[z, y] heifst homogenin z, falls es als
Element des Polynomrings (k[y])[z] homogen beziiglich der Standardgraduie-
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rung ist. Das bedeutet also gerade, dass fiir jedes Monom zy” von p gilt |o| = d,
fiir ein festes d € N. Seiennun py, ..., p, € k[z,y] homogen beziiglich 2. Dann
ist die folgende Menge wohldefiniert:

X :={(a,b) € P" x A" | p1(a,b) = --- = p.(a,b) = 0}.
Sei
m: P ox A" — A"
(a,b) — b
die Projektion auf die zweite Komponente.

Satz3.4.1(Hauptsatz der Eliminationstheorie). Die Menge 7w(X) ist k-abgeschlossen
inA".

Beweis. Fiirb € A" gilt

be 7T<X) A VJr(pl(@’ b)> s apr(ij b)) 7é 0.

Sei R = K |[z] versehen mit der Standardgraduierung. Mit Satz[3.3.7/haben wir
also
bem(X) & Ra & (pi(z,b),... ,pr(x,b)) Vd > 0.

Fiir d > 0 setzen wir

Yo={be A" | Ry & (pr(2,0),...,pr(2,0))} .

Dann gilt
%5222+ und [ )Yy=m(X).
d>0
Es geniigt also zu zeigen, dass Y fuir alle geniigend grof3en d abgeschlossen sind.
Sei dazu d; = deg, (p;) und d > max{dy, ...,d,}. Dann gilt

b ¢ Yd <~ Rd g (Pl(& b)a cee 7p7“<£7 b))
& diez” - pi(z, b) mit |a| = d — d; spannen tiber K ganz R, auf.

Fiir die zweite Aquivalenz haben wir Bemerkung[3.2.4verwendet. Entwickelt man
die % - p;(z, b) nun alle in einer geeigneten Basis von Ry (z.B. in der Monomba-
sis) und schreibt die Koeffizienten in eine Matrix B, dann sind die Eintrige von
B Polynome iiber k in b, und wir erhalten insgesamt

b ¢ Y, < rang(B) > dimg Ry.
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Also gilt nun

beY,; < rang(B) < dimg Ry
& alle Minoren von B der Grofde dim g R, verschwinden.

Die letzte Bedingung definiert eine k-abgeschlossene Menge. O

Bemerkung 3.4.2. Der Hauptsatz der Eliminationstheorie besagt, dass es zu z-
homogenen Polynomen p1, ..., p, € k[z,y] weitere Polynome q1,...,qs € k[y]
gibt, so dass fur alleb € K" gilt

Ja € P™(K) /\pi(a,b):0 & /\qj(b)zo.

Man kann den Existenzquantor also eliminieren. A

Bemerkung 3.4.3. Alle Varietiten sind noethersch in der Zariskitopologie, und
besitzen damit die endliche Uberdeckungseigenschaft mit offenen Mengen. In
Nicht-Hausdorffraumen ist diese Quasikompaktheit aber oft nicht sehr hilfreich.
Der Hauptsatz der Eliminationstheorie ist nun eine Art alternative Kompaktheits-
aussage fir P". Ein Hausdorffraum X ist genau dann kompakt, wenn fiir alle
Hausdorffriume Y die Projektion

m: X XY =Y
abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen abbildet. Das wird in Auf-
gabe[24|bewiesen. A
Satz 3.4.4. Seil = (py,...,p,) dasvon den z-homogenen Polynomen p; € k[z,y]
erzeugte Idealund m := (xq, ..., x,) C k[z, y]. Setze

I:=(I:m>)Nkly.

~

Danngiltw(X) = V(I)in A™.
Beweis. Furi =0,...,msetze U; := Dy (x;) x A" und
Xi =XnN Ul

Wegen P™ x A" = Uy U --- U U, gilt 7(X) = U-, 7(X;), und wegen der
Abgeschlossenheit von 7 (X) (nach Satz[3.4.1) gilt
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Wir betrachten nun die Bijektion

@DZUZ%AmXAn
1 .

b —a.b

(@) (a®0)

wobei a = (ag,...,d;,...,an) ist, und die Dehomogenisierung als Ringho-
momorphismus

pi: klz,y) — klz®,y]
T, — 1
rj—x; (JjF#1)
Yk = Yk
Dann wird ganz analog zu Lemma[3.3.11|die Menge ¢;(X;) durch das Ideal o;(I)
beschrieben. Nach Satz[1.4.13]ist dann aber

m(X;) =V (kly] npi(1)) € A",

und also n
m(X) =V <k‘[g] N ﬂ%(l)) :

Wir zeigen nun
klyl npi() = K[yl (1 27°)
fur alle 7, und daraus folgt die Aussage. Fiir "D"seig € k[y] N (I : 2¢°). Dann gilt
gz € I firein N > 0, und wegen p;(gz) = g gilt g € @i(1).
Fir "C"seig € [ mitp = ¢;(9) € k[y|. Dabei konnen wir 0.B.d.A. g als z-

homogen annehmen, denn das Ideal ist z-homogen (verwende Lemma3.2.5/im
Ring (k[y]) [z] mit der Standard z-Graduierung), und wir kénnen die einzelnen
z-homogenen Summanden von ¢ mit x; multiplizieren, ohne y;(g) zuverandern.

Also haben wir
g= Z %pa(y),

|a|=d

und aus ¢;(g) € k[y| folgt dann direkt

g =xiq(y).

Damit gilt p = g und also z¢p € 1. O
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Definition3.4.5. Fiir z-homogene Polynomep, ..., p, € k[z,yjundm = (zg,...,7,,) C
[z, y] heifdt

I:= (1 :m*>)Nkly]

das projektive Eliminierungsideal von /.

Wir erhalten den Hauptsatz der Eliminationstheorie auch im Fall P x P". Dafiir
sei

= (o, ,Tm) Y= (Yo, -+ Yn)

und die p; € k[z,y] seien bihomogen, d.h. homogen sowohl beziiglich z als auch

beziiglich y. Dann ist
X ={(a,b) e P" xP" | p1(a,b) = - = p,(a,b) = 0}
wohldefiniert. Sei w: P™ x P" — P™ die Projektion.
Korollar3.4.6. Esist (X ) C IP" abgeschlossen.
Beweis. Sei X' C P™ x A"*! die Nullstellenmenge der p; und
7 P ox AnT 5 AT

die Projektion. Nach Satz ist dann 7'(X") abgeschlossen in A"*!. Anderer-
seits ist offensichtlich 7/(X’) = 7(X), und die Aussage folgt also aus Lemma

B340). O

Korollar3.4.7. Seienpy,...,p, € kl[zo, ..., x| homogenund fo, ..., f € k[xo,. .., Tp]
homogen vom selben Grad. Sei

V= V-i-(pl)"'vpr) g P

und weiter gelte
Vﬂv—i—(an"')fn) = 0.

Dann hat die (wohldefinierte!) Abbildung

V=P
a (fola):...: fu(a))

ein abgeschlossenes Bild in P".
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Beweis. Der Graph
I'y:={(a,b) eP"xP"|aecV,b= f(a)}
ist bihomogen definierbar durch die Gleichungen p;(a) = 0 furi = 1,...7 und
bj fu(a) — by fi(a) =0
fir j,k = 0,...,n. Nach Korollar[3.4.4|ist aber

f(V) =mn(ly)
abgeschlossen in P". O

Im letzten Satz sehen wir, wie man den Hauptsatz der Eliminationstheorie an-
wenden kann, wo man im Fall von Hausdorffriumen die Quasikompaktheit be-
nutzt hitte. Die Menge V' ist nimlich quasikompakt in der Zariskitopologie, und
die Abbildung f ist stetig. Damit ist das Bild wieder quasikompakt, und in einem
Hausdorffraum folgt daraus die Abgeschlossenheit.
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Kapitel 4

Quasiprojektive Varietiten

In diesem Kapitel verallgemeinern wir die Begriffe von Varietiten und Morphis-
men noch weiter, um flexibler arbeiten zu kénnen. Insbesondere erhalten wir
einen Morphismusbegriff fiir projektive Varietaten.

4.1 Quasiprojektive Varietiten, regulire Funktionen,
Morphismen

Definition 4.1.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Y C X heif3t
lokal abgeschlossen in X, falls sie folgende dquivalente Bedingungen erfullt:

(1) Y istrelativoffenin Y
(i) esgibt O C X offenund A C X abgeschlossenmitY = O N A. A
Bemerkung4.1.2. (i) Offene und abgeschlossene Teilmengen von X sind lokal ab-
geschlossen. Endliche Durchschnitte von lokal abgeschlossenen Teilmengen von
X sind lokal abgeschlossen in X .
(¢1) Fur lokal abgeschlossenes Y C X und Z C Y gilt

Z lokal abgeschlossen in Y < 7 lokal abgeschlossen in X.

(i17) Stetige Urbilder lokal abgeschlossener Mengen sind stets lokal abgeschlos-
sen. A

85
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Definition4.1.3. Eine quasiprojektive k-Varietit | ist eine in der k-Zariski-topologie
lokal abgeschlossene Menge eines A" oder IP". Ist W C V eine lokal abgeschlos-
sene (abgeschlossene, offene) Teilmenge, so heif3t W eine lokal abgeschlossene
(abgeschlossene, offene) Untervarietit von V. A

Bemerkung 4.1.4. Abgeschlossene Mengen sind durch polynomiale Gleichungen
definiert, offene Mengen durch Komplemente. Eine quasiprojektive Varietit kann
also als Losungsmenge eines Systems aus Gleichungen und Ungleichungen (und
Vereinigungen von solchen) aufgefasst werden. A

Definition4.1.5. Sei V' C A" (bzw. V' C P™) eine lokal abgeschlossene Teilmenge.
(¢) Eine (k-)regulare Funktion auf V' ist eine Abbildung

]‘?:V—>A1

mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes a € V existiert eine offene Umgebung
U C Vvonaund Polynomep, q € k[z1, ..., x,](bzw. homogene Polynome p, g €

k[xo, ..., z,) vom selben Grad) mit ¢ # 0 auf U, sowie
p(b)
b = —_—
f&) q(b)

firalleb e U.
(i1) Mit O(V') bezeichen wir die Menge aller k-reguliren Funktionen auf der qua-
siprojektiven Varietit V. A

Lemma4.1.6. SeiV eine quasiprojektive Varietiit.
(i) Mit punktweise definierten Verkniipfungen von Funktionen ist O (V') eine k-Algebra.
(i) Fiirjedes f € O(V') ist

Vv(f) :={aeV]fa) =0}

eine abgeschlossene Teilmenge von V. Also ist

Dy (f) ==V A\Vv(/f)

inV offen.

(@i1) Ist f € O(V') mit f(a) # Ofiirallea € V, so ist% eine regulire Funktion.

(iv) Ist W C 'V lokal abgeschlossen und f € O(V), soist fj,, € O(W). Die Ein-
schrinkungsabbildung O(V') — O(W ) ist ein Algebrahomomorphismus.
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Beweis. (i) und (iv) sind klar. Fiir (i7) gentigt es zu zeigen, dass zu jedem a € V
eine offene Umgebung U C V existiert, mit UNVy (f) abgeschlossenin U. Wenn
aber f = Z auf einer offenen Umgebung U von a gilt, dannist Vv (f) N U =
V(p) N U abgeschlossen in U. Aussage (ii7) ist auch klar, da f~! = Lauf U, falls
f= § auf U. O

Bemerkung 4.1.7. (i) Fiir jede quasiprojektive Varietit V' und jede lokal abge-
schlossene Teilmenge W C V haben wir den Ring O(W) definiert, denn W
ist selbst lokal abgeschlossen in A" oder P™. Fir W/ C W haben wir die Ein-
schrankung als Ringhomomorphismus O(W) — O(W’).

(13) Die Eigenschaft einer Funktion f: V — Al regulir zu sein ist lokal beziiglich
V. Das heifit, ist V' = | J,; U; eine offene Uberdeckung, so gilt

fregulir & f |y, regulirfurallei € 1.

(i17) Ab jetzt sagen wir oft nur Varietdt anstatt quasiprojektive k-Varietit. A

Wir zeigen nun als niachstes, dass der neue Begriff einer reguliren Funktion im
Falle von affinen Varietiten mit dem alten aus Definition[l.4.1liiberstimmt.

Satz 4.1.8. Sei V' C A" abgeschlossen und s € k[V'|. Dann ist der natiirliche Homo-
morphismus

k[V]s = O (Dy(s))
bijektiv.
Beweis. Injektivitit: Fiir £ € k[V], gelte Z- = 0in O (Dy (s)). Danngiltp |p, (5=
0, also ps = 0 auf'V, also ps = 0 in k[V]. Das impliziert 2 = 0in k[V],.

Fir die Surjektivitit sei f € O (Dy(s)). Aufgrund der Quasikompaktheit von
Dy (s) existiert eine endliche offene Uberdeckung

Dv(s) :U1U"'UUT
und Elemente p;, ¢; € k[V] mit

f= bi auf U;.
4i
Dabei kénnen wir 0.B.d.A. U; = Dy (s;) fiir gewisse s; € k[V] annehmen. Aus
UZ' Q Dv<qi) fOlgt
Ui =Dy (q;s:)
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und wegen
bi _ ngisi auf U;
q; q; Si
konnen wir schliefdlich
Us = Dv(%‘)

sowie
pi = 0auf Vi (¢;)

annehmen. Dann gilt
Pidj = Piqi
als Elemente von k[V] fur alle ¢, 7 = 1,...,r. Denn auf Vy (¢;q;) verschwinden

beide Seiten, und auf Dy (¢;q;) = U; N U, kann man punktweise durch ¢;q; divi-

dieren und erhalt
pi_ D

4 gj
denn beide Seiten stellen f auf U; N U; dar? Wegen Dy (s) =U; U---UU, gilt
Vv(s)=Wlq....,q),
und der Hilbertsche Nullstellensatz liefert
s €\ (q,---,q) Ck[V]

Sei also
s"=biqi + -+ brgr

mitm > lund by, ..., b, € k[V]. Dann setzen wir
p ::plbl + o _'_prbr

und behaupten, dass

=P
f=
auf ganz Dy (s) gilt. Fiirjedesi = 1,...,r gilt nimlich
4p = Z qipjb; = Z q;pibj = p; Z qjbj = pis™,
=1 j=1 =1
und das bedeutet '
L _ P faufU, = Dy(q). O

™ g
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Korollar 4.1.9. Sei V' C A" eine affine Varietit. Dann gilt O(V') = k[V], d.h. jede
regulire Funktion auf V' ist global durch ein Polynom gegeben.

Die regulidren Funktionen auf einer projektiven Varietit V' C P" bestimmen wir
in Satz[4.3.16weiter unten genauer . Zunichst beschiftigen wir uns mit Morphis-
men zwischen Varietiten. Auch hier miissen wir uns spater davon iiberzeugen,
dass die folgende neue Definition im Fall von affinen Varietiten mit der alten
tibereinstimmt.

Definition4.1.10. (i) Seien V, W quasiprojektive k-Varietiten. Ein k-Mor-phismus
von V nach W ist eine stetige Abbildung

oV ->W
so dass fiir jede offene Teilmenge W’ C W und jedes g € O(W”) gilt
go ¢ ’¢—1(W/)€ O(@il(W/))

(¢7) Ein Morphismus ¢: V' — W heif3t Isomorphismus, falls ein Morphismus
v W — V existiert mit ¢ o ¢ = idy, ¥ o ¢ = idy,. A

Bemerkung 4.1.11. (z) Man nennt
?*(g) = god s w)

das Pullback oder die Zuriickziehung von g mittels ¢. Eine stetige Abbildung ¢
ist also genau dann ein Morphismus, wenn das Pullback von jeder lokal auf W/
definierten reguliren Funktion eine regulire Funktion auf dem entsprechenden
Urbild ist.

(i1) Fur offenes W’ C W ist die induzierte Abbildung

¢ O(W') = O~ (W)

ein Homomorphismus von k-Algebren. Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist ¢* eben-
falls ein Isomorphismus.
(@17) Sind ¢: V — Wund ¢p: W — X Morphismen, so ist

poop: V=X
ebenfalls ein Morphismus. Es gilt fir X’ C X offen
(Yog) =¢ o™ OX') = O (X') = O((¥ 0 ¢) (X))



90 KAPITEL 4. QUASIPROJEKTIVE VARIETATEN

(iv) Die Eigenschaft ein Morphismus zu sein ist lokal beztiglich der Ausgangsva-
rietit. Das heifit, ist V' = J,; V; eine offene Uberdeckung und ist ¢: V' — W
eine Abbildung, so ist ¢ genau dann ein Morphismus, wenn

¢|\4‘/;—>W

ein Morphismus ist fiir alle ¢ € I. Das folgt unmittelbar aus Bemerkung.1.7)(4),
und der Tatsache, dass Stetigkeit eine lokale Bedingung ist.

(v) Die Eigenschaft ein Morphismus zu sein ist ebenfalls lokal beziiglich der Bild-
varietit. Das heif3t, ist W = | J,_; W; eine offene Uberdeckung und ¢: V. — W
eine stetige Abbildung, so ist ¢ genau dann ein Morphismus, wenn

¢ lo-rawy: 0 (Wi) = Wi
ein Morphismus ist, firallei € 1. A

Das folgende Lemma zeigt, dass man Morphismen auf kleinere Definitionsberei-
che und auf ihr Bild einschrianken kann.

Lemma 4.1.12. SeiV eine k-Varietitund V' C V eine lokal abgeschlossene Teilmenge.
(i) Die Inklusion V' < V ist ein Morphismus.

(i1) Ist p: W — V ein Morphismus mit (W) C V', so ist die dadurch definierte Abbil-
dung ¢': W — V' ebenfalls ein Morphismus.

Beweis. (i) ist klar, denn die Einschrinkung einer reguliren Funktion auf eine lo-
kal abgeschlossene Teilmenge bleibt regular. Fiir (i7) sei U C V' offenin V’ und
g € O(U). Beachte dass U nicht notwendigerweise offen in V' ist. Es ist aber
0.B.d.Ag = ¢ auf ganz U fiir geeignete Polynome p, ¢ (notfalls verkleinert man
U). Dann ist aber £ reguldr auf der offenen Teilmenge Dy (¢) von V, und damit

ist f = ¢* (g) regular auf ¢~'(Dy(¢)). Dann ist aber auch f |41y regular,

und stimmt mit ¢"*(g) tiberein. O

Satz 4.1.13. Seien V, W Varietiten, wobei W C A" abgeschlossen sei. Sei

d=1(P1,... ) V=W

eine Abbildung. Dann ist ¢ genau dann ein Morphismus, wenn
o, € OV) firi=1,....,m

gilt. Insbesondere sind Morphismen V. — A gerade reguldre Funktionen auf'V' .
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Beweis. Seienzunichst ¢y, ..., ¢, € O(V).Furjedesp € k[W]istdann ¢*(p) =
p(P1,- .., Om) € O(V),denn O(V) ist eine k-Algebra. Ist weiter ¢ € k[W], soist

¢~ (Dw(q)) = Dy (¢"(q))

offenin V' (nach Lemma4.1.€|(:7)), und das Pullback der reguliren Funktion

g € O (Dw(q))

()5

und damit regulir auf ¢~ (Dy(¢)), nach Lemma4.1.¢| (iii). Damit ist ¢ bereits
ein Morphismus, denn lokal ist jede reguldre Funktion von solcher Gestalt 2. Ist
umgekehrt ¢ ein Morphismus, so ist

ist

¢i = ¢"(z:) € O(V),
dennx; € O(W). O
Korollar 4.1.14. Seien V' C A" und W C A™ abgeschlossen. Dann ist eine Abbildung
o V=W

genau dann ein Morphismus (im Sinne der neuen Definition|4.1.10), wenn es regulire Funk-
tionenpy, ..., pm € k[V] gibt mit

&= (P1y--yDm)-

Die neue Definition stimmt also fiir affine Varietiten mit der alten aus Definition|l.4. 7jiibe-
rein.

Beweis. Nach Satz4.1.13]ist ¢ genau dann ein Morphismus wenn ¢; € O(V) gilt,
fiir alle ¢. Andererseits ist O(V') = k[V], nach Korollar[¢.1.9] O

Bemerkung 4.1.15. Ein Morphismus kann ein Homéomorphismus der topolo-
gischen Riume sein, ohne ein Isomorphismus zu sein. Das zeigt Beispiel [1.4.12
(221). AN
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Satz4.1.16. Fiiri =0, ... nistdie Abbildung
¢i: D+(xl) — A"
ag a; a
(ap:...:ap) — (—,...,—Z,...,—")
a; a; a;
ist ein Isomorphismus von Varietiten.

Beweis. Wir wissen schon, dass ¢; ein Homomorphismus ist (Satz[3.3.12). Wei-
ter ist ¢; nach Satz[4.1.13Jauch ein Morphismus von Varietiten, denn die Kompo-
nentenfunktionen x;/x; sind regulare Funktionen auf D, (x;). Fiir die Umkehr-
funktion sei 0.B.d.Ai = 0, und p,q € k[xo,...,z,] homogene Polynome vom
selben Grad. Wenn p = p(1,x1,...,x,),und ¢ = ¢(1, x4, ..., x,) die Dehomo-
genisierungen sind, gilt

¢o (D+(x0) N D1(q)) = D(q)

@ 3)-

ist eine reguldre Funktion auf D(§). Wiederum ist jede regulire Funktion lokal
von der Gestalt 7, und damit ist auch ¢ ! ein Morphismus von Varietiten. [

und

< |

Satz 4.1.17. Sei V' C A" abgeschlossen und s € k[V'|. Dann ist die offene Untervarietit
Dy (s) von V isomorph zur abgeschlossenen Menge

Vii={(a,t) |[aeV,te At -s(a) —1 =0} C A"
Insbesondere gilt k[V'] = O(Dy (s)) = k[V]s.
Beweis. Die Abbildung
o: V=V
(a,t) —a

ist ein Morphismus mit im(¢) = Dy (s). Damitist ¢: V' — Dy (s) ebenfalls ein
Morphismus. Die Umkehrabbildung

: Dy(s) = V'

= (o)

ist ebenfalls ein Morphismus, denn die Komponenten sind regulire Funktionen
auf Dy (s). O
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Wir erweitern nun den Begriff einer affinen bzw. projektiven Varietit.

Definition 4.1.18. Eine quasiprojektive k-Varietit I heif3t affin (bzw. projektiv),
falls V' isomorph zu einer abgeschlossenen Untervarietit eines A" (bzw. P") ist.
Ist V affin, so schreibt man oft k[V] statt O(V). A

Bemerkung/Beispiel 4.1.19. (i) Ist V eine affine Varietit und s € k[V], so ist
auch die offene Untervarietit Dy (s) affin und es gilt k[Dy (s)] = k[V];. Denn
ein Isomorphismus ¢: V' — W auf eine abgeschlossene Teilmenge W' C A"
schrinkt sich nach Lemmaf4.1.12) zu einem Isomorphismus

Dy(s) = Dw((¢7)"(s))

ein. Dann wendet man Satz[4.1.17fiir W an.

(i1) Die offene Untervarietit D, (z;) C P ist affin nach Satz4.1.16|

(147) Jede offene Untervarietit von A ist affin. Da k[z;] ein Hauptidealring ist, ist
jede offene Menge namlich von der Gestalt D(s) fiir ein s € k[z4].

(iv) Im Allgemeinen sind offene Untervarietiten von affinen Varietiten nicht af-
fin. Zum Beispiel ist

A\ {(0,0)}

nicht affin (Aufgabe[25).

(v) Jede abgeschlossene Untervarietit einer affinen (bzw. projektiven) Varietdt ist
wieder affin (bzw. projektiv).

(vi) Jede quasiprojektive Varietit ist eine offene Untervarietit einer projektiven
Varietit. Fir V' C P" lokal abgeschlossen ist das klar,und V' C A™ abgeschlossen
ist offen im projektiven Abschluss V. A

Satz 4.1.20. Sei V' C P" abgeschlossen und i € {0,...,n}. Dann ist die offene Teil-
menge

von V. affin, und der kanonische Homomorphismus
ki [Vi@,) = k[Vi]
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Alsabgeschlossene Teilmenge der affinen Varietit D, (z;) ist V; affin. Ele-
mente von k. [V]z,) sind von der Gestalt £ mitp € £, [V'] homogen vom Grad r.
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Sie definieren deshalb regulidre Funktionen auf V. Dieser so definierte kanoni-

K3

sche Homomorphismus ¢: ki [V]z,) — k[V;] ist injektiv, denn aus ¢ (%’%) =0
= 0 auf V. Damit gilt Z;p = 0in &k, [V] und

folgt p = 0 auf V;, und daraus z;p
also & = 0in k4 [V]z,).

Fiir die Surjektivitat beachte, dass der Koordinatenring einer affinen Varietit von
den Koordinatenfunktionen erzeugt wird. Unter der Isomorphie D, (z;) = A"
entsprechen die Koordinatenfunktionen aber den x; /x; auf D, (x;), und die Ko-

ordinatenfunktionen von V; sind also die 7, /;. Die liegen aber alle im Bild von
w. U

Korollar4.1.21. Jede Varietit V' besitzt eine Basis offener Mengen aus affinen offenen Men-
gen.

Beweis. Ist V affin, so folgt die Aussage aus Satz[4.1.17, denn die Dy (s) mit s €
k[V] bilden eine Basis offener Mengen. Jede projektive Varietit wird itberdeckt
von offen-affinen Teilmengen, nach Satzj.1.20| deshalb stimmt die Aussage auch
fiir projektive Varietiten, und offene Teilmengen solcher. O

Beispiel 4.1.22. (i) Seien py, ..., p, € k[xo,..., 2z, homogen vom selben Grad.
Dann ist die Abbildung

¢: P"\Vi(po,- .. ,pn) = P"
a— (po(a):...:pu(a))

ein Morphismus. Denn P\ V., (po, . . ., p,) ist Vereinigung der offenen Teilmen-
gen D (p;) und es geniigt also zu zeigen, dass

¢: Di(p;) — P
ein Morphismusiist, furalle: = 0, ..., n. Esist aber
¢(D+(pi)) € Dy(x;) = A",

und dabei wird ¢ zur Abbildung

o (0 i)

pi(a)

Diese ist aber ein Morphismus nach Satz4.1.13, denn % ist regular auf D, (p;).
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(i) Einen Spezialfall von (i) bilden die linearen Morphismen. Sei dazu M eine
(n+ 1) x (m + 1)-Matrix tiber k£ mit rang(M) = m + 1. Dann ist

dar: P —s P"
[v] = [M]

ein Morphismus, und es gilt ¢,y = ¢ps 0 ¢n. Im Fall m = n erhalten wir damit
einen Gruppenhomomorphismus

GLn11(k) — Autg(P")
mit Kern k*I. Daraus ergibt sich eine Einbettung
PGLy,.1 (k) < Auty,(P?),

von der man auch die Surjektivitit zeigen kann.
(i77) Betrachte den Morphismus

¢: P1 — P?
(ag : a1) = (ag : apay : a?).
Es gilt
G(P') C Vi(a] — woza) =: C

und also ist ¢: P! — ( ebenfalls ein Morphismus, und sogar ein Isomorphis-
mus. Dazu definieren wir den inversen Morphismus

v: C — P!
‘ ' (bO : bl) falls b, #0
(bo : by : by) { (by : by) falls by # 0

Esist C' C Dy(zg) U D4 (z2) und auf den Schnitt innerhalb C' stimmen beide
Definitionen iiberein, denn byb, = b?. Damit ist 1) wohldefiniert auf C, und ein
Morphismus, da es auf beiden Teilmengen C' N D, (xg),C N Do (x5) einer ist,
nach (7). Man sieht nun leicht dass v invers zu ¢ ist. JAN

Bemerkung 4.1.23. Wir haben gerade

P' > C =V, (2] — z979) C P?
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gezeigt. Wir vergleichen nun die projektiven Koordinatenringe beider Varietiten.
Esist
ki [C] = Klwo, 21, 2]/ (2] — wo2)

und dabei gilt
dlmk kf+ [0]1 = 3,

denn kein homogenes Polynom vom Grad 1 liegt in (z? — o). Daraus sieht
man, dass sich & [C] als k-Algebra nicht von 2 Elementen erzeugen lasst (die ho-
mogenen Summanden vom Grad 1 zweier Erzeuger wiirden sonst k.. [C]; itber k
aufspannen). Andererseits lisst sich k, [P'] = k[, z;] offensichtlich von zwei
Elementen erzeugen. Damit ist also

P! = C und k [P'] 2 k. [C].

Der projektive Koordinatenring ist also nicht invariant unter Isomorphie! Damit unter-
scheidet er sich grundlegend vom affinen Koordinatenring, der Isomorphie ja so-
gar komplett klassifiziert. A

4.2 DieVeronese-Abbildung

In diesem Kapitel betrachten wir die Veronese-Abbildung, die zur Linearisierung
von Gleichungen verwendet werden kann. Damit zeigen wir, dass man sich prin-
zipiell immer auf quadratische Gleichungen in projektiven Riumen beschranken
kann.

Konstruktion 4.2.1. Seiz = (xy,...,z,) und seid > 1 fixiert. Seien
mo, My, ..., my € k[z]

alle Monome in z vom Grad d. Dabei ist N = (”:d) (Aufgabe . Dann erhalten
wir wie in Beispiel 4.1.22](¢) einen k-Morphismus:

vg: PP — PV

a (mo(a) :...:my(a)).
Dabei heif’t v, die d-te Veronese-Abbildung, und ihr Bild
V= (P

heifdt d-te Veronese-Varietat. AN
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Satz4.2.2. Died-te Veronese Varietit V. = vy (IP") ist eine abgeschlossene Untervarietit
von PV und

vg: P — V4
ist ein Isomorphismus von k-Varietiten.
Beweis. Beachte, dass wir die Abgeschlossenheit von V¢ bereits aus Korollar[3.4.7
wissen. Wir geben dennoch eine explizite Beschreibung durch homogene Glei-

chungen an, die wir fiir die Konstruktion der Umkehrabbildung benétigen. Sei
dazu

J:={aeN"||a] =d}.

Dann kénnen wir PV mit den homogenen Koordinaten (z, : « € J) versehen,
und es ist

va(a) = (a%)acs

fir alle a € P". Seinun Z C P¥ die Nullstellenmenge aller quadratischen Poly-
nome
ZaRkB — ZyRs

fira, 3,7,6 € Jmita + 3 =+ 6. Danngilt V¢ C Z, denn

a®a® =P = 0 = a’
fir alle solchen «, 3, ~, §. Damit ist
Vg - Pt — Z

ein Morphismus von Varietiten. Wir geben nun eine Umkehrabbildung an. Sei
dazu B € Jundi € {0,...,n} mit 3; > 1. Wir definieren
¢pi: Z N Dy(z5) = P"
(bOé)aeJ = (bﬁ—eri—eo : bﬂ—eﬁ-el e bﬁ—eﬁ-en) .
Dann ist ¢ ein wohldefinierter Morphismus wie in Beispiel 4.1.22] (i) (das Bild
von ¢, liegtin D, (z;)). Seiennun 5,y € J,3; > 1,v; > lundb € ZND,(z5)N
D, (z,). Dann gilt
$3.i(b) = ¢v.5(b),

denn wie in Definition3.1.2lerklirt reicht dafiir

bp—citex b’YfejJrez = bg—c;+e, b’)’*ejJF@k
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zu zeigen, fur alle k£, = 0,...,n. Das gilt aber aufgrund der Definition von Z,
denn die beiden Indizes auf beiden Seiten bilden dieselbe Summe. Also liefern
die ¢ ,; einen wohldefinierten globalen Morphismus

¢ Z — P".

Es gilt nun ¢ o vy = idpn: fir a € P™ wihle ndmlich ein i mit a; # 0 und setze
B := de;. Dannista® = a¢ # 0 und also vy(a) = (a*)aecs € Dy (25). Damit gilt

¢(va(a)) = dpi(va(a))

= (aﬂ_ei+e° Sl aﬂ_ei+e”)
= (af‘lag N ,af‘lan)
=a.

Umgekehrt ist auch vy 0 ¢ = idz:wihledazu g € J,i € {0,...,n} mitg; > 1
und b € Z N D, (z3). Dann gilt

va(G(0)) = (05, o 5" civen) aes

und das definiert in P den gleichen Punkt wie b = (b,),,c ;-
tiblich fur alle v, 0 € J die folgende Gleichheit zu zeigen:

. plo R X — b - p0° R
b'Y bﬁ—eﬁ-eo bﬁ—eﬁ-en = bs bﬁ—eﬁ-eo bﬂ—eﬁ-en'

Dafiir geniigt es wie

Man beachte dazu, dass die Indizes auf beiden Seiten dieselbe Summe bilden:
VG0 (Bt en)+ 4 Gu(Bocite) =y +d-(Be) o=

Damit gilt die behauptete Gleichheit aber aufgrund der in Z geltenden Gleichun-
gen (Aufgabe[33). O

Bemerkung4.2.3. (1) Wir haben explizit Gleichungen fiir die d-te Veronese-Varietit
V¢ gefunden. Versieht man PV mit den homogenen Koordinaten (z,)|q/=q, sind
es die

RaRB — 22§
mit « + = v + J. Insbesondere ist Z ein Durchschnitt von quadratisch defi-

nierten Hyperflichen, d.h. von Quadriken.
(27) Firn = 1 erhalt man

vg: Pt — P4

(ag :ay) w (al:altay .- :apal™t : a?)
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Das Bild V¢ heifit rationale Normalenkurve vom Grad d. Im Fall d = 2 handelt
es sich gerade um die Kurve aus Beispiel[4.1.22](i4).

(¢i7) Fur jede lokal abgeschlossene Teilvarietit V' von P liefert v, einen Isomor-
phismus von V aufv, (V) C PV. A

Bemerkung4.2.4. Seip € k[zo, ..., x,| homogen vom Grad d, und schreibe p =
Y |aj=d Paz®. Dann gilt fiira € P"

a < V+<p) And vd(a) S V+ Z Paza
|a|=d

Unter dem Isomorphismus v, entspricht die Grad d Hyperfliche V. (p) also dem
Schnitt von V¢ mit einer Hyperebene. Eine etwas allgemeinere Aussage macht
der folgende Satz. A

Satz4.2.5. Jede abgeschlossene k-Untervarietitvon P™ istvia einem vy isomorph zu einem
Schnitt
vineL

mit einem iiber k definierten linearen Teilraum L von PV,

Beweis. Fiir homogenes p € k[z] und alle > 0 gilt

V-i-(p) = V+($6p7 s 7x;p)

Damit ist jede abgeschlossene Teilmenge von P" definierbar mit homogenen Po-
lynomen vom selben Grad, und die Aussage folgt aus der letzten Bemerkung. [

Korollar 4.2.6. Jede projektive k-Varietit ist isomorph zu einem Durchschnitt von qua-
dratischen k-Hyperflichen ein einem geeigneten P™.

Beweis. Der lineare Teilraum L im letzten Satz ist isomorph zu einem P, und V¢
ist durch quadratische Gleichungen definiert. O

Wir beweisen nun noch eine Verallgemeinerung von Satz tiir beliebige Hy-
perflichen (und eine projektive Version von Satz|4.1.8).

Satz 4.2.7. Sei V' C P" abgeschlossen und s € k. [V] homogen. Dann ist die offene
Teilmenge Dy, (s) von V affin mit

k[Dv+(s)] = k4 [V]s).-



100 KAPITEL 4. QUASIPROJEKTIVE VARIETATEN

Beweis. Esreicht, die Aussage fiir V' = P" zu zeigen, denn fiir t € k[z] homogen
ist Dy (f) = V N D (t) eine abgeschlossene Untervarietit der affinen Varietit
D, (t) C P", und damit affin. Zusitzlich kommutieren Quotientenbildung und
homogene Lokalisierung:

(B/1)3) = B/ (1)

Seialso V= P" und s € k[z] homogen vom Grad d. Betrachte die Veronese-
Abbildung
vg: P — PN

und sei H, C PV die zu V. (s) C P" korrespondierende Hyperebene. Dann gilt
Do (s)=v;'(PY\ Hy) 2 Vi (PV\ H,).

Wegen PV \ H, = AV istalso D, (s) eine affine Varietit. Der kanonische Homo-
morphismus

klz]s) = O (D+(s))

ist injektiv, wie im Beweis von Satz{4.1.20] Auch die Surjektivitat folgt ganz ana-
log, da die erzeugenden Koordinatenfunktionen auf PV \ H, = A" gerade die

%q/s sind, und unter dem Isomorphismus v, entsprechen sieden 2 /s € k[z] ).
O]

4.3 Direkte Produkte

Im Affinen gibt es eine kanonische Identifikation A™ x A" = A™™" und fiir zwei
abgeschlossene Mengen V- C A™ W C A™ist V x W abgeschlossen in A™*™,
Wir kénnen also problemlos direkte Produkte aus affinen Varietiten (im Sinne
von Kapitel[l) bilden. Fiir projektive Varietiten ist das komplizierter. Es gibt zum
Beispiel keine kanonische Identifikation von P™ x P™ mit P *". Fiir Vektorriume
V, W tber demselben Korper gibt es jedoch eine wohldefinierte injektive Abbil-
dung

P(V) x P(W) — P(V @ W)
([v]; [w]) = [v® v]

die sogenannte Segre-Abbildung. Wir beschreiben sie im Fall von P™ und IP" jetzt
etwas konkreter.
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Konstruktion4.3.1. Fiirm,n > 1idenfizieren wir P""**™*™ mit dem projektiven
Raum

P (Mat i 1)x(n 1) (K)) -
Fiir eine Matrix A € Mat(m+1)><(n+1) (K) gllt
rang(A) =1 & A=w'

fiir gewisse Spaltenvektoren 0 # u € K™ 0 # v € K", Dabei sind u, v bis
auf Skalierung eindeutig bestimmt. Die Abbildung

K™ x K™ — Mat 1) x (1)
(u, v) = uv’
induzierte also eine wohldefinierte injektive Abbildung
o P X P s P (Mt 1) xniny(x)) = P4,
die sogenannte Segre-Abbildung. Das Bild
S i= {A] | rang(A) = 1}

heifdt Segre-Varietat. In der Tat ist S, ,, eine k-abgeschlossene Teilmenge von
prntmtn - denn sie ist durch das Verschwinden aller 2 x 2-Minoren von A defi-
niert. A

Definition 4.3.2. Wenn wir ab sofort von P™ x P als Varietit sprechen, meinen
wir stets die projektive k-Varietdt S,, ,,. Auch wenn wir mit dem mengentheore-
tischen karthesischen Produkt P x P™ arbeiten, sind alle die Varietitsstruktur
betreffen Aussagen mittels o in S,,, , gemeint. A

Satz 4.3.3. (i) Die beiden Projektionen
pri: P x P* — P™ pry: P x P"— P"
sind Morphismen von Varietiten.
(i1) Sind p: V- — P™undp: V' — P"™ Morphismen von Varietiten, so ist
(p,0): V — P x P"
a = (¢(a),¥(a))

ebenfalls ein Morphismus.
(i11) Die projektive Varietit P™ x P" zusammen mit den Morphismen pr, und pr, erfillt
die universelle Eigenschaft des direkten Produkts:
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Fiir je zwei Morphismen ¢p: V. — P™ 1) V' — P" gibt es genau einen Morphismus
E:V > P x Pmitpryof = ¢,pryo0& = 1.

]P)m
ol
3! Ph
v ZZEpm o pn
pry
P pr

Beweis. (i) Mittels o nach S,, ,, iibersetzt gilt fiir [A] € S,

pry ([A]) = [u]

fiir eine beliebige nichtverschwindende Spalte u von A. Dasliefert eine lokale De-
finition von pr, als Morphismus im Sinne von Beispiel[4.1.22|(7), auf offenen Teil-
mengen von S,, , die durch das Nichtverschwinden der einzelnen Spalten defi-
niert sind. Fiir pr, argumentiert man analog mit den Zeilen.

(¢7) Wir wahlen eine lokale Darstellung

¢=(:¢1:...:0n): ¢ (Di(x0)) = Di(zmo) CP™

Y=1:¢r:.. ) ¥ (Di(yo)) = Dy(yo) C P

mit reguldren Funktionen ¢;, v;. Dann iibersetzt sich mittels der Identifikation
D (20) X Do (yo) < Dy (200) € P (Mat(mi1)x (1) (K))
die Abbildung (¢, ¢) zu

¢~ (D (0)) N~ (Do (y0)) = D (200)

1 Un(a) - in(a)
¢1(a)  dr(a)ir(a)

a —

om(a) ' pla)in(a)

Weil D, () affin ist und alle Komponenten regulire Funktionen sind, ist (¢, 1)
ein Morphismus. (i77) ist damit klar, denn ¢ ist offensichtlich eindeutig durch ¢
und v bestimmt. ]
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Bemerkung4.3.4. (i) Sind V' C P und W C P" zwei beliebige lokal abgeschlos-
sene Teilmengen, so ist

pri (V) Npry' (W) C Sy

ebenfalls lokal abgeschlossen, als Urbild unter Morphismen. Das entspricht mit-
tels o im karthesischen Produkt P™ x P" genau dem Produkt V' x W. Auf diese
Weise konnen wir also das Produkt zweier beliebiger k-Varietiten als k-Varietit
auffassen, und V' x W hat die universelle Eigenschaft des direkten Produkts. Das

folgt unmittelbar aus Satz{4.3.3/und Lemmalf4.1.12] Das Tripel
(V' x W,pry, pry)

ist durch die universelle Eigenschaft bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig be-
stimmt.

(i7) Fur abgeschlossene Teilmengen V' C A™ W C A™ haben wir im ersten Kapi-
tel bereits das Produkt V' x W C A™*" explizit konstruiert. Offensichtlich erfillt
es die universelle Eigenschaft, und stimmt deshalb mit der neuen Konstruktion
tiberein. Insbesondere ist das direkte Produkt von zwei affinen Varietiten wieder
affin.

(¢i7) Nach Konstruktion ist das direkte Produkt von zwei projektiven Varietiten
wieder projektiv.

(iv) In Abschnitt[3.4haben wir P x P" nur als Menge betrachtet, und mit biho-
mogenen Polynomen Teilmengen X definiert. Wir sehen wir jetzt, dass diese
Mengen X gerade die abgeschlossenen Teilmengen im Sinne unserer Varietits-
struktur sind. Homogene Polynome auf S, ,, entsprechen mittels o nimlich biho-
mogenen Polynomen auf P x P", homogen vom selben Grad in beiden Varia-
blentupeln x und y. Mit demselben Argument wie im Beweis von Satz ist
das aber keine Einschrinkung.

Beispiel4.3.5. Esist P! x P! die Varietit der singuliren 2 x 2-Matrizen in P (Matgyxo(K)) ,
ist also eine Quadrik im P3:

P! x P! =V, (det ( To o )) =V, (zor3 — 7179) C P,

To T3
AufP! x P! gibt es zwei Scharen von Geraden:

{a} x P sowie P' x {a},
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fiira € P'. Istetwaa = (ap : a;), so gilt

bo b ap by b
1_ o 01 o bo b1\ _
{a}xP-{(bQ b3)]rang(a1 by b3>_1}’

und wird also durch die beiden linearen Gleichungen
aoTy — a1xo und agrs — a1,

innerhalb S ; definiert. Analog fiir P! x {a}. Zwei Geraden aus derselben Schar
schneiden sich nicht, je zwei Geraden aus unterschiedlichen Scharen schneiden
sich in genau einem Punkt. Das Bild zeigt zwei affine Schnitte von P! x P!, links
mit D, (x¢) und rechts mit D, (zg + x3) :

D D

Man kann zeigen, dass sich in P? je zwei unendliche abgeschlossene Teilmengen
schneiden (vergleiche Korollare}4.3.18/und 4.3.19) . Insbesondere gilt P' x P! 2
P2 A
Satz 4.3.6. Seien V, W k-Varietiten mit V projektiv. Dann ist fiir jede abgeschlossene
Menge X C V' x W das Bild pr,(X) abgeschlossenin .

Beweis. Fiir X C Sm.n abgeschlossen ist X CPm x P bihomogen definierbar,
und X N (P™ x A") ist z-homogen definierbar. Damit folgt die Aussage fiir TV
affin aus Satz denn X N (V x W) C P™ x A" ist dann ebenfalls so de-
finierbar. Fiir allgemeine W wahle eine offene Uberdeckung W = J,.; W; aus
affinen Mengen W; und betrachte dann X; := X N (V' x W;)in V' x W;. Dann
ist pry(X;) = pry(X) N W; abgeschlossen in W;. Daraus folgt die Aussage. [

Das folgende Lemma beweist die sogenannte Separiertheit von quasiprojekti-
ven k-Varietiten. Oft kann man Argumente, die die Hausdorffeigenschaft eines
topologischen Raumes benutzen, stattdessen auch mit der Separiertheit durch-
fithren. Beachte dass ein topologischer Raum X genau dann hausdorftsch ist,
wenn die Diagonale {(x,z) | x € X} abgeschlossen in X x X (beziiglich der
Produkttopologie) ist.
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Lemma 4.3.7 (Separiertheit). Fiirjede k-Varietit V' ist die Diagonale
Ay :={(a,a) |a €V}

eine abgeschlossene Teilmengevon V' x V.
Beweis. Seit: V — P" eine lokal abgeschlossene Einbettung. Die Morphismen

VxV 2Ly L pr

VxV IRV S P
induzieren aufgrund der universellen Eigenschaft einen Morphismus

tX1: VXV —P"xP"

und Ay ist dabei das Urbild von Apr. Also geniigt es, die Aussage fiir V = P" zu
zeigen. Unter der Identifikation

P x P" <" S,

entspricht die Diagonale aber gerade den symmetrischen Matrizen in .S,, ,,. Also
wird Ap» durch die Gleichungen

Zij — Zji furz,j:[),,n
in S, ,, beschrieben, und ist damit abgeschlossen. O

Bemerkung 4.3.8. Alternativ konnte man Ap» in P" x P™ auch durch die biho-
mogenen Gleichungen

TiY; — x5y =0
firi,j =0,...,n beschreiben. AN

Die folgende Aussage ware fiir stetige Abbildungen zwischen Hausdorffraumen
offensichtlich. Wir beweisen sie nun mittels der Separiertheit.

Lemma 4.3.9 (Identititssatz). Seien V, W Varietdten und ¢,v: V. — W Morphis-
men mit ¢ = 1 auf einer zariskidichten Teilmenge U C V. Dann gilt ¢ = ).

Beweis. Die Menge
Vii={a eV |¢(a) =v(a)}
ist dichtin V, und ausserdem das Urbild von Ay, unter dem Morphismus

(f,9): V—->WxW.

Damit ist VV/ abgeschlossen, und also V' = V. O
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Satz 4.3.10. Seip: V' — W ein Morphismus von Varietiten. Dann ist der Graph

Iy :={(a,¢(a)) [a €V}
eine abgeschlossene Teilmenge von V' x W. Der Graphmorphismus
Vo: V= Ty
a— (a,(a))
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Iy ist das Urbild von Ay, unter dem Morphismus

o Xidy: VW —>WxW
(a,b) = (¢(a),b).

Damit ist I, abgeschlossen. Nach der universellen Eigenschaft des Produkts ist
v, ein Morphismus, und die Umkehrabbildung

Iy =V
(a,¢(a)) = a
ist als Einschrankung der Projektion ebenfalls ein Morphismus. O
Korollar 4.3.11. Fiirjede Varietit V gilt V' = Ay vermige a — (a, a).
Beweis. Satzf.3.10|mit ¢ =idy: V — V. O

Korollar4.3.12. SeiV eine Varietitund Uy, . . ., U, seien offen-affine Teilmengenvon V.
Dannistauch Uy N - - - N U, affin.

Beweis. Esreichtden Fall r = 2 zu betrachten. Dann gilt
UrN Uz = Ay, e,

und
AUlﬁU2 = (Ul X UQ) N Av.

Damitist Ay, ny, als abgeschlossene Teilmenge der affinen Varietdt Uy x U, selbst
affin. O

Satz 4.3.13. Sei V projektivund ¢: V' — W ein Morphismus. Dann ist ¢(V') abge-
schlossenin W.
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Beweis. Esist 'y abgeschlossenin V' x W nach Satz[4.3.10] und damit

¢(V) = pry(l'y)
abgeschlossen in TV nach Satz[4.3.4, O

Definition4.3.14. Seil eine lokal abgeschlossene Teilmenge eines A™ (oder eines
P™).Seik C L C K ein Zwischenkorper. Dann heif3t

V(L):=VnL"
bzw.
V(L):=Vn{] €P"|ve L}
die Menge der L-rationalen Punkte von V. A

Bemerkung 4.3.15. (i) Sei V eine k-Varietitund k C L C K ein Zwischenkorper.
Firjedes f € O(V) gilt dann

f(V(L) L

denn f istlokal durch Briiche von Polynomen iiber k gegeben. Fiirjeden k-Morphismus
¢: V. — W gilt damit
¢ (V(L)) € W(L)

denn ¢ ist lokal durch regulidre Funktionen gegeben. Insbesondere liefert jeder
Isomorphimus eine Bijektion zwischen den L-rationalen Punkten.

(i7) Die Entscheidung ob eine Varietit L-rationale Punkte besitzt kann schwer
sein. So ist beispielsweise die Tatsache dass die Varietiten

V(=" — 2" — y") C PA(C)

fiir kein n einen Q-rationalen Punkt besitzen gerade die Aussage des grofden Sat-
zes von Fermat. A

Satz 4.3.16. Sei V eine irreduzible projektive k-Varietit. Dann ist O(V') eine endliche
Korpererweiterung von k. Ist V (k) # 0, so gilt O(V') = k, d.h. jede regulire Funkti-
on ist konstant.

Beweis. Seia € V und f € O(V) mit f(a) = 0. Betrachte f als Morphismus

f:V = Al
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Nach Satz[4.3.13hat f dann abgeschlossenes Bild, und also gilt f(V) = A! oder
f(V)istendlich. Es ist aber

f: VoAl P!

ebenfalls ein Morphismus mit abgeschlossenem Bild, und also kann f(V') = A!
nicht sein. Also gilt

fOV)y={0,r,...,74} = V(p) C Al

fir ein p € k[t]. Schreibe p = t°¢ mit ¢(0) # 0. Dann gilt f(V) = {0} U V(q).
Nun ist aber f(V') mit V' ebenfalls irreduzibel, und daraus folgt (V) = {0}.
Wir haben also gezeigt, dass eine regulare Funktion mit Nullstelle schon konstant
Null ist. Damit ist O(V') ein Kérper, nach Lemmaf.1.6|(ii1).

Nach dem Hilbertschen Nullstellensatz gilt V (k) # 0, und damit gibt es eine end-
liche Kérpererweiterung L /k und a € V(L). Der k-Algebrahomo-morphismus

OoWV)—L
[ fla)

ist injektiv, wie wir eben gezeigt haben. Also ist O (V') eine endliche Korpererwei-
terung von k. Gilt zusitzlich V' (k) # () zeigt dasselbe Argument O(V') = k. [

Korollar 4.3.17. IstV gleichzeitig affin und projektiv, so gilt |V'| < oo.

Beweis. V hat nur endlich viele irreduzible Komponenten, jede davon ist abge-
schlossen und damit wieder affin und projektiv. Sei also 0.B.d.A V' ireduzibel.
Dann gilt nach Satz[4.3.14]

dimy, K[V] = dimy O(V) < o0,
und damit ist V nach Satz[.4.17endlich. ]

Korollar 4.3.18. Sei V' C P" eine Hyperfliche und sei Z C P™ eine unendliche abge-
schlossene Menge. Dann gilt V. N Z # .

Beweis. Sei V' = V. (p) fiir ein homogenes p € k[z]. Wire V N Z = (), so wire
Z C D, (p) eine abgeschlossene Menge einer affinen Varietit, und damit selbst
affin. Daraus folgt | Z| < oo, ein Widerspruch. O

Korollar 4.3.19. Fiirn > 2 schneiden sich je zwei Hyperflichen in P™.
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Beweis. Mit Korollar[4.3.18|reicht es zu zeigen, dass Hyperflichen unendlich sind.
Dabei reicht es affine Hyperflichen und den Fall K = k zu betrachten. Sei also
V = V(p) # () eine Hyperfliche in A". Wihle ein i mit p ¢ k[z;]. Dann ist

(p) N k[z;] = {0}, und nach Satz[l.4.13)ist
pr;(V) C Al =Fk

k-zariskidicht, und damit unendlich. O

4.4 Rationale Funktionen und Abbildungen

Wir verallgemeinern nun den Begriff eines Morphismus, um auch fiir projektive
Varietiten solche Morphismen zu erhalten.

Definition 4.4.1. Seien V, W k-Varietiten.
(1) Eine rationale Abbildung f: V --» W ist eine Aquivalenzklasse von Morphis-
men

o:U—W

auf offen-dichten Teilmengen U von V/, unter folgender Aquivalenzrelation:
(p: U —->W)~ (: U — W)

(3
U" C UNU offen-dichtin V mit ¢ = ¢ auf U”".

Wir schreiben dann auch f = [¢] fir die von ¢ reprisentierte Klasse.
(i7) Die Menge aller rationalen Abbildungen von V' nach W wird mit

Rat, (V, W)

bezeichnet.
(431) Eine rationale Abbildung f: V' --» A! heif3t rationale Funktion auf V. A

Definition 4.4.2. Sei f: V --» W eine rationale Abbildung. Dann heif3t
dom(f) := | J{U | U C V offen-dicht, 3¢: U — W mit f = [¢]}

der Definitionsbereich von f. A
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Satz4.4.3. Sei f: V --» W eine rationale Abbildung. Dann gibt es einen Morphismus
fo: dom(f) — W, und jeder Repriisentant von f ist eine Einschrankung von f.

Beweis. Seien ¢: U — W und ¢: U’ — W zwei Vertreter von f. Nach dem
Identititssatzf4.3.9|folgt ¢ = ¢y auf U N U’. Damit kann man f; lokal durch seine

Vetreter definieren. O
Bemerkung/Beispiel4.4.4. (i) Fiirjede offen-dichte Teilmenge U C V'istRat,(V, W) =
Ratk (U, W)

(i1) Sei V eine irreduzible affine k-Varietit und F' = Quot(k[V']). Dann definier-
te jedes Element von I eine rationale Funktion auf V. Ist ndmlich § mita,b €
k[V],b # 0,s0ist %: Dy(b) — A' ein Morphismus. Da Dy (b) offen und nicht-
leer, und damit automatisch dicht in V' ist, erhalten wir also die rationale Funk-

tion f = [§]. Ist
a ¢

b d
eine andere Bruchdarstellung, so stimmen die Morphismen ¢ und § auf der offen-
dichten Teilmenge Dy (bd) = Dy (b) N Dy (d) tiberein, und definieren also die-
selbe rationale Funktion.
(4i7) Im Allgemeinen kann dom( f) grofier sein, als zunachst sichtbar. Betrachte
etwa die projektive Kurve

C =V, (1) — 2o2? — 2123) C P
Die Vorschrift
(ag : ay :ag) — (ag: ay)

definiert einen Morphismus
C\{(0:0:1)} =P,

und also eine rationale Abbildung f: C' — P!. Andererseits gibt es den Morphis-
mus

(ag : ay : az) w (a3 : af — ai),
derauf C'\{(1: £1 : 0)} definiertist. Auf allen Punktenvon C, auf denen beiden
Morphismen definiert sind, stimmen sie aber tiberein, wie man leicht sieht. Also
ist f sogar auf ganz C definiert, i.e. sogar ein globaler Morphismus.
(v) Sei V' C P abgeschlossen und irreduzibel. Jedes Tupel py, ..., p, € ki [V]
aus homogenen Elementen # 0 des selben Grads definiert dann eine rationale
Funktion

f=WM@o:...:pp): V-—P"
mitdom(f) DV \Vi(p1,...,pn)- A
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Satz4.4.5. SeiV eine k-Varietit. Dann bilden die rationalen Funktionen auf V' unter den
punktweise definierten Operationen eine Algebra k(V'). Ist V irreduzibel, so ist k(V') ein
Korper, genannt der Funktionenkorper von V.

Beweis. Fiir zwei rationale Funktionen fi, fo: V --» Alsind fi & fo, f1 - fo re-
gulire Funktionen (und also Morphismen) auf dom( f;) N dom( f;), und damit
rationale Funktionen auf V. Ist V irreduzibel und f: V' --+ A! nicht identisch
Null, soist {a € dom(f) | f(z) # 0} offen, nichtleer und damit dicht in V.
Darauf ist aber % als regulare Funktion definiert, und also (V') ein Kérper. [J

Abjetzt werden wir uns zur Vereinfachung immer aufirreduzible Varietiten be-
schranken. Dann ist jede nichtleere offene Teilmenge automatisch dicht.

Satz 4.4.6. SeiV eine irreduzible Varietit.
(i) Esgiltk(V') = k(U) fiir jedes offene U # Din V.

(i) Esgiltk(V) = U, Ov(U), wobei die Vereinigung iiber aller nichtleeren offenen
Teilmengen von V' lduft.

(i1i) Die Korpererweiterung k C k(V') ist endlich erzeugt.
(iv) IstV affin, sogilt k(V') = Quot(k[V]).

Beweis. (i) ist klar nach Bemerkung[4.4.4] (¢). (i) ist ebenfalls klar, denn die Ele-
mente von Oy (U) sind gerade die Morphismen von U nach A'. (iv) folgt aus

V)= | ow)= |J oD Uk: = Quot(k[V]),
0AU offen s€k[V],s#£0

wobei wir Satz[4.1.8 benutzt haben. Fiir (z4i) kénnen wir mit (i) V' als affin an-
nehmen, denn nach Korollarf4.1.21hat V' eine affine offene Teilmenge. Fiir affine
Varietiten folgt die Aussage aber aus (iv), denn k[V] ist als Algebra endlich er-
zeugt, und damit Quot(k[V]) als Korper. O

Bemerkung 4.4.7. Sei V' C P" abgeschlossen und irreduzibel. Dann ist k. [V]
ein Z-graduierter Ring. Sei T" die Menge aller homogenen Elemente # 0, und
betrachte den Korper

kExlV]ey = (ke[V]r), = {g | p,q € k. [V] homogen, deg(p) = deg(q), ¢ # O} )

Dann gilt in Analogie zum affinen Fall (V) = k,[V] (1), diesmal mit Satz[4.2.7,
A
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Beispiel 4.4.8. (1) k(A") = k(P") = k(xy,...,2,). Mannennt diesen Kérper den
rationalen Funktionenkérper in n Variablen.
(19) Istp € k[z1, ..., x,]irreduzibel, so gilt fiir V= V(p) C A"

k(V) = Quot (k[xy,...,z,]/p) - A

Bemerkung 4.4.9. Rationale Abbildungen kann man im Allgemeinen nicht kom-
ponieren. Betrachtet man zum Beispiel

f: A — A% a s (a,0)

und
g: A* - A'; (a,b) — a/b,

so giltim(f) N'dom(g) = 0, und also kann g o f nicht definiert werden. A

Definition 4.4.10. Seien V, W Varietiten, und V' irreduzibel.

(?) Ein Morphismus ¢: V' — W heifst dominant, wenn ¢ (V") dicht in W ist.

(¢1) Eine rationale Abbildung f: V' --+» W heif3t dominant, wenn ein (iquivalent
jeder) reprisentierende Morphismus dominant ist.

(¢i7) Die Menge aller dominanten rationalen Abbildungen wird mit

Ratfo™(V, W)
bezeichnet. YA

Bemerkung 4.4.11. (i) Sind ¢: V' — W und ¢: W — X dominante Morphis-
men, so ist auch ¥ o ¢ dominant.

(¢7) Ein Morphismus ¢: V' — W affiner Varietiten ist genau dann dominant,
wenn der assoziierte Ringhomomorphismus ¢*: k[W| — k[V] injektiv ist. Das

folgt direkt aus Satz[l.4.13] A

Beachte nochmals, dass wir ab sofort die Irreduzibilitit aller Varietiten voraus-
setzen.

Satz4.4.12. Seien f: V --» W, g: W --» X rationale Abbildungen, und f sei domi-
nant. Dannist g o f: V --» X eine wohldefinierte rationale Abbildunyg. Ist g ebenfalls
dominant, so auch g o f.

Beweis. Seien ¢: V' — W sowie ¢: W' — X Vetreter von f und g. Dann ist
¢~ (W') # (), denn ¢ hat dichtes Bild. Damit ist ' (W) dicht in V, und dar-
auf ist der Morphismus ) o ¢ definiert. So erhalten wir die rationale Abbildung
go f:V --» X, und die Definition hingt offensichtlich nicht von der Wahl der
Vertreter ¢ und ) ab. Der Rest der Aussage ist klar. ]
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Definition 4.4.13. (i) Eine dominante rationale Abbildung f: V' --» W heif3t bi-
rationale Aquivalenz (oder einfach birational), falls es eine dominante rationale
Abbildung g: W --» V gibtmitgo f = idy und f o g = idy.

(i7) Zwei Varietiten V, W heifen (k-)birational dquivalent, wenn es eine biratio-
nale Aquivalenz f: V --» W gibt.

(i17) Eine Varietdt V heif3t (k-)rational, falls V' birational 4quivalent zu einem P
ist. A

Beispiel 4.4.14. (i) Sei V irreduzibelund () # U C V offen. Dannist die Inklusion
U — V einebirationale Aquivalenz. Insbesondere ist A" birational dquivalent zu
P™, und jede irreduzible Varietit birational 4quivalent zu einer affinen Varietit.
(i1) Fur jede irreduzible projektive Varietit V' C P" ist der affine Kegel 1% C Antl
irreduzibel und birational dquivalent zu V' x A!. Es gibt nimlich die zueinander
inversen rationalen Abbildungen

VxA -=» V
. (1™ n
((ag: ... an),t)—t (1,@0,...,(10)
(0.B.d.Asei VN Dy (o) # 0), sowie
V-s V x Al
(ag,...,an) — ((ag:...: ay),ap),

definiert auf V' \ (0,...,0).

(@13) Ist f: V --» W dominant und V' (k) zariskidicht, so ist auch W (k) zaris-
kidicht in . Insbesondere ist fiir birational 4quivalente Varietiten V, W genau
dann V (k) dichtin V', wenn W (k) dicht in IV ist. Insbesondere gilt fiir rationale
Varietaten V/, dass V' (k) stets dicht in V' ist (zumindest im Fall dass £ unendlich
ist). JAN

Satz[l.4.8lund Satz[l.4.1]kdnnen wir nun ganz analog auch fiir rationalen Abbil-
dungen beweisen. Fiir Korpererweiterungen k C E |k C F bezeichnen wir wie
tiblich mit Homy (£, F') die Menge der k-Einbettungen von F nach F.

Satz 4.4.15. Seien V, W irreduzible k-Varietiten.

(i) Jede dominante rationale Abbildung f : V' --» W induzierteine k-Einbettung f*: k(W) —
k (V') der Funktionenkorper. Diese Zuovdnung ist funktoriell, d.h.id* = idund (go f)* =

f* o g* firdominantesg: W --+ X.
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(i1) Die Abbildung *: Rat{°™(V, W) — Homy (k(W), k(V')) ist bijektiv.
(i1i) Eine dominanten rationale Abbildung f: V' --+ W ist genau dann eine birationale
Aquivalenz, wenn f*: k(W) — k(V') ein Isomorphismus der Korper ist.

Beweis. (i) istklar. Fiir (24) konnen wir V, W als affin annehmen. Wir konstruieren
die Umkehrabbildung zu *. Sei dazu ¢: k(W) — k(V') eine k-Einbettung. Da
k[W] als k-Algebra endlich erzeugt ist, gibtesein 0 # s € k[V]| mit

@ |k s K[W] — E[V]; = k[Dy(s)].
Nach Satz[1.4.8|entspricht ¢ |k einem Morphismus
fQZ Dv(S) — W

der affinen Varietiten. Sei nun f = [fy]: V' --» W die von f, reprisentierte
rationale Abbildung. Diese hingt nicht von der Wahl von s ab, wie man durch
Anwenden der Aquivalenz von Kategorien (Bemerkung auf das folgende

Diagramm sieht:

Die Zuordnung ¢ — f definiert die Umkehrabb1ldung zu *, wie man sich leicht
iiberlegt (p ist durch ¢ |qw bereits festgelegt, und ¢ | entspricht genau fp).
(iii) Ist f eine birationale Aquivalenz, so folgt die Isomorphieeigenschaft von f*
direkt aus der Funktorialitit aus (7). Ist umgekehrt ¢: k(V) — k(W) eine Um-
kehreinbettung zu f*, und ist p = ¢* fiir ein g € Rat{°™ (W, V'), so folgt

(fog)'=g"of =po f*=idyw)

Aus der Bijektivitat von * folgt also f o g = idyy (und analog fiir g o f). Also ist f
eine birationale Aquivalenz. O

Korollar 4.4.16. Fiir zwei irreduzible k-Varietiten sind dquivalent:
(i) V und W sind birational Gquivalent.

(i) (V) = k(W)

(ii1) Esgibt ) £ V' C V.0 £ W' C W offen mit V' = W'.
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Beweis. "(i) <> (i1)" ist klar aus Satz[4.4] Ebenso klar ist "(ii7)=>(i)" . Fiir "(i) = (444)"
seien schlieflich f: V; — W und g: Wy — V Morphismen auf offen-dichten
Teilmengen mit g o f = ids—1 () und f o g = idy-1(y;). Daraus folgt direkt

7 W) = g7 (Vo). -
Korollar 4.4.17. Eineirreduzible Varietit V' ist genau dann rational, wenn k(V') ein ra-
tionaler Funktionenkorper k(x1, . .., x,) ist.

Beispiel 4.4.18. Sei C' = V(y*> — 22 — 2%) C A? die Schleifenkurve aus Beispiel
[1.2.2](i44). Die rationale Funktion

f:C--s Al

b
b e
(a, )&—>a

ist eine birationale Aquivalenz. Die Umkehrabbildung ist

g: At = C
rs (rf—=1,r(r* = 1)).

Also ist C eine rationale Kurve und k(C') = k(x). Geometrisch ordnet f jedem
Punkt von C' \ {(0,0} die Steigung der Ursprungsgerade durch den Punkt zu.
Wir erhalten die Isomorphie der offenen Teilmengen C'\ {(0,0)} und A'\ {£1}.
Damit haben wir das Gleichungssystem y? — x? — z* = ( in gewisser Weise fast
vollstindig gelost. A

Beispiel 4.4.19. (i) Sei H C P" eine k-Hyperebene, und z € P"(k) \ H. Fiir jeden
Punkt z # a € P" definieren wir den Punkt 7(a) € H als den Schnittpunkt der
von z und a aufgespannten Geraden mit H. Dadurch erhalten wir eine rationale
Abbildung

TP --s H=P"1

genannt die Projektion mit Zentrum z. Man kann die Koordinaten so wahlen,
dassz=(1:0:...:0)und H =V, (zy) gilt. Dann ist
m(ag:... a,) =(0:ay:...:ap),

und dabeiist 7: P\ {z} — H ein Morphismus.
(ii) Seien allgemeiner Z, L lineare Teilriume von P" mit ZN L = und dim(Z) +
dim(L) = n — 1 (d.h. sie kommen von tiber k definierten Untervektorriumen
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Z,L C K"'mit Z @® L = K"). Jeder Punkt a € P\ Z kommt von einer
Ursprungsgeraden v C K™ fiir die span(Z,v) N L eindimensional ist. Das
definiert eine rationale Abbildung

m: P" ——s L

genannt die Projektion mit Zentrum Z. Wihlt man die Koordinaten so, dass L =
Vi(zo,...,om)und Z =V, (T, .- ., 2,) gilt, gilt

m(ag:...:a,)=(0:...:0:Apyy ... ay).

Ist V' C PP" eine irreduzible Varietit mit V ¢ Z,soistm |y : V --» L ebenfalls
eine rationale Abbildung. A

Eine Quadrik () ist eine durch ein quadratisches homogenes Polynom beschrie-
bene Varietit in P". Ist char(k) # 2, so kann man nach einem Koordinatenwech-
sel Q = Vi (cozd + -+ + ¢,2?) mit ¢; € k* annehmen (Diagonalisierung von
quadratischen Formen). Fiir r > 2 ist () irreduzibel (Aufgabe 26). ) heif3t nicht-
ausgeartet, falls r = n gilt.

Satz 4.4.20. Sei k unendlich mit char(k) # 2, und Q = V. (q) C P" eine nichtausge-
artete Quadrik. Dann gilt

Q k-rational < Q(k) # 0.

Beweis. "= ist klar nach Beispiel |4.4.14| (i44). Fiir "<" wihle = € Q(k) und eine
k-Hyperebene H C P" mit z ¢ H. Die Projektion mit Zentrum z liefert eine
k-rationale Abbildung

@ --» H.

Wir geben eine Umkehrabbildung an. Dabei schneiden wir fir b € H die von z
und b aufgespannte Gerade mit (). In den meisten Fillen wird das aufler =z genau
ein weiterer Punkt a sein, der dann offensichtlich das Urbild von b unter 7 ist.
Seialso z = [v] und b = [w]. Wir suchen also s € K mit ¢(sv + w) = 0. Damit
setzen wir dann a = [sv + w]|. Esist

q(sv + w) = s2q(v) + 2sb, (v, w) + q(w) = 2sb, (v, w) + q(w),

wobei b, die zu ¢ gehdrende symmetrische Bilinearform ist. Die Gleichung 0 =
q(sv+w) lasst sich also im Fall b, (v, w) # 0 eindeutig nach s auflésen und liefert

a = [2b,(v, w)w — q(w)v].
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Ausserhalb der k-Hyperebene L = {[w] | b,(v,w) = 0} erhalten wir so einen
Morphismus f: P*\ L — @, der durch Einschrinkung eine zu 7 inverse ratio-
nale Abbildung f: H --» @ definiert (H kann so gewihlt werden, dass H ¢ L
gilt). O

Beispiel 4.4.21. Der Beweis von Satz[4.4.20]liefert eine explizite birationale Aqui-
valenz. Sei etwa ¢ = zoz; + 23 — 22und Q = V,(q) C P3. Wir wihlen z =
(1:0:0:0) € Qund H = V,(x). Die Abbildung 7: () --» H hat also die
Vorschrift

m(ag:aytag:az) =(0:ay:as: as).

Die Umkehrabbildung nimmt dann die folgende Form an:

f:H=P*--Q
(0: by : by : bg) > (b3 — b3 : bF < byby : bybs),

und liefert eine rationale Parametrisierung von Q). A

Beispiel 4.4.22. Es gibt eine birationale Aquivalenz zwischen P! x P! und P2. Sie
ist gegeben durch die Vorschriften

P! x P! --» P?
((CLO : Cll), (bo : bl)) — (aobg,aobl,(llbo)
(bo : bg), (bo : bl) < (bo : bl : bg) A
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Kapitel 5

Verschiedenes

5.1 Ganzheit und endliche Morphismen

Seien A, B Ringe und ¢: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann kénnen wir
B als A-Algebra auffassen, vermoge der skalaren Multiplikation ¢(a) - b. Dabei
unterdriicken wir teilweise ¢ in der Notation und schreiben einfach a - b.

Definition 5.1.1. Sei ¢: A — B ein Ringhomomorphismus.
(i)  hei’t ganzer Ringhomomorphismus (bzw. nennt man B dann auch ganze
A-Algebra), falls jedes b € B eine Ganzheitsgleichung

0"+ p(ar) - 0" -+ p(an) =0

mitn € N, q; € Aerfullt.
(ii) ¢ heifd endlich (bzw. B heifit endliche A-Algebra), wenn B als A-Modul end-
lich erzeugt ist.

Lemma5.1.2. b € B erfillt genau dann eine Ganzheitsgleichung iiber A, wenn A[b| ein
endliche A-Algebra ist. Dabei ist A[b] die von b erzeugte A-Unteralgebra von B (bzw. der
von1,b,b?, . .. erzeugte A-Modul).

Beweis. Leichte Ubung, siehe Aufgabe 28 O

Proposition5.1.3. Genaudannist p: A — B endlich, wenn B ganzund als A-Algebra
endlich erzeugt ist.

Beweis. "=-":Offensichtlichist B als A-Algebra erst recht endlich erzeugt. Sei nun
b € B beliebig. Schreibe

B = Aby + Aby + - - - + Ab,

119
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mitb; € Bund 0.B.d.A. b; = 1. Dann gibtes firallei = 1,...,n Gleichungen

n

b . b, = Zaijbj

j=1
mita;; € A. Sei M = (ayj), ;_, _, € Mat,x,(A). Danngilt
by by
M| + | =b :
bn, by,
und also liegt (b1, . .., b,)" im Kern von

N:=M-1b-1d,.
Daraus folgt aber det(/NV) = 0, denn es gilt adj(/V) - N = det(N) - Id,,, und also
b1
det(N) - : =0,
bn
und es gilt b = 1. An der Leibnitzformel zur Determinantenberechnung sieht

man aber, dass
det(N) = (=1)"" + a,b" ' + -+ + a,

fir gewisse a; € A gilt. Das liefert eine Ganzheitsgleichung fiir b.
"«<":Sei B ganz und als A-Algebra endlich erzeugtvon by, ..., b,. Sei

b tanh i 4o =0

eine Ganzheitsgleichung fiir b;,. Dann wird B also A-Modul offensichtlich erzeugt
von allen Produkten
ber - b

mite; < n;. [l

Korollar 5.1.4. Seien by,...,b, € B ganziiber A. Dann ist jedes Element aus der A-
Algebra Aby, . . ., b,| ganziiber A.

Beweis. Der Beweis von "<" in zeigt, dass A[by, . .., b,] endlich iiber A ist.
Die Aussage folgt dann aus "=". O
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Korollar5.1.5. (i) Sindp: A — Bund: B — C beideendlich, soauchypop: A —
C.

(i) Sind p: A — Bund: B — C beideganz, soauchi o p: A — C.

Beweis. (i) Erzeugen cy, ..., ¢, den B-Modul C' und b1, . .., b,, den A-Modul B,
so erzeugen die Produkte b,¢; offensichtlich den A-Modul C'.
(¢i) Sei ¢ € C mit Ganzheitgleichung

n—1
" = Z bt
=0
iiber B. Dannist C' := Alby, ..., b,_ 1, ¢| eine endlich erzeugte A-Algebra, wobei

A= Alb, ... ,b,—1]. Dacganz uber Aist, ist C ganz iiber A, nach Korollar
Damit ist aber C' sogar endlich iiber A, nach Proposmonn 5.1.3| Andererseits ist A
aber tiber A ebenfalls ganz und endlich erzeugt (mit demselben Argument), und
also ebenfalls endlich. Mit (i) ist damit C endlich iiber A, und damit ganz. Wegen
¢ € Cist calso ganz iiber A. O

Bemerkung5.1.6. (i) Der Ring aller tiber 7Z ganzen Zahlen aus C ist ganz iiber Z,
aber nicht endlich erzeugt bzw. endlich.
(i) Ist p: A — B ein Homomorphismus endlich erzeugter k-Algebren, so gilt

pendlich & ¢ganz.

Denn B ist als A-Algebra endlich erzeugt (sogar als k-Algebra).
(iii) Ist B endliche/ganze A-Algebra und C' eine weitere A-Algebra, soist B& 4 C
eine endliche/ganze C-Algebra (Aufgabe[29).

Satz 5.1.7 (Cohen-Seidenberg). Seip: A — B ganz.
(i) Sind q C J Ideale in B mit qprimund p='(q) = ¢~ (J), sofolgtq = J.
(ii) Fiirq C B prim gilt

qmaximal < ¢~ '(q) maximal.
(i) ("Going up") Zu Primidealen ¢ C Bundp’ C Amitp='(q) C p’ gibtes stets ein

Primideal ¢ C Bmitp’ = p=1(q').
(iv) Ist  injektiv, so ist o* : Spec(B) — Spec(A) surjektiv.
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Beweis. (i) Setze p := ¢ '(q). Indem wir zu A/p — B/q iibergehen, kénnen
wir A C B als ganze Erweiterung nullteilerfreier Ringe annehmen, und miissen
J N A#(0)furjedes J # (0) zeigen. Fiir 0 # b € B sei

V' + a4 a, =0

eine Ganzheitsgleichung iiber A. Dabei konnen wir a,, # 0 annehmen, da man
aufgrund der Nullteilerfreiheit b kiirzen kann. Also ist 0 # a,, € A N Bb.

(#7) Nach Ubergang zu A/~ (q) — B/q miissen wir also zeigen, dass bei einer
ganzen Erweiterung A C B von Integrititsringen genau dann A ein Korper ist,
wenn B einer ist.

Sei also A ein Korper. Fiir jedes Ideal / C Bistdann J N A = (0), und mit (2)
folgt J = (0). Also hat auch B nur die beiden trivialen Ideale, und ist damit ein
Korper.

Sei umgekehrt B ein Korper. Fiir 0 # a € A existierta™' € B. Sei

a"+aa ™V . ta,=0

eine Ganzheitsgleichung fiir a ! iiber A. Multiplikation mit a" ! zeigt ™! € A.
(143) Nach Ubergang zu ganzen Erweiterung A/¢~'(q) < B/q folgt die Aussage
direkt aus (2v).

(iv) Sei A C B eine ganze Ringerweiterung und p ein Primideal in A. Setze S :=
A\ p.Dannist ST'A C S~!'B wieder eine Erweiterung, die ebenfalls ganz ist
(das ist ein Spezialfall von Bemerkung (i73) denn S™'B = B ®4 StA).
Insbesondere ist S™'B # {0}, und wir kénnen ein maximales Ideal m in S~' B
wihlen. Nach (i7) ist m N S~™'A maximal in S~'A. Da S~ ! A nur ein maximales
Ideal besitzt, folgtm N S~ A = pS~' A.

A B
S1A——S7'B

Wegen pS—tA N A = p folgt also
p=mnS A NA=mnNB)NA
Fiir q := m N B € Spec(B) folgt also ¢*(q) = p. O

Korollar 5.1.8. Ist o: A — B ein ganzer Ringhomomorphismus, so hat die Abbildung
©*: Spec(B) — Spec(A) genau die Bildmenge

{p [ ker(p) C p}-



5.1. GANZHEIT UND ENDLICHE MORPHISMEN 123

Beweis. Klar nach Ubergang zur ganzen Erweiterung A /ker(p) C B und Satz

(). O

Lemma5.1.9. Sei M ein A-Modulund ay, . ..,a, € Amit(ay,...,a,) = (1). Falls
alle M,, als A,,-Moduln endlich erzeugt sind, so ist M als A-Modul endlich erzeugt.

Beweis. Es gibt endlich viele my,...,m, € M, so dassjedes M,, als A,,-Modul
von my, ..., m, erzeugt wird. Wir zeigen dass dann M von my, ..., m, als A-
Modul erzeugt wird.

Sei dazum € M beliebig. Indem wir m € M,, durch die m; darstellen und mit
einer hohen Potenz von a; multiplizieren, erhalten wir

a;’-m e ZAmi.

Aus (af*,...,a) = (1) folgtm € > Am,. O

»'n

Proposition 5.1.10. Sei¢: V' — W ein Morphismus von Varietiten, und W sei affin.
() Istauch V affinund ¢*: k[W] — k[V| endlich, soist fiirjedes p € k[W]und W' .=
Dy (p) auch V' := ¢~ *(W') affin, und ¢*: k[W'] — k[V']istendlich.

(i) Sind umgekehrt py,...,p, € kW] mit (p1,...,p.) = (1) so, dass fur W, :=
Dy (p;) auch V; == ¢~ Y (W) affin und ¢*: k[W;] — k[V;] endlich ist, so ist V affin
und ¢* . kW] — k[V] endlich.

Beweis. (i)ist klar, denn ¢~ (W’) = Dy (¢*(p)) ist affin, und es ist
¢": kWl = k[V]ge)

endlich.

Fir (ii) fixiere i € {1,...,r}. Wir bezeichnen ¢*(p;) € O(V) der Einfachheit
halber wieder mit p;. Dann ist V; = Dy (p;). Zunichst zeigen wir, dass der na-
tiirliche Homomorphismus

b O(V)y, = O(Vi) = k[Vi]

ein Isomorphismus ist. Die Injektivitit ist dabei klar. Fiir die Surjektivitit seig €
O(V;). Fiir N > 1 definieren wir eine Funktion gy : V — A! durch

(v) = pi(z)Ng(v) fallsv € V,
N = 0 fallsveV\V

Es ist natiirlich g € O(V; N'Vj) fiir alle j. Wegen V; N V; = Dy, (p;) affin gilt
O(V;N'V;) = k[V}],,. Deshalb stimmt fiir grofies N die Funktion gy auf V; N V;
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mit einer reguldren Funktion p € O(V;) iberein. Dann stimmt gy dort mit p;p
tiberein, und auf V; \ V; sind beide Funktionen 0. Also ist gn1 reguldr auf ganz
V. Insgesamt konnen wir also IV so grofd wahlen, dass gy regulir auf allen V,
und damit reguldr auf V' ist. Es ist nun ¢ (f;—%) =g.

Wegen O(V),, = k[V;]ist O(V),, nun also eine endliche Algebra uber k[W;] =
k[W],,. Nach Lemmal5.1.9)ist damit O (V') eine endliche k[17]-Algebra. Insbeson-
dere ist O(V') als k-Algebra endlich erzeugt (und sowieso reduziert). Also gibt es
eine affine Varietit V' und einen Isomorphismus k[V'] = O(V'). Dieser indu-
ziert wie gewohnlich einen Morphismus von Varietiteny: V' — V’. Ausserdem
ergibt auch k(W] — O(V) — k[V'] einen Morphismus von affinen Varietiten
¢': V! — W, und das folgende Dreieck kommutiert:

2l V.
N
W

Uber jeden offenen Teil W ist die Restriktion y: V; = ¢~ (W;) — ¢/~ (W;) ein
Isomorphismus. Denn beide Varietiten sind affin, und der dazugehorige Ring-
homomorphismus k[¢/~*(W;)] = k[V'],, = O(V),, — k[Vi] ist gerade v von

oben, ein Isomorphismus. O

v

Satz5.1.11. Sei¢p: V' — W ein Morphismus von Varietdten. Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine offen-affine Uberdeckung W = |J, W;, so dass V; := ¢~ (W) ebenfalls
affin ist, und der Ringhomomorphismus ¢* . k|W;] — k[V;] endlich ist fiir alle i.

(ii) Fiir jede offen-affine Teilmenge W' C W ist V' := ¢~ Y(W') wieder affin, und
" k[W'] — k[V']istendlich.

Beweis. (i7)=>(q) ist klar. Fiir (i)=-(i7) bemerken wir, dass fiir jedes i und jedes p €
k[W;] die Menge Dy, (p) die Eigenschaft aus (i7) hat, nach Proposition[5.1.10| (2).
Damit existiert eine Basis aus offen-affinen Mengen fiir W, die Eigenschaft (i7)
haben. Damit folgt die Aussage aus Proposition (¢i), angewandt auf W',
Beachte, dass (pi,...,p,) = (1) dquivalent dazu ist, dass die Mengen Dy, (p;)
ganz W tiberdecken. O

Definition5.1.12. Ein Morphismus von Varietiten heif3t endlich, wenn er die d4qui-
valenten Bedingungen aus Satz[5.1.11|erfitllt.

Korollar 5.1.13. (i) Ein Morphismus ¢: V' — W von affinen Varietiten ist genau dann
endlich, wenn ¢* . k[W| — k[V] endlich ist.
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(i1) Jede abgeschlossene Einbettung ist endlich.
(iii) Die Komposition zweier endlicher Morphismen ist endlich.

Beweis. (i) ist klar aus der Definition und Proposition[5.1.10|(¢). Fiir (i7) sei V <
W die Einbettung einer abgeschlossenen Teilmenge. Fiir jede offen-affine Teil-
menge W' C Wist W’'NV abgeschlossenin W’ und damit affin. Der dazugehori-
ge Ringhomomorphismus hat die Gestalt einer Projektion k[W'] — k[W’]/I,
und ist also endlich. Fiir (ii7) seien ¢: V' — W und ¢»: W — X endliche Mor-
phismen. Fir X’ C X offen-affin ist dann

V= (o) (X)) =o' (X))

affin, und (¢ 0 ¢)* = ¢* o ¢*: k[X'] — Kk[V’] ist endlich nach Korollar [5.1.5]
(2). ]

Korollar5.1.14. Sei¢p: V — W ein endlicher Morphismus.
(i) Fiir jedes abgeschlossene Z C V ist ¢p(Z) abgeschlossen in W
(i) Fiir jedes b € W ist die Faser ¢ (b) eine endliche Menge.

Beweis. Fiir beide Aussagen konnen wir W affin annehmen (Abgeschlossenheit
isteinelokale Bedingung). Damitistauch V affin. Nach Korollar[5.1.13Jist ¢ | : Z —

W ebenfalls endlich. Fiir (2) konnenwir also Z = V annehmen. Wenn wir noch W

durch (V) ersetzen, konnen wir ¢ als dominant annehmen. Dannist ¢* : k[WW] —
k[V]injektivund endlich. Nach Satz[5.1.7|(iv) ist die induzierte Abbildung Spec (k[V]) —
Spec (k[W]) surjektiv, und nach Lemmall.4.14)ist auch ¢ surjektiv.

Fir (i) seienpy, . . ., p, Erzeuger der k-Algebra k[V']. Da k[V] mittels ¢* eine end-

liche und damit ganze k[WW]-Algebra ist, gibt es fiir jedes p; eine Ganzheitsglei-

chung

nifl

Pt Y ¢ (a)pl =0
=0

mit ¢;; € k[W]. Fira € V mit ¢(a) = bgilt dann

n;—1

pi(a)" + Z q:;()ps (z)7 = 0.

Das ist bei festem b eine echte polynomiale Gleichung iiber K fiir p;(a), und die
hat nur endlich viele Losungen. Damit gibt es nur endlich viele Moglichkeiten
fir die Werte p;(a), . .., pn(a). Andererseits legen diese Werte a eindeutig fest,
denn die p; erzeugen k[V]. Damit gibt es auch nur endlich viele Méglichkeiten
fir a. O
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Bemerkung5.1.15. Die Umkehrung zu Korollar[5.1.14|(¢) gilt nicht. Ein Morphis-
mus kann ausschliefRlich endliche Fasern haben, aber trotzdem nicht endlich sein.
Ein Beispiel ist die offene Einbettung D(z) < A!. Der induzierte Ringhomo-
morphismus ist

k[t] = k[D(z)] = K[z, y]/(zy — 1)
t— x.

Hier ist k[D(x)] kein endlich erzeuger k[t]-Modul.

Satz5.1.16. Seien Z, L C P" lineare Teilriumemit ZNL = Qund dim(Z)+dim(L) =
n —1.8eiV C P" abgeschlossen mit Z NV = (). Dann ist die lineare Projektion mit
Zentrum Z

TV —= L

ein endlicher Morphismus von Varietiten.

Beweis. Nach geeigneter Wahlder Koordinaten konnen wirannehmen 7 = V. (o, . ..

L=V (tmy1,---,2,) =P™ undalso
m(ag: ... an)=(ag:...: Qp).
Fixiere eini € {0....,m} und setze L; = D, (x;) sowie V; = 7 }(L;) =

Dy 4 (x;). Dannsind L; und V; affin, und wir miissen zeigen, dass jedes g € k[V}]
eine Ganzheitsgleichung iiber k[L;] erfiillt. Nach Satz[4.2.7)ist g von der Gestalt
L fireinp € k;[V] homogen vom Grad d. Wir betrachten die Abbildung

¢: V — Pt
ars (al:...:a? :pla)),

die ein wohldefinierter Morphismus ist. Nach Satz[4.3.13]ist ¢(V') abgeschlossen,
also

(b(V) = V—I—(hlu s 7hr)
fir gewisse homogene h; € k[xg, ..., Ty, y]. Wegen (0:...:0:1) & ¢(V) gilt

V+(h1,. . .,hml'o, ce ,IL‘m) = @
Nach Satz[3.3.7/gibt es eine Gleichung

ys = Zaihi + Z bjl‘j
=1 j=0
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fir ein grofles s € Nund a;, b; € k[z, y|. Dabei konnen alle Summanden als ho-
mogenvom Grad s angenommen werden, und insbesondere sind alle b; homogen
vom Grad s — 1. Wir setzen nun einen Punkt ¢(a) ein:

pla)® = Z b;(ag, ... ,afn,p(a))af.

Jj=0

Hier sind alle Summanden homogen von Grad ds in a, und wenn wir durch a%*
dividieren, erhalten wir

o= () () o) (2

aj

Nunistaber z; := =X € k[L;], und die Gleichung

g9° = ij(zg, B

J=1

ist eine Ganzheitsgleichung fiir g iber k[L;]. Da b; homogen vom Grad s — 1 ist,
taucht g rechts namlich hochstens zur Potenz s — 1 auf. O

Korollar 5.1.17. Sei V' C P abgeschlossen, po, . . ., pm € ki[V] homogen vom selben
Grad mitV NV, (po, - - ., pm) = 0. Dann ist der Morphismus

p=({Po:-. :pm):V—>P"
endlich.

Beweis. Seien 0.B.d.A. die Elemente py,...,p, € ki[V] linear unabhingig (li-
near abhingige p; entsprechen der Verkniipfung mit einer abgeschlossene Ein-
bettung P™ — P™). Sei d der Grad der p; und v: P* — P¥ die d-te Ve-
ronese Einbettung. Dann gibt es Linearformen /o, ..., 0, € k[yo,...,yn| mit
v ' (Vi (6;)) NV = Vy,(p;). Die ¢; sind dann ebenfalls linear unabhingig, und
konnen also zu einer Basis /,,.1, . .., {y der Linearformen erginzt werden. Sei
Z=V,(ly,....ln)und L =V, (ly,11,...,lx) = P™ Die Projektion 7: PV —
P™ mit Zentrum Z erfiillt dann offensichtlich

p=mov

fiir v € V. Esist aber v ein Isomorphismus von V auf v(V) (Satz und 7
endlich. Damit ist auch p endlich. ]
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5.2 Transzendenzgrad und Noethersche Normalisie-
rung

Definition 5.2.1. Sei k ein Korper und A eine k-Algebra.

(i) Eine Teilmenge B C A heifdt algebraisch abhingig, wenn es n € N und paar-
weise verschiedene by, ..., b, € B,sowieein Polynom 0 # p € k[xy,...,z,] gibt
mit p(by, ..., b,) = 0. Andernfalls heilt B algebraisch unabhingig.

(ii) Ist A = K ein Korper, so heifit jede maximale algebraisch unabhingige Teil-
menge B C K Transzendenzbasis von K iiber k.

Bemerkung 5.2.2. (i) Eine einelementige Teilmenge B = {a} C K ist genau
dann algebraisch abhingig, wenn a algebraisch tiber £ ist.

(ii) Eine algebraisch unabhingige Teilmenge B C K ist genau dann eine Tran-
szendenzbasis, wenn die Korpererweiterung k(B) C K algebraisch ist.

(iii) Jede algebraisch unabhingige Teilmenge B C K ist in einer Transzendenz-
basis enthalten (Zorn'sches Lemma). Insbesondere besitzt jede Korpererweite-
rung k C K eine Transzendenzbasis.

Lemma 5.2.3 (Austauschsatz). Seien B, C' zwei Transzendenzbasen von K /k, und B
sei endlich. Dann gibt es zu jedem b € Beinc € C,sodass (B \ {b}) U {c} eine Tran-
szendenzbasis von K /k ist.

Beweis. Sei B = {by,...,b,} und b = b;. Da k(B) C K algebraisch ist, gibt es
tir alle c € C Polynome 0 # p. € k[t, x1,. .., 2, ] mitp.(c,by,...,b,) = 0. Dabei
muss fiir mindestens ein ¢ die Variable x; in p. vorkommen. Ansonsten wiren alle
¢ schon algebraisch tiber k(bo, . . ., b,), und da K algebraisch iiber k£(C') ist, ware
K schon algebraisch iiber k(by, . . . , b,), ein Widerspruch.

Kommealso x; inp. vor. Dannist {c, by, .. ., b, } eine Transzendenzbasis von K/ k.
Wegen p.(c, by, by, ..., b.) = Oistndmlich b, algebraisch iitber dem Koérper k(c, by, . . .
und damit auch K. Warennun ¢, by, . . . , b, algebraisch abhingig iiber k, so wire
c algebraisch iiber k(by, . .., b,.), und damit b, algebraisch tiber k(bs, . .., b,), ein
Widerspruch. O

Satz5.2.4. Jezwei Transzendenzbasen der Korpererweiterung K/ k haben dieselbe Méchtig-
keit.

Beweis. Wir beschranken uns aufden Fall, dass K/k eine endliche Transzendenz-
basis B besitzt. Sei C eine weitere Transzendenzbasis und s := |B N C|. Falls
s = |B| gilt, folgt B C C, und damit sogar B = (', aufgrund der Maximalitat
von B.
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Andernfalls gibteseinb € B\ C'. Mit Lemmal5.2.3|finden wir ein ¢ € C, so dass
By := (B\ {b}) U{c} wieder eine Transzendenzbasis ist. Dabei gilt | B,| = | B|,
denn sonst wire B; = B \ {b} eine Transzendenzbasis, Widerspruch. Nun ist
aber |B; N C| = s + 1, und nach endlich vielen Iterationsschritten sind wir im
ersten Fall angekommen. O

Definition 5.2.5. Sei K /k eine Korpererweiterung. Dann ist der Transzendenz-
grad trdeg, (K') definiertals die Machtigkeit einer Transzendenzbasis von K tiber
k. Esist trdegy (K) € NU {oo} wohldefiniert nach Satz[5.2.4

Bemerkung5.2.6. (i) trdeg,(K) = 0 genau dann wenn K /k algebraisch ist.

(i) Ist E C K ein Erzeugendensystem von K iiber k, so ist jede maximale al-
gebraisch unabhingige Teilmenge E, von F eine Transzendenzbasis von K/k.
Denn jedes e € E ist dann algebraisch iiber k(Ey), und damit ist K algebraisch
tiber k(Fy). Insbesondere folgt daraus

trdeg;, (K) < |E].

(iii) Gibt es eine Transzendenzbasis die K erzeugt, so heifdt die Erweiterung K'/k
rein transzendent. Zu jeder Erweiterung K /k gibt es einen Zwischenkorper F'
mit F'/k rein transzendent und K/ F algebraisch (man wihle F' = k(B) miteiner
Transzendenzbasis B). Dabei ist trdeg, (F') = trdeg, (K ) eindeutig bestimmt.
(iv) K heif’t Funktionenkérper iiber £, falls K endlich erzeugt iiber & ist. Solche
Korper sind genau die Funktionenkorper von irreduziblen k-Varietiten (Aufga-
be[27). Falls trdeg,,(K) = d, so heiflt K ein d-dimensionaler Funktionenkorper
tiber k. Ein Funktionenkdrper heifdt rational, falls K/ k rein transzendent ist. Ei-
ne irreduzible Varietit ist also genau dann rational, wenn ihr Funktionenkorper
rational ist.

Korollar5.2.7. Sei K ein Funktionenkorperiiber kund {a, . . ., a4} eine Transzendenz-
basis. Dannist K /k(ay, . .., a,) endlich algebraisch.

Beweis. Die Erweiterung ist algebraisch und endlich erzeugt, also endlich. [

Lemma5.2.8. Seien k C K C L Korper. Sei B C K algebraisch unabhdngig iiber k
und C' C L algebraisch unabhingig iiber K. Dann ist B U C' algebraisch unabhdingig
iiber k.

Beweis. Seien by,...,b, € Bundcy,...,c, € C paarweise verschieden, und
p € klxy,...,Tn, Y1, ..., Ym| mit p(by, ... by, c1,...,¢p) = 0. Schreibe p =
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> o Pa(2)y® € k[z,y]. Aus der algebraischen Unabhangigkeit von C iiber K folgt
dann p, (b1, ..., b,) = 0 fur alle . Aus der algebraischen Unabhingigkeit von B
tiber k folgt dann p,, = 0 fiir alle o, also p = 0. ]

Satz5.2.9. Seien k C K C L Korper. Dann gilt
trdeg, (L) = trdeg,,(K) + trdegy (L).

Beweis. Sei B eine Transzendenzbasis von K iiber k und C' eine Transzendenz-
basis von L iiber K. Dann ist nach Lemmal[5.2.8] B U C algebraisch unabhingig
tiber k. Wir zeigen nun noch, dass L algebraisch iiber k(B U C) ist. Das ist aber
klar, denn L ist algebraisch tiber K (C'), und da K algebraisch tiber k(B) ist, ist
K(C) algebraisch iiber k(B U C). O

Satz 5.2.10 (Noethersche Normalisierung). Sei k ein Korper und A eine endlich er-
zeugte k-Algebra. Dann gibt es algebraisch unabhingige Elementet, . ..  t; € A, sodass
Aeineendliche k[ti, ..., t;]-Algebraist.

Beweis. Sei A als k-Algebra erzeugtvonay, ..., a,. Angenommenay, . . ., a, sind
algebraisch abhingig iiber k. Wir zeigen, dass esdann by, ..., b, € A gibt, so
dass A ganz iiber k[by, ..., b,_1] ist. Damit folgt die Aussage (mit Korollar[5.1.5]
und Proposition[5.1.3) induktiv.

Induktion iiber n. Der Fall n = 1istklar, denn a, ist dann algebraisch und damit
ganz iiber k. Somit ist A ganz tiber k.

Sei nun n beliebigund 0 # p € k[xy,...,x,] mitp(ay, ..., a,) = 0. Wir setzen
bi=a;—a% (i=1,...,n — 1) fur spater zu wahlende e¢; € N. Es gilt dann

0=np(by+ayl,....,0h_1+a;" ' ay).

Schreibep = )~  c,2®mitc, € k,und fasse dierechte Seite derletzen Gleichung
als Polynom in a,, mit Koeffizienten in k[by, . . ., b,_1] auf:

0= E Cq (agiortrten-tan-1tan 4 piedrigere Gradeinay) .

«

Wenn wir nun die e; so wihlen, dass fiir alle auftretenden o die Grade
€11 + -+ ep_1Qp_1 + Qyp

paarweise verschieden sind, liefert das (nach Normierung) eine Ganzheitsglei-
chung fir a,, iber k[by, ..., b,_1]. Die ¢; konnen aber so gewihlt werden. Setzt
man zum Beispiel ¢; = ¢¢, so ist

—1
ey + -+ e a_ + oy,
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ein Polynomin e. Verschiedene Polynome nehmen aber nur an endlich vielen Stel-
len dieselben Werte an. Also ergeben sich fiir alle verschiedenen « unterschiedli-
che Werte, wenn e grof’ genug gewahlt wird. O

Definition 5.2.11. Sei A eine k-Algebra. Jede Teilalgebra k[t, . . ., t;] wie in Satz
5.2.10|heif’t eine Noethersche Normalisierung von A.

Bemerkung5.2.12. Seikunendlich,und A = k[ay, ..., a,]. Dannkann die Noether-
sche Normalisierung kl[ty, . . ., t4] sogar so gewdhlt werden, dass
n
tz‘ = a; + Z sijaj
Jj=d+1

mit s;; € kgilt, furalles = 1,...,d. Macht man namlich im Beweis von Satz
5.2.10|den alternativen Ansatz b; = a; — s;a,, so ergibt sich als Leitkoeffizient
von p(by + S1Gp, ..., bu_1 + Sp_1G,_1, a,) als Polynom in a,, gerade

S castt s

loe|=m

Da k unendlich ist, gibt es eine Wahl fiir sy, ..., s,_; € k, fir die der Ausdruck
2 (ist.

Korollar 5.2.13. Sei V' C A" abgeschlossen. Dann gibt es einen endlichen surjektiven
Morphismus
V - A

firein0 < d < n. Istkunendlich, so kann er als Einschrinkung einer linearen Abbildung
K™ — K9 mit Matrix

1 0 0 % =
0 . 0 % x
0 0 1 x =«
iiber k realisiert werden.
Beweis. Betrachte eine Noethersche Normalisierung k[t1, ..., tq) < k[V]. Dazu

korrespondiert ein endlicher und dominanter Morphismus V' — A¢. Wegen Ko-
rollar[5.1.14| (i) ist dieser aber surjektiv. Die Darstellung im Fall £ unendlich folgt

direkt aus Bemerkung|5.2.12| O
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Beispiel 5.2.14. Sei C' = V(p) C A?mitp(x,y) = 2> — y* — 1. Die Konstruktion
aus Bemerkung[5.2.12)liefert t; = x — sy fiirein £1 # s € k. Damit ist

C — Al

(a1,a1) — a; — sag
ein endlicher surjektiver Morphismus.

Bemerkung5.2.15. Mitder Noetherschen Normalisierung erhalten wir einen neu-
en Beweis fiir den Hilbertschen Nullstellensatz[l.2.9] Seinimlich F'/k eine Kérperer-
weiterung und F als k-Algebraendlich erzeugt. Sei N := klty, ..., t4] eine Noether-
sche Normalisierung fiir F'. Weil F' ein Korper ist, folgt aus dem Satz von Cohen-
Seidenberg[5.1.7](i7), dass N ebenfalls ein Kérper ist. Das impliziert aber d = 0,
d.h. F/k ist endlich.

5.3 Dimension von Varietaten

Definition5.3.1. (i) Sei X ein topologischer Raum. Die (Krull-)Dimension dim(X)
von X ist das Supremum iiber alle Lingen n von Ketten

DAZCH G CZ CX

von abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen Z; von X. Wir setzen dim(()) =
—1.

(ii) Ist V eine (quasiprojektive) k-Varietit, so sei dim(V') die Dimension von V'
beziiglich der k-Zariskitopologie.

(iii) Sei A ein Ring. Dann ist die (Krull-)Dimension dim(A) von A definiert als
das Supremum iiber alle Lingen n von Ketten

Pn G Pn1 & & Po
von Primidealen von A. Dabei setzen wir dim({0}) = —1.

Bemerkung5.3.2. Die Dimension eines topologischen Raumes stimmt nicht not-
wendigerweise mit unserer unmittelbaren Anschauung itberein. So gilt etwa fiir
jeden Hausdorffraum dim(X) = 0. Die einzigen irreduziblen Teilmengen sind
nimlich die Einpunktmengen.

Lemma5.3.3. SeiV eine affine Varietit. Dannist dim (V') = dim(k[V]).
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Beweis. DieZuordnung Z — Z(Z)isteine inklusionsumdrehende Bijektion zwi-
schen abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von V' und Primidealen von k[V'].
[

Beispiel 5.3.4. Fiir V. = A" haben wir die folgende Kette abgeschlossener irredu-
zibler Teilmengen

0 CV(x1,. .. xn) S V(29 x,) S - - € V(x,) €A™

= =

Thr entspricht die folgende Kette von Primidealen in kx|

(O) g (xn) g (l’n,ZEn,l) g e g (1'1,...,1’”).

Also gilt
dim(A") = dim(k[z]) > n.
Lemma 5.3.5. Sei X ein topologischer Raum.
@) IstY C X, sogiltdim(Y) < dim(X).
(i) Ist X = |, Yi eine offene Uberdeckung, so gilt diim (X)) = sup,¢; dim(Y;).
(i) Ist X = Yy U - - UY,, eine endliche abgeschlossene Uberdeckung, so gilt dim (X)) =
max;—p

7777

Beweis. Aufgabe[30] O
Satz5.3.6. Sei A C B eine ganze Ringerweiterung. Dann gilt dim(A) = dim(B).

Beweis. Seiqo € q1 € -+ C g, eine Primidealkette in B. Dann ist nach Satz
B.17@)
PNACHNAC---Cg,NA

eine echte Primidealkette in A. Das zeigt dim(A) > dim(B). Seiumgekehrtp, C
p1 C -+ C p, eine Primidealkette in A. Nach Satz[5.1.7/(iv) gibt es ein Primideal
qo in B mit qo N A = pg. Durch iteratives Anwenden von Satz[5.1.7] (244) erhalten
wir so eine Primidealketteqg € q; C - - - C @, in Bmitq;NA = p,. Insbesondere
ist die Kette echt aufsteigend, und das zeigt dim(A) < dim(B). O

Korollar 5.3.7. Sei ¢: V' — W ein endlicher Morphismus von Varietiten. Dann ist
(¢(V') abgeschlossen und) dim (V') = dim(¢p(V)).

Beweis. Sei0.B.d.A ¢ surjektiv. Sei W = |J, W, eine offen-affine Uberdeckung.

Dannlieferndie V; := ¢~!(W;) eine offen-affine Uberdeckungvon V', und ¢*: k[W;] —

k[V;] ist endlich und damit ganz. Nach Lemmal5.3.3jund Satz[5.3.¢]ist also
dim(V;) = dim(k[V]) = dim([W3)) = dim(WW;),
und die Aussage folgt also aus Lemmal5.3.5 O
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Fiir eine nullteilerfreie k-Algebra A schreiben wir
7(A) := trdeg;, (Quot(A)) .

Lemma 5.3.8. Sei A eine nullteilerfreie k-Algbera mit T(A) > n. Dann gibt es n iiber k
algebraisch unabhdngige Elemente in A.

Beweis. Seien 9, ..., % algebraischunabhingige Elementein Quot(A). Der Teil-
korper F' := k(ay,...,an,b) von Quot(A) erfullt dann trdeg,(F) > n. Nach
Bemerkung[5.2.6|(i7) miissen also n der Elemente a4, . . ., a,,, b algebraisch unab-

hingig tiber £ sein. O

Lemma 5.3.9. Sei A eine nullteilerfreie k-Algebra und O # p ein Primideal in A. Dann
gilt entweder

dim (A/p) < dim(A)

oder
dim (A/p) = dim(A) = 0.

Beweis. Seienay,...,a, € A/p algebraisch unabhingig tiber k. Sei0 # b € p
beliebig. Dann sind a4, ..., a,,b € A algebraisch unabhingig tiber k. Gibe es
nimlich eine nichttriviale Gleichung

polat,...,a)b" + -+ pr_1(ay,...,a,)b+ p(ay,...,a,) =0

mit p; € k[z] nicht alle 0, so folgt nach Reduktion modulo p bereits
pr(@1,...,a,) = 0, also p, = 0. Wir konnen also einmal durch b kiirzen. Ite-
rativ ergibt sich p; = 0 fiir alle 7, ein Widerspruch. Das beweist die Aussage. [

Korollar5.3.10. dim(A™) = n. Insbesondere stimmt die Dimension jedes linearen Teil-
raums von A" mit der bekannten iiberein.

Beweis. Sei A = k[zy,...,x,] = k[A"] und (0) C p; C -+ C py eine Primideal-
kette in A. Dann gilt nach Lemmal5.3.9)

n=1(A)>71(A/p1) > >7(A/ps) > 0.

Das impliziert d < n, also dim(A™) < n. Die andere Ungleichung ist Beispiel

E.3.4l O
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Korollar 5.3.11. Fiirjede endlich erzeugte nullteilerfreie k-Algebra A gilt
dim(A) = trdeg, (Quot(A)) = 7(A4) < oc.

Dies ist gleich der maximalen Mdchtigkeit einer iiber k algebraisch unabhingigen Teil-
menge von A.

Beweis. Sei B = klti,...,ts) C Aeine Noethersche Normalisierung. Nach Satz
und Korollar gilt dim(A) = dim(B) = d. Andererseits gilt d =
7(B) = 7(A), denn die Korpererweiterung Quot(B) C Quot(A) ist algebraisch
(das sieht man zum Beispiel durch Anwenden von Lemma|5.3.8|auf die endliche
Quot(B)-Algebra B~ A). O

Satz 5.3.12. SeiV eine k-Varietitund Vi, ..., V, ihreirreduziblen Komponenten. Dann
gilt:

() dim (V') = max; dim(V;).

(i1) Ist V irreduzibel, so ist dim (V') = trdeg, (k(V)).

(iii) Sind zwei irreduzible Varietiten birational dquivalent, so haben sie dieselbe Dimensi-
on.

Beweis. (i) folgt aus Lemmal5.3.5|(¢44). Fir (i4) sei V = Uy U - - - U U, eine offen-
affine Uberdeckung. Dann gilt dim (V') = dim(U;) fiir ein 7. Andererseits ist fiir
alle i dim(U;) = trdeg, (k(U;)) nach Korollar[5.3.1]und Satz[4.4.6|(iv). Anderer-
seits gilt fiir jedes nichtleere U; schon k(V') = k(U;) nach Satzf4.4.6|(). (44) folgt
direkt aus (i7) und Korollar[4.4.16| O

Korollar 5.3.13. Sei () # V eine k-Varietit und W C V eine offen-dichte Teilmenge.
Dann gilt
dim(W) = dim(V') und dim (V' \ W) < dim(V).

Beweis. Seien Vi, ...,V die irreduziblen Komponenten von V. Dann gilt W' N
V; # () fiir alle 7. Denn sonst wire

vicv=wclJv,
J#i

ein Widerspruch. Dann liegt W N V; aber dicht in V; und ist insbesondere selbst
irreduzibel. Ausserdem gilt k(V;) = k(W NV;). Das Maximum der Transzenden-
grade von k(V;) bzw. k(W N V;) ist aber dim(V') bzw. dim (W), nach Satz[5.3.12]
Seinun Z C V'\ W abgeschlossen und irreduzibel. Es gibt danneini mit Z C V.
Wegen V; N W # () folgt Z C V;. Also gilt dim (V' \ W) < dim(V;) < dim(V').

[]
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Beispiel5.3.14. Sei V' C A" (oder V' C P™) eine Hyperfliche. Dann gilt dim (V') =
n—1. Wirkénnen dabei V' als irreduzibel annehmen, also V' = V(p) mitp € k[z]
irreduzibel. Dann gilt k[V'| = k[z]/(p) = k[Z1, ..., Tn], wobei p(T1,...,T,) =0
gilt. Aus k(V') = k(Zy, ..., T,) folgt trdeg;, (k(V)) < n— 1. Kommt nun etwa z,,
in pvor, soist (p) N k[z1,...,z,—1] = (0), und damit sind 74, ..., Z,,_; algebra-
isch unabhingig iiber k. Somit ist trdeg,, (k(V)) =n — 1.

Satz5.3.15. Sei V' C P" abgeschlossen mitdim (V') = d.

(i) Fiir jeden linearen Teilraum L C P" mitdim(L) > n — dgiltV N L # .

(ii) Falls k unendlich ist, gibt es einen linearen Teilraum L mitdim(L) = n — d — 1 und
VNL=0.

Beweis. Fiir (¢) sei L ein linearer Teilraum der Dimension r mit L NV = (). Die
Projektion : V' — P"~"~! mit Zentrum L ist endlich nach Satz[5.1.16, und also
gilt dim(V) = dim(7(V)) < n —r — 1. Daraus folgt r < n — dim(V) — 1 =
n—d—1.

(i7) beweisen wir per Induktion nach n — d. Fallsn — d = 0 ist kénnen wir einfach
L = () wihlen. Sei also nun n — d > 1. Wir wihlen einen Punkt z € P"(k) mit
z ¢ V (hier bendtigen wir k unendlich). Sei H C P" eine Hyperebene mit z ¢ H
und

7.V - H=p"!

die Projektion mit Zentrum z. Dann gilt wieder dim(V') = dim(7 (V")) und also
gibt es nach Induktionsvoraussetzung einen linearen Teilraum M C H der Di-
mensionn — 1 — d — 1 mit M N (V) = (). Sei nun L der lineare Teilraum, der
aus allen Geraden durch z und einen Punkt aus A/ besteht. Dann gilt dim(L) =
dim(M)+1=n+d—1,und LNV =0,dennw(L) C M. O

Korollar 5.3.16. Sei k unendlichund V' C P™ abgeschlossen. Ist m die maximale Di-
mension eines zu V' disjunkten Teilraumes, so gilt dim(V') = n —m — 1.

Bemerkung 5.3.17. Aus Satz (ii) folgt eine Variation von Korollar fiir
projektive Varietiten (zumindest im Fall £ unendlich): fur V' C P" abgeschlossen
mit dim(V') = d gibt es einen endlichen surjektiven Morphismus ¢: V' — P<.
Man wihlt einen linearen Teilraum L von P" mitdim(L) = n—d—1und LNV =
(. Die Projektion : V' — P? mit Zentrum L hat als endlicher Morphismus ein
abgeschlossenes Bild der Dimension d. Damit ist 7 nach Beispiel[5.3.14|surjektiv.

Korollar 5.3.18. Sei k unendlich, V' C P™ abgeschlossen, und H,, . .., H, C P" Hy-
perflichen. Dann gilt

dim(VNnH,N---NH,)>dim(V) —r.
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InbesondereistV N Hy N --- N H, # O firr < dim(V).

Beweis. Seio.B.d.A.r = 1, und zunichst H; = H eine lineare Hyperebene. Sei
d = dim(V'). Fir jeden linearen Teilraum M von P" mit Dimension n — d gilt
M NV # (. Dies gilt insbesondere fiir solche M C H.Wegen H = P! gilt
also nach Satz[5.3.15|(ie) dim(V N H) > (n — 1) — (n —d) =d — 1.

Den Fall einer allgemeinen Hyperfliche H fihrt man leicht mit der Veronese-
Abbildung auf den linearen zuriick. O

Bemerkung 5.3.19. (i) Fiir homogene py, ..., p, € k[z] \ kistalso
dim <V+<p17 s 7p7‘>> >N =T

Insbesondere ist V (p1, ..., p,) # O furr < n.

(ii) Wenn V' C P abgeschlossen ist mit dim(V') = d, so kann man V' nicht mit
weniger als n — d Gleichungen definieren. Im Allgemeinen braucht man aber so-
gar mehr. Beispiele dafiir sind zwei windschiefe Geraden in P? (siche Aufgabe3]).

5.4 Lokale Ringe und Tangentialriume

Fiir eine Untersuchung von lokalen Phinomenen auf einer Varietit benétigen wir
zundchst eine relative Version des Funktionenkdrpers. Sei V' eine k-Varietit und
X C V eine irreduzible Teilmenge. Sei

U={U[f)|UCVoften,UNX #0,feOU)}.
AufU definieren wir eine Aquivalenzrelation durch
(U, f)~ U, f) = U CUNU offen,U"NX £ 0, f = f inOU").

Fiir die Transitivitat benétigt man dabei die Irreduzibilitit von X; je zwei nicht-
leere offene Teilmengen von X schneiden sich! Nun definieren wir den lokalen
Ring von V entlang X als die Menge der Aquivalenzklassen

Ovix = A{l(U NI (U, f) eU}.

Falls V aus dem Kontext klar ist, schreiben wir auch O statt Oy, x. Ein Element
von Oy ist also eine (Aquivalenzklasser einer) regulire Funktion auf einer offe-
nen Teilmenge, die X schneidet. Die Menge O trigt offensichtlich die Struktur
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einer k-Algebra, indem man Funktionen punktweise (auf dem Durchschnitt ihrer
Definitionsbereiche) verkniipft. Dies ist vertriglich mit der Aquvalenzrelation.
Etwas konzeptueller formuliert ist Oy der direkte Limes des gerichteten Systems
der Ringe O(U) mit U offen und U N X = (), beziiglich der Einschrinkungsab-
bildungen O(U) — O(U') fur U’ C U.

Fiir jedes offene U mit U N X # () gibt es den Algebrahomomorphismus

f= U]

Ist U irreduzibel, so ist dieser injektiv, nach dem Identititssatz4.3.9

Bemerkung5.4.1. (i) Ist V' C V offen mit V' N X # (), so ist
Ov.x = Oy xavr.

Zum Studium von Oy, y kann mal also stets V" als affin annehmen.

(ii) Fur X C V irreduzibel gilt Oy x = O, . Man kann also stets X als abge-
schlossen annehmen. 7

(iii) Fiir irreduzible Teilvarietiten X C V gibt es einen kanonischen surjektiven
Homomorphismus

Ov.x — k(X)
(U N [(f: UNnX —AY].

Die Surjektivitit folgt aus der Tatache, dass jede regulidre Funktion auf einer offe-
nen Teilmenge von X lokal auf eine offene Teilmenge von V' ausgeweitet werden
kann.

(iv) Fiir offenes irreduzibles X C V ist der Homomorphismus aus (iii) ein Iso-
morphismus, d.h. Oy x = k(X), unabhingigvon V. Insbesonderer gilt fiir irre-
duzibles V schon Oy y = k(V).

(iv) Sei ¢: V' — W ein Morphismus von Varietiten. Dann wird fiir jedes irredu-
zible X C V ein kanonischer Algebrahomomorphismus

Ox: OW,¢(X) — OV,X

(U, )] = [(671(U), fo9)]

induziert.
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Lemma5.4.2. (i) Sei V affinund X C V abgeschlossen und irreduzibel. Dann gilt

Ovx = k[V]z, (x)-

(ii) Sei V eine Varietitund X C V eineirreduzible Teilmenge. Dann ist Oy, x noethersch
und besitzt genau ein maximales Ideal

m=A{[(U, /)] f=0auf XU}

Esgilt B
OV;)(/m =k (X) .

Beweis. (i) Es gibt einen Homomorphismus

k[V]I(X) — OV,X

- (0]

der offensichtlich bijektiv ist. (i7) folgt direkt aus (i), mit Hilfe von Bemerkung

(i) und (i7) (siehe auch Aufgabe[32). ]

Definition 5.4.3. Sei V eine Varietit und a € V. Dann heif3t der Ring
Oa = OV@ = OV,{a} = OV,@

der lokale Ring von I im Punkt «. Er besteht also aus reguliren Funktionen, die
auf offenen Umgebungen von a definiert sind (mit der Identifikation von Funk-
tionen, die auf beliebig kleinen offenen Umgebung von a iibereinstimmen).

Bemerkung/Beispiel 5.4.4. (i) Sei V' = A" und a € A". Dann gilt

O = Hitlrw = { L € Ka) | at0) # 0}

Fiir k = Qund K = Cist zum Beispiel Op1 9 = Q[t] ;) und Oy . = Q(2).
(i) Sei V = V(z125) € A?und a = (1,0). Dann gilt

I(a) = (T1 — 1) C k[V] = k[T, To).
Man erhilt einen Isomorphismus

Opry = k[t]¢—1) = k[V]@-1) = Ova
t— T
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(beachte dass 7, = 0 gilt in k[V']z,_1).) Lokal am Punkt a sieht V" also genauso
aus wie der affine Raum A!.

Sei nun andererseits a = (0,0). Dann gibt es in Oy,, = k[V]z, 7,) die beiden
Elemente 71, T2, die beide nicht 0 sind. Andererseits gilt 7; - T2 = 0, alsoist Oy,
nicht nullteilerfrei. Insbesondere kann es einen Isomorphismus wie oben nicht
geben.

(iii) Sei V' = V(23 — 23 — 2?) eine Schleifenkurve und a = (0,0). Da k[V] null-
teilerfrei ist, gilt das auch fiir die Lokalisierung Oy,.

(iv) Ist V affin und @ € V/, so entsprechen die Primideale in Oy, = k[V]z(q)
genau den Primidealen p von k[V] mit p C Z(a), und damit den irreduziblen
Teilvarietiten von V', die a enthalten. Damit ist dim(Oy,, ) die sogenannte lokale
Dimensionvon ¢ in V, definiert als die maximale Linge einer Kette irreduzibler
Teilvarietiten von V, die a enthalten.

(v) Jeder Morphismus ¢: V' — W von Varietiten induziert Algebrahomomor-
phismen ¢, : Ow,g(a) — Ov,, der lokalen Ringe, fiir jedesa € V.

Definition 5.4.5. Ein Ring A heif3t lokal, wenn er noethersch ist und genau ein
maximales Ideal m besitzt. Man nennt

K(A) = A/m
den Restklassenkorper von A. Es gibt eine wohldefinierte Multiplikation
A/m x m/m* = m/m?

Auf diese Weise wird die abelsche Gruppe m/m? zu einem Vektorraum iiber dem
Restklassenkorper «(A). Wir bezeichnen den algebraischen Dualraum

(m/m?)" = {£: m/m? — k(A) | List 5(A)-linear}
dieses Vektorraum mit 7 (A).

Bemerkung5.4.6. Seip: A — Bein Ringhomomorphismusvon lokalen Ringen,
mit ¢ !(mp) = my. Dann induziert ¢ eine Einbettung der Restklassenkérper
k(A) — k(B), und eine r(A)-lineare Abbildung

my/my — mp/m%.
Falls k(A) = k(B) = k, induziert das durch Dualitit eine x-lineare Abbildung
T(B) — T(A).

Ist p surjektiv, sogilt k(A) = k(B), und dieinduzierte Abbildung 7 (B) — T (A)
ist injektiv.
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De@ﬁtion 5.4.7. Sei V eine Varietit und X C V irreduzibel. Wir nennen den
k (X)-Vektorraum
Tvx =T (Ovx)

den (k-)Tangentialraum an V' entlang WW. Der Tangentialraum an einem Punkt
a € Vist 7{/@ = 7;/7{(1}.

Bemerkung/Beispiel 5.4.8. (i) Tangentialriume sind zunichst einfach abstrakte
Vektorriume (itber verschiedenen Korpern), die wir irreduziblen Teilmengen der
Varietit V zuordnen. Fiir eine geometrische Interpretation und eine Rechtferti-

gung des Begriffs siehe Satz[5.4.10jund Bemerkung[5.4.11]
(ii) Seia € A" beliebig. Dann gilt (zum Beispiel mit Aufgabe[32)

K=K (Opnq) = Quot (klay, ..., a,]) = k(a, ..., a,).

In Opn , haben wir das maximale Ideal

w={ 21 @) =0.4(0) 20}

Wir erhalten eine Oyn ,-lineare Abbildung

T m—kK"

g = q(a)™" - (Onp(a), - .., O,p(a)).

Der Kern von 7 besteht aus denjenigen 2 € m mit d,,p(a) = 0 furallei =
1,...,n. Schreiben wir p(z + a) = p; + -+ + pq mit homogenen Summan-
denp; € k[z]vom Grad j, so gilt 0., p(a) = 0,,p1(0). Damit besteht der Kern von
7 aus denjenigen £ mit p(z + a) = pz + - - - + pa, enthdltalso m?. Die induzierte
Abbildung

7:m/m? — K"

ist dann x-linear. Durch Dualitit erhalten wir eine lineare Abbildung
7 (kM) 2 K" = Tana.

Seinuna € k™ angenommen. Dann ist k = k, 7 surjektiv (denn 7(z; — a;) = ¢;)
und ker(7r) = m?2. Also ist 7 und damit 7" ein Isomorphismus, d.h.

7-A",a = kn
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(iii) Sei k = Fy(x) mit x transzendent, und a := /= € Al. Fiir das Minimalpoly-
nom p = t* —z € k[t] von a gilt 9;p = 0, also liegt £ im Kern von 7. Andererseits
liegt £ aber nicht in m?, wie man leicht sieht. Also ist 7 nicht injektiv, und damit
7V nicht surjektiv.

(iv)Seik = Qund K = C, sowiea = 7. Dann gilt k = Q(7), Opr, = Q(2)
und damitm = O und 741 , = 0. Insbesondere ist 7 nicht surjektiv und damit 7
nicht injektiv.

Im folgenden Lemma sieht man, warum wir den Tangentialraum als Dualraum
von m/m? definiert haben:

Lemma5.4.9. Sei¢: V. — W ein Morphismus von Varietiten und a € V (k). Dann
induziert ¢ eine k-lineare Abbildung Ty, — Tw,g(a)-

Beweis. ¢ induziert einen k-Algebrahomomorphismus der lokalen Ringe
OW,qa(a) — Oy,

der sich wie in Bemerkung[5.4.6/mit den maximalen Idealen vertrigt. Nach Be-
merkung.3.15 (?) ist ¢(a) € W (k), also sind beide Restklassenkdrper gleich k.
Die Aussage folgt also aus Bemerkung[5.4.6 O

Satz5.4.10. Sei V' C A" abgeschlossen und a € V (k). Dann ist die von der Einbettung
V' — A"™induzierte k-lineare Abbildung

%,a — 77%",(1 = kn

injektiv, und ihr Bild hat die folgende Beschreibung:

{u S zn:uz - Op,p(a) =0Vp € I(V)} :

=1

Beweis. Dievonder Einbettung induzierte Abbildung Oy , — Oy, ist surjektiv,
denn jede reguldre Funktion auf einer offenen Teilmenge von V' lasst sich lokal
auf eine offene Teilmenge von A™ ausdehnen. Damit ist die induzierte Abbildung
Tv.a — Tan q injektiv, nach Bemerkung[5.4.6
Seien m und n die maximalen Ideale in Oar , bzw. Oy,. Die von der Einbettung
induzierte Abbildung

m/m* — n/n?
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hat genau den Kern

{[g] e m/m? | p,q € k[z],q(a) #0,p € m3+z(v)}-

Nach Dualitit und unter der in[5.4.8|(ii) beschriebenen Isomorphie Tyn , = k"
erhalten wir das Bild

=1

{u € k™| Zui&rip(a) =0Vpem? —i—I(V)} :

Fiir Elemente p € m? giltaber d,,p(a) = 0 fiir alle i, und das beweist die Aussage.
[]

Bemerkung 5.4.11. (i) Die Bildmenge in Satz[5.4.10/hat auch folgende alternative
Beschreibung, die den Begriff Tangentialraum endgiiltig rechtfertigt. Seip € k[z]
und a € k" mit p(a) = 0. Schreibe ¢(z) := p(z + a) = ¢1 + - - - + ¢q als Summe
seiner homogener Bestandteile. Dann gilt

aﬂ?ip(a) = aﬂ?zq<0) = aZiQ1 (O)
und somit .
> widepla) = qu(w).
=1
Wegen
pla+tu) = q(u)t + go(u)t® +- - + qd(u)td

besteht das Bild in Satz also genau aus den Richtungen v € k", fur die
p, eingeschrinkt auf die Gerade a + tu, eine mindestens doppelte Nullstelle bei
t = 0 hat (und das fir alle p € Z(V')). Wir betrachten also alle Geraden, die alle
auf V geltenden Gleichungen im Punkt a nur beriithren, aber nicht schneiden.
(i) Beachte, dass fur Z(V') = (p1,...,p-) und a € V die Bedingung

Z u;0z,p(a) =0Vp € Z(V)
i=1

dquivalent ist zu
Zuiﬁxipj(a) =0furj=1,...,r
i=1

Denn es gilt 0, (qp;)(a) = waxiq(a) + q(a)0y,pj(a) = q(a)0,pj(a).
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Beispiel 5.4.12. (i) Sei V' = V(p) C A" eine Hyperfliche, mit p quadratfrei. Fiir
jedes a € V/(k) besteht der Tangentialraum also aus denjenigen u € k", die
senkrecht zum Gradienten Vp(a) von p am Punkt a stehen.
(i) Sei V = V(p) C A? mitp = z129, und seia = (1,0). Es gilt Vp(a) = (0, 1).
Also gilt

Tva = {(u,0) | u €k} CK.

Sei andererseits a = (0, 0). Dann gilt Vp(a) = (0, 0) und somit

Trra = K2

Dasselbe Phinomen findet man fiir die Schleifenkurve V(23 — 23 — 2%) oder die

spitze Kurve V(2% — z3) am Punkt a = (0,0). Hier sind die Varietiten sogar
irreduzibel.

(iii) Es reicht im Allgemeinen nicht, die Bedingung u | Vp(a) nur fir definieren-
de Gleichungen von V' zu stellen. Zum Beispiel ist V(z?) = V(z;) C A% und
V2(0,0) = (0,0), wohingegen Vz,(0,0) = (1,0).

Definition 5.4.13. (i) Sei A ein lokaler Ring. Dann heift A regulir, wenn
dim, (m/m?) = dim(A)

gilt.
(ii) Sei V' eine k-Varietit und ¢ € V. Dann heifdt a regulirer Punkt von V/, falls
Oy, ein reguldrer lokaler Ring ist. Andernfalls heif3t a singularer Punktvon V.

Bemerkung5.4.14. SeiV affin, a € V(k), A = Oy, der lokale Ring von a und m
sein maximales Ideal.
(i) Es ist Ty, ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Insbesondere ist

dlmk (7;/,(1) = dlmk (m/m2) .

(ii) Regularitit bedeutet, dass dimy, (7y,,) genau mit der lokalen Dimension von
ainV iibereinstimmt (siehe Bemerkung[5.4.4|(iv)).

Beispiel 5.4.15. Der Punkt (0, 0) ist kein regularer Punkt der Schleifenkurve V' =
V(a3 — 23 — x%). Alle anderen k-rationalen Punkte sind regulir. Denn an jedem
Punket ist die lokale Dimension gleich der globalen Dimension gleich 1.



Kapitel 6

Garbentheorie und Schemata

In diesem Kapitel wollen wir eine kurze Einfithrung in die Konzepte der moder-
nen algebraischen Geometrie, sprich der Schematheorie, geben. Dafiir befassen
wir uns zunidchst mit dem sehr allgemeinen Begriff einer Garbe, der in vielen Be-
reichen der Mathematik auftritt. Wir haben implizit in den fritheren Abschnitten
schon viel damit gearbeitet.

6.1 Garben

Definition 6.1.1. Sei X ein topologischer Raum. Eine Ring-Priagarbe F auf X
besteht aus den folgenden Daten:

« Firjede offene Teilmenge U C X ein Ring F(U), wobei F () = {0} gelte.
« Fiir je zwei offene Teilmengen U C V ein Ringhomomorphismus
TvU: JT"(V) — ./T"(U),

genannt die Restriktion von V' auf U. Dabei gelte fiir drei offene Mengen
UCV CW stets

Tviu oTrwyv = Twyu

sowie Tvu = ld]:(U)

Bemerkungé.1.2. (i) Offensichtlich kann man eine Gruppen-, Vektorraum, Mengen-
, etc.-Priagarbe ganz analog definieren, wenn man den Begriff Ring und Ringho-
momorphismus jeweils entsprechend ersetzt.

145
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(ii) Noch etwas allgemeiner formuliert man das so: Der topologische Raum X
kann als eigene Kategorie X aufgefasst werden. Dabei sind die Objekte gerade die
offenen Teilmengen, und die Morphismen sind die Inklusionen. Fiir eine beliebi-
ge weitere Kategorie K ist eine Pragarbe mit Werten in C (oder eine K-Pragarbe)
dann einfach ein kontravarianter Funktor von X nach K. Wir wollen uns im fol-
genden aber immer auf Ringe beschrinken.

Beispiel 6.1.3. (i) Sei V' eine k-Varietit, und fiir jede offene Menge U C V sei
O(U) der Ring der reguldren Funktionen auf U. Mit der Restriktion von Funktio-
nen auf kleinere Definitionsmengen erhalten wir eine Ring-Pragarbe O (genauer
sogar eine k-Algebra-Pragarbe) auf V', genannt die Pragarbe der reguliren Funk-
tionen.

(ii) Seien X, W topologische Riume. Fiir U C X offen sei C(U, W) die Menge al-
ler stetigen Funktionen von U nach W (je nach weiterer Struktur von W kann das
z.B. auch ein Ring sein). Wiederum mit der Restriktion von Funktionen auf klei-
nere Definitionsbereiche erhalten wir eine Prigarbe C auf X, genannt die Pragar-
be der stetigen Funktionen mit Werten in . So dhnlich kann man Prigarben
von differenzierbaren- oder holomorphen Funktionen definieren.

(iii) Sei X = {0, 1} versehen mit der feinstméglichen Topologie. Der Verband der
offenen Mengen sieht also folgendermafien aus:

{0,1}

Eine Prigarbe auf X besteht also aus einem kommutativen Diagramm von Rin-
gen des folgenden Typs
A

B/ \C
%

{0}

(iv) Sei F eine Pragarbe auf X, und U C X offen. Jede offene Teilmenge von U ist
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eine offene Teilmenge von X, und somit kann man F einfach auf U einschrinken.
Die so entstehende Pragarbe auf U bezeichnen wir mit F.

Um die Lokalitit der Bedingung an die verwendeten Funktionsklassen in Beispiel
(i) und (ii) axiomatisch zu erfassen, definiert man nun den Begriff einer Gar-
be.

Definition 6.1.4. Sei X eintopologischer Raum. Eine Garbe auf X ist eine Prigar-
be F, die zusitzlich folgende Bedingung erfiillt:

Fiirjedesoffene U C X, jede offene Uberdeckung U = | J,_; U; und jede Auswahl
von Elementen s; € F(U;) mit

TUi,UiﬁUj(Si) = TUj,UimUj(Sj)
furallei,j € I, gibtes genauein s € F(U) mit
rou,(s) = si
furallei € 1.

Bemerkung/Beispiel 6.1.5. (i) Denkt man sich jedes 7 (U ) wirklich als Menge von
auf U definierten Funktionen, so sagt die Garbeneigenschaft, dass die Bedingung
an die betrachteten Funktionen lokal ist. Fiir vorgegebene Funktionen s; auf U,
die auf allen paarweisen Schnitten iibereinstimmen, gibt es natiirlich immer ge-
nau eine global auf U definierte Funktion s, die alle s; fortsetzt. Dieses s muss
aber nun automatisch die in F geforderten Bedingungen erfiillen.

(ii) Die in Beispiel[6.1.3|(1) und (ii) betrachteten Pragarben O und C der reguliren
bzw. stetigen Funktionen sind sogar Garben. Reguliritit und Stetigkeit sind lo-
kale Bedingungen.

(i) Die in Beispiel[6.1.3|(iii) betrachtete Prigarbe ist nicht notwendigerweise eine
Garbe. Die Bedingungist hier, dassjedes Paarvon Elementend € B, ¢ € C genau
ein gemeinsames Urbild in A hat.

(iv) Die Einschrankung F;; einer Garbe F auf eine offene Teilmenge U C X ist
offensichtlich wieder eine Garbe.

Definition 6.1.6. Seien (X, F), (Y, G) topologische Riume mit (Pri-)Garben. Ein
Morphismus von (Pri-)Garben besteht aus den folgenden Daten:

« Eine stetige Abbildung f: X — Y.
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« Fiirjede offene Menge U C Y ein Ringhomomorphismus
fo: G(U) = F(fHU))

sodass fir U C V C Y das folgende Diagramm stets kommutiert:

G(vV)—LF(f1(V))
WUl lrfl(vxflw)

G(U) — F ()

Wir schreiben oft auch einfach f* statt f};, und bezeichnen den gesamten Homo-
momorphismus mit (f, f*).

Bemerkung/Beispiel 6.1.7. (i) Morphismen von (Pri-)Garben kann man auf die
offensichtliche Weise hintereinander ausfithren. Ebenso ist die Identitit ein of-
fensichtlicher Morphismus. Deshalb erhalten wir auch einen kanonischen Begriff
von (Prd-)Garbenisomorphismus, als Morphismus mit beidseitigem Inversen.
Esist (f, f*) genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Homéomorphismus
und alle f;; Isomorphismen der jeweiligen Ringe sind.

(ii) Die Abbildung f;; nennt man auch die Zuriickziehung von Elementen aus
G(U) nach F(f~!(U)). Sind F, G Garben von Funktionen, handelt es sich da-
bei oft wirklich um die Zuriickziehung durch Komposition mit f. Man benétigt
dabei dann die Bedingung, dass alle Zuriickziehungen von Funktionen aus G die
in F spezifierte Bedingung erfiillen.

(iii) Sind V, W k-Varietiten, versehen mit der Garbe der reguliren Funktionen, so
sind die frither definierten Morphismen gerade Morphismen im Sinne der Gar-
bentheorie.

(iv) Sind X, Y topologische Riume mit der Garbe der stetigen Funktionen mit
Werten in W, dann erhilt man fiir jede stetige Funktion f: X — Y einen Mor-
phismus, indem man f* als Zuriickziehung mittels f definiert.

Um das lokale Verhalten einer (Pri-)Garbe an einem Punkt zu erfassen, definiert
man den Begriff eines Halms (der genau mit dem Begriff lokaler Ring an einem
Punkt aus Abschnitt tibereinstimmt). Sei dazu (X, F) eine (Pri-)Garbe und
x € X. Auf der Menge

M :={(U,s) |z € U,U C X offen, s € F(U)}
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definiert man folgende Aquivalenzrelation:
(U,s) ~(V,t) & IW CUNVoften,x € W, mitryw(s) = ryw(t).

Im Fall einer Garbe von Funktionen bedeutet das: zwei auf Umgebungen von z
definierte Funktionen sind d4quivalent, wenn sie auf einer kleinen offenen Umge-
bung von z iibereinstimmen. Die Menge

Foi= M) ~=A{[Us)] | (U s) € M}
der Aquivalenzklassen trigt nun eine kanonische Ringstruktur:
(U, )] +[(V,0)] := [(UNV,ruuav(s) + rvonv(?))].

Etwas abstrakter formuliert ist F, gerade der direkte Limes des gerichteten Sy-
stems der Ringe F(U) mit Restriktionsabbildungen, wobei U alle offenen Um-
gebungen von = durchliuft.

Definition 6.1.8. Der Ring F, heif3t Halm der (Pra-)Garbe F am Punkt x.

Bemerkung 6.1.9. (i) Fiir offenes U C X mitz € U gibt es den kanonischen
Homomorphismus

FU) = Fy
s+— (U, s)].

(i) Isto = (f, f*): (X, F) — (Y, G) ein Garbenmorphismus, so induziert er fiir
jedes x € X einen kanonischen Morphismus der Halme

Pt Gr@) = Fa
(U, )] = [(fTHU), f(9))]-

Satz 6.1.10. Seip = (f, f*): (X, F) — (Y, G) ein Morphismus von Garben, wobei f
ein Homoomorphismus der topologischen Riume sei. Dann ist p genau dann ein Isomor-
phismus, wenn fiiralle x € X die induzierten Morphismen o, der Halme Isomorphismen
sind.

Beweis. Ist ein Isomorphismus, so sind alle ¢, offensichtlich ebenfalls Isomor-
phismen, denn der Umkehrmorphismus von ¢ induziert die Umkehrmorphis-
men der ..
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Seien also umgekehrt alle p, Isomorphismen. Da f ein Homéomorphismus ist,
konnen wir nach Umbenennung der Elemente X = Y und f = id annehmen.
Wir miissen nun zeigen, dass fiir jedes offene U C X die Abbildung

f:6U)— FU)

ein Ringisomorphismus ist. Dafiir zeigen wir die Bijektivitit. Sei also zunichst
s € G(U) mit f*(s) = 0. Dann ist fur jedes x € U auch das Bild von f*(s) in F,
Null, und aufgrund der Kommutativitit des Diagramms

G(U) L F(U)

L

und der Injektivitit von ¢, folgt, dass das Bild von s in G, ebenfalls immer Null
ist. Das bedeutet, dass jedes x € U eine offene Umgebung U, C U besitzt, mit
rvv,(s) = 0. Diese Mengen U, liefern eine offene Uberdeckung von U, und aus
der Eindeutigkeitsbedingung im Garbenaxiom fiir G folgt direkt s = 0.

Fur die Surjektivitit von f* seit € F(U) gegeben. Wir bilden ¢ nach F, ab und
verwenden die Surjektivitit von @,: es gibt ein s, € G, mit

0u(8.) =t € F.

Es wird s, reprasentiert von einem Element 5, € G(U,), wobei U, C U eine
offene Umgebung von x ist. Dann sind f*(3,) und ry, () zwei Elemente von
F(U,), die in F, dasselbe Element reprasentieren. Wir konnen also 0.B.d.A ihre
Gleichheit annehmen (nach eventueller Verkleinerung von U,):

[ (5:) = rvw, (1)

Fir z,y € U haben wir nun also 5, € G(U,) und 5, € G(U,), und nach Re-
striktion auf U, N U, werden beide Elemente mittels f* auf dasselbe abgebildet,
niamlich die Einschriankung von ¢. Aus der bereits bewiesenen Injektivitit von f*
(auf allen U) folgt also

U, UenU, (32) = TU, U.n0, (3y).

Da die U, die Menge U offen iiberdecken, gibt es laut Garbenaxiom fiir G ein
s € GU) mitryy,(s) = 5, furallex € U. Es gilt nun f*(s) = ¢. Dafiir ge-
niigt es aufgrund des Garbenaxioms an F, die Gleichheit nach Restriktion auf
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alle Mengen U, zu zeigen. Es gilt aber

rou,(t) = [7(Se) = [T (ruw. (s)) = row. (f7(s))-
Das beweist die Behauptung. O

Bemerkung 6.1.11. (i) Der Beweis von Satz[6.1.10|zeigt, dass die Injektivitit aller
o, die Injektivitit aller f* induziert. Fiir die Surjektivitit der f* haben wir aber
aufler der Surjektivitit der ¢, auch noch die Injektivitit von f* verwendet. Im
Allgemeinen impliziert die Surjektivitit aller o, auch nicht die Surjektivitat aller
I

(ii) Ohne genauer ins Detail zu gehen impliziert die Bemerkung aus (i), dass der
Funktor (X, F) — F(X) kein exakter Funktor ist. Man kann Garbenkohomologie
deshalb als abgeleitete Funktorenfolge dieses Funktors definieren.

Man kann eine Pragarbe immer eindeutig zu einer Garbe erweitern:

Satz 6.1.12. Sei F eine Prigarbe auf X . Dann gibt es eine Garbe F+ auf X, sowie einen
Morphismus . = (id, f*): (X, F1) — (X, F), mit der folgenden universellen Eigen-
schaft:

Jeder Morphismus v: (Y, G) — (X, F) von einer Garbe nach (X, F) faktorisiert ein-
deutig durch v:

(Y,G) — (X, F)
N
(X, F7)

Dadurch ist F+ bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt. Man nennt F+ die
Garbifizierung von F.

Beweis. Fir U C X offen definieren wir 7 (U) als die Menge aller Abbildungen
s: U — |_| Fu
zelU
mit den folgenden beiden Eigenschaften:

@ s(z) € Fyfurallex € U.

(2) Furalle x € U gibt es eine offene Umgebung U, C U von x, und eint €
F(U,) mit
s(y) =tin F, furalley € U,.
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Wir betrachten also die lokal konstanten Abbildungen in die disjunkte Vereinigung
der Halme tiber U. Offensichtlich trigt 7 (U) mit punktweise definierten Ver-
kntipfungen eine Ringstruktur, und wir erhalten mit der wirklichen Restriktion
auf kleiner Definitionsmengen eine Prigarbe. Aufgrund der Lokalitit der Bedin-
gung (2) ist F* aber sogar eine Garbe auf X .

Die Abbildungen f*: F(U) — F*(U) sind die offensichtlichen: jedes t € F(U)
definiert eine auf ganz U konstant durch ¢ gegebene Funktion s. Der Beweis der
universellen Eigenschaft ist Aufgabe 34 O

Bemerkung 6.1.13. Der Konstruktion von F* sieht man direkt an, dass der Mor-
phismus ¢ Isomorphismen aller Halme induziert:

F, 2 F! firaller € X,

Insbesondere kann Satz|6.1.10|ohne die Garbenbedingung nicht stimmen.

6.2 Schemata

Wir wollen nun zu jedem kommutativen Ring A einen topologischen Raum mit
Ringgarbe konstruieren. Die Konstruktion ist eng an die der reguliren Funktio-
nen auf Varietiten angelehnt. Allerdings lassen wir beliebige Ringe zu, und nicht
nur endlich erzeugte reduzierte Algebren iiber Korpern, wie in der bisherigen
Geometrie. Das erlaubt uns spater, geometrische Methoden auch auf Fragen etwa
der Zahlentheorie anzuwenden.

Definition 6.2.1. Sei A ein Ring. Die Menge
Spec(A) := {p C A | p Primideal}
heif’t Spektrum von A.
Sei I C A eine beliebige Menge. Wir setzen
V(I) := {p € Spec(A) | I € p},

und nennen die Menge die von I definierte Varietit. Offensichtlich gilt
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und wir kdnnen also immer I als Radikalideal annehmen. Ebenso offensichtlich
gilt
V(1) = D und V(0) = Spec(A)
sowie
VUV =V(INJ)=V(IJ])

und
V) =V (Z IA)
A€A AEA
furIdeale I, J, I,.

Definition 6.2.2. Die Zariskitopologie auf Spec(A) hat die Mengen V(I) als ab-
geschlossene Mengen.

Beispiel 6.2.3. (i) Sei k ein Koérper. Dann hat Spec(k) = {(0)} nur einen Punkt,
und die Topologie ist deshalb klar.

(i) Es gilt Spec(Z) = {(0),(2),(3), (5),...}. Fur 0 # n € Z mit Primfaktorzer-
legung n = p{* - - - pirist

V(”) = {(p1)7 T (pv")} :

Aus (0) € V(I) folgt V(I) = Spec(Z), der einzelne Punkt (0) liegt also dicht.
(iii) Sei k ein Kérper und A = k[zy,...,x,]. Dann entsprechen die Punkte von
Spec(A) genau den irreduziblen k-Varietiten in A”, nach Korollar(L.3.16| Fiir I C
Aundp € Spec(A) gilt dann

peV() & ICp & VICp & inA"giltV(p) C V(I).

Die abgeschlossene Menge V(I) in Spec(A) enthilt als Punkte also alle irredu-
ziblen Teilmengen der geometrischen Varietit V(1) C A™.

Setzen wir k als algebraisch abgeschlossen voraus, so sind die Punkte von A" gera-
de die minimalen nichtleeren k-Untervarietiten, und die entsprechen genau den
maximalen Idealen von A:

A" < MaxSpec(k[z]).
Fira € A", m, := (1 — ay,...,z, — a,)und I C k[z] giltdann

m, € V(I) < a € V(I).
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Dabei ist rechts die geometrische Varietit in A", und links die Varietit im Spek-
trum gemeint. Eingeschriankt auf MaxSpec(k[z]) ist die Zariskitopologie also ge-
rade die bereits bekannte k-Zariskitopologie auf A™.
Falls k nicht algebraisch abgeschlossen ist, finden wir die Punkte von A" nicht
unbedingt einzeln in MaxSpec(k[z]) wieder. Fiir & = R entspricht das maxi-
male Ideal (#* + 1) € MaxSpec(R[t]) der minimalen Varietit {7, —i} C Al,
und i, —i haben einzeln keine Korrelate in Spec(R[t]). Andererseits sind i, —i be-
ziiglich der R-Zariskitopologie auf A! sowieso ununterscheidbar. In dieser Sicht-
weise ist MaxSpec(IR[t]) eigentlich das viel geeignetere Objekt als A'. Die dop-
pelte geometrische Vielfachheit von m = (¢* + 1) ist immer noch erhalten in der
Tatsache, dass

dimg (R[t]/m) = 2
gilt
(iv) Fiir eine k-Varietit V' C A™ gelten die in (iii) getroffenen Aussagen vollig ana-
log mit A = k[V].
(v) Fiir A = k[t]/(t?) erhalten wir Spec(A) = {(¢)}. Allgemeiner noch gibt es fiir
jeden Ring A eine kanonische Bijektion zwischen Spec(A) und
Spec(A/Nil(A)),und hier gilt A/Nil(A) = k. Als topologische Riume sind Spec(k[t]/(t?))
und Spec(k) also homéomorph.
(vi) Sei A = Z/6Z. Dann gilt Spec A = {(2),(3)}, und alle Teilmengen sind
offen. Wir erhalten also gerade den topologischen Raum X aus Beispiel[6.1.3)(iii).

Bemerkung 6.2.4. (i) Die einelementige Menge {p} C Spec(A) ist genau dann
abgeschlossen, wenn p ein maximales Ideal ist. Fiir den Abschluss gilt nimlich

Py ={alpCa} =Vp).

Insbesondere ist Spec(A) in den seltensten Fillen hausdorffsch.
(ii) Ist A noethersch, so ist Spec(A) ebenfalls noethersch. Aus

V(L) 2V(l2) 2

folgt mit Satz[l.1.4]
VEcVhLc..
und diese Kette wird stationir. Wegen V(I;) = V(1/I;) wird auch die urspriing-
liche Kette stationar.
(iii) Fiir a € A setzen wir

D(a) :=V(a)* = {p € Spec(4) | a & p}.
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Wegen

V() = JD(a)

a€el

bilden diese Mengen also eine Basis offener Mengen der Zariskitopologie auf Spec(A).
(iv) Alle Mengen D(a) (und damit auch Spec(A) = D(1)) sind quasikompakt. Aus

V(a) 2 (V) =V (Z A)

folgt namlich mit Satz[1.1.4]

A

e\/§

Also liegt a bereits im Radikal einer endlichen Teilsumme der [, und damit ist
der Durchschnitt dieser endlich vielen V(I},) bereits in V(a) enhalten.
(v) Fiir einen Ring A sind dquivalent (Aufgabe 35):

« Spec(A) ist ein irreduzibler topologischer Raum.
« Abesitzt ein kleinstes Primideal.

« Spec(A) besitzt einen dichten Punkt.

(vi) Sei ¢: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann gibt es die kanonische Ab-
bildung

©*: Spec(B) — Spec(A)
q—¢ ' (q)

und wegen
() (VD) =V (e(1))
ist diese stetig beztiglich der Zariskitopologien.

Nachdem wir Spec(A) nun als topologischen Raum konstruiert haben, versehen
wir ihn mit einer Ringgarbe O. Seialso U C Spec(A) offen. Wir definieren O(U)
als die Menge aller Abbildungen

s: U — |_|Ap
peU

welche die folgenden beiden Bedingungen erfillen:
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M s(p) € Ay furallep € U.

(2) Firjedesp € U existiert eine offene Umgebung U, C Uvonp,unda,b € A
mit a
s(q) = 3 € Aq

tur alle q € U, (insbesondere soll b ¢ q fiir alle q € U, gelten).

Obwohl | | ;; A, kein Ring ist, bilden die betrachteten Funktionen s doch einen
Ring. Es gilt ja stets s(p) € A,, und also kann man die Funktionen punktweise
verkniipfen. Offensichtlich bleiben Eigenschaften (1) und (2) dabei erhalten. Fiir
U CV C Spec(A) offen sei

TvuU: O(V) — O(U)

die wirkliche Restriktion der Funktionen auf den kleineren Definitionsbereich
U, ein wohldefinierter Ringhomomorphismus. Auf diese Weise erhalten wir ei-
ne Prigarbe auf Spec(A). Aufgrund der Lokalitit der Eigenschaft (2) ist es sogar
eine Garbe.

Definition 6.2.5. Die Garbe O auf Spec(A) heifdt Garbe der reguliren Funktio-
nen.

Satz 6.2.6. Sei A ein Ring und O die Garbe der requldren Funktionen auf Spec(A).
(i) Fiirp € Spec(A) gilt O, = A,.
(i) Fira € AgiltO(D(a)) = A,, und insbesondere O(Spec(A)) = A.

Beweis. (i): Wir betrachten den Morphismus ¢: O, — A,, der eine lokal um p
definierte Funktion s am Punkt p auswertet: ¢(s) := s(p) € A,. Dann ist ¢ of-
fensichtlich surjektiv, denn jedes Element ¢ € A, definiert auf der offenen Um-
gebung D(b) von p die Funktion s(q) := § € A,, die offensichtlich zu O(D(b))
gehort. Ihr Bild im Halm O, wird unter ¢ auf § abgebildet.

Fur die Injektivitit seien s, ¢ zwei lokal um p definierte Funktionen mit s(p) =
t(p)in A,. Dabei konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass s und ¢ beide auf derselben
offenen Umgebung U von p jeweils durch die Briiche { und § definiert sind. Es
gibt nuneine ¢ p mit e(ad — bc) = 0in A. Fiir alle g mit e ¢ q gilt dann aber
auch § = £in Ay, d.h. sund ¢ stimmen auf der offenen Umgebung U N D(e) von

p iberein und definieren im Halm O, also dasselbe Element.
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(#7) Jedes Element = € A, definiert eine kanonische Funktion s € O(D(a))

durch die Vorschrif("lcn ;
S(p) = a—n c Ap.

Auf diese Weise erhalten wir einen Homomorphismus
V: Ay = O(D(a)).
Um die Injektivitit von ¢ zu zeigen nehmen wir an, dass

D oea,
a™ a™
firallep € D(a) gelte. Es gibtalsod, ¢ pmitd,(ba™—a"c) = 0in A. Die Menge
I'={de A|d(ba™ —a"c)=0}

ist ein Ideal in A, das also in keinem p aus D(a) enthalten ist. Jedes Primideal
iiber I enthalt also a, d.h. a € v/I. Also gilt a!(ba™ — a”c) = 0in A fiireinl > 0,
und also a% = - inA,.

Fiir die Surjektivitit von ¢ sei s € O(D(a)) gegeben. Lokal, und deshalb auf
einer Teilmenge der Gestalt D(b) ist s durch einen Bruch § gegeben, mit D(b) C
D(d). Wegen D(b) = D(b) N D(d) = D(bd) und & = < kénnen wir also D(a)
iiberdecken durch Teilmengen D(q;), auf denen s jeweils durch 2 dargestellt ist.
Mit Bemerkung|6.2.4](v) kénnen wir also '

D(a) =D(a1)U...UD(a,)
mit s = Z— aufD(a;) annehmen. Auf D(a;) ND(a;) = D(a;a;) wird s also sowohl
durch 2 als auch durch Z—J reprasentiert, und aus der bereits bewiesenen Injekti-
7 J
vitit (angewandt auf die Menge D(a;a;)) folgt Z— = Z—J in Ag,q,. Wir erhalten also
i J
eine Identitit
(aia;)"(bia; — aibj) =0

in A. Hier sind nur endlich viele i, j im Spiel, also konnen wir immer dasselbe n
verwenden. Umgeschrieben erhalten wir

ai* (afb;) — aft (alby) = 0.

Wegen
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konnen wir also 0.B.d.A. annehmen, dass a;b; = a;b; firalle, j gilt.
Da D(a) durch die D(a;) iiberdeckt wird, gilt wie frithera € \/(a4,...,a,), also

T
m— . .
a —E CJCZ].
j=1

Wir setzenb := >_"_, ¢;b;. Fiir jedes i gilt dann

j=1

r r
Cll'b = E cjaibj = E cjajbl- = biam,
j=1 j=1

und also ; ;
<= — inA4,
a; a™
firalle p € D(a;). Das zeigt s = ¢ (=% ). O

Beispiel 6.2.7. (i) Sei k ein Korper. Der Verband der offenen Mengen von Spec(k)
sowie die Ringgarbe sehen folgendermafien aus:

KT} I

0 (0)

(ii) Sei A = k[t]/(t*). Wir erhalten folgende Garbe
K?} iju%

0 (0)

Essind also Spec(k) und Spec (k[t]/(t*)) zwar als topologische Riume homéomorph,
nicht jedoch isomorph im garbentheoretischen Sinn.
(iii) Sei A = Z/67Z. Wir erhalten den folgenden Verband der offenen Mengen:

Spec(A)

D(3) = {(2)} {3)} =D()

\\\\\ /////
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Nach Satz[6.2.€gilt O(D(3)) = (Z/6Z), = Z/2Z,und analog O(D(2)) = Z/3Z.
Wir erhalten also folgende Garbe:

Die Tatsache, dass es sich dabei um eine Garbe handelt, entspricht gerade der
Aussage des chinesischen Restsatzes. Hier sehen wir, dass man zahlentheoreti-
sche Aussagen durchaus mit geometrischen Methoden beweisen kann.

(iv) Fiir jeden Ring A nennen wir

Ay == (Spec(Alzy, ..., x,]),0)
den n-dimensionalen affinen Raum iiber A.

Definition 6.2.8. Ein Raum (X, F) mit Ringgarbe heif’t affines Schema, falls
(X, F) = (Spec(A), O) fur einen Ring A. (X, F) heifdt Schema, falls jeder Punkt
r € X eine offene Umgebung U, besitzt, so dass (U,, F|y, ) ein affines Schema
ist.

Bemerkung 6.2.9. (i) Sei (X, F) ein Schema. Fiir die Berechnung der Halme F,
konnen wir (X, F) dann sogar als affines Schema annehmen. Also sind nach Satz
[6.2.6|alle Halme F, isomorph zu Ringen der Gestalt A,, und damit lokale Ringe.
(ii) Sei (X, F) ein affines Schema. Aus (X, F) = (Spec(A), O) folgt

F(X) = O(Spec(A)) = A.

Es gilt dann also stets (X, F) = (Spec(F (X)), O).
(iii) Sei (X, F) ein Raum mit Ringgarbe, dessen Halme F, alles lokale Ringe sind.
Dann gibt es eine kanonische stetige Abbildung

f: X — Spec (F(X)).

Dazu betrachten wir fiir # € X das eindeutige maximale Ideal m, C F,, und
setzen f(x) als das Urbild von m, unter dem Morphismus F(X) — F,. Der Be-
weis der Stetigkeit von f ist Aufgabe[37. Fiir (X, F) = (Spec(A), O) liefert die
Konstruktion gerade id: Spec(A) — Spec(A).
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(iv) Sei (Spec(A), O) ein affines Schema und a € A. Dann gilt
(D<a)7 O|D(a)) = (SpeC(Aa)a O)

(Aufgabe[38). Insbesondere ist (D(a), Ojp(q)) wieder affin.
(V) Fiira € Aund p € Spec(A) gilt offensichtlich

agpesac(4,)”.
Sei nun (f, f*): (X, F) = (Spec(A), Q) ein Isomorphismus. Wir sehen also,

dass der basisoffenen Menge D(a) in Spec(A) in X genau die folgende Menge
entspricht:

D(f*(a)) := {3: e X | fa) e (]:I)X}.

Mit (iv) erhalten wir die Aussage, dass fiir jedes affine Schema (X, F) und jedes
a € F(X) auch das offene Teilschema

(D(a), Op(a))
wieder affin ist.

Definition 6.2.10. Seien (A, m) und (B, n) lokale Ringe, sowie ¢: A — B ein
Ringhomomorphismus. Dann heif’t ¢ Homomorphismus lokaler Ringe, falls

p'(n) =m
gilt (alternativ kann man auch ¢(m) C n fordern).
Der folgende Satz kann als eine abstraktere Version von Satz gelten.
Satz 6.2.11. Seien A, B Ringe.

(i) Jeder Ringhomomorphismus p: A — B induziert einen kanonischen Garbenmor-
phismus ¢*: (Spec(B), O) — (Spec(A), O). Die davon auf den Halmen indu-
zierten Morphismen sind alles Homomorphismen lokaler Ringe.

(ii) Jeder Garbenmorphismus (Spec(B), O) — (Spec(A), O), der aufallen Halmen

Morphismen lokaler Ringe induziert, kommt wie in (i) von einem Ringhomomor-
phismus.



6.2. SCHEMATA 161

Beweis. (i): Aus p erhalten wir die stetige Abbildung
©": Spec(B) — Spec(A)
9 ¢ (a).
Wir konstruieren nun die Abbildungen
O(U) = O((¢")1(V))

wirklich als Zuriickziehung der auf U definierten Abbildungen mittels ¢o*, hingen
aber punktweise noch den von ¢ induzierten Homomorphismus

Ap-1(q) = By

hinter die zuriickgezogenen Abbildungen. Auf diese Weise erhalten wir wirklich
Elementevon O((*) ™' (U)), und insgesamt den gewiinschten Garbenhomomor-
phismus.

Man sieht nun leicht, dass die auf den Halmen induzierten Morphismen

Ap-1(p) = Opr(q) = Oq = By

gerade die von ¢ kanonisch induzierten Morphismen sind. Diese sind aber Mor-
phismen lokaler Ringe.

(@1): Sei (f, f*): (Spec(B),0) — (Spec(A), O) ein Garbenhomomorphismus,
mit der zusitzlich geforderten lokalen Eigenschaft. Dann ist

= "1 A= O(Spec(A)) — O(Spec(B)) = B

ein Ringhomomorphismus. Desweiteren betrachten wir die auf den Halmen in-
duzierten Morphismen, und folgendes kommutatives Diagramm:

O(Spec(A)) = A—2> B = O(Spec(B))

ST

Of(q) = Af(q)

Es gilt nun
(@) =9 q) = ¢  (aB N B) = (f;) (aBy) N A= f(a)Asq NA= f(q).

Fiir die vorletzte Gleichung haben wir verwendet, dass f; ein Homomorphismus
lokaler Ringe ist. Also induziert ¢ genau die Abbildung f.

Man sieht nun leicht, dass die von ¢ wie in (i) induzierten Abbildungen zwischen
den Ringen der beiden Garben auch wirklich mit den f* iibereinstimmen. [
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Korollar 6.2.12. Seien (X, F), (Y, G) affine Schemata. Dann gilt
Q) (X, F)=(Y,G)genaudann wenn F(X) = G(Y).

(ii) Jeder Garbenisomorphismus zwischen (X, F) und (Y, G) kommt von einem Ringi-
somorphismus zwischen F (X ) und G(Y').

Beweis. (i): Jeder Isomorphismus von Garben induziert insbesondere einen Iso-

morphimus G(Y) — F(X). Umgekehrt ist die in Satz (i) beschriebene
Konstruktion funktoriell, aus F(X) = G(Y') folgtalso (Spec(F (X)), O) = (Spec(G(Y)), O).
Desweiteren gilt (X, F) = (Spec(F (X)), O) sowie (Y, G) = (Spec(G(Y)), O).

(i1): Jeder Garbenisomorphismus induziert [Isomorphismen auf den Halmen. Iso-
morphismen zwischen lokalen Ringen sind aber automatisch Morphismen loka-

ler Ringe. O

Beispiel 6.2.13. Sei k ein Korper,und A C k ein Teilring mit Spec(A) = {(0), m},
wobei m # (0). Solche Ringe gibt es: man wihle beispielsweise k = Qund A =
Zy, mit (0) # p € Spec(Z).

In Spec(k) gilt O() = k, und in Spec(A) gilt Oy = Quot(A), On = An = A.

(i) Die Inklusion ¢: A C k induziert einen Morphismus ¢*: (Spec(k), O) —
(Spec(A), ©) mit *((0)) = (0). Auf dem Halm liefert das die Einbettung
Quot(A) < k, ein Morphismus lokaler Ringe.

(ii) Andererseits gibt es die stetige Abbildung f: Spec(k) — Spec(A) mit f((0)) =
m. Wir machen Sie zu einem Morphismus von Garben durch das folgende Dia-
gramm:

L

k = O(Spec(k)) = O(Spec(A)) = A

(0) (0)

Auf dem Halm induziert das gerade wieder die Einbettung
L. Om:A%k:O(g),

und das ist kein Morphismus lokaler Ringe. Also kommt ( f, f*) nicht von einem
Ringhomomorphismus.
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Definition 6.2.14. Ein Schemamorphismusist ein Garbenhomomorphismus zwi-
schen Schemata, der zusitzlich auf allen Halmen Homomorphismen von lokalen
Ringen induziert.

Bemerkung 6.2.15. (i) Die Schemamorphismen zwischen affinen Schemata ent-
sprechen also genau den Ringhomomorphismen der zugrundeliegenden Ringe.
(ii) Ein Garbenisomorphismus zwischen Schemata ist automatisch ein Schemai-
somorphismus.

Wir haben nun affine Schemata und allgemeine Schemata eingefithrt. Nun kon-
struieren wir noch sogenannte projektive Schemata, als Unterklasse der allgemei-
nen Schemata. Die Konstruktion geht ganz analog zu der von affinen Schemata,
nur dass wir nun alles graduiert betrachten.

Seialso R = @, R4 ein Z-graduierter Ring, wobei wir stets Ry = {0} fiir d <
0 voraussetzen. Wie iiblich bezeichnen wir mit R, = @, R, das irrelevante
Ideal.

Definition 6.2.16. Die Menge
Proj(R) := {p C R | p homogenes Primideal , R, ¢ p}
heif3t projektives Spektrum von R.

Wir versehen Proj( R) wie zu erwarten mit der Topologie, die die Mengen
Vi(I) :={p € Proj(R) | I C p}

als abgeschlossene Mengen hat. Man kann sich dabei auf homogene Radikal-ideale
I beschranken, und erhilt wirklich eine Topologie, die Zariskitopologie. Fiir ho-
mogenes r € R sei

Di(r) :=Vi(r)* = {p € Proj(R) [ r ¢ p},

und diese Mengen liefern eine Basis offener Mengen der Zariskitopologie. Analog
zum affinen Fall iiberlegt man sich leicht, dass alle D, (1) quasikompakt sind.
Nun versehen wir Proj(R) mit einer Ringgarbe O. Fiir eine offene Menge U C
Proj(R) sei O(U) die Menge aller Abbildungen

s: U — |_|R(p)

pelU

mit den beiden folgenden Eigenschaften:
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M) s(p) € Ry fiirallep € U.

(2) Firjedesp € U existiert eine offene Umgebung U, C Uvnp,unda,b € R,
homogen vom selben Grad, mit

a
b
turalle q € U, (insbesondere soll b ¢ q fiir alle q € U, gelten).
Mit punktweise definierten Verkniipfungen und den Einschrinkungen auf klei-

nere Definitionsbereiche erhalten wir eine Garbe auf Proj(R), genannt die Garbe
der reguliren Funktionen.

Satz 6.2.17. Sei R ein graduierter Ring.
() Fiirp € Proj(R)gilt O, = Ry,).

(ii) Fiir homogenesr € R gilt

(ID+(T)7 O|D+(T)) = (SpeC<R(7’))7 O)
Insbesondere gilt damit O(D4 (1)) = R,.
@iii) (Proj(R), O) istein Schema.

Beweis. (i) geht praktisch identisch zum Beweis von (i) in Satz[6.2.€]. Fiir (i7) de-
finieren wir zunichst eine Abbildung f: D, (r) — Spec(R)) folgendermafien.
Jedes homogene Primideal p C R mitr ¢ p erzeugt in Primideal pR, in der
vollen Lokalisierung R,. Es ist aber R, ein Teilring von R,, und wir definieren
f(p) :== pR,.NR,. Dannliefert f eine Bijektion zwischen D, (1) und Spec(R ),
die ein Homéomorphismus ist (Aufgabe38). Hierbei benétigen wir r € R.,!

Es gibt nun einen natiirlichen Isomorphismus (R)) sy — Rp), und so definie-
ren sich die Abbildungen f* als Zuriickziehung mittels f, und Komposition mit
diesen Isomorphismen. Auch hier sieht man leicht, dass alle f* Isomorphismen
sind. Das beweist die Isomorphie. Insbesondere gilt

O(D4(r)) = O(Spec(R)) = R).

(¢i7) Da die p € Proj(R) nach Definition nie R, enthalten, wird Proj(R) von
Mengen D, (r) mit homogenen r € R, tiberdeckt. Mit (i7) ist (Proj(R), O) also
ein Schema. O
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Definition 6.2.18. Ein Schema (X, F) heifst projektiv, falls
(X, F) = (Proj(R), O)
fir einen graduierten Ring gilt.

Definition 6.2.19. Sei A ein Ringund A[x, ..., z,| mitder Standardgraduierung
versehen. Dann heif3t

P} = (Proj(Afzo, ..., 7)), O)
der n-dimensionale projektive Raum iiber A.

Beispiel 6.2.20. (i) Sei A ein faktorieller Ring. Wir beschreiben O(Proj(A[z])).
Dafiir beobachten wir Proj(A[z]) = D, (z) U ... U D, (z,), und also konnen
wir die Garbeneigenschaft fiir diese Uberdeckung verwenden:

O(Proj(Afa])) =7
A[ (Iz \ (IJ)
](zlzj
Man tiberlegt sich leicht, dass Elemente aus A[z](,,) und A[z].,,) genau dann in

Alz](2,2,) ibereinstimmen, wenn beide identisch und aus A smd (dabei verwen-
det man dle Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in A[z]). Aus der Eindeutig-
keit im Garbenaxiom erhalten wir

O(Proj(Az])) = A.

Damit sehen wir unmittelbar, dass P} nicht affin ist (k ein Koérper). Es wire sonst
namlich P} = (Spec(k), O) und Spec(k) hat nur ein Element, Proj(k[z]) hinge-

gen mehr.

(ii) Genauso sieht man, dass fiir einen faktoriellen graduierten Ring R stets O(Proj(R))
Ry gllt

~
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Ubungsaufgaben

Aufgabel. (i) Zeigen Sie, dass fiirjedes Ideal / ein einem kommutativen Ring das
Radikal v/T (vgl. De wieder ein Ideal ist.
(i7) Beweisen Sie Lemmall.1.3]

Aufgabe 2. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich und K sein Quotientenkor-
per. Zeigen Sie, dass die einzigen Elemente von K, die ganz iiber R sind, die Ele-
mente von R selbst sind.

Aufgabe 3. Zeigen Sie:
(@) k[z,y]/(x?* — y) ist isomorph zum Polynomring k[t] in einer Variablen.
(i) k[z,y]/(xy — 1) ist nicht isomorph zu k[t].

(¢i7) Falls k algebraisch abgeschlossen ist, ist fiir jedes quadratische irreduzible
Polynom p € k[z,y] die Algebra k[, y]/(p) isomorph zu k[x,y]/(x? — y)
oder zu k[x, y]/(xy — 1).

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die Zariskitopologie auf A"*™ = A" x A™ nicht mit
der Produkttopologie iibereinstimmt.

Aufgabe 5. Beweisen Sie Lemmall.3.6]
Aufgabe 6. Beweisen Sie Lemmall.3.11]
Aufgabe 7. Zeigen Sie dass GL,,(K) eine irreduzible affine k-Varietit ist.

Aufgabe 8. Sei V' C A? die durch die folgenden Gleichungen definierte affine
Varietdt:

?—yz=0 und xz— .

Zeigen Sie dass V' 3 irreduzible Komponenten hat, und finden Sie deren Prim-
ideale.

169
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Aufgabe 9. Beweisen Sie Korollar [[.3.17 fiir Ideale I in beliebigen noetherschen
Ringen A.

Aufgabe 10. Zeigen Sie dass die Abbildungen p — p* und ¢ +— p,, aus dem Be-
weis von Satz[L.4.8]invers zueinander sind.

Aufgabe 11. Beweisen Sie Satz[l.4.11]
Aufgabe 12. Zeigen Sie dass die Abbildung
Al = V(2% — 23) C A?
r s (r3r?)
ein Homoéomorphismus beziiglich der Zariskitopologie ist.
Aufgabe 13. Zeigen Sie dass A' und V(z29 — 1) C A? nicht isomorph sind.

Aufgabe 14. Seien A, B, C k-Algebren und C sei nullteilerfrei. Zeigen Sie dass es
eine Bijektion zwischen Homy (A x B, C') und

Homk(A, C) U HOIIlk(B, C)

gibt (vergleiche Beweis von Satz[L.4.17).

n+d

; ) viele Monome vom Grad d in den Variablen

Aufgabe15. Zeigen Sie, dass es (
xg, . . ., T, gibt.

Aufgabe 16. Beweisen Sie die Aussage aus Bemerkung i1).

Aufgabe17. Zeigen Sie, wiesichp € /(p1, . .., ps) mit Grobnerbasen testen lisst
(siehe Anwendung[2.4.3).

Aufgabe 18. Sei [ ein Ideal im Ring A, und g4, ..., gs € A. Zeigen Sie

s

(I (g1, .00)%) = ()T N 6.

j=1
Aufgabe 19. Beweisen Sie Lemma3.2.5|

Aufgabe 20. Beweisen Sie direkt, dass das Radikal eines homogenen Ideals wie-
der homogen ist (bei angeordneter Indexgruppe G).

Aufgabe 21. Beweisen Sie Lemma[3.2.13|
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Aufgabe 22. Zeigen Sie VI = VI fiir Ideale C klzy,...,z,] (vergleiche
Lemma 3.3.16).

Aufgabe 23. Die affine Varietit V. C A" habe keine Punkte im Unendlichen. Zei-
gen Sie, dass V' dann endlich ist.

Aufgabe 24. Zeigen Sie, dass ein Hausdorffraum X genau dann kompakt ist,
wenn fiir alle Hausdorffriume Y die Projektion

T X XY =Y

abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen abbildet (vergleiche Bemer-

kung[3.4.3).

Aufgabe 25. Zeigen Sie, dass die Varietit V := A? \ {(0,0)} nicht affin ist.
Hinweis: Bestimmen Sie zunichst O (V). Wenn V affine wire, zu welcher einfachen af-
finen Varietit wire V' dann isomorph? Warum kann das nicht sein?

Aufgabe26. Sei Q) =V, (coxd+- - -+c.x?) C P" eine Quadrik, wobei alle ¢; # 0.
Zeigen Sie, dass @ fiir » > 2 irreduzibel ist. Was gilt fir r < 2?

Aufgabe 27. Zeigen Sie dass ein Kérper K genau dann endlich erzeugt tiber £ ist,
wenn K = k(V) fur eine irreduzible k-Varietat gilt.

Aufgabe 28. Beweisen Sie Lemmal|5.1.2|

Aufgabe 29. Zeigen Sie, dass fiir eine endliche/ganze A-Algebra B, und eine wei-
tere A-Algebra C stets B ® 4 C' eine endliche/ganze C'-Algebra ist.

Aufgabe 30. Beweisen Sie Lemma. Gilt (7i7) auch fiir unendliche Uberdeckun-
gen?

Aufgabe 31. Seien L; = V,(xg, 1) und Ly = V, (9, x3) zwei windschiefe Ge-
raden in . Zeigen Sie, dass man L; U Ly nicht mit 2 homogenen Gleichungen
definieren kann. Geht es mit 3? Wie viele Polynome braucht man zur Erzeugung
vonZ(L; U Ly)?

Aufgabe 32. (i) Zeigen Sie, dass eine Lokalisierung eines noetherschen Ringes
wieder noethersch ist.

(47) Sei A ein Ring und p ein Primideal in A. Dann besitzt die Lokalisierung A,
genau ein maximales Ideal, nimlich pA,,. Es gilt

Ay /pAy = Quot(A/p).
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Aufgabe 33. Sei / = {a € N"||a|=d}, N = |J|und Z C PV die von den
Gleichungen
2028 = 257

fir o, 5,7,0 € Jmita + f = 7 + J definierte projektive Varietit. Seien nun
517"‘7§7’7771""7777‘ € J mit

Z&:Zm-

Zeigen Sie dass fir b = (b, )acs € Z dann gilt
bfl o bgr = Z771 o 'Z"]'r"

Aufgabe 34. Beweisen Sie die universelle Eigenschaft der Garbifizierung im Be-
weis von Satz[6.1.12]

Aufgabe 35. Beweisen Sie die Aussage aus Bemerkung|6.2.4|(v).

Aufgabe 36. Sei (Spec(A), O) ein affines Schema und @ € A. Zeigen Sie, dass
(D(a), Opp()) = (Spec(Aq), O)
gilt.
Aufgabe 37. Zeigen Sie, dass die in Bemerkung[6.2.9|(iii) konstruierte Abbildung
X — Spec(F(X))
stetig ist.

Aufgabe 38. Zeigen Sie, dass die im Beweis von Satz konstruierte Abbil-
dung f: D, (r) — Spec(R(,) ein Homdomorphismus ist. Konstruieren Sie wei-
ter den natiirlichen Isomorphismus (R() rm) — Rp)-
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