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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung

Die Hadamard-Matrizen sind nach dem franzosischen Mathematiker Jacques Hadamard
(1865-1963) benannt. Es handelt sich dabei um n x n -Matrizen, wobei die Eintrage
alle entweder 1 oder -1 sind. Sie haben die Eigenschaft, dass sowohl alle Spalten als
auch Zeilen orthogonal zueinander sind. Daraus folgt fiir eine Hadamard-Matrix H die
Gleichung H? - H = H - HT = n - I welche auch als Definition von Hadamard-Matrizen
verwendet werden kann, da sonst keine Matrix, deren Eintrdge nur 1 oder -1 sind, diese
Gleichung erfiillt.

Anders ausgedriickt, eine quadratische (+1, —1)-Matrix ist Hadamard, wenn das innere
Produkt zweier verschiedener Zeilen 0 ist.

1.2 Beispiel

Beispiele von Hadamard-Matrizen sind:

1 1 1 1 -1 1 1 1
1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1
1 —-1)” 1 1 -1 -1 |° 1 1 -1 1
1 -1 -1 1 1 1 -1

Diese Matrizen wurden zunéchst als Hadamard-Determinanten betrachtet.
Sie wurden so genannt, weil wenn X = wx;; eine Matrix der Gréfle n ist, wobei |z;;| <1
fiir alle 4 und j, dann gilt |det X| < n™/2.

1.3 Eigenschaften

Wenn die Zeilen oder Spalten einer Hadamard-Matrix vertauscht werden, bleibt die
Matrix Hadamard. Es ist auch wahr, dass die Hadamard-Eigenschaft erhalten bleibt,
wenn eine Zeile oder Spalte mit -1 multipliziert wird. Es ist also immer moglich, die erste
Zeile und die erste Spalte einer Hadamard-Matrix so anzuordnen, dass sie nur +1 Ein-
trage enthalten. Eine Hadamard-Matrix in dieser Form wird als normalisiert bezeichnet.
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1.4 Erkliarung der Problemstellung

Seit anderthalb Jahrhunderten schon iben Hadamard-Matrizen eine Faszination auf
uns aus. Sie sind einfach zu beschreiben, allgegenwértig und niitzlich, aber dennoch
ist immer noch eine ganz einfache Frage ungeklart: Fiir welche Grofien existiert eine
Hadamard-Matrix?

Es ist bekannt, dass es eine Hadamard-Matrix fiir die Grolen 1 und 2 gibt, aller-
dings keine der Grofle 3. Andererseits ist es noch ungelost, ob fiir jede natiirliche
Zahl n eine Hadamard-Matrix der Grofle 4n existiert. Es wird jedoch allgemein ange-
nommen, dass dieses Problem bejaht werden kann, aber dennoch gibt es dazu immer
noch keinen Beweis und es bleibt eines der groffen ungelosten Probleme der Mathematik.

Hadamard-Matrizen sind fir viele der moglichen Grélen bekannt: die kleinste Grofe,
fir die die Existenz einer Hadamard-Matrix in Frage steht, ist derzeit 668 (Eine Losung
fiir den bis dahin unbekannten Fall von 428 wurde von Kharaghani und Tayfeh-Rezaie
im Juni 2004 bekannt gegeben).

Im téglichen Leben ist die praktische Anwendung der Hadamard-Matrizen weitge-
hend unsichtbar. Dennoch wird die Hadamard—Rademacher—Walsh-Transformation
allgemein als schnelle diskrete Transformation verwendet (siche Abschnitt 2.1). Fehler-
korrekturcodes (Reed-Muller-Codes), die in frithen Satellitentibertragungen verwendet
wurden — zum Beispiel bei der Mariner-Mission zum Mars von 1972 (siehe Abschnitt
2.2) oder beim Vorbeiflug von dufleren Planeten im Sonnensystem - basieren auf
Hadamard-Matrizen. Moderne CDMA-Mobiltelefone verwenden Hadamard-Matrizen
(Walsh-Abdeckungen), um die Ubertragung auf der Uplink-Verbindung zu modulieren
und Beeintrichtigungen mit anderen Ubertragungen zur Basisstation zu minimieren.

Neue Anwendungen sind iiberall um uns herum, zum Beispiel in der Bildmusterer-
kennung, den Neurowissenschaften, der optischen Nachrichtentibertragung oder dem
Schiitzen von Daten. Trotz all dieser Informationen gibt es noch keine einheitliche
Technik zur Konstruktion aller bekannten Hadamard-Matrizen.
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2 Anwendungen

2.1 Hadamard-Transformation

Die Hadamard—Rademacher—Walsh-Transformation, oder kurz Hadamard-Transformation
ist eine diskrete Transformation aus dem Bereich der Fourier-Analysis. Sie ist benannt
nach den Mathematikern Jacques Hadamard, Joseph L. Walsh und Hans Rademacher.

Die Hadamard-Transformation H,, wird aus einer 2™ x 2™-Hadamard-Matrix, skaliert
mit einem Normalisierungsfaktor, gebildet, welche eine Eingangsfolge (x,,) der Lange
2™ von reellen Zahlen mittels einer Matrix-Vektor-Multiplikation in eine Ausgangsfolge
(X)) der Lange 2™ von reellen Zahlen transformiert.

2.1.1 Rekursive Transformation

Rekursiv definieren wir die 1 x 1 Hadamard-Transformation Hy durch die Identitat

Hy = 1 und definieren dann H,, fir m > 0 durch H,, = % ( Hipy Hins ) wobei
Hmfl —4im—1

das % eine Normierung ist, die manchmal weggelassen wird.

Fur m > 1 kénnen wir H,, definieren als: H,, = H; ® H,,_; wobei ® das Kronecker-
Produkt bezeichnet. Abgesehen von diesem Normalisierungsfaktor bestehen die Hadamard-
Matrizen also ausschliefSlich aus 1 und -1.

2.1.2 Binire Darstellung der Indizes n und k

Aquivalent dazu konnen wir die Hadamard-Matrix durch ihren (k,n)-ten Eintrag
definieren, indem wir schreiben

m—1
k’ - Z leZ - k’m_12m_1 + k’m_QQm_Q + ...+ ]{312 + ]{Q
1=0

m—1
n=>> 12 =n,_ 12" + 1, 22"+ L+ m2+ng
=0

wobei k; und n; die Bitelemente (0 oder 1) von k bzw. n sind. Zu beachten ist, dass
fir das Element in der linken oberen Ecke gilt: k =n = 0.

In diesem Fall haben wir: (H, )k, = L(_l)zj kjn;

om/2
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2.1.3 Beispiel

1 1 1 1

1 /1 1 11 -1 1 -1

Hy = (1) Hl_\/§<1—1) =511 1 21
1 -1 -1 1

(Hyp)ij = 2n%(—l)"'j wobei i - j das bitweise Punktprodukt der bindren Darstellungen
der Zahlen 7 und 7 ist. Wenn zum Beispiel n > 2, dann

(Hasa = (—1)*2 = (~D)0000 = ()14 — (~1)! = -1

Das stimmt mit dem obigen iiberein (ohne Beriicksichtigung der Konstante). Zu beach-
ten ist, dass das Element der ersten Zeile und der ersten Spalte der Matrix mit (H,,)o,0
bezeichnet wird.

2.2 Anwendung in der Raumfahrt
2.2.1 Einleitung

Die Mariner 9-Mission der NASA ist am 30. Mai 1971 gestartet und am 14. November
1971 angekommen. Das Ende der Mission war am 27. Oktober 1972.

Bei der Mariner 8-Mission wurde 70% der Marsoberflache kartiert. Das Ziel bei der
Mariner 9-Mission war die Untersuchung zeitlicher Veranderungen in der Marsatmo-
sphére und dessen Oberflicheneigenschaften.

Dabei wurde eine Schwarz-Weil-Fernsehkamera verwendet, um "Live" Bilder von der
Marsoberflache zu senden.

Das Problem ist dabei die Ubermittlung von Nachrichten. Genauer gesagt, wir moéchten
eine Nachricht iibermitteln und wissen, dass wiahrend der Ubertragung schwache Signale,
sporadische StromstoBe und andere natiirlich auftretende Storungen die Ubermittlung
storen werden. Wir wollen sicherstellen, dass die beabsichtigte Nachricht (unsere ur-
spriingliche Ubertragung) aus dem rekonstruierbar ist was auch immer tatsichlich
empfangen wird.

2.2.2 Der Reed-Muller-Code

Bei der NASA Raumsonde Mariner 9 bestehen die Daten aus binéren 6-Tupeln (2% = 64
Graustufen) und die Ubertragungsbeschrinkungen lassen eine Kodierung zu, die die
iibertragenen Worter auf etwa 30 Bit verlangern wiirde. Der gewéhlte Code ist ein

Reed-Muller-Code.

Ben Mertens
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Dieser gehort zur Familie von linearen, fehlerkorrigierenden Codes, die im Bereich der
Kanalcodierung zur gesicherten Dateniibertragung und Datenspeicherung verwendet
werden. Diese Klasse von Codes wurden von Irving S. Reed und David E. Muller
entwickelt. In der Praxis wurde dieser Code von der Nasa in den Mariner Expeditionen
zum Mars benutzt, um die vom Mars gemachten Fotos an die Erde zu senden. Dabei
sind die Codeworter 32 Bits lang und insgesamt gibt es 26 = 64 von ihnen. Die Codewdr-
ter sind die Zeilen von zwei 32 x 32 Hadamard-Matrizen (eine die Negation der anderen).

Um diesen Code verstehen zu konnen, miissen wir hier ein paar Fachbegriffe einfiigen:

2.2.3 Satz: Fehlerkorrektur

Die Fahigkeit eines Codes, Fehler zu korrigieren, steht in direktem Zusammenhang mit
dem "Abstand" zwischen den Codewortern.
Wir werden dieses Konzept im Folgendem weiter préazisieren.

2.2.4 Definition: Blockcodes

V(n, k) = Die Blockcodes sind Teilmengen der Menge aller n-Tupel, deren Eintrdge aus
einem Alphabet der Grofle k stammen. Wir bezeichnen diese grofe Menge mit V' (n, k).

2.2.5 Der Hamming-Abstand

Die Anzahl der Stellen zwischen zwei Wértern in V' (n, k) an denen sie sich unterscheiden.

Beispiel In V(4,4) haben die Worter (0,1,2,3) und (1,1,2,2) Abstand 2. Dieser
Hamming-Abstand ist eine Metrik.

2.2.6 Der Mindestabstand von einem Code

Der Mindestabstand von einem Code C' ist der kleinste Abstand zwischen einem
beliebigen Paar verschiedener Codeworter. Es ist der minimale Abstand eines Codes,
der die Fehlerkorrekturfahigkeit eines Codes misst. Wenn der Mindestabstand eines
Codes C' gleich 2e + 1 betridgt, dann ist C' ein 2e-Fehlererkennungscode, da 2e oder
weniger Fehler in einem Codewort nicht in ein anderes Codewort gelangen und ist
ein e-fehlerkorrigierender Code, da, wenn e oder weniger Fehler in einem Codewort
auftreten, das resultierende Wort ndher am urspriinglichen Codewort liegt als an jedem
anderen Codewort und daher dann korrekt decodiert werden kann.

Beispiel Im 5-Wiederholungs-Code von V'(5,4) (Codewdrter: 00000, 11111, 22222,
und 33333) betriagt der Mindestabstand 5. Der Code erkennt 4 oder weniger Fehler
und korrigiert 2 oder weniger Fehler.

Ben Mertens

Bachelorstudium Mathematik Seite 5



Der Reed-Muller-Code hat also die Paramater (32, 6, 16), damit werden 32 Bit lange
Codewdrter iibertragen, die 2 = 64 Werte kodieren, wobei die Codewdrter untereinan-
der einen Hamming-Abstand von 16 aufweisen. Diese Parameter wurden aufgrund der
Kanalcharakteristik, der Bildaufldsung und der Aufnahme- und Ubertragungszeiten
gewahlt, die eine Wortlange von 30 Bit sinnvoll machten.

Aus den Eigenschaften einer Hadamard-Matrix sehen wir, dass zwei unterschiedliche
Zeilen der Matrix sich in genau der Halfte ihrer Positionen unterscheiden (da das
Skalarprodukt 0 ist). Wenn wir eine der zwei Zeilen nehmen und alle ihre Elemente
negieren, andert sich das Skalarprodukt nicht, so dass sich die beiden Zeilen wiederum
in genau der Halfte ihrer Elemente unterscheiden. Der Mindestabstand zwischen diesen
Zeilen ist also die Hélfte der Lénge der Zeilen.

In unserem Fall sind die Codeworter die Zeilen von zwei 32 x 32 Hadamard-Matrizen
(eine die Negation der anderen), so dass der Mindestabstand 16 betrégt.

Der Code erkennt also 15 oder weniger Fehler und korrigiert 7 oder weniger Fehler
(7-fehlerkorrigierender Code).

2.2.7 Die Kodierung

Da es 64 Codeworter und 64 Datentypen gibt, funktioniert jede Zuordnung von Code-
Wort zum Datentyp, aber die Anforderung, dass die Kodierung keinen Speicherplatz
bendtigen soll, bedeutet, dass eine beliebige Zuweisung nicht ausreichen wird.

Die Verwendung von Hadamard-Matrizen macht den Code zu einem 6 dimensionalen
Vektorraum, so dass es eine Basis mit 6 Elementen gibt (jede Linearkombination davon
ergibt ein Codewort). Der Datentyp mit 6-Tupel wird verwendet, um die Koeffizienten
fiir die Linearkombination der Basisvektoren bereitzustellen. Somit wird jedem Daten-
typ ein eindeutiges Codewort zugeordnet. Diese einfache Berechnung kann fest fixiert
werden und erfordert nur einen sehr geringen Speicherplatz.

2.2.8 Die Dekodierung

Der Code hat einen sehr schnellen Dekodierungsalgorithmus, den wir jetzt beschreiben
werden.

Zunéachst werden alle Codeworter (und der empfangene Vektor) in £1 Vektoren umge-
wandelt, indem die 0 in —1 umgeschrieben wird. Wir nehmen das Skalarprodukt des
empfangenen Vektors mit jedem der Codeworter. Sobald das Ergebnis 16 oder grofler
ist, dekodieren wir es als dieses Codewort.

Angenommen, bei der Ubertragung sind keine Fehler aufgetreten. Dann ist das Skalar-
produkt des empfangenen Vektors mit sich selbst 32 und mit jedem anderen anderen
Codewort gleich 0 oder —32.

Ben Mertens
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Daraus folgt, dass der Abstand zwischen zwei Codewortern das Gewicht ihrer Differenz
(die ein weiteres Codewort ist) und somit entweder 0, 16 oder 32 ist. Bei 0 sind die

Codeworter identisch. Bei 32, haben die Codeworter keine gemeinsame Komponente und
das Skalarprodukt der +1 Form ist dann —32. In allen anderen Féllen sind 16 Stellen
gleich und 16 Stellen sind unterschiedlich, was ein Skalarprodukt von 16 —16 = 0 ergibt.

Fiir jeden Fehler, der auftritt, verringert sich das Skalarprodukt um 2 (oder wird bei
einem fehlerhaften Codewort um 2 erhoht). Wenn nicht mehr als 7 Fehler auftreten,
verringert sich das Skalarprodukt mit dem richtigen Codewort auf mindestens 18 und
das Skalarprodukt mit den falschen Codewdrtern erhoht sich auf hochstens 14, so dass
eine korrekte Dekodierung erfolgt. Wenn 8 oder mehr Fehler auftreten, ergeben sich
Skalarprodukte von mindestens 16 und eine korrekte Dekodierung ist nicht moglich.
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3 Nachweis der Hadamard-Matrixgrofien

3.1 Satz: Die Grofleneigenschaften von Hadamard-Matrizen

Die Grofle einer Hadamard-Matrix ist entweder 1, 2 oder durch 4 teilbar.

Beweis:

( 1 ) ist eine Hadamard-Matrix der Grofie 1 und ( 1 1

1 1 ) hat die Grofie 2.

Nehmen wir nun an, H sei eine Hadamard-Matrix der Grofle h > 2.
Wir normalisieren H und ordnen die ersten drei Zeilen so um, dass sie wie folgt aussehen:

+1...+1 +1...+1 +1...+1 +1...+1

+1...4+1 +1...4+1 —1...—-1 —1...—1

+1...+1 —1...—1 +1...+1 —1...—1
x Yy z w

Dabei sind z, ¥, z, w die Anzahl der Spalten jedes Typs. Da die Grofe A ist, muss gelten
dass x +y + 2z +w = h ist. Wenn man jetzt die inneren Produkte der Zeilen 1 und 2, 1

und 3 und 2 und 3 nimmt, erhalt man:

r+y—z—w=0
r—y+z—w=0
r—y—z+w=0

Wenn wir dieses Gleichungssystem losen, kriegt man x =y =2 =w = %.
Die ganze Zahl h muss also durch 4 teilbar sein.

O
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4 Konstruktionsmethoden

4.1 Konstruktion von Hadamard-Matrizen mit dem Kronecker-
Produkt

Es gibt sehr viele Konstruktionsmethoden fiir Hadamard-Matrizen, wir betrachten
hier nun eine der einfachsten, ndmlich die Konstruktion mit dem Kronecker-Produkt.
Gegeben sind Hadamard-Matrizen Hy = |h;;| der Ordnung m x n und H, der Ordnung
p X q. Das Kronecker-Produkt H; ® Hs ist dann eine mp x nqg Matrix:

h11H2 c. hlnHQ
hoiHs ... By Ho

Seien also H; und H, zwei Hadamard-Matrizen, dann ergibt das Kronecker-Produkt
wieder eine Hadamard-Matrix.

4.1.1 Beispiel

11
Hl:H?Z(l —1)

Die Konstruktion ergibt dann:

(1! (1! 1 1 1 1

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

Hy @ Hy = (Y (Yt 1101 -1 -1
N1 -1 /) U1 o—1 1 -1 -1 1

Das erlaubt uns also, immer grofiere Hadamard-Matrizen aus kleineren zu konstruieren.
Wenn némlich ihre Ordnungen jeweils ny, und ngy, sind, ergibt das Kronecker-Produkt
eine Hadamard-Matrix der Ordnung ny, - ngy,.

Ben Mertens
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4.2 Konstruktion von Sylvester

Der englische Mathematiker James Joseph Sylvester studierte auch die Hadamard-
Matrizen und erfand dabei eine Konstruktion die spéater nach ihm benannt wurde. Dabei
handelt es sich um einen Spezialfall von der ersten Konstruktion (Konstruktion von
Hadamard-Matrizen mit dem Kronecker-Produkt), wenn man diese namlich wiederholt
anwendet, kriegt man die Konstruktion von Sylvester.

Er erkannte dass man immer eine Hadamard-Matrix konstruieren kann wenn ihre
Ordnung eine Potenz von 2 ist. Mit anderen Worten, bei einer beliebigen ganzen Zahl
k > 1 kénnen wir sicher sein, dass es eine Hadamard-Matrix der Ordnung n = 2% gibt.

Dies zeigt insbesondere, dass es unendlich viele Hadamard-Matrizen gibt. Sie kénnen
so grofl werden, wie wir wollen. Genau das werden wir jetzt kurz zeigen:

Fir den Fall £ = 0 kriegen wir einfach H; = (1), also eine Hadamard-Matrix der
Ordnung n = 2° = 1.

Fir k =1 gilt n = 2, dementsprechend konnen wir Hy schreiben als Hy = < 1 _1 )

Im Allgemeinen kann also eine Hadamard-Matrix der Ordnung n = 2* rekursiv kon-
struiert werden, wenn eine kleinere Hadamard-Matrix der Ordnung n = 2¥~! bekannt
ist.

sz—l —HQkfl

Es gilt also': Hyx = < Hap Hor )

So kriegt man dann auch ganz einfach die Hadamard-Matrix der Ordnung:

1 1 1 1

1 -1 1 -1
__ 92 _ (. —

1 -1 -1 1

Eine Méglichkeit zur Konstruktion einer Hadamard-Matrix der Ordnung n = 2*
besteht darin, das Kronecker-Produkt von zwei Hadamard-Matrizen, Hor-1 und Hy, zu
verwenden. Durch die Kombination dieser Matrizen lasst sich eine Hadamard-Matrix
Hy ® Hoi—1 der Ordnung n = 2 x 2= = 2% erzeugen.

LUNTERKAPITEL 2.1.1 REKURSIVE TRANSFORMATION
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4.3 Konstruktion von Paley

Der englische Mathematiker Raymond Paley hat eine Methode entwickelt um Hadamard-
Matrizen zu konstruieren, deren Ordnung vom Typ n = p* +1 ist, wobei p eine Primzahl
und k£ > 0 eine ganze Zahl ist.

Wir wissen bereits dass jede Ordnung n > 2 von einer Hadamard-Matrix durch 4 teilbar
sein muss.

Diese Bedingung kann mathematisch wie folgt geschrieben werden: p* + 1 = 0(mod4).
Mit GF(p*) haben wir einen endlichen Kérper der Ordnung p*. Da er endlich ist,
konnen wir alle p* auflisten als Elemente a;. Fiir & = 1 stimmen diese Elemente dann
mit der Menge {0,1,...,p — 1} iiberein. Im endlichen Korper GF(p*) wird eines seiner
Elemente b als zweite Potenz bezeichnet, wenn es ein a gibt so dass a X a = b.

Beispiel: In GF(7) ist 2 eine zweite Potenz da 4 x 4 = 2(mod7).

Nun definieren wir folgende Funktion y:

0, wenn y =20
X(y) =14 +1, wenn y #0 isteine zweite Potenz
—1, wenn y #0 ist keine zweite Potenz

Nun koénnen wir diese Informationen zusammenfassen, indem wir eine Matrix () mit
der Ordnung p* konstruieren, so dass Q;; = x(a; — a;) ist. Um H,xq zu erhalten,
bendtigen wir eine weitere Zeile und Spalte und miissen die O-wertigen Eintrége
irgendwie loswerden. Dies lésst sich in zwei Schritten machen:

1) Mit der Hilfe einer Spalte, die mit Einsen entlang ihrer p* Eintrige aufgefiillt
wird, konstruieren wir S, eine quadratische Matrix der Ordnung n = p* + 1 mit

0 17
= (1 o)
2) Aus S enthalten wir schlieBlich eine Hadamard-Matrix Hyq = S + I wobei I
die Einheitsmatrix der Ordnung p* + 1 ist.

Paley hat hier allerdings nicht aufgehort, er hat auch Konstruktionen fiir die Ordnungen
n = 2(p* + 1) entwickelt, solange p* + 1 = 2(mod4) gilt. GF(p*) kann immer noch
wie zuvor verwendet werden (zusammen mit den zugehorigen Matrizen () und S). Der
letzte Schliff kommt mit einer etwas anderen Note und zwar gilt dann:

1 1 1 -1
Hz(pk+1>=S®<1 _1>+I®<_1 _1>
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Beispiel: Wir wollen eine 8 x8 Hadamard-Matrix Hg mit der Paley-Methode erstellen.

Dies erfordert die Arbeit mit GF(7) (d.h p = 7 und k£ = 1). Wir beginnen mit der
Aufzahlung der Elemente, sei a; = 0,a, = 1,...,a7 = 6.

Zunachst missen wir in GF(7) die zweiten Potenzen durch Anwendung von y ermitteln:
Nun, per Definition gilt x(0) = 0 und fiir den Rest folgt: da 1 = 1?(mod7),

2 = 4*(mod7) und 4 = 2?(mod7) sind 1,2 und 4 jeweils zweite Potenzen und somit gilt
x(1) =x(2) =x(4) =1.

Die restlichen Elemente sind keine zweite Potenzen, also gilt x(3) = x(5) = x(6) = —1.

Dabei ist zu beachten dass die gleiche zweite Potenz auf zwei Arten erhalten werden
kann, zB: 1 = 12 = 62. Wir kénnen nun damit beginnen, unsere (7 x 7) Matrix @ zu

fillen:
x(0—=0) ... x(0—6)

Q= cee .
X(6—0) ... x(6-6)
Wir haben gerade y fiir positive Argumente gerechnet und damit den unteren Teil von
@ gebildet. Fiir negative Argumente (und den entsprechenden oberen Teil) berechnen
wir einfach ihre Restklasse modulo 7: —1 =6,—2 =5,—-3=4,—4 =3,—5 =2 und
—6 = 1. Dann gilt:

0 -1 -1 1 -1 1 1
1 0 -1 -1 1 -1 1
1 1 0 -1 -1 1 -1
Q= -1 1 1 0 -1 -1 1
1 -1 1 1 0 -1 -1
-1 1 -1 1 1 0 -1
-1 -1 1 -1 1 1 0

Nun erhalten wir S indem wir —1 zur ersten Spalte und 1 zur ersten Zeile hinzufiigen.

o 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 -1 -1 1 -1 1 1
-1 1 0 -1 -1 1 -1 1
g -1 1 1 0 -1 -1 1 -1
!l -1 -1 1 1 0 -1 -1 1
1

—1 1 1 0 -1 -1
-1 -1 1 -1 1 1 0 -1
-1 -1 -1 1 -1 1 1 0
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Zum Schluss fiigen wir noch Einser in der Diagonale ein und erhalten Hg:

11 1 1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1
1 1 -1 -1 1 -1
-1 1 1 1 -1 -1 1 —
1
1

— = = = =

1 1 1 -1 -1
-1 1 1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1 1 1 1 -1
-1 -1 -1 1 -1 1 1 1

Somit haben wir gerade eine Hadamard-Matrix der Ordnung n = 8 = 7' +1 erzeugt. Zu
beachten ist dass 8 = 2% und somit die Konstruktion von Sylvester auch funktionieren
wiirde.

4.3.1 Beweis

Aussage:
Bei der Konstruktion von Paley handelt es sich um Hadamard-Matrizen

Wir wollen zeigen dass die Matrix Hyryy = S + I, wobei I die Einheitsmatrix der
Ordnung p* + 1 ist, tatsichlich eine Hadamard-Matrix ist.

Also miissen wir zwei Eigenschaften tiberpriifen:
1) Alle Eintrage sind entweder +1 oder -1

2) Jede Zeile und jede Spalte ist orthogonal zu jeder anderen Zeile und jeder anderen
Spalte

Wir priifen zuerst die erste Eigenschaft: Die Matrix @) der Ordnung p* besteht aus den
Eintrédgen der Funktion y angewendet auf die Differenzen zwischen den Elementen in
GF(p*), also Q;; = x(a; — a;j). Somit sind die Eintréige von @ alle entweder +1,—1
oder 0. Dabei ist zu bemerken, dass x(y) genau dann 0 ergibt, wenn y = 0 gilt. Also ist
der Eintrag ; ; = 0 wenn ¢ = j gilt, also immer genau auf der Diagonalen der Matrix
. Nun wissen wir also, dass die Matrix @) iiberall +1 und —1 Eintrége hat, aufler auf
der Diagonalen.

-1 Q

Also sind die Elemente von S auch alle entweder +1,—1 oder 0. Da @ auf der Diagonalen
nur O-Eintrage hat, hat also die Matrix S tiberall +1 oder —1 Eintrage, aufler auf der
Diagonalen (= 0).

T
Die Matrix S der Ordnung p* + 1 ist definiert als S = ( 01 )
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Die Einheitsmatrix I besteht aus Einsen auf der Diagonalen und Nullen sonst. Das heifit
also, dass wenn wir S + [ addieren, die Null Elemente auf der Diagonalen von S durch
die +1 Elemente auf der Diagonalen von I ersetzt werden. Damit hat Hy =S+ 1
nur noch +1 und —1 Eintrage und somit ist die erste Eigenschaft tiberpriift.

Nun betrachten wir die orthogonale Eigenschaft der Zeilen von H.

Die Matrix @) besteht aus Eintragen der Funktion y angewendet auf die Differenzen
zwischen den Elementen in GF(p*). Die Eigenschaft! 3, x(b) - x(b+ ¢) = —1 fiir
b € GF(p") und ¢ # 0 erméglicht es uns zu zeigen, dass das Skalarprodukt zwischen
verschiedenen Zeilen von () gleich —1 ist. Das bedeutet, dass die Zeilen von () nicht
orthogonal zueinander sind.

Um die Orthogonalitit der Zeilen von Hpq = S+ I zu erreichen, fiigen wir der ersten
Spalte von ) den Wert —1 hinzu und der ersten Zeile den Wert 1. Dadurch erhalten
wir die Matrix S, deren Zeilen orthogonal zueinander sind.

Die Matrix Hx, erhdlt man, indem man die beiden Matrizen S und I addiert. Dadurch
werden die Null Elemente auf der Diagionalen von S durch die +1 Elemente auf der
Diagonalen von I ersetzt.

Schauen wir uns diese Vorgehensweise am vorherigen Beispiel der Konstruktion einer
8 x 8 Hadamard-Matrix Hg an. Wir betrachten z.B. die Zeilen 2 und 3 der Matrix S.
Indem man I addiert, wird der Eintrag 0 an der Stelle (2,2) und (3,3) zu +1. Aber es
andert sich nichts am Skalarprodukt der Zeilen 2 und 3 da sich die beiden verédnderten
Eintrage gegenseitig wegkiirzen (1-1+ (—=1)-1=1—-1=0).

Somit bleiben die Zeilen 2 und 3 von S auch nach addieren von I orthogonal zueinander.

Im allgemeinen Fall kann man das durch die Eigenschaften der Funktion y beschreiben.
Wir wissen bereits, dass fiir die Ordnung n gelten muss, dass n = p* + 1 = 0(mod4)
und mit GF(p*) haben wir einen endlichen Korper der Ordnung p*.

Wir zeigen den allgemeinen Fall der Orthogonalitat der Zeilen von H . mithilfe des ver-
allgemeinerten Euler-Kriteriums und leiten die relevante Eigenschaft der Funktion y ab.

Das verallgemeinerte Euler-Kriterium besagt, dass fiir ein beliebiges Element a € GF(p)
mit einer ungeraden Primzahl p und einer ganzen Zahl k > 1 ein Element 2 € GF(p)
existiert, sodass a = 22 in GF(p¥), genau dann wenn a®" ~9/2 = 1 in GF(p).

Wir wollen nun zeigen dass die Gleichung x(—a) = —x(a) Va € GF(p*) gilt.

Zunéachst setzen wir in das verallgemeinerte Euler-Kriterium ein und erhalten dass
x(—a) = (—a)®*~1/2 und y(a) = @ ~D/2 ist.

'MARSHALL HALL JR Combinatorial Theory, 1976, Lemma 14.1.1.
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Wir miissen also zeigen dass (—a)®" —9/2 = —q@*~1/2 il

Also gilt es zu iiberpriifen ob der Exponent (p¥ — 1)/2 ungerade ist. Beim vorherigen
Beispiel! fiir p =7 und k = 1 ist der Exponent ungerade und es gilt x(—a) = —x/(a).
Ein weiters Beispiel wére fiir p = 5 und k£ = 1, allerdings ist dann der Exponent
gerade und somit ist die Gleichung nicht mehr erfiillt. Deswegen haben wir bei der
Konstruktion von Paley noch die zuséitzliche Bedingung, dass fiir die Ordnung n gelten
muss dass n = p* + 1 = 0(mod4). Wenn man diese Bedingung auf unseren Exponenten
anwendet, muss also p* — 1 = 2(mod4) gelten.

Wegen dieser Bedingung folgt dann dass der Exponent (p* — 1)/2 immer ungerade ist.
Somit gilt die Gleichung x(—a) = —x(a) Va € GF(p*).

Aus dieser Gleichung kénnen wir schlussfolgern, dass bei der Konstruktion von Paley
auch y(a — b) = —x(b — a) Va,b € GF(p*) gilt, daraus folgt also dass beim Skalar-
produkt der verschiedenen Zeilen die Eintrige in der Matrix sich selbst wegkiirzen.
Insofern folgt die gewiinschte Symmetrie der Zeilen und somit ist jede Zeile orthogonal
zu jeder anderen Zeile. Die Orthogonalitit der Spalten gilt dann per Definition von
orthogonalen Matrizen automatisch.

Nachdem wir nun die beiden Eigenschaften iiberpriift haben kénnen wir schlussfolgern
dass die Matrix H_; tatsichlich eine Hadamard-Matrix ist.

I BEISPIEL SEITE 12
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5 Gruppentheoretische Aspekte von Hadamard-Matrizen

5.1 Erinnerung an die Gruppentheorie

Eine Gruppe ist ein Paar (G, *) ,wobei G eine Menge ist und #* eine Verkniipfung
darstellt. Dabei gilt die Abbildung * : G x G — G, (a,b) — a*b. Damit (G, *) als
Gruppe bezeichnet werden kann, muss die Verkniipfung assoziativ sein, ein neutrales
Element und inverse Elemente besitzen.

Die Gruppe (G, *) heifit abelsch, falls zusétzlich noch die Kommutativitét erfiillt ist.

5.2 Verbindung zur Gruppentheorie

5.2.1 Einfiihrung in kozyklische Hadamard-Matrizen

Viele Codes und Sequenzen, die fiir eine robuste oder sichere Kommunikation entwickelt
wurden, werden aus Hadamard-Matrizen aufgebaut. Dabei werden die —1 Eintrige zu
Nullen umgewandelt und somit besteht das Alphabet nur noch aus {0, 1}.

In dieser Einfiihrung beschreiben wir den notwendigen Hintergrund zu Kozykeln und
ihren Eigenschaften. Auflerdem stellen wir die aktuellen Ergebnisse zur Theorie der
kozyklischen Hadamard-Matrizen und ihre Anwendungen in dem Bereich der Fehler-
korrekturcodes dar.

Wir befassen uns hier nur mit 2-Koykeln, obwohl n-Kozykel auf endlichen Gruppen fiir
jedes n > 1 definiert sind. Der Schwerpunkt liegt auf der Darstellung von 2-Kozykeln
als zweidimensionale Matrizen mit interner Struktur; die hoherdimensionalen Matrizen,
die hoheren Kozykeln entsprechen, werden nicht betrachtet.

Spéter untersuchen wir die Auswirkungen der Einfiihrung einer kombinatorischen Ei-
genschaft, die wir als Orthogonalitat bezeichnen, auf Kozykel. Dies ist die Eigenschaft,
die ein Kozykel haben muss, wenn er eine kozyklische Hadamard-Matrix hervorbringen
soll. Leider bleibt die Orthogonalitit bei der natiirlichen Aquivalenzoperation, der
Kohomologie, auf Zyklen nicht erhalten, was die Effektivitdt der Suche nach ortho-
gonalen Kozyklen in der Gruppe der Kozyklen bisher eingeschréankt hat. Deswegen
gibt es seit kurzem eine stirkere Aquivalenzbeziehung, die sogenannte Verschiebungsé-
quivalenz die die Orthogonalitat bewahrt. Dies wird angewendet, um eine Korrespon-
denz zwischen "Biindeln" orthogonaler Kozykel und Aquivalenzklassen kozyklischer
Hadamard-Matrizen herzustellen.
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5.2.2 Kozykel

Sei GG eine endliche Gruppe und C' eine endliche abelsche Gruppe. Ein Kozykel ist eine
Abbildung ¢ : G x G — C, die die Kozykel-Gleichung erfillt:

U(g, h)(gh, k) = ¢ (g, hk)i(h, k)

Ein auf G x G definierter Kozykel ¢ wird als eine G-kozyklische Matrix dargestellt d.h.
eine quadratische Matrix, deren Zeilen und Spalten durch die Elemente von G unter

einer bestimmten Ordnung angegeben sind und deren Eintrag an der Position (g, h)
gleich (g, h) ist. Wir schreiben My, = [¢(g, h)]g nec-

Beispiel:

Wenn G = (Z3)"™ mit Kennzeichnung durch die binire Darstellung der ganzen Zahlen
{0,...,2" — 1} und C = Zy gegeben ist, dann ist ¢(u,v) = (—=1)"", fir alle u,v € G
ein Kozykel und M, ist die Sylvester-Hadamard Matrix' der Ordnung 2".

5.2.3 Eigenschaften von Kozykeln und kozyklischen Matrizen

Man beachte, dass h = 1 in der Kozykel-Gleichung bedeutet, dass (g, 1) = 1(1,k) =
¥(1,1),Vg, k € G. Wir folgen dem tblichen Gebrauch und nehmen von nun an an,
dass ¢ normalisiert ist, d.h. ¢/(1,1) = 1. Folglich kann die Matrix M, so geschrieben
werden, dass die erste Zeile und die erste Spalte alle 1len sind.

Definition:
Ein Kozykel 1 ist symmetrisch, wenn (g, h) = ¥(h, g) Vg, h € G.
Aquivalent dazu ist M, eine symmetrische Matrix.

Anmerkung:
Fiir jedes G und C bildet die Menge der Kozykeln eine abelsche Gruppe Z?(G, C') unter
punktweiser Multiplikation.

K APITEL 4.2 KONSTRUKTION VON SYLVESTER
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5.2.4 Orthogonale Kozykeln und ihre Aquivalenzen

Definition:
Ein Kozykel ¢ : G x G — 7 ist orthogonal, wenn fiir jedes g # 1 € G gilt:

[{h € G (g, h) = 1} = |G[/2

oder dquivalent dazu, wenn im Gruppenring Z|[Z,| fiir jedes g # 1 € G gilt:

Z Y(g,h) = |§| ce fir e:=(+1)+ (—1) € Z[Z,]
heG

Satz:
Die Definition der kozyklischen Orthogonalitét ist eine dquivalente Formulierung der
Bedingung, dass die kozyklische G-Matrix My, eine Hadamard-Matrix ist.

Beweis:
Wir wollen zeigen dass die kozyklische G-Matrix My, eine Hadamard-Matrix ist.

Um zu beweisen, dass die kozyklische G-Matrix M, eine Hadamard-Matrix ist, zeigen
wir, dass alle Eintrage entweder +1 oder -1 sind und dass alle Zeilen und Spalten
orthogonal zueinander sind.

Die Gruppe Zs besteht nur aus {—1, 41} Elementen und daher sind alle Eintrage von
M, entweder +1 oder -1.

Um zu zeigen, dass alle Zeilen von M, orthogonal zueinander sind, verwenden wir
Lemma 6.6 aus dem Buch von Horadam?.

Lemma 6.6 besagt: Wenn G eine endliche Gruppe ist und ¢ € Z*(G,Z,) ein Kozykel
ist, dann gilt in Z[Z,] fur jedes Paar h, k € G:

Y p(h,g)p(k,g) ™ = w(hk™ k)Y p(hk (1)

geG geG

Folglich ist My, orthogonal sobald ¢ orthogonal ist und fiir die Gruppe Z, folgt dann
die Orthogonalitat der Zeilen und Spalten von der Matrix M.

'K.J.HORADAM Hadamard Matrices and Their Applications, Princeton University Press, 2007
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Der Beweis dieses Lemmas lautet wie folgt:

Beweis. Sei d = hk~!. Dann haben wir:

LHS = Y o(dk, g):(k, g) "

geG
=> (v (d, kg)(k, 9))¢(k, )"
geG
= (d, k)" Y w(d, kg)
geG
= RHS

Zs ist eine endliche Gruppe der Ordnung 2. Wenn ¢ orthogonal ist, bedeutet dies dass

fir jedes d # 1 € G gilt: 3 cq¥(d, g) = % - e. Daher ist die Gleichung (1) aus dem
1G]

Lemma 6.6 gleich wie fiir 5

- e und somit ist M, orthogonal.
O

Die Bedeutung von diesem Lemma ist dass eine kozyklische G-Matrix M, iiber C' eine
normalisierte Hadamard-Matrix ist sobald 1) orthogonal ist.

Daraus folgt, dass alle Zeilen von M, orthogonal zueinander sind.
Das gleiche Argument gilt auch fiir die Spalten von M, und somit ist der zweite Teil
des Beweises abgeschlossen.

5.2.5 Anwendungen auf fehlerkorrigierende Codes

Viele Codes werden aus Hadamard-Matrizen oder aus verwandten symmetrischen Block-
designs oder Differenzmengen gebildet. Wenn die fiir die Konstruktionen verwendete
Hadamard-Matrix kozyklisch ist, sind die resultierenden Codes kozyklische Hadamard
Codes. Folglich ist z.B. der Reed-Muller-Code erster Ordnung (konstruiert aus den
Sylvester-Hadamard-Matrizen) ein binér kozyklischer Hadamard-Code.
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