Kapitel 9
Autokorrelation

“There is always an easy solution to every hu-
man problem — neat, plausible and wrong.”
(H.L. Mencken)

Autokorrelation bedeutet ‘mit sich selbst korreliert’, das heif3t, verschiedene Beob-
achtungen einer Variable sind untereinander korreliert. Damit ein solches Muster
interpretierbar ist, muss die Reihenfolge der Beobachtungen einer logischen Ordnung
gehorchen, wie dies zum Beispiel bei Zeitreihen der Fall ist. Weil Autokorrelation in
erster Linie ein Zeitreihenproblem ist werden wir in diesem Kapitel anstelle des fiir
Querschnittsdaten tiblichen Index ¢ den Index ¢ (fiir #ime) fiir die Beobachtungen
verwenden, mit ¢t = 1,2,...,7T, wobei T die Anzahl der Beobachtungen bezeichnet
(analog zu n fiir Querschnittsdaten).

Bei Autokorrelation sind also die Werte einer Variable zum Zeitpunkt ¢ mit Werten
dieser Variable in Vorperioden t — 1, t — 2, t — 3, ... korreliert.

Zum Beispiel sind die Konsumausgaben der Periode ¢ hiufig mit den Konsumausga-
ben der Vorperiode ¢t — 1 korreliert. Damit ist eine Annahme des ‘random sampling’
verletzt, die Ziehungen sind nicht unabhéngig.

Wenn in der Okonometrie einfach von Autokorrelation (‘serial correlation’) gespro-
chen wird bezieht sich dies fast immer auf eine Autokorrelation der Storterme e;.

Im allereinfachsten Fall ist jeder Stérterm mit dem Storterm der Vorperiode korre-
liert ist, das heift

cov(e,ei-1) #0

Selbstverstindlich kénnen auch ‘weiter auseinanderliegende’ Storterme untereinan-
der korreliert sein

cov(e,er—p) = El(er — €)(e1—p — &)] = E (e161—p) #0 firp=1,2,...

wobei p den time lag (Zeitverzogerung) bezeichnet. Wenn p = 1 ist impliziert dies,
dass jede Beobachtung mit der Beobachtung der Vorperiode (¢ — 1) korreliert ist;
wenn z.B. p = 3 ist die 4. mit der 1. die 5. mit der 2. Beobachtung usw. korreliert.
Man beachte, dass durch die Lag Bildung p Beobachtungen am Anfang der Zeitreihe
verloren gehen.
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Exkurs: Bildung von zeitverzogerten Variablen (time lags) und ersten Differenzen:

t Yo Y1 Ye—2 Y3 Ay =Y — Y
1 12 - - = =

2 9 12 = = -3

3 14 9 12 — 5

4 16 14 9 12 2

5 20 16 14 9 4

Exkurs:

Wir haben schon frither erwidhnt, dass durch eine logarithmische oder Potenz-
Transformationen von Variablen manchmal eine Stabilisierung der Varianz erreicht
werden kann.

Ahnlich kann bei trendbehafteten Zeitreihendaten manchmal durch Differenzenbil-
dung eine Stabilisierung des Mittelwertes erreicht werden.

Bildung erster Differenzen:

Yo = P1+ Bamia+ B3xe3+ 0+ BrTik + &
Y1 = Bi+ Boxe12+ B3xe13+ -+ BruTi—1k + €11 /-

Ay = BolAwio + PsAzig + - 4 BpAze + Agy
= Interzept fillt raus!

Differenzenbildung wirkt dhnlich wie ‘fized effects’,
— zeitinvariante Information geht verloren!

Erste Differenzen mit Trend

¥y = Pr+aTrend; + Bowo + Basxes + -+ Beer + &
Yi—1 = Pi+aTrend,_; + Boxy_19 + B3xi—13+ -+ + BeTi—1k + €121 /-

Ay = o+ BoAxio + B3Axeo + - - - + B Az + Agy

= Koeffizient von Trend erscheint als Interzept!
(Beachte: Trend; — Trend; 1 =1 V t)
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Exkurs: Autokorrelation kann héufig schon in einem Residuenplot erkannt werden.
Im h&ufigeren Fall von positiver Autokorrelation sind ‘Cluster’ von positiven und
negativen Residuen zu beobachten, wenn eine Beobachtung iiber (unter) der Re-
gressionsgeraden liegt, liegt die ndchste Beobachtung mit hoher Wahrscheinlichkeit
ebenfalls wieder iiber (unter) der Regressionsgerade.

Beispiel: Kurzfristiger Zinssatz (IRS), Osterreich 1970 — 2008 (OECD, Economic
Outlook)

Scatterplot: R vs. TREND

IRS = 7.5755 — 0.0258 Trend 8
(23.0764) (—7.0425)

R2=0243, DW=0124 T =156 1 %
14+ @

In diesem Fall beobachten wir positi- 12 §O§

ve Autokorrelation, wenn der Storterm . 008

in Periode t groBer Null ist (g > %

0), ist mit grofler Wahrscheinlichkeit &

der Storterm der ndchsten Periode €,
ebenfalls positiv.

Nebenstehende Abbildung zeigt typi- :
sche Residuen bei positiver Autokorre- 0 100 200 300 400 500
lation. TREND

Die durch Autokorrelation verursachten Probleme dhneln in mehrerer Hinsicht denen
bei Heteroskedastizitéat. Erinnern wir uns, die Gauss-Markov Annahme A4 verlangt

g ~i.i.d.(0,0?)

d.h., dass die Storterme ‘“dentical and independently distributed’ sind. Bei Heteros-
kedastizitédt war die Annahme ‘identical distributed’ verletzt, d.h. die Varianz o? war
nicht fiir alle Beobachtungen gleich sondern in irgendeiner Form von den erkldrenden
Variablen abhéngig. Bei Autokorrelation ist die Annahme ‘“independently distribu-
ted’ verletzt, d.h., die Beobachtungen sind nicht unabhéngig von der Reihenfolge
der Ziehung, was zu einer Korrelation zwischen einzelnen Stértermen fiihrt.

Selbstverstandlich kénnen Heteroskedastizitédt und Autokorrelation auch gemeinsam
auftreten, und tun dies auch héufig. Heteroskedastische und/oder autokorrelierte
Storterme werden manchmal als ‘non-spherical disturbances’ bezeichnet.

Wir werden spéter sehen, dass auch die Auswirkungen von Autokorrelation denen
von Heteroskedastizitét sehr dhnlich sind, d.h. die OLS-Schétzer bleiben zwar erwar-
tungstreu und konsistent, sind aber nicht mehr effizient. Die mittels OLS geschétzten
Standardfehler der Koeffizienten sind dariiber hinaus verzerrt und auch nicht kon-
sistent, d.h. die Teststatistiken (t- und F-Statistiken) sind bei Vorliegen von Auto-
korrelation ungiiltig!
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9.1 Autoregressive Prozesse 1. Ordnung,
AR(1) Prozesse

Wie schon erwahnt beschéftigen wir uns in diesem Abschnitt ausschlieflich mit einer
Autokorrelation der Storterme.

Im einfachsten Fall ist jeder Storterm mit dem Storterm der Vorperiode korreliert,
d.h. wir gehen von folgendem datengenerierenden Prozess aus:

Yy = Bi+ Bawgp + o+ Brry + &
g = pe1+vy mit v ~id.d.(0,02)

wobei der griechische Buchstabe ‘upsilon” v Storterme der zweiten Gleichung be-
zeichnet. Aus Griinden, die wir spéter noch néher erldutern werden, wird p ‘Auto-
korrelationskoeffizient’ genannt.

In diesem Fall folgen die Storterme € einem autoregressiven Prozess 1. Ordnung
bzw. AR(1), da jeder Storterm nur mit dem Stérterm der Vorperiode korreliert ist

Wenn wir im restlichen Abschnitt einfach von Autokorrelation sprechen meinen wir
stets — sofern nicht anders erwdhnt — Storterme ¢;, die einem autoregressiven Pro-
zess 1. Ordnung AR(1) folgen. Aulerdem nehmen wir vorldufig an, dass simtliche
restlichen Gauss-Markov Annahmen (wie z.B. E(g;) = 0 und Homoskedastizitét
var(g;) = 0?) erfiillt seien.

Die Autokorrelation kann positiv oder negativ sein, je nach dem Vorzeichen von p
(siche Abbildung [0.1]). In makrotkonomischen Zeitreihen tritt positive Autokorrela-
tion weitaus haufiger auf als negative Autokorrelation.

9.1.1 Mogliche Ursachen fiir Autokorrelation

Wir wissen, dass die Vergangenheit haufig Auswirkungen auf die Gegenwart und Zu-
kunft hat, die nicht im systematischen Teil einer Regressionsgleichung erfasst werden
kann. Dies kann dazu fithren, dass die iiber die Zeit gesammelten Beobachtungen
nicht voneinander unabhéngig sind, also zu Autokorrelation fiihren.

Zum Beispiel wirken sich Ereignisse wie Erdbeben, Borsencrashs oder andere
‘Schocks’ héufig nicht nur in der Periode des Auftretens auf die Wirtschaft aus,
sondern auch in den Folgeperioden, aber hiufig werden diese Auswirkungen iiber
die Zeit hinweg schwiicher. Wenn diese Einfliisse nicht explizit gemessen und in
den z-Variablen beriicksichtigt werden, sind diese Effekte in den Stortermen enthal-
ten und fithren dort zu Autokorrelation. Generell fithrt Persistenz in 6konomischen
Zeitreihen héufig zu autokorrelierten Residuen.

Weitere mogliche Ursachen fiir Autokorrelation sind

e Trigheit (Inertia) in der Anpassung: z.B. Konjunkturzyklen.

L Allgemeiner spricht man von einem autoregressiven Prozess der Ordnung p AR(p), wenn g; =
P1€t—1 + p2gi—2 + -+ + pp€t—p + vy aber wir wollen uns in diesem Abschnitt auf den einfacheren
Fall von AR(1) Prozessen e; = pe;_1 + v; beschriinken.
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Positive Autokorrelation: p = +0.8 Negative Autokorrelation: p = —0.8
v = 0.5+ 0.7z; + €5, ¥, =05 +0.7z; + ¢
g = +0.85;_1 +v, v~ N(0,10%) g, = —0.8_1+v, v~ N(0,10%)

s
3

Abbildung 9.1: Autokorrelierte Storterme: Die Storterme sind untereinander kor-

reliert, d.h. cov(g;, ;) # 0.

Y

xT

Abbildung 9.2: Eine fehlspezifizierte Funktionsform kann zu Autokorrelation in

den Residuen fiihren.

Fehlspezifikation, falsche Funktionsform: wenn z.B. der wahre Zusam-
menhang log-linear ist und eine lineare Funktion geschéitzt wird (vgl. Abbil-

dung 0.2).

Fehlspezifikation, fehlende Variablen: Der Storterm représentiert den
Einfluss aller nicht beriicksichtigten erklarenden Variablen. Wir erwarten, dass
der Einfluss dieser Variablen gering ist und dass sie sich in ihrer Wirkung im
Durchschnitt gegenseitig aufheben. Wenn sich die ‘ausgelassenen’ Variablen
aber sehr dhnlich verhalten kann dies zu Autokorrelation fiithren.

Messfehler in den abhéngigen Variablen.
Cobweb-Phénomen (Schweinezyklus)

Daten-Transformationen (z.B. Glattungs- oder Filterverfahren, Saisonsbe-
reinigungen).
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Autokorrelation kann prinzipiell sowohl bei Zeitreihen- als auch Querschnittsdaten
auftreten, spielt aber bei Zeitreihenanalysen eine weit groflere Rolle. Fiir Zeitreihen-
daten stellt Autokorrelation vermutlich das mit Abstand hiufigste Problem dar. Bei
Querschnittsdaten ist nur dann auf Autokorrelation zu achten, wenn die Reihenfol-
ge der Beobachtungen einer bestimmten logischen Ordnung gehorcht. Zum Beispiel
konnen Daten fiir regionale Einheiten, wie. z.B. Gemeinden oder Bezirke, rdumliche
Autokorrelation ( ‘spatial autocorrelation’) aufweisen.

9.1.2 Stationaritit

Da im Fall von Autokorrelation die Annahme der Unabhéngigkeit der Storterme
verletzt ist, benotigen wir eine zusétzliche Annahme, ndmlich dass der Autokorrela-
tionskoeffizient p der Beziehung ¢; = pe;_1 + vy zwischen minus und plus Eins liegt
(—1 < p < 1), die sogenannte Stationarititsannahme.

Wiire der Absolutbetrag von p grofler als Eins wiirden die Storterme €, = pe;_1 + vy
im Zeitablauf immer gréfer werden und gewissermaflen ‘explodieren’; was offensicht-
lich fiir die meisten Zeitreihen nicht beobachtet wird.

In der Zeitreihenanalyse wird meistens von stochastischen Prozessen ausgegangen.
Vereinfacht ausgedriickt ist ein stochastischer Prozess (stochastic oder random pro-
cess) eine Folge von Zufallsvariablen in der Zeit, d.h. eine empirische Zeitreihe kann
als Realisation eines stochastischen Prozesses angesehen werden (analog zu einer
Stichprobenziehung aus der Grundgesamtheit bei Querschnittsdaten).

Wiederum vereinfacht ausgedriickt ist ein stochastischer Prozess stationir, wenn
Mittelwert und Varianz iiber die Zeit konstant sind, und wenn die Kovarianz zwi-
schen zwei Zeitpunkten nur von der Lag-Lénge abhéngt, nicht aber von dem Zeit-
punkt, zu dem gemessen wird.

Konkret wird ein stochastischer Prozess {;} schwach stationdr genannt, wenn

e E(g;) unabhéngig von t ist;

e wenn var(e;) ebenfalls unabhéngig von ¢ und eine endliche positive Zahl ist
(var(e;) < 00), und

e wenn cov(g, &,—p) nur eine Funktion von der Lag-Lénge t — p, aber nicht von
t oder p ist.

Fiir einen autoregressiven Prozess 1. Ordnung

Y = B+ Boxso 4+ -+ Brrw + €t
E = pPE—1 T Ut

stellt die Stationaritdtsbedingung —1 < p < 1 sicher, dass die Auswirkungen
verzogerter Storterme mit zunehmenden Verzogerungen (Lags) abnehmen. Wire
dies nicht der Fall, wiirden die Schwankungen im Zeitablauf stdndig zunehmen, und
das Modell wére nicht ‘stabil’. Deshalb werden wir im Folgenden stets annehmen,
dass die Stationaritdtsbedingung erfiillt ist.
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Eine Zeitreihe mit Autokorrelation hat gewissermafien ein ‘Gedéchtnis’ (memory),
dass heifit, eine Zufallsstorung in der Periode ¢ hat Auswirkungen auf die Zukunft,
allerdings werden diese bei stationdren Zeitreihen aufgrund von —1 < p < 1 im
Zeitablauf schwécher und verschwinden schliellich zur Géanze.

Die Stationaritédtsannahme garantiert (gemeinsam mit den restlichen Gauss-Markov
Annahmen), dass

E(é‘t) = E(&Tt_l) = E(&Tt_g) =...=0
var(g;) = var(g,1) = var(er o) =... =0
Intuitiv kann man sich vorstellen, dass die Stationaritdtsannahme sicher stellt, dass
sich die Zukunft dhnlich verhélt wie die Vergangenheit. Wenn dies nicht der Fall
wiére, konnten wir aus den vergangenen Realisationen nichts iiber die Zukunft lernen.

Der Spezialfall |p| = 1, baw. &, = &;_1 + vy, wird ‘unit roots’ genannt und hat in der
Zeitreihenokonometrie eine grofle Bedeutung. Es hat sich ndmlich gezeigt, dass fiir
viele makrookonomische Zeitreihen (z.B. das BIP oder der Konsumentenpreisindex)
die Nullhypothese |p| = 1 hidufig nicht verworfen werden kann, was weitreichende
Konsequenzen fiir die Schétzung hat.

Eine intuitive Vorstellung von den Problemen vermittelt Abbildung 0.3l Dazu wur-
den 300 standardnormalverteilte Zufallsvariablen v; ~ N(0, 1) generiert (v ist der
griechische Buchstabe upsilon, nicht zu verwechseln mit den lateinischen Buchsta-
ben u oder v). Die Beobachtung 100 wurde auf 20 gesetzt (vi90 = 20). Mit Hilfe
dieser Zufallsvariable erzeugen wir drei Zeitreihen {u;}, {v;} und {w;}, die alle einem
AR(1) Prozess mit unterschiedlichem p folgen

Uy = 0.5 U1 + Uy
vy = 0.95v_1+ v
wy = lwiq +vy

Wie man aus Abbildung[0.3]erkennen kann féllt die erste Zeitreihe v mit p = 0.5 nach
dem einmaligen Schock wieder ziemlich schnell auf ihr urspriingliches Niveau zuriick.
Fiir die Zeitreihe v mit p = 0.95 geht dies nicht ganz so schnell, aber auch sie kehrt
wieder auf ihr urspriingliches Niveau zuriick. Diese Tendenz, zum urspriinglichen
Niveau zuriickzukehren, wird in der Literatur ‘mean reversion’ genannt.

Der AR(1) Prozess w mit p = 1 hingegen wandert schon vor dem Schock im Zeit-
punkt ¢ = 100 ziemlich erratisch umher und zeigt nach dem Schock €199 = 20 keine
Tendenz zur Riickkehr zum urspriinglichen Niveau. Aufgrund dieser Eigenschaft
spricht bei bei solchen Variablen auch von einem ‘random walk’, oder man sagt, die
Variable folgt einem ‘stochastischen Trend’.

Wenn man zwei solche ‘unit roots’ Variablen aufeinander regressiert passieren komi-
sche Dinge, die iibliche statistische Intuition scheint aufler Kraft gesetzt. Man kann
zeigen, dass in solchen Fillen die Koeffizienten und Standardfehler systematisch
verzerrt sind, d.h. die {iblichen Teststatistiken sind nicht mehr anwendbar.

Um dies zu demonstrieren erzeugen wir zwei vollig unabhéngige Zeitreihen

Y = Y1+ U
T+

Tt



Angewandte Okonometrie 8

20
I

10
I

) /’\/\ f/\\mf\/\ﬁ \
U W\f” A

_— rhu:OS
- =0.95

0 50 100 150 200 250 300

Abbildung 9.3: Drei kiinstlich erzeugte AR(1) Zeitreihenprozesse x; = px;_1 + vy
mit p = 0.5,0.95,1.0. Bei Beobachtung 100 wurde der Storterm
auf 20 gesetzt, d.h. £190 = 20 (‘Schock’).

(v ist der griechische Buchstabe nu, gesprochen ‘nii’) mit cov(v,v) = 0 sowie
v; ~ 1.1.d.(0,02), v; ~ 1.i.d.(0,02), Offensichtlich gibt es keine direkte Abhéingigkeit
zwischen y und z, deshalb wiirden wir auf den ersten Blick erwarten, dass in der
Regression

Y = B+ Poxi + &4

der Koeffizient Eg nicht signifikant von Null verschieden ist. Wenn man dieses Ex-
periment aber wiederholt durchfiihrt stellt man fest, dass die t-Statistik in sehr
vielen Féllen einen hochsignifikanten Koeffizienten [, anzeigt. Dies ist allerdings
eine reine Scheinkorrelation (‘spurious correlation’), die nur aus der ‘unit root’
Eigenschaft |p| = 1 folgt. Wie man mit diesem Problem umgeht wird in der Zeitrei-
henokonometrie ausfithrlich behandelt.

Exkurs: Nichtstationire Zeitreihen

Vor Erscheinen des Buches ‘Time Series Analysis’ G. Box und G. Jenkins (1970)
wurden Zeitreihen vorwiegend mit Hilfe deterministischer Trends der Art

Yy = P1 + BoTrend + ¢

modelliert, wobei g, ein stationirer Prozess mit E(¢) = 0 und E(¢)? = o2 ist.

Seither werden Zeitreihen sehr haufig mit Hilfe stochastischer Prozesse modelliert.

Ein sehr spezieller Fall sind stochastische Trends (‘unit root’, ‘random walk’)

Y = Y1 + &
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bzw. stochastischer Trend mit Drift:
Y= B+ Y1 + et

Man kann zeigen, dass im Fall stochastischer Trends die Varianz von ¢; im Zeitablauf
gegen Unendlich geht. Dies verletzt eine Gauss Markov Annahme und man kann
zeigen, dass OLS in diesem Fall unsinnige Ergebnisse liefert!
Fiir den einfachsten Fall

Yt = Yp—1 + E¢
mit € ~ 1.1.d.(0,02) (d.h. E(e) =0, var(e) = 02; E(g;,g;) =0 fiir i # j)
erhélt man durch wiederholte Substitution (y; = (y—2 + £-1) + & mit y; o =
Y3 + €19 etc.)

Yy = & teE1teEot+-tear+wo
E(y) = E(e)+E(eim1) + E(e4—2) + -+ + E(e1) + E(wo)
= E(yy) firallet>1

Aber

var(y,) = var(e;) + var(ee_1) + var(e,—o) + - - - + var(ep) = Z 0 =To?
t=1

d.h. die Varianz nimmt stdndig zu und geht mit ¢ gegen Unendlich! Das bedeutet,
stochastische Trends sind nicht stationér!

Wenn nicht stationédre Zeitreihen aufeinander regressiert werden fiihrt dies zu fol-
genden Problemen:

1. Scheinkorrelationen.
2. die autoregressiven Koeffizienten sind gegen Null verzerrt.

3. Die Verteilung der empirischen ¢-Statistik folgt keiner ¢-Verteilung.

Differenz-Stationaritit: in diesem Fall kann durch einfache Differenzenbildung
eine stationére Zeitreihe erzeugt werden. Fiir einen stochastischen Trend mit Drift
Yo = Pr+ Y1 +ex

Yt — Y1 =P+ &

2

in dem &; ein stationirer Prozess mit E(¢) = 0 und E(¢)? = o2 ist, und 3, eine

Konstante ist.

Eine Zeitreihe heifit integriert vom Grad ¢, wenn die ¢-te Differenz der Zeitreihe
stationdr ist; z.B. I(1) Prozess: die erste Differenz A(y;) := y; — y;—1 ist stationér.
Eine Zeitreihe, die integriert vom Grad Null I(0) ist, ist stationér.
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Dickey-Fuller Test: Es gibt eine Unzahl von Tests auf Unit Roots. Einer der
dltesten und bekanntesten ist der Dickey-Fuller Test, der auf folgender AR(1)
Schétzgleichung beruht

Yt = pYt-1 T &t
ein stochastischer Trend (unit root) liegt vor, wenn p = 1, und wie gesagt ist das
Modell in diesem Fall nicht stationér.

Aus praktischen Griinden wird dies hdufig umgeschrieben (indem von beiden Seiten
y4—1 subtrahiert wird) zu

Yt — Yt—t = A(yt) = (P - 1)?/t—1 +er =0y + &

mit 6 :=p — 1.

In diesem Fall ist die Nullhypothese Hy: 6 = 0, d.h. die Zeitreihe ist nicht stationdr.
Allerdings ist die resultierende Teststatistik aufgrund der Nicht-Stationaritiat nicht
t-verteilt, aber Dickey-Fuller haben eine Tabelle mit den kritischen Werten dieser
Verteilung publiziert.

Praktisch werden drei Falle unterschieden

1. Random Walk: A(y;) = dy;1 + &
2. Random Walk mit Drift: A(y;) = 51 + dys_1 + &

3. Random Walk mit Drift und deterministischem Trend:
A(y:) = B1 + dyi—1 + BoTrend; + &

Die Nullhypothese ist jeweils Nicht-Stationaritat (man sagt auch, der AR-Teil besitzt
eine Einheitswurzel, bzw. unit root) Ho: p = 1, und die entsprechende Alternativ-
hypothese —1 < p < 1.

Fiir alle drei Versionen existieren entsprechende Verteilungstabellen. Es ist allerdings
nicht immer a priori klar, welcher der drei Félle vorliegt, obwohl die Power des Tests
wesentlich von einer korrekten Wahl abhéngt, und eine falsche Wahl zu einem Bias
fithren kann.

Augmented Dickey-Fuller (ADF) Test: bei diesem Test werden zusétzlich so
viele Lags von Ay inkludiert, bis ¢ auf ‘weifles Rauschen’ schlieflen ldsst. Dadurch
ist er auch fiir autoregressive Prozesse hoherer Ordnung geeignet

p
Ayy = By + PaTrend + 6ye 1 + i Y Agsi +

i=1

Fiir Random Walks ohne Drift und ohne Trend ist 8; = 8, = 0. Wiederum liegen
fiir die einzelnen Fille entsprechende Tabellen vor. Ein Problem ist die Bestimmung
der Lag-Lénge p, bei zu wenigen Lags ist der Test verzerrt, bei zu vielen Lags leidet
die Power (Monte Carlo Evidenz deutet darauf hin, dass im Zweifelsfall eher ein
zusitzlicher Lag berticksichtigt werden soll).

Die Tests sind in allen gebrauchlichen Programmen (inklusive kritischen Werten) im-
plementiert, in R ist er in mehreren Paketen verfiighar (z.B. tseries oder nsdiffs),
in Stata z.B. mit dem Befehl dfuller.
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Die Nullhypothese ist auch beim ADF Test Nicht-Stationaritét, d.h. p = 1, bzw.
9 = 0. Ein héaufiges Problem ist, dass diese Tests (insbesondere bei Beriicksichtigung
eines deterministischen Trends) relativ niedrige Power gegeniiber der 1(0) Alterna-
tive haben. Es existieren auch Tests (z.B. KPSS fiir Kwiatkowski, Phillips, Schmidt
and Shin, 1992), deren Nullhypothese einen I(0) Prozess unterstellt.

In giinstigen Fillen kann durch (wiederholte) Differenzenbildung eine Stabilisierung
des Mittelwertes erreicht werden. Allerdings geht bei der Differnzenbildung Infor-
mation iiber die Niveaus (levels) verloren (d.h. alle Variablen, die sich im Zeitablauf
nicht dndern, also zeitinvariant sind, gehen bei der Differenzenbildung verloren).

Eine haufig angewandte Methode, die von diesem Problem weniger betroffen ist, sind
Kointegrations- und Fehlerkorrekturmodelle (Robert F. Engle, Clive W.J. Granger:
(1987) Co-integration and error correction: Representation, estimation and testing.
In: Econometrica Band 55, S. 251-276).

Eine Einfithrung in die Zeitreihenokonometrie finden Sie z.B. auf den Seiten von
Robert Kunst! (Universitdt Wien), z.B.
http://homepage.univie.ac.at/robert.kunst/tsl.pdf,
http://homepage.univie.ac.at/robert.kunst/ts2.pdf,
http://homepage.univie.ac.at/robert.kunst/ts3.pdf.

Gliicklicherweise sind die Folgen weit weniger dramatisch, wenn die Zeitreihen sta-
tionér sind, wenn also |p| < 1 ist. Mit diesem Fall werden wir uns im Folgenden
beschéftigen.

9.1.3 Eigenschaften von AR(1) Prozessen

Fiir die Berechnung der eigentlich interessierenden Varianz-Kovarianzmatrix der
geschitzten Koeffizienten var(8) = [(X'X) ' X'E(ee’) X (X'X) '] bendtigen wir
die Varianz-Kovarianzmatrix der Storterme E(eg’). Fiir den Spezialfall ohne Hete-
roskedastizitit und ohne Autokorrelation (also mit ‘spherical disturbances’) konnten
wir zeigen, dass E(e€’) = o1 ist.

In diesem Abschnitt wollen wir nun die einzelnen Elemente der Matrix

var(e;)  cov(ep, ey -+ cov(er,er)
B(ee') = cov(e'g,el) var.(z—:g) cov(e'g,sT)
cov(er,e1) cov(er,es) ---  var(er)

fiir den Fall von Autokorrelation 1. Ordnung (und homoskedastischer Storterme)
berechnen.

Wir beginnen mit dem Erwartungswert von ¢;. Wenn die Stationaritdtsbedingung
—1 < p < 1 erfiillt ist, sind die Erwartungswerte sowie die Varianzen und Kovarian-
zen im Zeitablauf konstant. Dies impliziert

E(e) = E(g4-1)


http://homepage.univie.ac.at/robert.kunst/
http://homepage.univie.ac.at/robert.kunst/ts1.pdf
http://homepage.univie.ac.at/robert.kunst/ts2.pdf
http://homepage.univie.ac.at/robert.kunst/ts3.pdf

Angewandte Okonometrie 12

woraus flir ; = pey_1 + vy folgt

E(e;) = E(pei_1+vy)
= pE(e-1) + E(v)

= pE(g)+0
(1-p)E(e) = 0
E(e) = 0

wobei der Autokorrelationskoeffizient p ein unbekannter Parameter der Grundge-
samtheit ist. Das heifit, wenn der Storterm e; einem AR(1) Prozess folgt, und

vy = 4 — pey_q alle Gauss-Markov Annahmen erfiillt, ist der Erwartungswert von &,
gleich Null.

Damit kénnen wir uns nun der Varianz-Kovarianzmatrix E(ee’) zuwenden. Wir be-
ginnen mit den Hauptdiagonalelementen:

var(e,) =02, = E(]) =E [(pe_1 + v)?]
= E [p%f_l + 2pgi1vp + Uﬂ
= p*E(ef ) + E(v}) (da ;-1 und v; unabh. sind)

= p*var(e;) + var(uvy) (Stationaritét)
= plol+o? (da ; homoskedast.)
2
2 Oy
var(ey) == 0. = -

Man beachte, dass weder o2 noch p einen Subindex ¢ aufweisen! Das bedeutet, dass
alle Hauptdiagonalelemente der Varianz-Kovarianzmatrix der Storterme ¢ fiir alle ¢
den gleichen Wert haben, oder in anderen Worten, dass die Storterme homoskeda-
stisch sind!

Wenden wir uns nun den Nebendiagonalwerten der Varianz-Kovarianzmatrix E(ee’)
zu. Die Kovarianzen fiir den ersten time-lag konnen (mit obigen Annahmen) &hnlich
berechnet werden:

cov(ey,em1) = E(egg21)

E[(pei-1 + vi)er-1]
= El[ps} | + vigr]
PE(gffl)

= pvar(e)

cov(ey,e1) = po?

Man beachte, dass p unter der Stationaritdtsannahme als Korrelationskoeffizient
zwischen e; und e;_; interpretiert werden kann

cov(eg, g4 1) po?

corr(gs, 6i-1) 1= = —
(& €-0) Vvar(e;) var(e,_q) 02 g
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weil aufgrund der Stationarititsannahme var(e;) = var(e;_1) = ... = o2 Dies ist
der Grund, weshalb p auch Autokorrelationskoeffizient genannt wird.

Dies gilt — nebenbei bemerkt — auch allgemeiner: corr(gq, g,_,) = pPo?  (p > 0)

Fiir die Berechnung der weiteren Nebendiagonal-Elemente der Varianz-Kovarianz-

matrix E(eg’), d.h. cov(ey, e,_2), cov(es, €4_3), . . ., beriicksichtigen wir, dass aus
€t = pPEt—1 T U
und €1 = pgro+ U

durch Substitution folgt

e = [p(pei—a +vi1) + vy
= plera+ puo1 + vy

Also:

cov(ey, e4-0) = E [(,02515—2 + pvi—1 + Ut)i‘?t—ﬂ

_ 2 2
= po;

da E(vi_161-9) = E(vg4_2) = 0) und E(v;) = 0.
Analog dazu folgt durch weitere Substitution

cov(ey, e0-3) = p'o

LI SHUE )

cov(ey, e24) = po

Damit haben wir alle Elemente der Varianz—Kovarianzmatrix eines AR(1) Prozesses
beisammen, die gesuchte Varianz-Kovarianzmatrix der Stérterme ist also

1 p p2 “ .. pT_l
p 1 p - p?
Eee)=o2| M p 1 - p7 [ =p20=V (9.1)
pT—l pT—Z pT—3 1
mit )
2 O-’U
o, = =2

Man beachte, dass diese Varianz-Kovarianzmatrix eine sehr einfache Form hat, sie
enthilt nur die unbekannten Parameter o2 und p.

Mit Hilfe dieser Matrix kénnen wir spéter eine geeignete Schitzmethode fiir Auto-
korrelation finden.
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9.1.4 Konsequenzen von Autokorrelation

Wir haben schon frither erwéihnt, dass Autokorrelatiop der Storterme nicht die Er-
wartungstreue der OLS Schétzer fiir die Koeffizienten 3 beeinflusst, wenn die Gauss-
Markov Annahmen Al — A3 (insbesondere E(e | X) = 0) erfiillt sind, da

EB)=E[(X'X)"'X'(XB+¢)] =B+E(X'X)'X'e) =8

Allerdings wiirden wir bei Anwendung der einfachen OLS Methode die ‘falsche’
Varianz-Kovarianzmatrix der Koeffizienten var(3) = 62(X’X)~! verwenden anstatt
der ‘richtigen” Varianz-Kovarianzmatrix der Koeffizienten

var(B) = o2(X'X) ' X' E(ee') X (X' X) ™!

vgl. Gleichung (O.1), deshalb ist der OLS-Schétzer nicht effizient, und die Standard-
fehler der Koeffizienten sind verzerrt!

Wir fassen zusammen:

e Der OLS-Schétzer ist bei Vorliegen von Autokorrelation in den Residuen zwar
weiterhin unverzerrt und konsistent, aber nicht mehr effizient. Zudem
hat eine einmalige Storung langfristige Auswirkungen, allerdings mit abneh-
menden Gewichten.

e Schlimmer, die Standardfehler der geschitzten Koeffizienten sind in
der Regel verzerrt, d.h. die Teststatistiken sind nicht langer giiltig.

Im Falle der (hdufigeren) positiven Autokorrelation werden die Standardfeh-
ler der Koeffizienten systematisch unterschdtzt (d.h. sie sind nach unten ver-
zerrt), wodurch die Prézision der geschitzten Parameter dberschdtzt wird.
Dies fithrt dazu, dass die Nullhypothese zu héufig verworfen wird, wenn sie
tatsdchlich akzeptiert werden sollte. Aulerdem fithrt dies haufig zu einem sehr
groflen Bestimmtheitsmafl und zeichnet somit ein zu optimistisches Bild von
der Schétzung.

e Wie wir im n#chsten Abschnitt zeigen werden, fithrt Autokorrelation in Re-
gressionen mit einer verzogerten abhéngigen Variablen als Regressor (z.B.
Y = P14 Poyr—1+ B3 +¢¢) zu Endogenitat (d.h. zu einer Korrelation zwischen
dem Regressor y;_; und dem Storterm &), deshalb liefert die OLS—Schétzung
in diesem Fall verzerrte und nicht konsistente Ergebnisse.

Eine intuitive Idee von den Auswirkungen (positiver) Autokorrelation vermittelt
Abbildung 0.4l Je nachdem, ob das erste Residuum e; positiv oder negativ ist,
wird die Steigung iiber- oder unterschétzt. Da aber das erste Residuum mit gleicher
Wahrscheinlichkeit positiv oder negativ ist, ist die Schétzung weiterhin unverzerrt.
Allerdings minimiert OLS die Quadratsumme der Residuen ohne Beriicksichtigung
der Autokorrelation, deshalb gibt OLS einen ‘zu guten Fit’. Aus diesem Grund ist
das Bestimmtheitsmafi R? bei positiver Autokorrelation in der Regel irrefithrend
grof.
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PY yt:gl‘f‘B\Qﬂ?t‘i‘ét

Yy = P1 + Pexy + €t

Abbildung 9.4: Positive Autokorrelation, wahrer (durchgezogene Linie) und
geschétzter (strichlierte Linie) Zusammenhang; OLS ist erwar-
tungstreu, aber nicht effizient, im linken Fall wird die Steigung
unterschétzt, weil der erste Storterm e, positiv ist, im rechten Fall
wird die Steigung iiberschétzt, weil der erste Stérterm €; negativ
ist.

9.1.5 Autokorrelation mit verzogerten endogenen Variablen

Besondere Vorsicht ist geboten, wenn auf der rechten Seite der Regressionsgleichung
eine verzogerte abhéngige Variable vorkommt und der Stérterm dieser Regression
autokorreliert ist. Wenn z.B.

v = B+ Bayr + e
mit &, = pe1 + Uy

mit v, ~ 1.i.d.(0,07,) fithrt dies zu einer Korrelation zwischen dem Stérterm und
dem Regressor, also zu Endogenitit.

Yy = P14 Bor—1 + e
= B+ By + per—1 + vt
——
&t

= Bi1+ Bay +p (Yr—1 — B1 — Bathr—2) + vy

~~
€t

durch einsetzen von g,_1 = ;1 — 1 — Bays—2. Da y,_1 sowohl als erkldrende Variable
als auch im Storterm vorkommt sind diese korreliert!

Wihrend die OLS Schétzer fiir die Koeffizienten bei Autokorrelation ohne
verzogerten endogenen Variablen erwartungstreu sind, fithrt Autokorrelation ge-
meinsam mit verzdgerten endogenen Variablen zu Endogenitéit, und in diesem Fall
OLS Schitzer fiir die Koeffizienten 8 weder erwartungstreu noch konsistent!
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In solchen Féallen werden hiufig weitere lags von y als Regressoren verwendet, bis
die Autokorrelation im Storterm vernachléassigbar ist.

Wenn geniigend Beobachtungen zur Verfiigung stehen werden in der Praxis oft so
viele Zeitverzogerungen (y;—,) verwendet, bis eine geeignete Teststatistik auf weifles
Rauschen in den Residuen schlieflen ldsst (vgl. Wooldridge, 2005, S. 378f). Dieses
Verfahren liefert oft erstaunlich gute Ergebnisse, da die verzégerten endogenen Varia-
blen den Einfluss unbeobachtbarer Variablen erfassen kénnen, die sich im Zeitablauf
nur langsam &dndern.

Dies liefert allerdings ein dynamisches System und hat Auswirkungen auf die In-
terpretation der Koeffizienten. Néheres dazu erfahren Sie in Veranstaltungen zur
Zeitreihenokonometrie.

9.2 Tests auf Autokorrelation

Das Problem bei den Tests auf Autokorrelation besteht darin, dass die Storterme
der Grundgesamtheit €; nicht beobachtbar sind, wir kénnen nur den Residuenvektor
der Stichprobe € beobachten. Wir wissen bereits, dass € = Me mit M = I —
X (X’'X)"'X'. Deshalb gilt selbst unter den Gauss-Markov Annahmen E(€€’) =
E(Mee’'M') = M E(ee’)M = o0>M.

Da aber die Nebendiagonal-Elemente von M nicht gleich Null sind hdangen die OLS—
Residuen von der Matrix X ab und eignen sich deshalb nicht direkt fiir einen Test
auf Autokorrelation.

9.2.1 Durbin—Watson Statistik

Der Durbin-Watson Test war zumindest frither der gebréduchlichste Test auf Auto-
korrelation. Im Unterschied zu den spéter folgenden Tests gilt dieser Test auch in
kleinen Stichproben, er ist also nicht nur asymptotisch giiltig.

James Durbin and Geoffrey Watson (1950) konnten — aufbauend auf einer Arbeit
des Mathematikers John von Neumann — zeigen, dass auf Grundlage der geschétzten
OLS-Residuen ¢&; die Null-Hypothese p = 0 getestet werden kann.

Die Durbin-Watson (DW) Teststatistik ist

T (= A 2
DIV — Zt:Z(i{ Aitfl)
> i1 i
Diese Teststatistik kann Werte zwischen 0 und 4 annehmen, wobei Werte nahe bei
Null auf positive Autokorrelation und Werte nahe bei 4 auf negative Autokorrelation
hindeuten. Im Idealfall sollten die Werte der DW Statistik mdglichst nahe bei 2
liegen. Dies ist erkennbar, wenn man obige Formel ausmultipliziert:

DIV — DoE e 22 (G
> &
Da sich Y &7 und > €72 ;| nur durch eine Beobachtung unterscheiden werden sie in
groflen Stichproben annéhernd gleich sein. In diesem Fall gilt ndherungsweise

DIy ~ 226 =2 %:(étét,l) o1 _ Z(ét&it;l)
= =
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Der Korrelationskoeffizient zwischen &; und &, ist p = > (£,6,1)/ > €2, deshalb
gilt ungefihr
DW ~2(1 - p)

Daraus folgt, wenn p = —1 ist die DW =~ 44, wenn p = +1 ist die DW = 0, also
gilt fiir —1 < p < +1,dass 0 < DW < 4.

Wenn der Korrelationskoeffizient p gleich Null ist, hat die Durbin-Watson Statistik
den Wert 2.

Allerdings héngen die geschitzten OLS—Residuen von den Werten der X Matrix ab,
wir erinnern uns, E(€€’) = 02 M, deshalb ist die Verteilung der DWW Statistik etwas
komplizierter.

Durbin und Watson konnten zeigen, dass sich fiir die Verteilung der DW Statistik
Grenzen angeben lassen, die nur von der Anzahl der z-Variablen und der Anzahl der
Beobachtungen (7") abhéngen, nicht aber von den konkreten Werten der z-Variablen.

Deshalb finden sich in den Tabellen fiir die kritischen Werte der DW Statistik ei-
ne Untergrenze d; und eine Obergrenze dy. Liegt der berechnete Wert der DW
Statistik zwischen diesen beiden Werte liefert der DW Test keine interpretierbare
Aussage. Liegt der berechnete Wert der DW Statistik aber unter dem kritischen
Wert der Untergrenze d;, muss die Nullhypothese p = 0 (d.h. keine Autokorrelation)
zugunsten der Hypothese positiver Autokorrelation verworfen werden.

Konkret ist die DW Statistik in Bezug auf Autokorrelation 1. Ordnung folgender-
mafen zu interpretieren:

0< DW <dp, Verwirf Nullhypothese p = 0,
— positive Autokorrelation
dp < DW < dy keine Aussage moglich
dy < DW <2 Akzeptiere Nullhypothese p = 0
2 < DW < 4—dy Akzeptiere Nullhypothese p = 0
4 —dy < DW < 4—dp keine Aussage moglich
4—dp < DW <4 Verwirf Nullhypothese p = 0,
— negative Autokorrelation

Beispiel: Angenommen wir mochten eine lineare Kostenfunktion
COST = j3;, + 3,OUTPUT + &

schétzen und erhalten folgendes Ergebnis

COST = 16647 + 19.93 OUTPUT + &
(8.75) (6.50)

R*=084 DW =071 T=25
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| | | |
| | | |
| | | |
# | : %

Verwirf Hy | U I Verwirf I - 1 Verwirf Hj
| n- | n- |

¥ I schérfe- 1 Z%%ir I_IiI*O I schérfe- 1 4
Positive | bereich | 0 | bereich ! Negative
Auto- : | | : Auto-

Korrelation . (keine Autokorrelation) Korrelation
| | | |
| | | |
| | | |

0 dr, dys 2 4 —dy 4—d; 4

Hy: keine positive Autokorrelation
Hj: keine negative Autokorrelation

Abbildung 9.5: Die Durbin-Watson Statistik

Tabelle 9.1: Durbin-Watson Statistik: Untere (d;) und obere (dy) Schranken
der kritischen Werte des Durbin-Watson Tests; 5% Signifikanzniveaus
(v = 0.05). T ist die Anzahl der Beobachtungen, und & die Anzahl
der erkldrenden Variablen ohne Interzept!

b= k=2 k=3 k= k=5
T | d, dy | do dy | dp dy | dp dy | dp dy

10 1 0.88 1.32 |1 0.70 1.64 | 0.52 202|038 241|024 282
15 | 1.08 1.36 1 095 154|082 1.75|0.69 197|056 2.21
20 | 1.20 1.41]1.10 1.54|1.00 1.68|0.90 1.83|0.79 1.99
25 | 129 145|121 155|112 1.66|1.04 1.77]0.95 1.89
30 | 1.35 149128 157|121 165|114 1.74|1.07 1.83
40 | 144 154|139 160|134 166 1.29 1.72|1.23 1.79
50 | 1.50 1.59 | 146 1.63| 142 1.67| 138 1.72|1.34 1.77
60 | 1.556 1.62| 151 1.65| 148 1.69| 144 1.73|1.41 1.77
70 | 1.58 1.64 | 155 1.67 | 152 1.70|1.49 1.74|1.46 1.77
80 | 1.61 1.66 | 159 1.69 | 156 172|153 1.74|1.51 1.77
90 | 1.63 1.68|161 1.70|1.59 1.73|1.57 1.75|1.54 1.78
100 | 1.65 1.69 | 1.63 1.72|1.61 1.74 159 1.76|1.57 1.78

Da der empirische Wert der DW Statistik kleiner ist als der kritische Wert d;, = 1.29
muss die Nullhypothese p = 0 (keine Autokorrelation) zugunsten der Hypothese
positive Autokorrelation verworfen werden (fiir o = 0.05).

Wir haben bereits erwéhnt, dass positive Autokorrelation héufig die Folge einer
Fehlspezifikation ist, z.B. falsche Funktionsform oder fehlende relevante x-Variablen.
Deshalb liefert die Durbin Watson Statistik h&ufig auch Hinweise auf eine Spe-
zifikationsfehler allgemeiner Art. In diesem Fall wire offensichtlich eine kubische
Funktionsform

COST = 3, + BOUTPUT + 3,0UTPUT? + 3,0UTPUT? + &
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geeigneter gewesen, wie die Abbildung des Residuenplots (Abb. [0.0]) zeigt

Cost = b0 + b1*Qutput + e
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Abbildung 9.6: Gefittete Werte und Residuen

Achtung: Die Durbin-Watson Statistik ist nur giiltig, wenn die Regression ein In-
terzept enthélt und wenn alle xz-Variablen strikt exogen sind!

Der Durbin—-Watson Test darf auch nicht verwendet werden, wenn eine verzogerte
abhéngige Variable (z.B. y;_1) im Schéitzansatz vorkommt. In diesem Fall ist entwe-
der Durbin’s h Test oder ein allgemeinerer Lagrange—Multiplier Test zu verwenden.

9.2.2 Breusch-Godfrey Serial Correlation LM Test

Wenn die DW Statistik z.B. aufgrund verzogerter endogener Variablen, Endoge-
nitdt oder fehlendem Interzept nicht angewandt werden kann bietet sich ein asym-
ptotischer Lagrange Multiplier (LM) Test an. Dieser Test auf Autokorrelation der
Ordnung p ist auch mit verzogerten abhéngigen Variablen und fiir Instrumentvaria-
blenschétzer anwendbar!

Allerdings ist dieser Test nur asymptotisch giiltig, in kleinen Stichproben kann er
verzerrte FErgebnisse liefern.

Konkret wird die Teststatistik folgendermaflen berechnet: fiir das Modell

Y = P14+ Baia + - + Brau + &4

wird die Teststatistik mittels der folgenden Hilfsregression berechnet:

& = P+ Paro+ -+ By +
+O?16A't71 + -+ (Sépétfp + v

wobei &; die geschétzten Residuen fiir die Storterme €, der Ursprungsgleichung sind.
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Falls keine Autokorrelation vorliegt wiirden wir erwarten, dass die Koeffizienten der
verzogerten Residuen (dy, ..., d&,) nicht gemeinsam signifikant von Null verschieden
sind.

Man koénnte die die gemeinsame Signifikanz dieser Koeffizienten o mittels F-Statistik

testen, aber die exakte Verteilung dieser F-Statistik unbekannt, weil die Residuen
keine unabhéngigen, deterministischen Variablen sind.

Eine zumindest asymptotisch giiltige Teststatistik ist die sogenannte ‘Obs*R-
squared’ Statistik TR? (d.h. Anzahl der Beobachtungen mal Bestimmtheitsma$ aus
der Hilfsregression) aus.

Diese ‘Obs*R-squared’ Statistik ist die eigentliche Breusch-Godfrey LM Test Stati-
stik. Unter ziemlich allgemeinen Bedingungen ist diese Statistik asymptotisch x?(p)
verteilt.

Die Nullhypothese besagt, dass in den Residuen keine Autokorrelation bis zur Ord-
nung p vorliegt.

In R ist dieser Test nach Laden des AER packages mit dem Befehl bgtest(egname)
verfiigbar. Der entsprechende (postestimation) Befehl fiir Stata ist estat
bgodfrey, lags(1).

Als néchstes stellt sich die Frage, was zu tun ist, wenn die Tests auf autokorrelierte
Storterme hinweisen.

9.3 Maflnahmen bei Autokorrelation

Ahnlich wie bei der Heteroskedastizitit konnen auch bei Autokorrelation durch eine
geeignete Transformation der Daten Bedingungen hergestellt werden, unter denen
eine OLS—Schétzung BLUE ist. Dazu gehen wir folgendermaflen vor:

Da das Modell annahmegeméf3 in jeder Periode gelten soll, kénnen wir die um eine
Periode verzogerte Gleichung mit p (dem unbekannten Autokorrelationskoeffizienten
der Grundgesamtheit) multiplizieren und von der urspriinglichen Gleichung subtra-
hieren:

Yy = P+ Poxio 4+ 4 Bray + €4
pyi—1 = pP+pPeri1a+ -+ pBrTi—1k + per1 [ —

daraus folgt

Y — PYt—1 = (1 — ,0)61 + 62 (xtQ — ,Oxtfl,Q) 4+t
S—— T
vi L
+Bk (Tk — pre1p) + (€0 — per—1)
r‘fk Ef;,vt

oder kiirzer
yr = (1= p)B1+ Bawiy + - + Brayy, + €

Der Grund fiir diese Datentransformation ist einfach, die Schiatzung mit den so trans-
formierten Daten fiithrt dazu, dass die neuen Storterme die Gauss-Markov Annahme
A4 erfiillen:
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Wir erinnern uns, dass wir fiir den Storterm angenommen haben e, = pe;_1 + vy,
bzw. vy = ¢, — per_1

Die Storterm e} := ¢; — pe;_1 = v, erfiillen deshalb die Gauss-Markov Annahme A4,
deshalb wére die Schatzung dieses transformierten Modells BLUE, d.h. unverzerrt
und effizient.

Wiirden wir den unbekannten Parameter p kennen kénnten wir einfach das trans-
formierte Modell

vy =(1—p)Bi+ oy + -+ Brayy, +ef firt=2,...,T

schiatzen. Man nennt diese Transformation auch eine “Quasi-Differenzenbildung”,
da von jeder Beobachtung der mit p multiplizierte Wert der Vorperiode subtra-
hiert wird. Diese Transformation wird nach ihren Entdeckern “Cochrane-Orcutt”
Transformation genannt.

Hinweis:” Durch die Quasi-Differenzen - Bildung verlieren wir die erste Beobachtung.
Prais & Winsten haben deshalb eine spezielle Transformation der ersten Beobach-
tung vorgeschlagen, die diesen Nachteil behebt.

Dazu wird nur die erste Beobachtung
Y1 =P+ Pazn1 + &1
mit /1 — p? multipliziert.
VI—p2y =0 V1=p* 45 V1 —=pPoi+/1—p?ey
N’ N—_—— \ ~ " - _

* * * *
Y1 T10 T11 €1

das heift

yi = biayy + By + €1
Diese Transformation der ersten Beobachtung liefert das gewiinschte Ergebnis, da
e} die gleichen Eigenschaften wie v; hat, d.h. Erwartungswert

E(])=v1—-p?E(1) =0

und Varianz

Das komplette Modell ist also

Yy =X"B+v
mit
E(v)=0  und var(v) = BE(vv') = oIy
wobei
Y1 1—p*y V1=p?o
N Y5 Y2 — PY1 (%)
Yy = . = . v = .

YT Yr — pYr—1 vt



Angewandte Okonometrie 22

B * * *
Ty Lyp ot L
* * *
X Tor Lozt Tog
* * *
| T71 T2t Trg
VI—p? 1=p*zyn - 1—pPay
. I—p T2 — PT12 s Lo — PT1k
| 1—p xpa—prr_12 - T — prr_1k

|

Wenn das p der Grundgesamtheit bekannt ist, ist die Schétzung dieses Modells BLU
(best linear unbiased). Der Schétzer 3 fiir 3 ist ein GLS - Schétzer (Generalized Least
Squares Estimator) X

/3 — (X*lx*)—lx*/y*
mit der Varianz-Kovarianz Matrix

var(B) = o2 (X" X") "

Ein Schitzer 62 fiir die Varianz der Storterme o2 kann aus dem transformierten
Modell geschétzt werden

o WXy -Xp) e

v T —k T —k

Das Problem dabei ist, dass fiir diese Transformation eine Schétzung fiir p benotigt
wird, da p ein unbekannter Parameter der Grundgesamtheit ist. Fiir diese Schiatzung
von p wurden verschiedene Verfahren vorgeschlagen, fiir die allerdings nur asympto-
tische Figenschaften bekannt sind.

9.3.1 Schitzung des Autokorrelationskoeffizienten

Die gebréauchlichsten Verfahren zur Schatzung von p sind:

Cochrane—Orcutt: Die Cochrane-Orcutt Prozedur ist ein iteratives Verfahren zur
Schétzung von p. Fiir den bivariaten Fall y; = 51 + fox; + ¢; kann die Prozedur
einfach veranschaulicht werden:

Man beginnt mit einem beliebigen Startwert fiir p, transformiert mit diesem
Startwert die Variablen wie in Gleichung (9.2]) (Quasi-Differenzenbildung) und
schitzt die Koeffizienten 5; und £, mit OLS.

Ve — o1 = (1= p)B1 + Pa(we — presr) + & (9.2)

(e — B — Boz) = p(yor — Br — Boryr) + & (9.3)
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Die zweite Gleichung (@.3) ist eine einfache Umformung der ersten Gleichung.
Die Schéatzungen fiir B\l und Bg aus der Schétzung der ersten Gleichung werden
nun verwendet, um in einem zweiten Schritt die zwei transformierten Daten-
reihen y;, — B1 — Boxy und y;—1 — B1 — Boxy—1 zu berechnen. Mit Hilfe dieser
transformierten Variablen kann aus der zweiten Gleichung mittels OLS ein
neues — genaueres — p geschétzt werden.

Dann beginnt man mit dieser neuen Schétzung fiir p von vorne, man berechnet
aus Gleichung ([O.2)) verbesserte Schétzungen fiir 51 und f; und verwendete
diese, um aus Gleichung (@.3]) ein neues besseres p zu berechnen.

Dieses Verfahren wird wiederholt, bis Bl, //6\2 und p konvergieren, bzw. bis die
Durbin—-Watson Statistik auf weifles Rauschen der Residuen schlieflen 1asst.

Achtung: Dieses Verfahren darf nicht angewandt werden, wenn in der Glei-
chung verzogerte endogene Variablen (z.B. y;_1) vorkommen!

Ein weiterer Nachteil dieses Verfahrens ist, dass es zu einem lokalen anstatt
globalen Maximum fiithren kann. Dies wird bei den folgenden Methoden ver-
mieden.

Hildreth-Lu Die Hildreth—Lu Prozedur benutzt eine “grid—search” und &hnelt des-
halb einer Maximum-Likelihood Schitzung.

Maximum-Likelihood Maximum-Likelihood Schitzungen erfordern nicht-lineare
Schatzverfahren und sind deshalb rechenintensiver; diese Verfahren werden in
Fortgeschrittenenveranstaltungen diskutiert.

Nicht-lineare Schitzverfahren Durch geeignete Substitution erhélt man eine
Gleichung, die nicht-linear in den Parametern ist, z.B. fiir Autokorrelation
1. Ordnung

vy = B+ B +gy
Et = PE—1 T Uy

Einsetzen der zweiten Gleichung in die erste gibt:
Ye = b1+ Poe + per—1 + v (9.4)

Da y; = 1 + Boxy + &, in jeder Periode gilt kann dies umgeschrieben werden
zu €1 = Y1 — PB1 — Poxy_1. Multiplizieren dieser Gleichung mit p gibt

PEt—1 = PYi—1 — pB1 — pPaTi1

Wenn wir dies in (9.4]) einsetzen folgt

yr = P1(1 — p) + pyi—1 + Poxy — Papxi_1 + vy

Diese Gleichung ist zwar linear in den Variablen, aber nicht linear in den Para-
metern (1, B2 und p! Deshalb kann diese Gleichung nicht mittels OLS geschétzt
werden, aber so gut wie alle 6konometrischen Programmpakete kénnen nume-
risch Y, v minimieren und derart konsistente Schétzer fiir die Parameter
berechnen.
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Coefficient: 3, =5, p = 0.0, 0.6, 0.9

oLs Cochrane-Orcutt o
6.0 H
L
5.5 §
g 8
— : ; - ;

5.0 : :
e —v 1
451 :

8
4.0 1 §
T T T T T T
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Abbildung 9.7: Monte-Carlo Simulation fiir y; = 5 4+ 5z, + &, mit ¢, = pe;_1 + vy
mit p = 0,0.6,0.9 und v; ~ N(0,5?); 1000 Replikationen.
Die OLS Koeffizienten sind offensichtlich auch bei relativ hoher
Autokorrelation erwartungstreu.

9.3.2 HAC Standardfehler

Ahnlich wie bei Heteroskedastizitit gibt es auch fiir Autokorrelation robuste Stan-
dardfehler, sogenannte ‘heteroskedasticity and autocorrelation consistent’” (HAC)
Standardfehler.

Auch diese haben die Sandwich Form. Die Varianz- Kovarianzmatrix der Koeffizi-
enten ist

var(B) = (X'X) ' X' E(ee") X (X' X))~}

Die Elemente der Matrix X'E(ee’)X konnen wieder konsistent aus den Da-

ten geschétzt werden, fiir eine ausfiihrlichere Diskussion siehe z.B. Davidson and
MacKinnon (2003, 362).

Die bekannteste dieser HAC Schétzer wurden von [Newey and West (1987) vorge-
schlagen (zur Berechnung siehe z.B. [Wooldridge, 2005, S. 432ff).

In R im sind sie im sandwich Paket von A. Zeileis verfiighar, in Stata sind diese mit
dem Befehl newey verfiigbar.

Die geschétzten Koeffizienten werden davon nicht beriihrt, aber die Standardfehler
der Koeffizienten werden damit konsistent geschéatzt, weshalb auch Hypothesentests
asymptotisch giiltig bleiben.

Achtung: Von einer unreflektierten Korrektur von Autokorrelation ist abzuraten. Wir
haben bereits gesehen, dass aus Autokorrelation erster Ordnung eine nicht-lineare
Gleichung in den Lags von y und z resultiert.

Y = pyi—1 + B1(1 — p) + Palxy — pri—q) + vy

Okonometrikerinnen wiirden es im allgemeinen bevorzugen diese nicht-lineare Glei-
chung mit geeigneten Methoden zu schétzen und auf die aus der Autokorrelation
folgenden Restriktionen zu testen!



Angewandte Okonometrie 25

Standard errors of 3, for AR(1), p=0.0, 0.6, 0.9

— mean(DW) = 2.043 mean(DW) = 0.927 mean(DW) = 0.449
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Abbildung 9.8: Monte-Carlo Simulation fiir Standardfehler von J3; eines AR(1)
Modells mit p = 0,0.6,0.9 und v; ~ N(0, 52); 1000 Replikationen.
true = (X' X) 1 X/(ee") X (X' X) 71,
HAC wurde mit den default-Einstellungen des package sandwich (A.
Zeileis) berechnet, orcutt wurde mit den default-Einstellungen des
package orcutt berechnet.
Die Daten wurden kiinstlich als reiner AR(1) Prozess fiir y; = 5+ 5z +
€4, €t = p&r—1 + vy mit p = 0,0.6,0.9 und v; ~ N(0,52) generiert; 1000
Replikationen.

Autokorrelation ist sehr haufig ein Indikator fiir (dynamische) Fehlspezifikation. Des-
halb sollte man auf jeden Fall versuchen eine geeignetere Spezifikation zu finden,
bevor man sich auf eines der herkémmlichen Verfahren zur Korrektur der Autokor-
relation verlésst!

Dieser Punkt wurde u.a. bereits von Mizon (1995) betont — der Artikel triagt den
vielsagenden Titel “A simple message for autocorrelation correctors: Don’t”.

Er verweist darauf, dass tatséichliche datengenerierende Prozesse kaum jemals reine
AR(1) Daten produzieren werden, und die impliziten Restriktionen der Korrektu-
ren hiufig zu Fehlspezifikationen und damit inkonsistenten Schétzern fithren. Er
empfiehlt ganz allgemein eine ‘general to specific’ Modellierungsstrategie um Fehls-
pezifikationen zu vermeiden.
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