Anhang A

Wiederholung Matrixalgebra

In der Okonometrie wie in vielen anderen Wissenschaften spielen lineare Gleichungs-
systeme eine wichtige Rolle. Diese lassen sich mit Hilfe von Matrizen und Vektoren
sehr viel einfach anschreiben und 16sen.

A.1 Matrizen

Eine Matrix ist ein rechteckige Anordnung von Zahlen. Wenn die Matrix n Zeilen
und k Spalten hat spricht man von einer n-Kreuz-k Matrix, geschrieben (n X k). Sie
hat folgendes Aussehen

aix Qi - Alg

21 Q22 -+ A2k
A=| | .

ap1 QAp2 - Apg

Man sagt auch, die Matrix A hat die Ordnung (oder Dimension) n x k. Die einzelnen
Zahlen werden die Flemente der Matrix genannt. Jedes Element ist eindeutig durch
die Zeile und Spalte definiert, in der es steht. Das Element as3 bezeichnet z.B. die
Zahl in der 2. Zeile und 3. Spalte (die Reihenfolge ist immer zuerst Zeile dann
Spalte).

Zwei Matrizen A und B sind gleich, wenn jedes Element gleich ist

A =B wenn und nur wenn a,; = b;; fiir alle 7 und j

A.2 Spezielle Matrizen

Eine Matrix mit nur einer Zeile (z.B. eine 1 x k Matrix) wird Zeilenvektor genannt,
eine Matrix mit nur einer Spalte (eine n x 1 Matrix) wird Spaltenvektor genannt.

Eine quadratische Matrix hat gleich viele Zeilen wie Spalten.
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Die Einheitsmatrix der Ordnung n (I,,) ist eine quadratische Matrix mit Einsen
auf der Hauptdiagonale und Nullen sonst, d.h. a;; = 1firi=1,2,...,nund a;; =0
wenn i # j, oder ausfiihrlicher

10 -0
o1 ---0
I=1. . :
0 0 1

Die Einheitsmatrix I spielt die Rolle der 1 im System der reellen Zahlen, denn fiir
jede n x n Matrix A gilt
AL, =1, A=A

Symmetrische Matrizen sind symmetrisch beziiglich der Hauptdiagonalen, d.h.
a;j = aj; fiir alle 7 und j. Symmetrisch kénnen nur quadratische Matrizen sein.

Beispiele fiir symmetrische Matrizen sind:

-1 4 -2 aj; Q21 Az
4 5 7 ) 21 G22 (32
-2 7 3 as; azz as3

Eine Diagonalmatrix ist eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente mit Aus-
nahme der Hauptdiagonale den Wert Null haben: a;; = 0 fiir ¢ # j.

Eine Dreiecksmatrix ist eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente iiber oder
unter der Hauptdiagonale den Wert Null haben.

Notation: Es ist {iblich Matrizen und Vektoren mit fettgedruckten Symbolen zu
schreiben. Haufig werden Matrizen mit Groflbuchstaben und Vektoren mit Klein-
buchstaben bezeichnet.

A.3 Rechenregeln fiir Matrizen

A.3.1 Matrizenaddition:
Seien A und B Matrizen der selben Dimension, dann ist C = A + B

Cz’j = CLij + bij
aip a2 b1 bio aj; + b ag + b1
(am CL22> (521 522> (CL21 + a1 ag + by

GG a)=6s)

oder
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Rechenregeln fiir Matrizenaddition:

Fiir geeignet dimensionierte Matrizen gilt
1. A+B)+C=A+(B+C)
2. A+B=B+A

3. A4+0 = A, wobei 0 die Nullmatrix ist, d.h. aus lauter Nullen
besteht.

4. A+(-A)=0
5. (c1+c)A=c1A+c A (¢ und ¢y sind Skalare)

6. (A+B)=cA+¢B

A.3.2 Multiplikation mit einem Skalar:

AA = ()\az'j)

. 11 Qg \ /\(111 )\alg 2 3 o 6 9
AA = A <a21 a22> o ()\agl )\agz) oder 3 (4 1) B (12 3)

Es gilt:

7.B.

1. (1 + e2)A = 1A + oA, mit ¢;, ¢y reelle Zahlen.

2. c(A+B)=cA+cB

A.3.3 Matrizenmultiplikation:

Sei A der Dimension (n x k) und B der Dimension (k xm), dann ist AB eine Matrix
der Dimension (n x m) mit

k
Cij = Zairbrj = aitbij + aigbaj + -+ - + airby;
r=1
mit:=1,....n; j7=1,...,k

Um ein Element c¢;; des Matrizenprodukts C = AB zu erhalten multiplizieren wir
jedes Element der i-ten Zeile von A mit dem entsprechenden Element der j-ten
Spalte von B und addieren dann alle Produkte.
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(all"'alh"'aflk bllllblj]blm C11 *++ C1j *** Clm
. I;:
TR n o

AL B IR A I IS ]
. | |
| |

\an1~--anh-~~ank bkl":'bkrgll' biem Cnl *** Cnj Cnm,

Man beachte, dass das Matrizenprodukt AB nur definiert ist, wenn die Anzahl der
Spalten in A gleich der Anzahl der Zeilen in B ist.

(nxk)(kxm)

Die Ordnung des resultierenden Matrizenprodukts ist gleich der Anzahl der Zeilen
von A Kreuz der Anzahl der Spalten von B, d.h. n x m.
Beispiel:
ai; Gr2 a3 b bz
A = ( ) B = | by b

2x3 21 A29 A23 3x2
b31 b32

o _ (a1u1bir + aizbor + aizbsr  ayibiz + a12bay + ai3bso
C = A =
2x2  (2x3)(3x2) a21b11 + agaba1 + agsbsi  ag1biz + agbay + azzbao

oder
1 2 8 1 2
4 3 1- (;L (1) (1)> =122 4 3
0 —1 -2 0 -1

Rechenregen fiir die Matrizenmultiplikation:

Fiir geeignet dimensionierte Matrizen gilt
1. (AB)C=A(BC) (Assoziativgesetz)

2. AB+C)=AB+ AC  (linksseitiges Distributivgesetz)

3. (B+C)A =BA +CA  (rechtsseitiges Distributivgesetz)

Achtung: das Kommutativgesetz AB = BA gilt im allgemeinen nicht!!! Deshalb
muss bei Matrizen zwischen Vor- und Nachmultiplikation unterschieden werden.

= o 5) (100
o= () (o) ()

Zum Beispiel:
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A.3.4 Die Transponierte einer Matrix

Die Transponierte einer Matrix A, geschrieben A’, erhélt man durch Austauschen
von Zeilen und Spalten, z.B.

a11 A2
@11 diz2 Q13
A = ( = A = a2 G99

2x3 o1 Q22 Q923 3x2
a1z Qg3

Eine quadratische Matrix A ist symmetrisch wenn und nur wenn gilt A’ = A.

Beispiele:

Sei € ein n x 1 Spaltenvektor

£1 €2 £169 -+ E16n
) E9 E261 €3 -+ E9gy
ee'=| | (er &2 -+ &)=
2
En En€1l Ep€2 - €n

ge’ wird auch das duflere Produkt des Spaltenvektors € genannt.

Sei € ein n x 1 Spaltenvektor
=& +8++2=> &

Die Quadratsumme €€ ist natiirlich ein Skalar wird auch das innere Produkt des
Spaltenvektors € genannt.

Rechenregeln fiir Transponierte:

fiir geeignet dimensionierte Matrizen gilt:
1. (A=A
2. (A+B)=A"+PB
3. (AB) =B’A’, bzw. (ABCD)' = D'C'B’A’

4. I =1 (mit I... Einheitsmatrix)

5. (M) = AA’  (wenn A ein Skalar; auflerdem: X' = \)

Wenn X eine n x k& Matrix ist, dann ist X’X immer eine symmetrische Matrix der
Dimension k£ X k.
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A.4 Die geometrische Darstellung von Vektoren

Bisher haben wir Vektoren als spezielle Matrizen betrachtet, die entweder nur aus
einer Spalte (Spaltenvektoren) oder nur aus einer Zeile (Zeilenvektoren) bestehen.

In der Geometrie versteht man unter einem Vektor eine Menge von Pfeilen mit
der Eigenschaft Linge (Betrag) und Richtung. Alle gleich langen, parallelen und
gleichgerichteten Pfeile gehdren zum selben Vektor. Ein Skalar ist im Gegensatz
dazu eine ungerichtete Grofle (d.h. eine Zahl).

In der linearen Algebra sind Vektoren definiert als Elemente eines Vektorraums. Ein
Vektorraum besteht aus einzelnen Vektoren, die addiert oder mit einer skalaren
Zahl multipliziert werden kénnen, so dass das Ergebnis jeweils wieder ein Vektor
desselben Vektorraums ist.

Vektoren kénnen als Koordinaten eines Punktes im Euklidischen Raum] dargestellt
werden, wobei der Vektor als Pfeil vom Ursprung zu diesem Punkt gezeichnet wird.

Ein anschaulicher Vektorraum ist die 2-dimensionale Euklidische Ebene R?, in der
Vektoren als Pfeile dargestellt werden kénnen. Die reellen Zahlen sind Skalare.

37T
=
Nebenstehende Abbildung zeigt zum _g od
Beispiel den Vektor §
oL v
vy = s « : 1
2
0 i i }

0 1 2 3 4
1. Koordinate
Vektoren kénnen mit beliebigen Zahlen multipliziert werden.

Untenstehende Abbildung zeigt ein Beispiel

Vi = (3) 3 Vo = 1.5V1 = <435> 3 V3 = —0.5V1 = (__115>

SB
§=
_;g Do Vo = 1.5V1
o
M. 1+ Vi
(&N
—2: -3 1 2 3 4 5 6
w14 1. Koordinate
V3 = —O.5V1

L“Der Begriff Euklidischer Raum (nach Euklid von Alexandria) bezeichnet einen reellen Vek-
torraum mit einem Skalarprodukt, so dass man Lingen und Winkel messen kann. In der Regel
wird er fiir endlichdimensionale Rdume, insbesondere fiir die Rdume R™ mit dem Standardska-
larprodukt verwendet. Der Spezialfall R? wird auch Euklidische Ebene genannt.” (Wikipedia,
http://de.wikipedia.org/wiki/Euklidischer_Raum


http://de.wikipedia.org/wiki/Euklidischer_Raum
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Wenn ein Vektor mit einem Skalar grofier als Eins multipliziert wird ist der dadurch
entstehende Vektor ‘langer’, aber er hat die gleiche Richtung. Wird er mit einer
Zahl kleiner als Eins multipliziert ist der Vektor ‘kiirzer’. Wird der Vektor mit einer
negativen Zahl multipliziert dreht sich die Richtung um.

Vektoren konnen auch addiert werden. Dazu wird ein Vektor an das Ende des an-
deren verschoben. Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel

am () v () ()

2. Koordinate

5 6
1. Koordinate
Natirlich konnen Vektoren auch subtrahiert werden. Man kann sich dies zweistu-

fig vorstellen, zuerst wird der zu subtrahierende Vektor mit —1 multipliziert und
anschliefend addiert.

Eine Basis eines Vektorraums ist eine Menge von Vektoren, die es erlaubt jeden
Vektor durch eindeutige Koordinaten zu beschreiben. Dadurch wird das Rechnen
in Vektorrdumen erleichtert. Die Anzahl der Basisvektoren wird Dimension des
Vektorraums genannt.

A.4.1 Lineare Abhingigkeit

Eine Menge von Vektoren ist linear abhdngig, wenn sich einer der Vektoren als
Linearkombination der anderen Vektoren darstellen ldsst.

Umgekehrt, eine Menge von Vektoren ist linear unabhéngig wenn und nur wenn gilt,
dass die einzige Losung der Gleichung

vy +cavog+ -+ ¢, v, =0
ist
co=cp=--=c¢,=0

Das bedeutet, dass sich kein Vektor der Menge als Linearkombination der restli-
chen Vektoren darstellen ldsst. Die Basisvektoren eines Vektorraums miissen linear
unabhéngig sein.
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A.4.2 Linge (bzw. Betrag oder Norm) eines Vektors

Nach dem Satz von Pythagoras ist in allen ebenen rechtwinkligen Dreiecken die
Summe der Flicheninhalte der Kathetenquadrate gleich dem Flécheninhalt des Hy-
potenusenquadrates, d.h. ¢ = a? + b%. Daraus folgt die Linge der Hypothenuse

c=+va*+ b?

Entsprechend dazu ist die Lange (bzw. Betrag oder Norm) eines Vektors (geschrieben
[|v|]) definiert

VIl = /o ot to2 =[S 2 = Ay

A.4.3 Orthogonalitit

Zwei von Null verschiedene Vektoren v; und vy sind orthogonal (geschrieben
vy Llvs) wenn und nur wenn gilt

/ /
vive =vyvy =0

Geometrisch bedeutet dies, dass die Vektoren senkrecht aufeinander stehen, also
einen rechten Winkel einschlielen.

Cosinus GesetzE Fiir den Winkel «, den zwei Vektoren v; und v, einschlieflen,

gilt

ViV

cos(a) = ——"——
[[vall - [[val]

Der Kosinus von 90 Grad ist Null und der Kosinus von 0 Grad ist Eins, deshalb sind

bei cos(a) = 0 die Vektoren orthogonal, und wenn cos(«) = 1 liegen die Vektoren

‘aufeinander’ (bzw. parallel).

Wenn die Vektoren zentriert sind (d.h. der Mittelwert von den Elementen abgezogen
wurde), dann ist cos(a) auch der Korrelationskoeffizient zwischen den Variablen.

A.4.4 Unterrdume (subspaces) des Euklidischen Raums E"

Wie schon erwahnt konnen die n Elemente eines nx 1 Vektors v auch als Koordinaten
eines Punktes im euklidischen Raum E™ dargestellt werden.

Ein Unterraum (subspace) von E™ hat eine niedrigere Dimension als n und wird von
sogenannten Basisvektoren aufgespannt.

Die folgende Abbildung zeigt einen 2-dimensionalen Unterraum von E® (d.h. der
Unterraum ist eine Ebene im 3-dimensionalen Raum), der durch die Vektoren v,
und vy aufgespannt wird

2Der Kosinus eines Winkels ist das Verhiltnis von Ankathete (die dem Winkel ‘anliegende’
Kathete) zur Hypotenuse.
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K3

— e o — —— =

A.5 Determinante einer Matrix

Die Determinante einer quadratischen Matrix ist eine Funktion der Matrix, die nach
einer eindeutigen Vorschrift berechnet wird und der Matrix einen Skalar zuordnet.
Die Determinate der Matrix A wird mit |A| bezeichnet.

Geometrisch kann man sich den Absolutbetrag der Determinante einer 2 x 2 Matrix
als die Fldche eines Parallelogramms vorstellen, das durch die zwei Spaltenvektoren
der Matrix aufgespannt wird. Analog ist der Absolutbetrag der Determinante ei-
ner 3 x 3 Matrix das Volumen eines Parallelepipeds (3-dimensionale Analogon zum
Parallelogramm), das durch diese Vektoren aufgespannt wird.

Die Determinante einer 2 x 2 Matrix wird berechnet, indem das Produkt der Haupt-
diagonalelemente gebildet wird, und davon das Produkt der Nebendiagonalelemente
subtrahiert wird

11 Q12
Al = = (110992 — Q190
|A| o1 o ‘ 11022 12021
Beispiel:
Sl k(=) =1 x4 = —14
4 =2

Man kann iiberpriifen, dass die Fliche des Parallelogramms, das im Beispiel Vek-
toraddition auf Seite [l von den Vektoren

=) - ()

aufgespannt wird, gleich dem Wert der folgenden Determinante ist
3 2
52

Die Determinante einer 3 x 3 Matrix kann nach einem &hnlichen Muster berechnet
werden, das durch folgende Abbildung veranschaulicht wird:
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|D\ = (11022033 + Q12023031 + Q13032021 — G13022031 — (23032011 — A330A21012

Dies gilt nur fiir 3 x 3 Matrizen und ist nicht verallgemeinerbar auf Matrizen héherer
Ordnung!

Laplace Expansion”

Determinanten von Matrizen hoherer Ordnung kénnen mit Hilfe des Laplaceschen
Entwicklungsatzes berechnet werden. Dazu definieren wir zuerst Minoren und
Cofaktoren einer Matrix.

Minoren Der Minor M;; einer quadratischen Matrix A ist die Determinante einer
quadratische Untermatrix, die durch Streichen von Zeile ¢ und Spalte j entsteht.
Beispiel: Fiir die Matrix

@11 a2 i3
A= |ay ax as
31 dAaz2 G33

sind die Minoren

ay — - 13
M., — ?_1 _ | Q22 a3 |
11 = | Gp1 Q22 G23 | = a a = Q22033 — A23G32
I 32 (33
ag1 asz Aass
a1 — o 3
M — _O’J} | Q21 a2 |
13 = | Q21 Q22 Gp3 | = a a = (21032 — (22031
31 432

I
as1 Aasz Aags

ani a?z a3

11 a3
My, = | az1—-apr- o3 | = Gt e | = 011033 — Q13031
I 31 (433
az1 dagz Aas3
a2 Ai3 a1 a2 11 Q12
‘MZI‘ = s ’MQg‘ = s ‘Mgg’ = s UsSw.

a3z as3 az1 Aas2 Q21 Q22
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Cofaktoren Aus den Minoren |M;;| erhélt man die Cofaktoren |C;;|, indem die
Vorzeichen der Minoren nach einer bestimmten Regel gedndert werden. Nach dieser
Regel wird das Vorzeichen eines Minors gedndert, wenn die Summe aus Zeilen-
und Spaltenindex eine ungerade Zahl ist, und das Vorzeichen des Minors bleibt
unverdndert, wenn die Summe aus Zeilen- und Spaltenindex eine gerade Zahl ist.

|Cyj] = (1) My

da (=1)" = 1 wenn i + j eine gerade Zahl ist, und (—1)"7 = —1 wenn i +
j eine ungerade Zahl ist. Daraus ergibt sich ein typisches Schachbrettmuster der
Vorzeichenédnderungen.

30 20 2 3

-3 0 7 0 7T =3
5 6 1 0 0 =27
N O RV [N AT N e
7T -3 0 -3 -2 3

6 1 5 1 5 6

3 0 2 0 2 3

Die Matrix mit den Cofaktoren erhélt man durch die Beachtung der Vorzei-
chenédnderungen

+0 -0 27
C=|-3 =7 +57
-3 +2 +3

Zum Beispiel ist M3y = —2, deshalb ist Czy = +2, denn (—1)3™? = —1.

Adjunkte Matrix Als adjunkte Matrix bezeichnet man die transponierte Matrix
der Cofaktoren (also die Transponierte der vorzeichenbehafteten Minoren).

adj(A) =C'
Diese werden wir spéter fiir die Berechnung der inversen Matrixz benotigen.

Der Laplacesche Entwicklungssatz besagt, dass man den Wert einer Determi-
nate erhélt, indem man eine Matrix “nach einer Zeile oder Spalte zu entwickelt”.
Dazu werden die Elemente einer beliebigen Zeile oder Spalte mit den dazugehorigen
Cofaktoren multipliziert und die Produkte aufsummiert.

Eine Entwicklung nach der ersten Zeile einer 3 x 3 Matrix gibt

3
|A| = a11|C11| + a12|Crz| + a13|Ci3| = Za1j|clj‘

Jj=1
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Genausogut kann man sie z.B. nach der dritten Spalte entwickeln

3
|A| = a13|Cua| + ag3|Cas| + as3|Cas| = Zai3|ci3|

=1

Dies gilt fiir Matrizen beliebiger hoher Ordnung. Indem man diese Operation wie-
derholt anwendet kann man die Determinante jeder Matrix damit berechnen, denn
bei jedem ‘Durchgang’ wird die Ordnung der zu bestimmenden Determinante um
Eins reduziert, bis man schliefllich nur noch die Determinanten von 2 x 2 Matrizen
berechnen muss.

Beispiel Wir haben vorhin die Cofaktoren der Matrix A berechnet

5 6 1 0 0 =27
A=12 3 0], = C=|-3 -7 57
7 -3 0 -3 2 3

Die Entwicklung nach der ersten Zeile gibt
|A|=5x04+6x0—1x27=-27
die Entwicklung nach der 2. Spalte gibt ebenso

|A|=6x0+3x%x (=7)—3x2=-27

Diese Methode ist insbesondere niitzlich, wenn eine Matrix in einer Zeile oder Spalte
viele Nullen enthélt. In diesem Beispiel hat die dritte Spalte zwei Nullen, deshalb
kann die Determinante besonders einfach berechnet werden, indem die Matrix nach
der 3. Spalte entwickelt wird

|A| =1 x

2 3
- _3‘_1><(—27)_—27

Lineare Abhingigkeit

Determinanten haben v.a. eine wichtige Eigenschaft: Der Wert einer Determi-
nate ist immer Null, wenn zwischen den Zeilen oder Spalten der Matrix
eine lineare Abhingigkeit existiert.

Beispiel:

O6X3X6+8xHXx4+2xT7Tx1—

B o
~ w o
o ot
Il

—2X3Xx4—-5XTX6—6x1x8
= 1084160+ 14 — 24 — 210 — 48
= 0
Man beachte, dass die 3. Zeile der Matrix gleich [0.5% erste Zeile + zweite Zeile] ist,

also gibt es innerhalb der Zeilen eine lineare Abhéngigkeit, weshalb der Wert der
Determinante Null ist.
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Im folgenden Beispiel ist die zweite Spalte das Doppelte der ersten Spalte, weshalb
die Determinante wieder den Wert Null hat.

Ein Matrix, deren Determinante den Wert Null hat, heifit singuldre Matrix.

1 2
2 4

':4_420

gilt:

1.
2.

Rechenregeln fiir Determinanten:

Gegeben sei eine n x n Matrix A mit der Determinante |A|. Dann

|A’| = |A|, wobei A’ die Transponierte von A ist.

Wenn alle Elemente einer Zeile oder Spalte gleich Null sind,
dann ist |A| = 0.

. Wenn (mindestens) zwei der Zeilen (oder Spalten) von A pro-

portional (d.h. linear abhéingig) sind, dann ist der Wert der
Determinante Null (|A| = 0).

. Wenn zwei Spalten (oder Zeilen) von A vertauscht werden

wechselt die Determinante das Vorzeichen, der Absolutwert
bleibt gleich.

. Wenn das Vielfache einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen

Zeile (oder Spalte) von A addiert wird, bleibt der Wert der
Determinante |A| unverdndert.

. Wenn alle Elemente in einer einzelnen Zeile (oder Spalte) mit

einer reellen Zahl ¢ multipliziert werden, wird die Determi-
nante mit ¢ multipliziert.

. Wenn A eine n x n Matrix und c eine reelle Zahl ist, dann

gilt [cA| = c"|A].
|AB| = [A[ - [B]

Achtung: Gewdhnlich ist die Determinate einer Summe nicht die Summe der Deter-

minanten

|A +B| # [A] +|B]

A.6 Inverse einer Matrix

Wenn c eine reelle Zahl ungleich Null ist, dann existiert eine eindeutige Zahl ¢~! mit

der Eigenschaft cc™! = ¢~

1

Das Matrizen-Aquivalent dazu ist die Inverse einer Matrix.

¢ = 1. Man nennt ¢! die (multiplikative) Inverse von c.
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Eine quadratische k x k Matrix A hat eine Inverse A~ wenn gilt

AATT =ATTA =T,

Berechnung der inversen Matrix fiir eine 2 x 2 Matrix A:

Wir suchen eine Matrix B die die Gleichung AB =1 erfiillt, bzw. ausgeschrieben
i aiz\ bii bio _ 10
Qg1 Q22 ba1  bao 01

a11011 + a12b9y =

oder ausmultipliziert

a11012 + a12bag =

a1bi1 + azeby =

_ o O =

ag1b12 + agbey =
Die Losung dieser vier Gleichungen nach den Elementen von B ist
bii b _ 1 (22 —a12) _ L Q22 —2) _ A-1
o1 oy A11G90 — A12G21 \—021  G11 |A| \—a21 an

Der Kehrwert der Determinante |A| in A™! ist kein Zufall, sondern erscheint auch
bei der Inversen von Matrizen hoherer Ordnung!

Deshalb existiert die Inverse einer quadratischen Matrix nur, wenn die Matrix nicht
singulér ist, oder in anderen Worten, eine Matrix ist nichtsinguldr wenn und nur
wenn die Inverse existiert.

Am einfachsten ist die Inverse einer Diagonalmatrix zu berechnen. Wenn

dy 0 -+ 0 d_h 0 --- 0
0 dy --- O 0o -~ ... 0
=1 . _22 ' _ dansn D1=| | .
0 0 - d o 0 --- ﬁ

Allgemein kann die Inverse einer quadratischen Matrix mit Hilfe der Determinante
und der adjunkten Matrix berechnet werden.

Es gilt ndmlich

1

Al=
A

adj(A)

Wir erinnern uns: die adjunkte Matrix ist die transponierte Matrix der Cofaktoren,
und die Cofaktoren sind die vorzeichenbehafteten Minoren.
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Beispiel Wir haben auf Seite [[T]ldie folgenden Kofaktoren der Matrix A berechnet

5 6 1 0 0 =27
A=|2 3 0|, = C=[-3 =7 57
7 -3 0 -3 2 3
Die Inverse von A ist
1 1 0 -3 -3
Alt=_—adjA)=—=| 0 -7 2
Al 21\ _97 57 3

Inverse von Matrizen hoherer Ordnung sind im allgemeinen etwas schwer per Hand
zu berechnen, dies ist eine Doméne der Computer. Wichtig ist allerdings die Re-
chenregeln fiir Inverse zu beherrschen.

Rechenregeln fiir Inverse:

Die Inverse einer quadratischen Matrix A wird geschrieben als A1
und erfiillt die Bedingung

AAT'=ATTA =1 (mit I...Einheitsmatrix)

Seien A und B invertierbare quadratische Matrizen, dann gilt

L (AH) ' =A
2. (A7t =(A)H?
3. (AB)"' =B7'A"! wenn beide Inversen existieren.
4. (cA)"t=ctA!
—1] _ 1
. [ATH =&

A.7 Lineare Gleichungssysteme

A.7.1 Nicht homogene Gleichungssysteme

Sei A eine n x k Matrix, x ein k x 1 Spaltenvektor mit den Unbekannten und c ein
n X 1 Spaltenvektor mit Konstanten dann definiert

Ax=c
ein System linearer Gleichungen, denn wie man einfach sehen kann ist
aip a2 - Qg T C1

Q21 Q22 --- Q2 T2 Ca

Ap1 Ap2 - Apk Tk Cp
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gleich
a111 + 122 + -+ alkxk—i— = C
A21X1 + A22T2 + *++ + Aok T+ = Co
Ap1T1 + ApaX2 + -+ + AT+ = ¢y

Die Matrix A wird in diesem Zusammenhang haufig Koeffizientenmatriz genannt.

Mit Hilfe der Inversen kann dieses System einfach nach den unbekannten x geltst
werden, indem das Gleichungssystem mit der Inversen A~! vormultipliziert wird

Ax = ¢
A7'Ax = A7lc
Ix = Alc

A ¢

X =

Beispiel: Folgendes Gleichungssystem sei mit Hilfe der Matrixalgebra zu l6sen:

5ZE1 + 2%2

—r1—313 = 6

Dieses Gleichungssystem kann in Matrixform folgendermaflen geschrieben werden
Ax = ¢ bzw. ausfiihrlicher

5 2 T . 4
-1 -3 T2 o 6
Wir bestimmen die Inverse der Matrix A (beachte: die Determinante eines Skalars
ist der Skalar selbst)

(3 1N\ A (3N o (-3 =2\
M_( 2 5)’ C_<—2 +5)’ adJ(A)_(H +5)’ (Al =-13

Die Inverse der Matrix A ist also

PETRE SN (B
Al 1 s

Die Losung des Gleichungssystems ist x = A~'c bzw.

3 2 12, 12 24
()= ) () =( 27 )=(
o ~1 13 6 ~13 13 _34

13

Durch Einsetzen in die urspriingliche Gleichung kann man iiberpriifen, dass dies
tatséchlich eine Losung ist.
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A.7.2 Homogene Gleichungssysteme

Homogene Gleichungssysteme spielen in der Okonometrie eine wichtige Rolle. Sie
haben die Form
Ax =0

und haben nur eine nichttriviale Losung x # 0 wenn die Matrix A singulér ist, d.h.
nicht vollen Rang hat.

A.8 Rang einer Matrix (rank, rk)

Der Rang einer Matrix ist die Anzahl linear unabhéngiger Zeilen (oder Spalten) einer
Matrix, oder die Dimension der gréfiten Submatrix, deren Determinante ungleich
Null ist.

Die Determinante einer Matrix ist dann und nur dann ungleich Null, wenn die Matrix
vollen Rang hat.

Es gilt
1. tk(A’) =rk(A)
2. Wenn A ist n x k dann ist rk(A) < min(n, k)

3. Wenn A ist k x k und rk(A) = k, dann ist A nichtsingulér.

A.9 Spur einer Matrix (trace, tr)

Die Spur einer quadratischen £ x & Matrix ist die Summe der Hauptdiagonalemente

k

tI(A) = Z QAphp

h=1
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A.10 Idempotente Matrizen

Sei A eine symmetrische n x n Matrix, dann ist A idempotent wenn und nur wenn

oilt AA = A.

Die folgende Matrix ist ein Beispiel fiir eine idempotente 3 x 3 Matrix

1
0
0

o O O

0
0
1

Fiir eine idempotente Matrix A gilt
rk(A) = tr(A)

d.h. der Rang einer idempotenten Matrix ist gleich ihrer Spur.

Zwei in der Okonometrie wichtige idempotente Matrizen sind
P = X(X'X)"'X'
M:=1I, - X(XX)"'X'=I,-P
Wenn X die Ordnung n x k hat ist der Rang von P gleich &, weil
tr(P) = tr(X(X'X) 7' X) = tr((X'X) ' X'X) = tr(I) = k
Daraus folgt weiter, dass der Rang von M gleich n — k ist

tr(M) = tr(I,) —tr(P) =n—k

A.11 Matrixfunktionen in Excel

Excel hat mehrere Matrixfunktionen, deren Eingabe allerdings etwas umsténdlich
ist. Gehen Sie folgendermaflen vor:

1. markieren Sie den Ausgabebereich in der richtigen Dimension (wenn Sie z.B.
eine 2 X 5 mit einer 5 x 3 Matrix multiplizieren hat die Ergebnismatrix die
Dimension 2 x 3, Sie miissen also 2 Zeilen und 3 Spalten markieren),

2. geben Sie in den markierten Bereich die gewiinschte Matrixfunktion ein (s.u.),

3. schlielen Sie mit der Tastenkombination <UMSCHALT>+<STRG>+<EINGABE>
ab.

Verfiighare Matrixfunktionen sind

MTRANS(Matriz) ... Transponierte der Matrix
MMULT(M1;M2) ... Matrizenmultiplikation
MDET(Matriz) ... Determinante der Matrix
MINV(Matriz) ... Inverse der Matrix
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Beispiel: Um eine 3 x 3 Matrix im Zellbereich (A1:C3) zu invertieren markiert
man einen 3 x 3 Ausgabebereich, z.B. (E1:G3), gibt =MINV(A1:C3) ein und schickt
dies mit der Tastenkombination UMSCHALT+STRG+EINGABE ab.

Matrixfunktionen kénnen auch geschachtelt werden. Um z.B. ein Gleichungssystem
mit 3 Unbekannten zu losen, in dem die Koeffizientenmatrix A im Zellbereich
(A1:C3) und der Vektor der Konstanten c¢ im Zellbereich (E1:E3) steht, markiert
man einen 1x 3 Ausgabebereich, gibt fiir A~'c in Excel =MMULT(MINV(A1:C3);E1:E3)
ein und bestétigt mit <UMSCHALT >+<STRG>+<EINGABE>.

A.12 Partitionierte Matrizen (Partitioned Ma-
trices)”

In manchen Féllen ist es niitzlich eine Matrix in mehrere Teilmatrizen zu zerlegen.

Beispiel:

4 0 31
_ _ (A Ax
A= 72 0|6 |= Aot A
8 1 405 21 A2

4 0 3 1
A11<7 9 O>; A12(6); A21:(8 1 4); Ay =5

Addition von partitionierten Matrizen: Fiir passend partitionierte Matrizen
gilt

A+LB=— (All +By1 A+ Bl?)

As +Ba Ay + By

Multiplikation von partitionierten Matrizen: Fiir passend partitionierte Ma-
trizen gilt

A Agg B B A;1Bii +A1eBayr AyiBio + AjBoy
AB=| Ay Ay (BH B12) = [ AuBi1 + ABa Ay Bis + ApBa
Az Ay 21 22 A31Bi + AuBo; A3 Bis + AgaBoyo

Damit die Multiplikation moglich ist miissen die Anzahl der Spalten in den A Ma-
trizen gleich der Anzahl der Zeilen in den B Matrizen sein.

Block-diagonale Matrizen FEin wichtiger Spezialfall sind block-diagonale Ma-

trizen
i A11 0
a= (% L)

wobei Aj; und Agy quadratische Matrizen sind.

Die Determinante einer block-diagonale Matrix ist

A11 0

|A| = ‘ 0 A

‘ = [Ap] - |Ag|
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und die Inverse ist

A.13 Quadratische Formen und positiv definite
. *
Matrizen
Quadratische Formen spielen in der Okonometrie eine wichtige Rolle. Die quadra-

tische Form einer symmetrischen n x n Matrix V ist eine reellwertige Funktion
definiert fiir alle n x 1 Spaltenvektoren x

f(x) =x'Vx

Beispiel:

Gegeben sei eine 2 x 2 symmetrische Matrix V und ein 2 x 1 Spaltenvektor x. Dann
ist die quadratische Form definiert als ein Skalar

V11 V12 T
x'Vx = (:L‘l xg)
V21 V22 T2
T
= <$1U11+$2021 $17J12+$2U22) N
2

2 2
= T{U1 + ToX1V21 + T1X2V12 + ToyU22

2
= upnry + 2019717
2
+ V225
2 2

= E E vijxixj

i=1 j=1

(aufgrund der angenommenen Symmetrie von V ist v13 = v91).

e - (29 ()

= (2.I1 + 3$2 3271 + 1$2) (:ﬁ)

)

Beispiel:

= Zx% + 3zox1 4+ 31122 + 1363

= 227+ 62179 + 75

Man beachte, dass die Summe der Hochzahlen von z fiir jeden Term 2 ergibt, daher
der Name quadratische Form.

Die quadratische Form einer symmetrischen 3 x 3 Matrix V und eines 3 x 1 Spal-
tenvektor x ist
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X/VX = UHSC% + 2U12I1$2 —+ 2U13$1$3
UQQ.I% + 2@12(1)}%2
+ U33[E§
3
= Uij.’L’ifL'j
i=1 j=1

Schliefflich ist die quadratische Form einer symmetrischen n x n Matrix V und eines
n x 1 Spaltenvektor x

!
xVx = vllx% + 2upT1x2 + 2v13T123 + -+ 201,712,
’022375 -+ 21)121'1.1'2 + -+ QUgnZCQ.Z'n
+ U33x§ + -+ 2U3n$3[L’n
2
VUpnnTs

n n n
— . — 249
= Vi Ty = VX + Vi ;T
i=1

i=1 j=1 j>i

A.13.1 Positiv definite Matrizen”
Eine symmetrische Matrix V heifit positiv definit wenn
x'Vx >0 fiir alle x #0

d.h. wenn die quadratische Form fiir jeden beliebigen x-Vektor — mit Ausnahme des
Nullvektors — positiv ist.

Wenn x'Vx > 0 fiir alle x # 0 heifit die quadratische Form positiv semidefinit.

Umdrehen der Ungleichheitszeichen definiert negativ definite und negativ semidefi-
nite quadratische Formen. Ist die quadratische Form schliefSlich positiv fiir manche
x # 0 Vektoren und negativ fiir andere heifit sie indefinit.

A.13.2 Eigenschaften positiv definiter Matrizen”

1. Die Hauptdiagonalelemente einer positiv definiten Matrix sind strikt positiv;
die Hauptdiagonalelemente einer positiv semidefiniten Matrix sind nicht ne-
gativ.

2. Wenn V positiv definit ist existiert V! und ist ebenfalls positiv definit.
3. Wenn V eine n x k Matrix dann sind V'V und V'V’ positiv semidefinit.

4. Wenn V eine n x k Matrix und der rk(V) = k dann ist V'V positiv definit
(und damit auch nichtsingulér) (siehe z.B. Johnston & DiNardo 1997, 484).

Man beachte, dass aus diesem Grund die X' X positiv definit ist; deshalb sind
die Bedingungen 2. Ordnung bei der Herleitung des OLS Schétzers erfiillt!
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A.14 Differentiation linearer und quadratischer
Formen”

Seien x und c k x 1 Spaltenvektoren, dann ist die Ableitung der linearen Funktion

k

g(x)=cx= Zcz-xi

=1

nach x
O9(x) _
ox

Sei A eine symmetrische k& x k Matrix, dann ist die Ableitung der quadratischen
Form

f(x) =x'Ax
nach x gleich
ox

ein 1 x k Vektor.

A.15 Eigenwerte und Eigenvektoren”

Frage: Existiert fiir eine £ x & Matrix V eine Skalar A und ein Vektor x der die
folgende Gleichung erfiillt?
Vx = \x

Wenn ein solcher Skalar A existiert wird er Eigenwert (auch charakteristische oder
latente Wurzel) der Matrix V genannt, und x heifit Eigenvektor oder charakteristi-
scher Vektor der Matrix V.

Die Matrixgleichung Vx = Ax kann auch als Vx — Ax = 0 oder
(V=ADx=0

geschrieben werden, bzw. ausgeschrieben

v — A V12 te U1k X 0
V21 Ugg — A -+ Vak X2 0

(V-A)x = , ] _ ] T =
Vg1 Vg2 o Vg — A Ty, 0

Dies ist ein lineares homogenes Gleichungssystemﬁ

3Ein homogenes Gleichungssystem hat die Form Ax = 0, wobei A die Datenmatrix ist; ein
nicht homogenes Gleichungssystem hat die Form Ax = b mit b # 0.
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Eine nicht-triviale Losung fiir x existiert nur, wenn die Matrix (V — M) — die cha-
rakteristische Matrix von V — singulér ist, das heifit, wenn die Determinante Null
ist

Ui — A V12 T U1k
V21 Vog — A - - (%)%
IV — | = , o : =0
Vk1 Vg2 Co U — A

Dies liefert nach einer Laplace-Expansion ein Polynom vom Grad k in der Variable
A. Dieses Polynom hat k Nullstellen, die die Eigenwerte (charakteristischen Wurzeln)
(A1, Ag,y ..., Ag) darstellen.

Wenn V symmetrisch ist sind die Eigenwerte immer reelle Zahlen, die positiv oder
negativ sein kénnen.

Da jeder Eigenwert \; eine singuldre Matrix |V — M| erzeugt ist die Losung nicht
eindeutig, es existieren unendlich viele Losungen.

Fiir eine eindeutige Losung muss zusétzlich eine Normalisierung erfolgen, d.h. eine
zusétzliche Restriktion auferlegt werden. Diese zusétzliche Bedingung ist

Durch Einsetzen von A und Normalisierung kann fiir jeden Eigenwert \; ein eindeu-
tiger Eigenvektor x|,—,, berechnet werden.

Die solcherart bestimmten Eigenvektoren c; besitzen zwei wichtige Eigenschaften

1. Aus der Normalisierung folgt

X
! k
X
/ 2 2
CiCi:(ZL'l T - Ik> = E €T; =
i=1
Tk

2. Das skalare Produkt
cic; =0 fiir i # 5

oder kiirzer

, 1 wenni:=j
0 wenn i #j

Achtung: Dies gilt nur, wenn die Matrix V symmetrisch ist und vollen Rang hat.

Vektoren, deren skalares Produkt gleich Null ist, heiflen orthogonal. Da das skalare
Produkt unterschiedlicher Eigenvektoren gleich Null ist (cic; = 0) sind Eigenvekto-
ren symmetrischer Matrizen immer orthogonal. In der graphischen Abbildung be-
deutet dies, dass sie rechtwinklig aufeinander stehen. Aufgrund der Normalisierung
sind sie auch orthonormal.
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Beweis: Wir betrachten zwei unterschiedliche Eigenwerte und die dazugehorigen
Eigenvektoren

VCl = /\1C1 und VC2 = )\2C2

Wir (vor-)multiplizieren die erste Gleichung mit ¢}, und die zweite Gleichung mit ¢}
c,Ve, = \ichey und c;Vey = \aocicy

Transponieren der zweiten (rechten) Gleichung gibt c, Ve, = Aochey, da V annah-
megemafl symmetrisch ist. Daraus folgt

/ /
)\1C2C1 = )\2C2C1

Da die Eigenwerte symmetrischer Matrizen mit vollem Rang alle unterschiedlich
sind folgt
cher =0

Dies gilt fiir beliebige Paare von Eigenvektoren, d.h. die Eigenvektoren stehen paar-
weise orthogonal aufeinander.

Beispiel: Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

()

Substitution in (V — A\I)x = 0 gibt

(V=AD) = (QEA i )\)

Um die Eigenwerte zu berechnen miissen wir die Determinante dieser Matrix be-
rechnen und Null setzen

‘Q_A 2 ‘:(2—)\)(—1—)\)—4:>\2—)\—6:O

2 —1-A

Die Lésungen@ dieses Polynoms 2. Grades sind die Eigenwerte \; = 3 und Ay = —2.
Fiir den ersten Eigenwert \; = 3 ist die Matrixgleichung (V — AI)x = 0

(3 )66 -0

Da die zwei Zeilen linear abhéngig sind (die Eigenwerte A wurden ja berechnet
um eine singuldre Matrix zu erzeugen!) existieren unendlich viele Losungen fiir die
Eigenvektor, die die Bedingung der obigen Matrixgleichung

T = 229

erfiillen.

4Wenn 22 4 px + ¢ = 0 ist T10=—b+ %—q
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Fiir eine eindeutige Losung wird mit ZQ x? normalisiert, d.h. die Restriktion 2% +

=11
x5 = 1 auferlegt
o]+ 13 = (229)° + 25 = bas = 1

Daraus folgt x5 = 1/ V5 und z; = 2z9 = 2 / /5. Der erste Eigenvektor ist also
cL = 2/V5
1 — 1/\/5
Ganz #@hnlich kann fiir den zweiten Eigenwert \; = —2 der Eigenvektor

= (51F)

Diese Eigenvektoren erfiillen die Bedingungen cjc; = 1 und cjc; = 0 fiir ¢ # j

berechnet werden.

cer = (2/VE 1/v5) (f?ﬁ) il
Shes = (~1/v5 2/v5) (‘21/%3) 1t

s 21v5 1vE) (G15) = E i o0

Wir haben nun Eigenwerte \; und Eigenvektoren c;, die die Gleichung
(V — )\ZI)CZ =0 bzw. VCZ' — )\ici

erfiillen.

Wenn aus allen Eigenvektoren eine k£ x k Matrix C = (c; ¢y ---cx) geformt wird
konnen alle Losungen in der Matrizengleichung VC = CA zusammengefasst werden,
wobei A eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten \; auf der Hauptdiagonale ist.

Dies kann einfach gezeigt werden:

C11 Ca1 Ck1 C11 Ca1 Ck1

C12 C22 Ck2 C12 C22 Ck2

Cik Cok Crkk Cik Cof; Ckk
Ci1 C21 ... Cp1 )\1 0 N 0
Ci2 C22 ... Cio 0 )\2 N 0
Cir Cok ... Cgk 0 0 ... /\k

oder kompakter
VC =CA

Wenn C nicht singuliir ist kann diese Gleichung mit C~! vormultipliziert werden
um nach der Diagonalmatrix mit den Eigenwerten A zu 16sen
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A=C'VC

wobei A eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten auf der Hauptdiagonale ist

A 0O - 0
0 XN -+ 0
I IR
0 0 0 M

Die Matrix der Eigenvektoren C kann also verwendet werden um die Matrix V zu
diagonalisieren.

Wir erinnern uns, dass die Eigenvektoren symmetrischer Matrizen paarweise ortho-
gonal sind c)c; = 0. Aufgrund der Normalisierung (||c;|| = 1) folgt zudem

c'c=1

woraus weiter folgt
c'=c!

Deshalb gilt fiir symmetrische Matrizen auch
A=C'VC

oder
V = CAC’

Dies kann verwendet werden um zu zeigen, dass fiir jede symmetrische und positiv
definite Matrix eine nichtsinguldre Matrix P existiert, mit deren Hilfe V folgender-
mafen zerlegt werden kann.

V = PP’

Beweis: Wenn V positiv definit ist sind alle Eigenwerte positiv. Deshalb kann die
Diagonalmatrix mit den Eigenwerten A faktorisiert werden

A = A1/2A1/2

\/)\_1 0 0
0 \//\_2 0
) . 0

A2 =
00 0 Vi
Einsetzen gibt
V = CAC' = CA'?A2C’ = (CA'?)(CA?Y

Fiir P = (CA'/2) folgt deshalb V = PP’
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Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren”

Abschlieflend seien noch einige Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren
von positiv definiten Matrizen V ohne Beweis aufgezdhlt. Fiir eine ausfiihrlichere
Darstellung siehe jedes Lehrbuch fiir lineare Algebra oder Johnston/DiNardo 1997,
S. AT8ft.

1. Die Summe der Eigenwerte ist gleich der Spur von V: Y_ \; = tr(V)
2. Das Produkt der Eigenwerte ist gleich der Determinante von V.
3. Der Rang der Matrix V ist gleich der Anzahl der Eigenwerte ungleich Null.

4. Die Eigenwerte von V2 sind das Quadrat der Eigenwerte von V; die Eigen-
vektoren sind gleich.

5. Die Eigenwerte von V! sind die Kehrwerte der Eigenwerte von V; die Eigen-
vektoren sind gleich.

6. Jeder Eigenwert einer idempotenten Matrix hat entweder den Wert Null oder
Eins.

7. Der Rang einer idempotenten Matrix ist gleich ihrer Spur.

8. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Matrix V positiv
definit ist, ist dass alle Eigenwerte von V positiv sind.

A.16 Verteilung Quadratischer Formen”

Angenommen x sein ein k x 1 Vektor mit standardnormalverteilten Zufallsvariablen
X

x ~ N(0,I)
dann ist
x'x ~ x*(k)
Wenn
x ~ N(0, oI

ist v x 2

_1_|__2_|_..._|__kNX2(]g)

(D) 09 09

Dies kann auch geschrieben werden als

1 _
;x’x ~xX3k)  bzw.  X(o*I)'x ~ x*(k)

Dabei ist die Matrix der quadratischen Form die Inverse der Varianzmatrix.

Wenn die Zufallsvariablen normalverteilt mit Erwartungswert Null, aber nicht not-
wendigerweise unabhéngig verteilt sind

z ~ N(0,X)
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wobei 3 eine positiv definite Matrix ist, gilt immer noch
xS x ~ (k)

aber der Beweis is komplizierter, da die X nicht unabhéngig sind.
Dazu ist werden die X in standardnormalverteilte Y Variablen transformiert.

Da X positiv definit ist kann die Matrix zerlegt werden in ¥ = PP’ wobei P eine
nichtsingulédre £ x k& Matrix ist.

Die Inverse ist
>t = (P_l)’P_1 bzw. P_12(P_1)’

Wir definieren mit Hilfe der P Matrix einen £ x 1 y Vektor
y =P 'x
Diese Y sind multivariat normalverteilt, da E(y) = 0 und
var(y) = E[P7'xx'(P7")]
— P712<P71)/
=1
Da die Y standardnormalverteilt sind gilt
Y'y ~ x*(k)
und weil y = P~x folgt weiter
y/y — X/(P_I)IP_IX
X' x ~ (k)

Wenn A eine symmetrische und idempotente Matrix vom Rang r < k ist kann diese
mit Hilfe der orthogonalen Matrix der Eigenvektoren Q zerlegt werden

ma_r_ (L0
aran- (3 1)
d.h. A hat r Einsen und k£ — r Nullen auf der Hauptdiagonale.
Wir definieren wieder fir x ~ N(0,I)

y=Q'x bzw. x=Qy

Dann gilt wieder

E(y)=0

und

var(y) = E(yy)
= B[Qxx'Q]]
= QIQ
I
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Da x = Qy und
, I O
QAQ= ( 0 0 )
kann die quadratische Form x’Ax geschrieben werden als
X Ax =y'QAQy =Y +Y; +--- + 1}
woraus folgt
x'Ax ~ x*(R)

oder allgemeiner:

Wenn x ~ N(0,02I) und A eine symmetrische und idempotente
Matrix vom Rang R, dann gilt

1
;X,AX ~ x*(R)

Dieses Ergebnis kann verwendet werden, um die Verteilung der Quadratsumme der
Residuen im OLS Modell zu bestimmen.

Wir erinnern uns
€=My mit M=I-XXX)'X
wobei M symmetrisch und idempotent ist mit MX = 0. Deshalb ist
E=My=M(XB+¢€)=Me

und
€'é =¢e'Me
Wenn € ~ N(0, 0%I) folgt
e,
Py ~ x(r)

Da der Rang einer symmetrischen und idempotenten Matrix gleich der Spur (tr) ist
folgt schliellich

rk(M) = tr [I - X(X’X)*lX'}
= n—tr [(X’X)_l(X’X)}
= n—k
weshalb

A.16.1 Unabhingigkeit Quadratischer Formen”

Sei wieder x ~ N(0,02I) und A und B symmetrische idempotente Matrizen mit
den quadratischen Formen

x'Ax = (Ax)(Ax) und x'Bx = (Bx)(Bx)

Die Korrelation zwischen den Vektoren Ax und Bx ist Null, wenn sie statistisch
unabhéngig verteilt sind. Die Kovarianz zwischen Ax und Bx ist

E[(Ax)(Bx)] = E(Axx'B) = ¢°’AB
d.h. die Kovarianzen sind Null wenn AB = BA = 0.
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A.17 Kronecker Produkt®

Sei A eine m x n Matrix und B eine k x [ Matrix, dann ist das Kronecker Produkt
A ® B definiert als

anB @B - a,B
Aepo | @B @B B
CLmlB CLmQB e amnB

Jedes einzelne Element der ‘linken’” Matrix wird mit der kompletten ‘rechten” Matrix
multipliziert. Das Ergebnis ist eine mk x nl Matrix.

Eigenschaften des Kronecker Produkts”
e (A®B)(C®D)=(AC)® (BD)
fiir Amxna Bk:><17 Cnxp7 Dl><q-
e (A®B)=A'"®B

e Seien A,,.,, und Byjy, nichtsingulire Matrizen, dann ist A ® B ebenfalls
nichtsingulér und es gilt

(AeB)'=A"12B!
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