Kapitel 6

Das OLS Regressionsmodell in
Matrixnotation

“What I cannot create, I do not under-
stand.” (Richard P. Feynman)

Dieses Kapitel bietet im wesentlichen eine Wiederholung der fritheren Kapitel. Wir
gehen nur in einem einzigen Punkt iiber die fritheren Kapitel hinaus, indem wir die
Matrixnotation einfiihren. Dies vereinfacht die Darstellung der multiplen Regression
ganz erheblich.

6.1 OLS-Schatzung in Matrixschreibweise

Das multiple Regressionsmodell kann in Matrixschreibweise deutlich einfacher dar-
gestellt werden als unter Verwendung der bisherigen Summennotation.

Wir gehen wieder von einem einfachen linearen Zusammenhang in der Grundge-
samtheit aus, d.h. von einem datengenerierenden Prozess, der durch folgende PRF
beschrieben werden kann

Vi = TP+ xipbo+ -+ xpfh+ -+ xS+ €

wobei der erste Index i wie iiblich die Beobachtung und der zweite Index h =1,...,k
die Variable bezeichnet. Dariiber hinaus wollen wir in diesem Kapitel weiterhin
annehmen, dass alle Gauss Markov Annahmen erfiillt seien.

Fiir die n Beobachtungen der Stichprobe kénnen wir die SRF (‘Sample Regression
Function’) ausfiihrlicher schreiben, ndmlich fiir jede einzelne Beobachtung i

U = $11@\1 + $12é2 +-+ fEmék + &
Yo = X911 + To2fo + - -+ + Tor i + €2

: + o+ 4
Vi = T + xipfBy + -+ xSy + €
T e S S

Yn = xnlﬁl + anﬁQ +-+ xnkﬁk + én

wobei n die Grofse der Stichprobe und h die Laufvariable tiber die Anzahl der erkla-
renden Variablen (inklusive Regressionskonstante) bezeichnet (h = 1,..., k). Wie in
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der Matrixschreibweise iiblich wird mit dem ersten Subindex die Beobachtung — also
Zeile — bezeichnet (i = 1,...,n), und der zweite Subindex (h =1, ..., k) bezeichnet
die erklarende Variable, also Spalte; z;, bezeichnet also die i-te Beobachtung von
Variable h, bzw. das Element in Zeile ¢ und Spalte h.

Man beachte, dass wir hier keine speziellen Symbole fiir Regressionskonstante und
Interzept eingefiihrt haben. Dies ist nicht erforderlich, denn das Interzept ist einfach
der Koeffizient der Regressionskonstanten, d.h. eines Einsen-Vektors. Sollte die Re-
gression ein Interzept enthalten ist einfach eine der z-Variablen ein Einsen-Vektor.

Dieses Gleichungssystem kann einfach in Matrixschreibweise geschrieben werden

Y1 T11 Ti2 - Tik él €1

Yo Tor Tog - Ty Ba )
— . + ]

Yn Tpl Tp2 -+ Tpk ﬁk En

oder etwas kompakter
y=XpB+¢

Die PRF schreiben wir analog y = X3 + €.

Zur Notation: Ublichen Konventionen folgend bezeichnen fettgedruckte Klein-
buchstaben Vektoren und fettgedruckte Grofbuchstaben Matrizen.
6.1.1 Alternative Schreibweisen

Wenn wir aus der i-ten Zeile der X Matrix einen k x 1 Spaltenvektor formen (fiir

eine ausfiihrlichere Darstellung siehe Appendix [6.A. 1l Seite [40).

kann das Modell y = X ﬁ + € alternativ fiir eine einzelne Beobachtung auch ele-
mentenweise geschrieben werden als

By
- 6| .
yi=xp.B+é=(za T - i) R
B

:xilgl+xi232+"'+xikgk+éia t=1,...,n

Wenn keine Gefahr von Missverstdndnissen besteht schreiben wir im Folgenden statt
x;. kiirzer x;, also insgesamt n Spaltenvektoren, von denen jeder die Dimension k x 1
hat.
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Mit Hilfe des Spaltenvektors x;. kann auch die X alternativ geschrieben werden als

xy
!
)

X =

/
mn

Die k x k Matrix X’X kann auch geschrieben werden als """ @&}, da

n
!/
=1

n
Zizl ik Li2 Z
11 T21 Tnl X111 T12
T12 T22 Tn2 To21 T22
Tik T2k Tnk Tn1 Tn2
= X'X
. , .
Genauso ist X'y = >, x;y;, weil
Ti1
)

n
E T;Y;
=1

2

n
Zizl TipTil

2 n

i1 T Do TP
n

Zizl Tio2T4q1

Z :' Yi

Ty + Xy + -+ Tuiln
T12Y1 + T2l + -+ + Tpoln

T1kY1 + TorYo + - - + Tpkln

T11 T21 Tnl Y1
T12 T2 Tn2 Y2
Tk Lok Tnk Yn

X'y

n

Zizl Ti1ik
n

Zizl Li2Tik

no 2
i=1 Lik

L1k
Lok

Tnk

Also kann der OLS Schétzer auch in Vektornotation geschrieben werden

n -1 n
i=1 i=1

Diese Vektor-Schreibweise findet sich haufig in Lehrbiichern.
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6.2 Die OLS Schatzfunktion

Wie iiblich gehen wir wieder davon aus, dass der Parametervektor der Grundgesamt-
heit 3 nicht beobachtbar ist, aber wenn wir aus der Grundgesamtheit eine Stichprobe
mit dem Umfang n ziehen erwarten wir darin einen &hnlichen Zusammenhang wie
in der Grundgesamtheit zu finden. Unser Problem besteht also darin, eine moglichst
gute Schatzfunktion B fiir den ‘wahren’ Koeffizientenvektor B3 zu finden.

Die Grundidee der OLS-Schétzung (Ordinary Least Squares) besteht darin, den
Residuenvektor € so zu wihlen, dass die Summe der quadrierten Abweichungen in
der Stichprobe (d.h. Y7 | €2) so klein wie moglich wird. Dies ist wieder die iibliche
Minimierungsaufgabe.

Zur Erinnerung, die SRF y = X ,é + € ist ausfiihrlich geschrieben

n T11 T2 v Tk él €1
Yo Tor Top v Ty Ba )
. = . . . + .
Yn Tpl Tp2 - Tnk ﬁk En

Die einzelnen Spalten der X-Matrix sind die erkldrenden Variablen, und der n x 1
Vektor € sind die zu minimierenden Stichprobenresiduen.

Die Summe der quadrierten Residuen kann in Matrixschreibweise einfach als inneres
Produkt geschrieben werden

€1

N n
Al A A oA A €2 }:AQ
6'6':(81 Eg €n) . = €;

! =1

En

Da per Definition € = y — X ,é suchen wir den Vektor ,é, der die Quadratsumme
der Residuen minimiert. Dies wird manchmal geschrieben als

8 = argmin [(y - XB)'(y - XB)]
wobel die Funktion argmin der Bestimmung der Stelle dient, an der die Funktion
(y — X3) (y — X3) ihr Minimum annimmt.

Die Quadratsumme der Residuen ist

ge=(y—XPB)(y—XB)
= (v - B'X")(y — XB)
=y'y-B'X'y-yXp+B8'X'Xp
=y'y-208'X'y+B'X'Xp
Man beachte, dass B'X'y = (B 'X'y) = y' X 3, weil beide Terme die Dimension

(1x1) haben, also Skalare sind, und die Transponierte eines Skalars der Skalar selbst
ist.
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Um die Quadratsumme der Residuen zu minimieren miissen wir den obigen Aus-
druck nach dem Vektor 3 ableiten und diese Ableitungen Null setzen. Dazu benoti-
gen wir zwei Rechenregeln fiir das Differenzieren von Matrizen.

Diese beiden Rechenregeln sind

1.
B
2. )
WXXB _, vixs
B

und werden im Appendix zu diesem Kapitel ausfiihrlich erlautert (siehe Appendix
G.A Seite AT,

Diese zwei Rechenregeln kénnen wir nun fiir unsere Minimierungsaufgabe verwen-
den.

min(¢'¢) = min(y — XB)'(y — XB)
B B

= min |y'y — Qﬁ’X'y+B'X'XB]
B

) 9X'y+2X'XB~0
B
X'XB=X'y

Diesen Ausdruck kénnen wir nun einfach nach ,é 16sen, indem wir mit der Inversen
(X'X)~! vormultiplizieren. Als Ergebnis erhalten wir den OLS-Punktschitzer

8= (X'X)"'X'y

Die Bedingung 2. Ordnung fiir ein Minimum verlangt, dass die Matrix X’X positiv
definit ist. Diese Bedingung ist aufgrund der Eigenschaften der Matrix X’'X unter
sehr allgemeinen Bedingungen erfiillt, wenn X vollen Spaltenrang hat.

Ubung: Schreiben Sie die Matrix X’ X mit Hilfe des Summennotation ausfiihrlich
an. Ist die Matrix X’X symmetrisch?

Frage: wie sieht X’'X aus, wenn die erste Spalte von X die Regressionskonstante
ist?
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Beispiel: Die Matrix X sei ein nx1 Vektor mit lauter Einsen, also einer Regression
auf die Regressionskonstante

B=(X'X)"'X"y

-1

—_ =
NS
N

=[(1 1 ... 1) (11 ...1)

—_
< ..
3

= (P+12 1) (it )
n 1 n
— -1 e — —]
=n ; v = ; vi=17
Die Anwendung des OLS-Schétzers liefert also wie erwartet den Mittelwert.

Beispiel: Gegeben sei wieder folgende Stichprobe mit 5 Beobachtungen fiir z und
Y

y: 26 16 4.0 3.0 49
rz: 1.2 3.0 45 58 7.2

In Matrixschreibweise ist das Modell y = X ,é + € oder ausfiihrlicher

2.6 1 12 4
1.6 1 30| /- 2

- B R
10| =11 45 <A>+ 25
3.0 1 58| \P 2,
49 1 7.2 2

wobei der Koeffizient des Einsenvektors (1. Spalte) das zu berechnende Interzept ist.
Der OLS-Schétzer ist

B=(X'X)"X'y

-1

1 1.2 2.6

_(1 111 1)}22 (1 111 1) o
1.2 3.0 45 58 7.2 1 58 1.2 3.0 45 58 7.2 30

1 7.2 4.9

) 21,7\ ' [16.1 ([ 1.0565 —0.1973\ [16.1\  [1.498
- \21.7 116.17 78.6) \—0.1973 0.0455 78.6)  \0.397
Dies sind die Punktschétzer Bl und Bg. In der iiblichen Schreibweise
y; = 1.498 + 0.397x;

Hinweis: Die Inverse kann z.B. einfach mit Excel berechnet werden, siehe dazu die
Hinweise zu Ubungsaufgabe 1 auf Seite B2
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6.2.1 Das Bestimmtheitsmafi R? in Matrixschreibweise

Wir erinnern uns

32:1_SS_R:1_M:1_27§?
TSS >y —y)? > (yi — )
wobei SSR fiir Sum of Squared Residuals und TSS fiir Total Sum Squared steht.

Dies lasst sich in Matrixschreibweise auch schreiben als

élé élé
R2:1_7_:1_7_
> (v —9)? y'y — ny?

Ubungsbeispiel:  Zeigen Sie, dass > (y; — 7)? = y'y — nj>.

Das korrigierte Bestimmtheitsmafl R? (adjusted R?)

Wenn in eine Regressionsgleichung zusétzliche x Variablen aufgenommen werden
kann das BestimmtheitsmaR R? nie kleiner, sondern nur groRer werden. Deshalb
eignet sich das Bestimmtheitsmafs nicht fiir einen Vergleich von Regressionen mit
einer unterschiedlichen Anzahl von erkldrenden x Variablen. Eine fiir diesen Zweck
besser geeignete Kennziffer erhilt man, wenn man im iiblichen R? die SSR und TSS
um die Anzahl der Freiheitsgrade ‘korrigiert’

" - é'é n—1
R2 — 1 _ /TL*k‘72 — 1 _ —
yy—ng yy—ny?) \n—k

n—

Mit einer zunehmenden Zahl erklérender Variablen k wird der Faktor (n —1)/(n —
k) grofer und kompensiert damit dafiir, dass €’¢ tendenziell kleiner wird. Deshalb
eignet sich das korrigierte Bestimmtheitsma R? eher fiir einen Vergleich zweier
Regressionen mit einer unterschiedlichen Anzahl erklédrender Variablen.

Rechenbeispiel

Gegeben sei wieder folgende Stichprobe mit 5 Beobachtungen fiir z und y:

y: 26 16 40 3.0 4.9
r: 1.2 3.0 45 58 7.2

Die OLS-Punktschétzer Bl und Bg haben wir bereits frither berechnet
5 rvy—1vr..  ( 1.0565 —0.1973 16.1\  [1.498
B=(X'X)"Xy= <—O.1973 0.0455 786/ \0.397

Um die Standardfehler dieser Punktschatzer 651 und 652 berechnen zu konnen be-

nétigen wir zuerst einen Schiitzer 2 fiir das o der Grundgesamtheit. Wie gezeigt
ist
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ein erwartungstreuer Schétzer fiir o2.

Die Residuen € berechnen wir aus

2.6 1 1.2 0.626
1.6 1 3.0 —1.088
é=y—XB=|40] -1 45 (éggi): 0.717
3.0 1 58 ' —0.799
4.9 1 7.2 0.545
und
0.626
—1.088
g'e = (0.626 —1.088 0.717 —0.799 0.545) [ 0.717 | = 3.0257
—0.799
0.545

Der Standardfehler der Regression ist also

&= \/ £ _ \/3'0257 — 1.004273
n—=k 3

Der Standardfehler des Koeffizienten h ist

6'B‘h =0 Vhh

wobei vy, das h-te Diagonalelement der Matrix (X'X)~! ist. Fiir die-
ses Beispiel erhdlt man (siche z.B. den mathematischen Appendix
http://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/app2_matrizen.pdf, Abschnitt
B.6)

rvrvo1 [ 1.0565  —0.1973
(X'X) _(—0.1973 0.0455

Also sind

05, = 0y/v1n = 1.004273v1.0565 = 1.0322
05, = 0/v2 = 1.004273v0.0455 = 0.2137

Diese Standardfehler der Koeffizienten werden uns die Berechnung der Konfidenzin-
tervalle und Hypothesentests ermdoglichen.

Die t-Statistiken fiir die Nullhypothese 5, = 0, bzw. Sy = 0, sind

-~ 1.498 ~
t—St&t(ﬁl) = m = 14512, t-St&t(ﬁz) =

0.397

= 1.8577
0.2137

~

p-Wert(By) = [1 — ®4(1.4512)] x 2 = 0.2426
p-Wert(B;) = [1 — ®4(1.8577)] x 2 = 0.1602


http://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/app2_matrizen.pdf
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Fiir die Berechnung des Bestimmtheitsmakes R? bendtigen wir noch y'y = 58.33
und 7% = 10.3684. Damit erhalten wir

g'e 1 3.0257

Rzzl—ﬁ: J—
y'y —ny 58.33 — 5 x 10.3684

= 0.5336

und ein korrigiertes Bestmmtheitsmaf

B2 g'é n—1 _q_ 3.0257 4 _ 0.37%2
y'y — ny? n—=k 98.33 — 5 x 10.3684 3

Fiir einen Vergleich hier der R Output fiir dieses Beispiel:

y = 1498 + 0.3968 z
(1.0322) (0.2142)

R* = 0.5336, adj. R* = 0.3782, n=>5

6.3 Die Annahmen des klassischen linearen Regres-
sionsmodells

Eine der wichtigsten Schlussfolgerungen der fritheren Kapitel war, dass der OLS-
Schatzer unter den Gauss-Markov Annahmen effizient — d.h. unverzerrt und varianz-
minimal — ist. Dies gilt selbstverstandlich auch fiir das multiple Regressionsmodell.
Wir erinnern uns, dass wir die Gauss-Markov Annahmen einteilten in Annahmen,
die die Spezifikation betreffen (z.B. Funktionsform & ‘richtige’ Variablenselektion),
in solche die die X Matrix betreffen (z.B. Exogenitéit & lineare Unabhéngigkeit),
und solche iiber die Stérterme der Grundgesamtheit ; (g; ~ 1.i.d.(0, o?)).

Ein Grofteil der weiteren Veranstaltung wird sich damit beschéftigen, was zu tun
ist, wenn eine oder mehrere dieser Annahmen nicht erfiillt sind. Deshalb wollen wir
die Gauss-Markov Annahmen nun fiir das allgemeinere multiple Regressionsmodell
unter Zuhilfenahme der Matrixschreibweise wiederholen und etwas kompakter dar-
stellen.

Der eigentliche Gauss Markov Beweis wird im Abschnitt skizziert.

A1: Linearitit der PRF: Die Beobachtungen y sind eine lineare Funktion der
erkldrenden Variablen X und der Storterme e

y=XpB+e
oder ausfiihrlicher
Yi = f1xi + PaTia + - + Bri + & miti=1,...,n

Diese Linearitdatsannahme bezieht sich nur auf die Parameter, nicht auf die
Variablen. So ist z.B.

yi = P14+ BaIn(xi2) + P 95?3 + ¢
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linear in den Parametern, aber nicht linear in den Variablen.

Modelle, die linear in in den Parametern sind konnen mit OLS geschatzt wer-
den, auch wenn sie nicht linear in den Variablen sind.

Andererseits ist z.B.

yi = b1+ In(Bo) iy + B3 i3 + &
zwar linear in den Variablen, aber nicht linear in den Parametern.

Solche Modelle konnen nicht mit OLS geschétzt werden, dazu werden andere
Schétzverfahren benétigt (z.B. Mazimum Likelihood Schétzer).

Insbesondere impliziert diese Annahme, dass das Modell richtig spezifiziert ist,
das heifst, dass wir nicht nur die ‘richtige’ (lineare) Funktionsform unterstellt
haben, sondern auch, dass im Modell keine relevanten erklarenden Variablen
fehlen (‘omitted variable bias), und dass keine irrelevanten erklédrenden Varia-
blen vorkommen (Ineffizienz).

A2: Voller Spaltenrang: Die n x k Matrix X hat vollen Spaltenrang d.h.
rk(X) =k

wobei rk den Rang bezeichnet

Das bedeutet erstens, dass die Zahl der Beobachtungen nicht kleiner sein darf
als die Zahl der zu schétzenden Parameter, n > k, und zweitens, dass zwischen
den einzelnen erkldrenden x Variablen (den Spalten der Matrix X') keine exak-
te lineare Abhéngigkeit bestehtd Besteht zwischen den Spalten der X Matrix
eine exakte lineare Abhéngigkeit, spricht man von perfekter Multikollineari-
tat und der OLS-Schétzer kann nicht berechnet werden, da die X’'X Matrix
singuldr ist. Die meisten statistischen Programme brechen in diesem Fall ent-
weder ab, oder entfernen mit einem entsprechenden Warnhinweis die linear
abhéngigen Variablen.

Zur Erinnerung: Angenommen yi = Bl + B\gzng + 33:1613 + &;. Wenn z.B.
Tig = Oz, dann ist y; = 51 + (52 + Bga)xlg + £;, d.h. es kann nur die Summe
(Bg + 6304) geschétzt werden, Bg ist nicht identifiziert!

Die Annahme rk(X) = £ stellt sicher, dass der Koeffizientenvektor 3 eindeutig
ist. Diese Bedingung kann alternativ auch folgendermafsen geschrieben werden:

XBW = X382  wenn und nur wenn BY = 33

In anderen Worten, falls X keinen vollen Spaltenrang hat ist der Koeffizienten-
vektor nicht identifiziert, die gemeinsame Verteilung von y und X ist diesem
Fall mit vielen moglichen Koeffizientenvektoren ,é kompatibel, es kann kein
eindeutiger Koeffizientenvektor berechnet werden.

!Unter dem Spaltenrang versteht man die Anzahl linear unabhiingiger Spaltenvektoren einer
Matrix; in einer grafischen Interpretation ist der Spaltenrang die Dimension des von den Spalten-
vektoren aufgespannten Vektorraums.

2Wenn man aus den Zeilen der n x k Matrix X eine nichtsinguléire k x k Matrix bilden kann
(d.h. eine Matrix, deren Determinante nicht Null ist), hat X vollen Spaltenrang.

3Eine lineare Abhingigkeit zwischen den Spaltenvektoren besteht, wenn mindestens ein Spal-
tenvektor als Linearkombination der restlichen Spaltenvektoren dargestellt werden kann.
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Mittelwerts-
unabhangigkeit

stochast.
|' Unabhéang-
igkeit

Abbildung 6.1: Mittelwerts- und stochastische Unabhéngigkeit. Mittelwertsunab-
héngikeit reicht aus (u.a.), damit der OLS-Schétzer erwartungs-

treu ist. Volle stochastische Unabhéngigkeit ist meist nicht erfor-
derlich.

A3: Exogenitit der erklarenden Variablen: Die erkldarenden Variablen sind
mittelwertsunabhdangig (‘mean idependent’) von den Stortermen

Aufgrund des Gesetzes der iterierten Erwartungen impliziert dies auch E(g;) =

0.

Mittelwertsunabhéangigkeit ist eine schwéchere Bedingung als volle stochasti-
sche Unabhéngigkei‘%, sie bezieht sich nur auf den Erwartungswert, nicht auf
die gesamte Verteilung (z.B. Varianzen und héhere Momente).

Man beachte, dass sich diese Annahme auf die Storterme des datengenerieren-
den Prozesses bezieht, nicht auf die Residuen der Stichprobe! Die Stichpro-
benresiduen sind aufgrund der Bedingungen erster Ordnung immer (d.h. per
Konstruktion) unkorreliert mit den x Variablen.

Diese Annahme steht im Zentrum der Okonometrie und wird uns noch aus-
fiihrlicher beschaftigen.

Annahme A3 fordert, dass die Storterme &; nicht nur von den individuenspe-
zifischen x;;, stochastisch unabhangig sein miissen, sondern von allen z;;,, mit
j=1,...,nund h = 1,... k. Fiir Querschnittsdaten impliziert dies, dass
der Storterm eines Individuums ¢ stochastisch unabhingig sein muss von den
Regressoren dieses Individuums ¢ sowie von den Regressoren aller anderen In-
dividuen j. Fiir Zeitreihendaten bedeutet diese Annahme, dass der Stérterm
der Periode t stochastisch unabhéngig sein muss von allen z-Variablen vergan-
gener, gegenwartiger und zukiinftiger Zeitperioden!

4Stochastische Unabhingigkeit bedeutet, dass die gemeinsame Dichte gleich dem Produkt der
Randdichten ist, d.h. f(x,y) = f(x)f(y). Stochastische Unabhéngigkeit impliziert Mittelwertsun-
abhéngigkeit, aber nicht umgekehrt! Mittelwertsunabhéangigkeit bezieht sich nur auf lineare Ab-
héngigkeiten, stochastische Unabhéngigkeit umfasst auch nichtlineare Abhéngigkeiten.
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Exkurs: Bedingter Erwartungswert

Seien X und U zwei Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Dichte f(x,u). Die Rand-
dichte von X und U ist definiert als

flz) = / flz,u)du bzw. f(u)= / Fla,w) dz

Die auf X bedingte Dichte von U ist definiert

fulz) =
Zwei Zufallsvariablen sind stochastisch unabhéngig, wenn

f(@,u) = f(z)f(u)

Der Erwartungswert von U ist definiert als E(U) = [wf(u)du, und der auf X
bedingte Erwartungswert von U ist

EU|IX =2) = /uf(u\x) du

Wenn U und X stochastisch unabhdngig sind folgt daraus unter bestimmten Re-
gularitdtsbedingungen, dass der auf X bedingte Erwartungswert von U gleich dem
unbedingten Erwartungswert von U ist, denn

E(U|X = z) = /uf(u|x) du — /uf(‘”’“) du

= UM U nabhangigkei
—/ () d (Unabhéngigkeit)
:/uf(u)dqu(U)

wenn f(z) > 0.
Dies zeigt, dass stochastische Unabhéangigkeit Mittelwertsunabhéngigkeit impliziert,
aber wie schon gesagt gilt dies nicht umgekehrt!
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Eine intuitive Vorstellung vom Problem vermittelt Abbildung Durch eine
Korrelation zwischen x und ¢ wird der mit OLS gemessene Einfluss von x auf
y gewissermafen ‘verschmutzt’, OLS liefert deshalb verzerrte Ergebnisse.

B(e,[X) = 0: B(e,[X) 2 0:
Y x [/ e —— x
\\ \\ 0
AN AN |
AN > |
AN N |
\\\ \\\ |
9 9

Abbildung 6.2: Wenn E(e;| X)) = 0 misst der OLS Schétzer den direkten Einfluss
von z auf y (linke Grafik), der OLS Schétzer ist erwartungstreu.
Falls ein Regressor 2 mit dem Storterm korreliert ist (E(g;| X)) # 0,
rechte Grafik), wird dadurch die Messung des Einflusses von x auf
y gewissermafien ‘verschmutzt’, denn in diesem Fall misst der OLS
Schétzer den direkten Einfluss von x auf y sowie den indirekten
Einfluss von ¢ iiber x auf y gemeinsam, der alleinige Einfluss von
x auf y ist mit OLS nicht mehr identifiziert, d.h. der OLS Schétzer
liefert verzerrte Ergebnisse.

Vereinfacht gesprochen erfordert diese Annahme, dass der datenerzeugende
Prozess, der die x erzeugt, unabhingig vom datenerzeugende Prozess sein
muss, der die Storterme ¢ erzeugt. Regressoren, die diese Annahme verletzen,
werden endogene Regressoren genannt.

Wenn die Annahme E(g;|X) = E(g;) = 0 sowie die beiden vorhergehenden
Annahmen erfiillt sind, ist die OLS Schéatzfunktion erwartungstreu!

Leider ist diese Annahme A3 in der Praxis ziemlich haufig verletzt, wichtige
Beispiele sind

e Fehlende relevante Variablen (‘omitted variables’): wenn eine nicht in
der Regression vorkommende Variable mit y und mindestens einer in der
Regression vorkommenden = Variable korreliert ist

o Simultane Kausalitdt: wenn z.B. eine einzelne Gleichung eines Mehrglei-
chungssystems (wie z.B. eine Konsumfunktion) mit OLS geschétzt wird
sind die Ergebnisse systematisch verzerrt;

e Messfehler in den erklirenden Variablen: selbst ein nicht systematischer
Messfehler in einer oder mehreren = Variablen fiihrt zu einer Korrelation
des Storterms £ mit den x Variablen, und somit zu verzerrten Schétzun-
gen.

All diese Probleme werden in dem spéteren Kapitel tiber Instrumentvariablen
ausfiihrlich diskutiert werden.

Ein Selektionsbias kann als ein Spezialfall eines ‘omitted variables bias’ angesehen werden.
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A4: Storterme: Die Storterme der Grundgesamtheit ¢; sind alle unabhéngig und
identisch verteilt (independent and identically distributed) mit Erwartungswert
Null und Varianz o2
g; ~1.i.d.(0,07)

Diese Annahme umfasst drei einzelne Annahmen:

1. Der Erwartungswert der Storterme in der Grundgesamtheit ist Null

Wie schon erwiahnt ist diese Annahme deutlich weniger streng als die
vorhin getroffenen Annahme E(g;|X) = 0, denn E(g;|X) = 0 impliziert
E(e;) = 0, aber E(g;) = 0 impliziert nicht E(e;|X) = 0! Fiir sich allein
genommen ist die Annahme E(g;) = 0 nicht besonders schwerwiegend,
denn man kann einfach zeigen, dass sich die Verletzung dieser Annahme
nur auf die Schiatzung des Interzepts auswirkt, was in den meisten Féllen
keine grofte Bedeutung hat.

Dazu nehmen wir z.B. an, dass ¢; = n + v;, wobei n eine Konstante
(ungleich Null) und v; ein {iblicher Stérterm mit v; ~ i.i.d.(0,0?) ist.
Dann kann das Modell y; = 51 + Bax; + €; einfach umgeschrieben werden
zZu

yi = (b1 +n) + Box; +v;

Der Koeffizient 5 kann in diesem Modell mit OLS effizient geschétzt wer-
den, aber es gibt keine Mdglichkeit §; oder 7 einzeln zu schétzen, man
kann nur die Summe (f; + 7) schéitzen. Die Daten enthalten nicht genii-
gend Information um S; und 7 einzeln zu schétzen, man sagt in solchen
Féllen, £ und 7 sind nicht identifiziert. Das wichtige Konzept der Iden-
tifikation werden wir spater im Zusammenhang mit Systemschitzungen
allgemeiner und ausfiihrlicher diskutieren.

2. Homoskedastizitat: Jeder Storterm ¢; hat die gleiche, endliche bedingte
Varianz o2
var(g;| X) = o? fiir alle 4

Ist diese Annahme nicht erfiillt, d.h. of # o7 fiir i # j, spricht man von
Heteroskedastizitit. Da die PRF in den meisten Féallen nur eine lineare
Approximation an die bedingte Erwartungswertfunktion (CEF) ist wird
diese Annahme ziemlich haufig verletzt sein. Im Kapitel zur Heteroskeda-
stizitdt werden wir sehen, dass robuste Standardfehler in solchen Féllen
manchmal geeigneter sind als OLS Standardfehler.

3. Keine Autokorrelation: Die Storterme g; sind untereinander stochastisch
unabhéngig,
E(eig;|X)=0 furi#j
Ist diese Annahme verletzt spricht man von Autokorrelation.

In Vektornotation konnen die beiden letzten Annahmen tiber die Storter-
me kompakter geschrieben werden als

var(e| X) = 0’1
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Diese vier Annahmen werden fiir den Gauss-Markov Beweis benétigt, d.h.
wenn diese vier Annahmen erfiillt sind ist der OLS Schétzer ein BLUE (best
linear unbiased estimator, oder in anderen Worten, effizient).

A5: Normalverteilung: Die Storterme € sind in der Grundgesamtheit normalver-
teilt.

Dies ist keine Gauss-Markov Annahme, wenn die Gauss-Markov Annahmen
Al — A4 erfiillt sind ist der OLS-Schétzer auch dann effizient, wenn die Nor-
malverteilungsannahme nicht erfillt ist [ Augerdem sind die Stichprobenkenn-
werte (wie z.B. die geschétzten Koeffizienten) in grofen Stichproben aufgrund
des zentralen Grenzwertsatzes auch dann asymptotisch normalverteilt, wenn
die Storterme ¢ nicht normalverteilt sind. Die Normalverteilungsannahme wird
vor allem fiir Hypothesentests in kleinen Stichproben bendtigt.

6.4 Erwartungstreue

Offensichtlich wird sich der vorhin ermittelte Vektor 3 = (X’X)~' X"y von Stich-
probe zu Stichprobe unterscheiden, wenn wir eine neue Stichprobe ziehen, werden
wir auch — hoffentlich nur geringfiigig — andere Schétzungen fiir 3 erhalten. Des-
halb sind die so berechneten Koeffizienten 3 im Gegensatz zu den Parametern der
Grundgesamtheit 3 selbst wieder Zufallsvariablen, genauso wie die damit berech-
neten Stichprobenresiduen €. Von Zufallsvariablen kann man aus der Stichproben-
kennwertverteilung Erwartungswert und Varianz berechnen, und genau dies wollen
wir im néchsten Schritt tun.

Insbesondere interessiert uns, ob der OLS-Schétzer ﬁ = (X'X) ' X'y erwartungs-
treue Schéatzungen fiir B liefert, d.h., ob die aus der Stichprobe berechneten Werte
,(; “em Mittel’ den unbeobachtbaren (3 entsprechen. Dazu setzen wir wieder den
‘wahren’ Zusammenhang der Grundgesamtheit y = X3 + € in die Formel unseres
Schiitzers 3 = (X’'X)"! X'y ein und bilden anschliefend den Erwartungswert:

B=(X'X)'X'(XB+e)
——
Yy

= (X'X)'X'XB+ (X'X)'X'e
B=pB+(X'X)"'Xe

Wir bilden den Erwartungswert
E(8) = B+ E[(X'X) "' Xe]

Wenn die erkldrenden x Variablen deterministisch (bzw. ‘fized in repeated samp-
ling’) sind, ist E(X'X)™ ' X'e) = (X'X) ' X"E(e) = 0, also ist der OLS-Schétzer
erwartungstreu

E(8) =B

6 Allerdings gibt es nicht sehr viele Verteilungen auRer der Normalverteilung, die die Annahme
der Homoskedastizitéat erfiillen.
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Das gilt auch fiir stochastische x, allerdings ist es der Beweis nicht mehr so trivial.
Fiir ein intuitives Verstandnis empfiehlt es sich, einen genaueren Blick auf den £ x 1
Vektor X'’e zu werfen

Ti1 T21 cc Tpl €1 ZZ Ti1€4
X'e — Ti2 T2 - Tn2 €2 B ZZ Ti2&q
Tik Top v Tk En > i Tik€i

Man kann zeigen, dass E(}, ze;) = 0 (fir b = 1,...,k) wenn die Storterme
stochastisch unabhéngig von den erklédrenden x Variablen sind. Wenn die Storterme
also unkorreliert mit den x Variablen sind sollte also E(X'e) =0 sein[1

Man beachte, dass wir fiir die Erwartungstreue nur Annahmen A1 bis A3 bendétigt
haben, d.h. korrekte Spezifikation, voller Spaltenrang sowie Exogenitéit der Regres-
soren (E(e|X) = 0), nicht aber die Annahmen A4 und A5 (d.h. g; ~ 1.1.d.(0,0?)
und die Normalverteilungsannahme). Deshalb ist der OLS-Schétzer selbst dann er-
wartungstreu, wenn die Annahmen A4 iiber die Storterme verletzt sind.

Man beachte auch, dass (X’X) ' X’e groke Ahnlichkeit mit dem Schitzer fiir B
hat. Der einzige Unterschied zu 8 = (X’'X)"'X'y besteht darin, dass y durch
e ersetzt wurde. Intuitiv kann man sich dies folgendermafen vorstellen: wenn im
systematischen Teil des Erklarungsansatzes mit den Variablen X alles erklart wurde,
sollten die Storterme e keine nutzbare Information mehr enthalten. Deshalb sollte
die Anwendung des Schétzers auf die Storterme im Erwartungswert Null liefern.

Achtung: Wir kénnen die Stichprobenresiduen € nicht dazu beniitzen um zu testen,
ob die Storterme der Grundgesamtheit € tatsdchlich mit den erklarenden Variablen
X unkorreliert sind. Wir haben bereits gezeigt, dass die Bedingungen erster Ordnung
fiir die Herleitung des OLS-Schétzers X'é = 0 implizieren, d.h. die Stichprobenkor-
relation zwischen X und € ist aufgrund der Konstruktion unseres Schétzers immer
Null, auch wenn in der Grundgesamtheit eine Korrelation zwischen € und X beste-
hen sollte!

Falls die Regression ein Interzept enthélt ist eine Spalte von X ein Einsen-Vektor.
Die dazugehérige Bedingung erster Ordnung der Minimierung der Quadratsumme
der Residuen stellt in diesem Fall sicher, dass die Summe von € immer Null ist, d.h.
Y& = 0. Dies muss bei einer Schéitzung ohne Interzept nicht gelten!

Damit haben wir die Erwartungstreue der OLS Schéatzer unter den Annahmen A1 —
A3 bewiesen. Als néchstes werden wir die Varianzen der OLS Schétzer berechnen,
um wieder Hypothesentests durchfiihren zu kénnen.

6.4.1 Nichtberiicksichtigung relevanter Variablen (‘omitted
variables’) in Matrixschreibweise

Das ‘wahre’ Modell sei
y=X61+XoB3:+¢

"Dies beweist bei stochastischen x natiirlich nicht, dass E[(X’X)~!X’e] = 0, dazu miissten wir
weiter ausholen, aber es soll den Blick auf die richtige Stelle lenken.
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aber wir schatzen das ‘falsche’ Modell
y=X08]+¢

wobel X eine n x k; und X, eine n X ky Matrix ist.

Die Erwartungstreue priifen wir wie iiblich, indem wir das ‘wahre’ Modell in den
Schéatzer fiir B einsetzen und den Erwartungswert bilden.

A

B o= (XX 'Xiy
= (X{Xl)_IX{(Xl,Bl + X583 + €)
= B+ (X1 X)) ' X[ X6 + (X1 X)) X e

Selbst wenn die erklarenden Variablen wieder exogen sind ist

E(B) = B+ (X]X1) ' X{ X0+ (X[ X)) ' X E(e)
B+ (X1 X1) ' X[ X205
# B

Im Unterschied dazu erzeugt die irrtiimliche Beriicksichtigung irrelevanter Varia-
blen keinen Bias (siehe [6.B.0] Seite [1]), allerdings ist in diesem Fall OLS nicht
mehr effizient, da Freiheitsgrade ‘verschwendet’ werden. Dariiber hinaus erzeugt die
Berticksichtigung irrelevanter Variablen haufig ein ‘overfitting’ in der Stichprobe,
mit einhergehender schlechte Prognosegiite bei neuen Daten (Out-of-sample). Even-
tuell vorliegende Multikollinearitat vergrofsert diese Probleme in der Regel noch.
Aufterdem kann die Interpretierbarkeit der Ergebnisse unter zu vielen irrelevanten
Variablen Schaden nehmen.

A

6.5 Schatzung der Varianz von 3

Die Varianz einer skalaren Zufallsvariable 3, ist definiert als V&I‘(B\h) = E[Bh —
E(B\h)]2 Die geschitzten Koeffizienten 8 bilden einen k x 1 Spaltenvektor von Zu-
fallsvariablen. Fiir Hypothesentests sowie die Berechnung von Konfidenzintervallen
benotigen wir unter anderem die Standardfehler der geschétzten Koeffizienten, die
einfach die Wurzel der Hauptdiagonalelemente der Varianz-Kovarianzmatrix von B
sind. Diese Varianz-Kovarianzmatrix des Vektors von Zufallsvariablen ,é ist definiert
als

var(8) =E [ - E(B)| [6 - B)]
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Beispiel Wenn ,é der 2 x 1 Koeffizientenvektor des bivariaten Modells ist erhalten
wir die 2 x 2 Varianz-Kovarianzmatrix

var(B) = E [,é - E(B)} [,é - E(B)]/
( B Eg;; ) (Bi-EG) B-E@) )]

:< CEB-EG)P lmi—q@m@;E@m>
B~ BB ~EG)]  ElB - E(G))?

_ V&I‘/(\Bl/)\ COV(AAB)
cov(Bi, B2)  var(Bs)

Die Elemente auf der Hauptdiagonale sind die Varianzen und die Elemente auf der
Nebendiagonale die Kovarianzen von (3.

=E

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt bereits gezeigt, dass unter den Gauss-

Markov Annahmen 8 = 3 + (X’X) ' X'e und E(,[;) = 3. Deshalb ist

E[B—E(B) = E[B+ (X'X) ' X'e — 3]
= E[(X'X) ' X¢]

Unter Verwendung dieses Ergebnisses erhalten wir die Varianz-Kovarianzmatrix von

B als

B[-EB)] [6-E6)|
E[(X'X) ' X'e][(X'X) ' X e)
E[(X'X) ' X'ee’! X (X'X)™]

var(B)

da (AB)' = B’ A’ sowie (A’) = A (siehe mathematischen Appendix).

Wenn die X deterministisch sind, sind die einzigen Zufallsvariablen in diesem Aus-
druck die Elemente des Vektors der Storterme €. Deshalb kénnen wir den Erwar-
tungswertoperator direkt vor die Matrix der Zufallsvariablen €’ schreiben

var(B) = (X'X) ' X' E(ee") X (X' X))~} (6.1)

Zur Berechnung der eigentlich interessierenden Varianz-Kovarianzmatrix von 3 be-
notigen wir also die Matrix E(ee’), die wir uns nun etwas niher ansehen wollen.

Die Elemente des n x 1 Spaltenvektor der Storterme € haben einen Erwartungswert

von Null, d.h. E(e) = O, bzw. ausfiihrlicher

™
—
&3
—~
™
—
N—
o

Ee)=E| | |= =| . |=0

3
=
—
S
~
o

3



Okonometrie verstehen 19

deshalb ist E(ee’) einfach die Varianz-Kovarianzmatrix der Storterme.

g1 — E(ey)
var(e) = E =T :E(@) (e1—E(e1) e2—E(e2) -+ e, —E(e))
En — E(en)
€1
_g| (e1 e en ) = E(eg)
E(e1)? E(e182) ... E(eien)
_ E(e2e1) E(e2)? ... E(e2g,)
E(erer) Blenes) ... E(en)?
var(ey) cov(eigs) ... cov(eie,)
_ cov(eser) var(eq) ... cov(eag,)
cov(é:ngl) COV(é:fn€2) V&I‘tén)

Diese Varianz-Kovarianzmatrix der Grundgesamtheit erhélt eine sehr einfache Form,
wenn man Homoskedastizitit (var(e;) = o?) und Abwesenheit von Autokorrelation
(cov(ei,e;) = 0 fiir ¢ # j) unterstellt, also

var(e) = o1

denn in diesem Fall ist die Varianz-Kovarianzmatrix eine einfache Diagonalmatrix.

o2 0 ... 0 1 0 ... 0
, 0 o ... 0 o1 o ,
E(ee’) = L ] =0 L ] =01,
0 0 ... o2 00 ... 1

wobei I,, die n x n Einheitsmatrix ist.

Wie schon gesagt, diese Varianz-Kovarianzmatrix der Storterme e; bendtigen wir,
um die eigentlich interessierende Varianz-Kovarianzmatriz der geschatzten OLS Ko-

A~

effizienten zu berechnen, d.h. var(3).

Dies ist unter den Annahmen E(e€’) = %I sehr einfach, wir brauchen nur in Glei-
chung (6.1]) einzusetzen

var(B) = E[8 - B(B)] [8 - E(B)] = (X'X)"'X'B(ee) X'(X'X)"
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da o? ein Parameter der Grundgesamtheit ist (d.h. eine fixe, aber unbekannte
Zahl) und die X exogen sind. Damit haben wir einen Ausdruck fiir die Varianz-
Kovarianzmatrix des Koeffizientenvektors, der allerdings noch von der unbeobacht-
baren Varianz der Stoérterme o2 abhingt. Wie frither bendtigen wir wieder einen
Schiitzer 62 fiir o2.

6.6 Eine Schatzfunktion fiir die Varianz von € (0?)

Fiir Hypothesentests benétigen wir die Standardfehler der Koeffizienten. Da der
Ausdruck fiir die Varianz von B, var(8) = ¢2(X’X)~!, noch die unbeobachtbare
Varianz o2 der Grundgesamtheit enthilt, bendtigen wir einen Schitzer fiir 0. Den
Ansatz, den wir zur Herleitung des Schétzers fiir 3 wéhlten, ndmlich die Minimierung
von €’¢, konnen wir hier nicht anwenden, da die Zielfunktion die Varianz o2 nicht
enthalt.

Ein moglicher Kandidat fiir einen solchen Schétzer wire die Varianz der Stichpro-
benresiduen, aber wie schon im bivariaten Fall kann man zeigen, dass diese einen
verzerrten Schatzer darstellt. Wir werden aber im folgenden Beweis zeigen, dass

ol 2 A2
A2 €€ _Zigi
O' =

n—k n-—=k

ein unverzerrter Schitzer fiir die Varianz o2 der Storterme ist, wobei k& die Anzahl
der erkldrenden Variablen (inkl. Interzept) ist; (n — k) bezeichnet wieder die Anzahl
der Freiheitsgrade. Die Wurzel daraus,

wird Standardfehler der Regression genannt.

Dies wollen wir nun ausfiihrlich zeigen und beweisen.

Die Storterme ¢; sind Zufallsvariablen, und unter den frither gemachten Annahmen
ist die Varianz dieser Zufallsvariablen ist die Zahl o2. Aber natiirlich ist € = y — X3
nicht beobachtbar. Da y = X3 + é und 3 = (X'X) ' X'y kann man fiir die
Stichproben-Residuen schreiben

E=y-XB=y-X(X'X)'X'y=[I-X(X'X)"'X']y

Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir fiir die n x n Matrix
[I — X(X'X) ' X’] das Symbol M ein, d.h. wir definieren

M =I-X(XX)'Xx'

Die Matrix M spielt in der Okonometrie eine wichtige Rolle und wird residuener-
zeugende Matrix genannt, da — wie soeben gezeigt — My den Residuenvektor €
ergibt
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€=My (6.2)
d.h. Vormultiplikation des n x 1 Vektors y mit der n x n Matrix M erzeugt den
Residuenvektor.

Die residuenerzeugende Matrix M hat mehrere wichtige Eigenschaften

e M ist symmetrisch, d.h. M = M’

Warum? Falls M symmetrisch ist muss gelten M = M'.
Da M' = [I - X(X'X)'X) = I — (X)(XX)'YX" = I —
XX'X)'X'=M

e M ist idempotent, d.h. MM = M. Dies kann einfach durch Ausmultiplizie-
ren iiberpriift werden

e Die Matrizen M und X sind orthogonal, d.h. M X = O, weil
MX = [I—X(X'X)*lX'] X=X-X=0

Daraus folgt gemeinsam mit Gleichung (6.2 auch

weil
E=My=M(XB+e)=08+Me=DMe
———

e M ist singuldr mit Rang n—k (idempotente Matrizen haben mit Ausnahme der
Einheitsmatrix nie vollen Rang; siche Appendix zur Matrixalgebra). Deshalb
besitzt M keine Inverse und der obige Zusammenhang kann z.B. nicht benutzt
werden, um aus den Residuen € die Storterme € zu berechnen.

Exkurs: Die Verteilung der Residuen bei normalverteilten Stortermen
Wenn die Storterme € normalverteilt sind mit € ~ N(0,02I) und die X Matrix
deterministisch ist erlaubt der Zusammenhang € = Me die Verteilung der Residuen
zu bestimmen.

Da jede Linearkombination normalverteilter Zufallsvariablen wieder normalverteilt
ist, sind unter obigen Annahmen auch die Residuen € normalverteilt, weil Me ein
linearer Zusammenhang ist.

8 M ist idempotent weil

MM =(I-X(X'X)'X")I-X(X'X)"'X")
=IT-X(X'X)'X' - X(X'X)'X'+ X(X'X)"' X'X(X'X)"'X'
=T -2X(X'X)'X'+ X(X'X)'Xx’
=I-X(X'X)"'X'=M
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Der Erwartungswert und die Varianz der Residuen kdénnen ebenfalls einfach be-
stimmt werden:

E(¢) = E(Me)
= M E(e)
=0

und

var(€) = E(€')
= E(Mee'M')
= M E(ee’)M'
= M(o’I,) M’ (wenn &; ~ i.i.d.(0,0%))
=o*’MM'
=o’M
Deshalb ist
€ ~N(0,0°M)

Man beachte, dass fiir dieses Resultat alle Annahmen des klassischen linea-
ren Regressionsmodells (Al — A4) erforderlich waren, und dass die Varianz-
Kovarianzmatrix der Residuen singulér ist!

Selbst wenn die Storterme homoskedastisch und nicht autokorreliert sind, sind die
Residuen im allgemeinen heteroskadastisch und autokorreliert, da die Nebendiago-
nalelemente von var(€) = oM ungleich Null sind (d.h. E(£,£;) # 0 fiir i # j und
die Hauptdiagonalelemente von M ungleich grof sind (var(;) # o2 fiir alle i).

9

Die residuenerzeugende Matrix M ist eng verwandt mit der Projektionsmatrix
P
P =XX'X)'X

da M = [I — P].

Wenn man den y Vektor mit der Projektionsmatrix P vormultipliziert erhalt man
die gefitteten Werte, denn ¢y

J=y—é=y—-My=IT-M)y=X(X'X)'X'y=Py

Die Projektionsmatrix P wird manchmal auch ‘Hutmatrix’ (‘hat matriz’) genannt,
da sie dem y Vektor ‘einen Hut aufsetzt’.

Ebenso wie die residuenerzeugende Matrix M ist auch P eine symmetrische, idem-
potente und singulére n x n Matrix mit Rang k.

Die Bedeutung der Projektionsmatrix P und der residuenerzeugenden Matrix M
wird im Abschnitt iiber die geometrische Interpretation des OLS-Schétzers (Ab-
schnitt [G.11]) ausfiihrlich diskutiert.

Diese Ergebnisse wollen wir nun verwenden um einen erwartungstreuen Schitzer &2
fiir das unbekannte o2 zu ermitteln. Wir schreiben zuerst die Quadratsumme der
Residuen €’¢ mit Hilfe der residuenerzeugenden Matrix M an
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My=MXpB+Me=Me (day=XB+e und MX = O)
gé=e'M'Me = MMe=¢e'Me (da M sym. & idempotent ist)

™,
I

Fiir die weiteren Ausfiihrungen benotigen wir den Spur—Operator (trace, tr): Die
Spur einer symmetrischen Matrix ist definiert als die Summe der Hauptdiagonalele-
mente tr(A) = aj;+ag+- - -+a,,. Man kann zeigen, dass fiir geeignet dimensionierte
Matrizen gilt: tr(AB) = tr(BA). Da ¢’ Me ein Skalar ist kann man davon die Spur
nehmen ohne das Resultat zu verdndern. Unter Verwendung der obigen Regel kon-
nen wir also schreiben: é’é = ¢’ Me = tr(¢’Me) = tr(Mee'). Zur Uberpriifung der
Erwartungstreue miissen wir davon den Erwartungswert bilden:

E(¢'é) = E [tr(Mee')]
= tr [E(Mee')] (da die Spur ein linearer Operator ist)
= tr [Mo*I] (da M deterministisch ist und wenn E(eg’) = oI

=o’tr [I - X(X'X) ' X'] (da tr(A+ B) =tr(A) + tr(B))
=2 [tr(I) — tr(X(X/X)le/)} (da tr(AB) = tr(BA))

— o* [tr(T) — (X' X (X' X) )]

= 02 [tl“(I(nxn)) — tr(I(k;xk;))]

=o*(n—k)

Die Varianz der Stichprobenresiduen 6?1, ist

Bildet man den Erwartungswert, so folgt

B(5?) = E(é'e) _ (n — k)o?

& n n

Somit unterschatzt die Stichprobenvarianz 62, in ihrem Erwartungswert die Popula-
tionsvarianz 0% um den Faktor (n—k)/n. Multlpllzleren wir den Erwartungswert der
Stichprobenvarianz mit dem Kehrwert n/(n — k), wird der ‘bias’ korrigiert und wir
erhalten eine erwartungstreue Schiitzung der Populationsvarianz o2. Wir definieren
also ein 62

o €€
T n—k
fiir das gilt
E(¢'e)
E ~2 — — 2
(6°)=——p =0

d.h. dieses 62 ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir die Varianz der Storterme o2. B

9Diese so definierte Stichprobenvarianz 02 ist kein Schétzer, sondern die (Populations-) Varianz

der Zufallsvariablen ;. Deshalb wird durch n und nicht durch n — k dividiert.
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Die Wurzel dieses Schitzers fiir die Varianz der Stérterme 62, d.h.

g'e
n—=k

Q>
I

wird Standardfehler der Schatzung (Standard Error of the Regression) genannt und
wird von fast allen 6konometrischen Software—Paketen ausgegeben

Damit ist unser Problem gelost. Zur Erinnerung, wir hatten im letzten Abschnitt
die Varianz-Kovarianz Matrix der Regressionskoeffizienten berechnet

var(8) = (X' X))
konnten damit aber nicht viel anfangen, da o2 ein Parameter der Grundgesamtheit

— und deshalb nicht beobachtbar — ist.

Nun haben wir einen erwartungstreuen Schiitzer fiir o2 hergeleitet, und dies erlaubt

uns endlich eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir die Varianz-Kovarianz Matrix
der OLS Schéatzer 3 anzugeben

g'é
n—k

:5'2(X/X)_1 — (X/X)—l

Man beachte, dass 62 ein Schitzer fiir die Varianz der Grundgesamtheit o2 ist (also

ein Skalar), wihrend Eé eine k x k Matrix mit den Schétzern fiir die Varianzen

und Kovarianzen der Koeffizienten 3 ist. Die Wurzel der Hauptdiagonalelemente

der Matrix 6’% sind die Standardfehler der Koeflizienten.

Der Standardfehler des h-ten Koeflizienten Bh ist &Bh = 0+/Unn, wobei vy, das h-te
Diagonalelement der Matrix (X’X)~! ist. Da wir die Varianz aus der Stichprobe
schitzen ist die entsprechende Teststatistik wieder t-verteilt mit n — k Freiheitsgra-
den.

Daraus folgt

t—Stat(Bh) _ Br — Bn _ BAh — Bn

~ bk

A

o Bh O+/Uph
bzw. das Konfidenzintervall R
ﬁh + tZ/Q ((3' Uhh)

Wir kénnen die bisherigen Ergebnisse also zusammenfassen:
Unter den Gauss-Markov Annahmen gilt

0Tn Stata kann mit dem postestimation Befehl e(rmse) (fiir Root MSE) auf den Standad-
fehler und mit e(rss) auf die Quadratsumme der Residuen zugreifen; in In R erhélt man die
Quadratsumme der Residuen mit deviance(egname) und den Standardfehler der Regression mit
summary (egname)$sigma.
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Fiir ¢; ~ N(0,02) und 3 statistisch un-
abhéngig von € folgt:

B~N(B,0*(X'X)™")
P Sl S
X' X )

wobei (X'X), ! das h-te Diagonalelement der Matrix (X’X)~! bezeichnet.

6.7 Die Varianz einer Linearkombination von
. *k
Koeffizienten

Um die Varianz einer Linearkombination von OLS Koeffizienten zu berechnen de-
finieren wir einen k£ x 1 Vektor r. Durch entsprechende Wahl der Werte von von
r konnen wir beliebige Linearkombinationen der Parameter berechnen; wenn z.B.
r = 1 erhalten wir mit '3 die Summe der 3; wenn 7 in der Zeile h eine Eins enthélt
und sonst nur Nullen pickt '3 Element (3, heraus

b 3 I
’f‘/ﬁ:(l 1 1) 52 :ZBZ oder (O 1 O) 52 :52
Bs =1 Bs
Definieren wir einen Skalar v = 7/8. Wir interessieren uns fiir die Varianz von

5 = /3, diese ist X
var(7) = ' var(@)r = o’r' (X' X)) 'r

weil

Beispiel: Fiir/\y = 31 +§2x2 + ng3A+§ ist die Varianz von 7 = 232 — B\g gleich
var(y) = 4var(fy) + var(fs) — 4 cov(fs, f3) (binomische Formel). Um dies in Ma-
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trixnotation zu zeigen definieren wir r = (0 2 — 1)

X varA(Bll cov(gligg) cov(@, Eg) 0
var(r'3) = ( 0 2 -1 ) cov(él,ﬁg) var(f2) COV(ﬁQ/,\ﬁg) 2
-1

~

cov(Bi, B3) cov(Bs, B2)  var(Bs)
= ( QCOV(BLEQ) — cov(ﬁl,gg) 2var(32) — cov(33,32) QCOV(I/B\Q,I/B\g) — Var(gg) ) (

= 4var(§2) + Var(gg) — 4cov(§2,§3)

6.8 Effizienz des OLS Schitzers”

Das Gauss Markov Theorem fir die Effizienz des OLS Schétzers kann natiirlich auch
unter Zuhilfenahme der Matrixnotation bewiesen werden.

Das Gauss Markov Theorem besagt, dass bei Giiltigkeit der Gauss Markov An-
nahmen der OLS Schétzer B eine kleinere Varianz hat als alle alterativen linearen
unverzerrten Schétzfunktionen (3.

Fiir den Beweis definieren wir eine beliebige lineare Schatzfunktion ,[; und untersu-
chen, unter welchen Bedingungen diese Schétzfunktion unverzerrt ist. Sodann be-
rechnen wir fiir diese Schatzfunktion B unter der Bedingung der Unverzerrtheit die
Varianz-Kovarianzmatrix. Man kann dann relativ einfach zeigen, dass die Differenz
zwischen dieser Varianz-Kovarianzmatrix und der Varianz-Kovarianzmatrix des OLS
Schétzers immer eine positiv-semidefinite Matrix ist.

Dies impliziert, dass fiir jedes einzelne Element der Schatzfunktionen gilt
var(f) — Var(gh) >d mitd>0

fiir h =1,..., k. Analoges gilt auch fiir jede beliebige Linearkombination der Schétz-
funktionen.

Beweis:" Wir definieren eine beliebige lineare Schitzfunktion!]
B=Cy

wobei C' eine k x n Matrix mit Konstanten ist, die eine Funktion der X sein kénnen,
dhnlich wie die (X'X)~' X’ Matrix fiir den OLS Schéitzer.

Der Schétzer 3 ist unverzerrt, wenn

E(B) =0
Dies impliziert Restriktionen auf die Matrix C
E(8) = E(Cy)
=E(C(XB+¢))
=CXpB+ E(Ce)

=CXgp (wenn E(Ce) = CE(e) =0)

HDieser Beweis folgt eng [Vogelvang (2005, 72f).
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Deshalb ist B nur eine unverzerrte Schatzfunktion wenn
CX =1,

Die Varianz-Kovarianzmatrix von 3 ist

var(8) = var(Cy) = var(C(X3 + ¢))

=var(CXB + Ce))

= var(Ce) (wenn B3 unverzerrt ist)
= Cvar(e)C'

= Co’I,C'  (wenn g; ~i.i.d.(0,0%))
=o’CcC’

Zum Vergleich, die Varianz-Kovarianzmatrix des OLS Schétzers ist
var(8) = (X' X))
Fiir den Gauss Markov Beweis bendtigen wir die Differenz
[var(8) - vax(B)

und erinnern uns, dass E =Cyund 3 = (X'X) 1 X'"y.

Deshalb definieren wir eine k& x n Matrix D mit den Differenzen
D=C-(X'X)'X

die wir umschreiben zu
C=(X'X)'X'+D

Wir multiplizieren beide Seiten mit X und verwenden die Bedingung fiir Unver-

zerrtheit CX = I,
CX=(X'X)'X'X+DX

Daraus folgt I, = I, + DX oder
DX =0
Damit ist’s fast geschafft, denn unter Verwendung dieser Eigenschaft erhalten wir

CC' = [(X'X)"'X'+ D] [(X'X)"'X'+ D]
(X'X)"'X'+ D] [X(X'X)™'+ D]

(X'X)'X'X(X'X)"'+ DD’ (weil DX = O)
= (X'X)"'+DD'

Der Unterschied zwischen den beiden positiv definiten k x k Matrizen CC’ und
(X'X)! ist die positiv semidefinite Matrix DD’

Wir haben bereits gezeigt, dass var(B) = ¢2CC’ und, unter den Gauss Markov
Annahmen, var(3) = ¢*(X'X)~".
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Also folgt
var(8) = o>CC’
=0’ [(X'X)"'+ DD']
— var(B) + 02DD’
oder

var(8) — var(8) = 0>DD’

Dies impliziert, dass sowohl jedes einzelne Element von B als auch jede beliebige
Linearkombinaton dieser Elemente kleinere (oder hochstens gleich grofse) Varianz

haben als die der entsprechenden Elemente von 3.

Dies kann einfach gezeigt werden: D ist eine k x n Matrix, deshalb hat die sym-
metrische Matrix DD’ die Dimension k X k. Aus der linearen Algebra ist bekannt,
dass Matrizen der Form DD’ immer positiv semidefinit sind, d.h., dass fiir jeden
beliebigen k x 1 Vektor r (fiir alle » # 0) gilt ¥’ DD’r > 0 (man beachte, dass dies
ein Skalar ist)

Deshalb muss gelten

r’ <Var(,6) — Var(,é)> r=o*r'DD'r >0

bzw.

' var(8)r = ' var(B)r + o*r'DD'r
mit o2’ DD'r > 0.
Wir koénnen den Vektor r beliebig wéahlen, also z.B. auch, dass er in der Zeile h
eine Eins hat und sonst iberall Null, dann wird dadurch genau die Varianz des
Koeffizienten 3, (bzw. 3;,) ‘ausgeschnitten’. Aber durch geeignete Wahl von r kann
auch jede beliebige Linearkombination von 3 erzeugt werden.

Damit ist gezeigt, dass sowohl jedes einzelne Element von B als auch die jede be-
liebige Linearkombination der einzelnen Elemente von B immer eine kleinere (oder
hochstens gleich grofte) Varianz hat, als die entsprechende Varianz jeder beliebigen
anderen linearen unverzerrten Schatzfunktion, sofern die Gauss Markov Annahmen
erfiillt sind! Der OLS Schétzer ist also ein BLUE (’best linear unbiased estimator’).

Dieser Beweis erfolgte fiir deterministische X, man kann aber zeigen, dass das Gauss
Markov Theorem auch fiir stochastische Regressoren gilt, wenn alle Gauss Markov
Annahmen erfiillt sind (fiir einen ebenso eleganten wie kurzen Beweis siehe z.B.

White and Chd (2012)).

6.9 Konsistenz des OLS Schatzers”

Wir erinnern uns, dass eine Schéatzfunktion 6 konsistent ist, wenn sowohl der Bias
als auch die Varianz von 6, gegen Null konvergieren, wenn n — oo. Dies wird
geschrieben als

~

o150 oder plim(6) =0

12Djes ist einfach zu sehen, sei X eine n x k Matrix und r ein k x 1 Spaltenvektor. Dann gilt
fiir den Skalar ' X' Xr = (Xr)'Xr = || Xr||*> > 0.
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Die Konsistenz des OLS Schétzers kann auch fiir stochastische Regressoren relativ
einfach bewiesen werden.

Dazu bendtigen wir zusétzliche Annahmen, die aber nicht allzu streng sind. Im We-
sentlichen verlangen diese Annahmen, der datengenerierende Prozess durch y =
X 3 + € beschrieben werden kann, wobei die einzelnen Paare (y;, o, ..., Z;) (mit
i = 1,...,n) Zufallsziehungen aus einer gemeinsamen Verteilung sind (i.i.d. Stich-
probe), wobei grofse Ausreifser unwahrscheinlich sein sollen (die ersten vier Momente
existieren und sind nicht unendlich grof). Aukerdem miissen die Regressoren exogen
sein (E(g;]X) = 0).

Um die Konsistenz des OLS Schétzers zu beweisen miissen wir zeigen, dass

plim(,é) = plim ((X'X)_lX'y) =0

n—oo n—oo

Fiir den plim von stochastischen Matrizen und Vektoren gilt, wenn die Multiplikation
moglich ist und X nicht singulér ist

plim (X ') = plim (X))

n—oo n—oo

plim (Xy) = plim X plimy

n—oo n—oo n—oo

Wenden wir uns zuerst der Matrix X’X zu

T11 T21 -t Tpl i1 Tiz o Tk
T2 Taz - Tp2 To1 T2 o T2k
X'X = ]
Tk Lok -+ Tk Tp1 Tp2 - Tnk
n 2 n n
D1 Th D TaTo v Y TalTik
n n 2 n
D1 Tt D Tyttt D TiaTik
n n n )
Do TikTil Do TikTiz D Tig
Ein typisches Element ist Y ! |z, (mit h,g = 1,...,k), eine Summe von n

Produkten. Wenn n — oo kénnen wir deshalb nicht erwarten, dass diese Summe von
Produkten gegen eine endliche Zahl konvergiert, deshalb existiert im allgemeinen fiir
die Matrix X'X kein plim.

Hingegen sollte unter obigen Annahmen der Durchschnitt von n Zufallsvariablen,
d.h. % Yo Tinlig = qng, gegen eine feste Zahl konvergieren, bzw. in Matrixschreib-
weise

1
pllm—X’X = QXIX

n—oo T
wobei Qxx eine endliche nichtstochastische Matrix mit vollem Rang k ist.

Beim Beweis der Erwartungstreue haben wir bereits gezeigt, dass

B=B+(X'X)"'Xe
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Also ist
plim (,@) = plim (8) + plim ((X'X)~") plim (X'e)
n—o00 n—00 n—00 n—00
S DU S 4
=06+ (plim—-X'X plim ( —X'e
n—oo 1 n—oo \ N

=B+ (Qxx) ' plim (%XIE)

Der Schétzer ,é ist also konsistent, wenn plim (%X ! s) = 0. Wir schreiben diesen
k x 1 Vektor noch einmal ausfiihrlich an

1
) o > i
/
1X'r—: | = > i Tig€i
- }

1 !
P Zz Tig€i

-~

wobei hier die erste Spalte der X Matrix ein Einsenvektor ist ([ ist also das Inter-
zept). Man beachte, dass die k£ Elemente dieses Vektors den Kovarianzen zwischen
den Regressoren und den Stoértermen dhneln. Falls die Regressoren exogen sind soll-
ten die Elemente dieses Vektors gegen Null konvergieren.

Daraus folgt
. 3 —1 . 1 Vi
plim (B) = B+ (Qxx) " plim (- X'e
n—00 n—oo \ 1
=B+ (@xx)"'0
=p
Das bedeutet, wann immer plim(+X’e) = 0 und einige weniger strenge Annahmen
erfiillt sind ist der OLS Schétzer konsistent.

Zum Beweis der Konsistenz ist (im Unterschied zur Effizienz) keine Homoskedasti-
zitét erforderlich, aber die Annahmen A1 — A3 und sowie endliche zweite Momente
(Varianzen diirfen nicht unendlich grof werden).

6.10 Asymptotische Normalverteilung des OLS
Schitzers”

Die asymptotische Normalverteilung des OLS Schétzers wird bendtigt, wenn die
Verteilung der Grundgesamtheit unbekannt ist und zumindest fiir grofte Stichproben
Hypothesentests bendtigt werden oder asymptotische Konfidenzintervalle werden [

Die vollstdndige Herleitung wére etwas aufwéndiger, deshalb hier nur eine kurze
Skizze.

Wir wollen zeigen, dass

13Dieser Abschnitt wurde noch nicht {iberpriift und enthilt moglicherweise Fehler :(
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Dabei ist ,én die auf n Beobachtungen beruhende Schatzfunktion fiir den Parame-
tervektor 3. Da die Varianz von ,én mit zunehmenden n abnimmt muss mit der
Konvergenzgeschwindigkeit /n multipliziert (skaliert) werden, damit man eine sta-
bile Grenzverteilung erhalt.

Beispiel: Varianz des arithmetischen Mittels ji

Um das Kollabieren oder Divergieren der Varianz von (ji,, — ) mit zunehmenden
Stichprobenumfang n zu verhindern kann man mit der Konvergenzgeschwindigkeit
v/n multiplizieren. Denn aus

var(ji) :==n"to?

folgt

1
var(vn(ji, — i) = nvar(fi, — p) = n—o® = 0 = asy var(ji, )
n

Das heift, ist 02 die asymptotische Varianz des arithmetischen Mittels und die Kon-
vergenzrate betragt v/n. Analoges gilt fiir das lineare Regressionsmodell.

Das Symbol —%5 bedeutet Konvergenz der Dichte nach (density), und N(0, X) be-
deutet normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix 3.

Das lineare Modell ist
y=XB+e

mit

B,=(X'X)"'X'y=8+(X'X)"'X'e

3 1 ! - 1 !
n n
Unter der Annahme von i.i.d. Daten und endlichen zweiten Momenten kénnen Ge-
setze der Grofen Zahl angewandt werden, d.h.

Wir dividieren durch n

1

n

(X'X) 5 EX'X):=Q

konvergiert der Wahrscheinlichkeit nach zu einer positiv definiten Matrix.
LX ‘e 250

NLD

Wir wollen die Verteilung von

1 1 —
—X'e=—=)» ¢
bestimmen.

Darauf kénnen wir einen Zentralen Grenzwertsatz anwenden, wenn die folgenden
Annahmen erfiillt sind:
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Die Datenpaare (z;.,¢; sind i.i.d.

E(e?|x;) = o*(x;) (Storterme konnen heteroskedastisch sein)

E(zixe?) < oo

Unter diesen Annahmen folgt aus einem multivariaten Zentralen Grenzwertsatz

1 1 ¢ d
—X'e=—=)» xie;, — N(0,£2) mit 2 =E(zx;s)
NS

Daraus folgt unter Anwendung von Slutsky’s Theorem

VB, - B) === N(0,Q7'2Q ")
mit Q = E(z}x;) und 2 = E(z,x;e?)
Daraus folgt

e Wenn n — oo konvergiert die Stichprobenkennwertverteilung gegen die Nor-
malverteilung, zentriert um den wahren Wert 3.

e Die Varianz der Stichprobenkennwertverteilung héngt sowohl von der Storter-
me als auch von der Verteilung der Regressoren ab.

e Dieses Resultat erlaubt die Durchfithrung von Hypothesentests und die Be-
stimmung von asymptotischen Konfidenzintervallen in grofen Stichproben,
unabhéngig von der Verteilung des datengenerierenden Prozesses.

Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie mit Fxcel die Koeflizienten, deren Standardabweichungen sowie
das R? des Modells L R
Yi = P+ Paio + B3Tiz + &
fiir folgende Daten

Yy Ty Xy
2 9 1
o 4 2
4 7 3
8§ 2 4
9 3 5
9 1 6

Beachten Sie, dass die Gleichung ein Interzept enthélt!

Hinweis: Excel erlaubt u.a. das Transponieren | =MTRANS(Bereich)|, Multi-
plizieren | =MMULT (Bereichl;Bereich?2)| und Invertieren | =MINV(Bereich)]|
von Matrizen. Markieren Sie dazu zuerst den Ausgabebereich (in der
richtigen Dimension!), geben die Formel ein und schlieflen Sie mit
<Umschalt>+<Strg>+<FEingabe> die Eingabe ab (d.h. bei gedriickter Shift-
und Strg-Taste die Eingabetaste driicken).
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2. Das bivariate Modell in Matrixschreibweise ist

n 1 T1 él
L I I N R P
: : : 52 :

(a) Zeigen Sie, dass

)= (&)

(b) Daraus lésst sich leicht die Inverse berechnen

<”XW:nzﬁj@nf<}§i_%%)

Verwenden Sie dieses Resultat, um S, 5, sowie deren Varianzen 6% und
1

62 zu berechnen.

B2
(c) Zeigen Sie anhand dieses Beispiels, dass (X'X) 1 (X'X) = I.

3. (a) Zeigen Sie, dass die Projektionsmatrix P = X (X’'X)™' X’ und die re-
siduenerzeugende Matrix M = (I — X(X’'X)"'X’) symmetrisch und
idempotent sind.

(b) Zeigen Sie, dass
MP =PM =0

4. Angenommen ¢ sei ein n x 1 Vektor mit lauter Einsen, d.h. = = (1,...,1)".
Zeigen Sie, dass fir X = @ die residuenerzeugende Matrix M = (I —
X (X'X)™'X') gleich

/
M=1-%
n
ist, und dass My den Vektor y in die Abweichungen vom Mittelwert (y; — ¥)

tberfiihrt (dies ist u.a. in der Panelékonometrie von Bedeutung).

6.11 Eine geometrische Interpretation des OLS-
Schatzers

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass der OLS-Schétzer eine sehr einfache
geometrische Interpretation hat, namlich als orthogonale Projektion in den Spalten-
raum[] Wir werden das Grundprinzip an einem sehr einfachen Beispiel erldutern.

Wir gehen von nur zwei Beobachtungen sowie von einer abhéngigen und einer einzi-
gen erkldrenden Variable aus. Zur Vereinfachung nehmen wir eine Regression durch
den Ursprung an, d.h. ohne Interzept. Die Daten seien

() ()

147wei Vektoren stehen orthogonal aufeinander, wenn sie einen rechten Winkel einschliefen.
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und das Regressionsmodell ist R
y=xzf+¢€

Das linke Panel in Abbildung zeigt die herkdmmliche grafische Darstellung. Jede
Beobachtung ist ein Punkt im x,y Raum, und dieser Raum hat zwei Dimensio-
nen, eine flir y und eine fiir . In dieser Darstellung wird die Regressionsgerade
bestimmt, indem die Quadratsumme der Residuen €2 + £3 minimiert wird. Der Re-
gressionskoeffizient B\ ist die Steigung dieser Regressionsgerade. Gibe es mehr als
zwei Beobachtungen wiére jede weitere Beobachtung ein zusétzlicher Punkt in die-
sem Raum. Gébe es eine weitere z-Variable wiirde dafiir eine weitere Dimension
benotigt.

z,y - Raum Spaltenraum

Abbildung 6.3: OLS-Schétzer in herkdmmlicher Darstellung im x, y Raum (links)
und als orthogonale Projektion im Euklidischen Raum (rechts).
Mit ' = (3 5), v = (1 4)

Es gibt eine alternative grafische Darstellungsmoglichkeit dazu. Wir wissen, dass
die n Elemente des Vektors y auch Vektoren im euklidischen Raum E" dargestellt
werden konnen. Ebenso kénnen die einzelnen Spalten der X-Matrix als Vektoren in
E™ dargestellt werden.

Das rechte Panel in Abbildung zeigt die Vektor-Darstellung der gleichen Daten
im Euklidischen Raum E2, da wir zwei Beobachtungen haben. Man beachte, dass
hier die Koordinaten nicht mit  und y beschriftet sind, sondern mit K1 und K2 fiir
Koordinate 1 und 2.

In der Abbildung im rechten Panel sind nicht die einzelnen Beobachtungen als Punk-
te eingezeichnet, sondern die n-dimensionalen Vektoren. Dabei sind y und « unab-
hangig von der Zahl der Beobachtungen jeweils Vektoren. Da wir in diesem Beispiel
nur zwei Beobachtungen haben (n = 2) kénnen wir die Vektoren im zweidimensio-
nalen Raum darstellen. Hatten wir hundertausend Beobachtungen wire y trotzdem
nur ein Vektor (ebenso wie x), aber im 100 000-dimensionalen Raum, den wir gra-
fisch natiirlich nicht darstellen kénnen (im Gegensatz dazu hitten wir im z, y Raum
nach wie vor zwei Dimensionen, aber 100,000 Beobachtungspunkte).
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Héatten wir mehrere x-Variablen wére jede weitere z-Variable ein weiterer n x 1
Vektor im n-dimensionalen Euklidischen Raum E™.

Ein Unterraum (subspace) von E™ hat eine niedrigere Dimension als n und wird von
sogenannten Basisvektoren aufgespannt.

Ein spezieller Unterraum, der fiir das Folgende wichtig ist, wird von den &k Spalten der
X -Matrix aufgespannt, und wird deshalb Spaltenraum genannt. Diesen Unterraum,
der von den k Spaltenvektoren aufgespannt wird, bezeichnen wir mit S(X), bzw.
S(x1,xa, ..., xy).

Ein Unterraum S(X) besteht aus allen Vektoren, die als Linearkombination der
Basisvektoren @ (mit h = 1,2, ..., k) gebildet werden konnen.

Fir Mathematik-Freaks noch die formale Definition:

k
z= Zghiﬂm Bu € R}

h=1

S(X) = {z cE"

Da wir in diesem einfachen Beispiel nur einen @ Vektor haben hat dieser Spaltenraum
Dimension Eins. Er besteht aus allen ﬁm mit B e R.

Im Falle von k erklédrenden Variablen ist jede der erklédrenden z-Variablen ein Vektor
in E", und diese insgesamt k Vektoren spannen einen k-dimensionalen Unterraum
auf.

Durch die OLS-Methode werden die y so in diesen Spaltenraum S(X) projiziert,
dass die Lange des Residuenvektors minimal wird.

Dies ist im rechten Panel in Abbildung dargestellt. Die kiirzeste Entfernung zwi-
schen y und dem Spaltenraum besteht dann, wenn der Residuenvektor € rechtwinklig
auf den Spaltenraum steht, oder in anderen Worten, wenn € und x orthogonal sind.
Wir erinnern uns, dass zwei Vektoren orthogonal sind, wenn das innere Produkt
Null ist, d.h., L€ wenn x’€ = 0 (vgl. Abbildung [6.4]).

Man beachte, dass '€ = 0 eine Bedingung erster Ordnung bei der Herleitung des
OLS-Schétzers war.

1 — ) 2 —
2 1.5
D .

zixs = (3 2) (1;))

=3x(-1)+2x15 : |
—0 2 -1 0 1 2 3Kl

Abbildung 6.4: Orthogonalitidt: Zwei Vektoren a; und @, stehen rechtwinkelig
aufeinander, d.h. sie sind orthogonal @yl xs, wenn und nur wenn
xixe =0

Da die Lénge (bzw. der Betrag oder die Norm) eines Vektors € definiert ist ald!d

~

l€]] = vere

15Dies folgt aus dem Pythagoriischen Lehrsatz.
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minimiert der OLS-Schétzer zugleich die Lange des Residuenvektors €, da '€ die
Quadratsumme der Residuen ist, die durch den OLS-Schéatzer minimiert wird.

Abbildung zeigt die in Lehrbiichern iibliche orthogonale Projektion in den Spal-
tenraum. In diesem Fall ist der Spaltenraum nur eindimensional (man beachte, dass
diese Abbildung nur aus dem rechten Panel von Abbildung ‘herausgezeichnet’
wurde).

Abbildung 6.5: OLS-Schitzfunktion B\ als Ergebnis einer orthogonalen Projektion
in den Spaltenraum.

Wie man sieht ist y = § + &, wobei § = /3 ein Vielfaches des @-Vektors ist.

Wenn es zwei erklarende x Variablen gibt spannen diese zwei Vektoren eine Ebene als
Spaltenraum S(X) auf. Durch die OLS-Methode wird y so in diesen Spaltenraum
S(X) projiziert, dass die Léange des Residuenvektors minimal wird.

Wenn eine weitere Beobachtung dazu kommt wird die Abbildung im Euklidischen
Raum dreidimensional (im x,y Raum &ndert sich die Dimension nicht, dort kommt
dadurch nur ein weiterer Punkt dazu). Abbildung zeigt den Fall fiir drei Be-
obachtungen und eine erkldrende Variable. Die drei Beobachtungen spannen einen
3-dimensionalen euklidischen Raum auf, und y wird orthogonal auf den eindimen-
sionalen Spaltenraum, der durch den Vektor x aufgespannt wird, projiziert.

Abbildung zeigt eine Abbildung der gleichen 2 Vektoren wie in Abbildung [6.6]
aber mit einem zusétzlichen Vektor @, (also n = 3 und k£ = 2). Die beiden Vektoren
a1 und x spannen einen zweidimensionalen Spaltenraum auf (d.h. eine Ebene), und
y wird wieder orthogonal auf diese Ebene projiziert.

Wenn man den Spaltenraum S(X) wieder ‘herauszeichnet’ erhdlt man eine Grafik
wie in Abbildung Dies ist eine iibliche Darstellung einer orthogonalen Projektion
in den Spaltenraum, wie sie in Lehrbiichern haufig zu finden ist. In dieser Abbildung
wird gut sichtbar, dass y y eine Linearkombination der Vektoren x; und @, ist, wobei
die ‘Gewichte’ Bl und Bg so bestimmt werden, dass der Vektor € moglichst kurz
wird.

Hohere Dimensionen konnen grafisch nicht mehr dargestellt werden, aber das Prinzip
bleibt gleich. Das Interzept ist einfach ein Einsen-Vektor und spannt eine eigene Di-
mension auf, d.h. es gibt keine Asymmetrie zwischen dem Interzept und den anderen
erklarenden Variablen.

Man beachte, dass die Basisvektoren xi, @s, ..., x; nicht rechtwinklig aufeinander
stehen miissen, die x-Variablen konnen also durchaus untereinander korreliert sein
(und sind es normalerweise auch), aber sie miissen linear unabhdingig sein, d.h. sie
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Abbildung 6.6: OLS-Schéatzer ,é als orthogonale Projektion fiir n = 3 und k = 1.
Der Spaltenraum S(X)ist eindimensional (alle Linearkombinatio-
nen des Vektors ), und € steht orthogonal auf x.

diirfen nicht perfekt korreliert sein. Dies ist die Bedingung, dass die X Matrix vollen
Spaltenrang haben muss, oder in anderen Worten, dass keine perfekte Multikollinea-
ritat vorliegen darf.

In Abschnitt haben wir die Projektionsmatrix P = X (X'X)'X’ und die
residuenerzeugende Matrix M = I — X (X'X)~' X’ kennengelernt.

Wir erinnern uns:
E=y—XB=[I-X(X'X)"'X']y=My

und
g=y—-é=I-M)y=X(X'X)"'X'y=Py

Durch Vormultiplikation von y mit P wird y in den Spaltenraum S(X) projiziert,
daher der Name Projektionsmatrix.

Wie man einfach iiberpriifen kann sind P und M orthogonal, d.h.

PM =MP =0

Ein Punkt, der schon im Spaltenraum liegt, wird nicht transformiert, denn

PX =X(X'X)'X'X =X
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Abbildung 6.7: OLS-Schéatzer ,é als orthogonale Projektion fiir n = 3 und k = 2.
Der Spaltenraum S(X)ist zweidimensional (alle Linearkombina-

tionen der Vektoreq @1 und x3), und € steht orthogonal auf diese
Ebene (bzw. auf x3).

Abbildung 6.8: OLS-Schiitzer 3 als Ergebnis einer orthogonalen Projektion in den
Spaltenraum.

Mit Hilfe der Projektions- und residuenerzeugenden Matrix kann y in zwei ortho-
gonale Teile zerlegt werden, denn

y=y+é€
= Py+ My
= Projektion 4+ Residuum
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Beispiel: Wir berechnen die Abbildung zugrunde liegenden P und M Matri-

zen. Die Vektoren sind
1 3
v=(2) == (3)

und das Modell ist

P—alas) e = () 6076 5) =60 () 5)
oracon (3 9) () (121?80) o)
m=t-p= (g 3)-e0 (5 5) -5 ()
S GBI RS

Kontrolle:
e (203), (103
Yy=¥7e= 1338 0.62

Herkéommliche Berechnung als OLS-Schétzer:

A~

B=(zz)2y=(34)""(3 5) (D = g—i = 0.676

~ ~ 3 2.03
y=xf = (5) 0.676 ~ (3.38>

Diese geometrische Interpretation ist fiir viele Félle niitzlich, zum Beispiel um zu
verstehen, was mit den Koeffizienten eines Regressionsmodells passiert, wenn eine
Variable mit einer Konstanten multipliziert wird.
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6.A Appendix

6.A.1 Alternative Vektorschreibweise

In der Literatur wird héufig fiir Beobachtung ¢ der (k x 1) Spaltenvektor x; zu
definiert
i1
Ti2
r; =

Tk

sodass die Transponierte « einfach Zeile i aus Matrix X darstellt. Mit dieser Defi-
nition kann y; = Y, by + €;, d.h. die Gleichung fiir eine spezifische Beobachtung,
auch in Vektornotation geschrieben werden als

yi=xB+¢
was nur eine andere Kurzschreibweise fiir das komplette Gleichungssystem ist
Yi = i1+ Tiofa + -+ B + &

Mit dieser Vektor-Schreibweise kann der OLS Schétzer alternativ in folgender Vek-
tornotation geschrieben werden

1
B=(X'X)"'X'y= (Z a:laz;) Zwlyl

Diese Vektor-Schreibweise erweist sich fiir manche spétere Anwendungen als niitz-
lich.

6.A.2 Ableitungen von Matrizen

Beweis fiir )
op' X’
ﬁ _ y — X/y
B

Da X eine n x k Matrix und y ein n x 1 Vektor ist, ist X'y ein k£ x 1 Spaltenvektor.
Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir diesen Spaltenvektor mit c, d.h.
c:=Xy.

Wir schreiben ,(3” c ausfiihrlich an

C1
A ~ ~ ~ (&) ~ ~ ~
ﬁc:(ﬁl By -- Bk) .| = bier + Baca + -+ Bk
Ck
Also ist .
0f'c 00@'c 0@'c
=~ = (1, =~ = (2, ) =— = Cg,
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oder einfacher

~

41

0F'c
— =cC
B
bzw. in unserem Fall mit ¢ := X'y
aB/X/y — X/y
op
|
Beweis fiir R R
'X'X -
al6 _ ﬁ — 2 X/XIBI

Wir beachten, dass X’ X symmetrisch ist und schreiben zur einfacheren Darstellung
A fir X’X (d.h. X’'X := A).

aix Qi - Qg ﬁl

-~

B,AB = (gl Ba

B

A> 21 Q22

A2k B

~

r1 Qk2 - Ak Bk
B
_ E 7 k3 E D B2
- thl Bran thl Branz - thl Brank .
B

= 5% ayy + B1B2a91 + -+ + B Brar+
+ Bofras2 + ﬁQQ (9o + - -+ + Pafrare+

+ BrBraw + BeBotok + - - - + Braw

wenn A symmetrisch ist (d.h. a;; = aj;) sind die jeweiligen Ableitungen

a A/A 3 -~ o~ -~ -~ o~
,685 . = 201an + Paazn + -+ + Brag + Baarz + - - + Prawk
1
= 2(31%1 + gzam +- 4 Bk;alk;)
08’ AB ~ N .
ﬁ/\ 5 = 2(f1a91 + Paags + - - - + Bragg)
0B
0B AB

= 2(Prak1 + Paage + - - - + Bragk)

R
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oder kirzer

A 4 A
96 {16 =2A03
0B
bzw. in unserem Fall mit A ;= X'X
A o A
BXXB _ 2X'X}3
B

Hinweis: 3 X’'X 3 ist eine quadratische Form.

6.A.3 Der OLS-Schatzer mit den Matrixbefehlen von R

Das folgende kleine Program zeigt, wie der OLS-Schétzer etwas komplizierter mit
den Matrixbefehlen von R berechnet werden kann.

X <- matrix(c(1,1,1,1,1,0,1,2,3,4),nr=5)
y <- c(3, 5, 8, 9, 9

<- solve(crossprod (X)) %%t (X) %%y
e <-y - X%x%b
R2 <- 1 - (crossprod(e)/(crossprod(y)-5*mean(y)~2))
se <- sqrt(crossprod(e)/(5-2))

cov <- as.numeric(crossprod(e)/(5-2)) * solve(crossprod (X))
StdErr <- sqrt(diag(cov))

t.stat <- b/StdErr

p.val <- 2x(1 - pt(abs(b/StdErr), df=5-2))

# Kontrolle
x2 <- 0:4
(eq <- summary(lm(y ~ x2)))

6.B Wald-Test auf allgemeine lineare Restriktionen
in Matrixschreibweise

Wie schon erwihnt beruhen sehr viele Tests in der Okonometrie auf einem Vergleich
zwischen einem restringiertem Modell und einem nicht-restringierten Modell, wobei
das restringierte Modell als ‘Spezialfall’ des nicht-restringierten Modells dargestellt
werden kann (sogenannte ‘nested’ Tests).

Im Folgenden wollen wir eine allgemeinere Art lineare Restriktionen abzubilden
darstellen. Wir werden gleich sehen, dass sich lineare Hypothesen immer in der
Form

REB=r
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anschreiben lassen, wobei die Matrix R aus Konstanten besteht, die aus der Null-
hypothese folgen, und die Dimension ¢ x k hat (¢ ist die Anzahl der Restriktionen
und % die Anzahl der geschitzten Koeffizienten). Der Vektor r hat die Dimension
g X 1 und besteht ebenfalls aus Konstanten, deren Wert(e) aus der Nullhypothese
folgen.

Beispiele: Das Modell sei
Yi = 01+ Baio + B3xin + &

e Die Nullhypothese Hy: 33 = ¢ (wobei ¢ eine beliebige Konstante ist) kann mit
R =0 1 0] und r = ¢ (also ein Skalar) angeschrieben werden als

A
R3=[010]|f |=c=r
Ps

bzw. 53 = ¢ mit ¢ = 1 (eine Restriktion).

e Ho: So+f35=1:
R=[011] r=1, ¢=1

A
RB=[011]|f |=1
Bs
bzw.
PotPs=1

mit ¢ = 1 (eine Restriktion).
[ ] Hol 52 = ﬁg (bZW Hoi ﬁg —ﬁg = O)

R=[01 -1], r=0, ¢g=1

e Ho: 2= 05 und 1 =1:

01 —1 0
R_[1 0 o]’ T‘lﬂ’ ¢=2

A
01 -1 0
Bs

weil

gleich ist
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Ganz allgemein konnen lineare Hypothesen als R3 — r = 0 geschrieben werden,
wobei die Matrix R die Dimension ¢ x k hat, wobei ¢ die Anzahl der Restriktionen
und k£ die Anzahl der Koeffizienten ist. Die Anzahl der Restriktionen ¢ darf die
Anzahl der Koeffizienten k nicht iibersteigen, d.h. es muss ¢ < k gelten.

Wenn wir als (OLS-) Schétzung fiir 3 wieder B verwenden ist der Vektor (RB —r)
ein Mafs fiir die ‘Abweichung’ der erwarteten Werte von den beobachteten Werten.

Wie {iblich kénnen wir nun die Stichprobenkennwertverteilung von R/ unter der
Nullhypothese R3 = r bestimmen.

Man kann zeigen, dass die folgende Teststatistik
~ A -1 ~ 1
F-Stat = (RB — )’ [Rvar(,@)R’} (RB—1) = ~Fyn_r
q

F-verteilt ist und fiir einen Test beliebiger linearer Nullhypothesen Hy: RB = r
herangezogen werden kann.

Bevor wir diese Teststatistik allgemein herleiten wollen wir eine kurze und eher
intuitive Erklarung geben.

6.B.1 Eine intuitive Darstellung

Zur Verdeutlichung der Idee gehen wir zunédchst induktiv vor, d.h. wir bedienen uns
fiir den einfachen Hypothesentest in einem bivariaten Modell der Matrixschreibweise.

Angenommen, wir moéchten die Nullhypothese Hy: [ = 0 testen. Um dieses Pro-
blem allgemeiner in Matrixschreibweise anzuschreiben definieren wir

R=[01 0] und r=0

Wenn wir den Koeffizientenvektor mit diesem R vormultiplizieren erhalten wir den
Koeffizienten B\g:
5
R3=[010]|f |=0=r
Bs
oder 5 = 0.

Also kénnen Null- und Alternativhypothese auch geschrieben werden als

Ho: RB=7r gegen H;: RB#r
Dementsprechendes gilt natiirlich auch fiir die Stichprobe:

A~ //B/:l E
RB=[010]]| 3 | =5
P

Als néchstes bendtigen wir die Varianz von B\g.
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Mit Hilfe der selben Matrix R kann auch das gewiinschte Element der Varianz-
Kovarianzmatrix von 3 ‘freigestellt’” werden, indem die Varianz- Kovarianzmatrix
der Koeffizienten var(3) mit R vor- und mit R’ nachmultipliziert wird, also

-~

var(fy) = vai(RB)= Rvar(B)R
) cov(Bi, ) cov

(
= [O 1 O] @31732) \fa\r(gg/)\ cov

= qar(fh)

Wir gehen nun von der iiblichen t-Statistik fiir den Test eines einzelnen Koeffizienten
aus und bedienen uns der Matrixschreibweise:

_ __RB-R3 _  RB-RB
«/Var 52 \/R var((3 A R’ \/Rﬁz(X/X)flR/
X’X
bzw. )
RB — R
R(X'X) 'R

Man kann zeigen, dass das Quadrat einer t-verteilten Zufallsvariable mit n Freiheits-
graden F-verteilt mit einem Zihler und n Nennerfreiheitsgraden ist, d.h. ¢*(n) =
F(1,n) (siehe z.B. Johnston & DiNardo 1997, p. 489f).

Das Quadrat der obigen t-Statistik wire demnach F-verteilt und konnte folgender-
malfen angeschrieben werden:

(B3 —r) [RAm(AR| (BB —1)

F =
q
_ (RB—r)[R(X'X)'R] (RB—T)
qo*
_ (RB-7) [R(X'X)"'R| " (RB—7)/q
g'e/(n—k)

(wir erinnern uns, dass var(8) = 62(X’X)"! und 6% = &'¢/(n — k))
Dies gilt tatséchlich, und sogar wenn wir allgemeiner ¢ lineare Hypothesen testen

und die Matrix R deshalb die Dimension (¢ x k) hat und 7 ein (¢ x 1) Vektor ist,
allerdings ist der Beweis etwas komplizierter.

6.B.2 Eine etwas allgemeinere Darstellung

Wir moéchten die Stichprobenkennwertverteilung von R,é unter der Nullhypothese
R3 = r bestimmen.

Da E(B) = 8 und R deterministisch ist folgt
E(RB) = Rp3
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sowie
var(RB) = E|[R(B-B)(B- PR

- RE[(B-0)(B-0| R

= Rvar(B)R

= ’R(X'X)"'R
Wenn

e ~ N(0,0°1)
folgt
RB ~N|[RB,0’R(X'X)'R/]

bzw.

R(B—-PB)~N[0,0’R(X'X)"'R/]

Man kann zeigen, dass unter dieser Bedingung die folgende Variable y2-verteilt mit
q Freiheitsgraden ist

A

(RB—7) [0*R(X'X)"'R] " (RB —r) ~ \*(q)

Dies folgt aus der Verteilung quadratischer Formen (siehe z.B. Johnston & DiNardo
1997, S. 493ff). Um eine Intuition dafiir zu bekommen starten wir mit einem (k x 1)
Vektor @, dessen Elemente unabhéngig standardnormalverteilt seien (d.h. Mittelwert
= 0 und Varianz = 1, bzw. & ~ N(0,I). Wir erinnern uns, dass die Quadratsumme
von k unabhingig standardnormalverteilten Variablen y2-verteilt ist, also

x'z ~ *(k)
Angenommen, x seien nicht standardnormalverteilt, sondern
x ~ N(0,0°1)

Die einzelnen z sind immer noch unabhéngig und haben einen Mittelwert Null, aber
die Elemente miissen durch o2 dividiert werden damit die Varianz Eins wird.

Also

2 2 2
Iy | X r, 1, 2

Dies kann auch geschrieben werden als

2/(o°1) @ ~ (k)

Wenn die & zudem nicht unabhéngig verteilt sind, also
x ~ N(0, X)
ware der dquivalente Ausdruck

x'(2) % ~ (k)
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was in der Struktur dem obigen Ausdruck
(B —r) ["RX'X)'R] " (RB—7) ~ x(0)

entspricht, wenn & = (R3 —r) und ¥ = [02R(X'X) 'R

Dieses Resultat ist tatsédchlich richtig, wenngleich der Beweis dafiir etwas kompli-

zierter st (siehe z.B. Johnston & DiNardo 1997, S. 494).

Allgemein gilt fir & ~ N(0,02I) und wenn A symmetrisch und idempotent mit

Rang ¢ ist, dass

1
@' Az~ ()

Mit Hilfe dieses Resultats kann u.a. gezeigt werden, dass die Quadratsumme der

Residuen des Regressionsmodells y?-verteilt ist.

Wir erinnern uns, dass der Residuenvektor € geschrieben werden kann als
E=y—-XB=My mit M=I-X(X'X)'X'

wobei M eine symmetrische und idempotente Matrix mit Rang n—Fk ist und M X =
0. Daraus folgt
E=My=M(XB+e)=DMe

und
g'é =e'Me
Unter der Annahme € ~ N(0, 02I) folgt also

€8 ¥ (n—k)

o2
Kehren wir zuriick. Wir wissen nun also, dass
(RB —r) [>R(X'X)"'R] " (RB 1) ~ x’(g)

Wie im bivariaten Fall haben wir aber wieder das Problem, dass o unbekannt ist.

Man kann zeigen, dass

unabhéngig von B verteilt ist. Wir wissen auRerdem bereits, dass das Verhiltnis
zweier unabhingig y2-verteilter Zufallsvariablen F-verteilt ist [1]

Also ist unter der Nullhypothese R3 = r die folgende Statistik F-verteilt

(RB— 1) ["RX'X)'RI (R -7)/q ()
&e/[o%(n— k)] )

~F (g, (n—k))

16Der Beweis beruht u.a. darauf, dass jede positiv definite Matrix X zerlegt werden kann in
X = PP’, wobei P eine nichtsingulére (k x k) Matrix ist.

"Wenn X und Y zwei stochastisch unabhingige y2-vereilte Zufallsvariablen sind mit n; bzw. ny
Freiheitsgraden, dann ist (X/n1)/(Y/ng) F-verteilt mit ny Zéhler- und ne Nennerfreiheitsgraden.
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Analog zum bivariaten Fall, wo wir eine standardnormalverteilte Variable durch eine
x2-verteilte Variable dividierten, wodurch sich die unbekannte Varianz der Grund-
gesamtheit o2 herauskiirzte und wir eine t-Statistik erhielten, erhalten wir hier eine
F-verteilte Teststatistik, wobei sich die unbekannte Varianz der Grundgesamtheit

o2 wieder herauskiirzt.

Als Resultat erhalten wir deshalb

(RB—7)[RX'X)"'R| " (RB—71)/q
¢¢/(n—k)

~ F(q,n—k) (6.3)

Mit der tiblichen Notation

Al A

9 g'e
(n = k)

kann dies auch folgendermafen geschrieben werden

o

(RB—r) [FR(X'X) )R] (RB—7)/q~ Flg,n—k)

bzw. weil 62(X'X)™! = @(B)

-1

(RB—r) [R@(B)R| (RB~r)/q~ Flgn k)

Wenn also die auf diese Weise berechnete F-Statistik grofier ist als der vorher fest-
gelegte kritische Wert kann die Nullhypothese R3 = r verworfen werden!

6.B.3 Test auf gemeinsame Signifikanz aller Steigungs-
Koeffizienten

Als Spezialfall dieses allgemeinen F-Tests fiir lineare Restriktionen kénnen wir zum
Beispiel testen, ob alle Steigungs-Koeffizienten (d.h. alle Koeffizienten aufser dem
Interzept) simultan gleich Null sind.

Wir haben diesen Test bereits frither mit Hilfe einer ANOVA-Tafel dargestellt. Aber
ebensogut konnen diese Restriktionen mit Hilfe des hier vorgestellten F-Tests gete-
stet werden.

Einfachheitshalber beginnen wir wieder mit dem einfachen Modell

Yi = B1 + Bazio + Baxis + €

und testen, ob 33 und B3 gemeinsam signifikant von Null verschieden sind (die Ver-
allgemeinerung auf den k£ Variablen Fall ist einfach).

Hy: ﬂs:(gz)zo gegen Hj : ﬂs:(gz)#o

Die geeignete Matrix R und der Vektor r sind
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00 1 0
Also 8
010 ! 3
ro= 0 o V]| =]k ]-p
00 5, B3
Ahnlich
A 01 o1 | TG @Bt @B | [0 0
R@(/@)R/:[O 0 1] 0/07(@1,@2) @A(&l 0/07(52253) 10
cov(B1, B3) cov(Ba, B3)  var(Ps) 01

__ao | ova(B)  @v(Ba,Ba) | s
Rvar(B)R' = [ (B ) Er(Bs) ] = var(b®)

Da in diesem Fall ¢ = k£ — 1 folgt

(RE—ry [RA@B)R] (RE-v) (B [@(d)] A
k= q - k—1

-1

wobei 3% den Vektor der Steigungskoefizienten (d.h. aller Koeffizienten mit Ausnah-
me des Interzepts) bezeichnet.

Dies ist der iibliche F-Test, inwieweit die erkldrenden Variablen gemeinsam einen
Erklarungsbeitrag leisten (d.h. ob mindestens eine erkldrende Variable aufer dem
Interzept signifikant von Null verschieden ist).

6.B.4 Ein Schatzer unter linearen Restriktionen

Bisher haben wir Hypothesen der Form R3 = r getestet. Wenn wir diese Nullhypo-
these nicht verwerfen konnen, bzw. Informationen aufserhalb der Stichprobe haben,
dass diese Restriktion erfiillt ist, dann kdnnen wir diese Information fiir eine restrin-
gierte Schéitzung niitzen. Dazu minimieren wir die Quadratsumme der Residuen
unter dieser Restriktion mit Hilfe des Lagrange Verfahrens.

min(y — X8)'(y - XB)

unter der Nebenbedingung
RB=r

Die Lagrangefunktion fiir die Stichprobenbeobachtungen ist
L= (y - X/Br)/(y - Xér) - )\/(T - RBr)

wobei A ein ¢-Vektor mit den Lagrangemultiplikatoren ist.
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Als Losung fiir dieses Minimierungsproblem erhélt man (siehe z.B. Johnston & Di-

Nardo 1997, S. 96f und 103f)
B, =B+ (X'X)"'R [R(X'X)"'R] " (r — RB)
wobei 3 = (X'X)~' X'y der iibliche OLS-Schiitzer ohne Restriktionen ist.

Die Varianz-Kovarianzmatrix der restringierten Schéatzer 3, erhélt man aus

w@i(B,) = oA X'X) " {I, - R [R(X'X)'R] " R(X'X) "'}
mit X )
52 — (y—XB,)'(y — XB) _ EE,
' n—k+q n—k+gq

Der restringierte Schétzer ist unverzerrt und effizient, wenn die Restriktion in der
Grundgesamtheit gilt. Wenn die Restriktion in der Grundgesamtheit nicht erfiillt
ist, liefert der restringierte Schétzer verzerrte Ergebnisse!

6.B.5 Restringierte Schatzung und F-Test

Wir haben frither den F-Test
ge. —¢€¢€)/q
g'e/(n—k)

verwendet um lineare Restriktionen zu testen.

gl

Wir werden nun zeigen, dass dieser zum gleichen Ergebnis fiihrt wie der F-Test, den
wir vorhin hergeleitet haben, namlich

(RB—7)[R(X'X)"'R|"" (RB—1)/q

k= e¢/(n—k)

Wir beginnen mit den Residuen der restringierten Regression
& = y—Xpb,
= y-XB-X(B - B)
= €-X(6.-P)
Transponieren und ausmultiplizieren gibt
&€ =€e+ (B, - BYX'X(B, - B)
Einsetzen der Formel fiir den restringierten Schéatzer
B, —B=(X'X)"'R [R(X'X)"'R] ' (r — RB)
gibt nach Vereinfachungen
¢ —éée=(RB—r) [RIX'X)"'R] " (RB-r)
Dies ist gleich dem Zahler der obigen F-Statistik, weshalb
(€€, —€'€)/q
g'e/(n—k)
nur ein anderer Ausdruck fiir die Teststatistik der Nullhypothese R3 = 7 ist (vgl.
Johnston and Dinardd, 1996, 97).

F =

~ F(qvnfk)
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6.B.6 Irrtiimliche Beriicksichtigung nicht relevanter Varia-
blen (‘redundant variables’) in Matrixschreibweise

Das ‘wahre’ Modell sei
y=X81+¢

aber wir schatzen das ‘falsche’ Modell
y=X161+XB3;+¢

wobei X wieder eine n X k; und X, eine n X ko Matrix ist (k; + ky = k).
Das ‘lange’ Modell kann mit Hilfe partitionierter Matrizen geschrieben werden als

y=(X; X,) <g;) +e

und der OLS-Schétzer in partitionierter Schreibweise ist

(g;) = (X1 X2)'(X1 X2)) (X1 Xo)'y

Wir werden gleich zeigen, dass die Subvektoren B und ﬁg folgendermafen darge-
stellt werden konnen:

Bi = (X{Mx,X1) 'X{Mx,y
B = (X{My,Xo) ' X)My,y
mit

My, =1, - X;(X/X;)' X] (i=1,2)

Beweis: Das mit OLS geschétzte (falsche) Modell ist
Y= X161 + Xzéz +€
Wir multiplizieren diese Gleichung mit My, von links und erhalten
My, y = My, X8, + My, Xo3; + My, é

und beriicksichtigen, dass My, X; = 0 und My, € = € (der zweite Ausdruck folgt
aus X € = 0). Also

Mle = MX1X161+MX1X2B2+MX1é

=0 =€

= My, X5 +¢
Als néchstes multiplizieren wir diesen Ausdruck von links mit X
XiMyy = X;Mx, Xof3; + X3¢
XiMxy = Xj;Mx, X0,
weil X/é = 0 (Orthogonalitét). Wenn die Matrix X} My, X, nicht singulér ist folgt
By = (X3 Mx, X>) ' X3My,y
Ganz ahnlich kann gezeigt werden, dass

B = (X{Myx,X,) ' X{Mx,y
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Wir nutzen nun diese Ergebnisse um zu zeigen, dass

() - (3)
B2 0
Wir starten mit dem Subvektor 8; und setzen wieder den ‘wahren’ Zusammenhang
ein:

A

B = (X{Mx, X)) 'X{My,y
= (XM, X)) ' X{Mx,(X.8 +¢)
= B+ (X{My,X,) ' X{My,e

Wenn die X wieder deterministisch sind und E(e) = 0 folgt
E(/él) =05
Als néchstes untersuchen wir den Subvektor ,32:

By = (XiMyx,Xo)" X4Mx,y

= (X)Mx,X,)" XjMy, (X153 +¢)

= (X3Mx, Xo) "' Xy Mx, X, 1 + (X5Myx, Xo) " X, My, e
=0

= 0+ (XéMXl.Xg)il XéMXlé'

Also A

E(/@2) =0
Im Falle der Beriicksichtigung nicht-relevanter Variablen bleibt der OLS-Schétzer
also erwartungstreu und konsistent, aber man kann zeigen, dass die Varianz der

Koeffizienten
var(B:) = Ug (X{MX2X1)71

grofer ist als die Varianz-Kovarianzmatrix der Koeffizienten des ‘wahren’ Modells
var((31) = 02(X;X;)™!, der Schitzer ist also nicht effizient!

6.C Das Frisch-Waugh-Lovell Theorem in Matrix-
schreibweise(‘Residual Regression’)
Bereits im Kapitel zur deskriptiven Regressionsanalyse haben wir das Frisch-Waugh-

Lovell Theorem erldutert, welches in der allerersten Ausgabe der Fconometrica von
Ragnar Frisch und F.V. Waugh@ publiziert wurde.

18Frisch, Ragnar and F.V. Waugh (1933), “Partial time regression as compared with individual
trends”, Econometrica, 1, pp. 387-401.
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Lovell hat dieses Ergebnis 1963 verallgemeinert und gezeigt, dass dies fiir beliebige
Partitionierungen gilt.

Fiir diese Verallgemeinerung partitionieren wir die Datenmatrix X und den Koeffi-
zientenvektor (3

X = (X, X,), 5:(22)

wobei X die Dimension n x k; und X, die Dimension n X ko hat, mit k; + ky =
k, und B; (bzw. Bs) entsprechend die Dimension k; x 1 (bzw. ks x 1) hat. Das
Regressionsmodell kann nun geschrieben werden als

y=X10+XoB:+¢
Dieses Modell kann mit OLS geschétzt werden und gibt

y=X 6+ X,8,+¢

Wir zeigen nun, dass wir B, schitzen konnen, indem wir die Residuen einer Schét-
zung von y auf X; auf die Residuen einer Schatzung von X, auf X, regressieren.

Dies folgt im wesentlichen aus zwei Eigenschaften der OLS Methode

1. Die Residuen einer OLS Schétzung (€) sind mit den erklirenden Variablen
(X)) unkorreliert (stehen also orthogonal aufeinander).

2. Die Koeffizienten einer Teilmenge der erkldrenden x Variablen sind Null, wenn
diese Variablen sowohl mit den restlichen x Variablen als auch mit der abhén-
gigen y Variable unkorelliert sind.

Der folgende Beweis folgt eng dem Lehrbuch von Bruce E. Hansen (University of
Wisconsin, http://www.ssc.wisc.edu/ bhansen/econometrics/|).

Wir beginnen damit die residuenerzeugende Matrix fiir die erste Submatrix X; zu

definieren
M =1I,-X,(X,X))'Xx]

Aus M =1, - X(X'X) ' X" und X|M,; = O folgt
MM=M - X,(X|X,)'XM=M
Wir haben bereits frither gezeigt, dass € = M <P Pramultiplizieren mit M, gibt

Mlé:MlMEIMEZé

Als néchstes pramultiplizieren wir y = X, ﬁl + XQBQ + € mit M, und erhalten

My = My X161 + My X3, + Mé
= M X503, + €

T ovell, Michael C. (1963) “Seasonal Adjustment of Economic Time Series and Multiple Re-
gression Analysis”, Journal of the American Statistical Association, December 1963, pp. 993-1010.

We—y-—XB=y—-XX'X)'Xy=UI—-XX'X)'X")\y=My=MXB+e)=Me
da MX =O.


http://www.ssc.wisc.edu/~bhansen/econometrics/
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da M1X1 =0 und Mlé = €.

Nun préamultiplizieren wir obigen Ausdruck mit X’ und erinnern uns, dass aufgrund
der Bedingungen erster Ordnung X/,€ = 0 (d.h. die Spalten der X Matrix stehen
paarweise orthogonal auf den OLS-Residuenvektor €)

X My = X§M1X232 + X€ = X§M1X232

und 16sen nach €
ég = (XéMle)ilXéMly

Wir erinnern uns, dass M eine residuenerzeugende Matrix ist und definieren die
Residuen einer OLS Regression auf X,

X, = M, X,
y= My

Da M, auflerdem symmetrisch und idempotent ist, also M; = M; M, folgt

B = (X,M, X,) ™' X, My
= (XéM1M1X2)71X§M1M1y

VR et BV
:<X§X2> <X§?§)

Zudem folgt aus Myy = Mngﬁg + € und den Definitionen X'Q = M, X, sowie
y = M,y dass die ‘kurze’ Regression

g =Xof3s + €
den gleichen Residuenvektor € liefert wie die ‘lange’ Regression

Deshalb erhélt man aus einer OLS Schétzung von
y =X+ XoB:+¢

den gleichen Koeffizientenvektor ,32 und den gleichen Residuenvektor €, den man
durch folgende Vorgangsweise erhélt

1. Regressiere y auf X; und berechne daraus die Residuen y
2. Regressiere die X5 auf X; und berechne daraus die Residuen .ng

3. Regressiere y auf die X, und brechne daraus den OLS Koeffizientenvektor G,
und die Residuen €.

21Der Korrelationskoeffizient zwischen diesen um den Einfluss von X ‘bereinigten’ Residuen
wird tibrigens partieller Korrelationskoeffizient genannt.
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Beispiel

Wir greifen auf die Daten des fritheren Beispiels mit der orthogonalen Projektion
zuriick

Yy T1 T2
6 2 8
4 8 1
5 1 1

Wenn wir den Einfluss der Variablen x; aus y und x5 eliminieren wollen ist die
Matrix X, einfach der x; Vektor

zi=(2 8 1), zx =69, (z)x)' =1/69 = 0.01449

Die M Matrix ist

M, =I; — x(x|x,) 'z}
100 2
=01 0-[8](1/69)(2 8 1)
0 01 1
0.942 —-0.232 —0.029

=|-0.232 0.072 —-0.116
—-0.029 —-0.116 0.986

Die OLS-Residuen der Regressionen von x; auf xs (d.h. €2 = xy — b*2x) erhilt
man aus Mjx,, und die Residuen der Regressionen von x; auf y (d.h. &¥ = y—b¥z4)
erhéalt man aus M,y

7.275 4.580
" = Mz, = | —1.899 und gV =My = | —1.681
0.638 4.290

Den Koeflizienten 32 der OLS-Regression y = 51331 + ngg + ¢ erhélt man alternativ,
indem man die Residuen der ersten Stufe aufeinander regressiert, also

B = [(Mymy)' (Mi,)] ™ (Myao) (Myy) = 0.689
Dies ist der gleiche Koeffizient Bg, den man auch aus der multiplen Regression erhélt

y = 046z, + 0.689 x5
(0.505) (0.516)

R?’= —6.576, s= 3.803, n= 3
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