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Kapitel 5

Hypothesentests und
Konfidenzintervalle

“The greatest enemy of knowledge is not
ignorance, it is the illusion of knowledge.”
(Stephen Hawking)

5.1 Vorbemerkungen

Bisher haben wir uns hauptsédchlich mit Schétzfunktionen fiir Regressionsko-
effizienten beschéftigt. Wir haben gesehen, wunter welchen Bedingungen OLS
Schétzfunktionen eine ‘grofftmogliche’ Genauigkeit garantieren.

Eine ‘groBtmogliche’ Genauigkeit ist zwar auf den ersten Blick beruhigend, sagt
aber wenig dariiber aus, wir grof§ die Genauigkeit tatséichlich ist, das heiflt, wie
vertrauenswiirdig unsere Ergebnisse sind.

Dariiber hinaus lduft der wissenschaftliche Erkenntnisprozess haufig anders ab.
Am Anfang eines Erkenntnisprozesses steht meist der Wunsch ein beobachtetes
Phénomen zu ‘verstehen’. Aber was meinen wir mit ‘verstehen’? Offensichtlich er-
klaren selbst Experten beobachtete Phanomene hoéchst unterschiedlich, obwohl sie
alle glauben, das Phédnomen verstanden zu haben.

Ein bewéhrter Ansatz “etwas zu verstehen” besteht darin, den Mechanismus, den
den wir hinter dem Phdnomen vermuteten, in einem — h&ufig mathematischen —
Modell nachzubilden. Wenn dieses Modell &hnliche Ergebnisse produziert wie die
in der Realitdt beobachteten Phdnomene, dann sind wir einem reproduzierbaren
Erklarungsansatz zumindest deutlich ndher gekommen.

Was wir dafiir aber benotigen ist eine Methode, mit der wir iiberpriifen kénnen,
inwieweit die Vorhersagen des Modells mit den beobachteten Daten iibereinstimmen,
und auch, inwieweit die dem Modell zugrunde liegenden Annahmen ‘realistisch’ sind.

Dies ist nicht ganz einfach, da Modelle immer Vereinfachungen darstellen und
nie alle Aspekte des datengenerierenden Prozesses abbilden konnen. Deshalb wer-
den die Vorhersagen der Modelle kaum jemals exakt mit den beobachteten Daten
iibereinstimmen. Aber wie grofl diirfen die Abweichungen sein?
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Und wie sicher diirfen wir sein, dass das Modell tatséchlich eine addquate Beschrei-
bung der hinter dem datengenerierenden Prozesses liegenden GesetzméifBigkeiten lie-
fert? Genau darum geht es in diesem Kapitel, ndmlich um das Testen!]

5.2 Grundlagen: Wie funktionieren Hypothesen-
tests?

Die Anfange der Hypothesentests gehen auf Pioniere wie Francis Ysidro [Edgeworth
(1885) und Karl [Pearson (1900) zuriick, die gegen Ende des 19. Jahrhunderts erst-
mals begannen die Grundlagen statistischer Tests zu formulieren und systematischer
darzustellen.

Die moderne Form von Hypothesentests geht vor allem auf drei Personen zuriick, die
in den Jahren zwischen 1915 und 1933 die Grundlagen schufen. Auf der einen Seite
der grofle Pionier der modernen Statistik, R.A. [Fisher (1925), und auf der anderen
Seite Neyman and Pearson (1928a/t).

Obwohl Fisher und Neyman-Pearson iiberzeugt waren, dass sich ihre Ansétze
grundsétzlich unterscheiden, wird in fast allen modernen Lehrbiichern eine Hybrid-
form dieser beiden Ansitze présentiert. Fiir eine Diskussion siehe z.B. Gigerenzer
et al. (1990), Lehmann (1993), Spanos (1999, 688ff).

Hier werden wir eher aus didaktischen Griinden als um der historischen Gerechtig-
keit willen zuerst kurz den Ansatz von Ronald A. Fisher skizzieren, bevor wir den
darauf aufbauenden und heute eher gebrdauchlichen Ansatz von Neyman-Pearson
présentieren.

Wir werden allerdings am Schluss sehen, dass alle drei Methoden — p-Werte nach Fis-
her, Hypothesentests nach Neyman-Pearson als auch Konfidenzintervalle — auf den
gleichen Grundlagen beruhen und letztendlich zu den gleichen Schlussfolgerungen
fithren.

Wir werden die Hypothesentests im folgenden Abschnitt vor allem fiir Regressions-
koeffizienten erlautern, aber die grundlegenden Prinzipien gelten viel allgemeiner,
z.B. auch fiir die F-Tests simultaner Hypothesen oder Spezifikationstests.

5.2.1 Nullhypothesen und Teststatistiken

Bis herauf zum spéten 19. Jahrhundert waren die Uberlegungen, wie man Informa-
tionen aus der Stichprobe mit den theoretischen Vermutungen konfrontieren kénnte,
eher informeller Natur. Die grundlegende Idee kénnte man folgendermafien skizzie-
ren: wenn wir den wahren — aber unbekannten — Wert eines interessierenden Pa-
rameters mit 6 bezeichnen und unsere theoretischen Uberlegungen einen Wert 6,

'Im Kern interpretieren wir die beobachteten Daten als Ergebnis eines datengenerieren-
den Prozesses, und unser wissenschaftliches Interesse besteht darin, die dahinter liegenden Ge-
setzméBigkeiten in Form von Theorien und Modellen zu erkldren. Auf Grundlage dieser theoreti-
schen Arbeit kénnen wir Schlussfolgerungen ziehen, und dabei stellt sich sehr schnell die Frage,
inwieweit diese Schlussfolgerungen mit den beobachtbaren Daten kompatibel sind.

20 konnte z.B. fiir den Mittelwert p, einen Steigungskoeffizienten 3;, , eine Varianz o2 usw.
stehen.
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erwarten lassen, so hat die Hypothese die Form
0 =6,

Da ¢ nicht beobachtbar ist kénnen wir dazu keine Aussage machen, aber wenn diese
Hypothese wahr ist sollte auch der Unterschied zwischen einem Schétzergebnis 6
und der Vermutung 6, ‘moglichst klein” oder ungeféhr Null sein

Obwohl in dieser Friihzeit noch nicht dargelegt wurde, was konkret unter
‘naherungsweise Null’ zu verstehen sei, folgen daraus bereits die zwei zentralen Ele-
mente eines Hypothesentests, ndmlich

1. eine Vermutung iiber die Grundgesamtheit 6 = 6y; und

2. eine Distanzfunktion |6 — 6|

Darauf aufbauend entwickelte R. Fisher seinen Ansatz zu Hypothesentests.

Der erste grofle Beitrag Fishers in diesem Zusammenhang bestand in der Formulie-
rung einer expliziten Nullhypothese

Hoi (9:(90

sowie der Einsicht, welche Implikationen dies fiir Hypothesentests hat. Man beachte,
dass sich die Nullhypothese immer auf die unbeobachtbare Grundgesamtheit — also
die Parameter der PRF — bezieht, und nicht auf die Schéitzung (Schétzungen sind
beobachtbar, da gibt es nichts zu vermuten!).

Die Nullhypothese wird meist als ‘Negativhypothese’ formuliert, d.h. als Gegenhy-
pothese zur theoretischen Vermutung. Die Nullhypothese beschreibt in in diesem
Sinne héufig einen ‘worst case’ fiir die Anfangsvermutung, sodass man wiinscht,
die Nullhypothese verwerfen zu kénnen. Wie wir spéter sehen werden erlaubt diese
Vorgangsweise, die Wahrscheinlichkeit fiir eine irrtiimliche Verwerfung der Nullhy-
pothese kontrolliert klein zu halten.

Prinzipiell konnen Forscher frei entscheiden wie sie ihre Nullhypothese formulieren,
allerdings gibt es — wie wir spéter zeigen werden — eine Einschrankung technischer
Natur: die Nullhypothese muss stets so formuliert werden, dass sie das ‘=" Zeichen
(bzw. bei einseitigen Hypothesen das ‘<’ oder ‘>’ Zeichen) enthélt (oder in anderen
Worten, die Hy darf kein #, < oder > enthalten).

Die Nullhypothese wird solange als ‘wahr’ angenommen, bis sie in ‘zu starken’ Kon-
flikt mit den beobachtbaren Daten — also der Stichprobe — gerét.

Auf den Arbeiten von |Gosset (1908) aufbauend erkannte Fisher, wie die Distanz
|0 — 6y| beurteilt werden kann, ndmlich durch die Verwendung einer Teststatistik.
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Teststatistiken sind neben Nullhypothesen die zweite unverzichtbare Zutat
fiir Hypothesentests. Teststatistiken sind spezielle Zufallsvariablen, deren theo-
retische Verteilung unter Giiltigkeit der Nullhypothese bekannt ist. Ahnlich wie
Schatzfunktionen sind Teststatistiken spezielle Funktionen der Stichprobe, d.h. sie
ordnen jeder Stichprobe eine reelle Zahl zu. Im Unterschied zu Schatzfunktionen
muss die theoretische Stichprobenkennwertverteilung (‘sampling distribution’) einer
Teststatistik unter Hy aber von vornherein bekannt sein.

Teststatistiken diirfen natiirlich keine unbekannten Parameter enthalten, sonst
konnte ihr Wert fiir eine konkrete Stichprobe nicht berechnet werden.

Die Herleitung von Teststatistiken ist Aufgabe der theoretischen Statistik und im
allgemeinen kein einfaches Unterfangen. Wie wir spiter sehen werden sind viele
der gebrauchlichen Teststatistiken asymptotischer Natur, d.h. ihre Verteilung ist fiir
kleine Stichproben unbekannt, konvergiert aber mit zunehmender Stichprobengrofie
gegen eine bekannte theoretische Verteilung.

Wir wollen die prinzipielle Idee von Teststatistiken hier anhand der einfachen t-
Statistik fiir Regressionskoeffizienten erldutern (iibrigens eine der eher wenigen Test-
statistiken, deren theoretische Verteilung auch fiir kleine Stichproben bekannt ist).

Zuvor miissen wir aber noch etwas ausholen. Fiir die bisherigen Ausfithrungen und
Beweise benotigten wir lediglich die vier Gauss-Markov Annahmen. Nun wird erst-
mals eine theoretische Verteilung eine Rolle spielen. Unter einer theoretischen Ver-
teilung wollen wir hier einfach eine Verteilung verstehen, deren Dichte- und Vertei-
lungsfunktion durch eine mathematische Funktion beschrieben werden kann, und die
durch bestimmte Parameter (Momente) charakterisiert ist. Konkret wird es um die
Normalverteilung und die damit eng verbundenen x2-, t- und F-Verteilung gehen.
Theoretische Verteilungen werden haufig verwendet, um empirische Verteilungen zu
approximieren.

5.2.2 Theoretische Verteilungen

Wir erinnern uns, dass wir fiir den Beweis der Erwartungstreue, Effizienz und Kon-
sistenz der OLS Schéatzfunktion keine explizite Verteilungsannahme bendétigten, die
vier Gauss-Markov Annahmen reichten. Nur der Einfachheit halber haben wir bis-
her die Stichprobenkennwertverteilungen als schone Glockenkurven gezeichnet, aber
diese Form war fiir keines der bisherigen Argumente essentiell.

Aber fiir die statistische Beurteilung der  ‘Vetrauenswiirdigkeit” von
Schitzergebnissen bendtigen wir nun erstmals genauere Information iiber die
Form der entsprechenden Stichprobenkennwertverteilungen.

Erinnern wir uns, dass die Stichprobenkennwertverteilung von Schatzfunktionen und
Teststatistiken unmittelbar aus dem datengenerierenden Prozess (DGP) und dem
sampling Prozess folgt.

A priori garantiert uns nichts, dass wir diese unbekannte Stichprobenkennwertvertei-
lung durch eine bekannte theoretische Verteilung darstellen oder zumindest approxi-
mieren kénnen. Aber wir konnen uns wieder fragen, welche Annahmen erforderlich
sind, damit wir die unbekannte Stichprobenkennwertverteilung durch eine bekannte
theoretische Verteilung approximieren kénnen.
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An dieser Stelle kommt erstmals — zuséatzlich zu den bereits bekannten Gauss-Markov
Annahmen — die Normalverteilungsannahme zum Tragen.

In der Friihzeit der Statistik wurde h&ufig angenommen, dass die Storterme un-
abhéngig normalverteilt sind. Wie wir gleich zeigen werden kann mit Hilfe dieser
Normalverteilungsannahme die Stichprobenkennwertverteilung der Koeffizienten un-
mittelbar hergeleitet werden.

Heute spielt die Annahme normalverteilter Storterme keine so grofie Rolle mehr, die
Rechtfertigung der Sonderstellung der Normalverteilung erfolgt hauptséchlich iiber
zentrale Grenzwertsétze.

Aber unabhéngig von ihrer Rechtfertigung hat die Normalverteilung einige einzigar-
tige und fiir unsere Zwecke sehr angenehme Eigenschaften, die wir vorab ganz kurz
reflektieren werden.

Die Rolle der Normalverteilung

Die Normalverteilung hat einige wichtige und sehr angenehme Eigenschaften, die
unser Leben im Folgenden wesentlich vereinfachen wird. Eine dieser Eigenschaften
ist die Reproduktivitit, d.h. jede Linearkombination (lineare Funktion) von n nor-
malverteilten Zufallsvariablen X ist selbst wieder normalverteilt!

Wenn z.B. X; ~ N(u;, 03(1_) mit 7 = 1,...,n, dann ist eine Linearkombination ¥ =
o+ Xy + -+ e, X, (fiir konstante ¢;) auch wieder normalverteilt.

Erinnern wir uns, dass der OLS Steigungskoeffizient B\g eine lineare Funktion der y;
ist, wobei die Gewichte w; nur von den erkldrenden x Variablen abhéngen

Bo ="y wiyi =Y wi(B + Bomi + ;)
i=1 i=1

Fiir deterministische z; garantiert uns die Reproduktivitéit also, dass fir g ~
N(0, 0?) auch die Schiitzfunktion 35 normalverteilt ist.

Wem die Annahme normalverteilter Storterme zu streng oder zu unsinnig ist fin-
det Zuflucht bei zentralen Grenzwertsétzen, die allerdings nur asymptotisch gelten.
Grenzwertsétze sind immer anwendbar, wenn in irgendeiner Form iiber viele i.i.d.-
verteilte Zufallsvariablen gemittelt wird (haufig sind weniger strenge Annahmen als
i.i.d. erforderlich).

Wenn wir davon ausgehen kénnen, dass die Schétzfunktionen (anndhernd) normal-
verteilt sind kommt uns eine weitere angenehme Eigenschaft der Normalverteilung
zugute: jede lineare Transformation einer normalverteilten Zufallsvariable ist selbst
wieder normalverteilt.

Diese FEigenschaft erlaubt uns eine Standardisierung, d.h. wir konnen jede belie-
bige normalverteilte Zufallsvariable X ~ N(u, %) in eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable Z ~ N(0, 1) (d.h. Erwartungswert Null und Varianz Eins) transfor-
mieren. Das heifit, fiir X ~ N(u,0%) folgt

_X—n

0x

Z

—  Z ~N(0,1)
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/ Standardisierte

N Verteilung;:
7 — M7 k=1,2,3
ok
pz =0
oz =1

a/2 =0.025 a/2 =0.025
AN 4

2,

_3 _9 2196  _q 0 1 +1796 9 3

Abbildung 5.1: Normalverteile Zufallsvariablen X, X5, X3 mit unterschiedlichen
Erwartungswerten und Varianzen koénnen standardisiert werden
zu Z ~ N(0,1). Der kritische Wert o« = 0.025 fiir die Standard-
normalverteilung ist zgo5 = 1.96.
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Diese sogenannte z-Transformation ist in Abbildung [5.1] dargestellt.

Von standardnormalverteilten Zufallsvariablen wissen wir, dass 95% aller Realisa-
tionen in das Intervall [-1.96, +1.96] fallen werden. Da die Fldche unter jeder
Dichtefunktion Eins ist folgt daraus, dass 2.5% der Realisationen links von —1.96
und 2.5% der Realisationen rechts von +1.96 erwartet werden, in Summe also 5%.

Diesen Prozentsatz nennen wir Signifikanzniveau und er wird meist als o geschrie-
ben.

Jenen Wert, bei dem links und rechts eine Fliache von je o/2 abgeschnitten wird, nen-
nen wir den kritischen Wert; fiir die Standardnormalverteilung also 22?5:0_025 = 1.96;
und « wird Signifikanzniveau genannt («/2 = 0.025 da links und rechts 2.5% der
Fldche abgeschnitten werden, vgl. Abbildung B.]). Fiir andere Signifikanzniveaus
und Verteilungen konnen die kritischen Werte in einer entsprechenden Tabelle nach-
geschlagen oder mit Hilfe der Quantilfunktion@ berechnen.

Wir fassen also zusammen: fiir jede normalverteilte Zufallsvariable
X ~N(p, 0%)
gilt folgende Wahrscheinlichkeitsaussage

X —p
0x

Pr (—1.96 < < —|—1.96) =0.95

In dieser Form sagt uns diese Wahrscheinlichkeitsaussage, dass wir bei wiederholter

Durchfiihrung des Zufallsexperiments erwarten kénnen, dass 95% der Realisationen
von Z = (X — u)/ox in das Intervall [—1.96,4.196] fallen.

Dies gilt natiirlich auch fiir unsere OLS Schétzfunktion des Steigungskoeffizienten
Bo. Deshalb gilt fiir

62 ~ N(BQ) 0-%2)
folgende Wahrscheinlichkeitsaussage

By — Bs

08,

Pr (—1.96 < < +1.96> = 0.95 (5.1)

(Wir beschrinken uns hier auf das bivariate Modell y; = Bl + BQeréi, aber diese
Uberlegungen gelten analog auch fiir das multiple Regressionsmodell und fiir alle
Regressionskoeffizienten ().

Allerdings haben wir hier noch ein Problem, im Nenner der standardisierten Zu-
fallsvariable steht der unbeobachtbare Parameter 03,, die Standardabweichung von
Ba.

3Die Quantilfunktion ist die Umkehrfunktion der Verteilungsfunktion, welche die Fliche links
von jedem beliebigen z°* angibt. Wenn wir wissen mochten, bei welchem 2z°'* die Fliche der
Dichtefunktion rechts 0.025 betrigt, miissen wir nur das z°"* suchen, bei dem die Fliche links

0.975 ist (die Gesamtfliche unter jeder Dichtefunktion ist 1), also in R: qnorm(p = 0.975) gibt
1.959964.
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Ein historisches Ergebnis: Gosset (1908)

Die naheliegende Idee ist natiirlich, diese Standardabweichung o, aus der Stich-
probe zu schiitzen. Eine Schéatzfunktion dafiir haben wir bereits im letzten Kapitel
hergeleitet; unter den vier Gauss-Markov Annahmen ist

Allerdings haben wir hier ein Problem, diese Schétzfunktion ist selbst eine Zufalls-
variable (wird sich also von Stichprobe zu Stichprobe unterscheiden), und wenn wir
diese Schatzfunktion fiir die Standardisierung verwenden, erhalten wir das Verhéltnis
von zwei Zufallsvariablen. Dieses Verhéltnis zweier Zufallsvariablen ist aber nicht
langer normalverteilt R
Ba — [
98,
(beachten Sie das Dach iiber dem o!)

~ N(0,1)

Fiir dieses Problem hat W.S. |Gosset (1908), seinerzeit Chef-Braumeister der Guin-

ness Brauerei, vor mehr als hundert Jahren eine einfache Losung gefunden. Er konnte

zeigen, dass die resultierende Zufallsvariable t-verteilt ist mit n — 2 Freiheitsgraden
P2 — [a

~ tp_2

%,
Die mit den geschdtzten Standardfehlern standardisierten Schatzfunktionen der OLS
Koeffizienten sind unter den obigen Annahmen (Gauss-Markov plus normalverteilte
Storterme) also t-verteilt!

Dieses Resultat gilt auch fiir das multiple Regressionsmodell, wobei in diesem Fall
eine t-Verteilung mit n — k Freiheitsgraden folgt.

Intuitiv sollte klar sein, dass durch die Ersetzung eines Parameters durch dessen
Schétzfunktion zusétzliche Unsicherheit ins Spiel kommt. Wie |Gossetl (1908) gezeigt
hat, kann diese zusétzliche Unsicherheit exakt durch Verwendung der t-Verteilung
mit ihren dickeren Réndern (‘fat tails’) beriicksichtigt werden.

Da Gossets Arbeitgeber die Verdffentlichung dieses Ergebnisses nicht gestattete
veroffentlichte er es unter dem Pseudonym “Student”, deshalb wird die t-Verteilung
manchmal auch Student-Verteilung genannt (vgl. [Ziliak, 2008).

Das Resultat von Gosset”

Das bekannte Resultat von Gosset lebt heute zwar in den Standardfehlern aller
Regressionsoutputs weiter, spielt aber ansonsten keine sehr grofle Rolle mehr, da die
Rechtfertigung heute weitgehend asymptotischen Uberlegungen folgt.

Trotzdem ist es ein wunderschones Resultat, welches nicht nur die Tragweite theo-
retischer Uberlegungen zeigt, sondern auch fiir weitergehende Analysen wichtig ist.
Deshalb wollen wir es fiir Interessierte zumindest kurz skizzieren.
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Die t—Verteilung

Ein zentrales Ergebnis der theoretischen Statistik ist, dass die Quadratsumme von
¢ unabhingig standardnormalverteilten Zufallsvariablen y? verteilt ist mit ¢ Frei-
heitsgraden.

Auflerdem ist aus der theoretischen Statistik bekannt, dass das Verhéltnis einer
standardnormalverteilten Zufallsvariable und der Wurzel einer davon unabhéngig
x2-verteilten Zufallsvariable, dividiert durch die Freiheitsgrade, t-verteilt ist, also

N(0,1)

th

Xa/q

Die t-Verteilung ist dhnlich wie die Standardnormalverteilung symmetrisch, hat aber
‘fat tails’ (‘dicke Rénder’); siche Abbildung unten. Fiir grofie n konvergiert die t-
Verteilung gegen die Standardnormalverteilung. De facto macht es ab einer Stich-
probengréfie n > 30 keinen groflen Unterschied, ob man in der t-Verteilungstabelle
oder in der Standardnormalverteilungstabelle nachschliagt.
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Gosset (1908) =zeigte, dass fiir das Regressionsmodell mit normalverteilten
Stortermen y; = By + BoTiz + -+ + Buin + -+ + Prra + & mit g; ~ N(0, 0?) gilt

Bn — Bn

~

B

~ bk

oder in Worten, die mit Hilfe der geschdtzten Standardfehler 65 standardisierten
Koeffizienten sind t-verteilt mit n — k Freiheitsgraden.

Um dies zu zeigen erinnern wir uns aus der einfithrenden Statistik, dass die Qua-
dratsumme von ¢ unabhiingig standardnormalverteilten Zufallsvariablen x? verteilt
ist mit ¢ Freiheitsgraden, d.h. fiir z; ~ N(0, 1) gilt

2

(Z+2++2)~x

Ebenso ist bekannt, dass das Verhéltnis einer standardnormalverteilten Zufallsvaria-
ble und der Wurzel einer davon unabhingig y2-verteilten Zufallsvariable, dividiert
durch die Freiheitsgrade, t-verteilt ist, also

N(0,1)
X2/q

Um nun zu zeigen, dass (Bh — Bn)/ 03, tatsichlich t-verteilt ist, erinnern wir uns,
dass die mit Hilfe des ‘wahren’ Standardfehlers o3, standardisierten Koeffizienten
standardnormalverteilt sind R
Br — B
9B,
wobei [, und 03, fixe, aber unbekannte Parameter der Grundgesamtheit sind (also
keine Zufallsvariablen).

~ N(0,1) (5.2)

Wenn fiir alle Stérterme gilt &; ~ N(0, %) (mit ¢ = 1,...,n) kann man zeigen, dass
die folgende Zufallsvariable y? verteilt ist mit n — k Freiheitsgraden@

wobei Y. €2 die Quadratsumme der Residuen und ¢? die unbeobachtbare Varianz
der Storterme ist.

Unter Verwendung der Schitzfunktion fiir die Varianz der Storterme 62 = >~ £2/(n—

k) konnen wir dies umschreiben zu (im dritten Term werden Zahler und Nenner
durch die feste Zahl Y (z; — Z)? dividiert)

N R (n—k)&2 . ~9
Y& _ (=Ko seoar _ WK, 3
0-2 - 0-2 - 0'2 - 2 ~ X?’L—k‘ ( N )

> (wi—x)? Bn

da 6% = 6%/ 3 (x; — ) bzw. 0% = 0%/ (x; — ¥)®. Man beachte, dass o* die
h h

Varianz der Storterme ist, und 02 die Varianz des Steigungskoeffizienten B\h; beide

Bn

4Der Beweis ist etwas aufwiindiger, siehe z.B. .Johnston and Dinardd (1996, S. 493).
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Varianzen sind unbeobachtbare Parameter, die aus der Stichprobe geschétzt werden
miissen.

Da man obendrein zeigen kann, dass die standardnormalverteilte Zufallsvariable
(5:2) und die x2-verteilte Zufallsvariable (5.3]) stochastisch unabhiingig sind, ist der
Quotient dieser beiden Zufallsvariablen eine t-verteilte Zufallsvariable

Bh=8Bn Bun=Bn
N(O,1) ¢ N B _ % _ B0 ;
e ez w65
n—k (n_k)J%: 7By,

Die schéne Uberraschung dabei ist, dass sich die unbekannte Populationsvarianz O'%

herauskiirzt. "
Damit erhalten wir dieses Resultat von (Gossetl (1908) fiir einen Koeffizienten h des
multiplen Regressionsmodells mit k& Regressoren (inkl. Regressionskonstante; mit
he{l,....k})

Br — B

G- ~ tn—k
Bh

wobei n — k die Freiheitsgrade sind. ]

5.2.3 p-Werte nach R.A. Fisher

Auf diesen Grundlagen entwickelte R.A. Fisher seine bekannten p Werte fiir Hypo-
thesentests.

Von |Gosset (1908) wissen wir, dass
O'/\
Bn

Dies gilt fiir den ‘wahren” Wert ;, der leider ein unbeobachtbarer Parameter ist.
Aber wenn die Nullhypothese (3, = [y wahr ist konnen wir den unbeobachtbaren
Parameter (8, durch unsere Vermutung unter der Nullhypothese 3, ersetzen. Dann
muss gelten
P —fosgy (5.5)
O'/\
Bn

i(s) =

wobei S die Menge aller mogliche Stichproben bezeichnet und #(.S) ausdriicken soll,
dass die Teststatistik #(S) eine Funktion der Stichproben § ist, also eine Zufallsva-
riable.

Dies gilt nur, wenn die Nullhypothese wahr ist, deshalb schreiben wir 2 und lesen
dies als “ist unter Hy verteilt als”.

Also, wenn Hg : By = [y wahr ist und alle erforderlichen Annahmen erfiillt sind,
dann ist £(8S) t-verteilt mit n — k Freiheitsgraden.

SIntuitiv folgt dies aus der stochastischen Unabhingigkeit des systematischen Teils der Regres-
sion und der Residuen.
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Es ist wichtig den Unterschied zwischen Gleichung (5.5) und Gleichung (5.4]) zu
erkennen. Gleichung (5.4 enthélt den unbekannten Parameter f; und ist deshalb
keine Teststatistik.

In Funktion (5.5]) wurde der unbekannte Parameter Sy durch die (bekannte) Vermu-
tung der Hy, d.h. durch Sy, ersetzt, deshalb erfiillt Funktion (5.5]) alle Eigenschaften
einer Teststatistik: sie ist eine Zufallsvariable, die jeder mdglichen Stichprobe eine
reelle Zahl zugeordnet, sie enthélt keine unbekannten Parameter, und die theoreti-
sche Verteilung von ¢ unter Giiltigkeit der Hy ist bekannt.

Man beachte, dass im Zahler der Teststatistik das Stichproben-Analogon zur Null-
hypothese Hg : B2 = [y in impliziter Form steht, d.h. 83 — By (= 0), wobei die
Schétzfunktion 32 eine Zufallsvariable und [, ein Skalar ist. Dies ist ein Beispiel fiir
eine Distanzfunktion.

Die prinzipielle Idee von Hypothesentests nach R.A. Fisher kénnen nun anhand von
Abbildung veranschaulicht werden.

Der datengenerierende Prozess erzeugt n Realisationen von (z;,y;) Paaren, und wir
konnen uns vorstellen, dass die entsprechenden Zufallsvariablen ‘hinter’ diesen Reali-
sationen gewissermafen alle moglichen Stichproben abbilden, den Stichprobenraum.
Damit konnen wir nicht nur die OLS Schétzfunktion £, berechnen, sondern auch
deren z-transformierte (standardisierte) Variante, von der wir wissen, dass sie un-
ter den Gauss-Markov Annahmen und der Annahme unabhéngig normalverteilter
Storterme ¢; standardnormalverteilt ist

Bo — B
98

~ N(0,1)

Diese ‘wahre’ Stichprobenkennwertverteilung ist durchgezogen (blau) in Abbildung
eingezeichnet.

Allerdings kénnen wir diese ‘wahre’ Stichprobenkennwertverteilung nicht beobach-
ten, wir kennen weder (5 noch 0%, und koénnen deshalb auch nicht sagen, wo sie
liegt! Aber wir wissen, dass die aus der vorliegenden Stichprobe berechnete empi-
rische Teststatistik t*™P eine Realisation aus dieser ‘wahren’ Stichprobenkennwert-
verteilung ist.

Eine der tiefen Einsichten R.A. Fishers bestand nun darin, dass wir eine theoretische
Teststatistik unter der Annahme konstruieren kénnen, dass die Nullhypothese giiltig
ist. Diese theoretische Teststatistik

r_ 52 BO Ho

t ~ tp—k

03,
ist in Abbildung (rot) strichliert eingezeichnet. Das empirische Analogon zu die-
ser theoretischen Stichprobenkennwertverteilung unter Hy kénnen wir aus der gege-

benen Stichprobe berechnen, da wir Sy kennen und 63 aus der Stichprobe schétzen
kénnen. Das t-verteilte Resultat ist in Abbildung [5.2 3 rechts unten eingezeichnet.

Nun kénnen wir die empirische Teststatistik
jemp _ ba — Bo
5B,



10YSL]

V' UORU USJUSIZIJOONSUOISSOITOY] USU[DZUTS SOUTd 389JUasajodAT]

g'g Sunp[qqy

Hypothesentest fiir einen einzelnen Regressionskoeffizienten: p-Werte
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(Theorie)
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femp — ba—Bo
5
B2

P 0
empir. p-Wert

fiir Ho : B2 = Bo
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Stichproben- .
kennwertverteilung ()
der Teststatistik ¢
unter Hy
p-Wert
(Fléche)
_ |temp ‘ 0 ‘temp | tA

Abbildung 5.3: p-Wert nach R. Fisher (rot schraffierte Fldche) fiir zweiseitigen
Test Hol ﬁ? = ﬁo.

(einer Realisation der theoretischen Teststatistik, also eine einfache reelle Zahl und
keine Zufallsvariable) auf der z-Achse der empirischen Stichprobenkennwertvertei-
lung auftragen.

Empirische p-Werte fiir zweiseitige Nullhypothesen

Fiir die zweiseitige Nullhypothese Hq: 8 = [y ist der empirische p-Wert definiert
als die Fldche unter der Dichtefunktion, welche rechts von +[t*P| und links von
— |t | liegt

Diese Nullhypothese ist zweiseitig, weil sowohl sehr weit links als auch sehr weit
rechts liegende t*P-Werte als Indizien gegen die Nullhypothese interpretiert werden.
Konkret ist eine Nullhypothese immer zweiseitig, wenn sie das ‘=" Zeichen enthélt,
und sie ist einseitig, wenn sie ein ‘>’ oder ‘<’ enthélt.

Dies wird in Abbildung [£.3] gezeigt. Da die Gesamtfliche unter einer Dichtefunktion
immer Eins ist kénnen p-Werte nur Werte zwischen Null und Eins annehmen.

Diese beiden Fliachen definieren den empirischen p-Wert fiir einen zweiseitigen Test.

Da die t-Verteilung symmetrisch ist reicht es eine der beiden Flédchen zu berechnen
und diese mit zwei zu multiplizieren.

Ezxkurs:” In historischen Zeiten war die Berechnung der p-Werte aufwiindig, aber
heute geben so gut wie alle Statistikprogramme die p-Werte automatisch aus. Com-
puterprogramme berechnen den p-Wert meist mit Hilfe der Verteilungsfunktion

jrem|

F(t) = /_ f(x)dz

[e.9]

Den zweiseitigen p-Wert erhélt man aus

PP = 2[1 = F([t7"], df)]

SWir verwenden hier den Absolutbetrag | - | der Teststatistik, da die Teststatistik auch negativ
sein kann. In diesem Fall kénnte ‘links’ und ‘rechts’ von ¢°™P irrefithrend sein.
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wobei F(t) in diesem Fall die Verteilungsfunktion der t-Verteilung bezeichnet (nicht
die F-Statistik!), [t*P| ist der Absolutwert der empirischen Teststatistik, und df
steht natiirlich wieder fiir die Freiheitsgrade ( ‘degrees of freedom’). O

Dichtefunktion:
Pr(z < |t™P|) =

‘telnp ‘

= [ f(z)dz
)

\
KN 1 — F([te])
— F(|temp

) ’

Verteilungsfunktion: (kumulierte Dichte)

F(x)

o

/ Pr T < teulp —
[ Pr(x < Jtoe))

— F( |temp D

S

t‘temp| €T

Abbildung 5.4: Dichtefunktion f(z) und Verteilungsfunktion F'(z) einer stetigen
Zufallsvariable. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine stetige Zufalls-
variable eine Auspriagung kleiner gleich ¢t*™P annimmt, ist gleich
der schraffierten Fldche unter der Dichtefunktion links von t*™P,
oder gleich der Ldinge der Strecke diber t*™P der Verteilungsfunk-
tion. Der p-Wert fiir eine zweiseitige Hypothese ist 2[1 — F'(t*™P)].

Kehren wir nun nochmal zurtick zu Abbildung 5.2l Falls die Nullhypothese wahr ist,
sollte die (blau durchgezogene) ‘wahre’ Stichprobenkennwertverteilung (fast) genau
auf der (rot strichliert eingezeichneten) Stichprobenkennwertverteilung unter der Hy
liegen.

Aber selbst wenn die Nullhypothese exakt richtig ist und alle Annahmen exakt
erfiillt sind wiirden wir aufgrund der Stichprobenfehler ( ‘repeated sampling’) in 5%
der moglichen Félle einen p-Wert < 0.05 erwarten. Dies ist zwar ein seltenes Ereignis,
aber jederzeit moglich.

Nun stellen Sie sich vor, dass die (blau durchgezogene) ‘wahre’ Stichprobenkennwert-
verteilung weit entfernt von der (rot strichliert eingezeichneten) Stichprobenkenn-
wertverteilung unter der Hy liegt. Die empirische t*P-Statistik ist eine Realisation
aus der ‘wahren’ Stichprobenkennwertverteilung, deshalb wiirden wir in diesem Fall
einen (absolut gesehen) groflen Wert der empirische t*™P-Statistik erwarten, der
unmittelbar zu einem kleinen p-Wert fithrt (nahe bei Null).
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Deshalb konnen wir den empirischen p-Wert als Indikator dafiir interpretieren, wie
gut die Nullhypothese die ‘wahre’ Stichprobenkennwertverteilung — und damit den
datengenerierenden Prozess — beschreibt.

Interpretation empirischer p-Werte

Vorsicht ist wieder bei der Interpretation geboten, jeder empirische p—Wert ist eine
Realisation, und es macht natiirlich iiberhaupt keinen Sinn sich zu fragen, wie wahr-
scheinlich ein Ereignis ist, welches bereits stattgefunden hat, es hat stattgefunden!

Aber wir konnen uns fragen, wie wahrscheinlich es ist, bei einer hypothetischen
neuerlichen Ziehung einer Zufallsstichprobe (oder sehr hdufiger Wiederholungen des
Zufallsexperiments) einen mindestens ebenso extremen oder noch extremeren Wert
als P zu erhalten.

Genau diese Wahrscheinlichkeit gibt uns der p- Wert an.

In dieser Interpretation ist der theoretische p-Wert eine Zufallsvariable, und der
empirische p-Wert p“"P eine Realisation dieser Zufallsvariable, den wir aus einer
gegebenen Stichprobe berechnen.

Interpretation von p-Werten: Wenn die Nullhypothese wahr ist und
alle erforderlichen Annahmen erfiillt sind gibt der p-Wert die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, dass wir bei einer hypothetischen neuerlichen
Durchfithrung des Zufallsexperiments eine empirische Teststatistik er-
halten wiirden, die noch extremer ist als die vorliegende empirische Test-
statistik.

Da p-Werte Wahrscheinlichkeiten sind konnen sie nur Werte zwischen
Null und Eins annehmen. Ein sehr kleiner p-Wert nahe bei Null deutet
darauf hin, dass entweder die Nullhypothese falsch ist, oder dass ein
sehr unwahrscheinliches Ereignis eingetreten ist (oder dass eine zugrunde
liegende Annahme verletzt wurde).

Umso kleiner ein p-Wert ist, umso eher werden wir geneigt sein die Null-
hypothese zu verwerfen, was wir als empirische Evidenz fiir unsere An-
fangsvermutung interpretieren kénnen.

Etwas salopp konnen wir den p-Wert auch einfach als Kennzahl dafiir
interpretieren, wie gut die Nullhypothese die Daten beschreibt. Ein sehr
kleiner p-Wert wird als Evidenz gegen die Nullhypothese interpretiert.

p—Werte fiir einseitige Hypothesentests

Viele Hypothesen sind nicht symmetrisch. Wenn z.B. eine neue Trainingsmethode
eingefiithrt wird, so werden wir #m Durchschnitt eine Leistungsverbesserung der Teil-
nehmer erwarten. Ebenso werden wir bei steigenden Einkommen eine Zunahme der
Konsumausgaben erwarten, keine Abnahme.
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Linksseitiger Test: Hy: 8, > (o Rechtsseitiger Test: Hy: 6, < Sy
f(®) f(@)
p-Wert fiir p-Wert fiir
Ho:Bn— B0 >0 Ho:Bh— o <0

temp O tA 0 tcmp tA

Abbildung 5.5: p-Wert nach R.A. Fisher fiir einseitige Hypothesentests. Fiir Hy:
Brn — Bo > 0 stellt nur ein stark negativer Wert von t™P eine

Uberraschung dar, fir Hy: 8, — By < 0 ist erst ein stark positiver
Wert ¢ {iberraschend.

Solche einseitigen Hypothesen konnen ebenso einfach getestet werden. Auch einseiti-
ge Nullhypothesen werden iiblicherweise als Negativhypothesen formuliert. Vermu-
ten wir z.B., dass ein Kennwert der Grundgesamtheit (3, grifer ist als 3y, so ist die
Nullhypothese (als Negativhypothese)

Ho: B < Bo

Wenn wir z.B. vermuten, dass die durchschnittliche Leistung nach Einfiihrung ei-
ner neuen Trainingsmethode besser ist als die durchschnittliche Leistung vor der
Einfiithrung (3, dann ist die Negativhypothese, dass sich die Leistung nicht verbes-
sert hat oder sogar abgenommen hat.

Auf den ersten Blick scheint es unmoglich diese Hypothese zu testen, da 8, < (
unendlich viele Falle umfasst. Etwas nachdenken zeigt allerdings, dass es geniigt den
Grenzfall 8, = [y zu testen, denn wenn man Hy: 8, = 5y verwerfen kann, konnen
automatisch auch alle extremeren Hypothesen (3, < Sy verworfen werden.

Deshalb kann fiir einen einseitigen Test die gleiche Teststatistik wie fiir zweiseitige
Tests verwendet werden, in diesem Fall

femp _ bn — Bo
5Bn
allerdings ist bei einseitigen Tests das Vorzeichen der empirischen Teststatistik zu
beachten.

Die Interpretation des p-Wertes &ndert sich nicht: Falls die Nullhyhpothese £, < (5
wahr ist und alle erforderlichen Annahmen erfiillt sind wiirden wir bei wiederholten
Stichprobenziehungen in p®™P x 100% der Félle ein so extremes Ergebnis erwarten
wie das beobachtete.

Linksseitige Tests fiir Nullhypothesen Hg : 5, > [y funktionieren analog, nur ist
in diesem Fall die Flache links von t*™P relevant ist, vergleiche linkes Panel von

Abbildung 5.

Hinweis: Viele finden einseitige Hypothesentests etwas verwirrend, da man das Vor-
zeichen beachten muss. Etwas einfacher wird es zumindest in diesem einfachen Fall
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wenn man beachtet, dass im Zahler dieser Teststatistik das empirische Analogon zur
Nullhypothese in impliziter Form steht.

e Fiir eine linksseitige Nullhypothese Hy: 8, — By > 0 stellen positive Werte von
P = (b, — o)/ s3, keine Uberraschung dar, selbst kleine negative Werte sind
nicht sehr iiberraschend, erst grofie negative Werte sind iiberraschend und mit
der Nullhypothese schwer vereinbar. Deshalb liegt der Verwerfungsbereich zur
Génze links im negativen Bereich.

e Umgekehrt, fiir eine rechtsseitige Nullhypothese Hy: £, — By < 0 sind negative
oder selbst kleine positive Werte von ¢ = (b, — f5y) /s wenig iiberraschend,
aber grofle positive Werte sind bei Giiltigkeit der Nullhypothese unwahrschein-
lich. Der Verwerfungsbereich liegt zur Génze rechts im positiven Bereich.

Was passiert, wenn der p-Wert keine klare Verwerfung der Nullhypothese erlaubt?
R.A. Fisher interpretierte grole p-Werte ausschliellich als Evidenz dafiir, dass die
zur Verfiigung stehenden Daten keine Grundlage fiir eine klare Entscheidung liefern.
Es sollte klar sein, dass p-Werte nahe bei Eins keinesfalls bedeutet, dass die getestete
Nullhypothese wahr sein muss. Genauso wenig ‘beweist’ ein kleiner p-Wert, dass die
Nullhypothese falsch ist. Fisher schreibt:

“For the logical fallacy of believing that a hypothesis has been proved
to be true, merely because it is not contradicted by the available facts,
has no more right to insinuate itself in statistical than in other kinds of
scientific reasoning. [...] It would, therefore, add greatly to the clarity
with which the tests of significance are regarded if it were generally
understood that tests of significance, when used accurately, are capable
of rejecting or invalidating hypotheses, in so far as the are contradicted
by the data: but that they are never capable of establishing them as
certainly true.” (zitiert nach [Salsburg, 2002, 107f)

5.2.4 Hypothesentests nach Neyman-Pearson

Auf der Arbeit von R.A. Fisher aufbauend entwickelten Jerzy Neyman (polnischer
Mathematiker und Statistiker, 1894 — 1981) und Egon Pearson (1895 — 1980, Sohn
von Karl Pearson) die heute verbreitete Form von Hypothesentests.

Alles, was wir bisher {iber R. Fishers Signfikanztests gehort haben, bleibt auch fiir
Hypothesentests nach Neyman-Pearson giiltig, aber bei Neyman-Pearson kommen
zwei neue Elemente hinzu

1. Der Nullhypothese wird explizit eine Alternativhypothese H, gegeniiber ge-
stellt, die immer richtig ist, wenn die Nullhypothese falsch ist, d.h. Hy und Hy4
schlieBen sich gegenseitig aus.

Zur Erinnerung, sowohl Null- als auch Alternativhypothese sind stets Aussagen
iiber unbeobachtbare Parameter der Grundgesamtheit!
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2. Es wird a prior: ein Signifikanzniveau o festgelegt. Im Unterschied zum p-
Wert von Fisher, der eine Zufallsvariable ist (bzw. eine Realisation davon), ist
das Signifikanzniveau « ein fixer Parameter, der von der Forscherin a priori
festgelegt wird.

Diese beiden Erweiterungen erlaubten Neyman-Pearson Hypothesentests als ein-
deutige Entscheidungsregel zu formulieren, die fiir jede Stichprobe angibt, ob die
Nullhypothese verworfen oder beibehalten werden soll. Diese Entscheidung muss
natiirlich nicht richtig sein, aber wie wir gleich sehen werden erlaubt diese Methodik
eine klare Beurteilung der moglichen Fehler.

Wir werden im Folgenden die Testmethodik nach Neyman-Pearson nur fiir den
denkbar einfachsten Fall vorstellen, fiir den Test eines einzelnern Parameters der
Grundgesamtheit, aber diese Testmethodik ist deutlich allgemeiner und kann in
verschiedenen Zusammenhéngen angewandt werden.

Wir beginnen mit einer Ubersicht iiber die wesentlichen Schritte eines Hypothesen-
tests nach Neyman-Pearson:

Problemanalyse Der erste, wichtigste und meist auch schwierigste Schritt jedes
Hypothesentests sollte ein Nachdenken iiber das zu untersuchende Phénomen
sein.

Festlegung von Null- und Alternativhypothese Auf Grundlage der theoreti-
schen Uberlegungen erfolgt die Formulierung der Nullhypothese Hy sowie der
dazugehorigen Alternativhypothese H 4. In der Alternativhypothese findet sich
meist die Anfangsvermutung, bzw. der erhoffte Fall, die Nullhypothese ist die
Negativhypothese dazu.

Null- und Alternativhypothese schliefen sich gegenseitig aus, es kann nur eine
der beiden Hypothesen richtig sein. Getestet wird immer die Nullhypothese,
und diese muss so formuliert sein, dass sie das ‘=" (bzw. bei einseitigen Tests
das ‘<’ oder ‘>7) enthélt.

Wahl der Teststatistik Wir haben bisher erst eine Teststatistik kennen gelernt,
néamlich die einfache t-Statistik. Oft stehen aber auch alternative Teststatisti-
ken zur Verfiigung, die weniger strenge Annahmen benétigen, dafiir aber nur
asymptotisch giiltig sind. Die Wahl der Teststatistik hdngt haufig wesentlich
davon ab, welche Annahmen man bereit ist zu akzeptieren.

Festlegung eines Signifikanzniveaus o Im Unterschied zur Testmethodik von
Fisher wird hier a priori eine Wahrscheinlichkeit festgelegt, ab der ein FEr-
eignis als hinreichend unwahrscheinlich beurteilt wird, so dass man bei
Uberschreitung dieses Schwellenwertes die Nullhypothese auf jeden Fall ver-
werfen wird. Diesen Schwellenwert nennen wir Signifikanzniveau ().

Diese Entscheidung wird bereits vor Durchfiihrung des eigentlichen Tests ge-
troffen, ab diesem Zeitpunkt wird das Testverfahren gewissermafien ‘auf Au-
topilot geschaltet’, wir miissen nur noch die restlichen Schritte nach Vorschrift
ausfithren und die resultierende Entscheidung akzeptieren.
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Tabelle 5.1: TABELLE: {(,)-Verteilung (rechts-seitig), mit ¢ Freiheitsgraden.

g a=01 a=005 a=002 a«o=001 o=0.005
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750
40 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704
60 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660
00 1.282 1.645 1.960 2.327 2.576

Annahme- und Verwerfungsbereich Mit Hilfe dieses Signifikanzniveaus und

der gewéhlten Teststatistik kann man einen kritischen Wert der Teststatistik
ermitteln. Dies wird in Abbildung (Seite 21]) fiir einen zweiseitigen Test
gezeigt. Fiir einen zweiseitigen Test definieren wir den Akzeptanzbereich als
jenen Bereich unter der Dichtefunktion der Teststatistik, iiber dem die Fléiche
(1 — «) betrédgt, und als Verwerfungsbereich jenen Bereich an den Réndern,
der links und rechts die Flachen «/2 ‘abschneidet’.

Wir suchen also in Abbildung den kritischen Wert tgr/i; 4+ Sodass die ge-
samte schraffierte Fliche exakt gleich « ist (bei einem zweiseitigen Test also
die Summe der Flidchen links von —|tgf/i;7 4| und rechts von +|tgf/i; 4| gleich o
ist).

Diesen kritischen Wert der Verteilung kann man in einer iiblichen t-Tabelle
nachschlagen, vgl. Tabelle .1 oder wenn ein Computer zur Verfiigung steht,
mit Hilfe der Quantilfunktion berechnen.

Der kritische Wert erlaubt eine Unterteilung des Parameterraums in einen
Annahme- und Verwerfungsbereich, die sich gegenseitig ausschlieBen Unter ei-
nem Parameterraum verstehen wir einfach alle moglichen Werte, die ein inter-
essierender Parameter annehmen kann. In vielen Fillen wird dies die Menge
der reellen Zahlen R sein. Der Annahme- und Verwerfungsbereich sind dis-
junkte Teilmengen des Parameterraums.

Aufgrund des Stichprobenfehlers (d.h. des Fehlers, der durch das Zufallsele-
ment der Stichprobenziehung zustande kommt) erwarten wir bei wiederholten
Stichprobenziehungen ( ‘repeated sampling’), dass selbst wenn die Nullhypo-
these wahr ist a x 100 Prozent der moglichen Realisationen zufillig im Ver-
werfungsbereich fallen werden.

Man beachte, dass bisher die Stichprobe nicht benétigt wurde. Im Idealfall
sollte die Stichprobe bisher nicht ausgewertet worden sein.

Empirische Teststatistik FErst jetzt wird die empirische Teststatistik t°™P berech-
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Stichproben- .
kennwertverteilung f(t)

der Teststatistik #

H . .
unter Hy a priori fest-

gelegtes Signifikanz-
niveau « (Fliche)

el 0 el i
| é
Verwerfungs- Annahme- Verwerfungs-
bereich bereich bereich

Abbildung 5.6: Stichprobenkennwertverteilung der Teststatistik ¢(S) unter der
Ho: Bn = bo.
Man beachte, dass die der Grafik zugrunde liegende Information
ausschliellich aus der statistischen Theorie folgt, nicht aus den
Stichprobendaten! Erst in einem néchsten Schritt wird aus der
vorliegenden Stichprobe der empirische Wert ¢t berechnet und
iiberpriift, ob P in den Annahme- oder Verwerfungsbereich fllt.

net, indem die vorliegenden Stichprobendaten, d.h. die Realisationen von B\h
und &Bh in die empirische Teststatistik

femp _ b, — o
5B,
eingesetzt werden. Das Resultat ist eine Realisation der Teststatistik, also eine
konkrete Zahl.

Wenn die Nullhypothese wahr ist wiirden wir bei wiederholten Stichprobenzie-
hungen erwarten, dass 1 — a x 100 Prozent der derart berechneten Teststati-
stiken in den Annahmebereich und a x 100 Prozent in den Verwerfungsbereich
fallen.

Entscheidung Die Entscheidungsregel ist nun sehr einfach, wir miissen nur
noch schauen, ob die eine beobachtete empirische Teststatistik t*™P in den
Annahme- oder in den Verwerfungsbereich féllt. Liegt die empirische Teststati-
stik £*™P im Annahmebereich kann die Nullhypothese nicht verworfen werden,
liegt ¢“™P hingegen im Verwerfungsbereich wird die Nullhypothese verworfen.

Da sich Annahme- und Verwerfungsbereich gegenseitig ausschiefen fiihrt dies
immer zu einer eindeutigen Entscheidung.

Moégliche Fehler Die Entscheidung ist zwar eindeutig, aber sie muss deshalb nicht
richtig sein. Konkret kénnen zwei Arten von Fehler auftreten, ndmlich
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1. Typ I Fehler: Die Nullhypothese ist tatsédchlich wahr, aber wir haben zuféllig ei-
ne extreme Stichprobe gezogen, weshalb wir die nach dieser Entscheidungsregel
die Nullhypothese trotzdem verwerfen. Bei wiederholten Stichprobenziehungen
sollte dieser Fehler nicht ofter als in o x 100 Prozent der Falle auftreten.

2. Typ II Fehler: Die Nullhypothese ist tatséachlich falsch, die (erhoffte) Alterna-
tivhypothese also richtig, aber die Anwendung der Entscheidungsregel fiihrt
dazu, dass die Nullhypothese irrtiimlich nicht verworfen wird.

Ein Beispiel fiir einen einzelnen Regressionskoeffizienten

Die Tests einzelner Regressionskoeffizienten verlaufen nach dem iiblichen Muster.
Wenn wir den Koeffizienten g, der PRF

Yi = P14 Boxio + - - 4 Brwip + - 4 Brip + &5
testen wollen konnen wir die Teststatistik

i B\h — Bo _ Stochastisches Analogon zur Hy in impliziter Form Ho .
63, Standardfehler vom Zihler "

verwenden (n — k bezeichnet die Freiheitsgrade, k ist die Anzahl der geschitzten
Regressionskoeffizienten).

Die am hé#ufigsten getestete Nullhypothese ist, dass der wahre Parameter (£, Null
ist (also By = 0), oder in Worten, dass die Variable z;, tatséchlich keinen Einfluss
auf 7 hat. Die zu testende Nullhypothese ist in diesem Fall

Hoi ﬁh:O

Diese Nullhypothese liegt auch den von statistischen Programmen ausgegebenen
t-Statistiken und p-Werten zugrunde.

Forscher wollen natiirlich meist zeigen, dass eine Variable x;, einen Einfluss auf 3
ausiibt, ihre Vermutung (und meist auch Hoffnung) ist also die Alternativhypothe-
se. Nur wenn die Nullhypothese iiberzeugend verworfen werden kann wird dies als
empirische Evidenz fiir die Anfangsvermutung interpretiert.

Da die Standardfehler aus der Stichprobe geschétzt werden miissen ist die theoreti-
sche Teststatistik t-verteilt mit n — k Freiheitsgraden. Die theoretische Teststatistik
(Zufallsvariable) und empirische Teststatistik (Realisation) ist allgemein

By — by —
theoret.: 1= M Ry tk empirisch: ¢*"P = hiﬁo
O35 S5
B Bh
und fiir die Nullhypothese Hy: 8, = 0 (d.h. Sy = 0) natiirlich
. B b
theoret.: ¢ = Aﬁ—h ~ bk empirisch: """ = —h
g5 S5
Bh Bh

d.h., fiir diese einfache Nullhypothese erhalten wir den empirischen t-Wert, indem
wir einfach den Koeffizienten durch dessen Standardfehler dividieren.
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Zur Illustration greifen wir auf ein fritheres Beispiel mit den Stundenléhnen (StdL)
zuriick, die wir auf eine Dummyvariable m fiir ménnlich regressieren, d.h. m = 1
fiir Ménner und m = 0 sonst. Wie wir schon im Kapitel zur deskriptiven Regressi-
onsanalyse gezeigt haben misst in diesem Fall das Interzept den durchschnittlichen
Stundenlohn der Referenzkategorie, in diesem Fall Frauen, und der Steigungskoeffi-
zient die Differenz zum durchschnittlichen Stundenlohn von Ménnern.

Das Regressionsergebnis ist

Stdl. = 12.5 + 25m
(0.747)" (1.057)™

R?* =0.359, n =12
(OLS Standardfehler in Klammern)

Wir nehmen an, dass alle Gauss-Markov Annahmen erfiillt sind und &; ~ N(0,0?)
(was fiir eine so kleine Stichprobe eine ziemlich verriickte Annahme ist).

Wie schon erwahnt ist die am h&ufigsten getestete Nullhypothese in Regressionsmo-
dellen, dass die Parameter 3, der Grundgesamtheit Null sind, also keinen Einfluss
auf die abhéingige Variable haben.

In diesem Beispiel testen wir

Hg: B2 = 0 gegen die Alternativhypothese Hy : B2 # 0

Als Teststatistik wéhlen wir (derzeit in Ermangelung besserer Alternativen) die
iibliche ¢ Statistik mit n — 2 = 10 Freiheitsgraden

i 525 Po 6
93,

mit 5y = 0. Als Signifikanzniveau o wéhlen wir alten Traditionen folgend 0.05.

Auf Grundlage des a priori gewéhlten Signifikanzniveaus o = 0.05 und der Freiheits-
grade konnen wir die kritischen ¢-Werte bestimmen.

Da es sich um eine zweiseitige Hypothese handelt suchen wir den Wert t;r/ig’df, bei
welchem links und rechts a/2 * 100% der Fliche abgeschnitten werden.

Mit Hilfe der kritischen Werte kénnen wir den Annahmebereich [—t;r/itz, —|—tgr/it2] und
die Verwerfungsbereiche [—oo, —tg}5) und (+£5}5, +oo] festlegen.

In unserem Beispiel mit {5 1o = 2.228, siche Tabelle 511 (Seite 20), ist der Annah-
mebereich [—2.228; +2.228], und die Verwerfungsbereiche sind [—oco; —2.228) und
(+2.228; 40o0).

Bisher benétigten wir, abgesehen von den Freiheitsgraden, keine Informationen aus
der Stichprobe.

Erst im néchsten Schritt verwenden wir die vorliegende Stichprobe um die
Schétzungen by und s5, zu berechnen. Durch Einsetzen dieser Schéatzungen und
der Vermutung f, in die Teststatistik erhalten wir den empirischen ¢-Wert

oy _ b2 =By _ 250

= +2.365
52, o5

Im letzten Schritt brauchen wir nur noch zu iiberpriifen, in welchen Bereich ¢“™P
fallt.



Angewandte Okonometrie 24

e Wenn P in den Verwerfungsbereich fallt ist entweder ein sehr unwahrschein-
liches Ereignis eingetreten, oder die Nullhypothese ist falsch. Was ‘hinreichend
unwahrscheinlich’ bedeutet haben wir bereits bei der Wahl des Signifikanzni-
veaus entschieden.

e Wenn t°P in den Annahmebereich fillt stehen die Stichprobendaten in keinem
starken Widerspruch zur Nullhypothese, wir konnen die Nullhypothese nicht
verwerfen.

In diesem Beispiel féllt ¢*P = 2.365 in den Verwerfungsbereich (42.228; +o0], also
werden wir die Nullhypothese auf einem Signifikanzniveau von 5% verwerfen.

Wir finden in der Stichprobe also empirische Evidenz dafiir, dass es auch in der
Grundgesamtheit Unterschiede im Stundenlohn von Méannern und Frauen gibt (zwei-
seitige Hypothese).

Hinweis: Hétten wir a priori ein Signifikanzniveau von 1% (a = 0.01) festgelegt
hétten wir den kritischen Wert 5 1, = 3.1693 erhalten. Der Akzeptanzbereich fiir
dieses Signifikanzniveau ist [—3.1693; +3.1693], unsere t*™P = 2.365 fallt also klar
in diesen Akzeptanzbereich und wir hitten die Nullhypothese auf einem Signifikanz-
niveau von 1% nicht verwerfen konnen.

Faustregel:

Fiir Stichproben mit mehr als 30 Beobachtungen (n > 30) ist der Ko-
effizient ‘vermutlich’ auf dem 5% Signifikanzniveau signifikant von Null
verschieden, wenn der Absolutbetrag des empirischen t-Wertes grofier als
2 ist.

(fiir n > 30 ist die Stichprobenkennwertverteilung annihernd normalverteilt, und
Z&i6. = 1.96 &~ 2. Da die empirische Teststatistik t°™ = b,/ S5, folgt obige Faustre-

gel.)

Achtung: Auch Neyman-Pearson Signifikanztests liefern eine bedingte Wahrschein-
lichkeitsaussage: gegeben die Nullhypothese ist wahr und alle erforderlichen Annah-
men sind erfiillt, dann konnen wir bei wiederholter Durchfithrung des Zufallsexpe-
riments darauf vertrauen, dass die empirische Teststatistik nur in a x 100 Prozent
der Félle in den Verwerfungsbereich fallt.

Weder Fishers p-Werte noch Neyman-Person Signifikanztests liefern per se eine Aus-
sage dariiber, ob die Nullhypothese wahr ist oder nicht (!), sondern anders herum,
wie grofl die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass die empirische Teststatistik in den
Verwerfungsbereich fallt, wenn die Nullhypothese tatsdchlich wahr ist!

5.2.5 t-Test fiir eine Linearkombination von mehreren
Regressionskoeffizienten”

Wir haben bisher nur t-Tests fiir einzelne Regressionskoeflizienten durchgefiihrt.
Die Vorgangsweise ldsst sich aber einfach fiir Tests einer Linearkombination von
mehreren Regressionskoeffizienten verallgemeinern.
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Beginnen wir mit einer einfachen PRF:

Yi = P+ BaTio + B3Tis + €

Wenn wir zum Beispiel testen méchten, ob die Summe von ; und 83 den Wert Eins
hat, lauten Null- und Alternativhypothese

Ho: Bo+B3=1 gegen Hy: By+f3#1

Dies ist ein sehr spezieller Fall von Null- und Alternativhypothese.

Etwas allgemeiner konnen zweiseitige Null- und Alternativhypothesen fiir dieses
einfache Modell geschrieben werden als

Hp : 182 + 283 = Bo
Hy 182+ cafBs # Bo

wobei ¢, ¢ und fy € R unter der Nullhypothese vermutete Parameter (Konstante)
sind.

Fiir die obige Nullhypothese 85 + 3 =1 sind ¢; = c; =1 und [y = 1.

Sollte z.B. getestet werden, ob die Parameter §; und (3 den gleichen Wert haben,
wiirden wir ¢; = +1, ¢ = —1 und [y = 0 wihlen, denn daraus folgt Hy : So—(35 =0,
bzw. Bg = 63.

Auf diese Weise lassen sich beliebige lineare Nullhypothesen testen, die zwei oder
auch mehrere Parameter betreffen. Allerdings konnen auf diese Weise nur einzelne
Hypothesen getestet werden, einen simultanen Test mehrerer Hypothesen werden
wir erst in einem spéteren Abschnitt kennen lernen.

Das Testprinzip fiir eine einzelne lineare Hypothese, die mehrere Parameter betrifft,
ist einfach: wenn die Nullhypothese wahr ist gilt in der Grundgesamtheit

ci12 + caffs — By =0

Selbst wenn dies in der Grundgesamtheit exakt gilt miissen wir in der Stichprobe
damit rechnen, dass aufgrund von Zufallschwankungen dieser Zusammenhang nicht
exakt erfiillt ist, also R R

c1f2 + s — Po=v

wobei die Zufallsvariable v ‘relativ nahe’ bei Null liegen sollte, wenn die Nullhy-
pothese wahr ist. Man beachte, dass v eine Linearkombination der Zufallsvariablen
B> und B3 ist. Wenn [ und (3 normalverteilt sind, dann ist auch v normalverteilt.
AuBlerdem ist bei Giiltigkeit der Nullhypothese E(v) = 0. Um eine Teststatistik zu
erhalten brauchen wir also nur durch den Standardfehler von v zu dividieren. Da
v eine Linearkombination der Zufallsvariablen S und s ist gestaltet sich dies sehr
einnfﬁach, wir brauchen nur die Rechenregel fiir das Rechnen mit Varianzen anzuwen-
de

Vat(v) = var(c1 P % cafBs — Bo) = 2 Var(Bs) + 2 var(B3) & 2¢1¢0 Gov(Ba, Bs)

Tvar(co + c1z £ coy) = E[(co + c17 £ coy) — E(co + c17 £ coy)]? = 2 var(z) + c3var(y) £
2¢109 cov(z, y).
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Wir haben bisher zwar nur fiir das bivariate Modell einen Schétzer fiir die Kovarianz
zwischen Interzept und Steigungskoeffizient, d.h. cov (3, 52), des bivariaten Modells
hergeleitet, aber wir werden im Kapitel zur Matrixschreibweise zeigen, dass auch
die Kovarianzen zwischen Steigungskoeffizienten dhnlich einfach berechnet werden
kénnen. Die iiblichen Programme geben die Varianz-Kovarianzmatrix der Koeffizi-
enten zwar nicht unmittelbar aus, aber man kann einfach mit den entsprechenden
Befehlen darauf zugreifenﬁ

Da die Varianz des Nenners aus der Stichprobe berechnet werden muss ist die Test-
statistikd

v c1ffa £ 33 — By H
se(v)

V& (o) + & var(By) + 210, v (B, By)

unter Hy t-verteilt mit n — k& Freiheitsgraden.
Diese Teststatistik (£) hat die Form

i Empirisches Analogon zur Hy in impliziter Form p,
e ~ n—k

Standardfehler vom Zihler

Dies ist offensichtlich nur eine kleine Erweiterung der iiblichen Tests fiir einen Koef-
fizienten fiir Falle, in denen eine Hypothese iiber eine Linearkombination von zwei
(oder mehreren) Koeffizienten getestet werden soll.

Mit Hilfe dieser Teststatistik kann wieder der p-Wert a la Fisher berechnet werden,
oder eine Entscheidung nach der Methode Neyman und Pearson geféllt werden.

Beispiel: Angenommen wir erhalten folgende Schétzung einer Cobb-Douglas Pro-
duktionsfunktion und méchten testen, ob konstante Skalenertrige Vorliegen

log(Q) = 2481 + 0.64 log(K) + 0.257 log(L)
(0.129)™ (0.035)""" (0.027)™
R2=0942, n=25
(OLS Standardfehler in Klammern)

Die dazugehorige Varianz-Kovarianzmatrix der Koeffizienten (Coefficient Covarian-
ce Matriz) ist

b by b3

by 0.016543 —0.002869 —0.003187
by —0.002869 0.001206 0.000300
bs —0.003187  0.000300 0.000727

8In R erhilt man die geschiitzte Varianz-Kovarianzmatrix der Koeffizienten mit der Funktion
vcov(...);in Stata mit dem postestimation Befehl e (V), und in EViews mit @coefcov.

9Dieser Test ist wie alle t-Tests ein Spezialfall eines Wald Tests, der 1943 von dem Mathematiker
Abraham Wald entwickelt wurde.

0Fine Cobb-Douglas Funktion hat die Form Q = AK?2L#3. Durch Logarithmieren erhilt man
eine in den Parametern lineare Funktion In(Q) = 51 + B2 In(K) + S5 In(L), mit 51 = In(A) die
einfach mit OLS geschétzt werden kann.
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Bei Cobb-Douglas Funktionen liegen konstante Skalenertrége vor, wenn 35+ 33 = 1.
Die Nullhypothese ist also

Ho: fo+p5=1
(diese Hypothese ist ein Spezialfall von Hg : ¢85 + ¢2f83 = fp mit ¢; = co = fp = 1)
Die entsprechende t-Statistik ist deshalb

bg + b3 —1
V/var(by) + var(bs) + 2 cov(bs, bs)
0.640 + 0.257 — 1

1/0.001206 + 0.000727 + 2 x 0.000300

" 0.102
_ 2010255, 137595055

v/0.002533

Der kritische t-Wert fiir einen zweiseitigen Test mit n — k = 22 Freiheitsgraden ist
8%25722 = 2.0739, deshalb konnen wir die Nullhypothese konstanter Skalenertréige
(sehr knapp) nicht verwerfen.

femp

Um den p-Wert zu berechnen bendtigt man den Wert der Verteilungsfunktion.
Wenn wir mit ®(z,q) den Wert der Verteilungsfunktion einer t-Verteilung mit
q Freiheitsgraden an der Stelle x bezeichnen errechnet sich der p-Wert als p =

2(1 — ®(+2.037595955, 22)) = 0.05379[1]

Code zum Beispiel® Solche Tests sind in fast allen Statistik- und
Okonometrieprogrammen fix implementiert, aber man kann sie auch einfach selbst
programmieren.

R:

rm(list=1s(all=TRUE))

CD <- read.table("https://www.uibk.ac.at/econometrics/data/prodfunkt.csv",

dec = ".", sep=";", header=TRUE)
eql <- Im(log(Q) ~ log(K) + log(L), data = CD)

# Hypothesentest fiir H_.O: beta_2 + beta_3 =1
library(car)
linearHypothesis(eql, "log(K) + log(L) = 1")

# oder sehr ausfithrlich:

tstat <- (coef(eql)[2] + coef(eql)[3] - 1) /
sqrt(vcov(eql) [2,2] + vcov(eql) [3,3] + 2*vcov(eql) [2,3])

pval <- 2*x(1-(pt(abs(tstat),22))) ## 0.05379616

Stata:

insheet using "https://www.uibk.ac.at/econometrics/data/prodfunkt.csv", ///
delim(";") names clear

generate logQ = log(q)
generate logK = log(k)
generate logL = log(l)

UTn Excel erhalten Sie den p-Wert mit der Funktion ‘=TVERT(ABS(-2.037595955);22;2)’
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regress logQ logK logL

# Hypothesentest fiir H_.O: beta_2 + beta_3 =1
test logK + logL =1

# oder sehr ausfiihrlich:

matrix V = e(V) // Var-Cov-Matrix der Koeff.

scalar tstat = (_b[logK] + _bllogLl] - 1) / ///
sqrt( V[1,1] + V[2,2] + 2%V[1,2])

display "t-statistic: " tstat

display "p-value: " 2*ttail(22,abs(tstat))

Einseitige Signifikanztests nach Neyman-Pearson

Einseitige Tests laufen exakt nach dem gleichen Muster ab, nur in zwei Details
unterscheiden sie sich von zweiseitigen Tests. Erstens liegt der Verwerfungsbereich
je nach Richtung der Nullhypothese zur Génze am linken oder am rechten Ende
der Dichtefunktion, deshalb ist der kritische Wert « (statt wie beim zweiseitigen
Test «/2) zu wihlen, und zweitens ist natiirlich das Vorzeichen des empirischen und
des kritischen Wertes (1™ und t@'*) zu beachten. Im {ibrigen gilt, was schon zu
einseitigen Tests nach Fisher gesagt wurde.

Die Begriffe linksseitig bzw. rechtsseitig beziehen sich jeweils auf den Verwerfungs-
bereich, bei linksseitigen Tests liegt dieser zur Génze im negativen Bereich der Zah-
lengerade, bei rechtsseitigen Tests im positiven Bereich der Zahlengerade. Dement-
sprechend liegt die Null immer im Bereich der Nullhypothese.

Abbildung 5.7 soll den Unterschied zwischen ein- und zweiseitigen Hypothesentests
verdeutlichen. Die obere Abbildung zeigt den bisherigen zweiseitigen Test, die untere
Abbildung einen rechtsseitigen Test (d.h. einen Test fiir Hy : 5, < fp), und die
unterste Abbildung einen linksseitigen Test fiir Hy: 5, > 0.

Hinweis: Wenn man unsicher ist wo der Verwerfungsbereich einer einseitigen Null-
hypothese liegt ist es manchmal niitzlich die Nullhypothese in impliziter Form zu
schreiben, d.h. statt Hy: [, < By schreiben wir Hy: £, — 8o < 0. In dieser Form ist
einfach zu erkennen, dass negative Werte nicht im Widerspruch zur Nullhypothese
stehen, und aufgrund des stochastischen Charakters sind auch kleine positive Werte
keine grofie Uberraschung. Erst Werte die groBer sind als der kritische Wert t&* ste-
hen in starkem Widerspruch zur Hy, deshalb wird der Verwerfungsbereich zur Génze
im positiven Bereich liegen, es handelt sich also um eine rechtsseitige Hypothese.

Analoges gilt fiir linksseitige Hypothesen.

rechtsseitig: linksseitig:

Ho: Bn— P <0 Ho: Bn— P =0
Akzeptanzbereich: [—o0, +t&1t] [—£S11t, +00]
Verwerfungsbereich: (+t1t +o0] [— o0, —torit)
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A

f (t) Verwerfungs- Annahme- Verwerfungs-
bereich . bereich bereich

Zweiseitig: :
Ho: Bn—Bo=0:

a/2 a/2

— et U e f
f(t) -
Rechtsseitig: co
Ho: Bn—Bo<0:
O t(&rit -E
Aﬁﬁahme— l Verwerfungs-
bereich : : bereich
f(t) '
Linksseitig: -
Ho: Bn—FBo=0: :
_tgrit 0 11?
Verwerfungs- | Annahme-
bereich bereich

Abbildung 5.7: Zweiseitiger und links- bzw. rechtsseitiger Test mit gleichem Si-
gnifikanzniveau a.
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Beispiel: Wir haben vorhin mit Hilfe der Regression

Stdl. = 125  + 25m
(0.747)"™" (1.057)

R2=0359, n=12
(OLS Standardfehler in Klammern)

*

die zweiseitige Hypothese getestet, dass es Lohnunterschiede zwischen Méannern und
Frauen gibt.

Angenommen wir mochten die Nullhypothese testen, dass die Stundenlohne von
Ménnern niedriger sind als die Stundenlohne von Frauen, oder in anderen Worten,
dass der ‘wahre’ Koeffizient der Dummyvariable m nicht positiv ist (d.h. dass Manner
hochstens gleich viel oder weniger verdienen)

Hg: B2 <= 0 gegen die Alternativhypothese Hy : 53 > 0

Negative Werte des Koeffizienten wiirden also nicht im Widerspruch zu dieser Null-
hypothese stehen 8, — 0 <=0, und selbst leicht positive Werte wiirden keine grofie
Uberraschung darstellen.

Wie schon frither erwéhnt brauchen wir nur den Extremfall 5, = 0 zu testen, denn
wenn wir diese Hypothese verwerfen konnen, konnen wir auch alle extremeren Hy-
pothesen 85 < 0 verwerfen. Wir konnen also die gleiche empirische Teststatistik wie
fiir den zweiseitigen Test verwenden.

Als Teststatistik wahlen wir wieder die iibliche t Statistik mit n — 2 = 10 Freiheits-
graden

~

B

60 Hot

~ ~ bp-2

OB,

mit Sy = 0, und als Signifikanzniveau o wéhlen wir wieder 0.05.

{=

Wir nehmen wieder an, dass alle Gauss-Markov Annahmen erfiillt sind und &; ~
N(0, o2).

Auf Grundlage des a priori gewéhlten Signifikanzniveaus o = 0.05 und der Freiheits-
grade df = 10 kénnen wir aus Tabelle 5.1 den kritischen t-Wert ¢etito-0s.10 — 1,812
entnehmen (da es sich um einen einseitigen Test handelt miissen wir bei a@ = 0.05
nachschlagen).

Dies definiert den Annahme- und Verwerfungsbereich. Es handelt sich um einen
rechtsseitigen Test, da negative Werte in keinem Widerspruch zur Nullhypothese
stehen

Akzeptanzbereich: (=00, +t&] — (400, +1.812]
Verwerfungsbereich: (4%, +00] —  (+1.812, +o0]

Erst jetzt benotigten wir die Informationen aus der Stichprobe, d.h., die empirische
Teststatistik
pemp _ by — Bo _ 25-0

= +2.365
sa, To57

Dieser empirische Wert fillt klar in den Verwerfungsbereich, d.h. wenn die Nullhy-
pothese 55 <= 0 wahr ist und alle erforderlichen Annahmen erfiillt sind, wiirden
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wir in weniger als 5% der moglichen Stichprobenziehungen ein so extremes Resultat
erwarten.

Aus diesem Grund verwerfen wir die Nullhypothese und schlieflen, dass es empirische
Evidenz dafiir gibt, dass die Stundenlohne von Ménnern auch in der Grundgesamt-
heit hoher sind als die von Frauen.

Durch die Einfiihrung einer expliziten Alternativhypothese und eines a priori festge-
legten Signifikanzniveaus a kann eine eindeutige Entscheidungsregel gefunden wer-
den, ob die Nullhypothese verworfen oder nicht verworfen werden soll. Diese Ent-
scheidungsregel ist zwar eindeutig, aber das bedeutet nicht, dass die Entscheidung
auch richtig sein muss.

5.2.6 Typ I & Typ II Fehler

Aufgrund des stochastischen Charakters der Teststatistik konnen zwei Arten von
Fehlentscheidungen passieren. Zum einen kann eine tatsdchlich richtige Nullhypo-
these irrtiimlich verworfen werden (Typ I Fehler, Verwerfungsfehler), oder eine
tatsichlich falsche Nullhypothese kann irrtiimlich nicht verworfen werden (Typ II
Fehler, Nicht-Verwerfungsfehler). Dies wird in Tabelle dargestellt.

Tabelle 5.2: Typ I und Typ II Fehler

Entscheidung auf Wahrer Wahrer
Grundlage eines Sachverhalt: Sachverhalt:
statistischen Tests: Hy ist wahr Hy ist falsch
Nullhypothese Hy korrekte Entscheidung

wird nicht verworfen (1—a) Typ IT Fehler

Nullhypothese Ho Typ I Fehler
wird verworfen

korrekte Entscheidung
(1 —B: “Power”)

Den Typ I Fehler haben wir bereits kennengelernt: selbst wenn die Nullhypothese
die Grundgesamtheit exakt beschreibt und alle Annahmen erfiillt sind, miissen wir
aufgrund der Stichprobenfehler in 5% der Fille damit rechnen, einen p-Wert < 0.05
zu erhalten.

Der wesentliche Grund, warum Neyman-Pearson ein fest vorgegebenes Signifikanzni-
veau « einfithrten, besteht darin, dass erst dies die Bestimmung eines Typ II Fehlers
ermoglicht (und damit, wie wir spéter sehen werden, die Power einer Teststatistik).

Bei einem Typ II Fehler wird eine tatséchlich falsche Nullhypothese nicht verworfen
(Nicht-Verwerfungsfehler).

Wenn wir z.B. vermuten, dass eine Variable x;, die abhéngige Variable i beeinflusst,
dann ist die Nullhypothese (= Gegenhypothese) fiir den Regressionskoeffizienten
Ho: B — Bo = 0.

Aufgrund des Stichprobenfehlers kann es allerdings passieren, dass die zuféllige Rea-
lisation der Teststatistik keine Verwerfung der Nullhypothese erlaubt, obwohl die
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Variable z;, in der Grundgesamtheit sehr wohl einen Einfluss auf 4 ausiibt. In diesem
Fall machen wir einen Typ II Fehler.

In diesem Sinne bedeutet ein Typ II Fehler immer eine “verpasste Entdeckung”, ein
tatsdchlich existierender Zusammenhang oder Unterschied wird nicht erkannt.

Man beachte, dass die Entscheidung immer auf Grundlage der Hy erfolgt, die
iblicherweise als Negativhypothese zu unserer Anfangsvermutung formuliert wird.
Dies impliziert eine Asymmetrie zwischen Null- und Alternativhypothese. Um diese
Asymmetrie zu rechtfertigen werden Hypothesentests nach Neyman-Pearson haufig
mit der Unschuldsvermutung bei einem Gerichtsprozess verglichen. In einer Welt oh-
ne Unsicherheit sollten Unschuldige frei gesprochen und Schuldige verurteilt werden.
In einer Welt mit Unsicherheit kann es bei Indizienprozessen allerdings passieren,
dass — analog zu einem Typ I Fehler — ein Unschuldiger verurteilt wird, oder — analog
zu einem Typ II Fehler — ein Schuldiger freigesprochen wird; vergleiche Tabelle [5.3l

Tabelle 5.3: Vergleich Typ I und Typ II Fehler mit einem Gerichtsurteil

Angeklagter Angeklagter
ist unschuldig ist schuldig

Gericht fallt

huldiger wir
Entscheidung | richtige Entscheidung Schuldiger wird

“unschuldig” freigesprochen
Gericht fallt Unschuldiger
Er‘l:cssc(:}ﬁil(;li;f’lg wird verurteilt richtige Entscheidung

Wenn alle erforderlichen Annahmen erfiillt sind wird die Wahrscheinlichkeit einen
Typ I Fehler zu machen unmittelbar durch das Signifikanzniveau « bestimmt.

Pr [Typ I Fehler] = Pr [Hy ablehnen|H, wahr]

=

Man beachte, dass es sich dabei um eine bedingte Wahrscheinlichkeit handelt: a gibt
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass die Teststatistik in den Verwerfungsbereich
fallen wird, gegeben dass die Nullhypothese wahr ist.

Wann immer die potentiellen Kosten eines Typ I Fehlers sehr hoch sind sollte ein
entsprechend kleines Signifikanzniveau gewahlt werden (z.B. o = 0.01).

Es zeigt sich aber, dass dies auch Kosten hat, denn die Wahl eines kleinen « erhcht
automatisch die Wahrscheinlichkeit eines Typ II Fehlers.

Ein Typ II Fehler (manchmal auch (S-Fehler genannt) ist ein ‘Nicht- Verwerfungs
Fehler’, eine tatséchlich falsche Nullhypothese wird nicht abgelehnt

Pr[Typ II Fehler| = Pr [Hy nicht ablehnen|H, falsch]

Dies wird anhand des Vergleichs mit einem Indizienprozess unmittelbar klar. Wenn
man unbedingt vermeiden méochte einen Unschuldigen zu verurteilen (Typ I Fehler)
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Abbildung 5.8: Typ II Fehler; Quelle: die (Un-)Tiefen des Internets.

und deshalb sehr strenge Anforderungen an die Beweise stellt (ein kleines av wiihlt),
wird dies automatisch dazu fiithren, dass mehr Schuldige irrtiimlich freigesprochen
werden (Typ II Fehler)!

In der Medizin werden Typ I Fehler haufig ‘false positive” genannt, und Typ II Fehler
‘false negative’. Wenn mit Hilfe eines Tests festgestellt werden soll, ob jemand an
einer Krankheit leidet oder nicht, bedeutet ein ‘positiv’, dass die Person an der
Krankheit leidet, ein ‘false positive’ bedeutet deshalb, dass der Test die Krankheit
anzeigt, obwohl die Person gesund ist. Dies ist natiirlich ein Typ I Fehler.

Wenn der Test hingegen anzeigt, dass die Person gesund ist (Ergebnis ‘negativ’),
obwohl die Person tatsichlich krank ist (‘false negative’), dann passiert natiirlich
ein Typ II Fehler.

Beispiel Stellen Sie sich vor, es gibt 1000 zu testende Hypothesen, und 100 davon
sind tatséchlich war. Aufgrund des Typ I Fehlers wiirden Sie bei einem o = 0.05
ca. 45 (= 5% von 900) tatsdchlich falsche Hypothesen fiir richtig halten, und damit
einen Typ I Fehler machen.

Aufgrund des Typ II Fehlers wiirden Sie einige der tatséchlich richtigen Hypothesen
nicht erkennen, d.h. fiir falsch halten. Wie grof3 dieser Anteil ist hdngt von mehreren
Faktoren ab, u.a. — wie wir spéter sehen werden — vom Siginifikanzniveau . 0

Da diese Uberlegungen sehr allgemein gelten werden wir im Folgenden fiir den in-
teressierenden Parameter wieder das Symbol 6 (theta) verwenden, wobei 6 wieder
fiir einen Koeffizienten £3;,, Mittelwert u, Varianz o2 etc. stehen kann.

Um diese zwei Arten von Fehlern grafisch darstellen zu konnen wéahlen wir eine sehr
einfache Null- und Alternativhypothese

Ho:0 =06y gegen Hp:0=04

wobei 6y und 64 fixe Zahlen sind, d.h. sowohl Null- als auch Alternativhypothese
umfassen nur einen einzelnen Punkt. Abbildung zeigt die Stichprobenkennwert-
verteilungen unter Hy und H 4.
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Die linke durchgezogene Verteilung in Abbildung ist die Stichprobenkenn-
wertverteilung von 6 unter Giiltigkeit der Nullhypothese. Wenn die Nullhypothe-
se tatsdchlich wahr ist fallen bei oftmaliger Wiederholung a x 100 Prozent der
geschiitzten 0 in den Bereich rechts von ¢ (einseitiger Test), und die schraffier-
te Fliache dariiber gibt die Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ I Fehler an.

Ein Typ II Fehler passiert hingegen, wenn eine tatsichlich falsche Nullhypothese
nicht verworfen wird. Wenn die Nullhypothese falsch ist muss die Alternativhypo-
these wahr sein, in diesem sehr einfachen Fall, in dem die Alternativhypothese nur
einen Punkt umfasst, also 6 = 04.

Die rechte strichlierte Verteilung in Abbildung (.9 zeigt die Stichprobenkennwert-
verteilung von 6 wenn die Alternativhypothese richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit
eines Typ II Fehlers, also dass die Alternativhypothese richtig und die Nullhypo-
these trotzdem nicht abgelehnt wird, entspricht der horizontal schraffierten Fléche
in Abbildung 5.9 (die Flache unter der strichliert gezeichneten Verteilung links von
tcrit).

Wie man aus dem Vergleich der oberen und unteren Abbildung erkennen kann fiihrt
die Wahl eines kleineren a zwar zu einer Abnahme der Wahrscheinlichkeit eines Typ
I Fehlers, aber gleichzeitig zur Zunahme der Wahrscheinlichkeit eines Typ II Fehlers!

Tatséchlich wissen wir nicht, ob die Null- oder die Alternativhypothese richtig ist,
deshalb konnen wir auch nicht wissen, welche der beiden Stichprobenkennwertver-
teilungen die ‘wahre’ ist. Aber wir wissen, dass nur entweder die Nullhypothese oder
die Alternativhypothese richtig sein kann.

Wenn die Stichprobenkennwertverteilung unter Hy wahr ist, machen wir bei einem
einseitigen Test in o x 100 Prozent der Fille einen Typ I Fehler. Wenn aber die Alter-
nativhypothese wahr ist machen wir einen Typ II Fehler, dessen Wahrscheinlichkeit
in Abbildung durch die Flidche des horizontal schraffierten Bereichs (links von
%) gegeben ist. Man beachte, dass der Wert des Typ II Fehlers auch vom wahren
6 abhéngt.

Daraus lassen sich zwei wichtige Schlussfolgerungen ziehen:

1. Die Wahrscheinlichkeit von Typ I und Typ II Fehler sind invers verkniipft, d.h.
die Wahl eines hohen Signifikanzniveaus (kleinen «) reduziert zwar die Wahr-
scheinlichkeit eines Typ I Fehlers, aber erhoht gleichzeitig die Wahrscheinlich-
keit eines Typ II Fehlers (vergleiche obere und untere Grafik in Abbildung

5.).

2. Die Wahrscheinlichkeit eines Typ II Fehlers ist ceteris paribus umso grofler, je
naher 04 bei 6, liegt.

Auch wenn es nicht moglich ist beide Arten von Fehlern gleichzeitig zu kontrollieren,
so kann man doch zeigen, dass diese Teststrategie zumindest ‘bestmoglich’ in dem
Sinne ist, dass sie unter bestimmten Annahmen fiir eine gegebene Wahrscheinlichkeit
eines Typ I Fehlers die Wahrscheinlichkeit eines Typ II Fehlers minimiert.
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5.2.7 Trennschirfe (Power) eines Tests

Erinnern wir uns, Neyman-Pearson entwickelten ihre Methode u.a. um ein Kriterium
zu finden, das eine Beurteilung der Giite von Testfunktionen ermdoglichen sollte. Ideal
wére natiirlich ein Test, der falsche Nullhypothesen mit Wahrscheinlichkeit FEins
verwirft und korrekte Nullhyhpothesen mit Wahrscheinlichkeit Eins nicht verwirft,
aber eine solche Teststatistik existiert fiir reale Situationen natiirlich nicht.

Da die Wahrscheinlichkeiten fiir Typ I und Typ II Fehler invers verkniipft sind ist es
hoffnungslos einen Test zu suchen, der beide Arten von Fehler minimiert. Deshalb
entschieden sich Neyman-Pearson die Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ I Fehler —
das Signifikanzniveau a — vorzugeben und Tests zu suchen, die fiir ein vorgegebenes
a die Wahrscheinlichkeit eines Typ II Fehlers minimieren. Das impliziert indirekt,
dass Null- und Alternativhypothese asymmetrisch behandelt werden, &hnlich wie bei
der Unschuldsvermutung vor Gericht. Diese Uberlegungen fithren zur Power eines
Tests.

Die Power eines Tests gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass eine tatséchlich
falsche Nullhypothese auch verworfen wird.
Da der Typ II Fehler die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der eine falsche Nullhypo-

these nicht verworfen wird, ist die Power einfach die Gegenwahrscheinlichkeit zum
Typ II Fehler.

Power = Pr[Hy verwerfen |H, ist falsch]
= 1 — Pr[Hy akzeptieren |Hy ist falsch]
1 — Pr[Typ II Fehler]

Dies wird in Abbildung 510 gezeigt.

Da die Power eine Wahrscheinlichkeit ist und als Flache unter einer Dichtefunktion
gemessen wird kann sie nur Werte zwischen Null und Eins annehmen. Natiirlich sollte
der Wert der ‘Power’, d.h. die Wahrscheinlichkeit mit der eine falsche Nullhypothese

tatséchlich verworfen wird, méglichst nahe bei Eins liegen.

Im vorhergehenden Beispiel hatten wir eine sehr einfache Null- und Alternativhypo-
these, ndmlich Hy: 6 = 0y und Hy : 6 = 04. Nun wollen wir eine etwas realistischere
Alternativhypothese untersuchen, namlich

HQI 0:90
Hy 0 + 6,

Dies dndert nichts fiir den Typ I Fehler (Verwerfungsfehler), dieser wird nach wie
vor durch das gewihlte Signifikanzniveau angegeben.

Aber in diesem Fall kann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ II Fehler (falsche Hy
akzeptieren) nicht mehr durch eine einfache Zahl angegeben werden, sondern hingt
von 6 ab. Wenn 6 sehr nahe bei 6, liegt wird ceteris paribus die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Typ II Fehler hoher sein, und also die Power des Tests niedriger sein.

Dies wird in Abbildung B.11] gezeigt, die ‘Power’ ist ceteris paribus umso grofler, je
weiter der ‘wahre” Wert 6 von 6, entfernt liegt, sie hdngt also von 6 ab. Wenn man
die Power als Funktion aller moglichen 6 darstellt erhédlt man die Teststdrkefunktion
(‘power function’), die im untersten Panel von Abbildung B.TT] dargestellt ist.
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f(0)
Verteilung Verteilung
unter Hy unter H 4
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Abbildung 5.10: Die ‘Power’ oder Trennschérfe eines Tests ist Fins minus Wahr-
scheinlichkeit eines Typ II Fehlers, also die Wahrscheinlichkeit,
mit der eine falsche Nullhypothese tatsédchlich verworfen wird.

Effizientere Schitzfunktionen erlauben trennschirfere Tests

Die ‘Power’ eines Tests nimmt mit der Stichprobengrofie zu. Abbildung zeigt
in der oberen Grafik die Power fiir eine kleine Stichprobe (kleines n), und in der
unteren Grafik fiir eine grofie Stichprobe. Die zugrunde liegende Null- und Alter-
nativhypothese ist in beiden Grafiken gleich. Offensichtlich ist die ‘Power’ bei der
groflen Stichprobe deutlich gréBer!

Man beachte, dass die Power aus zwei Griinden zunimmt: erstens ist die Varianz
der unbeobachtbaren wahren Verteilung bei einer grofleren Stichprobe kleiner, und
zweitens liegt der kritische Wert der Verteilung tgr;t néher beim 6.

Abbildung (.13 zeigt zwei typische Teststdarkefunktionen, eine mit kleinerer ‘Power’
(strichlierte Linie) und eine mit groferer ‘Power’.

Frage: Wie sieht die Power-Funktion fiir einseitige (links- bzw. rechtsseitige) Tests
aus?

Hinweis: Die Diskussion um die Power von Testfunktionen war {ibrigens auch
ein Hauptgrund fiir das Zerwiirfnis zwischen R.A. Fisher und Neyman-Pearson.
Wihrend der p-Wert nach Fisher zwar die Beurteilung der Wahrscheinlichkeit fiir
einen Typ I Fehler erlaubt, kann die Wahrscheinlichkeit eines Typ II Fehlers damit
nicht angegeben werden.

Neyman-Pearson suchten nach einer Moglichkeit, dhnlich wie fiir Schatzfunktionen
Eigenschaften von Teststatistiken anzugeben, und stielen dabei auf die Power. Um
die Power zu definieren muss allerdings ein vorgegebenes Signifikanzniveau o an-
genommen werden. Tatséchlich konnten sie mit Hilfe der Power ‘GleichméafBig beste
Tests’ (‘Uniformly Most Powerful (UMP) Tests’) definieren, die — vereinfacht ausge-
driickt — die Wahrscheinlichkeit eines Typ II Fehlers fiir einen beschrénkten Bereich
eines Typ I Fehlers minimieren. Es zeigte sich allerdings, dass solche UMP Tests
nicht immer existieren; in der Okonometrie spielt dieses Kriterium im allgemeinen
keine grofie Rolle.
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Abbildung 5.11: Powerfunktion eines zweiseitigen Tests. Die Power ist eine Funk-
tion vom wahren Wert 6.
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Abbildung 5.12: Die ‘Power’ eines Tests nimmt ceteris paribus mit der Stichpro-
bengrofie n zu.
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Abbildung 5.13: Teststéirkefunktionen (‘Power Functions’) fiir zwei Tests (zwei-
seitig). Die durchgezogene Teststérkefunktion hat eine groflere
‘Power’ als die strichlierte.

Hingegen wurden Neyman-Pearson Tests mit einem vorgegebenen Signifikanzniveau
a als Entscheidungsregel zum weitgehend akzeptierten Standard.

Fisher konnte sich bis zu seinem Lebensende nicht damit anfreunden, und sah zwi-
schen den beiden Methoden uniiberbriickbare Gegensétze. Er schreibt

“Moreover, it is a fallacy, so well known as to be a standard example, to
conclude from a test of significance that the null hypothesis is thereby
established; at most it may be said to be confirmed or strengthened. In
an acceptance procedure, on the other hand, acceptance is irreversible,
whether the evidence for it was strong or weak. It is the result of ap-
plying mechanically rules laid down in advance; no thought is given to
the particular case, and the tester’s state of mind, or his capacity for
learning, is inoperative. By contrast, the conclusions drawn by a scien-
tific worker from a test of significance are provisional, and involve an
intelligent attempt to understand the experimental situation.” (Fishei,
1955, 73f)

Historisch gesehen hat sich die Vorgangsweise von Neyman-Pearson weitgehend
durchgesetzt, und Fishers p-Wert wird heute vielfach fiir Tests im Sinne von
Neyman-Pearson verwendet, indem er mit dem vorgegebenen Signifikanzniveau «
verglichen wird.

Aber es gibt auch kritische Stimmen, [Spanos (1999, 720ff) argumentiert zum Bei-
spiel, dass sich die Methode von Neyman-Pearson v.a. fiir klar strukturierte Pro-
bleme eignet, wihrend die Methode von Fisher besser geeignet sei fiir offenere und
breitere Fragestellungen, wie z.B. Spezifikationstests. O

5.3 Konfidenzintervalle
Als Jerzy Neyman seine Idee mit den Konfidenzintervallen 1934 erstmals der Royal

Statistical Society vorstellte stiefl er nicht auf ungeteilte Begeisterung. Nach dem
iiblichen Dank brachte der Chair der Sitzung seine Skepsis zum Ausdruck:
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“I am not certain whether to ask for an explanation or to cast a doubt.
[...] T am referring to Dr. Neyman’s confidence limits. T am not at all
sure that the ‘confidence’ is not a ‘confidence trick’. [...] The statement
of the theory is not convincing, and until I am convinced I am doubtful
of its validity.” (Salsburg, 2002, 121)

Die Zweifel des Chairs sind natiirlich langst ausgerdumt, aber vielen, die erstmals
mit Konfidenzintervallen konfrontiert werden, geht es dhnlich.

Dabei beruhen Konfidenzintervalle auf den gleichen Grundlagen wie Hypothesen-
tests, und wir werden spéter sehen, dass es sogar eine Dualitdt zwischen Konfiden-
zintervallen und Hypothesentests gibt.

Allerdings verfolgen Konfidenzintervalle in der Regel einen etwas unterschiedlichen
Zweck. Wihrend Hypothesentests in erster Linie zur Uberpriifung dienen, inwieweit
eine vorgegebene Vermutung mit den beobachteten Daten kompatibel ist, dienen
Konfidenzintervalle in erster Linie dazu, einen Eindruck von der Messgenauigkeit
einer Schitzung zu vermitteln.

OLS Schétzfunktionen, mit denen wir uns bisher beschéftigt haben, sind Beispiele
fiir sogenannte Punktschdtzer, sie ordnen jeder moglichen Stichprobe einen Punkt
auf der Zahlengerade zu.

Wenn die Gauss-Markov Annahmen erfiillt sind kann man zeigen, dass diese OLS
Schétzer effizient sind, d.h. sie bieten in der Klasse der linearen erwartungstreuen
Schétzfunktionen die ‘groftmogliche Genauigkeit’ (sie sind ‘BLUE’).

Eine solche ‘groffitmogliche Genauigkeit’ ist zwar beruhigend, aber ‘grofitmoglich’
sagt wenig dariiber aus, wie prézise die Schétzung tatséchlich ist. Wenn wir auf
Grundlage unserer Schitzungen Entscheidungen treffen miissen wollen wir vermut-
lich wissen, inwieweit wir den Schatzungen ‘vertrauen’ kénnen, bzw. wie genau sie
sind.

Die bisher verwendeten Punktschéatzer, wie z.B. B\h oder 62, kénnen uns diese In-
formation nicht liefern, sie geben keine Hinweise dariiber, wie ‘nahe’ sie beim wah-
ren Wert liegen, bzw. wie prézise sie sind, und tduschen damit moglicherweise eine
Scheingenauigkeit vor.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass man mit Hilfe der Punktschéitzer und de-
ren Standardfehler ein Intervall berechnen kann, das zusétzlich den Stichproben-
fehler (‘sampling error’) beriicksichtigt, und uns damit etwas iiber die ‘Vertrau-
enswiirdigkeit’ einer Schétzung verrét.

5.3.1 Das Grundprinzip von Konfidenzintervallen
Beginnen wir mit einer einfachen normalverteilten Zufallsvariable

X ~N(u,0%)

Fiir die standardisierte (d.h. z transformierte) Zufallsvariable gilt folgende Wahr-
scheinlichkeitsaussage

X —
Pr (—1.96 <2l o +1.96) ~0.95 (5.6)

0Xx
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Dies sagt uns, dass wir bei wiederholter Durchfiihrung des Zufallsexperiments er-
warten konnen, dass 95% der Realisationen von Z = (X — p)/ox in das Intervall
[—1.96, +.196] fallen werden.

Wir kénnen diese Wahrscheinlichkeitsaussage einfach umschreiben zu
Priu—19ocxy <X <pu+1.960x] =0.95

Man beachte, dass hier die Intervallgrenzen p +1.96 ox feste Zahlen sind, da p und
ox Parameter der Grundgesamtheit sind.

Am einfachsten versteht man ein Konfidenzintervall, indem wir Gleichung (5.6]) so
umschreiben, dass der unbekannte (Lage-) Parameter p im Zentrum und die Zufalls-
variable X in der Unter- und Obergrenze steht, nimlich3

PriX — 1960y < pu <X +1.960x] = 0.95

Da nun die die beiden Intervallgrenzen Zufallsvariablen sind &ndert sich die Wahr-
scheinlichkeitsaussage: bei unendlich vielen Wiederholungen des zugrunde liegenden
Zufallsexperiments konnen wir damit rechnen, dass in 95% der Félle das ‘wahre’ i
zwischen den beiden stochastischen Intervallgrenzen liegt.

Oder in anderen Worten, wenn die Annahme X ~ N(u,0%) erfiillt ist wird das
stochastische Intervall in 95% der Wiederholungen das ‘wahre’ p iiberdecken. Dies
gilt fiir eine einzelne Zufallsvariable X.

Wir interessieren uns aber in den allermeisten Fiéllen nicht fiir einzelne Zufallsvaria-
blen, sondern fiir Schdatzfunktionen. Wenn diese, wie OLS Schétzer, die gewichtete
Summe von Zufallsvariablen sind, kénnen diese Ideen leicht iibertragen werden.

5.3.2 Konfidenzintervalle fiir einzelne Regressionskoeftizi-
enten

Die Berechnung von Konfidenzintervallen fiir Regressionskoeffizienten funktioniert
vollig analog.

Sei die PRF (population regression function)

Yi = B+ Boxio + -+ Brwin + - - - + Brwir + &5

mit ¢ = 1,...,n, h € {1,...,k}, und Bh eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir
den Parameter (;,, dann gilt fiir den standardisierten Koeffizienten
Br — B
-~ ~ bk
75,

12 Ausgehend von Gleichung (5.6])

Pr(—1.960x < X —p < +1.960x) = 0.95
Pr(—X —1960x < —p< —X +1.960y) = 095 /x(—1)

Pr(X +1960x >pu>X—190x) = 0.95

Pr(X —1960cx <pu<X+19%0x) = 0.95
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mit
i 5h - 5h i
h

Man beachte, dass die mit dem geschdtzten Standardfehler &Bh standardisierten
Koeffizienten t-verteilt sind, siehe |Gosseti (1908).

Wir konnen diese Wahrscheinlichkeitsaussage wieder umformen zu

Man beachte, dass hier der unbekannte Parameter ), (eine einfache Zahl) im Zen-

trum steht, und die Zufallsvariablen B\h und &Bh links und rechts vom Ungleichheits-
zeichen stehen.

Diese beiden stochastischen ‘Grenzen’ bilden ein (1 — «) x 100 Prozent Konfidenz-
intervall fir den Regressionskoeffizienten fy,.

B = tajaar 05,0 Bn+ g 93,
Dies ist wieder ein theoretisches Konfidenzintervall, welches allgemein fiir die Zu-

fallsvariablen ﬁh und 03, definiert ist.

Das entsprechende empirische Konfidenzintervall erhalten wir wieder, indem wir die
Realisationen der Stichprobe b, und S5, €insetzen

[bh gf/lg i 55,0 bnt tgér/lg daf 5B, ]

oder kiirzer
b Crlt
h a/2 df B
wobei s3 der geschétzte Standardfehler des Koeffizienten h ist.

Solche Konfidenzintervalle konnen natiirlich nicht nur fiir Regressionskoeffizienten
berechnet werden, sondern fiir beliebige Schétzfunktionen, z.B. fiir Mittelwerte pu,
oder — wie wir spater zeigen werden — auch fiir die Standardfehler von Regressions-
koeffizienten.

5.3.3 Interpretation von Konfidenzintervallen

Wiéhrend die Berechnung von Konfidenzintervallen einfach ist, hatte mit deren Inter-
pretation nicht nur der eingangs erwéhnte Chair Probleme, sondern auch unzéhlige
Studierende seither.

Dabei ist es wieder relativ einfach, wenn wir uns die theoretische Stichprobenkenn-
wertverteilung und deren Realisation vor das geistige Auge rufen, vgl. Abbildung

.14

Wir beobachten eine einzelne Realisation aus der Stichprobenkennwertverteilung,
und darum herum basteln wir ein empirisches Konfidenzintervall.

Da sowohl die Realisation by, als auch der unbekannte Parameter (), einfache Zahlen
sind konnen wir dariiber natiirlich keine Zufallsaussage treffen.
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Stochastische Regressionsanalyse: Konfidenzintervall

\

E y=p1+ Pox+¢ \
Sa
:Lj &)
L
N
S
= R
S n Paare von Zufallsvariablen;
&, identisch & unabhingig verteilt
K]
- =y — By — Boxy, £1~ 2 3
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funktion wertverteilung é‘;‘
) . . ~ o S
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Abbildung 5.14: Konfidenzintervall fiir einen einzelnen Regressionskoeffizienten

Die hdufig gehorte (und falsche!) Aussage: “ein empirisches Konfidenzintervall gibt
den Bereich an, in dem der wahre Parameter mit 95% Wahrscheinlichkeit liegt” ist
(in einer frequentistischen Denkweise) ebenso unsinnig wie die Behauptung, “die
Zahl 10 liegt mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% zwischen den Zahlen 9 und
117. Der Parameter liegt in dem empirischen Intervall oder er liegt nicht darin, da
existiert keine Wahrscheinlichkeit.

Fiir die stochastische Interpretation miissen wir auf die zugrunde liegenden Zufalls-
variablen Bezug nehmen, d.h. auf das theoretische Konfidenzintervall, welches durch
die Wahrscheinlichkeitsaussage (5.7) definiert ist.

Dies kann man sich mit Hilfe der Vorstellung eines (‘repeated sampling’) veran-
schaulichen: Wenn wir sehr viele Stichproben ziehen wiirden und fiir jede dieser
Stichproben ein empirisches Konfidenzintervall berechnen wiirden, so konnten wir
darauf vertrauen, dass z.B. 95% dieser Konfidenzinteravlle den wahren Parameter
B, iiberdecken wiirden.

Diese Idee ist in Abbildung [5.15] dargestellt, die oben die theoretische Stichproben-
kennwertverteilung zeigt, und unten sieben Realisationen von empirischen Konfiden-
zintervallen, die auf sieben unterschiedlichen Stichproben beruhen.

Tatséchlich haben wir keine Moglichkeit zu erkennen, ob das aus unserer Stichprobe
berechnete empirische Konfidenzintervall den wahren Parameter (3, iiberdeckt oder
nicht.

Héatten wir zufillig die Stichprobe gezogen, die in Abbildung zu Konfidenzin-
tervall 5 fiihrt, hatten wir Pech gehabt, denn dieses Konfidenzintervall iiberdeckt
den wahren Parameter nicht, aber wir hétten keine Moglichkeit dies zu erkennen!
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Stichprobenkennwertverteilung
von (3, um wahres 3,

\\

Abbildung 5.15:

Vertrauens-
bereich
a2 \ o) \ a/2
: h : a
K . | o
bl :
= I |
o= b
g2 & i l
SE S b,
N +
] : :
£229 ;
Z s g 1 ]
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n I 1
by,
| |
_ b;i
bL,...,b7 sind unterschiedl. Realisationen von 3,

Parameter (5, und Konfidenzintervalle fiir 7 verschiedene Stich-
proben. In der praktischen Arbeit beobachten wir nur eine ein-
zige Stichprobe und deshalb nur eine einzige Realisation eines
empirischen Konfidenzintervalls. Die Theorie der Stichproben-
kennwertverteilungen sagt uns, dass bei wiederholten Stichpro-
benziehungen (1 — «)100% aller hypothetischen Konfidenzinter-
valle das wahre 3 iiberdecken.

Obwohl wir nie sicher sein konnen, ob unser beobachtetes Konfi-
denzintervall den wahren Wert 3, iiberdeckt, gibt uns die Breite
des Konfidenzintervalls wichtige Information iiber die Genauig-

keit der Schitzung! Quelle: nach Bleymiiller (2012).
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Wenn aber alle erforderlichen Annahmen erfiillt sind kénnen wir der Wahrschein-
lichkeitsaussage mit den stochastischen Intervallgrenzen

Prfi—tys 05 < p < A4ty -0a] =1—a

vertrauen und im Sinne des repeated sampling interpretieren (fiir o« = 0.05):

Wenn wir — hypothetisch — unendlich viele Stichproben ziehen wiirden,
und fiir jede dieser Stichproben ein 95% Konfidenzintervall berechnen
wiirden, so kénnten wir darauf vertrauen, dass 95% dieser Konfidenzin-
tervalle den wahren Parameter (), iiberdecken werden[]

Wir kénnen zwar nicht wissen, ob unser berechnetes empirisches Konfidenzintervall
den wahren Parameter (3, iiberdeckt, aber wir kénnen darauf vertrauen, dass 95%
(oder allgemeiner (1 — ) x 100%) aller hypothetisch moglichen Konfidenzintervalle
den wahren Wert iiberdecken werden!

Auf den ersten Moment wirkt diese Aussage wenig hilfreich, wir haben nicht einmal
zwei Stichproben, geschweige denn unendlich viele.

Was sollen wir also mit diesem Konfidenzintervall anfangen? Viele Anfénger sind ver-
unsichert und frustriert, dass die Realisation des Konfidenzintervalls so wenig iiber
den wahren Parameter verréit, dass sie dariiber den wesentlichen Punkt iibersehen,
die Breite des Konfidenzintervalls!

Durch die Anwendung dieser Methode wird die Breite des Konfidenzintervalls derart
bestimmt, dass bei wiederholten Stichprobenziehungen genau (1 — a)) x 100% aller
hypothetisch moglichen Konfidenzintervalle den wahren Parameter (), iiberdecken
werden. Damit gibt uns die Breite des Konfidenzintervalls unmittelbar Auskunft
iiber die Vertrauenswiirdigkeit der Schétzung. Umso enger ein Konfidenzintervall
ist, umso mehr werden wir der Schétzung vertrauen.

Aber bendtigen wir dafiir wirklich ein so aufwéndiges Verfahren? Ja! Ein grofler
Vorteil von Konfidenzintervallen besteht darin, dass sie nach einer festen und nach-
vollziehbaren Regel berechnet werden, und dass alle Forscherinnen, die sich an die-
ses Regelwerk halten, zu vergleichbaren Ergebnissen kommen. Sie gehoren deshalb
langst zum unverzichtbaren Instrumentarium aller empirisch arbeitenden Wissen-
schaftler.

Wovon hingt die Breite des Konfidenzintervalls ab?

Konfidenzintervalle erlauben die Beurteilung der Genauigkeit (Prézision) einer
Schéatzung. Sie werden nach einer transparenten und nachvollziehbaren Regel be-
rechnet, und ermoglichen dadurch auch Vergleiche von Schéatzungen. Ceteris pari-
bus wird man in der Regel eine Schitzung mit einem engeren Konfidenzintervall
bevorzugen.

13 Alternativ kénnten wir auch sagen, dass das aus der nédchsten — noch nicht gezogenen — Stich-
probe berechnete 95% Konfidenzintervall mit 95% Wahrscheinlichkeit den wahren Parameter Gy,
iiberdecken wird, aber diese Interpretation ist in diesem Zusammenhang weniger hilfreich.
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Um zu erkennen, wovon die Breite des Konfidenzintervalls abhédngt, miissen wir uns
nur an die Determinanten des empirischen Konfidenzintervalls erinnern. Fiir den
Steigungskoeffizienten einer Regression ist das empirische Konfidenzintervall

crit

[bh - tﬁj}g?df g, bn+ t;r/i;’df th] (bzw. kiirzer by, £ 155 4 53, )

wobei 53, der geschitzte Standardfehler des Koeffizienten h ist.

Fiir eine bivariate Regression ist

cov(z,y)
=—77 3
var(x) = A2

Daraus erkennen wir, dass die Breite des Konfidenzintervalls neben dem frei
gewdhlten Konfidenzniveau 1 — « (iiber tgf/itl df) von allen Faktoren abhéngt, die
den Standardfehler der Koeffizienten o5 (bzw. deren Realisation sg )beeinflussen

Das Konfidenzintervall ist ceteris paribus umso enger, ...

e je grofler die Stichprobe ist, da dies zu einem kleineren Standardfehler fiihrt.
Dariiber hinaus fiihrt dies iiber die Freiheitsgrade auch zu einem kleineren

i rit
kritischen Wert ¢¢ J9.df

umso kleiner die Varianz der Stérterme o2 ist,

e umso grofer die Streuung der x (d.h. > (x; — Z)?) ist,

e umso weniger die Regressoren untereinander korreliert sind,

je kleiner das frei gewdhlte Konfidenzniveau 1 — « ist (d.h. ein 90% Konfiden-
zintervall ist ceteris paribus enger als ein 99% Konﬁdenzinterval). Dieser
Effekt wirkt sich iiber den kritischen Wert tgf}gy i auf die Breite aus.
Konfidenzintervalle kénnen natiirlich nicht nur fiir Mittelwerte berechnet werden,
sondern auch fiir Differenzen zwischen Mittelwerten, fiir Anteile, und natiirlich auch
fiir Regressionskoeffizienten.

Beispiel Im Kapitel zur deskriptiven Regressionsanalyse hatten wir ein Beispiel
mit den Stundenléhnen (StdL) und dem Geschlecht (m = 1 fiir Ménner und Null
sonst) von 12 Personen. Nun interpretieren wir diese Zahlen als Stichprobe aus einer
unbekannten Grundgesamtheit. Das Ergebnis war

Stdl. = 12.5 + 25m
(0.747)" (1.057)™

R?=10.359, s=183, n=12
(OLS Standardfehler in Klammern)

14Konfidenzintervalle, die nur in 90% der Fille den wahren Wert enthalten miissen, kénnen ceteris
paribus schmaler sein als Konfidenzintervalle, die in 99% der Fille den wahren Wert enthalten
sollen.
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Wir erinnern uns, dass bei einer Regression auf eine Dummy Variable das Interzept
den Wert von y der Referenzkategorie angibt, und der Koeffizient der Dummy Va-
riable den Unterschied zur Referenzkategorie misst. In diesem Beispiel ist also der
durchschnittliche Stundenlohn von Frauen 12.5 Euro, und Ménner verdienen um 2.5
Euro mehr.

Ein empirisches 95% Konfidenzintervall fiir die Lohndifferenz erhalten wir mit dem
kritischen Wert der t-Verteilung fiir a/2 = 0.025 und n — k = 12 — 2 = 10 Freiheits-
graden t'{s 1o = 2.228 (siehe Tabelle 511 Seite 20)

2.5+2.228-1.057 oder [0.145, 4.855]
Mit R konnen konnen sie mit der Funktion confint () berechnet Werde

d <- read.csv2(url("http://www.uibk.ac.at/econometrics/data/stdl_bspl.csv"))
eq <- 1m(StdL ~ m, data = d)

confint(eq)

# 2.5 % 97.5 %
# (Intercept) 10.8350966 14.164903
# m 0.1454711 4.854529

Beispiel 2: In einem fritheren Beispiel haben wir den Preis von Gebrauchtautos
auf Alter und Kilometerstand regressiert.

Prois = 22649.88 — 1896.26 Alter — 0.031 km
(411.87) (235.215) (0.008)

R?=0907, n=40

(Standardfehler in Klammern)

Die Koeffizienten weisen das erwartete Vorzeichen auf und haben die iibliche In-
terpretation, z.B. sinkt der erwartete (gefittete) Preis bei konstanter km-Zahl jedes
Jahr um 1896.26 Euro.

Dies ist eine Punktschéitzung, die uns nichts iiber die Genauigkeit der Schatzung
verrdt. Um ein 95% Konfidenzintervall zu berechnen benétigen wir den kritischen
t-Wert, und um diesen nachschlagen zu konnen die Freiheitsgrade.

Wir haben insgesamt 40 Beobachtungen (n = 40) und drei geschéitzte Koeffizienten
(b1, by und b3), also n—k = 40—3 = 37 Freiheitsgrade. Tabelle B.] (Seite 20) gibt uns
nur die die kritischen Werte fiir 30 und 40 Freiheitsgrade, der kritische Wert fiir 40
Freiheitsgrade wiire z.B. t§ s 40 = 2.021. Wem dies zu ungenau ist kann mit Hilfe der
Quantilfunktion eines geeigneten Programmes den genauen Wert tgf(")t%’g? = 2.0262

berechnen

Die Realisation des 95% Konfidenzintervalls fiir das Alter ist also

[—1896.26 — 2.0262 x 235.215; —1896.26 + 2.0262 * 235.215]

15GStata gibt die Konfidenzintervalle standardméiBig aus.
16Die Funktionen sind fiir R: qt(p = 0.975, df = 37) und fiir Stata: invttail(37,0.025)
(siehe help density_functions), und fiir EViews: @qtdist (0.975,37)



Angewandte Okonometrie 49

bzw. [—2372.854; —1419.674].

Wenn wir ein 99% Konfidenzintervall berechnen wollen bendtigen wir nur
den entsprechenden kritische Wert £f{;4; = 2.715409. Dieser ist grofler als
fiir ein 95% Konfidenzintervall, deshalb ist das 99% Konfidenzintervall breiter
[—2534.968; —1257.56].

In der Praxis werden wir die Konfidenzintervalle natiirlich von einem entsprechenden
Programm berechnen lassen, z.B. von R:

df <- read.csv2(url("http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv"))
eql <- 1lm(Preis ~ Alter + km, data = df)

confint(eql, level = 0.99)

# 0.5 % 99.5 Y

# (Intercept) 2.153149e+04 2.376828e+04
# Alter -2.534968e+03 -1.257560e+03
# km -5.236829e-02 -9.652361e-03

(man beachte, dass e+04 eine Kurzschreibweise fiir 10% ist, d.h. 2.1531e+04=
2.153149 x 10* = 2.153149 x 10000 = 21531.49)

Konfidenzellipsen fiir zwei Regressionskoeffizienten

Die Idee von Konfidenzintervallen kann auch auf zwei Regressionsoeffizienten ver-
allgemeinert werden, Abbildung zeigt eine solche fiir die beiden Koeffizienten
von Alter und km des vorhergehenden Beispiels. Die Interpretation ist vollig ana-
log zu frither, bei wiederholten Stichprobenziehungen wiirden wir erwarten, dass
(1 — ) * 100 Prozent der daraus berechneten Konfidenzellipsen das wahre Koeffizi-
entenpaar (o, f3) tiberdecken wiirden.

5.3.4 Ein Konfidenzintervall fiir den Standardfehler eines
Koeffizienten”

Natiirlich sind auch die Schétzfunktionen fiir die Standardfehler der Koeffizienten
Zufallsvariablen und haben als solche eine Stichprobenkennwertverteilung.

Wir haben in Gleichung (5.3) gesehen, dass

Dies konnen wir niitzen, um ein 95% Konfidenzintervall fiir den Standardfehler von

B, d.h. a[% zu konstruieren.
2

Die entsprechende Wahrscheinlichkeitsaussage ist

2 crit,l (n— k)&% 2 crit
crit,lower 2 crit,upper
P Xa/Q,nfk < 2 - Xa/2,nfk

95,

=1—«
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Abbildung 5.16: Empirische Konfidenzellipse fiir die zwei Koeffizienten von Alter

und km des vorhergehenden Beispiels, Grau strichliert sind die
individuellen Konfidenzintervalle der Koeffizienten eingezeichnet
(erstellt mit EViews).
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Abbildung 5.17: x? Verteilung mit 10 Freiheitsgraden und den kritischen Werten

2 crit,lower

fiir a/2 = 0.025. Der untere kritische Wert ist x{ 92510

der obere kritische Wert ist Xg_g;gﬁﬁ)pper = 20.48.

= 3.25,



Angewandte Okonometrie 51

Eine y2-Verteilung mit den kritischen Werten fiir o = 0.05 und 10 Freiheitsgrade
finden Sie in Abbildung 5.17. Da es sich um keine symmetrische Verteilung handelt
unterscheiden sich unterer und oberer kritischer Wert (diese konnen z.B. in R mit
der Quantilfunktion qchisq(p, df) ermittelt werden).

Dies kénnen wir wieder umformen, sodass die stochastischen Werte in den Intervall-
grenzen und der Parameter O'% im Zentrum steht
2

Pl" [5-32 2 crit,upper S O-BQ S 6-32 2 crit,lower] =1-
a/2,n—k Xa/2,nfk
Fiir das frithere Beispiel mit den Stundenlohnen erhalten wir fiir n — 2 = 10 Frei-
heitsgrade die kritischen Werte xj g 10" = 3.25 und xg gre 107" = 20.48. Der Stan-
dardfehler des Koeffizienten von m ist S, = 1.057.

Wenn ich mich nicht verrechnet habe ist das empirische Konfidenzintervall des Stan-
dardfehlers [0.738, 1.854].

5.3.5 Dualitiat zwischen Konfidenzintervallen und Hypothe-
sentests

Konfidenzintervalle, Fishers p-Wert und die Entscheidungsregel nach Neyman-
Pearson beruhen letztendlich alle auf der gleichen Information, deshalb ist es wenig
verwunderlich, dass sie alle zu gleichen Schlussfolgerungen fiihren und in einem ge-
wissen Sinne auch austauschbar sind.

Unter ziemlich allgemeinen Bedingungen kénnen Konfidenzintervalle auch als die
Menge aller Punkte interpretiert werden, die keine Ablehnung der entsprechenden
Nullhypothese erlauben.

Wenn wir fiir eine Regression z.B. die Nullhyothese Hy: 85 = 0 testen mochten, und
das entsprechende empirische Konfidenzintervall den Nullpunkt iiberdeckt, dann
folgt daraus, dass wir obige Nullhypothese nicht ablehnen kénnen.

Etwas allgemeiner ist ein Konfidenzintervall einfach ein Intervall auf der Linie der
reellen Zahlen, welches alle reellen Zahlen 6, enthélt, fiir die die Nullhypothese
0 = 0y durch einen entsprechenden Hypothesentest nicht abgelehnt werden kann
(vgl. Davidson and MacKinnon, 2003, 177). Dies gilt analog fiir Konfidenzellipsen.

Allerdings sollte dies nicht dariiber hinweg téuschen, dass diese Methoden fiir un-
terschiedliche Zielsetzungen entwickelt wurden. Konfidenzintervalle sollten uns in
erster Linie Information iiber die Genauigkeit von Schéatzern geben, wihrend Hypo-
thesentests uns erlauben zu iiberpriifen, inwieweit eine a priori vermutete Hypothese
mit den beobachteten Stichprobendaten kompatibel ist.

5.4 Simultane Tests mehrerer linearer Hypothe-
sen
Bisher haben wir nur einzelne Hypothesen mit Hilfe einer t-Statistik getestet. Nun

werden wir zeigen, dass mit Hilfe von F-Statistiken auch mehrere lineare Hypothesen
simultan getestet werden kénnen.
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Die prinzipielle Vorgangsweise bleibt vollig gleich, wir konnen auch hier wieder Kon-
fidenzintervalle (bzw. Konfidenzellipsen) und p-Werte berechnen, oder Tests nach
Neyman-Pearson durchfithren. Auch bleibt alles, was tiber Typ I & II Fehler, die
Power sowie zur Kritik an Hypothesentests gesagt wurde, uneingeschriankt giiltig.

Wir beginnen mit der vermutlich bekanntesten dieser F-Statistiken, mit der F-total
Statistik, die sich in so gut wie jedem Regressionsoutput findet.

5.4.1 ANOVA-Tafel und die F-total Statistik

Wir erinnern uns, dass wir fiir die Herleitung des Bestimmtheitsmafies R? folgende
Streuungs-Zerlegung vornahmen

-9 => i -9+ &
P I

TSS ESS SSR

wobei T'SS fiir “Total Sum of Squares’, ESS fiir ‘Explained Sum of Squares” und SSR
fiir ‘Sum of Squared Residuals steht.

Dies fiihrt zu folgender ANOVA-Tafel (‘ANalysis Of VAriance Table’)

Sum of Mean
Squares df  Square

Regression  ESS k-1 ESS/(k—1)
Residuen SSR n—k SSR/(n—k)
Total TSS n-1

wobei df fiir ‘degrees of freedom’ (Freiheitsgrade) steht.

Mit Hilfe der ANOVA-Tafel, die von den vielen Statistik-Programmen ausgegeben
wird, kann man eine F-Statistik fiir die Nullhypothese

Ho:Bo=0B3=-=/=0

konstruieren; das heif3t fiir die Nullhypothese, dass alle Koeffizienten mit Ausnahme
des Interzepts [ simultan gleich Null sind, oder in anderen Worten, dass alle k —
1 Steigungskoeffizienten simultan gleich Null sind. Eine andere Moglichkeit diese
Nullhypothese zu interpretieren ist

HO : E(y|:c2,,xk) :E(y)

wenn der bedingte Erwartungswert von y gleich dem unbedingten Erwartungswert
ist leisten die erkldrenden Variablen auch gemeinsam keinen Erklarungsbeitrag. In
diesem Falle erklart eine Regression auf die Regressionskonstante y = 1 + ¢ die
Daten gleich gut wie die ‘lange’ Regression y = 1 + foxs + - - - + Brpi + €.

Die Alternativhypothese ist

H4 : mindestens einer der Steigungskoeffizienten ist ungleich Null

"Manchmal wird dafiir auch RSS fiir ‘Residual Sum Squared’ geschrieben.
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Wenn diese Nullhypothese wahr ist, sollten alle z Variablen auch gemeinsam keinen
Erklarungsbeitrag fiir y leisten.

Die Nullhypothese, dass alle Regressoren auch gemeinsam keinen Erklarungsbeitrag
leisten konnen, kann mit der folgenden Teststatistik getestet werden

> (5i—9)*
. o - ESS/(k—1) u
F-total Statistik = —£=L — = ~F 1
otal Statisti Zii? SSR/(n — k) (k—1,n—k)

Diese Teststatistik ist F-verteilt mit k£ — 1 Zahler- und n — k& Nennerfreiheitsgraden.
Dabei ist £ — 1 die Anzahl der zu testenden Koeffizienten (d.h. alle Koeffizienten
aufler Interzept) und n — k sind die Residuen-Freiheitsgrade.

Hinweis:" Wenn die Stérterme der Grundgesamtheit normalverteilt sind ist bei Zu-
treffen der Nullhypothese die Quadratsumme Y, (g; —4)?/0? bekanntlich y?-verteilt
mit k& — 1 Freiheitsgraden, und _,£?/0? unabhingig davon y2-verteilt mit n — k
Freiheitsgraden. Das Verhiltnis zweier unabhiingig y? verteilten Zufallsvariablen,
die beide durch die entsprechenden Freiheitsgrade dividiert wurden, ist F-verteilt
(vgl. Statistischen Appendix). O

Wenn die durch alle erkldrenden = Variablen gemeinsam erklérte Streuung ESS sehr
klein ist im Verhéltnis zur unerklédrten Streuung SSR wiirde man einen sehr kleinen
Wert der empirischen Statistik F°™P erwarten. Wenn umgekehrt ESS grof ist im
Verhéltnis zu SSR leisten alle x Variablen gemeinsam offensichtlich einen grofien
Erklarungsbeitrag.

Die Nullhypothese Sy = 3 = -+ = [, = 0 wird deshalb verworfen, wenn der empi-
rische Wert dieser F-Statistik grdfer ist als der kritische Wert F'® der F-Statistik,
vgl. Abbildung [5.18 Fallt der empirische F°™P-Wert in den Verwerfungsbereich wird
Hy verworfen, anderenfalls akzeptiert.

Der zur F-total Statistik gehdrende p-Wert ist wieder die Fléche unter der Verteilung
rechts vom berechneten F*P-Wert, und wird standardméfig von allen statistischen
Programmpaketen ausgewiesen.

Beispiel: STATA liefert z.B. fiir die Schétzung der Produktionsfunktion auf Seite
den in Tabelle B4l wiedergegebenen Regressionsoutput; im Kopf des Outputs wird
die komplette ANOVA-Tafel wiedergegeben.

Dabei ist Model SS die ESS (‘Explained Sum of Squares’), die Residual SS die SSR
(‘Sum of Squared Residuals’) und Total SS die TSS (‘Total Sum of Squares’).

Fiir Produktionsfunktions-Beispiel folgt (siehe Tabelle [5.4])

3.01454182/(3 — 1)
0.187112359/(25 — 3)

F™P_total Statistik = = 177.2195

Andere Programme, wie z.B. R, geben die ESS und TSS nicht automatisch aus,
sondern nur die F-Statistik mit dem dazugehorigen p-Wert. U
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Abbildung 5.18: F-Test nach Neyman-Pearson (mit 3 Zahler- und 12 Nennerfrei-

heitsgraden

Tabelle 5.4: STATA Output

Source | SS df MS Number of obs = 25
—————————— ettt F( 2, 22) = 177.22
Model | 3.01454182 2 1.50727091 Prob > F = 0.0000
Residual | .187112359 22 .008505107 R-squared = 0.9416
—————————— Fo—m e Adj R-squared = 0.9362
Total | 3.20165418 24 .133402257 Root MSE = .09222
log_Q | Coef Std. Err t P>|t] [95% Conf. Intervall]
__________ e
const | 2.481079 .1286189 19.29  0.000 2.21434 2.747819
log K | .6401108 .0347308 18.43 0.000 .5680835 .7121381
log_ L | .2573354 .0269591 9.55  0.000 .2014256 .3132451
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Exkurs® Diese F-total Statistik kann alternativ auch mit Hilfe des Bestimmtheits-
mafles R? berechnet werden, denn unter Beriicksichtigung von TSS = ESS + SSR
und R? = ESS/TSS

ESS/(k—1)

SSR/(n — k)

n —k ESS

k—1 SSR

n—=k ESS

k—1 TSS — ESS

_ n—k ESS/TSS
kE—1 {1 — (ESS/TSS)}

 on—k R?
k-1 |1-R?

R?/(k—1)
(1—R2)/(n— k)

F-total Stat =

Also
F-total Statistik =

g

Die Alternativhypothese, dass zumindest fiir einen der Regressoren der wahre Wert
des Regressionskoeffizienten von Null verschieden ist, wird akzeptiert, wenn die Null-
hypothese Hy : By = B3 = - -+ = B = 0 (d.h. dass alle Koeffizienten mit Ausnahme
des Interzepts (31 gleich Null sind) verworfen wird.

Man beachte, dass es sich dabei um einen simultanen Test von insgesamt k& — 1
Hypothesen handelt, wobei k — 1 die Anzahl der Steigungskoeffizienten ist.

Dies ist also ein Test, ob alle Regressoren gemeinsam einen Beitrag zur ‘Erklarung’
von y leisten. Wenn der p-Wert dieser F-Statistik grofler ist als das a priori festgelegte
Signifikanzniveau sollte die Schéatzung verworfen werden.

Dieser F-total Test wird haufig auch einfach F-Test genannt, zum Beispiel im Re-
gressionsoutput fast jeder Statistiksoftware, was aber etwas verwirrend ist, da jede
F-verteilte Teststatistik zu einem F-Test fiithrt, und davon gibt es viele.

Achtung: Man beachte, dass es nicht reicht zu iiberpriifen, ob alle Koeffizienten
individuell signifikant von Null verschieden sind. Es ist sehr gut moglich und passiert
auch haufig, dass kein einziger Koeffizient signifikant von Null verschieden ist, obwohl
alle Koeffizienten gemeinsam hoch signifikant von Null verschieden sind! Wie wir
spater sehen werden tritt dieser Fall bei Multikollinearitdt (d.h. wenn die erklédrenden
Variablen untereinander hoch korreliert sind) relativ haufig auf.

Konkret, die mit der F-Statistik getestete gemeinsame Nullhypothese Hy : 8 =
B3 = -+ = B, = 0 darf nicht durch eine Reihe individueller t-Tests ersetzt werden!

Der Grund dafiir liegt darin, dass die F-Statistik die mogliche Korrelation zwischen
den OLS-Schétzern (o, B3, ..., O berilicksichtigt, wihrend diese bei individuellen t-
Tests unberiicksichtigt bleibt.

Dies wird in Abbildung [5.19] veranschaulicht, die zwei bivariate Normalverteilungen
zeigt, links ohne und rechts mit einer Korrelation zwischen den Zufallsvariablen.
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Abbildung 5.19: Bivariate Normalverteilungen ohne und mit Korrelation zwischen
den Zufallsvariablen

Wenn die Variablen unkorreliert sind (linke Grafik) wird die gemeinsame Signifi-
kanz durch einen Signifikanzkreis dargestellt, bei Korrelation zwischen den Varia-
blen (rechte Grafik) durch eine Konfidenzellipse, die umso schmaler wird, je hoher
die Korrelation ist.

Wir werden spéter sehen, dass viele der iiblichen Teststatistiken fiir den simultanen
Test mehrerer Hypothesen unter den Standardannahmen F-verteilt sind. Sollten
z.B. im Modell

Yi = B1 + Baio + B33 + &;
die beiden Koeffizienten 32 und 33 simultan getestet werden, so kann man die fol-
gende Teststatistik verwenden:

F= % [522(52 — B2)* + 2523(32 - 52)(33 — B3) + 533(33 — ) ~ Fon-s
mit

Sgg = Z(«%’zz - 5-2)2
Sz = Z(m — Zo) (23 — T.3)
Sy3 = Z(l’zs — 53-3)2

i

Diese Teststatistik ist unter Hy F-verteilt mit 2 Zahler- und n—3 Nennerfreiheitsgra-
den. Diese F-Statistik kann fiir die Konstruktion einer Konfidenzregion verwendet
werden.

Wenn wir mit £ den kritischen F-Wert mit 2 Zihler- und n — 3 Nennerfreiheits-
graden bezeichnen ist diese Konfidenzregion

[522(32 — Bo)® + 2523(52 — 52)(33 —Bs) + 533(33 — B3)?| < F(26?)

Dies definiert eine Ellipsengleichung, das heifit, bei dem simultanen Test zweier
Koeffizienten erhélt man anstelle eines Konfidenzintervalls eine Konfidenzellipse.
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Sind die Koeffizienten B\g und 5\3 unkorreliert erhélt man einen Kreis, und umso
hoher die Korrelation zwischen (3, und 3 ist, umso schmaler ist die Ellipse.

Werden mehr als zwei Hypothesen gleichzeitig getestet erhélt man ein
hoherdimensionales Ellipsoid.

Beispiel: Das folgende Beispiel zeigt einen Fall, bei dem die F-Statistik die ge-
meinsame Nullhypothese 8, = 3 = 0 ablehnt, die individuellen t-Tests einzeln aber
weder die Ablehnung von 2 = 0 noch von f5 = 0 erlauben (auf dem 5% Niveau).

y = 7888 + 02z + 0.634x;
(5.028) (0.28) (0.344)°

F-Statistik (df: 2, 47): 34.95, p-Wert: 5.023e-10
R? = (0.598, n = 50

Die F-Statistik fiir die Nullhypothese Hy : B3 = 0 und 3 = 0 ist in diesem Beispiel
34.95 und kann damit mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner als 0.0001 verworfen
werden. In diesem Beispiel sind die Regressoren x5 und x3 hoch korreliert, d.h. es
liegt Multikollinearitiat vor (der Korrelationskoeffizient zwischen xo und x5 ist 0.95!),
was auch zu einer Korrelation zwischen den geschétzten Koeffizienten fiihrt.

Die geschitzte Varianz-Kovarianzmatrix der Koeffizienten ist

b1 by b3

by 25.27815 0.308261 —0.808990
by 0.308261 0.078356 —0.091832
by —0.808990 —0.091832 0.118481

deshalb ist die Korrelation corr(gg, 33) = —0.0918/+/0.0784 % 0.1185 = —0.953.

Aufgrund dieser Korrelation ist die Konfidenzellipse in Abbildung B.201 ziemlich
schmal. Die Konfidenzintervalle fiir ﬁg und ﬁg einzeln sind in Abbildung [5.20) strich-
liert eingezeichnet.

Zur Interpretation von Konfidenzellipsen gilt analoges wie fiir Konfidenzinterval-
le, wenn sehr viele Stichproben gezogen wiirden kénnten wir damit rechnen, dass
(1 — ) * 100% der resultierenden Konfidenzregionen die wahren Werte o und s
enthalten wiirden.

Erinnern wir uns, dass es eine enge Beziehung zwischen Konfidenzintervallen und
Hypothesentests gibt. Wenn wir den unter der Nullhypothese vermuteten Wert des
Parameters h mit j3; ; bezeichnen (fiir h = 1,...,k), kann die Nullhypothese ge-
schrieben werden als Hy : 8, = 5}, ;. Wenn der unter Hy vermutete Wert 3 , im
Konfidenzintervall liegt kann die Nullhypothese nicht verworfen werden, wenn der
Wert 3, ; hingegen auflerhalb des Konfidenzintervalls liegt darf die Nullhypothese
verworfen werden. Analoges gilt auch fiir die Konfidenzellipse.

In Abbildung (.20] ist ersichtlich, dass in diesem Beispiel weder die Nullhypothese
o : B2 = 0 noch die Nullhypothese Hy : 3 = 0 einzeln abgelehnt werden kann,
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der Nullpunkt liegt innerhalb der beiden individuellen Konfidenzintervalle (als grau
strichlierte Linien eingezeichnet).

Hingegen kann die gemeinsame Nullhypothese, dass beide Steigungskoeflizienten
simultan gleich Null sind Hy : S5 = 0 und 3 = 0, abgelehnt werden, der Nullpunkt
liegt aulerhalb der Konﬁdenzellipse!

Man sieht in Abbildung B.20, dass es sehr viele Punkte wie z.B. (533, 53) gibt, die

dhnlich wie der Nullpunkt sowohl im Konfidenzintervall von Bg als auch im Konfi-
denzintervall von 53 liegen, aber nicht in der Konfidenzellipse fiir Bg und 53

Andererseits sind auch Félle moglich, wie z.B. Punkt (85, 57) in Abbildung .20, die
aulerhalb der beiden individuellen Konfidenzintervalle fiir 3\2 und 3\3 liegen, aber
innerhalb der Konfidenzellipse. Das bedeutet, dass beide Koeffizienten individuell
signifikant von [5 und B verschieden sind (d.h. es kann sowohl Hy : By =
als auch Hy : 3 = % individuell verworfen werden), aber dass die gemeinsame
Nullhypothese Hy : By = 5 und B3 = 55 nicht verworfen werden kann.

Im Beispiel von Abbildung ist der empirische t-Wert fiir die Hy : f2 = 0.85
gleich t*™P = 2.32 (mit p = 0.025), fiir Hy : B3 = —0.1 ist t*™P = 2.132 (p = 0.038),
beide Nullhypothesen koénnen also auf einem Signifikanzniveau von 5% verworfen
werden. Aber der empirische F-Wert der gemeinsamen Nullhypothese Hy : [ =
0.85 und 3 = —0.1 ist F"? = 2.74 mit p = 0.075, die gemeinsame Nullhypothese
kann also auf einem Signifikanzniveau von 5% nicht verworfen werden!

Die t-Statistiken der einzelnen Koeffizienten kénnen also signifikant sein, obwohl die
F-Statistik fiir die gemeinsame Nullhypothese nicht signifikant ist. Solche Fille sind
allerdings selten und treten meist nur bei hoher Multikollinearitét auf.

Als néchstes werden wir eine allgemeinere Moglichkeiten kennen lernen eine F-
Statistik zu berechnen, die den Test komplexerer Nullhypothesen erlaubt.

5.4.2 Simultane Tests fiir mehrere lineare Restriktionen

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie mehrere Hypothesen simultan getestet
werden konnen. Diese Tests beruhen auf der grundlegende Idee, dass Nullhypothesen
immer als Restriktion auf ein allgemeineres Modell aufgefasst werden konnen, d.h.
als Beschrankung.

Um dies zu erldutern kehren wir nochmals zur F-total Statistik zuriick. Angenom-
men die PRF (‘population regression function’) sei

Yi = P+ BaTio + B3xis + €

und wir wollen testen, ob die Regressoren xs und z3 einzeln und/oder gemeinsam
einen Einfluss auf y ausiiben.

Die entsprechende Nullhypothesen sind also
Ho: [Bo=0 und pB3=0
Wenn — und nur wenn — diese Hy wahr ist beschreibt die restringierte PRF

=01+ (=01+0-20+0 23+¢)
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95%-Konfidenzellipse fiir beide Koeffizienten und Konfidenzin-
tervalle fiir die beiden einzelnen Koeffizienten fiir die Regression
aus dem Beispiel auf Seite b7l Die t-Statistiken der einzelnen
Koeflizienten zeigen, dass die Koeffizienten einzeln nicht signi-
fikant von Null verschieden sind (fiir & = 0.05), der Nullpunkt
(0,0) liegt innerhalb der individuellen Konfidenzintervalle. Hin-
gegen zeigt die F-total-Statistik, dass die Koeffizienten gemein-
sam hochsignifikant von Null verschieden sind, der Nullpunkt
liegt auBlerhalb der Konfidenzellipse!

Zum Beispiel kénnen weder die Hg : 3 = 0 noch die Hy :
B3 = 0 einzeln verworfen werden, aber die simultane Hj : By =
0 und f3 = 0 wird abgelehnt (der Punkt (0,0) liegt wie viele
weitere Punkte (z.B. (85, 83)) innerhalb der einzelnen Konfi-
denzintervalle, aber aulerhalb der Konfidenzellipse.

Es ist auch moglich, dass die Nullhypothesen einzeln abgelehnt
werden konnen, aber die simultane Hy nicht abgelehnt werden
kann, z.B. werden die Hy: 3y = 8y, und die Hy: 33 = 83, beide
einzeln verworfen, aber die simultane Hy: 8y = 85, und 3 = 33,
kann nicht verworfen werden!
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die Daten gleich gut. Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen PRF und ist nur korrekt,
wenn die Nullhypothese wahr ist. In diesem Sinne kénnen wir die Nullhypothesen
als eine Restriktion auf ein allgemeineres Modell auffassen.

Die PRF konnen wir natiirlich nicht beobachten, aber wir kénnen die Gleichung
mit und ohne Restriktion aus den Stichprobendaten schéitzen. Wenn die Nullhypo-
thesen wahr sind sollten sich die Residuen der beiden Schétzungen nicht wesentlich
unterscheiden, weshalb die Quadratsumme der Residuen beider Modelle zumindest
dghnlich sein sollte.

Wenn die Nullhypothese aber falsch ist wiirden wir erwarten, dass die Quadratsum-
me der Residuen des restringierten Modells (d.h. des Modells unter Beriicksichtigung
der Nullhypothese) deutlich grafer ist[§ Deshalb konnen die Quadratsummen der
Residuen fiir einen Test verwenden. Tatsédchlich kann man zeigen, dass aus diesen
Quadratsummen der Residuen eine einfache Teststatistik konstruiert werden kann,
die einen Test der Nullhypothese(n) erlaubt.

Wenn wir mit SSR,, (Sum of Squared Residuals) die Quadratsumme der Residu-
en ohne Restriktionen (der Subindex u steht fiir ‘unrestricted’) und mit SSR, die
Quadratsumme der Residuen des restringierten Modells bezeichnen, so kann man
zeigen, dass

(Zz é%z - ZZ éi,i)/q L (SSR, — SSR.)/q Ho
(X;én)/(n—k) ~ SSR./(n—k)

unter Hy F-verteilt ist mit ¢ Zahler- und n — k& Nennerfreiheitsgraden, wobei die

Z#hlerfreiheitsgrade ¢ der Anzahl der Restriktionen entspricht

Die Quadratsumme der Residuen des restringierten Modells ist >~ 2, (= SSR,),
und die des nicht restringierten Modells ist ), &7 ; (= SSR.).

Die Herleitung dieser Teststatistik ist etwas aufwéndiger und wird im Kapitel zur
Matrixnotation des OLS Modells kurz skizziert.

F=

Fon—k (5.8)

Dieser Test, bei dem ein Modell ohne Restriktion(en) mit einem Modell unter
Beriticksichtigung einer oder mehrerer Restriktionen verglichen wird, ist eine spe-
zielle Form eines Wald Tests, benannt nach dem Mathematiker Abraham Wald
(1902-1950, https://de.wikipedia.org/wiki/Abraham Wald).

Ein Test zwischen zwei Modellen, bei denen es moglich ist eines der beiden Modelle
durch geeignete Parameterrestriktionen in das andere Modell iiberzufiihren, wird
im Englischen als ‘nested test’ (geschachtelte Hypothesen) bezeichnet. In diesem
Kapitel werden wir uns ausschlieSlich auf solche ‘nested tests’ beschranken.

18Da die Nullhypothese eine Restriktion darstellt kann die Anpassung des restringierten Mo-
dells nie besser sein als die des nicht restringierten Modells, deshalb kann die Quadratsumme der
Residuen des restringierten Modells nie kleiner sein als die des nicht restringierten Modells.

9Wenn nur eine einzelne Hypothese getestet wird kann man zeigen, dass diese F-Statistik das
Quadrat der entsprechenden t-Statistik ist.


https://de.wikipedia.org/wiki/Abraham_Wald
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Beispiel: Kehren wir nochmals zuriick zum Beispiel mit der Produktionsfunktion
(Seite B3). Die dort berechnete F-total Statistik erhalten wir natiirlich auch, wenn
wir die Quadratsummen der Residuen des restringierten und nicht restringierten
Modells mit Hilfe der obigen Teststatistik vergleichen. Die nicht restringierte PRF
ist

log(Q)i = b1 + B2 log(K); + fslog(L); + &

und die Nullhypothese der F-total Statistik, dass alle Steigungskoeffizienten Null
sind

Hol ﬁQ =0 und ﬁg =0

umfasst 2 Restriktionen (¢ = 2). Das restringierte Modell ist deshalb log(Q); =
B1+e€;r.

In R erhalten wir die Quadratsumme der Residuen einer Regression equ mit
deviance(equ). Mit dem folgenden R-Code kénnen wir die Hy testen:

pf <- read.csv(url("https://www.uibk.ac.at/econometrics/data/prodfunkt.csv"))

eq_u <- 1lm(log(Q) ~ log(K) + log(L), data = pf)
eq_r <- 1lm(log(Q) ~ 1, data = pf)

SSR_u <- deviance(eq_u)
SSR_r <- deviance(eq_r)

F_emp <- ((SSR_r - SSR_u)/2) / (SSR_u/(nobs(eq_u) - 3))
## 177.2195

p_val <- 1 - pf(F_emp, 2, nobs(eq_u) - 3)

## 2.708944e-14

Dies dient nur zur Demonstration, natiirlich wird man den Test einfacher und siche-
rer mit dem R-Befehl anova() durchfithren

anova(eq_r, eq_u)

## Analysis of Variance Table

##

## Model 1: log(Q) ~ 1

## Model 2: log(Q) ~ log(K) + log(L)

##  Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
## 1 24 3.2017
## 2 22 0.1871 2 3.0145 177.22 2.716e-14 **x

Die Schétzungen finden sich in Tabelle [B.5] Spalte (1) zeigt das nicht restringierte
Modell, und Spalte (2) das restringierte Modell fiir die Hy: S = 0 und S5 = 0.

Zur Veranschaulichung ermitteln wir alternativ auch daraus die empirische F-
Statistik

(SSR, — SSR,)/q _ (3.202 — 0.187)/2

= SSR./(n—k)  0.187/(25—3)

= 177.220
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Tabelle 5.5: Spalte (1):

62

‘unrestricted’; Spalte (2): ‘restricted’, fir F-total Test;

Spalte (3): ‘restricted’, fiir Test auch konstante Skalenertrége.

Dependent variable:

log(Q) log(Q) - log(L)
(1) (2) (3)
Counstant 2.481*** 4.376*** 2.236™**
(0.129) (0.073) (0.048)
log(K) 0.640***
(0.035)
log(L) 0.257***
(0.027)
log(K) - log(L) 0.701***
(0.019)
Observations 25 25 25
R? 0.942 0.000 0.984
Sum of Squared Resid. 0.187 3.202 0.222
F Statistic 177.220%* 1,392.158***

Note:

*p<0.1; *p<0.05; **p<0.01
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Der kritische Wert ist F{t 500 = 3.443, die empirische F-Statistik féllt also klar in
den Verwerfungsbereich (mit R erhalten Sie diesen kritischen Wert mit qf (0.95,
2, 22)).

Dieser Test ist sehr allgemein und kann fiir den Test beliebiger linearer Restriktionen
auf Koeflizienten verwendet werden (solange ¢ < n).

Beispiel: konstante Skalenertrige Wir haben diese Produktionsfunktion be-
reits frither (Seite[26]) mit Hilfe einer t-Statistik auf konstante Skalenertrége getestet,
d.h.

Ho: B2+ B3 =1
Dies ist eine Restriktion (¢ = 1), falls Sie beziiglich der Anzahl der Restriktionen
unsicher sind zdhlen Sie einfach die ‘=" Zeichen.

Das restringierte Modell erhalten wir durch Substitution der (umgeschriebenen) Hy:
B3 =1—pa
log(Q)i = b1 + B2 log(K); + (1 — fB2) log(L); + &7
und kann einfach in der folgenden Form geschétzt werden
log(Q)i —log(L); = b1 + B2(log(K); —log(L):) + €;
Die Schétzungen dieses restringierten Modells finden sich in Spalte (3) von Tabelle
5.5 die empirische Teststatistik ist
(SSR, —SSR,)/q  (0.222 —0.187)/1
SSR.,/(n—k) 0.187/(25— 3)

Der kritische Wert ist F§it | 5, = 4.301, die empirische F-Statistik féllt also in den
Annahmebereich, wir konnen die Nullhypothese konstanter Skalenertrége auf einem
Signifikanzniveau von 5% nicht verwerfen.

FemP = = 4.117647

In R konnen Sie in diesem Fall nicht den anova() Befehl verwenden, da dieser fiir
beide Modelle die identische abhéngige Variable benétigt (hier haben wir log(Q)
und im anderen Fall log(Q) — log(L)).

Aber wir kénnen das R package car (und das schon vorher geschétzte nicht restrin-
gierte Modell eq_u verwenden

library(car)
linearHypothesis(eq_u, c("log(K) + log(L) = 1"))

## Linear hypothesis test
## Hypothesis:
## log(K) + log(L) =1

## Model 1: restricted model
## Model 2: log(Q) ~ log(K) + log(L)

## Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

# 1 23 0.22242

## 2 22 0.18711 1 0.035311 4.1517 0.0538 .
#H -

## Signif. codes: 0 “#*xkx’ 0.001 “*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.7 0.1 ¢ > 1
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oder alternativ und etwas umstandlicher

eq_rc <- Im(I(log(Q) - log(L)) ~ I(log(K) - log(L)), data = pf)

F_Stat <- ((deviance(eq_rc) - deviance(eq_u))/1) /
(deviance(eq_u)/(25-3)) ## 4.151729

p_val <- 1 - pf(F_Stat, 1, 22) ## 0.053796

Hinweis: Da wir hier nur eine Nullhyhpothese getestet haben konnten wir dies bereits
in einem fritheren Abschnitt (Seite 26]) mit Hilfe einer t-Statistik testen. Wie Sie
einfach iiberpriifen konnen stimmen die p-Werte exakt iiberein. Dariiber hinaus kann
man zeigen, dass im Fall einer einzigen Hypothese die F-Statistik exakt das Quadrat
der t-Statistik ist.

Achtung: bei fehlenden Werten ist darauf zu achten, dass restringiertes und nicht-
restringiertes Modell auf der gleichen Beobachtungszahl beruhen. Wenn einzelne Be-
obachtungen einer x Variable fehlen, die im restringierten Modell nicht vorkommt,
kann es passieren, dass restringiertes und nicht-restringiertes Modell auf einer an-
deren Datengrundlage beruhen und die Statistik deshalb fehlerhaft berechnet wird.

Einige Beispiele fiir lineare Restriktionen

Im Prinzip werden fiir geschachtelte (‘nested’) Tests immer zwei Gleichungen
geschéitzt, eine Gleichung ohne Restriktion(en), das nicht-restringierte Modell (‘un-
restricted’), und eine Gleichung mit Restriktion(en) — das restringierte Modell — das
man durch Einsetzen der Nullhypothese in das nicht restringierte Modell erhélt, und
diese beiden Modelle anhand der F-Statistik verglichen.

Damit kénnen alle linearen Restriktionen getestet werden, hier zeigen wir nur einige
wenige Beispiele. Im Folgenden bezeichnet ¢ wieder die Anzahl der Restriktionen (=
Zahlerfreiheitsgrade). Man beachte, dass alle Hypothesen mit nur einer Restriktion
alternativ auch mit einer t-Statistik getestet werden kénnten. Da der F-Test aber
allgemeiner ist verwenden fast alle Programme auch fiir den Test einer einzelnen
Hypothese die F-Statistik.

o PRF: ) + Bawa + By + ¢

Restriktion: (g=1)
SRF ohne Restriktion:

y = Bi + Pots + Bas +
SRF mit Restriktion:

y— x5 = B + Bywa + &

o PRF: 01 + Bows + B3a3 + ¢
Restriktion: ‘HO : Po = 53‘ (g=1)
SRF ohne Restriktion:

y=g1+32$2+33x3—1—é
SRF mit Restriktion:
y =B + B (s + w3) + €
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Wenn die Nullhypothese Sy = p3 wahr ist wiirden wir fiir die Schédtzungen
des restringierten und nicht-restringierten Modells zumindest ‘sehr dhnliche’
Ergebnisse erwarten.

o PRE: 81 + Bowa + P33 + Bay + €
Restriktionen: ‘HO D B=0 & B3=0 & By= 0‘ (g =3)
SRF ohne Restriktion:
y= 51 + By + Bys + 54$4 +é
SRF mit Restriktion:
y=pi+e

Das ist genau die Hypothese, die auch mit der F-total Statistik getestet wird.

o PRE: 81 + Bowa + P33 + Bay + €
Restriktionen: ‘HO : Py =5 = 54‘ (g =2)
SRF ohne Restriktion:

y= 51 + ﬁ29€2 + ﬁ3~’133 + 541134 +é
SRF mit Restriktion:
y = Bt + B3 (w2 + 5 + x4) + €

e PRF: 61 + Bgl’g + 631'3 +e
Restriktion: ‘HO DB+ B3 =1 ‘ (g=1)

SRF ohne Restriktion:
y—61+62$2+63$3+5
SRF mit Restriktion:
y= ﬁl +ﬁ2$2 +(1— ﬁz)x:s + &
diese Gleichung kann in der folgenden Form geschitzt werden:
y—x3 = Pf + B5(xg — x3) + £
Man beachte, dass in diesem Fall zwei neue Variablen y — x3 und xy — 3
angelegt werden miissen.

e PRF: 61 + Bgl’g + 631'3 + 641'4 +e
Restriktionen: ‘HO  Pe=05xp63 & Bi= —1‘ (¢ =2)
SRF ohne Restriktion:

Yy = 51 + 52902 + 53$3 + 54$4 +é€
SRF mit Restrlkt/l\onen.

Y+ x4 = B + B3 [0.52s + 3] + &°

Wenn die entsprechenden Nullhypothesen die Daten sehr gut beschreiben wiirden wir
fiir die Schatzungen des restringierten und nicht-restringierten Modells sehr &hnliche
Ergebnisse erwarten, insbesondere sollten sich auch die Quadratsummen der Residu-
en des nicht-restringierten und des restringierten Modells nicht stark unterscheiden.
Deshalb konnen diese Hypothesen einfach mit obiger F-Statistik getestet werden.
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Abbildung 5.21: Chow-Test auf Strukturbruch, das nicht-restringierte Modell be-
steht aus den beiden blau strichliert eingezeichneten Einzelglei-
chungen fiir die getrennten Stichproben, das restringierte Modell
aus der rot solid eingezeichneten Regression iiber alle Beobach-
tungen.

5.4.3 Ein Test auf Strukturbriiche (Chow Test)

Ein hiufiges empirisches Problem ist die Uberpriifung der Wirksamkeit von Maf-
nahmen, oder die Erkennung systematischer Unterschiede zwischen zwei (oder meh-
reren) Gruppen. Solche Hypothesen kénnen mit einem Chow Test einfach iiberpriift
werden. Bei einem Chow Test wird iiberpriift, inwieweit sich die Koeffizienten zwei-
er Regressionsgleichungen systematisch unterscheiden. Deshalb ist er ein Spezialfall
eines Strukturbruchtests.

Am einfachsten kann die grundlegende Idee anhand von Abbildung (£.21] erlautert
werden. Stellen Sie sich vor, auf der z-Achse sei die Zeit aufgetragen, und in der
Periode 15 wire eine Mafinahme gesetzt worden (z.B. ein Forderprogramm oder
eine Steuererhohung).

Falls die MaBnahme wirkungslos war wiirden wir erwarten, dass die (rot) durchge-
zogene Regressionslinie die Daten gleich gut erklért wie zwei Einzelregressionen, von
denen eine iiber die Beobachtungen vor Setzung der Mafinahme und die andere fiir
die Beobachtungen nach Setzung der Mafinahme geschéitzt wurde. Hatte die MaB-
nahme hingegen reale Auswirkungen wiirden wir erhebliche Unterschiede erwarten.
Wir beno6tigen nur noch ein Testverfahren, um solche Unterschiede in realen Daten
zu erkennen.
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Der Okonometriker G. Chow (https://de.wikipedia.org/wiki/Gregory_Chow) er-
kannte, dass ein solcher Test als relativ einfache Erweiterung des fritheren F-Tests
fiir genestete Modelle (‘nested models’) durchgefiihrt werden kann.

Er konnte zeigen — und das ist der zentrale Punkt —, dass die Summe der beiden Qua-
dratsummen der Residuen der Einzelgleichungen die Quadratsumme der Residuen
des nicht restringierten Modells bildet

SSR,, = SSR; + SSR»

Etwas allgemeiner fiir das multiple Regressionsmodell: wenn wir vermuten, dass in
der Grundgesamtheit zwischen zwei Gruppen (oder Perioden) Unterschiede beste-
hen, schitzen wir fiir beide Gruppen getrennte Regressionen (die Gruppen sind mit
einem hochgestellten Index 1 bzw. 2 gekennzeichnet)

.

mit i =1,...,m

vi = Bt B+ By +é = SSRy
mltj2n1+1,,n

mit:=1,2,...,n,und j=n1+1,n +2,...,n.

Die Nullhypothese ist, dass die folgenden Bedingungen simultan erfiillt sind

Hp : ﬁllzﬁlza ﬁ%zﬁga ce e ﬁli:ﬁlz

d.h., diese Nullhypothese umfasst insgesamt k Restriktionen (alle k& Koeffizienten
der beiden Gleichungen sind gleich grof}), weshalb wir k& Zahlerfreiheitsgrade der
F-Statistik benotigen.

Fiir das nicht restringierte Modell miissen zwei Regressionen mit je k Variablen
geschéitzt werden, also insgesamt 2k Koeffizienten, deshalb ist die Anzahl der Nen-
nerfreiheitsgrade des Chow Tests n — 2k

Deshalb ist nach |Chow (1960) die folgende Teststatistik unter dieser Nullhypothese
F-verteilt mit k Zihler- und (n — 2k) Nennerfreiheitsgraden:

~ (SSR, — SSRy)/k n,
how Test: F= ~ Fron_
Chow Tes SSR./(n — 2k) kin—2k
mit SSR, = SSR; + SSRy, wobei n wieder die Gesamtzahl der Beobachtungen und

k die Anzahl der geschétzten Koeffizienten ist.

Die Alternativhypothese ist, dass mindestens eine der Restriktionen nicht erfiillt
ist.

Annahmen des Chow Tests: der Chow Test liefert nur giiltige Resultate, wenn die
Storterme identisch und unabhéngig verteilt sind, und — zumindest in kleinen Stich-
proben — wenn die Storterme normalverteilt sind Y

20Etwas ausfiihrlicher, n; und ny die beiden StichprobengréBen, und n; + ny = n. Die Freiheits-
grade sind deshalb (ny — k) + (na — k) = ny + no — 2k = n — 2k.

21Es gibt auch robuste Versionen dieses Tests. Das R package lmtest hat z.B. eine Funktion
waldtest () mit der Option vcov, an die eine robuste Varianz-Kovarianzmatrix iibergeben werden
kann.


https://de.wikipedia.org/wiki/Gregory_Chow
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Tabelle 5.6: Chow Strukturbruchtest, Beispiel (vgl. Abbildung [5.21])

Dependent variable: y

unrestr. 1 unrestr. 2 restricted
(1) (2) (3)
Constant 2.863* —22.398** —5.627**
(1.424) (7.804) (2.377)
T 0.449* 2.616*** 1.692***
(0.157) (0.377) (0.160)
Observations 15 10 25
R? 0.387 0.857 0.830
Sum of Squared Resid. 89.317 93.815 764.471
F Statistic 8.224** 48.134*** 111.920***
Note: *p<0.1; *p<0.05; **p<0.01

Beispiel: Tabelle zeigt die Regressionen hinter Abbildung B.211 Anhand der

Quadratsumme der Residuen (Sum od Squared Resid.) konnen wir die Hy: 8f =

B2 und 31 = 37 (mit ¢ = 2 = k) testen

(SSR, —SSRy)/k  (764.471 — (89.317 4 93.815)) /2
SSR,/(n —2k) —  (89.317 +93.815)/(25 — 4)

Der kritische Wert ist F§it,, = 3.4668, deshalb kénnen wir die Nullhypothese
iiberzeugend verwerfen:

FemP = = 33.331

Interpretation: Wenn tatsichlich kein Unterschied zwischen den Koeffizienten der
beiden Gleichungen besteht (d.h. wenn die Nullhypothese wahr ist) und wenn alle
Annahmen erfiillt sind, dann wiirden wir bei wiederholter Durchfiithrung des Zufalls-
experiments in weit weniger als 5% der Félle einen so extremen Wert der empirischen
Teststatistik erwarten.

Das konnen wir auch einfach mit R berechnen

## Chow Test: Beispiel

dat <- read.csv(url("https://www.uibk.ac.at/econometrics/data/chow_bspl.csv"))
eq_1 <- Im(y ~ x, subset = x <= 15, data = dat)

eq_2 <- 1m(y ~ x, subset = x > 15, data = dat)

SSR_u <- deviance(eq_1) + deviance(eq_2) ## unrestricted
SRR_r <- deviance(lm(y ~ x, data = dat)) ## restricted

F_stat <- ((SRR_r - SSR_u)/2) / (SSR_u/(25-4))
## 33.33141

p_val <- 1 - pf(F_stat, 2, 21)

## 3.046077e-07

Einfacher und schneller geht es mit dem R package strucchange (Zeileis et al.,
2002)
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library(strucchange)
sctest(y ~ x, data = dat, type = "Chow", point = 15)

## Chow test
## data: y "7 x
## F = 33.331, p-value = 3.046e-07

0

Hinweis: Wir hétten diesen Test auch mit Hilfe einer Dummy Variable durchfiithren
konnen. Dazu definieren wir eine geeignete Dummyvariable d und schétzen das In-
teraktionsmodell R R R

Yi = P11+ Paxi + B3d; + Baxi X d; + &
Die Nullhypothese ist Hy: 83 = 0 und 3, = 0.

Ein einfacher F-Test dieser Hypothese fiihrt zum exakt gleichen Ergebnis wie der
Chow Test! Dies kann einfach mit Hilfe von R demonstriert werden

# Interaktionsmodell mit Dummyvariable
dat$d <- ifelse(dat$x <= 15, 0, 1)
eq_d <- 1m(y ~ xxd, data = dat)

eq_r <- 1m(y ~ x, data = dat)

anova(eq_r, eq_d)

## Analysis of Variance Table
## Model 1: y 7 x

## Model 2: y " x * d

##  Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
## 1 23 764 .47
## 2 21 183.13 2 581.34 33.331 3.046e-07 *x*xx

Da der Chow Test und ein entsprechender F-Test eines Interaktionsmodells mit
Dummy Variablen zu numerisch exakt gleichen Ergebnissen fiihrt ist es eine Frage
der Bequemlichkeit, fiir welches Verfahren man sich entscheidet. Das Dummyva-
riablen Interaktionsmodell bietet mehr Flexibilitdt, kann aber in umfangreicheren
Modellen schnell uniibersichtlich werden. U

Beispiel: Lohngleichung Um ein etwas umfangreicheres Modell zu schétzen grei-
fen wir auf die EU-Silc Daten der Statistik Austria zuriick um eine einfache Lohnglei-
chung zu schitzen. Dabei ist HBA (fiir Hochster BildungsAbschluss) eine kategoriale
Variable (factor)

6

=2

Wenn wir uns z.B. fiir Lohnunterschiede zwischen Ménnern und Frauen interessieren
kénnten wir einfach eine Dummyvariable weibl hinzufiigen. Dies wiirde aber impli-
zieren, dass sich das Geschlecht nur auf das Level (d.h. Interzept) auswirkt, aber dass
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Bildung (HBA) und Erfahrung bei Ménnern und Frauen die gleichen Auswirkungen
haben.

Wenn wir testen mochten, ob es generelle Unterschiede zwischen den Geschlechtern
gibt, kénnen wir getrennte Regressionen fiir Ménner und Frauen rechnen, und mit
Hilfe eines Chow Tests iiberpriifen, ob diese in einem statistischen Sinne signifikant
sind; die Schiatzungen finden Sie in Tabelle B.7]

Der ausfithrliche R Code fiir den Chow Test is

## Stundenlohne: EU-Silc 2018, Statistik Austria

rm(list = 1s())

s <- read.csv2("https://www.hsto.info/econometrics/data/silc2018.csv",
stringsAsFactors = TRUE)

# cat(shQuote(levels(s$HBA)), sep = ", ")
s$HBA <- factor(s$HBA, levels = c( ## levels ordnen
"Pflichtschule",

"Lehre mit Berufsschule",

"Fach- oder Handelsschule",

"Matura",

"Abschluss an einer Universitaet, (Fach-)Hochschule",
"Anderer Abschluss nach der Matura")

# Chow Test

eq_r <- 1m(log(StdL) ~ HBA + Erf + I(Erf~2), data = s)

eq_m <- 1lm(log(StdL) ~ HBA + Erf + I(Erf~2), data = s, subset = weibl == 0)
eq_w <- 1lm(log(StdL) ~ HBA + Erf + I(Erf~2), data = s, subset = weibl == 1)

SSR_u <- deviance(eq_m) + deviance(eq_w)
SSR_r <- deviance(eq_r)

k <- length(coef(eq_r)) ## 8

n <- nobs(eq_r) ## 3298

F_stat <- ((SSR_r - SSR_u)/k) / (SSR_u/(n - 2%k))

## 22.62028
p_val <- 1 - pf(F_stat, k, n-2%k)
## 0O

Die Schatzungen der Lohngleichungen in Tabelle B.7] zeigen, dass alle Koeffizienten
das erwartete Vorzeichen aufweisen, und dass alle Koeffizienten hoch signifikant von
Null verschieden sind.

Die empirische F-Statistik des Chow Tests Femp = 22.62028 (mit p-Wert =
0.000...) sagt uns, dass wenn in der Grundgesamtheit die Koeffizienten von
Ménnern und Frauen gleich sind (also die Nullhypothese richtig ist), und wenn
alle erforderlichen Annahmen erfiillt sind (u.a. die Gauss-Markov Annahmen), dann
wiirden wir bei wiederholten Stichprobenziehungen nur in einer verschwindend ge-
ringen Anzahl von Fillen einen &hnlich extremen Wert der Teststatistik erwarten.

Achtung: Man beachte, dass die Annahmen u.a. ein richtig spezifiziertes Modell
voraussetzen. In diesem Fall koénnen wir davon ausgehen, dass zentrale Variablen

22In fast allen Féllen ist es natiirlich kliiger sich auf Routinen in geeigneten packages zu verlassen.
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Tabelle 5.7: Lohngleichung (EU-Silc 2018, Statistik Austria)
Dependent variable: log(StdL)
Ménner Frauen Alle
(1) (2) (3)
Constant 2.083*** 2.011%** 2.041***
(0.048) (0.043) (0.033)
Lehre mit Berufsschule 0.140*** 0.134*** 0.164***
(0.038) (0.035) (0.026)
Fach- oder Handelsschule 0.275%** 0.307*** 0.276***
(0.048) (0.037) (0.030)
Matura 0.412*** 0.349*** 0.386™**
(0.042) (0.037) (0.028)
Universitaet, FH 0.644*** 0.613*** 0.640***
(0.040) (0.036) (0.027)
Anderer Abschl. nach Matura 0.548*** 0.587*** 0.556***
(0.076) (0.054) (0.045)
Erf 0.030*** 0.023*** 0.025***
(0.003) (0.003) (0.002)
Erf? —0.0004*** —0.0003*** —0.0003***
(0.0001) (0.0001) (0.00005)
Observations 1,579 1,719 3,298
R? 0.306 0.268 0.273
Sum of Squared Resid. 201.076 226.966 451.643
F Statistic 98.787*** 89.699*** 176.165***

Note:

Referenzkategorie: Pflichtschule

*p<0.1; *p<0.05; **p<0.01
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wie z.B. Charakterziige, Intelligenz und &hnliches nicht beriicksichtigt wurden, die
sowohl mit dem Stundenlohn als auch dem Bildungsniveau korreliert sind. Deshalb
sind die Koeffizienten verzerrt und alle Teststatistiken ungiltig!

Hinweis: In diesem Fall ist ein Test mit Interaktionen und anova() deutlich einfacher
und schneller, und obendrein flexibler

eq_r <- 1m(log(StdL) ~ HBA + Erf + I(Erf~2), data = s)
eq_u <- 1m(log(StdL) ~ (HBA + Erf + I(Erf~2) * weibl), data = s)
anova(eq_r, eq_u)

## Analysis of Variance Table

## Model 1: log(StdL) ~ HBA + Erf + I(Erf~2)

## Model 2: log(StdL) ~ weibl * (HBA + Erf + I(Erf~2))
## Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)

## 1 3290 451.64

## 2 3282 428.04 8 23.601 22.62 < 2.2e-16 *x*x*

Damit konnten wir z.B. auch einfach testen, ob sich die Berufserfahrung be: glei-
cher Bildung und bei Beriicksichtigung eines Level-Effekts (d.h. unterschiedliches
Interzept) bei Ménnern und Frauen unterschiedlich auswirkt

eq_erf_r <- 1lm(log(StdL) ~ HBA + Erf + I(Erf~2) + weibl, data = s)
eq_erf_u <- 1m(log(StdL) ~ HBA + weibl * (Erf + I(Erf~2)), data = s)
anova(eq_erf_r, eq_erf_u)

## Analysis of Variance Table

## Model 1: log(StdL) ~ HBA + Erf + I(Erf~2) + weibl
## Model 2: log(StdL) ~ HBA + weibl * (Erf + I(Erf~2))
##  Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

## 1 3289 429.03

## 2 3287 428.69 2  0.34036 1.3049 0.2714

Gegeben allen fritheren Vorbehalten schlieen wir daraus, dass sich bei gegebenem
Bildungsniveau und wenn wir Unterschiede im Interzept zulassen der Unterschied
beim Effekt der Berufserfahrung zwischen Mé&nnern und Frauen nicht statistisch
signifikant von Null verschieden ist. U

Beim klassischen Chow Strukturbruchtest wird die Nullhypothese getestet, ob zwei
Teilstichproben vom gleichen datengenerierenden Prozess erzeugt wurden. Bei Quer-
schnittsdaten beruhen die Teilstichproben oft auf klar unterscheidbaren Gruppen
(z.B. Ménner & Frauen, Lénder, ...), aber bei Zeitreihen ist oft weniger klar, wann
ein Strukturbruch stattgefunden haben koénnte.

Der klassische Chow Strukturbruchtest ist aber nur anwendbar, wenn der Zeitpunkt
des Strukturbruchs a priori bekannt ist P4 Der Quandt-Andrews Test ermdglicht
einen Strukturbruchtest auch in Féllen, in denen der Zeitpunkt eines potentiel-
len Strukturbruchs nicht bekannt ist, und erlaubt dariiber hinaus haufig zugleich
Schétzung des Zeitpunktes eines moglichen Strukturbruchs.

23 Auch bei Querschnittsdaten stellt sich dieses Problem manchmal, wenn die Daten nach einer
Variable sortiert wurden und ein Schwellenwert vermutet wird, ab dem sich der Zusammenhang
dndert.



Angewandte Okonometrie 73

5.4.4 Quandt-Andrews Test auf Strukturbriiche bei unbe-
kannten Bruchzeitpunkten

Die Grundidee des Quandt-Andrews Tests (auch bekannt als ‘Quandt-Likelihood-
Ratio-Statistik’ (QLR) oder auch ‘sup- Wald-Statistik’) ist einfach. Angenommen wir
vermuten, dass ein Strukturbruch zwischen zwei Zeitpunkte ¢; und t, stattgefunden
hat; dann wird einfach fiir jedes Datum zwischen diesen Zeitpunkten ein Chow
Strukturbruchtest durchgefiithrt und die entsprechende F-Statistik berechnet.

Die Quandt-Andrews Statistik (QLR) ist einfach der grofite Wert all dieser F' Sta-
tistiken
QLR = max {F(ty),...,F(t1)}

1 <t<t2

Die Nullhypothese besagt, dass alle Parameter des Regressionsmodells iiber die Zeit
konstant sind.

Die Zeitpunkte ¢; und t5 sollten nicht zu nahe am Anfang oder Ende der Zeitreihe
liegen, da sonst die Eigenschaften dieses asymptotischen Tests sehr schlecht wer-
den. Deshalb wird #; und ¢, hiufig so gewihlt, dass die ersten und letzten 7.5%
der Beobachtungen, die vor ¢; bzw. nach t, liegen, also 15% aller Beobachtungen,
ausgeschlossen werden. Diese 15% werden als ‘trimming value’ bezeichnet.

Allerdings ist diese Quandt-Andrews Statistik (QLR) nicht mehr F' verteilt, da die
grofite einer Reihe von F' Statistiken ausgewéhlt wurde. Die Verteilung héngt unter
anderem von der Anzahl der getesteten Restriktionen, von den ‘trimming Werten’
t1/T und ty /T, usw. ab.

Andrews (1993) konnte die Verteilung dieser Statistik bestimmen und Hansen (1997)
ungefdhre asymptotische p Werte dazu ermitteln. Deshalb ist diese Statistik sehr
einfach anzuwenden. Dariiber hinaus hat sie einige niitzliche Eigenschaften

e Ahnlich wie der Chow Strukturbruchtest kann sie fiir einen Test aller Regressi-
onskoeffizienten oder fiir den Test einer Teilmenge der Koeffizienten verwendet
werden.

e Der Test kann auch Hinweise auf mehrere Strukturbriiche geben. Diese sind
einfach zu erkennen, indem man die Werte der Teststatistiken fiir die einzelnen
Perioden betrachtet.

e Falls es einen offensichtlichen Strukturbruch gibt kann man den Zeitpunkt
mit dem maximalen Wert der F' Statistik als Schétzer fiir den Zeitpunkt des
Strukturbruchs verwenden.

Der Quandt-Andrews Test ist in Stata mit dem Postestimation Befehl estat
sbsingle verfiigbar.

In R ist dieser und eine grofle Zahl weiterer Strukturbruchtests im Packet
strucchange (Zeileis et all, 2002) Zeieis verfiighar.
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5.4.5 Ein allgemeiner Spezifkationstest: Ramsey’s RESET
Test

RESET ist die Abkiirzung fiir Regression Specification Error Test und wurde von
Ramsey (1969) vorgeschlagen. Es ist ein Test fiir Spezifikationsfehler sehr allgemeiner
Art. Heute wird der RESET Test — wenn iiberhaupt — vor allem als Test auf die
korrekte Funktionsform verwendet.

Ist das wahre Modell nicht-linear und wir schétzen irrtiimlich eine lineare Regres-
sionsgleichung, so wird diese nur in kleinen Bereichen die Daten adédquat abbilden.
Eine Einbeziehung von Potenzen der gefitteten Werte von y wiirde die Qualitat der
Schétzung vermutlich verbessern. Auf dieser Grundidee beruht der RESET Test.

Die Durchfithrung des Tests ist (in der einfachsten Form) simpel:

1. Schitze das Modell (z.B. y = B\l + BQZCQ + £) mittels OLS und berechne die
gefitteten Werte von y, d.h. ¢.

2. Schétze die urspriingliche Gleichung und inkludiere zusétzlich (nicht-lineare)
Transformationen von g. Ublicherweise werden Potenzen von g verwendet, also

y =01+ Bawa + B39 + Bay® + &

3. Teste mittels Wald oder LR-Test, ob die Koeffizienten der Transformationen
von ¢ gemeinsam signifikant von Null verschieden sind (z.B. Hy: 3 = 4, =
0).

Ein Vorteil des RESET-Tests besteht darin, dass das Alternativmodell nicht explizit
spezifiziert werden muss. Andererseits ist der Test nicht konstruktiv und gibt keine
Hinweise auf die ‘richtige’ Spezifikation (vgl. (Johnston and Dinardo, 1996, 121),
(Wooldridge, 2005, 308f)).

In R sind mehrere Versionen dieses Tests mit dem Befehl resettest verfiigbar, in
Stata ist er als ovtest implementiert (etwas irrefiihrend als omitted variable test
benannt).
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5.5 Wie vertrauenswiirdig sind publizierte Hypo-
thesentests?

Von Ehen sagt man, dass sie im Himmel geschlossen, aber auf Erden ausgetragen
werden. Ahnlich verhilt es sich mit Hypothesentests, die Theorie wurde ohne Zweifel
von Genies entwickelt, aber ihre Anwendung auf Erden ist nicht immer iiber jeden
Zweifel erhaben.

Es gibt eine ganze Reihe von Griinden, warum man bei Hypothesentests, deren
genaues Zustandekommen man nicht kennt (was bei praktisch allen publizierten
Studien der Fall ist) skeptisch bleiben sollte.

5.5.1 Fehlspezifikationen und nicht identifizierte Modelle

Wir haben schon frither betont, dass der ‘wahre’ datengenerierende Prozess (DGP)
nicht beobachtbar ist. Um diesen schéitzen zu konnen miissen wir aber Annahmen
dariiber treffen, wie er aussieht, wir miissen eine Spezifikation wahlen. Wenn wir
dabei wichtige Variablen iibersehen, eine falsche Funktionsform unterstellen, oder
‘feed-back’ Mechanismen {ibersehen, fiihrt dies zu einer Fehlspezifikation und die
resultierenden Schétzer sind weder erwartungstreu noch konsistent.

Auflerdem haben wir bisher immer vollig selbstversténdlich echte Zufallsstichproben
unterstellt. Tatsédchlich kénnen solche fast nur in Lehr- und Mérchenbiichern beob-
achtet werden. In vielen Féllen ist es fast ein Ding der Unmoéglichkeit eine echte
Zufallsstichprobe zu ziehen und — bei Befragungen — immer ehrliche Antworten zu
erhalten. Verzerrte Stichproben fithren zu verzerrten Ergebnissen, und daran kann
kein Hypothesentest etwas dndern!

Selbstverstindlich sind auch die Teststatistiken solcher fehlspezifizierter Modelle
vollig wertlos.

Ein verwandtes Problem sind nicht identifizierte Modelle. Zur Erinnerung, bei nicht
identifizierten Modellen reicht selbst die Kenntnis der ‘wahren’ gemeinsamen Vertei-
lung der relevanten Variablen nicht aus um die interessierenden Parameter konsistent
schitzen zu konnen. Schitzungen sowie Hypothesentests solcher nicht identifizierter
Modelle kénnen nicht interpretiert werden und sind ebenfalls wertlos.

Statistische Tests setzen korrekt spezifizierte und identifizierbare Modelle voraus.
Sind die Modelle falsch spezifiziert sind die Tests nicht interpretierbar. Um Hinweise
fiir eine moglichst korrekte Spezifikation zu finden ist theoretisches Nachdenken
unumganglich.

Ohne theoretischer Vorarbeit kann auch leicht passieren, was ein beriihmter Stati-
stiker einmal einen Typ III Fehler nannte.

“In 1948, Frederick Mosteller (1916-2006) argued that a ‘third kind of
error’ was required to describe circumstances he had observed, namely:

e Type I error: ‘rejecting the null hypothesis when it is true’.

e Type II error: ‘accepting the null hypothesis when it is false’.
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e Type III error: ‘correctly rejecting the null hypothesis for the wrong

reason’.”

Ein nettes Beispiel fiir einen solchen ‘Type III error’ liefert die Medizin?9

“Selbstversuche haben in der Medizin Tradition. An die Grenze der
menschlichen Belastbarkeit ging dabei der angehende Arzt Stubbins
Ffirth am Anfang des 19. Jahrhunderts. Er war iiberzeugt, dass Mala-
ria nicht ansteckend ist, sondern auf iiberméflige Hitze, Essen und Léarm
zuriickzufiithren sei.

Um seine These zu erhérten, setzte er sich selbst der Krankheit aus.
Zuerst brachte er nur kleine Mengen von frischem Erbrochenem in sich
selbst zugefiigte kleine Kratzer ein. Danach tropfte er kleine Mengen in
seine Augen. Am Ende der Testreihe af§ er die frischen Exkremente eines
Kranken. Wie durch ein Wunder blieb er tatséchlich gesund. Er sah seine
Behauptung somit belegt.”

Der wackere Stubbins Ffirth konnte damals nicht wissen, dass die Malaria durch
den Biss der weiblichen Stechmiicke Anopheles iibertragen wird, sein heldenmiitiger
Verzehr frischer Exkremente lieferte offensichtlich keinen Beweis fiir die Richtigkeit
seiner Hypothese, dass Hitze, Larm und schlechtes Essen die Ursache fiir die Malaria
sei.

Im 6konometrischen Sinne ist ihm ein Spezifikationsfehler unterlaufen. Selbst wenn
er entsprechende Beobachtungsdaten gesammelt und einen Hypothesentest durch-
gefithrt hatte, hdatte ihm dies wenig geholfen. Er hitte genauso festgestellt, dass Hitze
die Wahrscheinlichkeit an Malaria zu erkranken statistisch signifikant erhéht, weil
er nicht beriicksichtigte, dass die Anopheles Miicke vorwiegend in heiflen Gegenden
vorkommt (‘omitted variable bias’).

5.5.2 Data- and Estimator Mining (p-hacking)

Die Theorie der Hypothesentests beruht darauf, dass eine a priori festgelegte Null-
hypothese einmalig mit den Daten konfrontiert wird.

Da die Grundgesamtheit (bzw. der ‘wahre’ datengenerierende Prozess) nicht be-
obachtbar ist, ist die Versuchung grof}, verschiedene Spezifikationen ‘zu probieren’.
Wenn wir bei einem Signifikanzniveau von 5% hundert Spezifikationen ‘probieren’
miissen wir damit rechnen, in fiinf Féllen die Nullhypothesen irrtiimlich zu verwer-
fen (Typ I Fehler). Es sollte klar sein, dass derart zustande gekommene Ergebnisse

wertlos sind (vgl. Abb. 5.24)).

Ein verwandtes Problem entsteht, wenn man verschiedene Schétz- und Testverfahren
probiert und anschliefend die statistisch signifikanten Ergebnisse selektiert.

2zitiert aus Wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/Type_I_error; Quelle: Mosteller, F., A
k-Sample Slippage Test for an Extreme Population, The Annals of Mathematical Statistics, Vol.19,
No.1, (March 1948), pp.58-65.

25Ein Vorschlag fiir einen Typ IV Fehler stammt von dem Harvard Okonom Howard Raiffa,
“solving the right problem too late”.

26zitiert aus http://science.orf.at/science/news/149922, [05.11.2007].
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Nach [Leeb and Pétscher (2008) fithrt die Auswahl von Modellen anhand von vor-
ausgehenden Tests (z.B. Modellselektionskriterien wie das R? oder Aikaike Infor-
mationskriterium) dazu, dass die Schiatzung von Parametern aus solchen Modellen
nicht einmal konsistente Ergebnisse liefert, wenn die Schitzung auf der gleichen
Datengrundlage erfolgt wie die Modellselektion 27

Publizierten Resultaten von Hypothesentests kann man nicht ansehen, wie sie zu-
stande gekommen sind, und es ist offensichtlich, dass der ‘publish or perish’ Druck
viele Forscher verleitet, gezielt nach signifikanten Ergebnissen zu suchen.

Dies ist natiirlich ein altbekanntes Problem, so warnt die American Statistical Society
in ihren ‘Fthical Guidelines for Statistical Practice’

“Running multiple tests on the same data set at the same stage of an
analysis increases the chance of obtaining at least one invalid result. Se-
lecting the one ‘significant’” result from a multiplicity of parallel tests
poses a grave risk of an incorrect conclusion. Failure to disclose the full
extent of tests and their results in such a case would be highly mislea-
ding.”

(http://www.amstat.org/about/ethicalguidelines.cfm)

Ein verwandtes Problem ist das so genannte ‘outcome switching’. Im Juli 2012
verhéngten amerikanische Behorden eine Rekordstrafe von drei Milliarden (!) US-
Dollar iiber den Pharmakonzern GlaxoSmithKline (GKS). Was war geschehen? In
einer Versuchsreihe — der mittlerweile beriihmten Studie 329 — wurde ein Psycho-
pharmaka (Paxil) auf die Wirksamkeit in Bezug auf auf acht a priori festgelegte

27“We consider the problem of estimating the unconditional distribution of a post-model-selection
estimator. The notion of a post-model-selection estimator here refers to the combined procedure
resulting from first selecting a model (e.g., by a model-selection criterion such as the Akaike infor-
mation criterion [AIC] or by a hypothesis testing procedure) and then estimating the parameters in
the selected model (e.g., by least squares or maximum likelihood), all based on the same data set.
We show that it is impossible to estimate the unconditional distribution with reasonable accuracy
even asymptotically. In particular, we show that no estimator for this distribution can be uniformly
consistent (not even locally)” (Leeb and Pétscher, 2008).
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Abbildung 5.23: Die iibliche Schétz- und Testtheorie setzt eine korrekte Spezifi-
kation voraus. Wenn die Spezifikationssuche datengetrieben ist
und auf den gleichen Daten wie die Schétzung beruht kénnen die
iiblichen Verfahren fehlerhafte Ergebnisse liefern; siche Diskussi-
on zu ‘pretest estimators’, z.B. Danilov_and Magnus (2004)

Ergebnis-Variablen gemessen. Es zeigte sich, dass das Medikament in keiner dieser
acht Variablen signifikant bessere Ergebnisse erzielte als Placebos.

Darauf hin entschieden sich die Forscher einen Zusammenhang mit 19 weiteren Va-
riablen zu testen, und fanden in vier Féllen tatséchlich signifikante Ergebnisse. In
der Publikation wurden die fritheren Versuchsreihen verschwiegen und vorgegeben,
dass diese vier signifikanten Ergebnisse von vornherein festgelegt worden wéren.

Spéater zeigte sich, dass dieses Medikament nicht nur wirkungslos in Bezug auf diese
vier selektierten Ergebnisse war, sondern obendrein schwere Nebenwirkungen hatte.
(The Economist, Mar 26th 2016, Clinical trials: For my next trick. .. )

Eine spezielle Gefahr des ‘data mining” besteht darin, dass ex post fast jedes Resultat
‘plausibel’ erklért werden kann. Nach F. Nietzsche sind Uberzeugungen die griferen
Feinde der Wahrheit als Liigen!

Der Psychologe und Wirtschaftsnobelpreistrager [Kahneman (2013, 85) nennt un-
ser schnelles, intuitives Denken “a machine for jumping to conclusions”. Dies ist
besonders gefiahrlich, wenn Ergebnisse kausal interpretiert werden. Hypothesentests
alleine konnen nie Kausalitdten bestétigen, sondern bestenfalls Assoziationen.

Auf diese Gefahr wird manchmal mit dem Schlagwort ‘avoid HARKing” verwiesen,
wobei der Begriff HARKing ein englisches Akronym fiir “Hypothesizing After the
Results are Known” ist.

28

http://www.economist.com/news/science-and-technology/21695381-too-many-medical-trials-move-their-goalposts-halfway-through-new-initiative
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Abbildung 5.24: Data-mining, p-hacking
Quelle: XKCD, https://xkcd.com/882/
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Erschwert wird dieses Problem noch dadurch, dass Forscher wie alle anderen Men-
schen ‘Fehlwahrnehmungen’ unterliegen, wie z.B. dem berithmten ‘confirmation bi-
as’. Nach George Box neigen Forscher manchmal dazu, sich wie Kiinstler in ihre
Modelle zu verlieben. Uberfliissig zu erwihnen, dass dies den klaren Blick triiben
kann.

Bereits dem Pionier des empirischen Denkens, Sir Francis Bacon (1561 — 1626), war
dies offensichtlich nicht fremd, er schreibt

“The human understanding when it has once adopted an opinion |...]
draws all things else to support and agree with it. And though there be a
greater number and weight of instances to be found on the other side, yet
these it either neglects and despises, or else by some distinction sets aside
and rejects, in order that by this great and pernicious predetermination
the authority of its former conclusion may remain inviolate.” (Francis
Bacon, Novum Organon, XLVI, 1620)

5.5.3 Niedrige Power und Publikationsbias

Ein spezielles Problem besteht darin, dass viele Menschen ein Problem haben be-
dingte Wahrscheinlichkeiten richtig zu interpretieren.

In einem korrekt durchgefithrten Hypothesentest gibt uns der Typ I Fehler die Wahr-
scheinlichkeit dafiir an, dass die empirische Teststatistik in den Verwerfungsbereich
fallt, wenn die Nullhypothese richtig ist.

In der Regel interessieren wir uns aber fiir eine ganz andere Frage, ndmlich wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nullhypothese falsch ist, wenn die empirische
Teststatistik in den Verwerfungsbereich fdllt! Das ist offensichtlich eine ganz andere
Frage, auf die uns ein einfacher Hypothesentest keine Antwort gibt.

Der Economist (Oct 19th 2013) erkliart das Problem anhand eines einfachen Zah-
lenbeispiels, siche Abbildung

Nehmen wir an es gibt 1000 zu testende Hypothesen, und 100 dieser (Alternativ-)
Hypothesen seien tatsédchlich wahr, die restlichen 900 falsch.

Die Forscherin weif3 dies natiirlich nicht, sie testet alle 1000 Hypothesen. Von den
tatsédchlich falschen 900 Hypothesen wird sie irrtiimlich 45 als richtig klassifizieren
(5% von 900, Typ I Fehler).

Wenn der gewéhlte Test eine (sehr gute) Power von 0.8 hat (also 80% der tatséchlich
wahren Hypothesen auch als wahr erkennt) wird sie 20% der 100 tatséchlich richtigen
Hypothesen irrtiimlich verwerfen. Sie glaubt also 80+ 45 = 125 richtige Hypothesen
vorliegen zu haben, davon sind aber 45, das sind 36%, tatséchlich falsch!

Ein besseres Ergebnis wiirde sie erzielen, wenn sie die nicht signifikanten Ergebnisse
ansehen wiirde. In 875 (= 1000 — 125) Féllen wird die Hypothese verworfen, bei
einer Power von 0.8 in nur 20 Féllen davon zu unrecht, was einer Trefferquote von
fast 98% entspricht. Aber negative Resultate fallen hdufig dem ‘Publication Bias’
zum Opfer.

Hinweis:” Dieses Resultat kann man auch allgemeiner mit Hilfe des Satzes von
Bayes zeigen.

Sei
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I Unlikely results

How a small proportion of false positives can prove very misleading

False M True M False negatives M False positives

1. Of hypotheses
interesting
enough to test,
perhaps onein
ten will be true.
Soimagine tests

2.Thetests have a
false positive rate
of 5%. That means
they produce 45
false positives (5%
0f 900). They have

3. Not knowing
whatis false and
whatis not, the
researcher sees
125 hypotheses as
true, 45 of which

on 1,000 a power of 0.8, so are not.

hypotheses, they confirm only The negative

100 of which 80 of the true results are much

are true. hypotheses, more reliable—but
producing 20 false unlikelyto be
negatives. published.

Source: The Economist

Abbildung 5.25: Unreliable research: Trouble at the lab; Quelle: The Economist,
Oct 19th 2013
https://youtu.be/TosyACdsh-g

e A das Ereignis die ‘Nullhypothese ist falsch’ (also ist die interessierende Alter-
nativhypothese richtig),

e B das Ereignis, die ‘empirische Teststatistik fallt in den Verwerfungsbereich’
(d.h. die Forscherin wird die Nullhypothese verwerfen).

Damit konnen wir die Wahrscheinlichkeit fiir einen Typ I Fehler und fiir die Power
definieren.

Der Typ I Fehler gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass bei einer neuerlichen
Ziehung die empirische Teststatistik in den Verwerfungsbereich fallt, wenn die Null-
hypothese richtig ist. Da eine richtige Nullhypothese das Komplementérereignis zur
falschen Nullhypothese ist konnen wir schreiben

P(Typ I Fehler) = P(B|A)

Ein Typ II Fehler gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass die empirische Test-
statistik nicht in den Verwerfungsbereich fillt, wenn die Nullhypothese falsch ist,
also P(B|A). Die Power eines Tests ist die Gegenwahrscheinlichkeit fiir einen Typ
IT Fehler, also

Power = 1 — P(B|A) = P(B|A)

Die Power gibt also die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass bei einer tatséchlich
falschen Nullhypothese die empirische Teststatistik in den Verwerfungsbereich fillt,
ist also ein Ma#B fiir die Treffsicherheit eines Tests.
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Wir interessieren uns aber meist nicht fiir die Wahrscheinlichkeit eines Typ I Feh-
lers, das heifit die Wahrscheinlichkeit, dass die empirische Teststatistik in den Ver-
werfungsbereich fillt, wenn die Nullhypothese richtig ist P(B|A), sondern fiir die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Nullhypothese tatsdchlich falsch ist, wenn die
empirische Teststatistik in den Verwerfungsbereich fillt, also fir P(A|B).

In anderen Worten, wir mochten wissen wie grofi die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,

dass die Nullhypothese wirklich falsch ist, gegeben wir beobachten eine signifikante
Teststatistik. Dies ist offensichtlich eine komplett andere Frage!

Wenn wir zusétzliche Information haben, nédmlich die Power des Tests und die a
priori Wahrscheinlichkeit P(A) kennen, kénnen wir diese Frage mit Hilfe des Satzes
von Bayes beantworte

P(AIB) = P(B|A)P(A)
~ P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)

Dazu bendétigen wir zusétzlich die Information P(A), d.h. die a priori Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass eine zuféllig gezogene Nullhypothese falsch ist (bzw. den Anteil
aller falschen Nullhypothesen an der Grundgesamtheit aller ‘testwiirdigen” Nullhy-
pothesen). Im folgenden Beispiel werden wir (wie vorhin im Beispiel des Economist)
P(A) = 0.1 annehmen.

Wenn wir aulerdem iibliche Werte fiir die Wahrscheinlichkeit eines Typ I Fehlers
und die Power annehmen,

P(Typ I Fehler) = P(B|A) = 0.05

Power = P(B|A) = 0.8
P(A) = 0.1
und einsetzen erhalten wir
0.8 x0.1
P(A|B) = = 0.64

~ 0.8x0.140.05%x0.9

Das bedeutet, dass gegeben die empirische Teststatistik fallt in den Verwerfungs-
bereich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Nullhypothese tatséichlich falsch ist,
lediglich 64 Prozent betréagt.

Im Umkehrschluss bedeutet dies, dass unter obigen Annahmen die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass bei einer gegebenen signifikanten Teststatistik die Nullhypothese
trotzdem richtig ist, 36% (1 — 0.64 = 0.36) betrégt!

Dabei ist eine Power von 0.8 und eine a priori Wahrscheinlichkeit P(A) = 0.1 noch
ziemlich optimistisch, wenn die Power nur 0.6 ist und P(A) = 0.05 zeigen bereits 61%

29Die einfache Version des Satzes von Bayes folgt unmittelbar aus der Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit

_ PAnB)  ZEGEPA)  pBlA) P(A)
PAB = =pE =~ Pm)  — P(B)

Da A und A eine Partition bilden folgt aus dem Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit P(B) =
P(B|A)P(A) + P(B|A) P(A).
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aller Hypothesentest ein irrefithrendes Ergebnis (d.h. die Nullhypothese ist richtig
obwohl die empirische Teststatistik in den Verwerfungsbereich fallt). [

Dieses Problem wird durch den ‘Publication Bias’ noch vergréflert. Der ‘Publication
Bias’ besteht darin, dass Referees und Zeitschriften héufig nur signifikante Ergebnis-
se als publikationswiirdig erachten. Dies kann dazu fiithren, dass ein vollig verzerrtes
Bild der signifikanten Ergebnisse entsteht.

5.5.4 Statistische Signifikanz und Kausalitét

Anfanger machen manchmal den Fehler, statistisch signifikante Zusammenhénge mit
Kausalitdt zu verwechseln. Dies ist natiirlich volliger Unsinn, ein Hypothesentest
alleine kann uns nichts iiber mogliche Kausalitédtsbeziehungen verraten.

Hypothesentests wurden ausschliefllich entwickelt um Stichprobenfehler (‘sampling
errors’) zu berticksichtigen, und dies vor allem fiir Experimente. Bereits R.A. Fisher
war klar, dass die Rechtfertigung einer moglichen Kausalitdtsbeziehung aus dem
‘Design of Experiments’ (1935) herrithren muss, reine Hypothesentests sind dazu
ungeeignet,.

Ein Beispiel soll dies verdeutlichen: Angenommen, eine Regression zwischen Wer-
beausgaben x und Umsétzen y liefert einen positiven und statistisch signifikanten
Koeffizienten fiir die Werbeausgaben.

Ko6nnen wir daraus schliefen, dass hohere Werbeausgaben = hohere Umsétze y ver-
ursachen?

Dazu iiberlegen wir, welche mogliche Ursachen fiir eine beobachtete Korrelation
zwischen Werbeausgaben x und Umsétzen y denkbar sind:

e 1 ist die Ursache fiir y: hohere Werbeausgaben fiithren zu hoheren Umsétzen.

e y ist die Ursache fiir x: (reverse causality) hohere Umsitze ermoglichen die
Finanzierung zusétzlicher Werbeausgaben.

Auch bei Simultanitédt, z.B. wenn das Angebot und Nachfrage nach Wer-
bung durch zwei interdependente Gleichungen beschrieben wird, fithrt die OLS
Schétzung einer Einzelgleichung zu falschen Ergebnissen.

e - ist eine gemeinsame Ursache fiir = und y: (confounding variable, Scheinkor-
relation), z.B. eine gute Konjunktur fithrt zu steigenden Umsédtzen und zu
steigenden Werbeausgaben ( ‘omitted variable’).

e Die Korrelation kénnte durch eine verzerrte Stichprobe, Selbstselektion oder
dhnliches zustande gekommen sein.

e Die Korrelation zwischen x und y tritt in einer perfekten Zufallsstichprobe
rein zufillig auf: dies — und nur dieser Fall — sollte durch einen statistischen
Test erkennbar sein.

Obwohl statistische Signifikanz offensichtlich in keiner Weise eine hinreichende Be-
dingung fiir eine mogliche Kausalitidtsbeziehung ist, wird man trotzdem statistische
Signifikanz fordern, um den letzten der obigen Félle kontrolliert klein zu halten,
namlich die Moglichkeit eines zufélligen Stichprobenfehlers.
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Abbildung 5.26: Kausalitit Quelle: XKCD, https://xkcd.com/925/

5.5.5 Statistische Signifikanz versus ‘Relevanz’ einer Varia-
blen

Manchmal wird statistische Signifikanz mit der Bedeutung einer Variable verwech-
selt (Effektstarke). Statistische Signifikanz sagt nichts dariiber aus, ob die Grofe des
gemessenen Koeffizienten auch praktisch relevant ist. Da der geschétzte Koeffizient
auch von der Dimension abhéngt, in der die Variablen gemessen wurden, kann es
manchmal niitzlich sein, den Koeffizienten einer Variable mit dem Mittelwert dieser
Variable zu multiplizieren (b,7), um einen Eindruck von der quantitativen ‘Bedeu-
tung’ einer Variable zu bekommen. Ein Zusammenhang kann zwar statistisch hoch
signifikant sein, aber fiir praktische Zwecke trotzdem vollig bedeutungslos sein!

Zu beachten ist auch der Zusammenhang zwischen Stichprobengréfie und statisti-
scher Signifikanz. In sehr groflen Stichproben sind selbst winzige Unterschiede oft
statistisch signifikant, und es kann fast jede Nullhypothese verworfen werden, z.B.
fiir den ¢-Test R

B b
03, 0

firm—00: t=

Wie bereits erwahnt sind statistische Signifikanz und 6konomische Bedeutung (Re-
levanz) zwei verschiedene Paar Schuhe.

Die Giiltigkeit von Test héngt von einer Reihe von Annahmen ab, die oft schwer zu
iiberpriifen sind, z.B.

e ist die vorliegende Stichprobe tatséchlich eine Zufallsstichprobe, oder ist ein
sample selection bias zu befiirchten?

e ist die der Hypothese zugrunde liegende Kausalitétsvorstellung tatsidchlich an-
gebracht, oder ist simultane Kausalitdt zu befiirchten?

e wurden alle relevanten Einflussfaktoren beriicksichtigt, oder kénnte das Ergeb-
nis durch eine unbeobachtete Variable verursacht worden sein (omitted variable
bias)?

® USW.


https://xkcd.com/925/
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Ein Hypothesentest nach Neyman-Pearson ist in erster Linie eine Entscheidungs-
regel, aber diese Entscheidungsregel ist nur anwendbar, wenn sie auf zutreffender
Information beruht. Ein simpler Hypothesentest alleine kann nicht zwischen Schein-
korrelationen und Kausalitdt unterscheiden, dazu bedarf es mehr. Erinnern Sie sich,
die erste Tugend einer Wissenschaftlerin ist Skepsis. Fragen Sie sich stets ‘was konnte
das Ergebnis, dass Sie zu sehen glauben, sonst verursacht haben als das, was Sie zu
sehen wiinschen?’

Tests konnen — verniinftig angewandt — ein sehr méchtiges und niitzliches Werkzeug
sein, aber man kann damit auch ziemlich viel Unfug treiben.

Zusammenfassend: Blindes Vertrauen ist meistens dumm. Blindes Vertrauen in
einen statistischen Test ist davon keine Ausnahme.

Hinweis: Fiir einen kritischen Uberblick iiber die Verwendung von Indikatoren fiir
die Unsicherheit von Schéatzungen siehe Imbens (2021) (Wirtschaftsnobelpreis 2021)
https://www.aeaweb.org/articles?id=10.1257/jep.35.3.157.

THE DATA CLEARLY PROVES THAT—

ARE YOU INDIANA JONES?

BECAUSE YOUVE GOT A
LOT OF ARTIFACTS THERE,
AND TM PRETF SURE YOU
DIDNT HANDLE. THEM RIGHT,

k}
&

Quelle: https://xkcd.com/1781/


https://www.aeaweb.org/articles?id=10.1257/jep.35.3.157
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