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Kapitel 4

OLS-Schatzfunktionen: deren
Eigenschaften und Standardfehler

“Die Mathematik ist eine Art Spielzeug,
welches die Natur uns zuwarf zum Troste
und zur Unterhaltung in der Finsternis.”

(Jean le Rond d’Alembert, 1717 - 1783)

4.1 Einfiihrung

Worum geht’s? Wir haben im letzten Kapitel gesehen, wie wir die gemeinsame Ver-
teilung mehrerer Zufallsvariablen durch eine PRF (population regression function)
beschreiben kénnen, oder in anderen Worten, durch eine lineare Approximation an
die bedingte Erwartungswertfunktion (CEF, conditional expectation function). Un-
ser Interesse gilt den Parametern dieser Funktion, z.B. dem Steigungskoeffizienten
(5. Diese Parameter sind unbeobachtbar, aber wir konnen eine Stichprobe aus der
gemeinsamen Verteilung (dem datengenerierenden Prozess) beobachten. In Abbil-
dung 4.l haben wir intuitiv gezeigt, wie wir von diesen Stichproben-Beobachtungen
sowohl zu einer empirischen Schdtzung (z.B. by) als auch zu einer theoretischen
Schitzfunktion (z.B. 52) kommen[]

Eine Schéitzfunktion ist eine Zufallsvariable und hat als solche eine Dichtefunktion,
die wir Stichprobenkennwertverteilung (sampling distribution) nennen.

Um diese Stichprobenkennwertverteilung wird es in diesem Kapitel hauptséchlich
gehen, vor allem um deren ersten beiden Momente, den Erwartungswert und die
Varianz. Diese werden wir dann im néchsten Kapitel u.a. fiir Hypothesentests und
Konfidenzintervalle benotigen.

4.1.1 Erwartungstreue, Effizienz und Konsistenz

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir mogliche Zusammenhénge zwischen Pa-
rametern der PRF (population reression function) und den Momenten der Stichpro-
benkennwertverteilung.

Konkret werden wir uns vor allem fiir drei Fragen interessieren

!Die aus der Stichprobe berechnete Schitzung interpretieren wir als eine Realisation der
Schétzfunktion, die eine Zufallsvariable ist.
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Abbildung 4.1: Vom datengenerierenden Prozess zur Stichprobenkennwertvertei-
lung (vom letzten Kapitel iibernommen)

1. liefert die OLS Schétzfunktion im Durchschnitt ‘richtige’ Resultate? Oder et-
was préaziser formuliert, unter welchen Bedingungen ist der Erwartungswert
der Stichprobenkennwertverteilung gleich dem wahren Parameter der linearen
CEF (conditional expectation function)? Dies ist die Frage nach der Erwar-
tungstreue der OLS Schétzfunktion.

Falls Schétzfunktionen nicht erwartungstreu sind, nennt man sie verzerrt, oder
man sagt, sie haben einen Bias.

2. Wie ‘genau’ sind die Schatzungen mit Hilfe von OLS Schétzfunktionen? Oder
wieder etwas préziser formuliert, falls die Bedingungen fiir die Erwartungs-
treue erfiillt sind, unter welchen zusétzlichen Bedingungen liefern die OLS
Schétzfunktionen eine ‘grofitmogliche’ Genauigkeit? Dies ist die Frage nach
der Effizienz einer Schitzfunktion.

Unser Indikator fiir Genauigkeit wird die Standardabweichung der Stichpro-
benkennwertverteilung sein, und die Standardabweichung einer Schatzfunktion
werden wir in Zukunft Standardfehler nennen. Um obige Frage beantworten
zu kénnen, miissen wir zuerst eine Schatzfunktion fiir diese Standardfehler von
OLS Schétzfunktionen entwickeln.

3. Schliellich werden wir der Frage nachgehen, unter welchen Bedingungen
Schétzfunktionen mit zunehmender Stichprobengriffe immer genauer werden.

Diese Frage mag auf den ersten Blick etwas befremdlich erscheinen, aber wir
werden spéter sehen, dass diese in der Okonometrie eine extrem wichtige Rolle
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spielt. Etwas salopp formuliert, Schéatzfunktionen, die mit zunehmender Stich-
probengréfle immer genauere Ergebnisse liefern, nennt man konsistent. Um die
Konsistenz von Schatzfunktioen wird es im letzten Abschnitt dieses Kapitels
gehen.

Bevor wir uns an die Arbeit machen werden wir nochmals kurz diese Eigenschaften
reflektieren, indem wir in Abbildung Schétzfunktionen mit SchieSgewehren ver-
gleichen. Auf jede dieser drei Zielscheiben werde mit einem unterschiedlichen Gewehr
geschossen, und wir vergleichen die Eigenschaften dieser drei SchieBgewehre.

Abbildung 4.2: Eigenschaften von Schéitzfunktionen, Vergleich mit Schielgewehr;
1) erwartungstreu und effizient, 2) erwartungstreu, aber nicht ef-
fizient, 3) verzerrt, also auch nicht effizient.

Die ersten beiden Gewehre (linke und mittlere Zielscheibe) treffen beide ‘im Durch-
schnitt’ richtig, beide Schétzfunktionen sind erwartungstreu. Aber offensichtlich trifft
das erste Gewehr genauer als das zweite; wir sagen, die erste Schétzfunktion ist im
Verhdltnis zur zweiten effizient. Effizienz bezieht sich immer auf einen Vergleich.
Spéater werden wir die Bedingungen ableiten, unter denen OLS Schétzfunktionen
genauer sind als alle anderen linearen und unverzerrten Schitzfunktionen (dies ist
der bekannte Gauss-Markov Beweis).

Das dritte Gewehr hat zwar einen sehr kleinen Streukreis, aber es schiefit offen-
sichtlich systematisch daneben (wenngleich in diesem Beispiel nur um ein bisschen).
Solche Schétzfunktionen werden wverzerrt (‘biased’) genannt, und genieflen in der
Okonometrie im Allgemeinen kein sehr hohes Ansehen.

Fiir die Beweise der Erwartungstreue und Effizienz wird die Stichprobengréfie keine
Rolle spielen, sie sollen fiir jede beliebige Stichprobengrofie gelten, also auch fiir
kleine Stichproben, und werden deshalb héufig ‘Kleine Stichprobeneigenschaften’
genannt.

Im Unterschied dazu wird bei der dritten Eigenschaft der Konsistenz untersucht, ob
die Genauigkeit der Schétzfunktion bei einer Vergrifferung der Stichprobe zunimmt.
Fiir diesen Beweis benétigen wir eine asymptotische Analyse, d.h. wir untersuchen
wie sich die Treffsicherheit verdndert, wenn die Stichprobengréfie gegen Unendlich
geht. Deshalb wird die Eigenschaft der Konsistenz eine asymptotische Eigenschaft
genannt.
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Die Eigenschaft der Konsistenz lédsst sich im Beispiel mit dem Schiegewehr nicht
so gut darstellen, aber von einem Schiegewehr wiirden wir erwarten, dass dessen
Genauigkeit mit abnehmendem Abstand zur Zielscheibe zunimmt. In einem etwas
schiefen Vergleich wiirden wir von einer guten Schéatzfunktion erwarten, dass die Ge-
nauigkeit mit zunehmender Stichprobengriffe zunimmt. Diese Eigenschaft der Kon-
sistenz lasst sich hdufig unter deutlich weniger restriktiven Bedingungen beweisen als
die ersten beiden Eigenschaften der Erwartungstreue und Effizienz. Deshalb spielt
die Konsistenz in der Okonometrie eine zentrale Rolle.

Neben diesen drei Eigenschaften der Erwartungstreue, Effizienz und Konsistenz gibt
es einige weitere Eigenschaften von Schitzfunktionen (z.B. Suffizienz, asymptotische
Effizienz, asymptotische Erwartungstreue), die wir hier allerdings nicht weiter dis-
kutieren werden.

4.2 Erwartungstreue von OLS Schitzfunktionen

Zuerst wollen wir untersuchen, ob OLS Schétzfunktionen den wahren Parameter
einer E@RF zumindest @m Durchschnitt richtig treffen, z.B. fiir den Steigungskoeffi-
ziente

SN 2
E(B2) = B2
Analoges gilt natiirlich auch fiir andere Parameter, z.B. die Varianz der Storterme

o2 (dh. E(62) = 02), aber wir werden uns vorerst auf die OLS Koeffizienten kon-
zentrieren.

Diese Frage scheint auf den ersten Moment unbeantwortbar, erinnern wir uns an
Abbildung 4.1] weder die Parameter der PRF noch die Stichprobenkennwertvertei-
lungen der entsprechenden Schétzfunktionen sind beobachtbar, wie sollen wir diese
also vergleichen kénnen?

Genaueres Nachdenken zeigt allerdings, dass wir die Frage nur etwas préziser stellen
miissen um zu fruchtbaren Schlussfolgerungen zu gelangen. Anstelle zu fragen ob dies
gilt, sollten wir uns besser fragen, welche Bedingungen erfillt sein miissen, damit
dies gilt.

Welche Beziehung herrscht zwischen dem wahren Parameter der PRF (Grundge-
samtheit) und dem Erwartungswert der entsprechenden Schéitzfunktion, wie kénnen
wir diese modellieren?

Wie schon erwithnt wollen wir die Uberlegungen am Beispiel des OLS Steigungsko-
effizienten erlautern. Die OLS Schétzfunktion dafiir ist
5 _ cov(z,y)
var(z)
In dieser Schitzfunktion kommt der wahre Parameter 3, nicht vor. Aber wenn die
PRF eine korrekte Beschreibung des datengenerierenden Prozesses (DGP) darstellt,
dann kénnen wir einfach die

PRF y:ﬁl—Fﬁzx—Fé'

2Wir erinnern uns, //8\2 ist eine Zufallsvariable und hat eine Stichprobenkennwertverteilung (ein

Spezialfall einer Dichtefunktion), und E(Bg) ist das erste Moment dieser Verteilung, also eine fixe,
aber unbeobachtbare Zahl!
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in die OLS Schétzfunktion einsetzen, und wir erhalten einen Zusammenhang zwi-
schen [y und [,
y
— f_/H
cov | x, (B + Pox + )

~

Bo =

var(z)

Damit wir so vorgehen konnen, miissen zwei Bedingungen erfiillt sein: erstens muss
die PRF den datengenerierenden Prozess (DGP) korrekt beschreiben, und zweitens
muss fiir die OLS Schéatzfunktion eine eindeutige Losung existieren!

Im Beispiel mit dem Steigungskoeffizienten ist z.B. offensichtlich, dass fiir var(z) = 0
keine eindeutige Losung existiert, weil 35 = cov(z, y) /\73\1'(.%)@

Man kann allgemeiner zeigen, dass fiir die Existenz einer eindeutigen Losung die
Anzahl der Beobachtungen n mindestens so grof§ sein muss wie die Anzahl der zu
schitzenden Koeffizienten k (d.h. n > k), und dass dariiber hinaus keine exakte
lineare Abhéngigkeit zwischen den Regressoren existieren darf (d.h. kein Regressor
darf als Linearkombination der restlichen Regressoren darstellbar sein; niheres dazu
im Kapitel zur Matrixschreibweise).

Dariiber hinaus wollen wir lediglich zur Vereinfachung annehmen, dass die Elemente
der z Variable deterministisch (also keine Zufallsvariablen) sind. Was dies bedeutet
und welche Implikationen dies hat werden wir gleich erldutern, im Moment halten wir
nur fest, dass die Darstellung fiir deterministische x deutlich einfacher ist, und dass
die meisten der folgenden Aussagen unter einem etwas erweiterten Annahmenset
auch fiir stochastische x gelten.

Um die Erwartungstreue von 3\2 fiir deterministische x zu beweisen benotigen
wir lediglich ein_paar einfache Rechenregeln fiir Kovarianzen. Wir setzen in die
Schatzfunktion S, fiir y die PRF ein

3, cov(z,y)  cov [z, (Bi + fax + )]

var(xz) var(z)
@8 + B x) + )
= — cov(z, cov(x, x cov(x, e
var(x) ! SNl
0 —ar(z)
cov(z, e
= [ #
var(z)

und bilden von beiden Seiten den Erwartungswert

E(By) =+ E (M) (4.1)

var(x)

Die gibt uns sofort die notwendige Bedingung fiir die Erwartungstreue des OLS
Steigungskoeffizienten E(f2) = (2, namlich

E(B3;) = 8, wenn und nur wenn BE(cov(z,e)) =0

3Wenn var(z) = 0 ist = eine Konstante, und deshalb ein Vielfaches der Regressionskonstante.
Wir werden spéter sehen, dass dies ein Spezialfall perfekter Multikollinearitit darstellt.
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Im multiplen Regressionsmodell muss diese Bedingung fiir alle Regressoren gelten,
wie wir im Kapitel zur Matrixnotation des OLS Modells zeigen werden.

Allerdings haben wir schon vorher zwei Bedingungen benétigt, deshalb benotigen wir
drei notwendige Bedingungen fiir die Erwartungstreue des OLS Steigungskoeffizien-
ten. Dies sind auch die ersten drei der insgesamt vier Gauss-Markov Bedingungen@,
die uns im Folgenden sténdig begleiten werden. Deshalb wiederholen wir sie jetzt
etwas ausfiihrlicher auch fiir den Fall multipler Regressionen:

Al

A2

Linearitidt der PRF': Die PRF ist linear in den Parametern

y=pP1+4 Poxg+ -+ PBrar +¢€

und deren systematischer Teil kann als lineare Approximation an die bedingte
Erwartungswertfunktion (CEF, E(y|z1,...,zy)) interpretiert werden.

Es existiert keine exakte lineare Abhingigkeit zwischen den Regres-
soren (x Variablen), und n > k. Falls diese Annahme verletzt ist existiert
keine eindeutige OLS Schéatzfunktion.

Um den Grund zu erkennen, warum bei einer exakten linearen Abhéngigkeit
zwischen den Regressoren keine eindeutige Losung existiert, sehen wir uns
eine einfache Regression mit zwei Dummyvariablen fiir das Geschlecht an, w
fiir weiblich und m fiir ménnlich

yi = B+ Pow; + Bsmy + Baz; + €5

wobei x; ein beliebiger Regressor ist. Man beachte, dass fiir allei = 1,....n
gilt w; + m; = 1, die Summe der beiden Dummyvariablen ist also gleich der
Regressionskonstanten, weshalb eine exakte lineare Abhéngigkeit zwischen den
Regressoren existiert (Dummyvariablenfalle).

Stellen wir uns nun vor, wir addieren zum Interzept eine beliebige konstante
Zahl ¢ und subtrahieren die gleiche Zahl ¢ von den beiden Koeffizienten der
Dummyvariablen

v = (Bi+c)+ (B2 —c)wi+ (B3 — c)m; + fax; + €
= (1 —w; —m;) + fr1 + Bow; + Bam; + Baz; + €
= B+ Bow; + Bam; + Bax; + €

Die Koeffizienten sind also nicht eindeutig bestimmt, es existieren unendlich
viele Losungen und die Koeffizienten kénnen nicht geschéitzt werden. Man
beachte, dass fiir dieses Modell auch der Koeffizient von x, 4, nicht geschéitzt
werden kann

Dies ist ein Spezialfall eines Identifikationsproblems, deshalb wird diese An-
nahme manchmal auch Identifikationsbedingung genannt.

4Die Darstellung und Reihenfolge der einzelnen Bedingungen unterscheidet sich zwischen
Lehrbiichern.

5 Aber natiirlich kénnen alle Koeffizienten des Modells y; = 31 + Bow; + B3z + £; problemlos
geschétzt werden.
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A3 Die Storterme € sind linear unabhiingig von den Regressoren
E(cov(z,e)) =0

Wir werden diese Bedingung im Folgenden meist sogar noch etwas strenger
formulieren, nadmlich dass die Storterme € und die Regressoren stochastisch
unabhdngig sein sollen

E(€i|l'1, R ,l’n) = E(gl) =0
oder etwas ausfiihrlicher
Alle (eq,€9,...,€,) sind stochast. unabhéngig von allen (z1, zo, ..., x,)

Diese etwas strengere Annahme ist insbesondere fiir stochastische Regressoren
von Bedeutung.

Hier ist wichtig zu betonen, dass sich diese Annahme auf die unbeobachtbaren
Storterme der Grundgesamtheit bezieht, nicht auf die Residuen!

Fiir die Residuen ist diese Bedingung aufgrund der Bedingungen erster Ord-
nung (also per Konstruktion) immer erfiillt, aber die Bedingungen erster Ord-
nung gelten nur fiir die Residuen, nicht notwendigerweise fiir die Stérterme!

Wann immer diese Annahme verletzt ist liefert die OLS Schatzfunktion ver-
zerrte Ergebnisse!!!

Im wesentlichen verlangt diese Annahme, dass die Storterme keine verwertbare
Informationen der Regressoren enthalten. Stellen wir uns hypothetisch vor, wir
wiirden die x auf die Storterme regressieren

cov(z,e)
=M t7ri U = Y=
var(z)

(u; der Storterm dieser Regression). Der Steigungskoeffizient 7 ist nur Null,
wenn cov(z,e) = 0, also wenn die x keinen Erklarungsbeitrag fiir die € leisten!

Sollte die Annahme cov(z,e) = 0 verletzt sein kénnen wir uns vorstellen, dass
die Storterme ¢ eine Funktion der z sind, also (z).

Der marginale Effekt von

y =P+ Box +e(x)

ist einfach die Ableitung
dy de

dx 62+%

Wir interessieren uns fiir den Wert (s, aber eine Regression liefert uns nur die
Summe [y + j—i, aber daraus konnen wir den interessierenden Koeffizienten S
nicht isolieren!

Dies ist ein weiteres Beispiel fiir ein Identifikationsproblem. Wir halten fest:
wann immer irgend eine Form von Abhéngigkeit zwischen Stortermen und
Regressoren besteht erhalten wir systematisch verzerrte Ergebnisse!
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A4

Eine solche Abhéngigkeit zwischen Stortermen und Regressoren wird in der
Okonometrie Endogenitit genannt (oder genauer, endogene Regressoren). Man
beachte, dass sich diese Definition von Endogenitét etwas von dem z.B. in der
Mikrookonomik gebréuchlichen Endogenitétsbegriff unterscheidet (wenngleich
mikrookonomische Endogenitét hiufig zu 6konometrischer Endogenitat fiihrt).

Endogenitit ist eines der Kernprobleme der Okonometrie, und wird uns
spiter im Kapitel zu Kausalitit und endogene Regressoren noch ausfiithrlich
beschéftigen!

Hier sei nur vorausgeschickt, dass eine Verletzung dieser Annahme eine kau-
sale Interpretation von Regressionsergebnissen verunmoglicht, und dass diese
Annahme leider ziemlich haufig verletzt ist.

Die wichtigsten Fiélle, die zu einer stochastischen Abhéngigkeit zwischen
Stortermen und Regressoren — und deshalb zu verzerrten Schitzungen der
Koeffizienten — fiihren, sind:

1. fehlenden relevanten Regressoren (omitted variables), mit den Spezi-
alfallen von unbeobachteter Heterogenitéat und Selektionsproblemen,

2. Simultaner Abhéngigkeit in interdependenten Systemen (feed-back Me-
chanismen). Im Kern tritt dieses Problem immer auf, wenn zur Beschrei-
bung eines Systems mehr als eine Gleichung benétigt wird, und diese
Gleichungen interdependent sind (z.B. Angebots- und Nachfragefunkti-
on). Analog zum ersten Problem koénnte man auch von einem omitted
equation bias sprechen.

3. Messfehler in den erklarenden Variablen. Alle diese Fille werden wir
spater natiirlich ausfiihrlich diskutieren!

Die vierte Gauss-Markov Annahme benétigen wir schliefSlich erst spéater fiir den
Beweis der Effizienz von OLS Schétzfunktionen, der Vollstéandigkeit halber sei
sie hier vorausgeschickt; sie betrifft die Storterme der PRF

Die Storterme ¢; sind identisch und unabhdngig verteilt, kurz geschrieben als
g; ~ 1.i.d.(0,0?). Dies bedeutet, dass die Stérterme weder heteroskedastisch
noch autokorreliert sein diirfen.

Hier sei nur angemerkt, dass wir diese Annahme nicht fiir den Beweis der Er-
wartungstreue benotigt haben, diese Annahme werden wir erst fiir die Berech-
nung der OLS Standardfehler und fiir den Beweis der Effizienz (Gauss-Markov
Theorem) benotigen. Niheres dazu folgt im nédchsten Abschnitt.

Alle diese Annahmen werden wir spater noch ausfiihrlicher diskutieren, vorerst wol-
len wir aber noch einmal auf den Unterschied zwischen deterministischen und sto-
chastischen Regressoren zuriick kommen.

4.2.1 Deterministische versus stochastische Regressoren

Um den Unterschied zwischen deterministischen und stochastischen Regressoren zu
verstehen ist es zweckméfig sich ein klassisches Experiment vorzustellen, z.B. die
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berithmten ‘Feldexperimente’ von R.A. Fisher. Dabei wird eine kontrollierte Menge
von Diinger auf verschiedene Versuchsflachen ausgebracht und untersucht, wie der
Ertrag (von z.B. von Kartoffeln) von dieser kontrolliert ausgebrachten Diingermenge
Diinger abhéngt. Der Experimentator wéhlt und fixiert die Menge, deshalb gibt es
in Bezug auf die eingesetzte Menge kein Element der Unsicherheit. Fiir verschiedene,
aber jeweils fixe Mengen von z sammelt er jeweils wiederholte Beobachtungen von
Y.

Dies kann man anhand der vom letzten Kapitel iibernommenen Abbildung [4.2.1] vor
Augen fiihren.

Abbildung 4.3: Datengenerierender Prozess und PRF (aus dem letzten Kapitel
tibernommen)

Bei deterministischen Regressoren stellen wir uns vor, dass der Regressor x, z.B. die
Diingermenge, bei bestimmten Werten fixiert wird, z.B. in Abbildung [4.2.7] bei den
Mengen z,, z, und z5 (die z sind wieder unterstrichen um anzudeuten, dass dies fixe
Zahlen sind). Auch bei einer fest vorgegebenen Diingermenge wird der (Kartoffel-
JErtrag aufgrund anderer Einfliisse und von Zufallsereignissen etc. schwanken; diese
Unsicherheit wird durch die (rot eingezeichneten) bedingten Dichtefunktionen der
Storterme ¢; abgebildet.

Die Menge wird vom Experimentator fix vorgegeben, dies ist gemeint, wenn man von
‘fized in repeated sampling’ spricht, und dies ist auch der Grund, warum Regressoren
oft Kontrollvariablen genannt werden. Fiir experimentelle Untersuchungen ist diese
Vorstellung durchaus verniinftig und angebracht.

Allerdings miissen wir auch dabei annehmen, dass der Experimentator wirklich exo-
gen handelt, d.h. zum Beispiel, dass er seine Aktionen nicht in Abhéngigkeit vom
Experiment anpasst. In der Sprache der Okonometrikerinnen sagt man, die Regres-
soren sollten ‘as good as randomly assigned’ sein. Modernere Versuchsprotokolle
verlangen haufig auch bei Experimenten eine randomisierte Wahl der vorgegebenen
Mengen.
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In sozialwissenschaftlichen Zusammenhéngen haben Forscher nur in Ausnahmeféllen
die Moglichkeit ihre Regressoren zu ‘kontrollieren’, vielmehr werden Paare von x und
y beobachtet, oder genauer, es werden Stichproben von (z;, gi) Paaren gezogen.

In diesem Fall sind die x nicht mehr ‘fized in repeated sampling’ (also determini-
stisch), sondern sind ebenso wie die y Zufallsvariablen, d.h. stochastisch.

Fiir den Fall mit stochastischen = bendtigen wir zwei weitere Annahmen, ndmlich

AS 1: Die (z;,y;) Paare fiir: = 1, ... n sind identisch und unabhdngig verteilt. Dies ist
eine Annahme {iber das Verfahren der Stichprobenziehungen: wenn der DGP
eine echte Zufallsstichprobe liefert sollte die Verteilung jedes (z;, y;) Paares der
Verteilung in der Grundgesamtheit entsprechen.

Die Annahme einer echten Zufallsstichprobe ist natiirlich ziemlich re-
striktiv, echte Zufallsstichproben existieren hauptséchlich in Lehr- und
Marchenbiichern!

AS 2: Grofle Ausreifler sind unwahrscheinlich: diese Annahme soll verhindern, dass
auch in einer sehr groflen Stichprobe eine einzelne Beobachtung das Ergebnis
determiniert.

Technisch wird dies ausgedriickt iiber die vierten Momente (Kurtosis) der Zu-
fallsvariablen: 0 < E(x}) < oo und 0 < E(y}) < oco. Diese Annahme diirfte
in den meisten Fallen weniger restriktiv sein wie die vorhergehende Annahme
einer echten Zufallsziehung, sie wird v.a. fiir die Herleitung der asymptotischen
Eigenschaften von OLS Schétzfunktionen benotigt.

Der Beweis fiir die Erwartungstreue von OLS Schétzfunktionen mit stochastischen
Regressoren funktioniert dann ziemlich &hnlich wie fiir deterministische Regresso-
ren, nur dass wir die Regressoren nicht physisch ‘kontrollieren” kénnen, sondern sie
implizit durch Konditionierung, d.h. die Bildung bedingter Erwartungswerte fixie-
ren. Wenn es um Kausalititsfragen geht ist dies natiirlich etwas vollig anderes als
die tatséchliche Kontrolle durch einen Experimentator, und deshalb eignen sich Re-
gressionen alleine im allgemeinen nicht fiir Kausalaussagen, aber fiir die Herleitung
der allgemeinen Bedingungen fiir die Erwartungstreue reicht dies.

Allerdings benotigen wir dazu bedingte Erwartungswerte in Bezug auf Zufallsvaria-
blen, z.B. E(g;|x1,z2,...,x,) wobei jedes einzelne z; eine Zufallsvariable ist. Die
Mathematik dahinter ist deutlich aufwéandiger, aber Mathematiker haben bewiesen,
dass eine stochastische bedingte Erwartungswertfunktion unter wenig restriktiven
Bedingungen existiert und eindeutig ist

In diesem Fall sind auch die bedingten Erwartungswerte Zufallsvariablen, aber da
auch fiir stochastische Regressoren das Gesetz iterierten Erwartungen gilt kann man
daraus den unbedingten Erwartungswert bestimmen.

Die Kernannahme fiir die Erwartungstreue ist auch fiir stochastische z;, dass die
Storterme ¢; stochastisch unabhhéngig von allen x; sind, d.h. die Annahme A3

E(€i|l’1, .. .,ZL‘n) =0

6Fiir diesen Beweis mit Hilfe des Radon-Nikodym Theorems benétigt man u.a. Maftheorie.
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Man beachte, dass dies fiir alle ¢; mit ¢« = 1,...,n gelten muss (im multiplen Re-
gressionsmodell muss ¢; stochastisch unabhéngig von allen x;, mit j = 1,...n und
h=1,... k sein)!

Falls die Annahme AS 1 erfiillt ist und die (z;,y;) identisch und unabhéngig verteilt
sind gilt E(g;|z1, ..., z,) = E(&|x;)

Fiir Gleichung [£.1] (Seite [{)) schreiben wir also

E(B) = B +E {

wenn E(g;|z;) = 0!

Falls E(B}) = (5 kann die Erwartungstreue des Interzepts B\l =9y — B\ﬂ einfach
gezeigt werden, wir setzen wieder die PRF fiir y in der Schéatzfunktion f; ein

E(gl) =E |(B1 + f7) — Bﬂ] = 1+ Bo — BoT = By

Wir halten also fest: die Kernannahme fiir die Erwartungstreue der OLS
Schétzfunktionen By und f; ist auch fiir stochastische Regressoren, dass alle ¢; sto-
chastisch unabhéngig von allen z; (fir ¢ = 1,...,n) sind! Fille, in denen diese
Annahme verletzt ist, werden uns spéter noch intensiv beschéftigen.

Kehren wir nochmals zuriick zu Abbildung (Seite B) mit den Zielscheiben und
SchieBgewehren. Das Kriterium der Erwartungstreue erlaubt uns eine Entschei-
dung zwischen dem ersten und dritten SchieSgewehr, im allgemeinen bevorzugen
Okonometrikerinnen erwartungstreue Schitzfunktionen (linkes Panel) gegeniiber
verzerrten Schitzfunktionen (rechtes Panel).

Aber dieses Kriterium ermoglicht uns keine Entscheidung zwischen dem ersten und
zweiten SchieSgewehr, sowohl die erste als auch die hinter der zweiten Zielscheibe
(mittleres Panel) stehende Schétzfunktion sind erwartungstreu.

Um zwischen diesen beiden entscheiden zu konnen bendtigen wir ein weiteres Kri-
terium, die Effizienz (Varianzminimalitét).
Doch um diese zeigen zu konnen bendtigen wir zuerst eine Schétzfunktion fiir die

Standardabweichung der Stichprobenkennwertverteilung von B\g, das heif3t, die OLS
Standardfehler.

4.3 OLS Standardfehler

Bevor wir die OLS Standardfehler herleiten werden wir die grundlegenden
Uberlegungen anhand eines viel einfacheren Beispiels erldutern, namlich anhand
eines Mittelwertes iiber drei Beobachtungen. Wir werden spéter sehen, dass diese
Uberlegungen genauso fiir die OLS Standardfehler (d.h. die Standardabweichung
der OLS Stichprobenkennwertverteilung) gelten.
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4.3.1 Ein einfaches Beispiel mit Mittelwerten

Angenommen wir beobachten drei Zahlen, z.B. {5, 1, 3}; das kénnten z.B. Antworten
vom Likert-Typ eines Fragebogens seinlf], die Gewichte in Gramm einer gerade neu
entdeckten Insektenart, oder das Resultat eines Wiirfelspiels. In der deskriptiven
Statistik wiirden wir als Kennwerte dieser drei Beobachtungen z.B. den Mittelwert
3 und die Varianz 8/3 berechnen.

In der induktiven Statistik liegt unser Fokus anders, wir interessieren uns fiir die
zugrunde liegenden Grundgesamtheit (d.h. den datengenerierenden Prozess) und
dessen Parameter (z.B. Mittelwert y und Varianz ¢?), z.B. die durchschnittliche
Meinung der Befragten oder das unbekannte Durchschnittsgewicht der neuen Insek-
tenart und dessen Streuung.

Wie frither schon ausgefiihrt stellen wir uns hinter jeder dieser drei Beobachtungen
eine Zufallsvariable vor, z.B. y;, ¥ und y3, und interpretieren die drei beobachteten
Zahlen als Realisationen dieser drei Zufallsvariablen.

Zufallsvariablen sind durch Dichtefunktionen charakterisiert und diese durch deren
Momente. Wir wollen annehmen, dass die ersten beiden Momente, Erwartungswert
p und Varianz o2, existieren.

Wenn wir nichts iiber den datengenerierenden Prozess wissen miissen wir davon
ausgehen, dass alle drei Zufallsvariablen unterschiedliche Erwartungswerte p1, po, i3

und eine unterschiedliche Varianz 0%, 03, 03 haben.

Wir interessieren uns fiir den Mittelwert in der unbeobachtbaren Grundgesamtheit,
und als mogliche Schéatzfunktionen betrachten wir zwei unterschiedlich gewichtete
Summen dieser drei Zufallsvariablen (auch der Mittelwert der deskriptiven Statistik
ist eine gewichtete Summe, allerdings der Realisationen).

Die zwei konkreten Schatzfunktionen sind

1.
é_l +1 +1
—2191 33/2 63/3
2.
@_1 +1 +1
—3191 3y2 3y3

Beide Schétzfunktionen sind gewichtete Summen, nur deren Gewichte unterschei-
den sich; im ersten Fall 0 (gesprochen theta Dach) sind die Gewichte unterschiedlich
grof}, im zweiten Fall @/Z)\ (gesprochen psi Dach) sind die Gewichte fiir alle drei Beob-
achtungen gleich grof§ (1/n).

Erwartungstreue

Welche der beiden Schétzfunktionen ist ‘besser’? Wir konnen den Erwartungswert
bilden um die Erwartungstreue zu iiberpriifen, und da E(y;) = p; (mit i = 1,2, 3)

"Natiirlich sind Likert Fragen ordinal skaliert, weshalb der Mittelwert in diesem Fall keine sehr
geeignete Kennzahl ist, aber das spielt im Moment keine Rolle.



Angewandte Okonometrie 13

konnen wir schreiben

A 1 1 1 1 1 1
(0) 5 (y1) + 3 (y2) + 6 (y3) 5 M + 3 o + 6#3
~ 1 1 1 1 1 1
(@) 3 @ﬂ+3 (w%+3(%) IR R

Damit sind wir offensichtlich nicht viel kliiger geworden. Um hier weiter zu kommen
bendtigen wir zusétzliches Wissen, welches wir in Form einer Annahme {iber den
sampling Prozess verwenden konnen.

In diesem Fall vermuten wir, dass die drei Beobachtungen durch den selben da-
tengenerierenden Prozess erzeugt wurden, z.B. Realisationen beim Wiirfeln oder
Zufallsstichprobenziehungen aus der gleichen Grundgesamtheit sind. In diesem Fall
ist es verniinftig anzunehmen, dass alle drei Zufallsvariablen y; den gleichen Erwar-
tungswert p haben, also den (unbekannten) Mittelwert der Grundgesamtheit.

Mit dieser Annahme E(y;) = E(y2) = E(y3) = p erhalten wir

A 11 1

BO) = gutgptep=u
~ 11 1

E) = gutgputgu=up

In diesem Fall sind also beide Schétzfunktionen erwartungstreu, und es ist nicht
schwer zu erkennen, dass in diesem einfachen Fall alle Schétzfunktionen, deren Ge-
wichte sich auf Eins ergénzen, erwartungstreu sind.

Man beachte, dass die Annahme E(y;) = p voraussetzt, dass es sich um eine ech-
te Zufallsstichprobe handelte; im Fall von Selektionsproblemen oder unbeobachteter
Heterogenitit (d.h. wenn sich die Beobachtungen durch unbekannte Charakteristi-
ka wesentlich unterscheiden) kénnen die daraus gezogenen Schlussfolgerungen sehr
irrefithrend sein.

Effizienz

Fiir welche der beiden Schatzfunktionen sollen wir uns also entscheiden? Ein
naheliegendes Kriterium wére, die genauere Schéatzfunktion zu wihlen, also die
Schatzfunktion mit der kleineren Varianz.

Die Varianz der Schitzfunktion @ ist@

R 1 1 1
var(d) = var JW + 3 Y2 + 6 s
*var(yn) + = var(ye) + = var(ys) +
= — var — var — var
1 U1 9 Y2 36 Ys
2 2 2
2% 3 COV(y17y2) =+ 2% 6 COV(yl,yg) + 3% 6 COV(?J%Z/B)

8Erinnern Sie sich an (a + b+ ¢)? = a® + b> + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc die Varianz ist das zweite
Moment, also quadratisch.
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Dies sieht ziemlich unappetitlich aus, aber wir konnen wieder iiberlegen, wie sich
Annahmen iiber den datengenerierenden Prozess auswirken wiirden.

Wenn es sich um eine echte Zufallstichprobe handelt wiirden wir erwarten, dass

alle drei Zufallsvariablen die gleiche Varianz o? haben, d.h. wir nehmen an, dass

var(y;) = var(ys) = var(ys) = o

Wenn alle Zufallsvariablen die gleiche Verteilung haben dann sind auch die ersten
beiden Momente gleich, wir sagen, die Zufallsvariablen sind identisch verteilt

- 1 1 1
var(f) = (Z + 5 + %> o +
2 2 2
553 OV y2) + 5 cov(yn,ys) + o~ —

cov (y2 ) 3/3)

Auch wenn die Zufallsvariablen identisch verteilt sind kénnen die Kovarianzen un-
gleich Null sein. Wenn z.B. aus einer Urne ohne Zuriicklegen gezogen wird &ndern
sich die Wahrscheinlichkeiten in Abhéngigkeit davon, was wvorher gezogen wurde
(dhnlich bei vielen Kartenspielen). In diesem Fall wiren die Zufallsvariablen nicht
unabhéngig, und die Kovarianz zwischen einzelnen Zufallsvariablen wére ungleich

Null!

Deshalb benétigen wir fiir die Kovarianzen eine zweite Annahme, die Un-
abhdngigkeit, oder im Spezialfall der linearen Unabhéngigkeit, cov(e;,e;) = 0 fiir
i,j=1,...,n) und i # j.

Wenn wir z.B. aus einer Urne mit Zuriicklegen ziehen, oder wenn es sich um das
Ergebnis wiederholter Wiirfe mit einem Wiirfel handelt, dann ist die Annahme ver-
mutlich gerechtfertigt, dass die Kovarianzen gleich Null sind.

In diesem Fall sagen wir, die Zufallsvariablen sind unabhdngig verteilt. Wenn beide

Annahmen erfiillt sind nennen wir sie identisch und unabhdngig verteilt, und wenn
wir den Erwartungswert mit p und die Varianz o2 bezeichnen schreiben wir dies

yi ~iid.(p, 0% firi=1,2,3

wobei i.i.d. fiir independent and identically distributed steht (wir erinnern uns, dass
wir diese Bedingung bereits weiter oben als Annahme A4 eingefiihrt haben).

Nur wenn die drei Zufallsvariablen identisch und unabhdngig verteilt sind gilt

1,

var(f) = Tid

Analog koénnen wir unter dieser ii.d. Annahme die Varianz der zweiten
Schiitzfunktion ¢ = 1 (y1 4 yo + yg) berechnen

~

var(y) = (0 + 0?4 0%) = il))a

Also ist 6 7
~ 6 T o,
var(y) = 13 o? < 5° = var(0)
Die Schétzfunktion 1; mit den gleich grolen Gewichten 1/3 hat eine kleinere Varianz,
ist also genauer als die erste Schétzfunktion, oder in der Sprache der Statistiker, die

Schétzfunktion w ist effizienter als die ebenso erwartungstreue Schatzfunktion g,
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Man beachte aber, dass die beiden Ausdriicke fiir die Varianz den unbekannten
Parameter o2 enthalten, deshalb ist dies noch keine Schétzfunktion fiir die Varianz.

In der ‘Einfithrung Statistik’ haben Sie vermutlich gelernt, dass Sie diese Varianz

mit _
n—1

erwartungstreu schitzen konnen.
Analoges werden wir fiir die OLS Schétzfunktion fiir die Standardfehler machen.

Mit ein bisschen Rechnerei kann man sogar zeigen, dass keine andere lineare und
erwartungstreue Schatzfunktion existiert, die eine kleinere Varianz als ¢ hat, bei der
alle Gewichte gleich grof§ sind und den Wert % haben, also das arithmetische Mittel.
Dies ist der beriihmte Gauss-Markov Beweis, den wir im iiberndchsten Abschnitt
etwas allgemeiner fiir OLS Schéatzfunktionen demonstrieren werden (wir erinnern
uns, dass der einfache Mittelwert ein Spezialfall einer OLS Regression nur auf die
Regressionskonstante ist).

Allerdings ist die Annahme, dass die einzelnen Zufallsvariablen ¢; i.i.d.(0, 0%) verteilt
sind, keineswegs harmlos oder selbstverstéandlich, sie ist in vielen hochst relevanten
Féllen mit hoher Wahrscheinlichkeit verletzt. Wir werden in spéateren Kapiteln zur
Heteroskedastizitat und Autokorrelation zeigen, wie man in solchen realistischeren
Fillen vorgehen kann.

Aber vorher wollen wir endlich die Herleitung der OLS Standardfehler demonstrie-
ren, die wir im nédchsten Kapitel fiir die Hypothesentests und Konfidenzintervalle
bendétigen werden.

4.3.2 OLS Standardfehler fiir bivariate Regressionen

Wir beginnen wieder mit dem bivariaten Modell y; = 31 + Ble- + &; und erinnern
uns, dass die Schdtzfunktion Py eine Zufallsvariable ist.

Wir werden zuerst zeigen, dass die OLS Schétzfunktion fiir den Steigungskoeffizien-
ten linear in den y; ist. Die Schatzfunktion (3, ist

5, = cov(z,y) D@ —2)(wi—v)  Di(mi— D)y

var(z) 3w —7)? il — 2)?

mit s =1,...,n.
Das dritte Gleichheitszeichen folgt, weil Y (z; —Z)(y; —y) = >_; (@i — &)y — Y. (xi —
D)y = =)y —y 3, (x —x) =3 (v, — ¥)y;, da 3o, (x; — ) = 0.

Deshalb konnen wir die Schitzfunktion fiir 32 auch schreiben als
BQ = Z WiYi (4.2)
i=1

mit den Gewichten
(zi — T)

2.z =)

d.h. 3\2 ist eine gewichtete Summe der ;!

Ww; ‘=

Diese Gewichte w; sind Funktionen der einzelnen x; und haben drei wichtige Eigen-
schaften, wie man einfach zeigen kann:
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1. Z w; = 0| (die Summe der Gewichte ist Null)

da

Su=X (st c S
mit 7,7 = 1,...,n, weil die Summe der Abweichungen vom Mittelwert immer
Null ist, d.-h. Y>(z; — ) = n& — nz = 0. Dies folgt aus & := + > ;!

2. 1> wi=1/> (z;—x)°

% %

da

w? = (z: — 7) 2 _ > — 2)? _ !
2= <Zj<xj - :f>2> (Cilws =22 Xlai—2)?

Das erste ‘=" gilt, weil ), w; = 0, es bleibt also nur zu zeigen, dass ) . w;x; =
1

2w = Sy

Sat—z>
Sta? — 2% x; + nx?
z? — nz?
- Zx?— ZQm?“Q + nz? (da le = n2)
ST — nz?
> x? — nz?
1

Bewaffnet mit diesen drei Eigenschaften der Gewichte w; konnen wir wieder gleich
wie frither vorgehen, d.h. wir setzen die PRF y; = f1 + Box;i + &, in die
Schitzfunktion By = cov(z,y)/var(z) = >, w;y; ein um den Zusammenhang zwi-
schen der Schétzfunktion und dem Parameter der Grundgesamtheit herzustellen

~

B2 = Z w;Y; = Z’wz’(ﬁl + Box; + &5)
= 51Zwi+522wi$i+zwi€i
= Pt Y wi (4.3)

da wir schon gezeigt haben, dass Y w; = 0 und ) w;x; = 1.
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Hinweis: wenn wir von (43]) den Erwartungswert bilden erhalten wir natiirlich die
gleiche Bedingung fiir die Erwartungstreue wie frither

E(B\Q) = E (52 + ZW&)
= By + ZE(wiei) (weil E(B) = £s)

- (S0 )

= po+E (M) (4.4)

var(z)

Daraus folgt wieder, dass die Schétzfunktion B\g nur dann erwartungstreu ist, wenn
a) die PRF linear und richtig spezifiziert war, b) die Schétzfunktion 3, existiert und
eindeutig ist, und c) die erkldrende Variable x und die Storterme unkorreliert sind,
bzw. wenn cov(z,e) = 0. |

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen kénnen wir nun endlich die Varianzen
und Kovarianz der Schatzfunktionen ﬁg und ﬁl berechnen.

Die Varianz der Zufallsvariable Bg ist definiert als

-~

var(fz) = E[B\Q - E(@)P
= E[B — Bo]? (wenn E(B,) = 3, siche oben)

2
= E (Z wi€i> (da By= P+ Zwi&‘i; s. Gleichung (4.3)))

2_2 2.2 2.2
= E(wie] +wies+---+wier +---

4 2wiweg1Eg F -+ -+ 2Wy 1 WpER_1En)

i=1

i=1 Jj=2
J>i

N J/

2 2 ~

=0 Cw? wenn )
2 Wi i = 0 wenn keine

homoskedastisch Autokorrelation

Dieser letzte Ausdruck ist mit all den Kreuztermen etwas ‘unappetitlich’ lang. Au-
Berdem enthélt er weit mehr unbekannte (Kreuz-)Produkte von Stértermen als Be-
obachtungen (n), es wére also vollig aussichtslos diese Varianz aus einer Stichprobe
schéitzen zu wollen. Man beachte, dass dies sehr dhnlich aussieht wie in unserem
einfithrenden Beispiel mit (y1,ys, y3), vgl. Seite I3

Um hier weiter zukommen bendétigen wir wieder zusétzliche Annahmen, diesmal
iiber die Storterme ;.

Eine radikale (und nicht immer realistische) Annahme, die das Problem massiv
vereinfacht, ist

g; ~ii.d. (O, 02)

Dies ist eine sehr kompakte Schreibweise fiir ; ist unabhéngig und identisch verteilt
(i.i.d. steht fiir “independent and identically distributed’) mit E(g;) = 0 und var(e;) =



Angewandte Okonometrie 18

o?; das heiBt, vor der Klammer steht die Art der Verteilung, das erste Argument
in der Klammer ist der Erwartungswert, das zweite Argument die Varianz (generell
werden in der Klammer die Parameter der Verteilung angegeben, in diesem Fall sind
dies Erwartungswert und Varianz).

Im einzelnen umfasst dies folgende Annahmen:

1. alle Storterme ¢; sind identisch verteilt (d.h. jedes einzelne ¢; hat die gleiche
Verteilung, und deshalb auch die gleichen Momente).

Dies kommt im zweiten i von i.i.d. (identically distributed) zum Ausdruck. Dies
impliziert auch, dass die Varianz aller Storterme ¢; gleich grof§ ist, also einfach
eine reelle Zahl o2 ist. Anders ausgedriickt, alle £; haben die gleiche endliche
Varianz o2. Dies kommt in den bedingten Dichtefunktionen der Stoérterme in
Abbildung [A.1] (Seite [2) zum Ausdruck. Dass wie in dieser Abbildung alle Dich-
tefunktionen exakt die gleiche Form haben ist keineswegs selbstverstéandlich
und wird wohl nur in Ausnahmefillen gelten. Einer der wenigen Spezialfille,
bei denen die bedingten Erwartungswerte exakt auf einer Gerade liegen und
die bedingten Varianzen konstant sind (d.h. unabhéngig von z sind), bilden
gemeinsam normalverteilte Zufallsvariablen (die in Abbildung 1] dargestellt

sind).
Wenn die Annahme, dass die bedingte Varianz der Storterme konstant und
unabhiingig von z ist, also var(g;|zy, ..., x,) = o2, erfiillt ist, spricht man von

homoskedastischen Stortermen, wenn die Annahme verletzt ist spricht man
von heteroskedastischen Stortermen (oder einfach von Heteroskedastizitét).

2. Unabhéngigkeit der Storterme, d.h. E(g;ej|z1,...,2,) =0 fiiri,5 = 1,...,n
und ¢ # j (dies impliziert auch cov(e;,e;) = 0 fiir ¢ # j); dies kommt im
ersten i von i.i.d. (independent) zum Ausdruck. Wenn diese Annahme verletzt
ist spricht man von Autokorrelation der Storterme.

3. E(e;) = 0: Diese Annahme haben wir bereits fiir den Beweis der Erwartungs-
treue bendtigt (wenn die x stochastisch sind wird die wesentlich strengere
Annahme A3: E(g;|z1,...,2,) = 0 bendtigt, d.h. alle bedingten Erwartungs-
wert der g; miissen Null sein. Wenn E(g;|z1, ..., x,) = 0 folgt aus dem Gesetz
der iterierten Erwartungen automatisch E(e;) = 0).

Um Gleichung (L5]) zu vereinfachen benétigen wir die ersten zwei dieser drei An-
nahmen, d.h. E(¢?) = o? (Homoskedastizitdt) und E(g;e;) = 0 fiir ¢ # j (Un-
abhéngigkeit).

Wenn die Annahme E(e;e;) = 0 erfiillt ist (d.h. keine Autokorrelation vorliegt) fallen
die Kreuzterme in Gleichung (A.5]) weg, deshalb gilt in diesem Fall

var(By) = E (Z w?af)

Wenn die z; (und damit automatisch auch die w;) deterministisch sind kénnen die
w; vor den Erwartungswertoperator gezogen werden

var(B) = Y u?E()
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Wenn zusiitzlich die erste Annahme E(e?) = 02 (keine Heteroskedastizitit) erfiillt
ist gilt schliefSlich
var(fa) = Z w?o?® = o Z w?

da o2 ein fixer Parameter der Grundgesamtheit ist.

1
> (wi—x)?”

Nun haben wir bereits vorhin gezeigt (Seite [[6]), dass > w? =

Deshalb erhalten wir unter den obigen Annahmen

Al: Linearitiat der PRF,
A2: keine perfekte Multikollinearitét,

A3: stochastische Unabhéngigkeit von Regressoren und Stoértermen, E(e;|z) =
E(e:)

A4: g; ~11.d.(0,0?%)

den folgenden Ausdruck fiir die Varianz des OLS Steigungskoeffizienten 32
gleich

0.2

— 2

Zi (zi — )

Der aufmerksamen Leserin wird nicht entgangen sein, dass diese Varianz (bei deter-
ministischen Regressoren) keine Zufallsvariable ist (also auch keine Schatzfunktion),

und dass dieser Ausdruck dariiber hinaus auch wenig hilfreich ist, da er die unbe-
kannte Varianz der Storterme enthélt.

Var(@) =

Unsere nichste Aufgabe wird es deshalb sein, eine Schitzfunktion 62 fiir den unbe-
kannten Parameter o2 zu finden, die es uns erlaubt, aus den Stichprobendaten eine
Schétzung fiir die Varianz der Storterme zu berechnen.

Vorher wollen wir aber noch kurz die entsprechenden Ausdriicke fiir die restlichen
Parameter angeben.

Die Varianz des Interzepts 3\1 kann dhnlich, wenngleich etwas miihsamer, herge-
leitet werden
o2 Zx

Var(gl) = E[B\l (ﬁl)] -7 Zx

Da 31 und 32 Zufallsvariablen sind kann man auch die Kovarianz zwischen den
beiden Schétzfunktionen berechnen. Diese ist definiert

cov(gl,gg) = E{[ﬁl (2“ (62)]}
= E[(B — B) (B2 — B2)]

Wir erinnern uns, dass Bl =y - ng und bei Erwartungstreue von Bg gilt E(Bl) =

§ — B Daraus folgt f; — (51) = —x(ﬁg B2).

-~
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Wenn wir dies oben einsetzen erhalten wir

cov(Bi, B) = E[(B - B1)(Ba — Ba)]
- E(52A— 52)2
= —Zvar(f)

Die Kovarianzen zwischen Schétzfunktionen werden wir spéter fiir Tests von gemein-
samen Hypothesen (“joint hypothesis’) bendtigen.

Wir fassen zusammen: unter den bisher getroffenen Annahmen A1l — A4 gilt

E(B;) = [ Var(g2) = Z[%ii]g
E(gl) = B Var(gl) = %

cov(pr, B2) = 2[%(125:]2
Aber wie schon erwéhnt helfen uns diese Formeln fiir die OLS Varianzen der Ko-
effizienten noch nicht wirklich weiter, da sie den unbeobachtbaren Parameter o?
enthalten, d.h. wir konnen damit die eigentlich interessierenden Standardfehler der
Koeffizienten noch nicht schétzen. Dazu benétigen wir zuerst eine Schétzfunktion
fiir die Varianz der Storterme o?.

Eine Schitzfunktion fiir die Varianz der Storterme o2

Da die Ausdriicke fiir die OLS Standardfehler noch die unbekannte Varianz o? der
Storterme enthalten bendtigen wir als néchstes eine erwartungstreue Schétzfunktion
62 fiir das wahre o2 der Grundgesamtheit.

Es liegt nahe, eine solche Schétzfunktion aus den beobachtbaren Stichprobenresi-
duen zu berechnen. Leider sind diese Berechnungen etwas umstédndlich und nicht
sehr intuitiv, deshalb habe ich die detaillierten Herleitungen in den Appendix [4.A ]
verbannt.

Dort zeigen wir, dass es tatséchlich einen engen Zusammenhang zwischen der Qua-
dratsumme der Residuen und der Varianz der Storterme gibt, wir miissen lediglich
die Quadratsumme der Residuen Y, €2 durch die Anzahl der Freiheitsgrade n — 2
dividieren, oder etwas allgemeiner auch fiir multiple Regressionen mit £ erkldrenden
Variablen (inkl. Interzept)
~2
52 — > ik
n—k
Die Wurzel dieser erwartungstreuen Schétzfunktion wird in der Literatur Stan-
dardfehler der Regression (‘standard error of regression’ oder ‘standard error of
estimate’) genannt

260 (4.6)

Wie man im Appendix [£.A.1] sehen kann, werden auch fiir diese Herleitung wie-
derholt die Annahmen A1l — A4 benotigt. Ist auch nur eine dieser vier Annahmen
verletzt liefert obige Formel fiir den Standardfehler der Regression &2 falsche Ergeb-
nisse, d.h. dann ist die Schitzfunktion fiir o verzerrt!
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Standardfehler der Koeffizienten

Unser eigentliches Interesse gilt ja den Standardfehlern der Koeffizienten. Diese
kénnen wir nun einfach berechnen, indem wir die Schétzfunktion fiir die Standard-
fehler der Regression in die Formeln fiir die Varianzen der Koeffizienten einsetzen.
Dies gibt uns die gesuchten Schdtzfunktionen fiir die Varianzen der Koeffizienten

52 22N 2
DY 52 g P N D OL.
var(fz) == 03, = var(fy) := o5 = nS T — 2

Sl — P

und die Wurzeln daraus sind die Standardfehler der Koeffizienten

~ /A N 5'2 P . 5’221‘2
Se(ﬁg) = 0'32 = = Se(ﬁl) = UEI = m

ol — 2

Freiheitsgrade: Wir haben gesehen, dass wir fiir die Berechnung einer erwar-
tungstreuen Schiitzfunktion fiir o2 die Quadratsumme der Stichprobenresiduen
>, €2 durch n — k dividieren miissen, nicht durch n, wie man das ad hoc erwarten
wiirde. Warum ist das so?

Die Schitzung von Parametern ist eng verbunden mit der jeweils zur Verfiigung ste-
henden Information. Fiir eine intuitive Erkldarung erinnern wir uns an die Herleitung
der OLS-Schétzfunktionen. Dazu haben wir folgenden Ausdruck minimiert

n n 9
min Zéiz = min <Z/z‘ — b — ﬁz%)
61362 i=1 61762 i=1

Fiir jeden zu schitzenden Parameter erhalten wir eine Bedingungen erster Ordnung

22 -~ -
a(‘)zgfz = —22\(yi_ﬁir_ﬁ2xi>120 = Zéi:o

&

a?gjf = =2 Z\(yz — B - BQ%)J%‘ =0 = Z%‘éz‘ =0

TV
g

Diese beiden Gleichungen legen eine Restriktion auf die Residuen.

Wenn wir z.B. nur die Residuen £y, &5, ..., £, _2 einer bivariaten Regression kennen
wiirden, konnten wir die beiden fehlenden Residuen £,,_; und £, mit Hilfe dieser
beiden Bedingungen 1. Ordnung ), &, =0, >, 2;é; = 0 berechnen.

Am einfachsten kann man sich dies mit einer Regression nur auf die Regressions-
konstante und 3 Beobachtungen vorstellen. Angenommen wir kennen von den drei
Residuen nur zwei, z.B. € = —3 und &5, = +1. Wir wissen, dass die Residuen die
Bedingung erster Ordnung Z?:1 €; = 0 erfiillen, deshalb folgt aus unmittelbar das
dritte Residuum &3 = 2.

Nicht alle der Residuen sind deshalb ‘frei’, sondern manche sind durch die Bedin-
gungen erster Ordnung determiniert, und enthalten deshalb ‘keine Information’ {iber
die Storterme der Grundgesamtheit ¢;. Da wir fiir jeden zu schitzenden Parameter
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eine Bedingung erster Ordnung haben, verlieren wir mit jedem geschétzten Parame-
ter einen Freiheitsgrad. In bivariaten Modell haben wir zwei Parameter geschétzt
(61 und fy), deshalb verlieren wir zwei Freiheitsgrade. In der multiplen Regression
benotigen wir k Bedingungen erster Ordnung, deshalb verlieren wir k Freiheitsgrade.

Mit Hilfe der Schétzfunktion ¢ (Standardfehler der Regression) kénnen wir nun die
erwartungstreuen Schatzfunktionen fiir die Varianz der Schdtzfunktionen 51 und (s,
d.h. &% und 6%2, berechnen, und natiirlich auch deren Wurzeln, die Standardfehler

1
der Koeffizienten.

Realisationen daraus (Schétzungen), die wir durch Einsetzen der Stichprobendaten
erhalten, werden uns spéter die Durchfithrung statistischer Tests ermoglichen.

Wir fassen nochmals zusammen:

5 2. (i = T)(yi — )
> (i — 1)

cov(By, B) =

Damit haben wir die wesentlichen Elemente beisammen. Die Standardfehler der
Koeffizienten sind ein Maf fiir die ‘Genauigkeit’ der Schétzfunktionen, d.h. eine
Schétzfunktion ist ceteris paribus umso genauer, je kleiner deren Standardfehler ist.
Man beachte, dass die Standardfehler und die Koeffizienten die gleiche Dimension
haben, deshalb ist nicht die absolute Grofle der Standardfehler entscheidend, sondern
deren Grofle im Verhdltnis zu den Koeffizienten!

Determinanten der Standardfehler der Koeffizienten

Wovon héngt die GroBe der Standardfehler der Koeffizienten nun ab? Wir wollen uns
vorerst auf den Standardfehler des Steigungskoeffizienten (5 im bivariaten Modell
beschrénken.
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Abbildung 4.5: Unterschiedliche Streuung der erkldrenden = Variable. In der lin-
ken Abbildung streut x stark, in der rechten Abbildung ist die
Streuung von x deutlich kleiner.

Ceteris paribus ist der Standardfehler

se(f2) = \/2?1 (z; — j)z

umso kleiner, ...

1. ...je kleiner die Varianz der Storterme der Grundgesamtheit o2 ist (zur Er-
innerung, 62 ist eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir 02). Abbildung 4]
zeigt zwei Stichproben, die sich nur in der Varianz der Grundgesamtheit o2

unterscheiden.

2. ...je grofler die Streuung der x ist, d.h., je grofer >, (z; — Z)?) ist. Abbildung
4.5 zeigt zwei Stichproben mit gleichem 62, die sich nur in der Streuung der
x unterscheiden. Es ist offensichtlich, dass die Schitzung umso genauer , je

grofler die Streuung der z ist!

3. ...je grofer der Stichprobenumfang n ist, da der Nenner > | (x;

— )% mit

dem Stichprobenumfang n zunimmt. Offensichtlich kénnen wir [y umso ge-
nauer schitzen, je grofler die Stichprobe ist.
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4. Im multiplen Regressionsmodell mit mehreren Regressoren kommt noch eine
vierte Determinante dazu; ceteris paribus ist der Standardfehler eines Koeffizi-
enten umso kleiner, je weniger der entsprechende Regressor mit allen anderen
Regressoren dieser Regression korreliert ist. Dies wird im Folgenden etwas
naher erldutert.

Standardfehler der Koeffizienten im multiplen Regressionsmodell

Die Herleitung der Standardfehler fiir Regressionsmodelle mit mehreren erkldarenden
x Variablen ist in Summennotation etwas umstandlich, deshalb wird hier nur das
Ergebnis vorweggenommen, die Details folgen im Kapitel zur Matrixschreibweise des
OLS Modells.

Fiir das multiple Regressionsmodell
Yi = By + Baia + Byt + -+ + Buan + -+ + B, + &

kann man zeigen, dass eine Schétzfunktion fiir den Standardfehler eines beliebigen
Steigungskoeffizienten S durch den folgenden Ausdruck gegeben ist

%(By) = \/ il (4.7)

(1= R3) > (in — Tn)?

Dieser Standardfehler unterscheidet sich nur durch den Term (1 — R?) im Nenner
vom Standardfehler fiir den bivariaten Fall.

Das Bestimmtheitsmafl R? wird aus folgender Hilfsregression berechnet
Tin = Q1 + Qoig + -+ + Ap1Zin1 + QpaTingr + -+ Gt + v — Ry

das heif3t, der interessierende Regressor x;, wird auf alle anderen Regressoren regres-
siert. Offensichtlich ist das Bestimmtheitsmafl R? dieser Hilfsregression umso grofer,
je stéarker der Regressor z;, mit allen anderen Regressoren korreliert ist.

Aus Gleichung (.7) ist ersichtlich, dass der Standardfehler eines Koeflizienten s/é(gh)
auch davon abhingt, wie stark er mit den anderen Regressoren korreliert ist.

Im Extremfall, wenn der Regressor z; iiberhaupt nicht mit den restlichen Regres-
soren korreliert ist, ist B2 = 0, und wir erhalten exakt den gleichen Standardfehler
wie in einer bivariaten Regression; dieser Fall untereinander exakt unkorrelierter
Regressoren ist aber eher unrealistisch.

Im anderen Extremfall, wenn eine exakte lineare Abhéngigkeit zwischen den Regres-
soren existiert, ist R = 1 und der Nenner Null, da 1 — R = 0. Dieser Fall wird
perfekte Multikollinearitdt genannt und der Standardfehler ist in diesem Fall also
ebenso wenig definiert wie der Koeffizient (siche Annahme A2).

Wenn R? < 1kann der Standardfehler zwar berechnet werden, aber der Standardfeh-
ler ist umso gréfer, je nither R? bei Eins liegt, d.h., je gréfer die lineare Abhéngigkeit
zwischen den Regressoren ist. Dies nennen wir Multikollinearitdt, und wir werden
dieses Problem spéter noch ausfiihrlich diskutieren.
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Robuste Standardfehler

Wie niitzlich sind die OLS Standardfehler? Zuerst einmal miissen wir festhalten,
dass auch die Standardfehler Schétzfunktionen sind, und wir in der empirischen
Analyse nur Realisationen dieser Zufallsvariablen beobachten.

Die Schétzfunktionen fiir die OLS Standardfehler sind nur erwartungstreu, wenn
alle Annahmen Al — A4 erfiillt sind (im Fall stochastischer Regressoren miissen
natiirlich zusétzlich AS1 und AS2 erfiillt sein).

Aber selbst wenn die Annahmen Al — A3 erfiillt sind, die Koeffizienten also erwar-
tungstreu geschétzt werden koénnen, sind die OLS Schétzfunktionen fiir die Stan-
dardfehler haufig verzerrt.

Es zeigt sich ndmlich, dass die Annahme A4: g; ~ i.i.d.(0,0?) in vielen Fillen kaum
zu rechtfertigen ist.

Insbesondere ist in Querschnittsdaten die Annahme der Homoskadastizitdt haufig
verletzt
var(gi|zy, ..., 1,) = 07 # o

d.h. die bedingten Varianzen sind nicht konstant.

In Zeitreihendaten ist sehr oft die Annahme der Unabhdngigkeit verletzt
cov(gi, g5lT1, .. mn) #0 firi,j=1,...,nund i #j

d.h. die Storterme sind autokorreliert.

In beiden Fillen sind die OLS Standardfehler verzerrt, liefern also falsche Ergeb-
nisse. Wir werden diese beiden Félle in den Kapiteln zur Heteroskedastizitdt und
Autokorrelation ausfiihrlich diskutieren, hier wollen wir nur vorausschicken, dass fiir
diese Fille sogenannte robuste Standardfehler entwickelt wurden.

Diese beruhen im wesentlichen auf Schiatzungen der Haupt- und Kreuzterme in Glei-
chung (L5). Fiir Querschnittsdaten muss man die insgesamt n Terme Y, w?e? aus
der Stichprobe schéitzen.

Dies scheint auf den ersten Blick unméglich, aber Forscher wie [Eicker (1963), [Huben
(1967) und (Whitd (1980) haben gezeigt, dass man solche Standardfehler tatséchlich
schidtzen kann, allerdings kann man nur deren Konsistenz beweisen, nicht deren
Erwartungstreue und Effizienz.

Deshalb werden diese Heteroskedastie-konsistente (heteroscedasticity-consistent,
HC) Standardfehler oder nach ihren Entdeckern Eicker-Huber-White (oder eine Teil-
menge dieser Namen) Standardfehler genannt.

Standardfehler, die zusétzlich mogliche Autokorrelation beriicksichtigen, werden
meist HAC (heteroscedasticity- and autocorrelation-consistent) Standardfehler ge-
nannt.

Solche robusten Standardfehler sind heute in allen statistischen/6konometrischen
Softwarepaketen implementiert und es stellt sich die Frage, welche Standardfehler
man verwenden soll.

Wir werden dies in spéateren Kapiteln ausfiihrlicher diskutieren, hier seien nur ein
paar allgemeine Bemerkungen vorausgeschickt.
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e Robuste Standardfehler sind in der Regel deutlich ‘ungenauer’, d.h., die Va-
rianz ihrer Stichprobenkennwertverteilung ist deutlich grofier als die der OLS

Standardfehler.

Allerdings sind sie auch konsistent wenn die Annahme A4 verletzt ist, wiahrend
die OLS Standardfehler in diesem Fall verzerrt sind.

e Falls die Stichprobe ‘ziemlich grof8’ ist (was man unter ‘gro8’ versteht héngt von
der Beschaffenheit der Daten ab, aber einige hundert Beobachtungen sollten es
in der Regel schon sein) werden heute oft routineméBig robuste Standardfehler
verwendet.

e Wenn die Stichprobe nicht so grof3 ist, ist die Entscheidung schwieriger, es exi-
stiert ein klarer trade-off: falls die Storterme tatséchlich homoskedastisch sind
verzichten wir bei robusten Standardfehlern unnotwendigerweise auf Genauig-
keit, falls die Storterme aber heteroskedastisch sind, sind die OLS Standard-
fehler verzerrt. Wir werden spéter statistische Tests auf Heteroskedastizitéat
kennen lernen, die unter gewissen Umsténden die Entscheidung erleichtern
konnen.

Mehr zu diesem Thema spéter ...

4.4 Gauss-Markov Theorem

“Beweisen muss ich diesen Kds’,
sonst ist die Arbeit unserios.”
(F. Wille)

Bisher haben wir uns ausschlieflich mit der FErwartungstreue von OLS-
Schétzfunktionen und mit der Schéatzung von deren Standardfehlern beschéaftigt.
In diesem Abschnitt werden wir nun die Effizienz von OLS-Schétzfunktionen bewei-
sen, oder etwas genauer, wir werden untersuchen, unter welchen Annahmen OLS-
Schatzfunktionen effizient sind. Dies ist der Inhalt des berithmten Gauss-Markov
Theorems, welches besagt, dass OLS-Schétzfunktionen unter den bereits frither ge-
troffenen Annahmen A1l — A4 von allen moglichen linearen und erwartungstreuen
Schatzfunktionen die kleinste Varianz haben.

Unter den (Gauss’schen) Annahmen des ‘klassischen linearen Re-
gressionsmodells” haben OLS-Schétzfunktionen innerhalb der Klas-
se aller linearen und erwartungstreuen Schétzfunktionen die klein-
ste Varianz, oder in anderen Worten, sie sind BLUE, d.h. OLS ist
ein Best Linear Unbiased Estimator.

Die OLS-Schétzfunktion ist — wie wir bereits gesehen haben — linear in y;, da B\g =
> Wil

Man kann zeigen, dass — wenn die Gauss-Markov Annahmen A1l — A4 erfiillt sind —
OLS-Schétzfunktionen effizient sind, d.h.

var(G9Y) < var(fs)
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wobei BNQ* jede beliebige lineare und erwartungstreue Schéatzfunktion fiir Sy sein
kann.

Das Gauss-Markov Theorem und die zugrunde liegenden Gauss-Markov Annah-
men spielen in der Okonometrie eine dhnlich fundamentale Rolle wie das Modell
vollstdndiger Konkurrenz in der Mikrockonomik, sie stellen das Referenzmodell
schlechthin dar. Einen Grofiteil der restlichen Veranstaltung werden wir uns mit
Fallen beschiftigen, wenn die Gauss-Markov Annahmen nicht erfiillt sind.

Der Beweis der Effizienz von OLS-Schéatzfunktionen war frither einmal der
Hohepunkt jeder einfithrenden Okonometrie-Veranstaltung. In der modernen
Okonometrie spielt der Gauss-Markov Beweis vielleicht nicht mehr diese Rolle, aber
trotzdem nimmt er immer noch einen zentralen Stellenwert ein, nicht zuletzt wegen
der Gauss-Markov Annahmen, die fiir diesen Beweis benotigt werden.

Es gibt mehrere Moglichkeiten diesen Beweis zu fithren, die Grundidee des im Ap-
pendix angefiihrten Beweises kann man folgendermaflen skizzieren:

1. Wir gehen von einer beliebigen linearen Schiitzfunktion aus (z.B. 3 = > i Cili).

2. Wir ermitteln die notwendigen Bedingungen, unter denen diese lineare
Schatzfunktion erwartungstreu ist.

(E(8) =B wenn ), ¢; =0 und ), ¢;z; = 1, siehe Appendix S. 48]

3. Wir minimieren die Varianz dieser beliebigen linearen Schétzfunktion unter der
Nebenbedingung, dass diese lineare Schitzfunktion erwartungstreu ist. Dies
kann z.B. mit Hilfe einer Lagrange Funktion erfolgen (Minimierung unter Ne-
benbedingungen).

(min: var(f) unter Nebenbedingung: > . ¢; = 0 und ) . ¢;z; = 1; — Lagrange)

4. Wir zeigen, dass die aus der Minimierung resultierende — also varianzminimale
— Schitzfunktion genau die OLS-Schétzfunktion ist (d.h. ¢; = w;). Deshalb ist
die OLS Schatzfunktion varianzminimal.

Allerdings benétigen wir fiir die Beweisfithrung wieder die gleichen A1 — A4
Annahmen wie frither, die sogenannten Gauss-Markov Annahmen. Selbst-
verstandlich gilt der Beweis nur, falls diese Annahmen tatséchlich giiltig sind.
Deshalb ist es ratsam genau darauf zu achten, an welcher Stelle welche An-
nahmen getroffen werden miissen.

Der komplette Beweis findet sich im Appendix [£.A.2]

Wir haben fiir den Gauss-Markov Beweis eine Reihe von Annahmen benétigt, die
wir auch schon fiir die Herleitung der Schitzfunktion fiir o2 verwendet haben.
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4.5 Asymptotische Eigenschaften (‘Grofle Stich-
probeneigenschaften’)

Wir haben bisher Schétzfunktionen Bl und B\g fiir die Parameter 5, und (5 hergelei-
tet, die es uns erlauben aus den beobachtbaren Daten einer Stichprobe Schditzungen
fiir die interessierende Parameter einer unbekannten Grundgesamtheit zu berechnen.
Um die Anwendbarkeit dieser Schétzfunktionen unter verschiedenen Bedingungen
beurteilen zu konnen, miissen wir deren Eigenschaften und die zugrunde liegenden
Annahmen beurteilen kénnen.

Bisher haben wir zwei Eigenschaften von Schétzfunktionen untersucht, ndmlich Un-
verzerrtheit und Effizienz. Diese Eigenschaften gelten unabhéngig von der Stich-
probengréfle, also auch in kleinen Stichproben. Deshalb werden diese Eigenschaf-
ten héufig ‘Kleine-Stichproben Eigenschaften’ genannt. In manchen Féllen kénnen
auch die Stichprobenkennwertverteilungen von solchen Schétzfunktionen allgemein
ermittelt werden, zum Beispiel die Verteilung des Mittelwertes bei wiederholten i.i.d.
Zufallsstichprobenziehungen.

Aber oft sind wesentliche Annahmen verletzt, die zur Herleitung der ‘Kleine Stich-
probeneigenschaften’ benotigt wurden, und héaufig konnen in komplizierteren Féllen
Eigenschaften wie Erwartungstreue oder Effizienz nicht bewiesen werden.

In solchen Fiéllen wird meist auf sogenannte ‘Grofle-Stichproben FEigenschaften’
(asymptotische Eigenschaften) zuriickgegriffen, die hiufig unter weniger restrikti-
ven Annahmen bewiesen werden koénnen.

Am einfachsten konnen die grundlegenden asymptotischen Konzepte anhand der
Verteilung des Mittelwertes von insgesamt n Zufallsvariablen veranschaulicht wer-
den. Wir gehen von einer unbeobachtbaren Grundgesamtheit aus, die durch einen
Mittelwert p und Varianz o2 charakterisiert ist.

Wir stellen uns vor, dass aus aus dieser Grundgesamtheit eine Stichprobe der Grofie n
gezogen wird, woraus wir den Stichprobenmittelwert Z,, berechnen; das tiefgestellte n
gibt die Anzahl der Beobachtungen an, auf denen der Stichprobenmittelwert beruht.

Im Folgenden untersuchen wir eine Folge von Schdtzfunktionen fi,, die entsteht, wenn
sequentiell eine weitere Beobachtung dazukommt. Fiir den einfachen Stichproben-
mittelwert ist eine solche Folge von Schétzfunktionen z.B.

T1+ Ty T+ To+ T3 .T1—|—.’L'2+"‘+l'n}

{Hi}:{xla 92 ) 3 P n

mit ¢ = 1, ..., n. Diese Mittelwerte sind natiirlich selbst wieder Zufallsvariablen mit
Dichtefunktionen f(/i;). Die asymptotische Theorie untersucht unter anderem, wie
sich eine Folge solcher Zufallsvariablen fi,, und deren Verteilung verhélt, wenn die
Stichprobengriéfie n gegen Unendlich geht, d.h. n — oco.

Wir wiirden natiirlich hoffen, dass die Schéitzungen umso genauer werden, umso
groffer die Stichprobe wird. Diese Uberlegungen fithren zu einer der wichtigsten
Eigenschaften von Schitzfunktionen, ndmlich zur Konsistenz.

Da die folgenden Ausfiihrungen ziemlich allgemein gehalten sind schreiben wir 6 fiir
einen beliebigen Parameter einer Verteilung, und mit 6 bezeichnen wir wie iiblich
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Stochastische Regressionsanalyse: Asymptotik
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Abbildung 4.6: Konsistente Schétzfunktionen konvergieren mit zunehmender
Stichprobengréflie gegen den wahren Wert.

die Schétzfunktion fiir diesen Parameter (6 konnte zum Beispiel der Mittelwert
oder der Steigungskoeffizient S5 aus unserem friitheren Beispiel sein).

Wie schon erwahnt sind asymptotische Eigenschaften vor allem in Féllen von Be-

deutung,
e in denen sich ‘kleine Stichprobeneigenschaften’ nicht ermitteln lassen, oder

e wenn man wissen mochte, ob sich der Erwartungswert einer verzerrten
Schatzfunktion 6 wenigstens mit zunehmender Stichprobengréfie (d.h. fiir
n — oo0) dem wahren Parameter 6 zubewegt.

4.5.1 Konsistenz

Die Konsistenz ( ‘consistency’) ist vermutlich die wichtigste asymptotische Eigen-
schaft. Die Grundidee ist ziemlich einfach, konsistente Schatzfunktionen werden mit

zunehmender Stichprobengrofie immer genauer.
Die formale Definition sieht zunéchst etwas schwierig aus:

Sei @ ein interessierender Parameter und 6, eine Schétzfunktion fiir 6, die auf
einer Stichprobe x1,x9,...,x, der Gréfle n beruht, dann ist 6, eine konsistente
Schatzfunktion fiir € wenn fiir jedes 6 > 0 gilt

lim Pr[\én—e\ <5] —1  §>0

n—oo
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£(0) (\n = 10000

Abbildung 4.7: Konsistente Schitzfunktionen kénnen in kleinen Stichproben
verzerrt sein, konvergieren aber mit steigendem Stichprobenum-
fang der Wahrscheinlichkeit nach gegen den wahren Wert 6.

das heifit, dass die Wahrscheinlichkeit, dass mit steigendem Stichprobenumfang der
Absolutbetrag der Differenz zwischen 6,, und 6 kleiner als eine beliebig kleine Zahl
0 wird, mit zunehmendem Stichprobenumfang gegen 1 konvergiert.

Etwas ungenau lasst sich dies folgendermaflen ausdriicken: wenn der Stichproben-
umfang sehr sehr grof wird, wird es sehr wahrscheinlich, dass die Schétzfunktion
sehr nahe beim wahren Wert # der Grundgesamtheit liegt.

Wenn der Stichprobenumfang n unendlich grofi wird “kollabiert” die Dichtefunktion
einer konsistenten Schiitzfunktion 6, im Punkt 6 (siche Abb. E7).

Eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung fiir Konsistenz ist, dass

A~ A~

nh—>Holo E,) =6 und nll_>rrolo var(f,) =0

d.h. wenn die Schatzfunktion asymptotisch unverzerrt ist und die Varianz gegen
Null geht.

4.5.2 Beispiel: Beweis der Konsistenz des Stichprobenmit-
telwertes

Zur Demonstration beschrédnken uns auf den allereinfachsten Fall. Gegeben seien n
identisch und unabhéngig verteilte Zufallsvariablen

z; ~iid. (g, 0?) miti=1,...,n

Eine Schitzfunktion fiir den Mittelwert dieser Zufallsvariablen fi ist selbst wieder
eine Zufallsvariable

9 Asymptotische Erwartungstreue (Asymptotic Unbiasedness): 0, ist eine asymptotisch erwar-

tungstreue Schiitzfunktion fiir # wenn gilt: lim,, o, E(6,) = 6.
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Der Erwartungswert und die Varianz von i kénnen einfach berechnet werden

A:E<%gxi>_ ZExZ:_W [

die Schatzfunktion fi ist also erwartungstreu.

Ahnlich kann die Varianz von 7i berechnet werden

var(p) = Vaf(%Z%)ZE[%Z%—E<%Z$Z>]

n n

= Zvar (z;) n2 ZZCOV(I’i,ZL‘j)

i=1 j=1

Q

= — wenn var(z;) = o und cov(z;,z;) =0, d.h. wenn z; ~ ii.d.(u,o?)

Wir wollen nun mit Hilfe von Chebychev’s Ungleichung zeigen, dass die
Schétzfunktion i auch konsistent ist.

Chebychevs (Tschebyscheffsche) Ungleichung besagt in diesem Fall

N var(ji .
Pr(|p—p| >90) < 52) fir 6 >0

Beweis: Um dies zu zeigen definieren wir eine Zufallsvariable W = i — p, und f (W)
sei die Dichtefunktion von W. Man beachte, dass E(W?) = E[(i — u)?] = var(). §
sei eine beliebige positive Konstante.

Dann gilt

s = [ wide

- /_éwa(w)dw—l—/+6w2f(w)dw—l—/+oow2f(w)dw
—00 -0 +46

> /6wf( au+ [ rw)
> l / Flw) dw + / m f(w)dw} (siche Abb. IS)
_ /W|>6f(w) dw = 82 Pr(|W| = 9)

— & Pr(fi—pl > 9)

Die erste Gleichung folgt aus der Definition des Erwartungswertes, die zweite Glei-
chung folgt, weil die Bereiche, iiber die integriert wird, die gesamten reellen Zahlen
umfasst, und die erste Ungleichung folgt weil der weggelassene Term positiv ist. Die
zweite Ungleichung folgt, weil fiir den Bereich der Integration w? > 6% gilt; dies folgt



Angewandte Okonometrie 32

52

=5 15 w
Abbildung 4.8: Fiir w < —6 und w > +4 ist w? > §2.

aus der quadratischen Funktionsform, wie man anhand von Abbildung [4.§ einfach
erkennen kann.

Die vorletzte Gleichung folgt aus der Definition von Pr(|]WW| > §). Unter
Beriicksichtigung von

E(W?) = B[ - p)?) = var(@) > 6 Pr(i - u| > 0)

folgt daraus Chebychev’s Ungleichung (fiir 6 > 0)

var(7)

Pr(lf—ul 2 6) < 7

Da wir angenommen haben z; ~ i.i.d.(u,c?) ist die Varianz var(fi) = o%/n (sieche
oben), deshalb folgt fiir die rechte Seite von Chebychev’s Ungleichung

var(i)  o?

52 ne?

Nun betrachten wir wieder eine Folge von Schétzfunktionen {fi},, die wir verkiirzt
i, schreiben. Wenn die Stichprobengrofie n gegen Unendlich geht folgt

2
. g
am gy 0

und deshalb auch fiir die linke Seite von Chebychev’s Ungleichung

lim Pr (|, —p| >9) =0

n—o0

Insbesondere kann ¢ > 0 auch beliebig klein sein.

Man sagt in diesem Fall auch, dass die zentrierten Zufallsvariablen fi,, — p in Wahr-
scheinlichkeit gegen Null konvergieren, bzw. dass [ eine konsistente Schiatzfunktion
fiir p ist.

Dies kann man dahingehend interpretieren, dass sich die empirischen Mittelwerte
T, mit zunehmendem n um den ‘wahren’ Wert y stabilisieren (dies impliziert aller-
dings nicht, dass diese Anndherung monoton erfolgen muss, es kann immer wieder
Ausreifler geben).
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Erst wenn der Stichprobenumfang n unendlich grof§ ist kollabiert die Stichproben-
kennwertverteilung von i im ‘wahren’ p.

Offensichtlich gilt dies nicht nur fiir die Konsistenz von i, sondern z.B. auch fiir die
Konsistenz des Steigungskoeffizienten Sy mit var(fy) = o2/[>_1, (z; — Z)?).

Dies ist ein einfaches Beispiel fiir ein schwaches Gesetz der groffen Zahl. Wir haben
dies unter der relativ strengen Annahme gezeigt, dass die einzelnen Zufallsvaria-
blen x; alle i.i.d.-verteilt sind, d.h. identisch verteilt und untereinander stochastisch
unabhéngig sind, sowie endliche Erwartungswerte und Varianzen haben.

Es gibt zahlreiche weitere Gesetze der grolen Zahl, die teilweise mit weniger strengen
Annahmen auskommen, z.B. dass die Zufallsvariablen nur paarweise unkorreliert und
die Folge ihrer Varianzen beschrénkt sein muss.

Generell sind ‘Gesetze der groflen Zahlen” meist Aussagen iiber das Verhalten von
Kenngrofien (z.B. Momenten) einer groffen Zahl von Zufallsvariablen. Beweise von
‘Gesetzen der groflen Zahlen’ erfolgen meist mit Hilfe des Konzepts der Konver-
genz der Wahrscheinlichkeit nach ( ‘Convergence in Probability’, auch Stochastische
Konvergenz genannt), die eine Beschreibung des Verhaltens von Zufallsvariablen bei
wachsendem Stichprobenumfang erlaubt.

Beispiel 1: Wiirfeln Stellen Sie sich vor, Sie wiirfeln sehr oft mit einem fairen
Wiirfel. Wir erwarten, dass im Durchschnitt jede Zahl in einem 1/6 der Fille er-
scheint, und wir wissen bereits, dass der Erwartungswert der Augenzahl 3.5 ist (das
mit Wahrscheinlichkeiten gewichtete Mittel iiber alle moglichen Ausprigungen).

Wir konnen den Computer z.B. 300 Mal wiirfeln lassen und nach jedem Wurf den
neuen Anteil und den Mittelwert berechnen lassen. Bei den ersten sechs Wiirfen
erhalten Wir die Sequenz: 5, 5, 3, 3, 3, 2, ...

Die dicke blaue Linie in Abbildung [4.9 zeigt die fortlaufenden Mittelwerte iiber
300 Wiirfe. Fiir den ersten Wurf ist die Augenzahl zugleich der Mittelwert 5, nach
zwei Wiirfen erhalten Sie wieder den Mittelwert (5 + 5)/2 = 5, nach dem 3. Wurf
(54+45+4+3)/3=4.33, ..., fiir den 6. Wurf (5+54+34+3+3+2)/6 = 3.5, usw.

Die grau eingezeichneten Linen zeigen die Konvergenz der Mittelwerte fiir andere
Folgen von Realisationen.

Abbildung kann z.B. mit folgendem R-Code erzeugt werden. Dabei wird die
kumulierte Summe (cumsum()) durch den Trend i dividiert, wir erhalten also Mit-
telwerte fiir zunehmende Stichprobengrofien

n <- 300

i<-1:n

set.seed(123456)

means <- cumsum(sample(x = 1:6, size = n, replace = TRUE))/i

x110)
plot(means, type = "1", ylim = c(1,6),

main = "Mittelwerte bei zunehmender Stichprobengrofe",

ylab = "Mittelwert", xlab = "Stichprobengrofie n",col="blue", 1lwd=2)
for (j in 1:7) { # weitere Folgen
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lines(cumsum(sample(x = 1:6, size = n, replace = TRUE))/i, col="gray")

}
abline(h=3.5, col = "red", 1lty=2, lwd=2)

Wiederum, iiber umso mehr Wiirfe gemittelt wird, umso mehr ndhern sich diese
Mittelwerte dem Erwartungswert 3.5 an. Dies ist kein Zufall, sondern ist eine Kon-
sequenz des Gesetzes der Grofien Zahl.

Mittelwert der Augenzahlbeim Wiirfeln
mit zunehmender StichprobengréBe

© -
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Abbildung 4.9: Gesetz der Groflen Zahl: Bei sehr hiufiger Wiederholung des Zu-
fallsexperiments unter identischen Bedingungen nédhert sich die
Folge der empirischen Mittelwerte mit steigendem Stichproben-
umfang dem theoretischen Erwartungswert 3.5 an.

R Code: sieche Appendix Seite [51]

Beispiel: Stundenlthne Fiir dieses Beispiel verwenden wir Brutto-Stundenldhne
(StdL) von 4809 unselbsténdig Beschéftigten in Osterreich (EU-Sile 2015). Der
durchschnittliche Stundenlohn iiber alle Beobachtungen betrigt StdLL = 16.12 Euro.
Wir betrachten diese 4809 Beobachtungen als Grundgesamtheit, lassen den Com-
puter daraus Stichproben ziehen (mit Zuriicklegen), und berechnen fiir jede dieser
Stichproben den Mittelwert.

Abbildung [4. 101 zeigt das Ergebnis, wiederum n&hern sich die Mittelwerte der Stich-
proben mit zunehmender Stichprobengréfie dem wahren Wert (d.h. dem durch-
schnittlichen Stundenlohn der Grundgesamtheit StdL = 16.12) an.
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Mittelwert der Stundenléhne
bei zunehmender StichprobengréBe
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Abbildung 4.10: Gesetz der Grofien Zahl: Aus 4809 beobachteten Stundenléhnen
werden mehrere Stichproben gezogen. Fiir jede Stichprobe wer-
den fiir s = 1,2,...,500 die Mittelwerte iiber jeweils die ersten ¢
Beobachtungen gerechnet. Mit zunehmender Stichprobengrofie n
nédhern sich die Mittelwerte aus diesen Stichproben dem wahren

Wert StdL = 16.12 an.

Konsistenz einer Schitzfunktion bedeutet allgemein, dass eine Folge von
Schétzfunktionen 6, stochastisch gegen das wahre 6 konvergiert, also ein Gesetz
der grofien Zahl erfiillt ist; in anderen Worten, bei Konsistenz konvergiert eine Folge
von Schétzfunktionen 6, in Wahrscheinlichkeit gegen den wahren Wert 6.

Dies wird oft kiirzer geschrieben als
A

Dafiir hat sich auch die Notation des sogenannten probability-limits (plim) ein-
gebiirgert )
plimé@, =60

. . . . . . .. A p . .
dies ist einfach nur eine andere Schreibweise fiir § — 6, was wiederum nur eine
Kurzschreibweise fiir

limPr[|én—9|<5]:1 0>0

n—o0

ist, wobei 0 beliebig klein gew&hlt werden kann.
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Man beachte, dass es keine einfache Beziehung zwischen Effizienz und Konsistenz
einer Schétzfunktion gibt. Eine Schétzfunktion kann zwar effizient und erwartungs-
treu sein, aber trotzdem nicht konsistent sein (z.B. wenn die Schétzfunktion nicht
von n abhéngt). Haufiger ist der Fall, dass eine Schétzfunktion zwar konsistent, aber
nicht erwartrungstreu ist! Natiirlich kénnen Schéatzfunktionen auch konsistent und
effizient, oder weder konsistent noch effizient sein.

Die Bedeutung der Konsistenz resultiert ganz wesentlich daraus, dass das Rech-
nen mit ‘probability-limits’ relativ einfach ist. Intuitiv konnen wir uns vorstellen,
dass — wenn das ‘probability-limit’ existiert und gegen einen festen Wert konver-
giert (plim 6, = ) — wir mit ‘probability-limits’ wie mit ‘normalen Zahlen’ rechnen
koénnen.

Regeln fiir das Rechnen mit ‘probability-limits’

1. Fiir eine beliebige Konstante ¢ gilt

plimc=c¢

2. Seien 6,, und @n Zufallsvariablen (z.B. Schétzfunktionen) mit plim 6, = 0 und
plim 3, = ¥ (0 wird theta und O vartheta gesprochen) dann gilt

plim(én + 1/9\,1) = plim6, + plim 1/9\,1 =04+
plim(én@\n) = plim 0, plim 1/9\71 =69

0, plimé, 6
P <19H> plimd, U (e § 0)

Man beachte, dass die letzten beiden Eigenschaften fiir den Erwartungswer-
toperator nur dann gelten, wenn 0 und ¥ stochastisch unabhéngig sind. Aus
diesen Griinden ist Konsistenz iiblicherweise deutlich einfacher zu beweisen als
Erwartungstreue oder Effizienz.

3. Wenn 0 eine konsistente Schiitzfunktion fiir 6 ist und 2 (6) eine stetige Funktion
von 6 ist gilt R
plim ~(0) = h(0)
Man sagt auch, dass sich die Konsistenz ‘iibertrégt’. Wenn 6 eine konsistente
Schatzfunktion fiir 6 ist, dann ist z.B. 1/6 auch eine konsistente Schétzfunktion

fiir 1/0 (fiir 0 + 0); oder Inf ist eine konsistente Schiitzfunktion fiir fiir In 0
(fiir > 0). Dies gilt nicht fiir den Erwartungswertoperator!

4.5.3 Beispiel: Unverzerrtheit und Konsistenz von OLS
Schitzfunktionen mit stochastischen Regressoren

Bisher haben wir angenommen, dass die erkldrende Variable z deterministisch ist,
das heifit, dass bei wiederholten Stichprobenziehungen nur verschiedene y gezogen
werden, aber die z (z.B. durch einen Experimentator) ‘fest gehalten” werden.
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In diesem Unterabschnitt interessieren uns die FEigenschaften von OLS-
Schatzfunktionen, wenn die erkldrende Variable x ebenso stochastisch ist. Die OLS-
Schétzfunktion fiir den Steigungskoeffizienten ist bekanntlich

=~ cov(z,y) D E
- ovar(z) )

wobei ¥; :=x; — Z und §; ;= vy; — y.
Wie schon frither erwédhnt bendtigen wir fiir den Fall stochastischer Regressoren
einige zusétzliche Annahmen

1. Die (y;,x;) fiir ¢ = 1,...,n sind iiber die Beobachtungen i identisch und un-
abhéngig verteilt (i.i.d.), es handelt sich also um eine echte Zufallsstichpro-
be. Jede einzelne Ziehung aus einer gemeinsamen Wahrscheinlichkeits- oder
Dichtefunktion liefert ein Paar von zwei Zufallsvariablen (y;,x;), und deren
gemeinsame Wahrscheinlichkeiten entsprechen den Wahrscheinlichkeiten der
Grundgesamtheit. Dies bedeutet, dass sich die Grundgesamtheit (bzw. der
Datengenerierende Prozess) zwischen den Ziehungen nicht dndert (alle (y;, ;)
sind identisch verteilt), und das Ergebnis einer Ziechung hat keinen direkten
Einfluss auf irgend eine andere Ziehung (Unabhéngigkeit).

2. Die Erwartungswerte und Varianzen von g; und z; sind nicht unendlich grof,
und ‘grofle Ausreifler sind unwahrscheinlich’. Etwas technischer kann dies mit
Hilfe der vierten Momente geschrieben werden als

0<E(y})<oo und 0<E(z}) < oo

Dies bedeutet, dass die Kurtosis nicht unendlich grof8 sein darf. Wir wissen,
dass die Varianz das zweite Moment einer Zufallsvariable ist, intuitiv konnen
wir uns deshalb vorstellen, dass die ‘Varianz der Varianzen’ nicht unendlich
grofl werden darf. Diese Annahme wird bendétigt, damit die asymptotischen
Approximationen giiltig sind. Fiir die meisten Anwendungen ist diese Annah-
me nicht sonderlich streng.

3. E(ei|zy, ..., x,) = 0 oder bei Giiltigkeit der ersten Annahme E(g;|z;) = 0: Der
auf alle x; bedingte Erwartungswert der Storterme ist gleich Null. Wir haben
bereits gesehen, dass dies stochastische Unabhingigkeit ; und x; impliziert.
Dies ist eine strengere Annahme als cov(e;,z;) = 0, da die Kovarianz nur
ein Maf fiir die lineare Abhéngigkeit ist. In anderen Worten, E(g;|z;) = 0
impliziert cov(e;, ;) = 0, aber nicht umgekehrt!

Wir haben bereits gesehen, dass diese Bedingung erforderlich ist fiir die Er-
wartungstreue der OLS Schéatzfunktion.

Um die Erwartungstreue zu iiberpriifen setzen wir wieder den wahren Zusammen-
hang 4j; = (B2@; + €; ein und bilden den Erwartungswert

1= o[

Wenn nun die #; stochastisch sind hiangt die Erwartungstreue von der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z; und €; ab (man beachte, dass bei stochastischen
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Regressoren auch der Nenner Y, 77 eine Zufallsvariable ist, und bekanntlich ist
B i) 22, 87) # B, diei)/ EQC; #)1).
Die Erwartungstreue der Schitzfunktion Bg kénnen wir nur zeigen wenn wir an-

nehmen, dass alle #; (d.h. &, @9, ...%,) stochastisch unabhéngig von allen ¢; (d.h.
€1,€2,...6y,) sind, oder fiir i.i.d. Stichproben E(g;|z;) = 0. In diesem Fall gilt

2] - ()
- 5 ()]

da B(si|z:) = 019

Um die Konsistenz zu zeigen bilden wir das probability-limit und wenden die ent-
sprechenden Rechenregeln an

plim Bg = plim [y + plim [%ﬁ;z}
plim ) &3

= Ot plim [% Zxﬂ

Man beachte, dass Y, &7 eine Summe von n positiven Zufallsvariablen ist. Wenn
n gegen Unendlich geht wiirden wir deshalb erwarten, dass Y ;" | Z7 unendlich gro8
wird. Deshalb dividieren wir Zéhler und Nenner in der dritten Zeile durch n und
erhalten damit eine konsistente Schatzfunktion fiir die Varianz und Kovarianz der
Grundgesamtheit. Unter den vorher getroffenen Annahmen kénnen wir davon aus-
gehen, dass diese gegen einen festen Wert konvergieren.

Die Schétzfunktion Bg ist also konsistent, wann immer die Storterme der Grund-
gesamtheit ¢; und die erkldrenden Variablen #; stochastisch unabhéngig sind, d.h.

wenn
1 . |1 .2 2
plim [E leal] =0 und plim [5 le} =o0;>0
da in diesem Fall 0
plim By = By + — = B

O3
Im Unterschied zum Beweis fiir die Erwartungstreue miissen fiir Konsistenz nicht
alle x1,x2,...x, mit allen €1, 5, ... €,, unkorreliert sein, sondern es geniigt fiir Kon-
sistenz, wenn die z; einer Beobachtung oder Zeitperiode mit den entsprechenden ¢;
der gleichen Beobachtung oder Periode unkorreliert sind.

Wichtig ist aber nach wie vor die Annahme, dass die Storterme der Grundgesamtheit
g; mit dem Regressor x; unkorreliert sind. Ist diese Annahme nicht erfiillt sind auch
OLS-Schatzfunktionen nicht konsistent!

0Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus dem Gesetz der iterierten Erwartungen E(g;) =
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Im wesentlichen verlangen wir von den Regressoren x also, dass sie nur iiber den
spezifizierten Zusammenhang y; = f1 + [ox; + €; mit den y verkniipft sind, und
dass es keine anderen nicht spezifizierten Zusammenhénge zwischen z und y gibt,
d.h. dass die x; und ¢; stochastisch unabhéngig sind. Nicht spezifizierte Zusam-
menhinge erzeugen in der Regel eine Korrelation zwischen den € und x, was dazu
fithrt, dass OLS Schétzfunktionen weder erwartungstreu, effizient noch konsistent
sind! Wie schon erwahnt tritt dies z.B. bei simultanen Gleichungssystemen oder
‘omitted variables’ auf.

4.5.4 Asymptotische Normalverteilung

Eine Schétzfunktion ist asymptotisch normalverteilt, wenn deren normierte Stichpro-
benkennwertverteilung mit zunehmender Stichprobengrofie gegen die Normalvertei-
lung konvergiert. Das dahinter liegende stochastische Konzept ist eine Konvergenz
hinsichtlich der Verteilung (‘Convergence in Distribution’). Vereinfacht gesprochen
bedeutet dies, dass die Verteilung einer Folge von (normierten) Schéitzfunktionen
6, aus Stichproben des Umfangs n, die alle derselben Grundgesamtheit entnommen
wurden, mit zunehmendem Stichprobenumfang in eine Normalverteilung iibergeht,
und dies unabhéngig von der Verteilung der Grundgesamtheit! Beweise der Konver-
genz hinsichtlich der Verteilung fithren zu Zentralen Grenzwertsdtzen.

Bei den Zentralen Grenzwertsétzen handelt es sich um eine Familie schwacher Kon-
vergenzaussagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Allen gemeinsam ist die Aussa-
ge, dass die (normierte) Summe einer grofien Zahl von unabhéngigen, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen anndhernd (standard-)normalverteilt ist. Dies erklart zum
Teil die Sonderstellung der Normalverteilung.

Die bekannteste Aussage wird auch einfach als “Der Zentrale Grenzwertsatz” be-
zeichnet und befasst sich mit unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen,
deren Erwartungswert und Varianz existieren und nicht unendlich grof sind.

A~ B y ,
n—00 o —o \ 27

oder einfacher A
V(0 —6) =% N(0, 0?)

d.h. wenn z; ~ i.i.d.(f,0%) und 0 < 0% < oo, dann konvergiert die Verteilung von

V(0 — ) gegen die Normalverteilung mit Mittelwert Null und Varianz o2,

Die Multiplikation mit /n ist erforderlich, da aufgrund der Konsistenz der
Schiitzfunktion die Varianz von (6, — 6) mit zunehmendem n immer kleiner wird.
Durch die Multiplikation mit /n wird diese Abnahme der Varianz exakt ausgegli-
chen und wir erhalten eine stabile Grenzverteilung.

Es gibt eine ganze Reihe von zentralen Grenzwertsitzen, die teilweise deutlich all-
gemeiner und unter weniger strengen Annahmen gelten.

Man kann zeigen, dass auch die OLS Schdtzfunktionen unter den obigen Annahmen
asymptotisch normalverteilt sind. Die Beweise dazu finden sich in jedem fortgeschrit-
tenen Lehrbuch zur Okonometrie, hier werden wir die Auswirkungen des zentralen
Grenzwertsatzes nur anhand zweier einfacher Monte Carlo Simulationen vorfiihren.
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Beispiel 1: Wiirfeln Siehe Abbildung [4.111

Beispiel 2: Stundenléhne Siehe Abbildung [4.12]

4.5.5 Asymptotische Effizienz

0 sei eine Schitzfunktion fiir . Die Varianz der asymptotischen Verteilung von 6
heifit asymptotische Varianz von 6. Wenn 6 konsistent ist und die asymptotische
Varianz kleiner ist als die aller anderen konsistenten Schéatzfunktionen, dann heif3t
6 asymptotisch effizient. Man kann zeigen, dass OLS Schétzfunktionen bei stocha-
stischen Regressoren asymptotisch effizient sind.

4.6 Der Mittlere Quadratische Fehler (Mean
Square Error, MSE)

Kehren wir noch einmal zuriick zu Abbildung [4.2] (Seite B]) mit den drei Zielscheiben
zuriick.

Die Wahl zwischen dem ersten und dritten Schiegewehr haben wir mit Hilfe
des Kriteriums der Erwartungstreue gerechtfertigt, haufig werden erwartungstreue
Schétzfunktionen gegeniiber verzerrten Schétzfunktionen bevorzugt.

Die Wahl zwischen dem ersten und zweiten SchieBgewehr, also zwei erwartungstreu-
en Schéitzfunktionen, trafen wir anhand des Kriteriums der Effizienz, ceteris paribus
werden wir effiziente (genauere) Schétzfunktionen gegeniiber nicht effizienten bevor-
zugen.

Was aber, wenn wir uns zwischen dem zweiten und dritten SchieSgewehr entscheiden
miissen? Offensichtlich ist die zweite Schétzfunktion zwar erwartungstreu, aber sehr
ungenau. Die dritte Schétzfunktion ist zwar ‘ein bisschen’ verzerrt, aber viel genauer
als die zweite Schatzfunktion.

In solchen Fillen ist die Entscheidung schwieriger, es gibt einen klaren trade-off. Um
eine Wahl zwischen den beiden rechtfertigen zu kénnen wiirden wir entsprechende
Verlustfunktionen benotigen, also zusétzliche Information.

Ein viel einfacheres Kriterium, das allerdings keine Entscheidung ‘rechtfertigen’
kann, aber immerhin manchmal niitzlich ist den prinzipiellen trade-off deutlich zu
machen, ist der ‘Mean Square Error’ (MSE), der gewissermafien Varianz und Ver-
zerrung in einer Kennzahl zusammenfasst (vgl. Abbildung A.13)).

Wir beginnen wieder ganz allgemein und bezeichnen einen interessierenden Para-
meter einer Verteilung mit 0, und die Schéatzfunktion fiir diesen Parameter mit 6.
Eine konkrete Schiatzung erhélt man, wenn man die Stichprobenbeobachtungen in
die Formel fiir 6 einsetzt.

Folgende Konzepte sind im folgenden von Bedeutung:
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Abbildung 4.11: Empirische Simulation von Stichprobenkennwertvertelungen und

des Zentralen Grenzwertsatzes: Wir betrachten die unendliche
Folge aller Zahlen, die wir beim Werfen eines fairen Wiirfels er-
halten konnen. Aus dieser Folge ziehen wir sehr oft (in diesem
Beispiel 10000 mal) Stichproben der Gréfie n, und berechnen fiir
jede dieser Stichproben das arithmetische Mittel.

Die Grafik links oben zeigt die relative Haufigkeitsverteilung des
arithmetischen Mittels fiir die Stichprobengréfie n = 1; in diesem
Fall ist jeder Mittelwert die Beobachtung selbst, und jede Zahl
erscheint gleich oft.

Die restlichen Grafiken zeigen, dass sich die Verteilung der
Stichprobenmittelwerte (d.h. die Stichprobenkennwertverteilung)
mit zunehmenden Stichprobenumfang einer Normalverteilung
annédhert. Dies demonstriert die Giiltigkeit des Zentralen Grenz-
wertsatzes.

In diesem Beispiel wird bereits fiir kleine Stichprobengrofien eine
relativ gute Approximation erreicht.

R Code: siche Appendix Seite (1]
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(1) Population:
Relative frequencies of StdL

(2) Sampling distribution
of mean forn =10
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Abbildung 4.12: (1) Grafik links oben: relative Haufigkeiten der Brutto-
Stundenléhne von insgesamt iiber 4809 Gsterreichischen Arbeit-
nehmerInnen (EU-Sile, 2015). Diese représentieren fiir uns die
Grundgesamtheit.

Zentraler Grenzwertsatz: Werden aus dieser Grundgesamtheit
viele i.i.d. Stichproben der Gréfle n gezogen und die jeweiligen
Mittelwerte berechnet, so nédhert sich die Verteilung dieser Mit-
telwerte mit zunehmendem Stichprobenumfang n einer Normal-
verteilung an. Da die Grundgesamtheit eine sehr (rechts-)schiefe
Verteilung aufweist werden ziemlich grofle Stichproben benétigt
um eine gute Approximation durch die Normalverteilung zu er-
halten.

R Code: siche Appendix Seite (1]
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10 i
-| verzerrt, aber
kleine Varianz

erwartungstreu, aber
grof3e Varianz

>

Abbildung 4.13: Mean Square Error Abwigung zwischen erwartungstreu-
en Schatzfunktionen mit grofler Varianz und verzerrten
Schétzfunktionen mit kleiner Varianz.

Stichprobenfehler (sampling error) = 0 —0
Verzerrung (Bias) = E(6) — 6
Mean Square Error = E(

. 72
Varianz = E H—E(H)]

Der Stichprobenfehler ist einfach der Unterschied zwischen der Schéatzfunktion und
dem wahren Wert der Grundgesamtheit (also unbeobachtbar). Die Grofie des Stich-
probenfehlers wird sich {iblicherweise von Stichprobe zu Stichprobe unterscheiden.
Die Verzerrung ist die Differenz zwischen dem Erwartungswert der Stichprobenkenn-
wertverteilung einer Schétzfunktion und dem wahren Wert der Grundgesamtheit.
Diese ist fiir eine Schéitzfunktion ein fester Wert der Null oder ungleich Null sein
kann, sich aber nicht zwischen Stichproben unterscheidet.

Der Mean Square Error misst die Streuung der Verteilung einer Schitzfunktion um
den wahren Wert. Diese dhnelt der Varianz, aber wihrend die Varianz die Streu-
ung um den Erwartungswert der Verteilung misst, gibt der MSE die Streuung um
den wahren Wert an. Fiir erwartungstreue Schéatzfunktionen sind Varianz und MSE
natiirlich gleich, aber fiir nicht erwartungstreue Schétzfunktionen miissen sie unter-
schieden werden.
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Dies kann folgendermaflen gezeigt werden:

~

MSE(f) = E(0—0)?
— E[l —E(®6) +E®6) — 6 (E(0) addieren und subtr.)
— E[d —E6)]*+E[EA) — 6] + 2E[0 — E(H)][E(0) — 0]
= E[0 —E0) +E[E®) — 0 +
+2{[E(0))* — [E(0)]* — 0E(0) + 0 E(9)}

Dieser Zusammenhang gilt fiir alle Schétzfunktionen. Akademische Forscher neigen
oft dazu, unverzerrte Schitzfunktionen selbst auf Kosten eines grofieren MSE zu
bevorzugen, da sie ihre Studie als eine von vielen Studien wahrnehmen und hoffen,
dass sich die groflere Streuung iiber die vielen Studien mittelt. In vielen praktischen
Anwendungen gibt es allerdings nur eine einzige Schétzung (Studie), und da spielt es
keine Rolle, ob der Fehler aus einer systematischen Verzerrung oder einer grofleren
Varianz resultiert — Fehler ist Fehler. Fiir Prognosen kann ein kleiner MSE manchmal
wichtiger sein als die Erwartungstreue.

Es gibt auch eine enge Beziehung zwischen dem MSE und der Konsistenz einer
Schétzfunktion

0 ist konsistent, wenn E(6, — 0)> — 0 fiir n — oo

Daraus folgt, dass eine Schéatzfunktion 6 nur konsistent ist, wenn fiir n — oo der
Bias und die Varianz gegen Null konvergieren.
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4.A Appendix

4.A.1 Eine Schitzfunktion fiir die Varianz der Storterme o2

Da ¢? in dem nach der OLS Methode zu minimierenden Ausdruck min Y (y; — B —

ﬁgxl) nicht vorkommt miissen wir im folgenden einen mdlrekten und teilweise etwas
miithsamen Weg gehen, um eine Schitzfunktion fiir o2 zu erhalten[!]

Wir erinnern uns, das wahre Modell der Grundgesamtheit ist
Yi = P11+ Paxi &

und fiir die Mittelwerte gil

y=Pp1+ Bt +€

Das Modell mit mittelwerttransformierten Daten (d.h. in Abweichungsform) ist also

Man beachte, dass das Interzept (; bei der Differenzenbildung wegfillt.

Wir sind an einer Schétzfunktion fiir die Varianz der unbeobachtbaren Storterme
der Grundgesamtheit ¢; interessiert. Da wir diese nicht kennen ist es naheliegend,
dazu von den beobachtbaren Stichprobenresiduen & auszugehen. Deshalb versuchen
wir einen Zusammenhang zwischen den Stértermen der Grundgesamtheit € und den
Stichprobenresiduen € herzustellen (bzw. zwischen deren Varianzen).

Um die Schreibweise etwas zu Vereinfachen kennzeichnen wir im Folgenden mittel-
werttransformierte Daten mit zwei Punkten {iber der Variable, d.h.

Wir beginnen damit, den wahren Zusammenhang der Grundgesamtheit §; = Oa2; +
(g; — €) in den Stichproben-Zusammenhang &; = §j; — f2; einzusetzen und erhalten

& = Boity + (81 — &) — Boity = (By — )ity + (51 — &)

Wir sind letztendlich an einer Varianz interessiert, deshalb quadrieren wir diesen

Ausdruck R R
= (B2 — B2)%E + (ei — 8)? — 2(B2 — Pa)ii(e; — €)

und summieren iiber alle n Beobachtungen auf (beachte, dass """ | #; = 0)

Z 52 52 Zl‘ —|—Z —5 _2ﬁ2 ﬁg Zl‘&"z

und nehmen von beiden Seiten den Erwartungswert

[Z } 52 52 Zx +E [Z(v — 5‘)2}1—\2E [(32 ) Ziﬁl}

/

B C

Dije folgenden Ausfithrungen halten sich eng an Gujarati 1995.
125 yi =nP1+ B>, xi + Y, €. Dividieren durch n gibt § = 31 + o + €.
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Die folgende Rechnerei ist etwas umsténdlich, sie werden spéter sehen, dass sich dies
in Matrixschreibweise deutlich einfacher darstellen lésst.

Nun aber ans Werk! Wir haben bereits gezeigt dass

o? o?

ST Y (- 7)

Var(gz) = E(Bz - 52)2 =

Daraus folgt, dass der erste Term A = o2
Der zweite Term B = E[>",(e; — £)?] = (n — 1)o?, wenn die ; ~ 1.i.d.(0, 0?).

Beweis: Zuerst ist zu beachten, dass der Storterm &; eine von n verschiedenen Zu-
fallsvariablen ist, da i = 1...,n. Wir haben angenommen, dass E(g;) = 0, d.h. wenn
wir ber alle mdoglichen — mit den Wahrscheinlichkeiten gewichteten — Ausprdagungen
der einen Zufallsvariable ¢; aufsummieren ist diese gewichtete Summe Null.

Daraus folgt aber nicht, dass » . ,&; = 0, denn hier summieren wir iber
n verschiedene Zufallsvariablen auf! Die Bedingungen erster Ordnung fir OLS
Schitzfunktionen garantieren zwar, dass fiir die Residuen gilt > | €, = 0 (sofern die
Regression ein Interzept enthélt), dies muss aber nicht fiir die Storterme ¢; gelten!
Weiters erinnern wir uns, dass var(g;) := Elg; — E(g;)]? = E(g;)? = 02 wenn die
insgesamt n Storterme alle homoskedastisch und nicht autokorreliert sind.

E [Z(si—5)2] = E [Z(e?—%iﬁs?)

7 7

ol ()b

= ZE £;) —QEZ 5@2’% +Z <%Z€j>

, wenn E(e?) = o und
= no —Z +Z<nzzEgﬂ ) E(eej) =0 fiir i # 5
= no ——Zo +Z<n220>

(2

= no’—2°+0o?
= (n—1)o?

mit 4,5 = 1,...,n. Dabei haben wir wiederholt von den Annahmen E(g;)? = o2

und E(g;e;) = 0 fiir ¢ # j (d.h. Homoskedastizitéit und Unabhéngigkeit) Gebrauch
gemacht. Das impliziert, dass das folgende Ergebnis nur bei Homoskedastizitat und
Unabhéngigkeit gilt!

Hinweis: Um z.B. zu sehen, dass

QEZ [% (81' Zéfj)] = Z%E(Sl)z 220'2
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empfiehlt es sich die innere Summe auszuschreiben
QEZ lgi(€1+52+...+5i+...+5n) =
n
2
—Z (eie1) + E(giga) + - + E(e]) + - - - + E(gien)] = EZE(‘C’:?) = 207

wenn (und nur wenn!) E(e?) = 02 und E(g;e;) = 0 fiir ¢ # j, d.h. wenn die Stoérterme
homoskedastisch und nicht autokorreliert sind. Falls diese Bedingungen verletzt sind
gelten die letzten beiden Gleichheitszeichen nicht! Diese Fille werden wir spéter in
den Kapiteln iiber Heteroskedastizitdt und Autokorrelation ausfiihrlicher diskutie-
ren.

Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dass E(£?) = 02/n. Welche Annahmen sind dazu
erforderlich? U

Fiir den dritten Term C = 2E [(3\2 — Pa) lesl] beriicksichtigen wir, dass

~ T ; Ti( Doy + & ; L€
B = 2l 2bBeltive) g 3

weshalb . &g, = (Bg — (2) >, &7 Einsetzen in C' = 2E |:(B\2 — [2) > &;g;| unter

~

Beriicksichtigung von var(By) = E[8; — E(3,)]2 = 02/ 3, &2 gibt

.’L’

~ . 2023 i
Gom oy zﬁ] S0 VL
Wir fassen nun die Terme A = 0%, B = (n — 1)o? und C' = 202 zusammen

E [Z éf} =0+ (n—1)0* — 20% = (n — 2)0?

Daraus kénnen wir wieder eine erwartungstreue Schéatzfunktion fiir die Varianz der
Grundgesamtheit o2 bestimmen, denn aus der letzten Gleichung folgt

EQ2EY) _ (4.8)

Wir definieren nun ein

denn aufgrund Gleichung (£J) gilt E(6?) = o2, also ist 6% eine erwartungstreue
Schitzfunktion fiir !
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4.A.2 Gauss-Markov Beweis

Um die Effizienz der OLS-Schéatzfunktion 52 zu beweisen minimieren wir die Varianz
einer beliebigen linearen Schitzfunktion By (sprich f; Schlange)

52 = Z CilYi
i=1

wobei die ¢; (beliebige) deterministische Gewichte sind, die natiirlich eine Funktion
der z; sein konnen.

Wir interessieren uns ausschliefSlich fiir erwartungstreue Schétzfunktionen, deshalb
miissen wir zuerst die notwendigen Bedingungen ermitteln, unter denen die lineare
Schétzfunktion Sy = > | ¢;y; erwartungstreu ist.

Erwartungstreue bedeutet .
E(B2) = B2
Einsetzen der obigen Schétzfunktion gibt:

E(f) = EQQ_ )
= ) E(y)  (dac deterministisch)
= Y B+ Bary)  [dayi =i+ Boxi + & und E(g;) = 0]
= Blzci ‘I‘BQZCZ'?M
= B wemn Y =0 und Y =1

Das heifit, damit Bg = Y ¢;y; eine unverzerrte Schitzfunktion fir 3, ist miissen die
Bedingungen » ¢; = 0 und Y ¢;x; = 1 erfiillt sein[

Nun minimieren wir die Varianz von (3, unter diesen beiden Nebenbedingungen fiir
Unverzerrtheit.

Die Varianz von fs ist

var(f,) = var (ZQ‘%‘)

= Z 2 var (y;) (weil die y; statistisch unabhéngig sind)

— E 2 2 2§ 2

da unter den Annahmen deterministischer x und E(e;) = 0 gilt var(y;) = var(e;) =
o?, weil var(y;) := E[S1+ o+ —E(B1+foxi+e:)]* = Ele;—E(&:)]*) = E(e:)? = o°.
Man beachte, dass wir dabei auch von den Gauss-Markov Annahmen iiber den

Storterm e; ~ 1.i.d.(0,0?) (d.h. unter anderem, keine Autokorrelation und keine
Heteroskedastizitat) Gebrauch gemacht haben.

Wir suchen nun die Gewichte ¢y, co, ..., c,, die die Varianz von BNQ unter den Ne-
benbedingungen Y ¢; = 0 und > ¢;z; = 1 (Erwartungstreue) minimieren. Dies ist
eine einfache Minimierungsaufgabe unter Nebenbedingungen und kann z.B. mit der

13Man beachte, dass die Gewichte w; = i;/ y x? auf Seite [I5] diese Bedingungen erfiillten.
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Lagrange Methode einfach gelost werden. Da wir zwei Nebenbedingungen haben
bendtigen wir zwei Lagrangemultiplikatoren A; und As.

Die Lagrangefunktion ist

L(ci,... o A1, Ag) = 07 Zc? - M <Z ci> — A <Z CiT; — 1)

und die Bedingungen erster Ordnung fiir ein Optimum sind

a—[’ = 2610’2 — )\1 — )\2.1'1 =0
801
% = 2020’2 — /\1 — /\21‘2 = O
862
oL
O 96,07 — A — Aoy, =0
oey,

oL
a—)\l = ZCZZO

Aus diesen n+2 Gleichungen kénnen die Unbekannten ¢, . . ., ¢,, Ay und Ay berechnet
werden.

Die ersten n Gleichungen kénnen geschrieben werden als

1

G = ﬁ()\1+/\21'1)
1

Cy = T‘Q(Al‘i‘)\gxg)
1

Cp, = T‘Q()\l‘i‘)@xn)

Aufsummieren dieser Gleichungen gibt
1

da ) . ¢; = 0 eine Bedingung erster Ordnung ist.

Als néchstes konnen wir die erste Gleichung des obigen Gleichungssystems mit xq,
die zweite mit x5 usw. multiplizieren

1
c1r1 = ﬁ()\lxl -+ )\2.%'%)
Coly = T‘_z()\ll'z + )\21’%)
1 2
Ty = — Mz, + Aax)

202
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Aufsummieren gibt

ZCz‘%‘ = % (/\1 Z!Ez + A2 Z(ﬁ)) =1

i i
wobei ), c;z; = 1 wieder eine Bedingung erster Ordnung ist.

Diese beiden Gleichungen kénnen nach A; und A, gelost werden (nicht so schiichtern,
versuchen Sie’s ruhig mall)

A _ —20'2 le
' n(ox) — (2o @)
Ny = 2no

n(Xaf) — (o wi)?

Diese Gleichungen konnen schliellich in

1
C; = T‘Q()\l -+ )\2.%'@)

eingesetzt werden und geben die Losung

n:pi—zjxj (-1

() — () 2 — o)

C; =

Deshalb ist

5 - di(mi — Ty

pa = Y= =

; > (i —T)?
eine effiziente (d.h. erwartungstreue und varianzminimale) Schétzfunktion. Aber
dies ist genau die Gleichung der OLS-Schétzfunktion. Damit haben wir gezeigt,
dass OLS-Schétzfunktionen tatséchlich die minimale Varianz unter allen linearen er-
wartungstreuen Schétzfunktionen haben, wenn die Gauss-Markov Annahmen erfillt
sind. qged

Dieser Ansatz liefert auch eine alternative Moglichkeit die Varianz von 3\2 zu berech-
nen, denn wir haben vorhin gezeigt, dass var(fs) = 0% c?.

Wir multiplizieren
nT; — ;T
n(X; =) — (2, 25)?

mit ¢; und Summieren {iber alle ¢ (fiir 4,5 = 1,...,n)

C;, =

T ) - ()

Zci =0 und Zcixi =1

9 nzi(cm) - Zi % Zj Lj
2.

folgt
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also

0,2

2z =)

Dies ist wiederum exakt die Varianz der OLS-Schatzfunktion.

var () =

Ahnlich kann ein BLUM Schitzer fiir Bl und dessen Varianz berechnet werden:

B = y— BoT
) 2(3° 2
var(f;) = %

Eine allgemeinere untere Abschéitzung der Varianzen einer erwartungstreuen
Schétzfunktion erlaubt die Rao-Cramer’sche Ungleichung (siehe z.B. Kmenta
1990, S. 160f, Frohn 1995).

Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dass Y (%) — 1 (3 2;)? = Y (2 — @)
Hinweis: es ist einfacher zu zeigen, dass Y (z; — )? gleich > (2?) — 1(3° z;)? ist.

4.A.3 R Code
Grafik .9 (Seite 34)):

HEGHSHHE R H G H R R R
# LLN - Law of Large Numbers

HHHHHHHH RS HH R R HSS HH R R R R H R T
n <- 300

i<-1:n

set.seed(123456)

means <- cumsum(sample(x = 1:6, size = n, replace = TRUE))/i

x110

plot(means, type = "1", ylim = c(1,6),
main = "Mittelwert der Augenzahlbeim Wiirfeln \nmit zunehmender StichprobengrosBe"
ylab = "Mittelwert", xlab = "StichprobengréBe n",col="blue", lwd=2)

for (j in 1:7) { # weitere Folgen

lines(cumsum(sample(x = 1:6, size = n, replace = TRUE))/i, col="gray")
+
abline(h=3.5, col = "red", 1lty=2, lwd=2)

Grafik EL.TT] (Seite [41)):

HUBLUE bedeutet Best Linear Unbiased Estimator, man spricht also von von einem BLU
Schétzer.
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HEH R
# CLT - Central Limit Theorem

HEH
rm(list=1s())

set.seed(123456)

draws <- 10000 # number of samples drawn
mw <- rep(NA, draws) # to be filled with means

x11() # dev.new()
par(mfrow = c(2,2)) # 4 graphs: 2 rows, 2 columns

# n: Sample Size
for (n in c(1, 2, 5, 20)){
for (i in 1:draws) {
mw[i] <- mean(sample(x = 1:6, size = n, replace = TRUE))
}
hist(mw, col="gray", freq = FALSE, breaks = 30,
main = paste("Sampling Distribution\nof mean; n = ", n),
xlab = "Sample means")
abline(v = 3.5, 1lwd=2, col="red")
if (n > 4) {
curve (dnorm(x, mean=mean(mw), sd=sd(mw)),
col="blue", lwd=2, 1lty=2, add=TRUE)
}

+
#dev.off ()

Grafik (Seite [A2]):

HEHHAH B HAHHEHBHHAHHEHBHHEHBHHEHAHBEHAH RS HAHBHHEHBH R B HBH RS H AR RS HAH RS HAH
# CLT - Central Limit Theorem (StdL, EU-Silc 2015)
HEHSFHHHHHHAFHHAFHH A H RS HH  H R R R  HE
rm(list=1s(all=TRUE))

d <- read.csv("http://www.hsto.info/statistik/d1l/std12015.csv")
attach(d)

draws <- 10000 # number of samples drawn (rows)
set.seed(123456)

x11() # dev.new()

par (mfrow = c(2,2))

# Population

hist(StdL, col="gray", freq = FALSE, breaks = 60,
main = "(1) Population: \n Relative frequencies of StdL",
xlab = "\’StdL\’")

abline(v = mean(StdL), lwd=2, col="red")
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# n: Sample Size 10, 30, 500
g <-1
for (n in c(10, 30, 500)){
my.samples <- matrix(NA, nrow = draws, ncol = n) # for samples
for (i in 1:draws) {
# each row is a different sample of size
my.samples[i, ] <- sample(x = StdL, size = n, replace = TRUE)
}

sample.means <- apply(my.samples, MARGIN = 1, mean) # calculate means

o]

g <- g+l
hist(sample.means, col="gray", freq = FALSE, breaks = 30,
main = pasteO("(", g, ") Sampling distribution\nof mean for n = ", n),

xlab = "Sample means for \’StdL\’")

abline(v = mean(StdL), 1lwd=2, col="red")
curve (dnorm(x, mean=mean(StdL), sd=sd(StdL)/sqrt(n)),

col="blue", 1lwd=2, 1lty=2, add=TRUE)
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