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Kapitel 3
Ein Statistisches Intermezzo

“Strange events permit themselves the
luxury of occurring.” (Charlie Chan)

“Conditioning is the soul of statistics.”
(Joe Blitzstein)

Unsere Umwelt produziert am laufenden Band zuféllige Ergebnisse wie Wolken,
Aktienkurse, Herzinfarkte oder Schmetterlinge. Wir interessieren uns zum Beispiel
dafiir, ob wir aus einer Wolkenstimmung auf baldigen Regen schlieflen kénnen, ob es
einen Zusammenhang zwischen Borsencrashs und Herzinfarkten gibt, oder ob sich
die beriihmten “Schmetterlinge im Bauch” auf den Priifungserfolg auswirken.

Um solch breit gefasste Fragestellungen empirisch untersuchen zu kénnen benétigen
wir ein abstraktes Modell, d.h. auch ein mathematisches Instrumentarium, welches
es uns gestattet, Phdnomene wie oben geschildert mathematisch zu beschreiben.

Grob vereinfacht kénnen wir uns die Welt, und damit auch die ‘Wirtschaft’, als
einen riesigen datengenerierenden Prozess vorstellen, die laufend Ergebnisse wie
Aktienkurse und Herzinfarkte produziert. Wir wollen hier Methoden entwickeln,
die uns spéater helfen sollen einige Teilaspekte dieses duflerst komplexen Gebildes
zu analysieren. Dabei geht es vor allem darum, wie wir aus den durch vielen Zu-
fallsstorungen iiberlagerten Beobachtungen auf tiefer liegende GesetzméfBigkeiten
schliefen kénnen, die dem datengenerierenden Prozess zugrunde liegen, und wie wir
in diese GesetzméifBigkeiten aus den beobachteten Daten schitzen konnen.

Dazu benotigen wir mehr als eine vage Intuition, wir bendtigen ein paar theoretische
Grundlagen. Deshalb werden wir in diesem Kapitel ein grundlegendes statistisches
Denkmodell entwickeln, das allem Folgenden zugrunde liegt.

Das erste Problem besteht darin, dass uns die Natur ihre Ergebnisse nicht unmit-
telbar als fix und fertige Zahlen liefert, sondern z.B. in Form von Wolken oder
Schmetterlingen. Um diese in ein mathematisches Geriist zu bringen benétigen wir
ein sehr allgemeines Konzept, ndmlich Mengen. Mit Mengen kann man zwar fast
beliebige Ergebnisse beschreiben, aber sie haben einen entscheidenden Nachteil, der
Umgang mit ihnen ist umstédndlich, man kann nicht einfach mit ihnen ‘rechnen’.
Das Konzept der Zufallsvariablen wird es uns ermdglichen, ganz allgemeine Zufall-
sereignisse in die Zahlenmenge abzubilden. Der allgemein Beweis, dass dies generell
moglich ist, wurde von Stochastikern wie z.B. Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903
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Angewandte Okonometrie 2

— 1987) in den dreifliger Jahren des letzten Jahrhunderts erbracht. Tatséchlich sind
Zufallsvariablen ziemlich komplexe mathematische Gebilde, was uns hier aber nicht
weiter zu kiimmern braucht, der Umgang mit ihnen ist denkbar einfach.

Wir werden im folgenden Abschnitt zuerst das Konzept der Zufallsvariablen ein bis-
schen ausfiihrlicher erlautern, uns dann mit deren Verteilungen und Momenten (z.B.
Erwartungswerte und Varianzen) beschéftigen, die wir spéter fiir Hypothesentests
bendétigen werden.

Zu Threr Beruhigung, wir werden auch in diesem Kapitel nicht wirklich in die Tiefe
gehen, sondern der Intuition wieder den Vorrang gegeniiber mathematischer Strenge
einrdumen. Manche Konzepte werden trotzdem zumindest anfanglich etwas abstrakt
anmuten, aber diese Abstraktion hat einen hohen Ertrag, sie erlaubt es uns ein
generelles Modell zu entwickeln, auf dessen Grundlage wir spétere Anwendungen
aufbauen konnen.

3.1 Zufallsexperimente und deren Ergebnisse

Den logischen Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen liefert das Gedanken-
modell eines Zufallsexperiments. Ein Zufallsexperiment ( ‘random experiment’) in
unserem Sinne ist ein spezieller ‘Datenerzeugender Prozess’ (DGP), der die folgen-
den drei Bedingungen erfiillt:

Zufallsexperiment:

1. alle moglichen Versuchsausgénge, d.h. die Menge aller
moglichen Flementarereignisse des Experiments sind a prio-
ri bekannt (auch Ergebnisraum oder Ergebnismenge 2 ge-
nannt);

2. das Ergebnis einer einzelnen Durchfithrung des Experi-
ments kann nicht mit Sicherheit vorhergesagt werden, aber
es gibt eine bestimmte RegelméafBigkeit bei wiederholten
Durchfiithrungen; und

3. das Experiment kann unter identischen Bedingungen beliebig
oft wiederholt werden.

Achtung: diese Annahmen sind nicht so harmlos wie sie auf den ersten Moment
aussehen. Die erste Annahme, dass alle mdoglichen Versuchsausginge des Zufallsx-
periments a priori bekannt sind, schlieBt eine fundamentale Unsicherheit aus, also
etwas, was D. Rumsfeld einmal “Unknown unkowns” nannte. Die Unterscheidung
geht zuriick auf Frank Knight (1885 — 1972, ein Begriinder der Chicagoer Schule der
Okonomie), und wird deshalb manchmal auch als Knightsche Unsicherheit bezeich-
net. Unsere Methoden erlauben nur eine Beurteilung von ‘kalkulierbaren Risiken’!

Auch die dritte Annahme, dass das Zufallsexperiment unter identischen Bedingun-
gen beliebig oft wiederholt werden kann, ist in den allermeisten Féllen unrealistisch,
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Geschichte wiederholt sich nicht, oder prominenter, ‘du steigst nicht zweimal in den-
selben Fluss’ (Heraklit).

Trotzdem beruht die frequentistische Wahrscheinlichkeitstheorie, die Wahrschein-
lichkeit als relative Haufigkeit einer grolen Anzahl gleicher, wiederholter, voneinan-
der unabhéngiger Zufallsexperimente definiert, genau auf dieser Annahme. Haufig
behilft man sich mit der Vorstellung, dass die Zufallsexperimente zumindest im Ge-
dankenexperiment wiederholbar sind.

Klassische Zufallsexperimente sind zum Beispiel das Werfen einer Miinze, das Ziehen
einer Karte aus einem Stapel, Roulette oder Black Jack. Man beachte, dass es sich
dabei nicht um ein Experiment im iiblichen Sinne handeln muss, wir denken dabei
blo3 an ein Phdnomen, dessen einzelne Ausgéinge im Einzelfall nicht mit Sicherheit
vorhergesagt werden kénnen, obwohl bei wiederholten Ausfihrungen ein beschreib-
bares Muster erkennbar ist. Beim wiederholten Werfen einer fairen Miinze erwarten
wir z.B., dass Wappen und Zahl etwa gleich hdufig auftreten. Da die Resultate von
Zufallsexperimenten haufig keine Zahlen sind betrachten wir die einzelnen moglichen
Ausgénge ganz allgemein als Elemente einer Menge.

Die Menge aller moglichen Ausgénge eines Zufallsexperiments wird Ergebnisraum
oder Menge aller moglichen Elementarereignisse (‘outcomes set’) genannt, und wird
hédufig mit dem Symbol € bezeichnet. Beispiele fiir Elementarereignisse sind das
Geschlecht der nédchsten Person, die zur Tiir hereinkommt, welche Partei die néchste
Wahl gewinnt, die Inflationsrate im néchsten Monat, kurzum, alle Ereignisse, die als
Ausgiinge eines Zufallsexperimentes interpretiert werden konnen. Fiir das Werfen
einer Miinze besteht 2 = {Wappen, Zahl} aus den Elementarereignissen {Wappen }
und {Zahl}.

Der Ergebnisraum fiir das zweimalige Werfen einer Miinze sind die geordneten Paare
QO ={WW,WZ,ZW 77}.

Wenn wir eine Karte aus einem gemischten Stapel ziehen und uns fiir die Farbe der
Karte interessieren ist Q@ = {O &, O, @}, und O € Q bedeutet Q ist ein Element
von 2.

Die Anzahl der moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments (Ergebnisraum) kann
eine endlich grofle Zahl sein, wie in den oben aufgezéhlten Beispielen, aber die Anzahl
der Elemente von {2 kann auch unendlich grof} sein. In diesem Fall kann man weiter
unterscheiden, ob 2 abzdhlbar oder tberabzihlbar viele Ergebnisse enthélt.

Im Fall einer unendlich groflen, aber abzéahlbaren Menge von Ergebnissen kann jedem
Elementarereignis eine natiirliche Zahl N zugeordnet werden; ein Beispiel wére die
Anzahl der Wiirfe die benotigt wird, bis die erste Sechs gewtiirfelt wird.

In den spéateren Anwendungen werden wir uns hauptséchlich fiir Zufallsexperimente
interessieren, deren Menge von Elementarereignissen € eine iiberabzéihlbare Anzahl
von Elementen enthélt, zum Beispiel das Einkommen einer zufillig ausgewéhlten
Person, welches jeden beliebigen Wert innerhalb eines Intervalls annehmen kann.
Fiir die Abbildung solcher Mengen wird in der Regel die Menge der reellen Zahlen
R (bzw. ein Intervall daraus) benotigt.

Wir werden uns in diesem Kapitel hauptsédchlich mit endlichen Ergebnisrdumen
beschiftigen, ganz einfach weil dies einfacher ist. Fiir iiberabzahlbar grofie Er-
gebnisrdume wird ein mathematisches Instrumentarium benotigt, welches wir hier
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Kernbegriffe:

1. Zufallsexperiment: ein unter identischen Bedingungen beliebig oft wieder-
holbarer Vorgang, der nach einer genau definierten Vorschrift ausgefiithrt wird,
und dessen Ergebnis nicht eindeutig im Voraus bestimmt werden kann (d.h.
vom “Zufall” bestimmt wird), z.B. das Werfen einer Miinze, die Ziehung einer
Lottozahl oder einer Zufallsstichprobe, etc.

2. Ergebnisraum eines Zufallsexperiments (bzw. Menge der Elementa-
rereignisse): Menge aller moglichen Ausginge eines Zufallsexperiments. Die
Menge aller Elementarereignisse wird in der Literatur hdufig mit €2 bezeichnet.
So ist z.B. fiir das Werfen eines Wiirfels Q = {1,2, 3,4, 5,6}, und die einzelnen
Elementarereignisse sind {1}, {2}, {3}, ..., {6}.

3. Ereignis: eine beliebige Teilmenge des Ergebnisraums. Ein Ereignis setzt
sich aus einem oder mehreren Elementarereignissen zusammen. Beispielswei-
se setzt sich beim Wiirfeln das Ereignis “Werfen einer geraden Augenzahl”
A ={2,4,6} aus den Elementarereignissen {2}, {4} und {6} zusammen. Wir
sagen Ereignis A ist eingetreten, wenn ein Element von A realisiert wurde.

Die Menge aller moglichen Ereignisse bildet den Ereignisraum.

nicht voraussetzen wollen. Mathematiker haben aber gezeigt, dass die Intuition fiir
Zufallsexperimente mit einer endlichen Anzahl von moglichen Versuchsausgéngen
zum grofiten Teil auch fiir Zufallsexperimente gilt, deren Ereignisraum 2 eine
iiberabzdhlbare Anzahl von Elementen enthélt.

Héufig sind wir nicht an einem einzelnen Elementarereignis interessiert, sondern an
“interessierenden Ereignissen”, zum Beispiel konnten wir uns beim Roulette fiir die
Menge der geraden Zahlen gréfler 15 interessieren, oder beim Pokern dafiir, ein ‘Full
House’ zu ziehen.

Ereignisse (‘events’) setzen sich aus einem oder mehreren Elementarereignissen
zusammen, d.h. jede Teilmenge des Ergebnisraums (2 ist ein Ereignis.

Formal wird ein Ereignis A als eine Teilmenge der Ergebnismenge €2 definiert, d.h.
Acall Beispielsweise setzt sich beim Wiirfeln das Ereignis “Werfen einer geraden
Augenzahl” A = {2,4,6} aus den Elementarereignissen {2}, {4} und {6} zusammen.

Wir sagen ein Ereignis A tritt ein, wenn bei der Durchfithrung des Zufallsexperiments
genau eines der in A enthaltenen Elementarereignisse eintritt. Zum Beispiel tritt
das Ereignis “Werfen einer geraden Augenzahl” genau dann ein, wenn eines der
Elementarereignisse {2}, {4} oder {6} gewdiirfelt wird.

Nun gehen wir einen Schritt weiter und betrachten zwei Ereignisse, z.B. Ereignis
A das Wiirfeln einer geraden Augenzahl, und ein Ereignis B, das Wiirfeln einer
Augenzahl < 3.

1A C Q wenn jedes Element von A auch ein Element von € ist, bzw. etwas abstrakter A C
Q wenn fiir jedes a € A impliziert a € Q.
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Abbildung 3.1: Vereinigung zweier Ereignisse (ODER - Ereignis)
AUB :={z:x € Aoder x € B}
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Abbildung 3.2: Durchschnitt zweier Ereignisse (UND - Ereignis)
ANB:={z:x € Aund z € B}

Wenn wir zwei beliebige Ereignisse A und B betrachten kénnen wir die Vereinigung
A und B (AU B) oder den Durchschnitt A N B definieren.

Die Vereinigung zweier Ereignisse A und B (A U B) ist die Menge aller Elementa-
rereignisse, die zu A oder B gehoren (vgl. Abbildung B.T]).

Der Durchschnitt zweier Ereignisse A und B (AN B) ist die Menge aller Elementa-

rereignisse, die zu A und B gehoren (d.h. wenn A und B gemeinsam eintreten; vgl.
Abbildung B.2]).

Ein unmégliches Ereignis wird durch die leere Menge () dargestellt. Zwei Ereignisse
schlieflen sich gegenseitig aus, wenn AN B = ().

Die komplementdre Menge zu A relativ zu einer Universalmenge € sind alle Elemente
von Q, die nicht in A enthalten sind (vgl. Abbildung ?7).

Man beachte, dass A und die Komplementiarmenge A eine Partition bilden, d.h. sie
decken den Ergebnisraum Q vollsténdig ab und sind disjunkt (die Schnittmenge ist
die leere Menge): AUA=Q, ANA=.
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Abbildung 3.3: Komplementire Menge, A == {z: 2 € Qund z & A}

Zusammenfassung: zufillige Ereignisse konnen als Teilmengen der Menge aller Ele-
mentarereignisse {2 dargestellt werden.
Fir A € Q und B € Q gilt

1. Schnittmenge (UND-Ereignis):

ANB:={z:x € Aund z € B}
2. Vereinigungsmenge (ODER-Ereignis):
AUB :={z:x € Aoder z € B}

3. Komplementares Ereignis:
A={z:r€Qund z ¢ A}

entspricht der logischen Negation.
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Beispiel: Wenn beim Wiirfeln A = {Werfen einer geraden Augenzahl} = {2, 4,6}
und B = {Werfen einer Augenzahl < 3} = {1,2,3}, dannist ANB = {2}, AUB =
{1,2,3,4,6}, A={1,3,5} und B = {4,5,6}, AN B = {5}, AUB = {1,3,4,5,6}.

Mit Hilfe der Definition eines Ereignisses und der Mengenoperationen ist es moglich
einen Ereignisraum@ (event space, sample space) zu definieren. Ein Ereignisraum A
enthélt alle interessierenden Ereignisse und hat dariiber hinaus eine mathematische
Struktur. Wenn uns z.B. die Ereignisse A und B interessieren, enthélt A zusétzlich
zu den Ereignissen A und B die leere Menge (), die Ergebnismenge Q sowie alle
weiteren mit diesen Mengen iiber Mengenoperationen verkniipfte Mengen, wie z.B.
A,B,AU B, AN B etc. Dies ist aus mathematischen Griinden erforderlich, da dies
spiter die Definition von Zufallsvariablen erlaubt, ist aber fiir das Folgende von
geringer Bedeutung. In der Sprache der Mathematik bildet A eine sogenannte o-
Algebra, ein System von Mengen mit einer speziellen mathematischen Struktur.
Den Elementen von A kénnen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden.

Wichtige Regeln fiir das Kombinieren von Ereignissen A, B, C € (2 sind

1. Kommutativgesetze:

ANB = BNA
AUB = BUA

2. Assoziativgesetze:

3. Distrz’butivgesetze.ﬁ

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
AUu(BnNnC) = (AUB)N(AUCQC)

Im Weiteren wird es nun darum gehen, wie Ereignissen A € 2 Wahrscheinlichkeiten
P(A) zugeordnet werden koénnen.

3.2 Wahrscheinlichkeit

Was bedeutet eine Aussage wie z.B. “die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet,
betrigt 40 Prozent”? Offensichtlich gibt es heute keine Moglichkeit mit Sicherheit
vorauszusagen, ob es morgen regnen wird oder nicht, und {ibermorgen kénnen wir
mit Sicherheit sagen, ob es dann geregnet haben wird oder nicht.

Tatséchlich ist die Frage, was man unter Wahrscheinlichkeit verstehen soll, keines-
wegs so trivial wie man meinen mochte; einige der grofiten Philosophen und Mathe-
matiker haben sich vergebens bemiiht, eine einfache Beschreibung des ‘Wesens’ von
Wahrscheinlichkeit zu finden.

2Unter einem Raum versteht man in der Mathematik ganz allgemein eine Menge mathemati-
scher Objekte mit einer zusédtzlichen mathematischen Struktur.

3In der Schulmathematik entspricht dies dem Ausklammern (bzw. Herausheben) und Ausmul-
tiplizieren.
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3.2.1 Laplacesche Wahrscheinlichkeitsdefinition

Eine der altesten Definitionen von Wahrscheinlichkeit geht auf den Mathematiker
Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827) zuriick und wird manchmal auch
Lotterie-Definition oder ‘naive Wahrscheinlichkeitsdefinition” genannt

P(A Anzahl der giinstigen Félle

~ Anzahl aller gleichméglichen Félle

wobei zwei Ereignisse als gleichmdoglich bezeichnet werden, wenn man das Eintre-
ten aller Ereignisse fiir ‘gleich wahrscheinlich” halt. So ist z.B. beim Wiirfeln die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A “Werfen einer geraden Augenzahl”

P(A) = g —05

Diese Wahrscheinlichkeitsdefinition ist allerdings nur fiir Zufallsexperimente mit
gletchwahrscheinlichen Elementarereignissen anwendbar. Wenn Sie sich z.B. fragen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit Sie die néchste Priifung bestehen, so gibt es einen
gilinstigen Fall, Sie bestehen die Priifung, und zwei mogliche Félle, Sie bestehen die
Priifung oder Sie bestehen sie nicht. Daraus den Schluss zu ziehen, dass Sie die
néchste Priifung mit 50 Prozent Wahrscheinlichkeit bestehen werden, kénnte sich
als gefihrlich erweisen. Auflerdem wére nach dieser Logik die Wahrscheinlichkeit,
die néchste Priifung mit einem ‘sehr gut’ zu bestehen, ebenfalls 50 Prozent, was of-
fensichtlich unsinnig ist. Trotzdem leistet diese naive Wahrscheinlichkeitsdefinition
fiir einfache Beispiele mit gleichwahrscheinlichen Ereignissen manchmal niitzliche
Dienste, z.B. wenn es um einfache Stichprobenziehungen geht. Fiir allgemeinere
Anwendungen ist sie allerdings ungeeignet, dafiir benttigen wir die weiter unten
diskutierte axiomatische Definition von Wahrscheinlichkeit.

Heute dominieren zwei Auffassungen von Wahrscheinlichkeit die Szene, die frequen-
tistische Auffassung und subjektive Auffassung, deren bekannteste die Bayessche
Sicht ist.

3.2.2 Frequentistische Wahrscheinlichkeitsdefinition

Wenn ein Zufallsexperiment unter identischen Bedingungen beliebig oft wieder-
holt werden kann und wir die relative Héaufigkeit eines Ereignisses A nach n
Durchfithrungen des Experiments mit n4/n bezeichnen, dann versteht man unter
der frequentistischen Definition den Grenzwert dieser relativen Haufigkeit, wenn die
Anzahl der Experimente gegen Unendlich geht

P(A) = lim (”—A)

n—oo n

Dieser Wahrscheinlichkeitsbegriff ist in der Statistik immer noch am ge-
brauchlichsten und liegt auch diesem Skript zugrunde.

Die Aussage, dass es morgen mit 40% Wahrscheinlichkeit regnet, wiirde ein Ver-
treter der frequentistischen Sichtweise folgendermaflen interpretieren: wenn wir den
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morgigen Tag unter identischen Bedingungen unendlich oft wiederholen wiirden,
dann koénnten wir damit rechnen, dass es an 40% dieser Tage regnet ( “und ewig
grifit das Murmeltier ...”). Natiirlich geht niemand davon aus, dass dies wirklich
moglich ist, hadufig steht implizit die Vorstellung dahinter, dass es in der Vergan-
genheit an 40% der Tage mit dhnlichen Bedingungen geregnet hat. Hier wird die
konzeptionelle Ahnlichkeit des frequentistischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs mit re-
lativen Héaufigkeiten deutlich. Dieser Zugang versucht eine moglichst objektive Be-
schreibung von stochastischen Phinomenen zu finden.

Allerdings ist auch diese Auffassung von Wahrscheinlichkeit mit Problemen behaf-
tet, z.B. ist es praktisch unmoglich unendlich viele Wiederholungen eines Zufalls-
experiments durchzufithren, und gerade in den Wirtschafts- und Sozialwissenschaf-
ten ist hdufig nicht einmal eine einzige exakte Wiederholung moglich (Geschichte
wiederholt sich nicht). Auerdem gibt es keine Garantie, dass die Wahrscheinlich-
keiten tatsichlich konvergieren. Relative Haufigkeiten sind deshalb bestenfalls eine
Anndherung an die gesuchten Wahrscheinlichkeiten.

Bekannte Vertreter dieger Interpretation von Wahrscheinlichkeit sind Richard von
Mises (der Bruder des Okonomen), R.A. Fisher und Jerzy Neyman.

3.2.3 Subjektive Wahrscheinlichkeitsdefinitionen

Bereits im Beispiel mit der Regenwahrscheinlichkeit bereitet die frequentistische
Wahrscheinlichkeitsdefinition Schwierigkeiten, und in vielen angewandten Féllen
(z.B. Geschichte, Politik, Wirtschaft) ist die Vorstellung einer beliebigen Wieder-
holbarkeit realitatsfremd.

Vertreter von subjektiven Wahrscheinlichkeitsdefinitionen (z.B. Leonard J. Savage)
bezweifeln die Existenz einer objektiven Wahrscheinlichkeit, ihrer Auffassung nach
handelt es sich letztendlich um ‘verniinftige Glaubensaussagen’ ( “probability is view-
ed as representing a degree of reasonable belief with the limiting values of zero being
complete disbelief or disproof and of one being complete belief or proof.” Zellner 1984,
6).

Quantifizieren lassen sich subjektive Wahrscheinlichkeiten z.B., indem man beob-
achtet, welche Wettchancen jemand einem Ereignis einrdumen wiirde.

Die bedeutendste Richtung innerhalb subjektiver Wahrscheinlichkeitsauffassungen
ist die Bayessche Wahrscheinlichkeitstheorie. Der bayessche Wahrscheinlichkeits-
begriff setzt keine unendlich oft wiederholbaren Zufallsexperimente voraus, an-
stelle von ‘wahren Parametern der Grundgesamtheit’ tritt der ‘Grad verniinftiger
Glaubwiirdigkeit’, der jeweils mit den verfiigharen Informationen ‘upgedated’” wird.

Subjektive Wahrscheinlichkeiten werden héufig fiir Entscheidungsmodelle unter Un-
sicherheit verwendet. Der Entscheidungstheoretiker Itzhak Gilboa vergleicht den
frequentistischen Ansatz mit einem Gerichtsverfahren, bei dem versucht wird zu ei-
nem moglichst objektiven und nachvollziehbaren Ergebnis zu kommen, wihrend er
die Relevanz des bayesschen Ansatz eher bei der Modellierung individuellen Ent-
scheidungsverhaltens sieht.
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Tabelle 3.1: Klassische versus Bayessche Statistik

10

|

H Classical

\ Bayesian

|

Goal:
For:

Analogous to:

To be used when you try:

To be objective

Making statements in a so-
ciety
Rules of evidence

To make a point

To express also subjective
biases and intuition
Making the best decision
for oneself

Self-help tool

To make a decision

Quelle: Gilboa, Itzhak, Making Better Decisions

3.2.4 Axiomatische Wahrscheinlichkeitsdefinition

Fiir unsere Zwecke benétigen wir allerdings keine inhaltliche Interpretation von
Wahrscheinlichkeit, fiir eine rein mathematische Behandlung reicht die Axiomati-
sche Wahrscheinlichkeitsdefinition aus, die wesentlich auf A.N. Kolmogorov (1903
— 1987) zuriickgeht. Dabei wird nicht versucht das ‘Wesen’ von Wahrscheinlichkeit
zu ergriinden, sondern es werden lediglich die erforderlichen mathematische Eigen-

schaften definiert.

Im Folgenden verstehen wir unter Wahrscheinlichkeit ganz allgemein ein Mafl zur
Quantifizierung der Sicherheit bzw. Unsicherheit eines Zufallsexperiments. Konkret
geht es darum, den Elementen der Ereignismenge A die dazugehorigen Wahrschein-

lichkeiten zuzuordnen.

Die Axiomatische Wahrscheinlichkeitsdefinition umfasst die folgenden drei

Axiome:

1. P(Q) =1

Da die Ergebnismenge €2 alle Elementarereignisse eines Zufallsexperiments
enthélt ist {2 ein sicheres Ereignis (d.h. eine Ereignis aus €2 wird mit Wahr-

scheinlichkeit 1 eintreten);

2. P(A) > 0 fiir alle Ereignisse A € A

Die Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A ist eine reelle, nichtnegative

Zahl; gemeinsam mit 1. folgt 0 < P(A) < 1.

3. Seien A und B sich gegenseitig ausschlieffende Ereignisse, dann gilt fiir die

Vereinigungsmenge A U B

Dies gilt allgemeiner auch fiir beliebig viele Ereignisse.

Wenn {A};’il eine Folge sich gegenseitig ausschlieffender Ereignisse in A ist,

P(AUB)=P(A)+ P(B)

dann gilt fiir die Vereinigung A = (J}Z, A;

P(A) =352, P(4)).
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Fiir eine endliche Menge mit J sich wechselseitig ausschlieBenden Ereignis-
sen Ay, Ay, ... Aj bedeutet dies, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eines
dieser Ereignisse eintritt (A; oder Ay oder ... Aj) gleich der Summe der Ein-
zelwahrscheinlichkeiten ist: P(A;) + P(As) + -+ + P(Ay).

Kurzer Exkurs: “Was sind Aziome? Axiome bilden das Riickgrat jeder mathema-
tischen Disziplin. Axiome beinhalten Aussagen, die nicht begriindet oder bewiesen
werden. Ausgehend von einem Axiomensystem werden dann aber alle weiteren Aus-
sagen bewiesen. Sinnvolle und konsistente Axiomensysteme zu postulieren gehort
zu den schwierigsten Aufgaben in der Mathematik. Von den Anfangen der (mo-
dernen) Wahrscheinlichkeitsrechnung im 17. Jahrhundert (Briefwechsel von Blaise
Pascal und Pierre de Fermat im Jahr 1654) dauerte es fast 300 Jahre, bis Kolmo-
gorov im Jahr 1933 die axiomatischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie
begriindete.” (Achim Zeileis)

Aus diesen drei Axiomen kann der Additionssatz hergeleitet werden:

Additionssatz:
Wenn sich zwei Ereignisse A und B nicht ausschlielen gilt

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANDB)

Die Logik dieses Satzes erschlielt sich unmittelbar aus AbbildungB.1l um eine ‘Dop-
pelzahlung’ zu vermeiden muss die Durchschnittsfliche einmal abgezogen werden.
Das lésst sich natiirlich auch formal zeigen.

Beweis:” Dies folgt unmittelbar aus den Axiomen. Dazu beachten wir, dass sich A
und die Komplementiarmenge A gegenseitig ausschlieffen. Deshalb kann das Ereignis
AU B auch geschrieben werden als

AUB=AU(ANB))

(vgl. Abbildung B.1]), und da sich die Ereignisse ausschlieBen sind die Wahrschein-
lichkeiten .
P(AUB)=P(A)+ P(ANB) (3.1)

Ebenso kann B als Vereinigungsmenge zweier sich gegenseitig ausschlieBender Fr-
eignisse angeschrieben werden

B=(ANB)U(ANDB)
WEeil sich die Ereignisse ausschliefen sind die Wahrscheinlichkeiten

P(B) = P(ANB)+ P(AN B)
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Wenn wir dies umschreiben zu P(AN B) = P(B) — P(AN B) und in Gleichung (3.))
einsetzen erhalten wir das gewiinschte Ergebnis P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB).
|

Man beachte, dass P(-) sogenannte Mengenfunktionen sind, die Elementen der Er-
eignismenge A reelle Zahlen zwischen Null und Eins zuordnen; P() : A — [0, 1].
Dies sind keine iiblichen Funktionen f: R +— R die wir aus der Schule kennen und mit
denen man ‘rechnen’ kann! Wir werden gleich sehen, dass erst Zufallsvariablen dieses
Problem 16sen werden, erst diese gestatten die Definition von Wahrscheinlichkeits-
und Dichtefunktionen Pr: R — [0, 1], die uns die Anwendung des iiblichen mathe-
matischen Instrumentariums ermoglichen, d.h., das ‘Rechnen mit dem Zufall’. Aber
vorher miissen wir noch ein wichtiges Konzept vorstellen, welches fiir alles Folgende
von zentraler Bedeutung ist.

3.2.5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

In der Regel beobachten wir mehrere Ereignisse, und héufig sind wir daran interes-
siert, aus einem bereits eingetretenen Ereignis Schlussfolgerungen auf ein erst in der
Zukunft eintretendes Ereignis zu ziehen. Wir wollen aus beobachteten Fakten etwas
iiber unbeobachtbare Ereignisse lernen.

Dies ist nur moglich, wenn die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses
A vom FEintritt eines anderen Ereignisses B abhéngt. Die Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreten von A unter der Bedingung, dass Ereignis B vorher eingetreten ist oder
gleichzeitig eintritt, wird bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) genannt. Sie ist fiir
P(B) > 0 definiert als

P(ANB)

- P(B)

Die Logik wird unmittelbar aus Abbildung ersichtlich: wenn AN B # () (wo-
bei () die leere Menge bezeichnet) erlaubt uns das Wissen, dass Ereignis B bereits
eingetreten ist, eine genauere Einschitzung der Eintrittswahrscheinlichkeit von A.

P(A|B) =

Beispiel: Betrachten wir einen fairen Wiirfel und die Ereignisse

A ={1,2,3} (wiirfeln einer Zahl kleiner 4), und

B ={2,4,6} (wiirfeln einer geraden Zahl).

Angenommen es wurde einmal gewiirfelt und wir wissen nur, dass eine gerade Zahl
gewiirfelt wurde (also B eingetreten ist), wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit,
dass diese Zahl kleiner als 4 ist?

Da AN B = {2} ist P(AN B) = 1/6; P(B) = 3/6, deshalb ist P(A|B) =
(1/6)/(3/6) = 1/3.

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt der Multiplikationssatz.

Multiplikationssatz:
Fiir zwei beliebige Ereignisse A und B gilt

P(ANB) = P(B) - P(A|B)
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Mit Hilfe des Multiplikationssatzes kann die Wahrscheinlichkeit fiir das gemeinsame
Eintreten von A und B (d.h. P(AN B)) berechnet werden.

Beispiel: Aus einer Urne mit insgesamt zwei weiflen und zwei schwarzen Kugeln
werden zwei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.

Die beiden interessierenden Ereignisse seien

A = {die erste Kugel ist weif}}
B = {die zweite Kugel ist weif}}

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, zwei weifle Kugeln zu ziehen?

Fiir die Ziehung der ersten Kugel ist P(A) = 1.
Wenn aber die erste Kugel schon weifl war und ohne Zuriicklegen gezogen wurde
befinden sich in der Urne nur mehr eine weifle und zwei schwarze Kugeln, die Wahr-
scheinlichkeit in der zweiten Ziehung eine weifle Kugel zu ziehen betriagt also nur
mehr 1/3, d.h. P(B|A) =1/3.

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeit ist also P(ANB) = P(A)-P(B|A) = $x 3 = ¢.
In diesem Beispiel hingt die Wahrscheinlichkeit bei der zweiten Ziehung davon ab,
was bei der ersten Ziehung gezogen wurde (Frage: wie gro8 wire die Wahrschein-
lichkeit bei der zweiten Ziehung eine weifle Kugel zu ziehen, wenn bei der ersten
Ziehung eine schwarze Kugel gezogen worden wére?).

Aber nicht immer héngt die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses vom
vorhergehenden Eintritt eines anderen Ereignisses ab. Wenn wir mit Zuriicklegen
gezogen hétten, wiirde die Wahrscheinlichkeit der zweiten Ziehung nicht vom Re-
sultat der ersten Ziehung abhéngen. Dies fithrt uns zur Definition stochastischer
Unabhdngigkeit.

3.2.6 Stochastische Unabhéngigkeit

Ein wichtiger Spezialfall und ein zentrales Konzept der Statistik ist die stochastische
Unabhdingigkeit:

Zwei Ereignisse A und B mit P(A), P(B) > 0 heiflen stochastisch un-
abhdingig, wenn die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von FEreignis A

nicht vom Eintreten oder Nichteintreten des Ereignisses B abhéngt, d.h.
wenn P(A|B) = P(A).

Stochastische Unabhingigkeit:
Nur wenn Ereignisse A und B stochastisch unabhdngig sind gilt

P(AN B) = P(A) - P(B)

bzw.

P(A|B) = P(A)
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da bei stochastischer Unabhéngigkeit

P(AIB) = P(]f(g)B) - P(fg(';)(B) ~ P(4)

In Worten, falls zwei Ereignisse stochastisch unabhéngig sind ist die bedingte Wahr-
scheinlichkeit gleich der unbedingten Wahrscheinlichkeit. Die Kenntnis, dass B be-
reits eingetreten ist, erlaubt bei stochastischer Unabhéngigkeit keine genaueren Aus-
sagen iiber die Eintrittswahrscheinlichkeit von A.

Beispiel: Wir kehren zum vorhergehenden Beispiel mit der Urne zuriick, die zwei
weifle und zwei schwarzen Kugeln enthélt, aber diesmal ziehen wir mit Zuricklegen.

Die beiden interessierenden Ereignisse seien wieder A: ‘die erste Kugel ist weify’; und
B: ‘die zweite Kugel ist weif3’.

Wenn die Kugeln aber mit Zuriicklegen gezogen werden ist P(A) = 1 und P(B) = 1,

da sich das Verhéltnis der weilen und schwarzen Kugeln in der Urne nicht dndert.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das gemeinsame Ereignis A N B ist also
P(ANnB)=P(A)- P(B) =

die Ereignisse sind also unabhdngig.

Beispiel: Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit mit einem fairen Wiirfel zwei Mal

hintereinander eine Sechs zu wiirfeln?

Die beiden Ereignisse sind unabhéngig, da das Ergebnis des ersten Wurfs keine
Auswirkung auf den zweiten Wurf hat. Wenn A = {6 beim ersten Wurf} und B =
{6 beim zweiten Wurf} ist

1

P(ANB) = P(4) x P(B) = 7 x - =0.0278

|

Bei sehr hiaufiger Wiederholung des Versuchs rechnen wir also in weniger als 3% der
Fille zwei Mal hintereinander eine Sechs zu wiirfeln.

Dies kann auch fiir mehr als zwei Wiirfe verallgemeinert werden, die Wahrschein-
lichkeit drei Mal hintereinander eine Sechs zu wiirfeln ist P(AN BN C) = P(A) x

P(B) x P(C) = x ¢ x & = 0.00463.

3.2.7 Theorem der Totalen Wahrscheinlichkeit”

Wir betrachten eine Partition des Ergebnisraums €2, d.h. Ay, As, ..., A, sind sich
gegenseitig ausschlieende Ereignisse, die den Ergebnisraum €2 zur Génze ausfiillen;
das heifit

ANA;=0firdi,j=1,...,nund i # j; sowie
AiUAU---UA, =Q
Abbildung B4 zeigt im linken Panel, dass A und die Komplementirmenge A eine

Partition bilden (die geschwungene horizontale Linie), und im rechten Panel eine
Partition fiir 10 Ereignisse Ay, ..., Ajp.
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A1 AQ A5
/
A6 A7 AlO

Abbildung 3.4: Theorem der Totalen Wahrscheinlichkeit; sowohl A und die Kom-
plementarmenge A (links) als auch Ay, ..., Ajp im rechten Panel
bilden eine Partition.

Damit kann jedes beliebige Ereignis B als Vereinigung sich gegenseitig ausschlieflen-
der Ereignisse dargestellt werden, d.h.

B=(BNnA)U(BNA)
oder allgemeiner (siehe rechtes Panel in Abbildung B.4))
B=(BNA)U(BNA)U---U(BNA,)
Aufgrund des Additionssatzes fiir sich gegenseitig ausschliefende Ereignisse gilt
P(B)=P(BNA;)+P(BNAy)+---+P(BNA,)

Aufgrund des Multiplikationssatzes kénnen wir dies mit bedingten Wahrscheinlich-
keiten schreiben, und dies liefert uns den

Satz der Totalen Wahrscheinlichkeit:

P(B) = P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A)

oder wieder allgemeiner
P(B) = P(A1)P(B|Ay) + P(A2)P(B|Az) + - - + P(A;)P(B|A;)

Dies kann mit Hilfe des Summenzeichens etwas kiirzer geschrieben werden

J

P(B) =) P(4))P(B|4))

j=1

Wenn nur die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(B|A;) sowie die Wahrscheinlichkei-
ten des bedingenden Ereignisses P(A;) bekannt sind kann mit Hilfe des Theorems
der Totalen Wahrscheinlichkeit die Gesamtwahrscheinlichkeit von B berechnet wer-
den.

Beispiel: Angenommen Sie lassen sich auf eine bestimmte Krankheit testen. Von
diesem Test ist bekannt, dass er bei tatsidchlich Erkrankten in 90% der Fille die
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Krankheit erkennt. Aber der Test ist nicht perfekt, in 5% der Félle zeigt er auch bei
Gesunden die Krankheit an (false positive). Weiters sei bekannt, dass ein Prozent
der Bevdlkerung an dieser Krankheit leidet.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit ein positives Testergebnis zu erhalten, bevor Sie
den Test gemacht haben?

Losung: Wir bezeichnen das Ereignis ‘eine Person ist krank’ mit A, dann ist
P(A) = 0.01 (ein Prozent der Bevolkerung leidet an dieser Krankheit). Die Ge-

genwahrscheinlichkeit ist P(A) = 0.99, und da AN A = () und AU A =  bildet dies
eine Partition.

Sei B das Ereignis, dass der Test positiv anzeigt. Wir wissen, dass der Test 90%
der tatsdchlichen Erkrankungen erkennt, dies ist eine bedingte Wahrscheinlichkeit
P(BJA) = 0.9 (d.h. bei 10% der tatséchlich Erkrankten zeigt der Test ein negatives
Ergebnis).

In 5% der Fille zeigt der Test auch bei Gesunden (A) félschlich die Krankheit an,
also P(B|A) = 0.05.

Damit konnen wir nun die unbedingte Wahrscheinlichkeit berechnen, dass der Test
ein positives Ergebnis anzeigt

P(B) = P(A) P(B|A) + P(A) P(B|A) = 0.01 x 0.9+ 0.99 x 0.05 = 0.0585
Wir erwarten also, dass dieser Test in 5.85% aller Fille ein positives Testergebnis
anzeigt, obwohl nur 1% der Bevolkerung tatséachlich an der Krankheit leidet.
3.2.8 Theorem von Bayes”

Die einfachste Form des Theorems von Bayes folgt unmittelbar aus der Definition
der bedingten Wahrscheinlichkeit:

_P(AnB) _ “rap P(A)  P(B|A) P(A)
PAB ==pG = pmy ~ P

fir P(A) > 0 und P(B) > 0.
Nach dem Theorem der Totalen Wahrscheinlichkeit (siche oben) ist

P(B) = P(A) P(B|A) + P(A) P(B|A)

Damit erhalten wir das Theorem von Bayes

P(B|A) P(A)
P(A) P(B|A) + P(A) P(B|A)

P(A|B) =

Beachten Sie, dass links die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) steht, und rechts
nur die bedingten Wahrscheinlichkeit P(B|A) bzw. P(B|A) sowie unbedingte Wahr-
scheinlichkeiten vorkommen.

Dieses Ergebnis wird u.a. bei der Interpretation von Hypothesentests noch eine
wichtige Rolle spielen.
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Hinweis:” Um das Theorem von Bayes etwas allgemeiner zu zeigen starten wir wieder
mit einer Partition des Ergebnisraums €2 wie im rechten Panel in Abbildung 3.4} d.h.
Ay, Ay, ..., A sind sich gegenseitig ausschlieBende Ereignisse, die den Ergebnisraum
Q zur Génze ausfiillen.

Aufgrund des Multiplikationssatzes gilt (fir j =1,...,J)

P(A;NnB) = P(B)P(A;|B) und symmetrisch
P(A;NB) = P(A;)P(B|4;)

Wenn wir die beiden rechten Seiten gleich setzen erhalten wir

P(B)P(A|B) = P(B|A)P(4;)  oder
P(A;)P(B|A;)
P(B)

P(A;|B)

Unter Verwendung des Theorems der Totalen Wahrscheinlichkeit P(B) =
Z;.Izl P(A;)P(B|A;) erhalten wir eine allgemeinere Form des Theorems von Bayes
P(B|A;)P(A;) _ P(B|Aj)P(4;)

P(B) S, P(A;)P(B|A;)

P(4;|B) =

Das Theorem von Bayes hat viele Anwendungen, unter anderem im Bereich des
‘machine learning’; so verwenden z.B. viele spam-filter dieses Theorem um un-
erwiinschte Emails auszusortieren.

Dieses Theorem zeigt auch, dass unser frequentistisch gepriagtes Denken mit be-
dingten Wahrscheinlichkeiten héufig iiberfordert ist. Die folgenden beiden Beispiele
demonstrieren dies.

Beispiel: Kehren wir nochmals zum vorhergehenden Test zuriick. Dieser Test zeigt
bei 90% der tatsichlich Erkrankten ein positives Ergebnis, aber bei 5% der Gesunden
zeigt er félschlich die Krankheit an (false positive). Es sei bekannt, dass ein Prozent
der Bevdlkerung an dieser Krankheit leidet.

Angenommen, Sie erhalten ein positives Resultat, wie grof ist dann die Wahrschein-
lichkeit, dass Sie tatséchlich an dieser Krankheit erkrankt sind?

Viele glauben, dass diese Wahrscheinlichkeit 90% oder mehr betrage. Dies ist
gliicklicherweise falsch!

Sei B wieder das Ereignis ‘Test zeigt positiv’ und A das Ereignis ‘Person ist krank’.
Aus den Angaben wissen wir

P(B|A) = 09
P(B[A) = 0.05
P(A) = 0.01

Auflerdem haben wir vorhin mit Hilfe des Theorems der Totalen Wahrscheinlichkeit
berechnet, dass P(B) = 0.0585.
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Wir wollen aber wissen, wie gro P(A|B) ist, d.h. wie gro8 die Wahrscheinlichkeit
ist tatséchlich erkrankt zu sein, gegeben der Test zeigt ein positives Ergebnis an.

Diese bedingte Wahrscheinlichkeit konnen wir einfach mit dem Theorem von Bayes
berechnen

P(B|A)P(A)
P(B)
0.9 x 0.01

= — =0.15384
0.0585 01538

Gegeben Sie erhalten ein positives Testergebnis, dann betrdgt die Wahrscheinlich-
keit, dass Sie tatsichlich krank sind 15.38%.

Dies ist deutlich weniger als die urspriinglich befiirchtete 90% Wahrscheinlichkeit,
aber natiirlich deutlich hoher als die 1% Wahrscheinlichkeit die sie hatten, bevor Sie
den Test durchfiihren lieflen.

P(A|B)

Wie wir sehen erhélt ein Grofiteil der tatsédchlich Erkrankten ein positives Ergebnis,
aber ein Grofiteil der Personen mit einem positiven Ergebnis ist tatsédchlich nicht
krank!

Hinweis: Sie konnen sich dies auch einfacher vorstellen. Gehen wir von 10 000 Perso-
nen aus, davon ist 1%, d.h. 100 Personen, krank. Bei 90% dieser Erkrankten erkennt
der Test die Krankheit, also bei 90 Personen. Die restlichen 9900 Personen sind
gesund, aber bei 5% der Gesunden wird dir Krankheit irrtiimlich angezeigt (false
positive), das sind 495 Personen.

Insgesamt erhalten also 495 + 90 = 585 Personen ein positives Ergebnis, aber nur
90 davon sind tatséchlich krank. Also ist die bedingte Héaufigkeit kranker Personen
an allen Personen mit einem positiven Testergebnis gleich 90/585 = 0.1538. Dies ist
natiirlich das gleiche Ergebnis, das wir mit Hilfe des Theorems von Bayes erhalten
haben.

Frage: Was stimmt nicht an der folgenden Aussage: “Die meisten guten Tischten-
nisspieler sind Chinesen, deshalb ist ein Chinese wahrscheinlich ein guter Tischten-
nisspieler”.

Beispiel: Das Ziegenproblem (engl. ‘Monty-Hall problem’) Angenommen Sie
nehmen an einer Quizshow teil und der Showmaster Monty Hall zeigt Thnen drei
geschlossene Tiiren. Er erklart Thnen, dass hinter einer der Tiiren der Hauptpreis
wartet, ein Auto, und hinter den beiden anderen Tiiren Ziegen. Falls Sie die Tiir
mit dem Auto erraten gehort Thnen der Hauptpreis, anderenfalls eine Ziege.

Ihre Chance das Auto zu gewinnen betrigt also 1/3. Nachdem Sie Ihre Entscheidung
getroffen haben bittet sie Monty um etwas Geduld. Er 6ffnet eine Tiir, von der er
weif}, dass sich dahinter eine Ziege verbirgt, und bietet Ihnen an, Ihre Wahl nochmals
zu dndern.

Es stehen noch zwei Tiiren zur Auswahl, hinter einer verbirgt sich die zweite Ziege,
hinter der anderen das Auto. Sollen Sie wechseln?

Auf den ersten Blick scheint es eine 50:50 Chance zu sein, also kein Grund zum
wechseln.
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Abbildung 3.5: Das Ziegenproblem

Losung: Tatsdchlich konnen Sie in diesem Quiz durch das Wechseln der Tiir Thre
Gewinnchance von 1/3 auf 2/3 erhohen. Dies scheint auf den ersten Blick kontrain-
tuitiv, und zahlreiche intelligente Képfe haben sich mit diesem Problem abgequéilt.

Eine Moglichkeit dieses Problem zu verstehen bietet das Theorem von Bayes. Ohne
Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit konzentrieren wir uns auf Tiir 1. Sei

P(A) ...die a priori Wahrscheinlichkeit, dass sich hinter Tir 1 das Auto
befindet. P(A) =1/3.
P(A) ...die Wahrscheinlichkeit, dass sich hinter Tiir 1 kein Auto

befindet. P(A) =1— P(A) =2/3.

P(Z|A) ...die Wahrscheinlichkeit, dass Monty eine Tiir mit Ziege
offnet, wenn sich das Auto hinter Tiir 1 befindet.
Da Monty dies immer tut ist P(Z]|A) = 1.

P(Z|A) ...die Wahrscheinlichkeit, dass Monty eine Tiir mit Ziege
offnet, wenn sich eine Ziege (also kein Auto) hinter der Tiir 1
befindet. Natiirlich ist auch P(Z]A) = 1

Wir interessieren uns fiir P(A|Z), also die Wahrscheinlichkeit das Auto zu erhalten,
gegeben dass uns Monty eine Tiir mit Ziege zeigt.

Das Theorem von Bayes sagt uns

P(Z|A) P(A) _ P(Z]A) P(A)
P(4i2) P(Z)  P(Z|A) P(A) + P(Z[A) P(A)
1%z B 3
T oIxIpix2 1
1
-3

Wenn wir Tiire 1 wéahlen, also nicht wechseln, bleibt die Wahrscheinlichkeit das Auto
zu gewinnen 1/3. Die zweite Moglichkeit ist die Tiire zu wechseln, und da sich das
Auto nur hinter Tiire 1 oder der von Monty nicht gedffneten Tiire befinden kann,
muss die Wahrscheinlichkeit bei Wechseln der Tiire 2/3 betragen!

Der Schliissel zum Versténdnis liegt darin, dass Monty immer eine Tiire mit Ziege
offnet, dadurch erhalten wir zusitzliche Information! Il
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3.3 Wahrscheinlichkeitsraum und Zufallsvaria-
blen

3.3.1 Wahrscheinlichkeitsraum

Die axiomatische Definition von Wahrscheinlichkeit ermoglicht eine mathematische
Beschreibung eines Zufallsexperiments, das Triple

[Q’ Av P()]

bildet einen sogenannten Wahrscheinlichkeitsraum ( ‘probability space’).

Unter einem Wahrscheinlichkeitsraum kann man die mathematische Beschreibung
des zugrundeliegenden Zufallsexperiments verstehen. Damit werden zwar die rele-
vanten Aspekte des zugrunde liegenden Zufallsexperiments formal beschrieben, aber
wir kénnen immer noch nicht unmittelbar damit ‘rechnen’, da er nur auf Mengen
definiert ist! Erst das Konzept der Zufallsvariablen erlaubt uns die Abbildung rele-
vanter Aspekte von Zufallsexperimenten in die reellen Zahlen.

3.3.2 Zufallsvariablen

Bisher haben wir Ereignisse untersucht, die Resultate von Zufallsexperimenten wa-
ren, und die ziemlich beliebige Mengen sein konnten. Diesen Ereignissen konnten wir
zwar mit Hilfe von Mengenfunktionen Wahrscheinlichkeiten zuordnen und damit ei-
nige iiberraschende Resultate zeigen, aber der Umgang mit Mengen ist umsténdlich
und die weiteren Moglichkeiten sind begrenzt.

Hier zeigen sich die Vorteile der axiomatischen Wahrscheinlichkeitsdefinition, sie
ermoglicht die Definition von Zufallsvariablen, die uns erlauben diese grofie Hiirde
zu iiberwinden.

Sehr vereinfacht gesprochen sind Zufallsvariablen (‘random variables’) Funktionen,
die allen moglichen Ergebnissen eines Zufallsexperimentes (d.h. den Elementarereig-
nissen oder Ereignissen) reelle Zahlen zuordnet. Diese Zuordnung geschieht derart,
dass den Zahlen wieder die korrekten Wahrscheinlichkeiten des zugrunde liegen-
den Zufallsexperimentes zugeordnet werden kénnen. In einem gewissen Sinne kann
man sich also vorstellen, dass Zufallsvariablen eine Abbildung der relevanten Aspek-
te des dahinter liegenden Zufallsexperiments in die reellen Zahlen sind. Deshalb
ermoglichen uns Zufallsvariablen mit den Resultaten von Zufallsexperimenten zu
‘rechnen’.

Zufallsvariablen leisten in der Statistik etwas &dhnliches wie Nutzenfunktionen in
der Mikrookonomik. Auch Nutzenfunktionen konnen als Abbildung von Mengen-
konzepten in die reellen Zahlen verstanden werden, eine auf Giiterbiindel definierte
Préferenzordnung wird in die reellen Zahlen abgebildet, womit das Rechnen mit
ihnen ganz wesentlich erleichtert wird.

Im Grunde werden wir hier dhnlich vorgehen wie in der deskriptiven Statistik. Dort
hatten wir Realisationen vorliegen, die z.B. auch das Ergebnis eines Zufallsexperi-
ments sein konnten. Die Information dieser ‘vielen Zahlen’ haben wir in Form von
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relativen Haufigkeiten, Histogrammen und empirischen Verteilungsfunktionen kom-
primiert, und wir haben dafiir Kennzahlen wie z.B. den Mittelwert und die Varianz
berechnet.

Zufallsvariablen ordnen allen méglichen Ereignissen von Zufallsexperimenten Zahlen
zu. Manche Zufallsvariablen kénnen lediglich zwei unterschiedliche Werte annehmen
(z.B. fiir das Geschlecht 1 = weiblich und 0 = nicht weiblich), andere hingegen
iberabzdhlbare viele Auspragungen (z.B. Vermogen € R).

Auch die Information dieser ‘vielen Zahlen’ (d.h. mogliche Auspriagungen) kénnen
wir komprimieren, aber anstelle von relativen Héufigkeiten und Histogrammen in der
deskriptiven Statistik verwenden wir nun Wahrscheinlichkeitsfunktionen (fiir diskre-
te Zufallsvariablen) und Dichtefunktionen (fiir stetige Zufallsvariablen), statt Mittel-
werten berechnen wir als Lagemafie Erwartungswerte, und anstelle der empirischen
Varianz kénnen wir als Streuungsmaf die theoretische Varianz von Zufallsvariablen
berechnen.

In der Statistik hat es sich eingebiirgert Zufallsvariablen mit Grofibuchstaben zu
bezeichnen (z.B. X), wihrend man fiir die Realisationen von Zufallsvariablen die
entsprechenden Kleinbuchstaben verwendet (z.B. ). Die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Zufallsvariable X die Realisation x annimmt, wird geschrieben als Pr(X = z).

Aus Abbildung ist ersichtlich, dass sich die Zufallsvariable X als Funktion auf-
fassen lésst, die jedem Elementarereignis eine reelle Zahl zuordnet. Der Definitions-
bereich ist der Ergebnisraum €2 des zugrundeliegenden Zufallsexperiments, und der
Wertebereich ist die Menge der reellen Zahlen.

Achtung: Zufallsvariablen

1. beziehen sich immer auf die relevanten Ereignisse des zugrundeliegenden Zu-
fallsexperiments (d.h. auf den Wahrscheinlichkeitsraum [Q2,.A, P(-)] mit der
Ereignismenge A,

2. sie beschreiben alle maglichen Ausgénge des zugrunde liegenden Zufallsexpe-
riments.

3. die Abbildung der Ereignisse in die reellen Zahlen R erfolgt derart, dass diesen
Zahlen wieder die korrekten Wahrscheinlichkeiten aus dem Zufallsexperiment
zugeordnet werden kénnen. Wéhrend die Zuordnung von (Teil-)Mengen zu
Wahrscheinlichkeiten nur mit Mengenfunktionen P(-) : A — [0, 1] méglich
ist, konnen Zufallsvariablen mit Hilfe reeller Funktionen@ Wahrscheinlichkei-
ten zugeordnet werden. Um diesen Unterschied zu betonen verwenden fiir die-
se Wahrscheinlichkeiten das Symbol ‘Pr’, d.h. fiir diskrete Zufallsvariablen
Pr(X) : R+ [0, 1], bzw. fur stetige Zufallsvariablen f(X): R~ [0,1].

Diskrete Zufallsvariablen: die Ereignismenge A enthélt eine abzdhlbare Anzahl von
Elementen, die in N abgebildet werden koénnen.

Stetige Zufallsvariablen: die Ereignismenge Menge A enthélt dberabzdhlbar viele
Elemente, die in R abgebildet werden.

4Reelle Funktionen sind Abbildungen, in denen sowohl die Definitionsmenge als auch die Wer-
temenge Teilmengen von R sind.



Angewandte Okonometrie 22

Zufallsexperiment:

Zufallsvariable: Abbildung in die reellen Zahlen

Definitionsbereich Wertebereich
1. Wurf
7+ o °
W+ ® °
‘ ‘ Achse der
W 7 71=0 x9=1 ax3=2 « reellen Zahlen
2. Wurf

Abbildung 3.6: Definitions- und Wertebereich der Zufallsvariable X: “Anzahl
Wappen” beim zweimaligen Werfen einer Miinze (nach Bleymiiller
et al., 2002, 39f)
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Der Begriftf Zufallsvariable ist etwas irrefilhrend, denn im mathematischen Sinne
handelt es sich dabei um keine Variable, sondern um eine Funktion. Dariiber hinaus
spielt der ‘Zufall’ fiir die mathematische Definition einer Zufallsvariable keine Rolle.

Aber den Ausprigungen einer Zufallsvariable kénnen Wahrscheinlichkeiten zuge-
ordnet werden; fiir eine Zufallsvariable X existiert fiir jede reelle Zahl ¢ eine Wahr-
scheinlichkeit, dass X einen Wert annimmt, der kleiner oder gleich ¢ ist, oder in
anderen Worten, fiir ¢ € R existiert immer eine Wahrscheinlichkeit Pr(X < ¢) (die-
se Wahrscheinlichkeit kann aber auch Null oder Eins sein).

Dies fithrt uns zu den néchsten Konzepten, zu den Wahrscheinlichkeits-, Dichte- und
Verteilungsfunktionen.

Aber vorher fassen wir nochmals zusammen: eine Zufallsvariable bildet alle
moglichen Ausgénge des zugrunde liegenden Zufallsexperiments in die Menge der
reellen Zahlen R derart ab, dass die Wahrscheinlichkeiten des zugrunde liegenden
Zufallsexperiments korrekt ‘iibertragen’ werden kénnen. Deshalb miissen wir uns im
Folgenden nicht mit den Ergebnissen des Zufallsexperiments abmiihen, die beliebige
Mengen sein kénnen, sondern wir kénnen mit deren Abbildung in den reellen Zahlen
— d.h. den Zufallsvariablen — rechnen!

3.3.3 Wahrscheinlichkeitsraum und Zufallsvariablen®

Wir haben schon frither erwéhnt, dass Zufallsvariablen ziemlich komplexe mathema-
tische Gebilde sind. Eine wirkliche Einfithrung in das Konzept der Zufallsvariablen
wiirde den Rahmen dieser Einfithrung bei weitem sprengen, aber da dieses Konzept
fiir alles Folgende von derartiger Bedeutung ist wollen wir hier zumindest einige
zentrale Begriffe kurz vorstellen. Die eilige Leserin kann diesen Abschnitt getrost
iiberspringen . ..

Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist ein Zufallsexperiment, welches in
einen Wahrscheinlichkeitsraum [§2, .4, P(-)] abgebildet werden kann. Q die wieder
die Ergebnismenge, A eine Ereignismenge und P(-) eine Mengenfunktion.

Die Ereignismenge A ist abgeschlossen beziiglich der Komplementbildung, der
Vereinigungs- und Durchschnittsbildung. Das bedeutet, wenn eine dieser Mengen-
operationen auf irgendein Element von A angewandt wird, ist das Ergebnis wieder
ein Element von A.

Eine mogliche Ereignismenge ist immer die Potenzmenge, d.h. die Menge aller Teil-
mengen von (). Fiir einen einfachen Miinzwurf mit den Elementarereignissen ‘Wap-
pen’ (W) und ‘Zahl’ (Z) ist die Ereignismenge A; = {0, { K}, {W}, Q}.

Fiir einen zweifachen Miinzwurf mit Q = {(Z2),(ZW),(WZ),(WW)} ist die Er-
eignismenge schon deutlich komplexer, da sie neben den Elementarereignissen, ()
und Q = {(Z2), (ZW), (W Z),(WW)} auch alle Durchschnitte, Vereinigungen und
Komplemente davon enthélt

A = {0 A{Z2)}A{@W)L LW 2)} (W)},
{(22),(2W)},{(22), W2)},{(22), W)}, {(ZW), (W Z)},
{(ZW), W)}, AW Z), (WW)j,

{(22),(2W), W 2)},{(Z22), (2W), WW)},
{(22), WZ), WW)}A{(ZW), (W Z), WW)}, {2} }
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Diese Potenzmenge enthélt insgesamt bereits 16 Elemente, fiir praktische Anwen-
dungen ist der Weg iiber die Potenzmengen héufig nicht gangbar. Gliicklicherweise
bendtigt man selten die wirklichen Potenzmengen, meist reichen deutlich einfachere
Ereignismengen.

Wenn wir uns z.B. beim zweimaligen Miinzwurf fiir das Ereignis A “mindestens ein
Wappen” interessieren ist A = {(WW), (W Z),(ZW)} und der Ereignisraum Ay =
{0,4,A,QF ={0,{(WW),(W2Z),(Z2W)},{(Z2)} {(WW),(WZ),(ZW),(ZZ)}}.

Die Ereignismenge A umfasst also alle interessierenden Ereignisse, und dariiber hin-
aus neben () und Q auch die iiber Mengenoperationen damit verkniipften Mengen.

Im mathematischen Sinne bildet die Ereignismenge A eine o-Algebra, sie besitzt eine
bestimmte mathematische Struktur und erfiillt folgende Bedingungen: (1) 2 € A,
(2) wenn A € A muss A € A, und (3) wenn A; € A fiir j = 1,2,...,J dann
Uiz, A5 € A

P(+) ist schlieBlich eine Mengen-Funktion vom Ereignisraum 4 in die reellen Zahlen
zwischen Null und Eins, P(-) : A — [0, 1], die bestimmte Axiome erfiillt.

Abbildung B.7] zeigt diesen Wahrscheinlichkeitsraum fiir ein sehr einfaches Zufalls-
experiment mit nur vier diskreten Elementarereignissen.

Fiir solche einfachen Zufallsexperimente scheint dies ein bisschen viel Aufwand,
aber der Vorteil dieser Herangehensweise liegt darin, dass dies auch fiir Mengen
mit iiberabzéhlbar vielen Elementen verallgemeinert werden kann, und somit die
Definition stetiger Zufallsvariablen ermoglicht.

Eine der groflen Einsichten von A.N. Kolmogorov bestand darin, dass fiir dieses
Problem eine damals noch relativ neues Teilgebiet der Mathematik anwendbar
ist, die Mafitheorie, welche urspriinglich fiir ganz andere Zwecke entwickelt wurde
(es ging v.a. um die Verallgemeinerung von elementargeometrischen Begriffen wie
Streckenlidnge, Flacheninhalt und Volumen, die es erméglichte auch komplizierteren
Mengen ein Mafl zuzuordnen).

Im mathematischen Sinne ist eine Zufallsvariable eine messbare Funktion von einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, A, Pr(+)) in einen Messraum. Messbarkeit bedeutet da-
bei, dass das Urbild einer Menge wieder in einem bestimmten Mengensystem liegt,
in unserem Fall eine Teilmenge der Ereignisalgebra A ist.

Damit kann eine stetige Zufallsvariable als eine Funktion X (.) — R definiert werden,
die (fiir stetige Ereignisse) folgende Bedingung erfiillt

{w: X(w) <z} i=X""((~00,2]) € A) fiirallex €R

Zu Threr Beruhigung, fiir das Verstdndnis des Folgenden benétigen Sie dies nicht
wirklich. Die mathematische Theorie hinter den Zufallsvariablen garantiert uns aber,
dass wir den folgenden Ausfithrungen vertrauen kénnen.
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Zufallsexperiment:

Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P(-)):

Ergebnismenge (2 Ereignismenge A Wahrscheinlichkeit
(o-Algebra)
Mengen-

-1

\ \\\
<~ N ~o =+ 0.75
N N - >
AN \
SN\
d >3 _
\\
N
~
W) (o) > —
W)W (W] > — -
=+ 0.25

f(x)
= ' ) 05 firer=1
% 0-5 ! F#) =9 025 fiirz =2
« 0251 ¢ | ? 0 sonst
N —_ — ! !
i) 0 1 2 R 0 1 2 zxzeR
78 Zufallsvariable: Wabhrscheinlichkeitsfunktion
-

X(): Q= Ry, sodass {w: X(w)=z}:=X"1(z)c Afirallex €R

Abbildung 3.7: Zufallsexperiment Wurf mit zwei Miinzen; Wahrscheinlichkeits-
raum und Zufallsvariable fiir das interessierende FEreignis X =
Anzahl der Wappen (W). Die Abbildung in die reellen Zahlen er-
folgt derart, dass das Urbild ein Element von A ist.
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3.4 Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktio-
nen einer einzelnen Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable kann mindestens zwei, aber auch unendlich viele Auspriagungen
annehmen. Ahnlich wie wir in der deskriptiven Statistik gegebene Beobachtun-
gen in Form relativer Haufigkeitsverteilungen dargestellt haben, kénnen wir in
der Stochastik fiir diskrete Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeitsfunktionen (bzw.
fiir stetige Zufallsvariablen Dichtefunktionen) verwenden. Das Analogon fiir die
Wahrscheinlichkeits- bzw. Dichtefunktionen der Stochastik sind die Histogramme
in der deskriptiven Statistik.

Jedem Wert einer diskreten Zufallsvariable sind ein oder mehrere Elemente aus
dem Ereignisraum des Zufallsexperiments zugeordnet. Da jedem mdoglichen Ereignis
eines Zufallsexperiments eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet ist, kann auch jedem
diskreten Wert einer Zufallsvariable eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.

Stetige Zufallsvariablen werden in die reellen Zahlen abgebildet, deshalb werden
nichtﬁeinzelnen Auspragungen Wahrscheinlichkeiten zugeordnet, sondern Intervallen
in R

3.4.1 Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion einer
diskreten Zufallsvariable

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion (‘probability mass function’ pmf, auch
Zihldichte genannt) ordnet jeder der abzéahlbar vielen Auspragungen einer diskreten
Zufallsvariable die dazugehorige Wahrscheinlichkeit zu.

Wenn wir die unterschiedlichen Auspriagungen einer diskreten Zufallsvariablen X
mit z1, xa, . .. bezeichnen gibt die Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x;) also die Wahr-
scheinlichkeiten ihres Auftretens an

f(z;) = Pr(X = x;) fir j =1,2,...

Im Unterschied zur Mengenfunktion P(-) des Wahrscheinlichkeitsraums ist f(z;) =
Pr(X = ;) eine reelle Funktion mit der man wie iiblich ‘rechnen’ kann.

Jede Wahrscheinlichkeitsfunktion muss die folgenden beiden Eigenschaften erfiillen
(J ist die Zahl der moglichen Auspriagungen, und j der Laufindex):

1) f(x;) >0
2) Zf(%’) =1

=1

fiir j =1,2,...,J

<

Wie kommen wir nun zu den Wahrscheinlichkeiten? Diese Frage kann kaum allge-
mein beantwortet werden, aber einzelne Mdoglichkeiten sind z.B.

5Genau genommen ist die Wahrscheinlichkeit fiir X = 2 immer gleich Null, da die reellen Zahlen
‘unendlich dicht gepackt’ sind, aber a < X < b kann eine positive Wahrscheinlichkeit annehmen.
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x | Elemente im Ergebnisraum | f(x)
0| (Z2) 0.25
1| (zw), (W2z) 0.5
2 | (WW) 0.25
f(@) 0.25 fiir X =0
0.5 ? 0.5 firX =1
0.25' e e J@) =1 025 fir x =2
|

. 0 sonst

Abbildung 3.8: Beispiel 1: Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariable X:
“Anzahl der Wappen bei zweifachen Miinzwurf”.

x | Elemente im Ergebnisraum | f(x)
2111 1/36
301221 2/36
4113,31,22 3/36
5014,41,23,32 4/36
61551,24,42,33 5/36
7116,61,25,52,34,43 |6/36
8126,62,35,53,44 5/36
9136,63,45,54 4/36
10 146,64,55 3/36
11[56,65 2/36
12166 1/36
f(z)
6/36
/36 ((1/36 fiir X =2
4/36 2/36 fir X =3
3/36 f(z) =Pr(z) = : :
236 1/36 fir X =12
s | 0 sonst.
I I
1 2

0 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ©

Abbildung 3.9: Beispiel 2: Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen X:
“Augensumme bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln”.
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Zufallsexperiment: “Anzahl der Augen beim zweimaligen Wiirfeln”

Realisationen: Das zufillige Ergebnis von 100 Wiirfen
L 12
E}
EE 10
S
= 8
E
6
2
g4
g
Z
5 2
Bl
=
0 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
(100 Versuchsausgiinge)
Deskriptiv: Zufallsvariable:
Augensumme bei zweimaligem Wurf
o v o0& o » o
= ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ z | Elemente im Ergebnisraum | f(z)
| 2|11 1/36
s 31221 2/36
- 411331,22 3/36
= 5| 14,41,23,32 4/36
] . 6 15,51,24,42,33 5/36
B 7116,61,25,52,34,43 6/36
s 2 8]26,6235 53,44 5/36
z 9136634554 4/36
z & 10 | 46,64,55 3/36
52 11 | 56,65 2/36
= H 12|66 1/36
= 1/36 fir X =2
2/36 fir X =3
€1 f(z) =Pr(z) = : :
2] 1/36  fiir X = 12
0 sonst.
g
Empirische Haufigkeit s Theoretische Haufigkeit
18
16 - 16 H
1 e i
12 1 127 il
10 4 10 -
s 81 R
S HHE
4 4 : s I g B g B g :
2 - I I 21 R
0 ' ' ' ' ' ' 0 L e LA B
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12

Abbildung 3.10: Empirische Haufigkeit (deskriptiv) versus

funktion

Wahrscheinlichkeits-
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1. in sehr einfachen Féllen kénnen wir die Wahrscheinlichkeiten unmittelbar an-
geben, wenn wir das zugrunde liegende Zufallsexperiment kennen. Abbildun-
gen [3.8 und geben zwei Beispiele dafiir. Dieser Fall ist selten, die Prozesse,
die uns interessieren, sind meist deutlich komplexer.

2. In manchen Féllen kénnen wir zwar nicht unmittelbar die Wahrscheinlichkei-
ten angeben, aber aus theoretischen Uberlegungen und praktischen Erfahrun-
gen konnen wir vermuten, welche theoretische Verteilung sich zur Beschreibung
eignet. Interessiert uns fiir das Zufallsexperiment ‘zweifacher Miinzwurf’ eine
andere Zufallsvariable Y “mindestens ein Wappen wird geworfen” sind nur
zwei Ausgédnge moglich, ndmlich X = 0 oder X = 1. Die Wahrscheinlichkeits-
funktion wird deshalb durch eine Bernoulli-Verteilung f(z;6) = 6%(1 — )~
beschrieben, wobei 0 < # < 1 ein Parameter der Verteilung ist.

Fiir stetige Zufallsvariablen werden wir haufig eine Normalverteilung an-
nehmen, da viele in der Natur beobachtbare Merkmalsauspriagungen (z.B.
Korpergrofie) ndherungsweise normalverteilt sind und sie dariiber hinaus zahl-
reiche angenehme Eigenschaften aufweist.

3. In vielen Fillen ist es gar nicht erforderlich eine spezifische Verteilung an-
zunehmen. Fiir bestimmte Schétzfunktionen wie z.B. Regressionskoeffizienten
ist bekannt, dass diese als bestimmte Funktionen von Momenten der Ver-
teilung geschrieben werden konnen, fiir die zentrale Grenzwertsétze gelten.
Deshalb konvergiert die Verteilung dieser Schéitzfunktionen mit zunehmender
Stichprobengriofie gegen die Normalverteilung, unabhéngig davon, wie die ur-
spriinglichen Zufallsvariablen verteilt sind, sofern bestimmte Annahmen (z.B.
Unabhéngigkeit) erfiillt sind.

Verteilungsfunktion Eine (kumulative) Verteilungsfunktion F(z) (cumulative
distribution function) gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass eine Zufallsvariable
X hochstens den Wert x annimmt. Wenn die Auspragungen z; (mit j =1,2,...,.J)
aufsteigend nach ihrem Wert geordnet sind erhalten wir durch kumulieren (d.h.
durch jeweiliges addieren aller vorhergehenden Werte)

F(z;) =Pr(X < ;) = f(a1) + fza) + -+ flz;) = > flw)

=1

Abbildung B.1T] zeigt die Verteilungsfunktion fiir die Zufallsvariable X: “Augensum-
me bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln” von unserem obrigen Beispiel.

Hinweis: Die Verteilungsfunktion ist das stochastische Analogon zur empirischen
Verteilungsfunktion, die wir in der deskriptiven Statistik auf Grundlage relativer
Héaufigkeiten fiir Realisationen berechnet haben.

Ubung: Wie lautet die Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion fiir das Produkt
der Augenzahlen bei zwei Wiirfen mit einem Wiirfel?



Angewandte Okonometrie 30

F(x)
x| flz) | F(z) A
211/36 | 1/36 ! lendl
312/36| 3/36 — :
413/36| 6/36 —
514/36 | 10/36 5
6| 5/36 | 15/36 —o
716/36 | 21/36 ;
8 |5/36 | 26/36 —
9| 4/36 | 30/36 —s
10 | 3/36 | 33/36 —
11| 2/36 | 35/36 —
12 | 1/36 | 36/36 N —— ——

—t—
012345678 9101112"
Abbildung 3.11: Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X: “Augensumme bei

einem Wurf mit zwei Wiirfeln”.

3.4.2 Dichte- und Verteilungsfunktion einer stetigen Zu-
fallsvariable

Eine (Wahrscheinlichkeits-)Dichtefunktion (‘density functions for continuous ran-
dom variables’) ist das Analogon zur Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir stetige Zufalls-
variablen. Ein wesentlicher Unterschied besteht darin, dass Wahrscheinlichkeiten nur
als Flache unter der Dichtefunktion berechnet werden kénnen.

Wenn f(x) eine Dichtefunktion ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X
einen Wert in einem beliebigen Intervall [a,b] (mit ¢ < b und a,b € R) annimmt,
gleich

Prla< X <b) = /b f(x)dx

Da stetige Zufallsvariablen innerhalb jedes Intervalls {iberabzdhlbar viele Aus-
priagungen annehmen koénnen ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zufallsvaria-
ble X einen exakten Wert z annimmt, immer gleich Null - Pr(X = z) = 0 — denn die
Fléche iiber einem Punkt ist Nulll Man beachte, dass f(z) zwar berechnet werden
kann und f(z) > 0, dass dieser Wert aber nicht als Wahrscheinlichkeit interpretiert
werden darf!

Die Fliache unter einem Intervall der Dichtefunktion gibt also an, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit Ereignisse, die diesem Intervall der Zufallsvariable zugeordnet sind,

eintreten (siche Abbildung B.12)).

Eine Dichtefunktion muss per Definition folgende beiden Bedingungen erfiillen
1) flx) =0
2) h flx)de =1
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Abbildung 3.12: Dichtefunktion einer stetigen Zufallsvariablen.
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Abbildung 3.13: Beispiel: Dichte- und Verteilungsfunktion der log(Stundenlhne)
unselbstiandig Beschéftigter in Osterreich 2018 (Datenquelle:
EU-SILC 2018 Daten)

Dariiber hinaus ist fiir stetige Zufallsvariablen die Wahrscheinlichkeit als Fldche
unter der Dichtefunktion definiert:

Pr(aSng):/bf(x)dx

Ein Beispiel mit der Verteilung der log(Stundenléhne) fiir Osterreich finden Sie in
Abbildung BI3.

Beispiel: Ist die Funktion

2 fir0<z<3

1
f(x) - {8 sonst

eine Dichtefunktion?

1. Offensichtlich ist f(z) > 0 fur alle # im Bereich 0 bis 3.
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2. Das Integral von 0 bis 3 ist [

Verteilungsfunktion Analog zum diskreten Fall existiert auch fiir stetige Zufalls-
variablen eine Verteilungsfunktion F(z) = Pr(X < z).

Die Verteilungsfunktion erhalten wir, indem wir die Dichtefunktion von —oo bis
x kumulieren (d.h. z ist die obere Integralgrenze). Deshalb bendtigen wir fiir das
Integral eine andere ‘Laufvariable’ v

F(z) :/3C f(v)dv
Verteilungsfunktionen haben folgende Eigenschaften:
1. 0< F(z) < 1;
2. F(z) ist monoton wachsend, d.h. fiir 1 < x5 gilt F(z1) < F(x2);
3. lim, , o F(x) = 0;
4. lim, 1o F(x) = 1;
5. F(z) ist stetig.

Beispiel: (nach Bleymiiller et al., 2002, 42f) Ist die Funktion

fx) =

05—-0.1252z fuiro<zx<4
0 sonst

eine Dichtefunktion? Wie lautet die Verteilungsfunktion?

Offensichtlich ist f(z) eine Dichtefunktion, denn

f(z) >0 fir alle x

0[XMdX = 5 X" 4¢, (n#-1)
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und

/_:O f(z)dr = /_io f(z)dz + /04 f(z)dz + 4+OO f(z)dx

4
= 0—|—/ f(z)dz +0
0

4
= / (0.5 — 0.125z)dx
0
12 4
[0.536 — u :L’2]
2 0
2—1=1

Die Wahrscheinlichkeit, dass X z.B. einen Wert zwischen 1 und 2 annimmt, ist

Pr1 <X <2) = /f

= / (0.5 — 0.1252)dx

1

0.125 .1°

1
= 0.75—0.4375 = 0.3125

= [0.53: —

Die Verteilungsfunktion F(z) erhdlt man

F(x) :/ flv /005—0.125v)dv

:{. }

= 0.5z — 0.062522
also
0 firx <0
F(x) =< 052 —0.06252% fiir 0 <z <4
1 firxz >4

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X zwischen 1 und 2 liegt, kann auch mit Hilfe
der Verteilungsfunktion berechnet werden:
Pril1< X <2) = F(2)—F(1)
= 0.75—0.4375
= 0.3125

Dieses Beispiel ist in Abbildung [3.14] dargestellt.
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Dichtefunktion

Abbildung 3.14: Dichte- und Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariablen.
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Dichtefunktion:
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Abbildung 3.15: Eine Quantilfunktion ist die Umkehrfunktion einer Verteilungs-
funktion.

Quantilfunktion

Wenn F' eine Verteilungsfunktionﬁ ist, dann heifit die Umkehrfunktion (Inverse)
F~Y(w) Quantilfunktion.

Beispiel: Eine gegebene Verteilungsfunktion fiir die Kérpergrofie einer bestimmten
Ethnie ordne einer Korpergrofle von 180 cm ein Wert von 0.75 zu. Dies erlaubt
uns die Aussage, dass 75% dieser Ethnie eine Korpergrofie von 180 cm oder kleiner
aufweisen.

Die zugehorige Quantilfunktion (inverse Verteilungsfunktion) an der Stelle 0.75 ord-
net die Korpergrofie zu, so dass mehr als 75% der Ethnie eine Korpergroe kleiner
als w aufweist.

Formal ist die Quantilfunktion F~' : (0,1) — R einer Verteilungsfunktion F defi-

niert durch
FYw) :=inf{z e R| F(z) > w}

"Zur Erinnerung: Verteilungsfunktionen F' : R — R haben folgende Eigenschaften: a) monoton
wachsend, b) rechtsseitig stetig und ¢) lim,_, o F'(z) = 0 und lim, o F(z) =1



Angewandte Okonometrie 36

Mit Hilfe der Quantilfunktion kénnen Quantile wie z.B. der Median, Quartile oder
Perzentile berechnet werden.

3.5 Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktionen
(‘Joint Probability Density Functions’)

Die meisten Zufallsexperimente erzeugen mehr als eine Zufallsvariable, und wir in-
teressieren uns hier vor allem fiir Zusammenhénge zwischen solchen Zufallsvariablen,
z.B. fiir den Zusammenhang zwischen Bildung und Einkommen, oder dem Preis und
dem Alter von Gebrauchtautos.

Beispiel: Wir gehen wieder von einem einfachen Zufallsexperiment ‘zweifacher
Miinzwurf’ aus. Die Ergebnismenge ist

Q={(22), WZ2),(ZW), (WW)}

Als nachstes definieren wir zwei Zufallsvariablen X und Y

{ 1 wenn ‘Wappen beim ersten Wurf’
X =
0 sonst
und
Y

- 1 wenn ‘mindestens ein Wappen bei zwei Wiirfen’
a 0 sonst

Zwei von vier Elementarereignissen erfiillen die Bedingung ‘Wappen beim ersten
Wurf” {(WZ), (WW)}, und drei Elementarereignisse erfiillen die Bedingung ‘min-
destens ein Wappen bei zwei Wiirfen” {(WZ), (ZW), (WW)}.

Damit kénnen wir die (unbedingten) Wahrscheinlichkeitsfunktionen fiir diese beiden
diskreten Zufallsvariablen hinschreiben

0.5, fiir X =0 (025, firY =0
fol) = { 05, fir x =1 wd A= { 0.75, fir Y =1

Aber wir kénnen auch die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten angeben, z.B. ist die
Wahrscheinlichkeit fiir X = 0 (d.h. beim ersten Wurf kein Wappen, also eine Zahl)
und Y = 0 (d.h. bei beiden Wiirfen kein Wappen zu erhalten) gleich 0.25, denn nur
das Element {(ZZ)} aus Q erfiillt diese Bedingung, also ist f(0,0) = Pr(X =0,Y =
0) = 0.25. Ahnlich kénnen wir die anderen Wahrscheinlichkeiten ermitteln und als
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion f(z,y) in Tabellenform anschreiben, wobei
die erste Spalte die moglichen Auspriagungen von X und die erste Zeile die moglichen
Auspriagungen von Y bezeichnet.

X\Y| 0 1 |falz)
0 (025 025] 05
1 0 05| 05
L) 025 075 1
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir beim ersten Wurf ein Wappen (X = 1), und
bei beiden Wiirfen kein Wappen (Y = 0) erhalten, ist Null, d.h. f(1,0) = Pr(X =
1,Y =0) =0.

Die Bedingung X = 1 und Y = 1 erfilllen nur die Elementarereignisse
{WZ), (W)}, alsoist f(X =1und Y =1)=0.5.

Wie man einfach erkennen kann erhélt man durch Aufsummieren der Wahrschein-
lichkeiten die Randwahrscheinlichkeiten (‘marginal probability’), die gemeinsam die
Randverteilungen bilden

Randverteilungen (Marginal Probability Function)

fa(z) = Z f(z,y) Randverteilung von X
)

fy(y) = Z f(z,y) Randverteilung von Y

bzw. analog fiir stetige Zufallsvariablen

+o00

fo(x) = f(z,y)dy Randverteilung von X
oo

fyly) = f(xz,y)dz  Randverteilung von YV’

Man beachte, dass diese Randverteilungen wieder die univariaten Verteilungen sind
die wir erhalten haben, als wir die beiden Zufallsvariablen X und Y unabhéngig
voneinander untersucht haben.

In Tabelle B.2] finden Sie eine etwas allgemeinere Schreibweise der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsfunktion zweier diskreter Zufallsvariablen, wobei Zufallsvariable
X insgesamt J verschiedene Auspragungen annehmen kann (mit j = 1,...,J), und
Zufallsvariable Y insgesamt L Auspragungen hat (mit [ =1,...,L).

Die gemeinsame Dichte ist f(z;,y) = Pr(X = z;,Y = y;), das heifit, f(x;,u)
gibt im Fall diskreter Zufallsvariablen die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass die
Zufallsvariable X den Wert z; und die Zufallsvariable Y gleichzeitig den Wert y;
annimmt (mit j=1,...,Jund l=1,...,L).

Das Analogon zur gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsfunktion zweier diskre-
ten Zufallsvariablen in der deskriptiven Statistik ist natiirlich die relative
Héufigkeitsverteilung (Kontingenztabelle).

Selbstverstandlich kann dies auch auf héhere Dimensionen erweitert werden, z.B.
f(z,y, z), aber diese Wahrscheinlichkeitsfunktionen kénnen nicht mehr einfach gra-
fisch dargestellt werden.

Natiirlich muss auch fiir gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktionen wieder gelten,
dass
flzj,u) >0 fir j,0=1,2,...

und

ZZf(xjvyl) =1

Jj=1 [=1
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Tabelle 3.2: Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion zweier diskreten Zufallsva-
riablen X und Y mit Randverteilungen, wobei J und L die Anzahl
der Auspréigungen der Zufallsvariablen X und Y angeben.

X\Y Y1 Yo e YL fu()
1 f(z1, 1) f(z1,92) f(x1,y1) Elf(xbyl)
T2 f(x2,91) f(z2,92) < f(z2,yL) Ez f(z2,u1)
T3 f(xs, 1) f(x3,92) e f(xs,yL) > f(xs,u)
T f(xs,0) fry) o flxg,yn) | D0 f@su)
Fo) 120 Flagoyn) 30 flagoye) oo D0 flegyn) 1

bzw. fiir stetige Zufallsvariablen

+o0 +o0
/ f(z,y)drdy =1

Gemeinsame Verteilungsfunktion: In analoger Weise ist auch die gemeinsame
Verteilungsfunktion zweier diskreter Zufallsvariablen definiert,

F(z,y) =Pr(X <z,Y <y)

definiert.

Sie gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Zufallsvariable X hdchstens den
Wert x und die Zufallsvariable Y héchstens den Wert y annimmt.

Analog fiir stetige Zufallsvariablen

F(z,y) = /_OO /_: f(v, w)dv dw

3.5.1 Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion (Conditional
Probability Density Function)

Angenommen ein Zufallsexperiment erzeugt zwei Zufallsvariablen X und Y, und wir
kennen bereits die Realisation von X = z, wissen aber noch nichts iiber Y. Erlaubt
uns dies eine bessere Einschiatzung der Wahrscheinlichkeiten fiir Y7

Kehren wir noch einmal zuriick zu unserem fritheren Beispiel mit dem zweifachen
Miinzwurf, wobei X = 1 wenn beim ersten Wurf ein Wappen geworfen wurde und
Null sonst, und ¥ = 1 wenn bei beiden Wiirfen mindestens ein Wappen gewor-
fen wurde. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion mit den Randverteilungen
haben wir bereits frither ermittelt und wird hier zur Bequemlichkeit noch einmal
wiedergegeben
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X\Y [ 0 1| ful®)

\
0 [025 025 0.5
1
(

0 05| 05
y) (025 075 1

Jy

Angenommen wir wissen, dass beim ersten Wurf eine Zahl geworfen wurde (X =
0), dndert dies unsere Einschitzung fiir die Wahrscheinlichkeit bei zwei Wiirfen
mindestens ein Wappen zu werfen? Offensichtlich ja, denn wenn wir bereits mit
dem ersten Wurf eine Zahl erhalten haben sind die beiden Ereignisse {(WZ)} und
{WW)} aus Q = {(Z2),(ZW), WZ),(WW)} unméglich! Mit diesem Vorwissen
X = 0 ist die Wahrscheinlichkeit iiberhaupt kein Wappen zu werfen Y = 0 gleich
0.5, wir schreiben dies

Pr(Y =0/X =0)=05 bzw. Pr(Y=1X=0)=05

und sagen, die Wahrscheinlichkeit fiir Y = 0 gegeben X = 0 ist 0.5, oder besser, die
bedingte Wahrscheinlichkeit fiir Y = 0 gegeben X = 0 ist 0.5, und analog fiir Y = 1.

Wenn wir auf X konditionieren halten wir gewissermaflen die X bei den jeweiligen
Ausprigungen ‘fest’, damit wir wieder Wahrscheinlichkeiten fiir Y bei X = z erhal-
ten miissen wir (zeilenweise) durch die Randwahrscheinlichkeiten f,(z) dividieren

Bedingte Wahrscheinlichkeit von Y fiir gegebene X :

X\WYT0 1
0 |05 05]1
1 o 1|1

Wenn wir bereits wissen, dass X = 0, dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir

Y =0 gleich 0.5, d.h. f(Y =0]X = 0) = 0.5.

Ebenso gut konnen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit von X fiir gegebene Y be-
rechnen, indem wir (spaltenweise) durch die Randwahrscheinlichkeiten f,(y) divi-
dieren.

Bedingte Wahrscheinlichkeit von X fiir gegebene Y :

X\Y [0 1
0 |1 1/3
1 |0 2/3
fly) |11

Gegeben Y = 1 ist die Wahrscheinlichkeit fiir X = 0 gleich 1/3, d.h. f(X =0]Y =
1) =1/3.

Etwas allgemeiner konnen wir fiir diskrete Zufallsvariablen schreiben

Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y:

f(z,y)

flX=2)=Pr(Y =y[X =2) =
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Bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von X:

FalY = y) = Pr(X =2y =y) =

fir f,(y) >0

d.h. wir erhalten die bedingte Wahrscheinlichkeit indem wir die gemeinsame Wahr-
scheinlichkeit durch die entsprechende Randwahrscheinlichkeit dividieren (sofern
diese positiv ist).

Warum? Wir kénnen die bedingte Wahrscheinlichkeit f(y|x = 0) als eine gewichte-
te gemeinsame Wahrscheinlichkeit fir f(y,z = 0) mit der Randwahrscheinlichkeit
fz(x) als Gewicht vorstellen. Die Gewichtung ist erforderlich, damit die Summe
der bedingten Wahrscheinlichkeiten wieder Eins ergibt (3, f(ylt = 0) = 1 und

=, fle=1)=1)

3.5.2 Stochastische (bzw. statistische) Unabhéingigkeit

Zwei Zufallsvariablen X und Y sind stochastisch unabhéngig, wenn

f(z,y) = fa(2) fy(y)

bzw. unter Verwendung der Definition der bedingten Dichte f(y|X = z) = m%(;l’)

fylX =2) = f,(y)

Man beachte, dass fiir stetige Zufallsvariablen f(z,y) oder auch f(y|X = z) kei-
ne Wahrscheinlichkeit angibt (oder genauer, jedem Punkt ist die Wahrscheinlich-
keit Null zugeordnet), trotzdem implizieren diese Bedingungen stochastische Un-
abhéngigkeit.

Fiir diskrete Zufallsvariablen konnen wir auch anschaulicher schreiben

Pr(X =z,,Y =y) =Pr(X =2;) Pr(Y = y)

Ubung: Gegeben sei folgende diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung, berechnen Sie
die bedingten Wahrscheinlichkeiten. Sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten gleich
den unbedingten Wahrscheinlichkeiten?

Werte von Y
0 1 |l
1 0 1/3 1/3
2 1/3 0 1/3
3 0 1/3 1/3
LW 13 23 |1

Werte von X
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3.6 Erwartungswerte (‘expected values’)

Wahrscheinlichkeitsfunktionen sind wie normale Héufigkeitsverteilungen durch be-
stimmte Parameter charakterisiert. Die ersten zwei Momente sind der Erwartungs-
wert E(X) und die Varianz var(X), hiufig abgekiirzt als u und o?.

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable ist die mit den Fintrittswahrscheinlich-
keiten gewichtete Summe aller maéglichen Ausprdagungen einer Zufallsvariable.

J
E(X) = Z z; f(z;) fiir diskrete ZV
j=1

E(X) = / xf(z)dx fir stetige ZV

Achtung:

1. Beim Erwartungswert wird iiber alle mdéglichen Ausprigungen der Zufallsva-
riable aufsummiert, gewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten.

2. Erwartungswerte beziehen sich niemals auf Realisationen (z.B. Stichproben-
beobachtungen), sondern auf Zufallsvariablen!
Das Analogon fiir den Erwartungswert von Zufallsvariablen fiir Realisationen
ist der Mittelwert.

Beispiel fiir diskrete ZV: Erwartungswert der Augenzahl beim Wiirfeln

1 1 1 1 1 1

Man beachte, dass der Erwartungswert einer Zufallsvariable X, also E(X), keine
Zufallsvariable ist. Jeder, der den Erwartungswert der Augenzahl berechnet wird
auf das gleiche Ergebnis kommen (wenn er sich nicht verrechnet), da ist kein Zu-
fallselement enthalten!

Um zu betonen, dass der Erwartungswert eine feste Zahl ist, wird er haufig mit u
bezeichnet (d.h. E(X) := px); der Mittelwert einer Stichprobe wird als Z geschrie-
ben.

Fiir die Erwartungswerte von Zufallsvariablen gilt ebenso wie fiir Mittelwerte, dass
die Summe der Abweichungen davon immer Null ist

> lz = EXO]f(x5) = )z f(a;) = B(X) ) flay) = E(X) — E(X) =0
J J J

da E(X) eine Konstante ist und »_, f(z;) = 1.

Beispiel fiir stetige ZV: Erwartungswert der Dichtefunktion f(z) = 22/9 fiir

0<x<3:
3 1 3 ,.3
E(X) = /a:(—xz) de = | Zdx
0 9 o 9

3
1.4

36,

- 2% oy
36 4
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3.6.1 Rechnen mit Erwartungswerten

Erwartungswerte sind gewichtete Summen, deshalb kann mit dem Erwartungswert-
operator E(-) ‘sehr dhnlich’ gerechnet werden wie mit dem Summenzeichen.

e Fiir eine Zufallsvariable X und c € R gilt:

E(¢c) = ¢  fiir c = konst., weil Zf(a:) =1
E(cX) = cE(X) fiir ¢ const.

E[E(X)] = E(X) weil E(X) := p = konst.
Elg(X)] = /_ g(x)f(x)dz fiir eine Funktion g(-)
Warum?

Weil 2.B. E(c) = > cf(x;) = ¢)2; f(z;) = ¢ E(eX) = 3, cx;f(x;) =
;@i f(z;) = cB(X);
E(X) ist eine Konstante, also ist E[E(X)] = > E(X)f(z;) =

B(X) 32, f(z;) = B(X).
Beispiel: Wenn X die Augenzahl eines fairen Wiirfels ist, wie grof} ist der
Erwartungswert von g(X) = X?2?

1 1 1 1 1 1 :
E(X?) =142~ +3* - 4+4* - +5* - +6°- =15.16
(X°) R A R G
Natiirlich ist E(X?) = 15.16 # [E(X)])* = 3.5% = 12.25.

e Fiir eine diskrete Zufallsvariable X und a,b € R gilt:

E(a+bX) = a+ bE(X)

Beweis:

E(a+bX) = Z(a + ba;) f(x;)

= Z af(x;)+ Z ba; f(x;)

= aZf(!Ej)erijf(l’j)
= a—i—JbE(X) j

Dies gilt analog auch fiir stetige Zufallsvariablen.
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Bislang haben wir ausschliefllich univariate Wahrscheinlichkeitsverteilungen
untersucht. Nun wollen wir das Konzept fiir multivariate Falle erweitern. An-
genommen wir haben zwei Zufallsvariablen X und Y mit einer gemeinsamen
Verteilung f(z,y).

E [g(X> Y)] = Z Z g(xja yl)f(x% yl) fiir diskrete ZV
j=1 1=1
Elg(X,Y)] = / / g(x,y)f(z,y)dxdy fiir stetige ZV

¢ Der Erwartungswert einer Summe von Zufallsvariablen ist gleich der
Summe der Erwartungswerte, d.h.

EX+Y+Z+--)=EX)+EY)+E(Z)+---

Warum?

EX+Y) = ZZ(%‘WLM)JC(%&?JZ)
= szjf(xjvyl)+Zzyjf(xj»yl)

=D <l’jZf(xj,yl)> +> (ylzf(xj’yl)>
P 1 l J

— ijfx(l‘j)—f—zylfy(yl)

_ BX) £ EY)

firj=1,...,Jundl=1,..., L.

Dies kann einfach verallgemeinert werden. Der Erwartungswert einer Li-
nearkombination von Zufallsvariablen ist gleich der Linearkombination der
Erwartungswerte, d.h. fiir aq,...,a; € R und Xy,...,X; Zufallsvariablen:
E(a1X1 + 6L2X2 + 4 CLJXJ) = a1 E(Xl) + a9 E(XQ) + -4 Qyp, E(XJ), bzw.

E (i anj) = iaj E(X;)

e Wenn X und Y zwei stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen sind,
dann ist der Erwartungswert ihres Produktes gleich dem Produkt
der Erwartungswerte, d.h.

E(XY) = E(X)E(Y)

Achtung, dies gilt nur fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen!
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Beweis:

E(XY) = Z > (g f (s, m)

wenn (und nur wenn) X und Y unabhéngig sind gilt: f(z;,y) = fo(x;) fy(v1).
Deshalb:

BXY) = 32 mufel)fylm)
= ijfx(xj)zylfy(yl)

= B(X)E(Y)

Achtung: Der Erwartungswert einer Summe ist immer gleich der Summe der
Erwartungswerte, hingegen ist der Erwartungswert eines Produktes im allge-
meinen nur dann gleich dem Produkt der Erwartungswerte, wenn die Variablen
stochastisch unabhéngig sind!

Beispiel:

WY | 0 1 |flx)
0 025 025] 05
1
(

0 05| 05
y) 1025 0.75| 1

E(X) = 0x054+1x05=05
EY) = 0x025+1x0.75=0.75
E(XY) = 0x0x0254+0x1x0.25+
I1x0x04+1x1x05=0.5

= E(XY) # E(X)E(Y)

Wie wir schon frither gesehen haben sind diese beiden Zufallsvariablen nicht
stochastisch unabhéingig.

3.6.2 Varianz

Die Varianz o% einer Zufallsvariablen X ist definiert als
var(X) := 0% = E[X — E(X)]?
d.h. fiir diskrete Zufallsvariablen 0% = S>7_ (z; — p)?f(z;)

j=1
Die Varianz kann auch folgendermafien berechnet werden:
% = BIX—B(X)P = B(X — )2 = B(X? — 23X + 1)
= E(X?) = 2uE(X) + p* = B(X?) — 2up + pi?
= E(X?) -
= E(X?) - [E(X))"
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also

e Fiir eine Zufallsvariable X und a,b R gilt:

var(a + bX) = b* var(X)

Beweis:

var(a +bX) = El[(a+bX) —E(a+ bX)]?
Ela+bX —a—bE(X)]?
= E[b(X - E(X))

= PE[X —EX)]

= b*var(X)

Die Varianz einer Konstanten a ist natiirlich immer Null, var(a) = 0. Dies gilt
auch fiir stetige Zufallsvariablen.

Beispiel: Gesucht ist die Varianz einer Zufallsvariablen, deren Dichtefunk-
tion durch f(x) = 2%/9 fiir 0 < x < 3 gegeben ist.

Wir verwenden var(X) = E(X?) — [E(X)]? und berechnen zuerst E(X?):

3 1 3 .734
E(X?) = / z? (— xz) de = | —dx
0 9 o 9

3
ZL‘5

5,

243
— =54
45

Da E(X) = 9/4 (siehe voriges Beispiel) ist [E(X)]?> = (9/4)?. Wir erhalten also

var(X) = E(X?) — [E(X)]* = % — (%) =0.34

3.6.3 Kovarianz

Die Kovarianz ist definiert als

cov(X,Y) = E[[X — E(X)][Y — E(Y)]] = E(XY) — E(X)E(Y)

das zweite Gleichheitszeichen gilt weil
cov(X,Y) = E[X -EX)|[Y —E®Y)]
= E[XY -YEX)—-XE®Y)+EX)E(Y)]
E(XY) - E(X)E(Y)
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o Wenn X undY zwei stochastisch unabhdingige Zufallsvariablen sind, dann ist
die Kovarianz zwischen X und 'Y immer gleich Null (cov(X,Y) = 0)).

Da bei stochastischer Unabhéngigkeit gilt E(XY) = E(X)E(Y) folgt dies
unmittelbar aus obiger Definition.

Achtung: Eine Kovarianz von Null impliziert aber umgekehrt nicht stochasti-
sche Unabhéngigkeit, wie man sich anhand des folgenden Beispiels fiir eine
diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung verdeutlichen kann:

Beispiel: Gegeben sei folgende diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Werte von Y
0 1| f@
1 0 1/3 1/3
2 1/3 0 1/3
3 0 1/3 1/3
(y) | 1/3 2/3 1

Werte von X

Die Kovarianz ist cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y)
E(XY) = ZZ (ju) f(z5, 1)

1 1 1
= 1*O*O+1*1*§+2*0*§+2*1*O+3*O*0+3*1*§

B 4
3
E(X) = 1*%+2*%+3*%:2
1 2 2
4 2
cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y):§—2§:O

Die Variablen X und Y sind offenbar nicht stochastisch unabhéngig, da
f(x;)f(u) # f(xj,y). Trotzdem ist die Kovarianz Null! Kovarianzen messen
nur die lineare Abhéngigkeit!

e Wenn X und Y zwei Zufallsvariablen sind gilt:

Die Varianz der Summe (bzw. Differenz) zweier Zufallsvariablen ist

var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y)
var(X —Y) = var(X) + var(Y) — 2 cov(X,Y)

Warum? Erinnern Sie sich, (a £ b)? = a® + b* & 2ab
var(X —Y) = E[(X -Y)-E(X — YW
= E[(X —E(X)) - (Y —E(Y))]
= E[X - E( )° +E [Y E(Y)) -
2E[(X - EX)][(Y - E(Y)]
= var(X) 4+ var(Y) — 2cov(X,Y)
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Wenn X und Y stochastisch unabhéngig sind ist cov(X,Y) = 0. deshalb gilt
var(X +Y) = var(X) + var(Y)

e Die Varianz einer Summe ist die Summe der Varianzen plus zwei Mal die
Summe aller Kovarianzen zwischen den Zufallsvariablen der urspriinglichen
Summe (analog zu (a+b+c)? = a®+ b* + ¢* + 2ab+ 2ac+ 2bc). Fiir insgesamt
K Zufallsvariablen (mit k =1,..., K)

var (Z Xk> = Zvar(Xk) + Z ZCOV(Xk,Xj)

weil cov(Xy, X;) = cov(X;, Xk).

Die positive Quadratwurzel der Varianz einer Zufallsvariablen X heif3t Stan-
dardabweichung: ox = +4/var(X).

Ubungsbeispiele:

1. Zeigen Sie, dass cov[X,2X] = 2var(X).

[N}

. Zeigen Sie, dass cov|[X, (Y 4+ Z)] = cov(X,Y) + cov(X, Z).
3. Zeigen Sie, dass fiir konstante a und b gilt

cov|X, (a + bX)] = bvar(X)

W

. Zeigen Sie, dass fiir konstante aq, by, as und by gilt

COV[CLl + le, as + bQY] = blbg COV(X, Y)

3.6.4 Korrelationskoeffizient

Die Kovarianz héngt von den Mafleinheiten der Variablen ab und ist deshalb manch-
mal schwierig zu interpretieren.

Der Korrelationskoeffizient (corr) hat diesen Problem nicht, er ist ist unabhéngig
von den zugrunde liegenden Mafleinheiten, in denen X und Y gemessen wurde:
cov(X,Y) _ oxy

corr(X,Y) = =
( ) Vvar(X)var(Y) oxoy

Der Korrelationskoeffizient ist eine dimensionslose Zahl, die immer zwischen Null
und Eins liegt
—1 <corr(X,Y) <1

Da die Varianzen immer positiv sind hat der Korrelationskoeffizient immer das glei-
che Vorzeichen wie die Kovarianz.

Bei einem perfekten negativen linearen Zusammenhang nimmt er den Wert —1 an,
bei einem perfekten positiven linearen Zusammenhang den Wert +1. Bei stocha-
stischer Unabhéngigkeit ist cov(X,Y) Null, deshalb ist in diesem Fall auch der
Korrelationskoeffizient Null.
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Ubung: Zeigen Sie, dass corr[X, (a + bX)] = 1, und corr[X, (a — bX)] = —1,

Beweis™ fiir —1 < corr(X,Y) < 1.

Beginnen wir mit dem Vorzeichen der Varianz
var(X +bY) = var(X) + 2bcov(X,Y) + b? var(Y) > 0

weil Varianzen nie negativ werden konnen.
Da dies fiir alle b gilt, muss es auch fiir ein spezielles b gelten. Der Trick besteht nun
in der Wahl eines speziellen b, welches uns neue Einsichten liefert. Ein solches b ist
cov(X,Y)
var(Y)

(mit var(Y’) > 0), denn wenn wir dieses in die obige Varianz var(X + bY") einsetzen
folgt

~ 2cov(X,Y)
var(Y)
~ 2cov(X, Y)?  cov(X,Y)?

cov(X,Y)?

var(X +bY) = var(X) var(Y)?

cov(X,Y) + var(Y)

= var(X) var(Y) - var(Y)
B cov(X,Y)?
= var(X) — () >0

Dies muss wieder grofler gleich Null sein, da eine Varianz nicht negativ werden kann.

Daraus folgt aber
var(X) var(Y) > cov(X,Y)?

oder )
cov(X,Y) 1
var(X)var(Y) —
Die Wurzel des linken Ausdrucks ist der Korrelationskoeffizient r = corr(X,Y) =
cov(X,Y)/+/var(X) var(Y), deshalb muss gelten

r = corr(X,Y) < |1

bzw. —1 < corr(X,Y") < 1. Dies ist ein Spezialfall der Cauchy-Schwarz Ungleichung
(siehe Appendix). [

Weiters gilt fiir konstante aq, b1, as und by, wenn biby > 0
corr(ay + b1 X, as + bY) = corr(X,Y)
und wenn biby < 0

corr(a; + b1 X, as + bY) = — corr(X,Y)
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3.6.5 Bedingte Erwartungswerte

Die bedingten Erwartungswerte spielen in der Okonometrie eine herausragende Rol-
le, da die gefitteten Werte § des Regressionsmodells als bedingte Erwartungswerte
interpretiert werden kénnen.

Der bedingte Erwartungswert einer Zufallsvariablen ¥ wird unter der Voraussetzung
berechnet, dass noch zusétzliche Informationen iiber den Ausgang des zugrunde
liegenden Zufallsexperiments verfiigbar ist, z.B. dass X = .

Im wesentlichen werden sie gleich berechnet wie die unbedingten Erwartungswerte,
als gewichtete Summe iiber alle moglichen Ausprigungen von Y, aber als Gewichte
dienen nun die bedingten Wahrscheinlichkeiten (bzw. Dichten fiir stetige ZV).

J
E(Y|X=2) = > yf(y|X =2) fiir diskrete ZV
j=1

EY|X =2 = / yf(y|X =x)dy fiir stetige ZV
Sie kénnen intuitiv als ein Analogon zu den bedingten Mittelwerten der deskriptiven
Statistik angesehen werden.

Beispiel: Angenommen wir interessieren uns fiir die Einkommenssituation in
Abhéngigkeit vom Geschlecht. Dem Geschlecht X ordnen wir die Ausprédgungen
X =1 fiir weiblich und X = 0 fiir ménnlich zu, und den Einkommen Y ordnen wir
Y =0 fiir ‘niedrig’, Y =1 fiir ‘mittel’ und Y = 2 fiir ‘hoch’ zu.

Die bivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung f(x,y) sei

Werte von X
mannl. weibl.
0 1 | fly)

niedrig 0 0.1 0.2 0.3
Werte von Y mittel 1 0.4 0.1 0.5
hoch 2 0.0 0.2 0.2

f(z) 0.5 0.5 1

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Frau ein mittleres Einkommen hat, betrigt z.B.
0.1, dh. Pr(Y =1, X = 1) = 0.1. f(x) und f(y) bezeichnet die Randwahrschein-
lichkeiten.

Die Randwahrscheinlichkeit von Y ist z.B. (fiir m mogliche Auspragungen)

J
foy) =Pr(Y =y) => Pr(X =z;,Y =y)

j=1

Die unbedingten Erwartungswerte sind
E(XX) = Y ) wif(z,m) =) wfalz;) =05
Jj o1 J
E(Y) = D> > wf(w,m) =Y ufyly) =09
[ l
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit von Y, gegeben X = z ist

Pr(X =z,Y =y)
Pr(X =x)

Pr(Y =yl X =2) = bzw. einfacher f(y|z) =

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person ein niedriges Einkommen hat, gegeben
diese Person ist ein Mann, betrégt z.B. Pr(Y = 0|X = 0) = 0.1/0.5 = 0.2 oder 20%.

Die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Y gegeben X ist fiir dieses Beispiel
also

fylX=0) flylX=1)
niedrig 0 0.2 0.4
Werte von Y mittel 1 0.8 0.2
hoch 2 0.0 0.4
1 1

Den bedingten Erwartungswert von Y, gegeben X, erhalten wir, indem wir die
Auspragungen von Y mit den auf X bedingten Wahrscheinlichkeiten gewichten und
aufsummieren

EY|X =z) = Z%Pf Zyj\Xzﬂf):Zyjf(yﬂm)
j

Fiir obiges Beispiel:

E(Y|X=0) = 0x02+1x08+2x0.0=08
E(Y|X=1) = 0x04+1x024+2x04=1

Die bedingte Erwartungswertfunktion (Conditional FEzxpectation Function,
CEF) von Y ordnet schlieflich jeder Ausprigung von X den bedingten Erwartungs-
wert von Y zu

0.8 fiir X =0
E<Y|X:x>:{ 1 fir X =1

Ubung: Der bedingte Erwartungswert von X, gegeben Y, macht in diesem Bei-
spiel inhaltlich nicht sehr viel Sinn, aber Sie konnen trotzdem versuchen ihn zu
berechnen.
Zur Kontrolle
2/3 firY =0
EX|Y=y)=¢ 02 firY=1
1 fir Y =2
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Die stochastische bedingte Erwartungswertfunktion

Wir haben bisher die bedingten Erwartungswerte fiir gegebene Auspragungen von
X berechnet, d.h. E(Y|X = z;). Diese bedingten Erwartungswerte sind wie die
unbedingten Erwartungswerte Konstante, d.h. deterministische Gréfen.

Koénnen wir auch fiir ein ‘beliebiges” X die bedingte Erwartung berechnen? Kénnen
wir auf eine Zufallsvariable konditionieren?

Die Theorie dahinter ist ziemlich komplex, u.a. weil den einzelnen Ausprégungen z;
unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten zugeordnet sind (die Randwahrscheilichkeiten
von X). Deshalb muss man auf die o-Algebra des zugrunde liegenden Zufallsexpe-
riments Bezug nehmen, doch man kann (mit Hilfe der Mafitheorie und des Satzes
von Radon-Nikodym) zeigen, dass eine solche stochastische bedingte Erwartungs-
wertfunktion existiert und einige fiir das Folgende wichtige Eigenschaften hat.

Um deutlich zu machen, dass hier auf eine Zufallsvariable konditioniert wird schreibt
man fiir den stochastischen bedingten Erwartungswert héiufig

E(Y|o(X))

Da wir in diesem Fall auf eine Zufallsvariable konditionieren ist auch der stochasti-
sche bedingte Erwartungswert eine Zufallsvariable!

Eigenschaften der bedingten Erwartungswertfunktion

Die folgenden Eigenschaften gelten auch fiir die stochastische bedingte Erwartungs-
wertfunktion.

1. Linearitit: Seien X, Y und Z Zufallsvariablen und a,b € R Konstante

E(aX +bY|Z =2)=aE(X|Z=2)+bEY|Z = 2)

2. Das einfache Gesetz der iterierten Erwartungen: Erinnern wir uns,
in der deskriptiven Statistik haben wir gezeigt, dass die mit den Anteilen
gewichtete Summe der bedingten Mittelwerte der unbedingte Mittelwert ist.

Wenn z.B. wie in Tabelle 2.7 (Dummy Variablen) der Anteil von Ménnern
und Frauen je 0.5 ist, und der durchschnittliche Stundenlohn von Ménnern 15
Euro und von Frauen 12.5 Euro ist, dann ist durchschnittliche Stundenlohn
iiber alle Personen 0.5 x 15+ 0.5 x 12.5 = 13.75.

Ein analoges Gesetz gilt auch fiir Zufallsvariablen. Fiir zwei Zufallsvariablen
Y und X gilt
E(Y) = E;[E(Y]X = )]

d.h. der (unbedingte) Erwartungswert der bedingten Erwartungswerte ist der
unbedingte Erwartungwert (E, soll bedeuten, dass der &uere Erwartungswert
iber die X gebildet wird).

Fiir obiges Beispiel haben wir bereits den unbedingten Erwartungswert
E(Y) = 0.9 und die bedingten Erwartungswerte E(Y|X = 0) = 0.8 sowie
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E(Y|X = 1) = 1 berechnet. Aufierdem haben wir auch die Randverteilungen
£o(X =0) = 0.5 und f,(X =1) = 0.5.

Daraus folgt

E(Y) = E[E(Y]X)] ZEY|X_:CJ flz;,)=08x054+1x0.5=0.9

bzw.

BE(X) = E,[E(X]Y)] Z B(XTY = y;) f(y;)

j
= 2/3x03+02x05+1x0.2=0.5

Beispiel: Kehren wir nochmals zu dem friitheren Beispiel zuriick:

Werte von X
méannl. weibl.
0 1 fu(W)
0 0.1 0.2 0.3
Werte von Y 1 0.4 0.1 0.5
2 0.0 0.2 0.2
fz(x) | 0.5 0.5 1

Der unbedingte Erwartungswert von Y ist E(Y) =0x0.34+1x0.5+2x0.2 =
0.9.

Die auf X bedingten Erwartungswerte von Y sind E(Y|X = 0) = 0.8 und
E(Y|X =1) =1 (siche oben).

Nach dem Gesetz der iterierten Erwartungen
EY)=E,J[EY|X =2)]=05%x08+05x1=09
Auch der E(X) = 0.5 kann so berechnet werden
E(X)=E/JEX|Y =y)]=2/3x03+02x05+1x0.2=0.5

Exkurs:” Das Gesetz der iterierten Erwartungen fiir stetige Zufalls-
variablen (Beweisskizze)

flol) = fﬁ;”

flx,y) = flylz) fol2)
/f@wmx=@@>= /fon

Zusammenhang zwischen Randdichte aus bedingter Dichte:

:/%@@hqu
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B(Y) = / ufy(v)dy

= o[ s0t0rn0)ae] a

— [ [urosita) dsdy

= //yf(ykn)dy fo(x)dx (Vertauschen von dy und dx)
—_—
E(Y|z)

- / E(Y[2) f,(2)da
— E[E(Y|X)]
[ |

3. ‘Taking out what is known property’: Seien g(X) und h(Y') Funktionen
der Zufallsvariablen X,Y | dann gilt

E[(g(X)n(Y)|X = 2] = g(X) E[A(Y)|X = 7]

Intuitiv konnen wir uns vorstellen, dass durch die Konditionierung auf X =z
gewissermafBen X ‘festgehalten’ wird wird, und damit auch g(X), weshalb
g(X) als Konstante vor den Erwartungswertoperator gezogen werden kann.

Als Spezialfall sehen wir uns E(XY|X = z) fiir diskrete X und Y an, wobei
j=1,...,J die Ausprigungen von X und [ = 1,..., L die Ausprigungen von
Y indexiert.

L
B(XY|X =) =Y ay Pr(y, 25X = ;)

=1

L

=T Zyz Pr(y| X = ;)
=1

=z; E(Y|X = ;)

Da wir die Zufallsvariable X bei der Ausprégung z, ‘festhalten’ wird ist
Pr(y,z;|X = z;) = Pr(y|X = z;), und weil die Summation iiber [ lduft
kénnen wir z; als Konstante vor das Summenzeichen ziehen (wir untersuchen
XY fiir einen spezifischen Wert von X).

Beispiel: wir setzen mit dem vorhergehenden Beispiel fort
E(XY|X=1)=0x1x0441x1x02+2x1x04=1.
Mit der ‘Taking out what is known property’ fiir x; = 1:

L EY|X=2;,))=1xEY|X=1)=1x1=1

Oder E(XY]Y =1)=1x0x084+1x1x02=0.2

bzw. mit der ‘Taking out what is known property’ fiir y; = 1:
Yy E(X|Y =y;) =1x02=0.2
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Beispiel: diese Eigenschaft der bedingten Erwartungswertfunktion ist be-
sonders fiir Regressionsfunktionen mit stochastischen X von Bedeutung (siehe
Spanos 1999, 364f).

Fiir bivariat normalverteilte Zufallsvariablen X und Y kann man zeigen, dass
die bedingte Erwartungswertfunktion immer linear ist

E(Y[o(X)) =51 + fX
d.h. die bedingten Erwartungswerte liegen exakt auf einer Geraden. Fiir nicht
normalverteilte Zufallsvariablen gilt dies manchmal zumindest approximativ.

Wir zeigen nun, dass in diesem Fall eine einfache Beziehung zwischen den
Parametern £, und S und den Momenten der gemeinsamen Verteilung von X
und Y existiert.

Aufgrund des einfachen Gesetzes der iterierten FErwartungen gilt

E.(E(Y|X)) = E(Y) = 8 + L E(X), oder
By = E(Y) — B E(X)

Auflerdem folgt aus dem Gesetzes der iterierten Erwartungen und der ‘taking
out what s known property’, dass

E(XY) = E[E(XY]o(X))] = E[X E(Y|0(X))]
Einsetzen von 51 = E(Y) — Sy E(X) gibt

E(XY) = E[X (81 + 52X)]
= E[X(E(Y) — B E(X) +5:X)]

B1
—E{XE )+ B [ X7 = XE(X)]}
= B(X)E(Y) + 8 [B(X?) — E(X) E(X)]
B(XY) ~ B(QX) B(Y) = [ ) - B
cov(X,Y) var(X)
daraus folgt X.Y)
B = Var—(X)

Man beachte, dass sich dies auf die PRF und die Momente der Grundgesamt-
heit bezieht, nicht auf die SRF!

Fiir die bivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung

Werte von X
mannl. weibl.
0 1 fy(W)
0 0.1 0.2 0.3
Werte von Y 1 0.4 0.1 0.5
2 0.0 0.2 0.2
fu(x) 0.5 0.5 1
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haben wir bereits die unbedingten Erwartungswerte E(Y) = 0.9 und E(X) =
0.5 sowie die bedingte Erwartungswertfunktion

0.8 fiir X =0
E(Y|X:x):{ 1 fir X =1

berechnet.

Wir kénnen nun auch die lineare Approrimation an diese bedingten Erwar-
tungswerte berechnen; dazu benétigen wir E(X?) = 0% x 0.5+ 12 x 0.5 = 0.5
und E(XY) =322 30w f(a,m) = 0x0x 0.1+ 0x1x02+1x0x
044+1x1x014+2x0x0+2x1x0.2=0.5.

Also
cov(X,Y) EXY)-EX)EY) 05-05x09 0.05
fa = = > s = = =0.2
var(X) E(X?) — [E(X)] 0.5—-0.5 0.25
und

B=E(Y)—-FEX)=09-02x05=08

Als lineare Approximation an die bedingte Erwartungswertfunktion erhalten
wir also

E(Y[o(X)) = 0.8 + 0.2X

Offensichtlich ist in diesem Fall die bedingte Erwartungswertfunktion
tatsichlich linear, denn die lineare Approximation E(Y|X =0) = 0.8 +0.2 x
0=08und E(Y|X =1) =08+ 0.2 x 1 =1 liefert exakt die gleichen Werte
wie frither, aber das ist natiirlich ein Zufall, oder um den eingangs erwahnten
Charlie Chan zu zitieren, “Strange events permit themselves the luzury of oc-
curring”. O

4. Die bedingte Erwartungswertfunktion ist der beste ‘mean squared errors’ Pre-
diktor
E[Y —E(Y|o(X)? <E[Y —g(X)]* fiir alle g(")

Die Distanz E[Y — ¢(X)]* < co heift ‘mean squared error’ (MSE). Von allen
moglichen Funktionen g(X) liefert der bedingte Erwartungswert E(Y|o(X))
den kleinsten MSE.

3.6.6 Bedingte Varianz

Neben den bedingten Erwartungswerten ist in der Okonometrie v.a. die bedingte
Varianz von Bedeutung. Sie ist definiert als der bedingte Erwartungswert der qua-
dratischen Abweichung der Zufallsvariablen von ihrem bedingten Erwartungswert.

Die Berechnung erfolgt wieder analog zu normalen Varianzen, nur dass nun jeweils
die bedingten Wahrscheinlichkeiten (bzw. bedingten Dichten) fiir die Gewichtung
verwendet werden.
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var(Y|X =2) = E{[Y —EY|X =) |X =z}

= Y V-EY[X=2)f(Y|X=2) fir diskrete ZV

_ /%o Y —E(Y[X =2)P f(Y|X =) fiir stetige ZV

o0

Auch fiir bedingte Varianzen gilt:

e Nichtnegativitét: var(Y|X =xz) >0
e Lineare Transformationen: var(a + bY|X = x) = b? var(Y|X = z) fiir a,b € R

e Verschiebungssatz: var(Y|X = z) = E(Y?|X = z) — [E(Y|X = )]?

Intuitiv konnen wir uns wieder vorstellen, dass es sich um die Varianz einer Unter-
gruppe handelt, die durch die Eigenschaft X = x definiert ist.

Beispiel Die bedingte Varianz von Y fiir X = 0 ist fiir obiges Beispiel

var(V[X =0) = ) (y; — E(Y|X = 0)” Pr(y;| X = 0)
J
= (0-08)*x02+(1-08)*x0.8+(2—0.8)*x0.0
= 0.16

Die bedingte Varianzfunktion (‘scedastic function’) ordnet jeder moglichen Aus-
pragung von X die entsprechende bedingte Varianz zu.

Hinweis: Wenn XY bivariat normalverteilt sind ist die bedingte Varianzfunktion
var(Y|X = z) = 02, d.h. konstant und damit unabhiingig von z, d.h. homoskeda-
stisch.

Dies gilt fast nur fiir die Normalverteilung, fiir die allermeisten anderen theoretischen
Verteilungen éndert sich die bedingte Varianz mit den x, d.h. die bedingte Varianz-
funktion ist eine Funktion der z (vgl. 7, 342ff). Dieser Fall wird Heteroskedastizitdt
genannt und wird uns spéter noch ausfiihrlich beschéftigen.

Beispiel Kehren wir nochmals zuriick zum fritheren Zahlenbeispiel

Fiir die bivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung

Werte von X
mannl. weibl.
0 1 fy(W)
0 0.1 0.2 0.3
Werte von Y 1 0.4 0.1 0.5
2 0.0 0.2 0.2
fu(x) 0.5 0.5 1
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haben wir bereits die bedingte Erwartungswertfunktion berechnet

E(Y\X:x):{ 4/5 fiir X =0

1 fir X =1
Die bedingten Varianzen sind
var(Y|X = 0) = E(Y?|X = 0) — [E(Y|X = 0)]?

[ 1 4 ] 41 4
= 02X5+12X5_22X§ —H = — =0.16

var(Y|X =1) =E(Y?|X =1) - [E(Y|X =1))?
2 1 2]
= 2 — 12 - — 22 - | — 1 2 - - = U

_0 X + 17 x - X 5 | 1] 0.8

Die bedingte Varianzfunktion ist also

var(Y|X = z) = { 0.16 fiir X =0

0.8 fir X=1

Da in diesem Beispiel die bedingte Varianz davon abhéngt, welche Ausprigung X
annimmt, liegt Heteroskedastizitét vor.

Ubungsbeispiele:

1. Angenommen, ein eigenartiger Wiirfel mit 3 Seiten werde zweimal geworfen.
Die Augenzahl sei 1,2 oder 3. Z; sei die Augenzahl des ersten Wurfes, und 7,
die Augenzahl des zweiten Wurfes. Weiters sei X = Z; + Zs, und Y = 2| — Z>.
(Losungen ohne Gewéhr!)

(a) Berechnen Sie die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion von X und
Y sowie die Randverteilungen.

Lésung:
X/ Y[ -2 -1 0 1 27f)
2 0 0 1/9 0 0 1/9
3 o 1/9 0 1/9 0 2/9
4 /9 0 1/9 0 1/9| 3/9
5 o 1/9 0 1/9 0 2/9
6

0 0 1/9 0 0 | 1/9
L) 119 2/9 3/9 2/9 1/9| 1

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von Y.

)

(¢) Berechnen Sie die Kovarianz zwischen X und Y.

(d) Sind X und Y statistisch unabhéngig? (Losg.: nein)

(e) Berechnen Sie den bedingten Erwartungswert von Y fiir X = 3. (Losg.:
0)

(f) Berechnen Sie den bedingten Erwartungswert von X fir Y = 0. (Losg.:
4)



Angewandte Okonometrie 58

2. Gegeben sei folgende diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung;:

Werte von Y
1 3 9
211/8 1/24 1/12
Werte von X 4 | 1/4 1/4 0
6|1/8 1/24 1/12

(a) Berechnen Sie die Randverteilungen von X und Y (d.h. die marginal
probability density functions).

(b) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion von Y fiir X = 2
(d.h. die conditional probability density function).

(c¢) Berechnen Sie die Kovarianz zwischen X und Y.

(d) Sind X und Y statistisch unabhingig?

(aus GHJ, S. 59) Finige Losungen: Pr(X = 2und Y = 9) = 2/24, Pr(X =
2V =9) =12 =, B(X) = 4,E(Y) = 3, E(Y|X =2) = 1x}4+3x{+9x}

4, var(X) = 2, var(Y) = 8, E(XY) = 12, cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y) =

13.
13 fir X =2
var(Y|X) =<1 fir X =4
fir X =6

3. Eine Zufallsvariable sei gleichverteilt im Intervall [0,1] : X ~ G (0, 1), d.h. die
Dichtefunktion lautet f (X) = 1.
(a) Wie lautet die zugehorige Verteilungsfunktion?
(b) Berechnen Sie Pr(0.1 < X <0.9)
(c) Berechnen Sie E [X]
(d) Berechnen Sie var[X]
e) Berechnen Sie E [a + bX]
f) Berechnen Sie var[a 4+ bX].

(
(
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3.A Appendix

3.A.1 Cauchy-Schwarz Ungleichung

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen, dann ist die Cauchy-Schwarz Ungleichung
E(XY)] < VEX BV

Fiir den Beweis definieren wir W =Y + bX, wobei b eine Konstante ist. Dann ist
E(W?) =E(Y?) +2bE(XY) + b E(X?) >0

da W2 > 0 und deshalb auch E(W?2) > 0. Dies muss fiir jedes b gelten, also z.B.
auch fur
,__B(XY)
- E(X?)

(Erwartungswerte sind deterministische Gréfien). Einsetzen gibt

EW?) = E(Y?) - (2%) E(XY) + (%&LX?) E(X?)

oy 2EQXY)? [EXY)P
= B - BE(X?) | B(X?)
= B(Y?) — % >0

Achtung, wir benétigen nur E(W?2) > 0, dies gilt fiir jedes b, also auch fiir dieses
spezielle b!

Deshalb gilt
E(X?)E(Y?) > [E(XY)]?

|E(XY)| < VE(X?)E(Y?)

bzw.
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