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Kapitel 2

Grundlagen der deskriptiven

Regressionsanalyse —
OLS Mechanik

“Physics is like sex. Sure, it may give
some practical results, but that’s not
why we do it.” (Richard Feynman)

2.1 Vorbemerkungen

Die Statistik beschéftigt sich ganz allgemein mit Methoden zur Erhebung und Aus-
wertung von quantitativen Informationen. Dabei unterscheidet man traditionell zwi-
schen deskriptiver und induktiver Statistik. Wahrend das Ziel der deskriptiven Sta-
tistik haufig eine Informationsverdichtung gegebener Daten ist, beschéftigt sich die
induktive Statistik hauptséchlich mit moglichen Schlussfolgerungen von einer beob-
achteten Stichprobe auf eine nicht beobachtbare Grundgesamtheit.

Auch die Regressionsanalyse kann fiir beide Zwecke eingesetzt werden. Obwohl sie
in der Okonometrie fast ausschlieflich im Sinne der induktiven Statistik verwendet
wird, beginnen wir hier mit der deskriptiven Regressionsanalyse. Der Grund dafiir ist
vor allem didaktischer Natur, dies erlaubt uns die eher technischen Aspekte von den
etwas abstrakteren Konzepten der stochastischen Regressionsanalyse zu trennen;
dies soll einen moglichst einfachen Einstieg in die Materie ermoglichen.

Wir werden argumentieren, dass die deskriptive Regressionsanalyse mehr oder we-
niger als eine Verallgemeinerung der Methode zur Berechnung einfacher Mittelwerte
angesehen werden kann. Dariiber hinaus gehend erlaubt uns die Regressionsanalyse
den Zusammenhang zwischen zwei oder mehreren Variablen kompakt darzustellen.

Genau darum wird es in diesem Kapitel gehen, nach ein paar allgemeinen Uber-
legungen werden wir die Technik kennen lernen, die uns erlaubt die Koeffizienten
einer linearen Regression zu berechnen, und uns mit der Interpretation der Ergeb-
nisse befassen, bevor wir die Technik auf mehr als zwei Variablen verallgemeinern
und ein paar wichtige Spezialfille untersuchen.
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Wir werden spater sehen, dass wir all dies als Voraussetzung fiir die stochastische
Regressionsanalyse bendtigen, die wir im néchsten Kapitel diskutieren werden.

2.2 Lineare Zusammenhinge

“Von nichts sind wir stirker iberzeugt
als von dem, wortber wir am wenig-
sten Bescheid wissen”

(Michel de Montaigne, 1533-1592)

Eine der zentralen Aufgaben der Okonometrie besteht in der ‘Messung von Zu-
sammenhdngen’. Dazu miissen die interessierenden Zusammenhénge zuerst formal
dargestellt werden. Dies geschieht mit Hilfe von mathematischen Funktionen.

Eine Funktion y = f(x) ist im wesentlichen eine ‘Input-Output’ Beziehung, sie liefert
den Wert einer abhdngigen Variable y fiir gegebene Werte der erklarenden Variable
x, oder im Fall mehrerer erkldrender Variablen y = f(z1,xs,...,2), wobei f die
Funktionsform und der Index k die Anzahl der erklidrenden Variablen bezeichnet.

Wir werden uns vorerst auf den allereinfachsten Fall beschranken, auf lineare Funk-
tionen mit nur einer erkldrenden Variable x.

Yy =by + by

Dabei stehen by und b, fiir einfache Zahlen, die den linearen Zusammenhang zwischen
y und x beschreiben.

Wenn wir diese Funktion in ein Koordinatensystem einzeichnen erhélt man eine
gerade Linie. Das Interzept b; gibt dabei den Schnittpunkt mit der vertikalen y-
Achse (Ordinate) an, d.h. es misst den Wert von y an der Stelle z = 0. Der Koeffizient
by der erkliarenden z Variable misst die Steigung der Geraden, und wird deshalb
wenig iiberraschend Steigungskoeffizient (‘slope’) genannt. Fiir lineare Funktionen
ist der Steigungskoeffizient by gleich der Ableitung

dy _
dr

und gibt an, um wie viele Einheiten sich y &ndert, wenn x um eine Einheit zunimmt.

by

2.2.1 Exakte und ‘ungefihre’ Zusammenhinge

Auch wenn derart einfache lineare Zusammenhénge zunéichst wie eine Karikatur
einer komplexen Realitdt anmuten, kommen diese im téglichen Leben haufig vor.

Wenn wir zum Beispiel mit dem Auto tanken wissen wir, dass sich der zu bezahlende
Betrag als Produkt von Preis und der Anzahl der getankten Liter ergibt. Wenn
wir den zu bezahlenden Betrag mit y und die Anzahl der getankten Liter mit z
bezeichnen wird der Zusammenhang zwischen x und y durch die Funktion y =
by + by x (fir z > 0) exakt beschrieben.

Dabei bezeichnet der Steigungskoeffizient b, den Preis, das heifft, wenn wir einen
zusdtzlichen Liter tanken steigt der zu bezahlende Betrag um by FEuro. Vom Interzept
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Abbildung 2.1: Linkes Panel: ein exakter Zusammenhang zwischen getankten Li-
tern und zu bezahlendem Betrag fiir einen Preis by = 1.1 Euro.
Rechtes Panel: ein ‘ungefahrer’ Zusammenhang zwischen dem Al-
ter von Gebrauchtautos und deren Preis.

by wissen wir, dass es in diesem Beispiel gleich Null sein muss, denn wenn wir Null
Liter tanken (z = 0) miissen wir auch nichts bezahlen (y = 0), die Funktion beginnt
also im Nullpunkt. Diese Funktion ist im linken Panel von Abbildung 2.1] fiir einen
Preis by = 1.1 grafisch dargestellt.

Das rechte Panel von Abbildung 2.] zeigt einen anderen Zusammenhang, den Zu-
sammenhang zwischen dem Alter von Gebrauchtautos einer bestimmten Type und
deren Preis. Jeder Punkt zeigt Alter und Preis fiir ein spezifisches Gebrauchtau-
to, insgesamt stellen die 40 Punkte Alter und Preise von 40 verschiedenen Autos
dar (die zugrunde liegenden Daten sind in Tabelle 2] widergegeben). Offensichtlich
sinkt der ‘durchschnittliche’ Preis mit dem Alter, aber der Zusammenhang gilt nicht
langer exakt.

Dies hat verschiedene Ursachen, zum einen unterscheiden sich die Autos in anderen
hier nicht dargestellten Charakteristika (Kilometerstand, Ausriistung, Farbe, ...),
aber auch Verkaufer und deren Motive, der Ort und vieles mehr unterscheidet sich
von Beobachtung zu Beobachtung.

Trotzdem ist klar erkannbar, dass dltere Autos ‘““m Durchschnitt’ billiger sind, und
dass dieser Zusammenhang durch die strichliert eingezeichnete Gerade relativ gut
approximiert werden kann.

Wie kénnen wir solche ‘approximative’ Zusammenhénge allgemein anschreiben? Wir
konnten unter Verwendung des ‘a2’ Zeichens ( ‘ist ungefdhr’) schreiben y & by + by,
aber mit ‘~’ ist schlecht Rechnen. Deshalb benotigen wir eine geeignetere Darstel-
lungsform. Die Losung ist einfach, wir fithren einen ‘Rest’ ein, sogenannte ‘Residuen’
(‘residuals’), die alle anderen (unbeobachteten) Einflussfaktoren erfassen sollen. Fiir
diese Residuen verwenden wir das Symbol e.

Diese Residuen e werden sich natiirlich von Beobachtung zu Beobachtung (d.h. hier
von Auto zu Auto) unterscheiden, deshalb benétigen wir fiir jede Beobachtung eine



Angewandte Okonometrie 6

Tabelle 2.1: Preise (in Euro) und Alter (in Jahren) von 40 Gebrauchtautos (AlterJ
ist das Alter gerundet auf ganze Jahre);
http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv

Obs. Preis Alter AlterJ km Obs. Preis Alter AlterJ km

1 10000  3.78 4 188000 21 15000  2.70 3 51500
2 21850 1.61 2 25900 22 18500  2.11 2 25880
3 14500  2.28 2 83300 23 18500  2.11 2 19230
4 11100 5.33 5 120300 24 12350  3.72 4 75000
5 6700 5.49 ) 142000 25 16900  2.70 3 22000
6 24000 0.34 0 5500 26 18000  2.28 2 35000
7 10000  4.31 4 100500 27 18890  1.27 1 22500
8 16900 1.69 2 31000 28 20100 0.84 1 18000
9 18000  2.53 3 23000 29 19700 1.02 1 12600
10 15300  3.55 4 73000 30 17500  2.37 2 35900
11 19980  0.59 1 1500 31 19300 1.19 1 5000
12 15600  2.28 2 21700 32 15500  3.13 3 39000
13 17200 2.79 3 27570 33 14000  3.21 3 56400
14 18890  1.10 1 13181 34 16900 2.11 2 55000
15 23900 0.17 0 1800 35 17700  2.28 2 25100
16 14320 3.81 4 67210 36 12500  4.23 4 59200
17 11900 4.73 ) 73900 37 19000  1.36 1 19000
18 15200 2.53 3 27000 38 22800  0.26 0 5000
19 14450  2.87 3 90000 39 12350  4.23 4 73000
20 18600  2.11 2 27000 40 17800  1.86 2 35000



http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv
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eigene Gleichung

Y1 = by +box + e
Yo = b+ bazy + e

Yn = bl + b2xn +en

wobei n die Anzahl der Beobachtungen bezeichnet.

Da dies etwas umsténdlich zu schreiben wére wird dies meist in der folgenden Form
kiirzer notiert
yzzbl+b2xl+el, mltz:1,2,,n (21)

wobei 7 den Laufindex und n die Anzahl der Beobachtungen bezeichnet. Manchmal
schreibt man auch ¢ € N, d.h., der Index ¢ ist ein Element der natiirlichen Zahlen

N.

Das Residuum e; nimmt dabei jeweils den Wert an, der notwendig ist, damit Glei-
chung 7 exakt erfiillt ist. Wenn man obige Gleichung umschreibt zu e; = y; — by — boz;
erkennt man, dass es einen unmittelbaren Zusammenhang zwischen den Residuen
e; und den Koeffizienten b; und by gibt.

An dieser Stelle sind zwei wichtige Hinweise angebracht:

1. nur die Auspragungen der Variablen y; und z; sind beobachtbar (in unserem
Beispiel also Preis und Alter der Gebrauchtautos), die Koeffizienten b; und by
sowie die Residuen e; sind nicht direkt beobachtbar.

2. nur die Auspragungen der Variablen y;, x; sowie der Residuen e; unterscheiden
sich zwischen den einzelnen Beobachtungen, die Koeffizienten b; und by sollen
fiir alle Beobachtungen gelten, sie sind also nicht beobachtungsspezifisch. Wir
konnen uns vorstellen, dass die Koeffizienten b; und by der linearen Funktion
gewissermaflen den hinter den Daten liegenden Zusammenhang beschreiben.
Ob ein Wert beobachtungsspezifisch ist oder nicht kann man héufig am Sub-
index ¢ erkennen, nur beobachtungsspezifische Werte weisen einen Subindex ¢

auf

Im Folgenden wird es darum gehen, wie wir aus den beobachteten Daten y; und
r; mit ¢ = 1,...,n die beiden Koeffizienten b; und b, der linearen Funktion y; =
by + box; + e; berechnen konnen, weil uns dies eine sehr kompakte Beschreibung der
Daten im Sinne der deskriptiven Statistik ermdglicht, dhnlich wie der Mittelwert
eine kompakte Zusammenfassung einer einzelnen Datenreihe liefert.

Man beachte, dass wir nicht behauptet haben die Koeffizienten b; und by seien ‘in
Wirklichkeit” konstant, dabei handelt es sich um eine zentrale Annahme, die uns
iiberhaupt erst erlauben wird die Koeffizienten aus den Daten zu berechnen.

Im Autobeispiel approximiert die Geradengleichung die Beobachtungen relativ gut,
aber es ist auch klar, dass diese Approximation nur fiir einen bestimmten Bereich

Vorsicht, die Indizes 1 und 2 der Koeffizienten b; und b, haben eine andere Bedeutung.
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der x zufriedenstellende Resultate liefert. Fiir ein 10 Jahre altes Autos wiirde die
Regressionsgerade z.B. einen negativen Preis liefern. Preissteigerungen fiir Oldtimer
kénnen durch diese Gerade selbstverstédndlich iiberhaupt nicht abgebildet werden.
Das bedeutet, dass der Zusammenhang zwischen Alter und Preis eigentlich nicht
linear ist.

Aber wie dieses Beispiel zeigt konnen selbst nicht lineare Zusammenhénge oft diber
einen begrenzten Bereich der Variablen durch eine lineare Funktion manchmal relativ
gut approximiert werden.

Interzept und Regressionskonstante Wir haben bisher sowohl b, als auch b9
als Koeffizienten bezeichnet, obwohl b; zumindest nicht ‘sichtbar’ mit einer Variablen
multipliziert wird. Wir konnen uns aber vorstellen, dass b; mit einem Einsenvektor
multipliziert wird, wie dies in der folgenden Vektordarstellung deutlich wird

Y1 1 T el
Y2 1 T2 €2
=b : + by : +
Yn 1 Ty €n

Der Einsenvektor wird in diesem Zusammenhang hiufig ‘Regressionskonstante’ ge-
nannt, und das Interzept b; ist einfach der Koeffizient der Regressionskonstanten

Alternative Bezeichnungen fiir y und * Wenn man eine Regressionsgleichung
yi = b1+ box; + e; schitzt sagt man auch, y wird auf x regressiert. Fiir die Variablen
y und x haben sich in der Literatur eine ganze Reihe verschiedener Bezeichnungen
eingebiirgert, einige davon sind in Tabelle zusammengefasst.

Wir werden im Folgenden y meist als abhdingige Variable und x als erkldrende Va-
riable bezeichnen. Man sollte dabei den Begriff ‘erklédrend’” dabei nicht allzu wortlich
nehmen, denn dies muss nicht bedeuten, dass y durch x ‘erklart’ wird; mit dieser
Methode konnen wir bestenfalls zeigen, dass zwischen y und x ein linearer Zusam-
menhang besteht, aber die Methode alleine liefert uns keinesfalls eine inhaltliche
‘Erkléarung’ fiir diesen Zusammenhang, und natiirlich erst recht keine Hinweise auf
eine mogliche Kausalbeziehung zwischen y und x. Wir werden im Folgenden aber
trotzdem bei den Bezeichnungen abhdingige und erkldrende Variable bleiben, weil sie
sich in der Literatur eingebiirgert haben.

Die erkldrenden x Variablen werden haufig auch Regressoren genannt, wiahrend die
Bezeichnung Regressand fiir y nicht ganz so gebrauchlich ist.

Vor allem in der Statistik werden die erkldrenden Variablen hiufig Kovariate ge-
nannt, in eher technischen Zusammenhéngen ist auch die Bezeichnung Kontrollva-
riablen fiir die x Variablen gebrauchlich.

In &lteren Lehrbiichern findet sich fiir die # Variable auch noch 6fter die Bezeich-
nung ‘unabhingige Variable’ (‘independent variable’). Wihrend die Bezeichnung
‘abhéngige Variable’ fiir y durchaus zutreffend und iiblich ist, kann die Bezeichnung

2Die Literatur ist in dieser Hinsicht leider manchmal etwas verwirrend, in manchen &lteren
Lehrbiichern werden die Bezeichnungen ‘Interzept’ und ‘Regressionskonstante’ auch synonym ver-
wendet.
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Tabelle 2.2: Alternative Bezeichnungen fiir y und x der Funktion y = by + bex

Yy x
— links-stehende Variable rechts-stehende Variable
(‘left-hand side variable’) (‘right-hand side variable’)
— abhéngige Variable [unabhéngige Variable]
(‘dependent variable”) (“independent variable’)
— erklarte Variable erkldrende Variable
(‘explained variable’) (‘explanatory variable’)
— Regressand Regressor
(‘regressand’) (‘regressor’)
— Antwortvariable Kovariable
(‘response variable’) (‘covariate’)
— Effektvariable Kontrollvariable
(‘effect variable’) (‘control variable’)

‘unabhéngige Variable’ fiir x irrefithrend sein, da dies mit ‘statistischer Unabhéngig-
keit” verwechselt werden koénnte, was ein vollig anders Konzept ist. Deshalb wird
generell von der Bezeichnung von x als unabhéngige Variable abgeraten.

Im néchsten Abschnitt werden wir nun eine Methode kennen lernen, die es uns
erlaubt aus den beobachteten Werten der Variablen z und y die Koeflizienten by
und by derart zu berechnen, dass der Zusammenhang zwischen x und y ‘moglichst
gut’ beschrieben wird.

2.3 Die OLS Methode

“Wer hohe Tiirme bauen will, mufs
lange beim Fundament verweilen.”
(Anton Bruckner, 1824-1896)

Die Bezeichnung OLS steht fiir ‘Ordinary Least Squares’, auf deutsch Methode
der (Gewohnlichen) Kleinsten Quadrate. Wir werden hier meist das englischen
Akronym OLS verwenden, da sich dies mittlerweile auch in der deutschsprachigen
Literatur eingebiirgert hat.

Unser konkretes Anliegen in diesem Abschnitt ist es eine Formel zu finden, in die
wir die beobachteten Daten y und x einsetzen konnen, und die uns als Resultat
‘bestmagliche’ Zahlenwerte fiir die nicht direkt beobachtbaren Koeffizienten b; und
by einer Geradengleichung y; = by + box; + e; liefert. Was genau unter ‘bestmoglich’
zu verstehen ist werden wir spéter erldutern, aber wir werden sehen, dass die OLS
Methode genau dieses Problem 16st.

Wir beginnen unsere Uberlegungen mit einer gedanklichen Zerlegung der abhéingigen
Variable y; in zwei Teile, in eine systematische Komponente by + byx;, in der die
den Daten zugrunde liegende Zusammenhang in Form einer Geradengleichung zum
Ausdruck kommt, und in den Rest, d.h. die unsystematischen Residuen e;
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yi= bitbz + ¢
—_—— =~

systematische Resi-
Komponente 7; duen

Wir wollen uns diese Zerlegung anhand von Abbildung veranschaulichen. Das
obere Panel zeigt 5 Datenpunkte und eine gedachte Gerade, die sich an diese Be-
obachtungspunkte ‘bestmoglich’ anpasst. Diese Gerade werden wir in Zukunft ‘Re-
gressionsgerade’ nennen. Angenommen, wir hitten diese Regressionsgerade bereits,
dann konnten wir diese niitzen, um jedes beobachtete y; in zwei Teile zu zerlegen,
in einen Wert, der exakt auf der Regressionsgeraden liegt, y; (gesprochen y; Dach),
und in die Differenz zwischen diesem auf der Regressionsgerade liegenden 7; und dem
tatsédchlich beobachteten Wert y;. Diese Differenz ist natiirlich das Residuum e;, also
Yi = Ui + €; (mit y; = by + bex;) fiir i = 1,..., n. Das untere Panel in Abbildung
zeigt diese Zerlegung.

Die exakt auf der Regressionsgerade liegenden ‘gefitteten’ Werte ; nennen wir sy-
stematische Komponente.

Fiir die Berechnung dieser ‘gefitteten’ Werte y; benotigen wir neben der x Variable
nur die (vorerst noch) unbekannten Koeffizienten b; und by

Ui = by + baz;

die systematische Komponente y beschreibt also den Teil von y, der mit der er-
klarenden Variable z ‘zusammenhéngt’.

Eine ‘gute’ Regressionsgerade sollte zwei Bedingungen erfiillen:

1. der Anteil der ‘systematischen’” Komponente sollte moglichst grofi sein, was
impliziert, dass die Residuen einen méoglichst kleinen Erklarungsbeitrag liefern
sollten;

2. dies erfordert, dass die Korrelation zwischen ‘systematischer’ Komponente und
den Residuen moglichst klein sein muss. Wir werden gleich sehen, dass uns die
OLS Methode genau solche Werte fiir by und b, liefert, die garantieren, sodass
die Korrelation zwischen der ‘systematischen” Komponente und den Residuen
exakt gleich Null ist.

Zur tatséchlichen Berechnung der Koeffizienten kénnte man auf die Idee kommen
die Werte by und by derart zu wihlen, dass die Summe aller Residuen ZZ e; moglichst
klein wird.

Dies wiirde allerdings dazu fiihren, dass sich positive und negative Abweichungen
beim Summieren aufheben. Man kann sogar einfach zeigen, dass die Summe der
Residuen fiir jede Gerade Null ist, die durch die Mittelwerte von x und y gelegt wird.
Deshalb ist diese Methode ungeeignet um eine gute Approximation zu erhalten.

Abbildung 23] veranschaulicht das Problem: die Summe der Abweichungen ), e;
hat in der linken und rechten Grafik den gleichen Wert, obwohl die Gerade in der
rechten Grafik die Punkte offensichtlich weit besser approximiert.
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Abbildung 2.2: Zerlegung von y; in eine systematische Komponente 7; und in ein
unsystematisches Residuum e; (fiir : = 1,...,5). [local, www]|


c:/home/lehre/oekono/buch/Kap02x_DetStoch_F.pdf
http://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/kap02x_detstoch_f.pdf
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Abbildung 2.3: Die Summe der Abweichungen > .e; = > .(y; — ¥;) hat in bei-
den Abbildungen den gleichen Wert, da sich positive und negative
Werte aufheben.

Dieses Problem koénnte man vermeiden, wenn man den absoluten Wert der Abwei-
chungen minimiert. Dies wirft jedoch zwei Probleme auf: Zum einen ist dieses Pro-
blem numerisch schwieriger zu l6sen, zum anderen werden damit grofle Abweichun-
gen nicht iiberproportional stidrker gewichtet als kleine Abweichungen. Tatséchlich
sind Menschen héufig risikoavers und werden grofie Fehler lieber {iberproportional
stiarker ‘bestraft’ sehen als kleine Fehler.

Die einfachste Losung fiir diese Probleme besteht darin, die Koeffizienten b; und
by derart zu wihlen, dass die Summe der quadrierten Abweichungen (d.h. >, €?)
minimiert wird. Genau dies ist das Prinzip der OLS Methode.

Daraus erkldrt sich auch der Name Methode der (Gewohnlichen) Kleinsten
Quadrate (‘Ordinary Least Squares’, OLS).

Diese ziemlich einfache Grundidee der OLS Methode kann mit Hilfe von Abbildung
2l einfach erkldrt werden. Man beachte, dass die Funktion y; = by +box;+e; := y;+e;
umgeschrieben werden kann zu e; = y; — ;. In Abbildung 2.4 sind die Quadrate der
Residuen e? = (y; — 7:)? := (y; — by — bax;)? eingezeichnet. In einem Gedankenex-
periment kénnen wir die Gerade dieser Abbildung solange drehen und verschieben,
dass heifit die Werte von b; und by veréindern, bis die Summe der eingezeichneten
Quadratflichen so klein wie moglich wird. Die Werte von b; und by, die die kleinste
Summe der Quadratflichen liefert, sind die gesuchten OLS Koeffizienten.

Dieses Gedankenexperiment liefert eine gute Intuition, aber diese Vorgangsweise eig-
net sich kaum fiir das praktische Arbeiten. Wir benotigen eine allgemeine Methode,
die uns erlaubt die unbeobachtbaren Koeffizienten b; und b, aus den beobachtbaren
Daten x und y zu berechnen, und eine solche Formel werden wir nun herleiten.

Bevor wir damit beginnen noch eine kurze Anmerkung. Sie werden sich vielleicht
fragen, wozu diese ganze nun folgende ‘Rechnerei’ gut sein soll, wenn die fertigen
Formeln selbst in Excel bereits fix und fertig implementiert und denkbar einfach an-
zuwenden sind. Nun, wir werden in den folgenden Kapiteln sehen, dass die Anwen-
dung dieser Formel nur unter ganz bestimmten Voraussetzungen zu den gewiinsch-
ten Ergebnissen fiithrt. Ein Verstédndnis der Mechanik der OLS-Methode wird es uns
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Y

Abbildung 2.4: Nach der OLS Methode werden b; und by derart gewihlt, dass die
Summe der quadrierten Abweichungen moglichst klein wird, d.h.,
die Gesamtflache der schraffierten Quadrate wird minimiert.

erlauben auch die Grenzen dieses Ansatzes zu verstehen, und in einem weiteren
Schritt geeignete Mafinahmen zu ergreifen, wenn die Annahmen verletzt sind, denn
eine naive Anwendung dieser Methoden fiihrt héufig zu irrefithrenden oder zumin-
dest unnotwendig ungenauen Ergebnissen. Um solche Fehler zu vermeiden ist ein
fundiertes Versténdnis der Grundlagen erforderlich, und fiir ein solches Versténdnis
ist ein bisschen Rechnerei manchmal erstaunlich niitzlich.

Den Zusammenhang zwischen der Flache eines Quadrates und den beiden Koeffizi-
enten b; und by konnen wir folgendermafien darstellen

yi = (b1 + bax;) +e; bzw.
—

v
e = Yi—br— by

Die Fliiche eines einzelnen schraffierten Quadrates in Abbildung 24l ist e = (y; —

by — byx;)?, und die Fliche aller Quadrate ist einfach die Summe iiber i =1,...,n
> el =D (i — b —bo)?
i=1 i=1

Gesucht sind die Werte von b; und by, fiir die die Summe der Flichen — also die
Quadratsumme der Residuen ), e? — minimal ist, das Minimierungsproblem lautet
also
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wobei das by und by unter der ‘min’ Anweisung darauf hinweisen sollen, dass dies
die zwei gesuchten Grofien sind.

Der Rest ist simple Rechnerei. Wir leiten partiell nach den unbekannten Koeffizi-
enten b; und by ab, setzen diese beiden Ableitungen gleich Null. Dies liefert die
Bedingungen erster Ordnung, bzw. notwendige Bedingungen fiir ein MinimumH Die
Ableitungen sin

5’26?
SE = 22 —bl—ngl :—2261—0 (2.2)

ei

9% ezz
T[)Q — 22 — bl — bzl'z .I'Z = —221’161 =0 (23)

ei

Wie man sieht implizieren diese Bedingungen erster Ordnung (‘first order conditi-

ons’, FOC)

= bl,bg

ZZL‘ZBZ‘ = 0

Diese zwei Bedingungen sind von grofiter Bedeutung, die Lésungen definieren nicht
nur die beiden gesuchten Koeffizienten, sie werden uns spéater immer wieder begeg-
nen, denn aus diesen beiden Bedingungen folgen die wesentlichen Eigenschaften der
OLS Methode!

Die erste dieser Bedingungen erster Ordnung, ) .e; = 0, folgt aus der Ableitung
nach dem Interzept by, d.h. Sie gilt nur, wenn die Regressionsgleichung ein Interzept
enthélt. Die zweite Bedingung folgt aus der Ableitung nach dem Steigungskoeffizien-
ten by und stellt — gemeinsam mit der ersten Bedingung — sicher, dass die Kovarianz
zwischen 7 und e Null ist [

Die gesuchten Koeffizienten b; und by sind die Losungen des Minimierungsproblems
und garantieren deshalb, dass diese zwei Bedingungen erster Ordnung erfiillt sind!
Die einfache Struktur — es wird lediglich das Minimum einer quadratischen Funktion
bestimmt — stellt sicher, dass die Losung eindeutig ist.

Nun wollen wir endlich die beiden unbekannten Koeflizienten b; und b, aus den
beiden Bedingungen erster Ordnung berechnen. Dazu formen wir diese etwas um,

3Man kann zeigen, dass die Bedingungen zweiter Ordnung, d.h. die hinreichenden Bedingungen,
ebenfalls erfiillt sind.
4Fiir die Ableitungen benotigen wir die Kettenregel, d.h. wenn y = f(z) und z = g(x) folgt
y = flg(x)] und die Ableitung ist
dy dy dz
de  dz dx

52 Ti€; :Z.ez(xi—er:E):ZZ ei(z; )+ﬂf2 61*21‘ z(fci*f):zi(ei*é)(xi*f) = 0.
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wobei wir beachten, dass wir ‘Alles ohne Subindex i’ vor das Summenzeichen ziehen
kénnen, und dass ), by = nby, weil b; eine Konstante ist

Z yi = nb+by Z T (2.4)
j i=1

Zyz‘%‘ = b Z!Ez + 522110? (2.5)
' i=1 i=1

Dies sind die sogenannten Normalgleichungen, die wir nach den gesuchten Koeffizi-
enmten b; und by losen.

Dazu multiplizieren wir die erste Gleichung mit ) x; und die zweiten Gleichung mit
n (man beachte, dass ) x; eine einfache Zahl ist, mit der ganz normal gerechnet
werden kann)

2
ZIEZZ% = nb1z$i + by (Z%)
nZyﬁUZ = nb Z:l:Z + bgan?
und subtrahieren die erste Gleichung von der zweiten
2
nzyﬂz‘ - Z%Zyz = by HZ!E? - <Z!Ez>

woraus folgt

:”Zzyz%—zlﬁcleyz (2.6)
n o af = (3, x:)°

Dies ist genau die Funktion, die wir suchen. Auf der rechten Seite kommen nur

noch die beobachtbaren x; und y; vor. Wenn wir die Beobachtungen in diese Formel

einsetzen erhalten wir als Resultat den Wert des Steigunsgkoeffizienten by, der die
Quadratsumme der Residuen minimiert!

by

Sobald by berechnet ist kann das Interzept b; einfach berechnet werden, wir dividie-
ren beide Seiten der Normalgleichung (2.4]) durch n und erhalten

%;yi:bl+b2%;xi

Es ist iiblich den Mittelwert einer Variable mit einem Querstrich {iber dem Va-
riablennamen zu bezeichnen, also z.B. § (gesprochen y quer) fiir den Mittelwert
von y. Natiirlich ist y := %Z;;l y;, wobei das Symbol =’ als ‘ist definiert’ (bzw.
‘definitorisch identisch’) gelesen wird. Man beachte, dass die Mittelwerte nicht be-
obachtungsspezifisch sind, und deshalb keinen Subindex 7 haben.

Unter Verwendung dieser Schreibweise fiir die Mittelwerte erhalten wir fiir das In-
terzept
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Diese beiden obigen OLS-Formeln l6sen unser Problem bereits, aber insbesondere die
Formel fiir den Steigungskoeffizienten (2.0]) sieht etwas ‘unappetitlich’ aus. Gliick-
licherweise kann diese Formel mit Hilfe von Varianzen und Kovarianzen deutlich
einfacher dargestellt werden.

Wir erinnern uns, dass die empirische Varianz — ein deskriptives Streuungsmaf fiir
gegebene Beobachtungen — sowie die empirische Kovarianz — ein deskriptives Maf3
fiir den Zusammenhang zwischen zwei Variablen — definiert sind aldd

varf(z) := 1 Z(xl —7)? covP(z,y) = %Z(% —Z)(yi — ¥)

n < -
=1 =1

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen die OLS-Koeffizienten einfacher geschrieben als

cov(z,y)
by = Y
var(z)
by = §— byt

wobei die Gleichung fiir das Interzept aus Gleichung (2.7)) iibernommen wurde. Man
beachte, dass dies nur fiir Regressionen mit Interzept gilt!

. * .
Beweis:” Um zu zeigen, dass

by = N Yl — DT ) Yi _ cov(z,y)
ny a?— (Y z) var(z)

dividieren wir Z&hler und Nenner des mittleren Ausdrucks von Gleichung (2.6)) durch
n und erhalten

Ya? - (L) St —n (5 (Zx))
und beriicksichtigen, dass der Mittelwert von x bzw. y definiert ist als z := % > T
bzw. § := %ZZ Ys.
Damit kann der obige Ausdruck geschrieben werden als

by

_ ZZ YiTi — NTY
Zi 3712 — nz?

AnschlieBend addieren und subtrahieren wir vom Zihler nZy und vom Nenner nz?.
Dies ergibt

by

D2 YiTi — nTY — NIy + nTy
Y a2 — nE? — nx? + ni?

; —

by

6Man beachte, dass dies die Populations-Varianz var? ist. Dagegen ist die Stichproben-Varianz
definiert als var(z) := ﬁ >, (z;—2)? Der folgende Zusammenhang gilt fiir beide Definitionen.
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Als néchstes schreiben wir die Definition der Mittelwerte etwas um, aus = % > T
folgt nz =, x; bazw. ny = ), y;, und setzen dies ein

b
2 Yo x? =2y x4 na?

ziehen das Summenzeichen heraus

by — > (Wiws — Ty — g, + TY)
? S (22 — 2Zx; + 72)

und Faktorisieren ~ ~

i \Li — X)\Yi —

> i (i — 1)
Dies sieht schon deutlich einfacher aus! Noch einfacher zu merken ist die Formel,
wenn wir Ziahler und Nenner durch n (oder n — 1) dividieren, denn dann erkennt
man, dass Gleichung (2.0]) einfacher als Verhéltnis von empirischer Kovarianz zu
empirischer Varianz geschrieben werden kann

by =

iY@ i—9) _ cov(y,2) (2.9)

b I (@ -3 var(a)

0

Rechenbeispiele

Beispiel 1: Den Abbildungen bis 2.4] liegen folgende Daten zugrunde:

1 x Y
1 1.2 26
2 30 16
3 4.5 4.0
4 58 3.0
5 72 4.9

Mit Hilfe der vorhin gefundenen OLS-Formeln koénnen wir nun die Koeffizienten b,
und by berechnen, die die Quadratsumme der Residuen minimieren.

Dazu erweitern wir die Tabelle um die Spalten zy und z? und bilden die jeweiligen
Summen:

x Yy Ty T
1.2 26 3.1 1.4
3.0 16 48 9.0
4.5 4.0 18.0 20.3
5.8 3.0 174 336
72 49 353 518
> 217 16.1 78.6 116.2

U W N M~
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Y

5 1

4 1 -
Ay _
A1 _ (4

3¢

2 T Berechnung der Residuen:

e; = Yi — Yi, bzw.
1 1] €, =1Y; — 1.5 — 04117Z
: bp =1.5
0 T

Abbildung 2.5: Beispiel

Wenn wir in Gleichungen (2.6) und (2.7) einsetzen erhalten wir

Ny Yl — Y Ty Y HxT786—21.7x16.1
nY a2 — (Y )’ 5% 116.2 — (21.7)°

by = J—bT=16.1/5—04x21.7/5=15

b2:

Die in Abbildung eingezeichnete Regressionsgleichung ist also

U = 1.5+ 0.4x;

bzw. unter Verwendung der alternativen Formel (2.8) fiir mittelwerttransformierte
Daten

=T yi—y (—-2)? (2-7)(yi—y)

l
1 =31 -06 9.9 1.9
2 -13 -16 1.8 2.2
3 0.2 0.8 0.0 0.1
4 1.5 =02 2.1 —0.3
D 2.9 1.7 8.2 4.8

> 0.0 0.0 22.0 8.7

2@ =)y —y) _ cov(y,z) 8T
b2 = S — )2 var(z) 22 04
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Beispiel 2: In diesem Beispiel zeigen wir, dass der iibliche Mittelwert auch mit
Hilfe der OLS-Methode berechnet werden kann, ndmlich durch eine Regression auf
die Regressionskonstante.

Sei
yi=b+e

Die Residuen sind in diesem Fall e; = y; — b;. Die OLS-Methode beruht auf der
Minimierung der Quadratsumme der Residuen, d.h.

. 2 . 2
min g e; = min E (y; — b1)
bl & bl &
3 K3

Ableiten nach dem unbekannten Koeffizienten b; und diese Ableitung Null setzen
gibt den Wert von by, der die Quadratsumme der Residuen minimiert

) SR NCI

woraus folgt
1
b = — i = Y
1= E@ Y Y

Eine OLS-Regression auf die Regressionskonstante liefert also tatséchlich das arith-
metische Mittel, man kann also den Mittelwert als Spezialfall eines OLS-Schétzers
betrachten!

Beispiel 3: Wir haben verschiedentlich angedeutet, dass die OLS Methode in
einem gewissen Sinne ‘optimal’ ist, ohne genauer zu spezifizieren, worauf sich diese
Optimalitit bezieht. In diesem Ubungsbeispiel werden wir zeigen, dass die nach
der OLS Methode berechneten gefitteten Werte 7; eine ganz besondere Eigenschaft
haben, dass ndmlich die Streuung um diese OLS gefitteten 7; kleiner ist als die
Streuung um alle anderen gefittete Werte y;, die mit einer beliebigen anderen linearen
Funktion berechneten wurden.

Dies ist analog zum Mittelwert einer Variable, denn vom Mittelwert z wissen wir,
dass er die Summe der quadrierten Abweichungen (bzw. die empirische Varianz)
minimiert, d.h. fiir jede beliebige Zahl z gilt

n

1« 1
—E (xi—.?—c)2<—g (z; — 2)? fir z # 2
n n

i=1

i=1
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da Y ,(z; —2) =Y, x; — nT = nZ — nT = 0 (beachte T := = > z; = >, x; = nI).
Weil >, (Z — 2)? > 0 fiir  # 2 muss gelten Y, (z; — 7)* < Y, (2 — 2)°.

Zeigen Sie, dass auch die nach der OLS Methode berechneten gefitteten Werte ;
diese Eigenschaft besitzen.

Vergleichen Sie dazu die mit den OLS Koeffizienten b; und by berechneten 7; =
by + box; mit den gefitteten Werten einer beliebigen anderen linearen Funktion y; =
c1 + cox; und beweisen Sie, dass

n

% Z(yi — ) < % Z(yi — )
i=1

i=1

Losung: Um dies zu zeigen gehen wir analog wie oben vor
S wi—w) =D (Wi — Ui+ 7 — )
= Wi =T+ Y G- +2D (v — 5@ - T)

Die ersten beiden Terme auf der rechten Seite sind quadratisch und kénnen deshalb
nie negativ werden. Sehen wir uns deshalb zuerst den dritten Term 2. (v; —¥;) (v —
y;) an, wobei wir beriicksichtigen, dass y; — y; := e; die OLS Residuen sind.

Z(yz- = U)W = vi) = Zei(@- — i)
Z - Ze [(b1 + boxs) — (c1 + c22;)]
- Z [(by — c1) + (b2 — c2)zi] €
_ (bz1 —c1) Z e; +(by — c3) Zaze

(]
N—— N——
=0 =0

=0

da fir die OLS Residuen die beiden Bedingungen erster Ordnung » . e; = 0 und
> xie; = 0 gelten (siehe Gleichungen (2.2)) und (23)), Seite [4]).
Es folgt also

Z(yz — ) = Z(yz - 0:)° + Z(@ — i) oder

N————
>0

Z(yZ —7)? < Z(yZ —7;)? wenn by, # ¢, mit h = 1,2

(2

Dies ist natiirlich nicht weiter iiberraschend, denn schlieSlich haben wir die OLS
Koeffizienten ja hergeleitet, indem wir die Quadratsumme der Residuen minimiert
haben ;-) [
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Weitere Ubungsbeispiele:

1. Berechnen Sie die OLS-Formel fiir eine Regression ohne Interzept, d.h. fiir das
Modell y; = bx; + e;.

2. Zeigen Sie, dass ), (z; —7) = 0.

3. Zeigen Sie, dass ) .(z; — Z)(yi —y) = >, (i — Z)ys.

2.4 Interpretation des deskriptiven bivariaten
Regressionsmodells

“E's ist schon alles gesagt, nur noch
nicht von allen.”
(Karl Valentin, 1882-1948)

Wir haben nun eine Methode kennen gelernt, mit deren Hilfe wir aus beobachteten
Daten die zwei nicht direkt beobachtbaren Koeffizienten b; und by berechnen kénnen,
ohne wirklich zu begriinden, wozu wir diese benotigen. In diesem Abschnitt werden
wir dies nachholen und eine eher intuitive Einsicht vermitteln, wie die die gefitteten
Werte iy und die Koeffizienten interpretiert werden kénnen. Diese Einsichten werden
im néchsten Abschnitt iiber das multiplen Regressionsmodell erweitert, und liefern
uns auch die Grundlagen fiir das Versténdnis des stochastischen Regressionsmodells
im néachsten Kapitel.

Erinnern wir uns, dass die OLS Methode in erster Linie eine Zerlegungsmethode ist,
eine interessierende Variable y wird in eine systematische Komponente 3 und in eine
nichtsystematische Komponente, die Residuen e, zerlegt.

Fiir die Interpretation interessieren wir uns naheliegenderweise ausschliellich fiir die
systematische Komponente
Yi = by + by

oder fiir das frithere Gebrauchtautobeispiel Preis; = 23057 — 2636 Alter; (siche Ab-
bildung 2.1, Seite [H]), wobei der Preis hier in Euro und das Alter in Jahren gemessen
wurde.

Die systematische Komponente ist einfach der gefittete Preis, und dieser wird durch
eine lineare Funktion in Abhéngigkeit vom Alter ‘erklart’.

Fiir ein tieferes Verstdndnis werden wir nun auf zwei Fragen etwas ndher eingehen,
namlich

1. was konnen wir uns unter der systematischen Komponente ¥ intuitiv vorstellen,
und

2. welche Bedeutung kommt der linearen Funktionsform zu?
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Tabelle 2.3: Autopreise nach gerundetem Alter. 3 bezeichnet das arithmetische
Mittel nach Altersklassen und 7 die gefitteten Werte der Regression
y; = 22709 — 2517x;.

AlterJ =0 AlterJ =1 AlterJ =2 AlterJ =3 AlterJ =4 AlterJ =5

24000 19980 21850 18000 10000 11100
23900 18890 14500 17200 10000 6700
P 22800 18890 16900 15200 15300 11900
r 20100 15600 14450 14320
e 19700 18600 15000 12350
1 19300 18500 16900 12500
s 19000 18500 15500 12350
e 18000 14000
17500
16900
17700
17800
n 3 7 12 8 7 3
] 23567 19409 17696 15781 12403 9900
Ay —4158 —1713 —1915 —3378 —2503
M 22709 20192 17675 15158 12641 10124
Ay —2517 —2517 —2517 —2517 —2517

Wir werden im Folgenden argumentieren, dass wir die lineare Regression einfach als
als lineare Approximation an die bedingten Mittelwerte interpretieren kénnen.

Dazu kommen wir dazu nochmals auf das Beispiel mit den Gebrauchtautos zuriick,
aber wir wenden einen Trick an: wir runden die erkldrende Variable ‘Alter’ auf ganze
Jahre. Damit wird aus der stetigen Variable ‘Alter’ eine diskrete Variable, die wir
‘AlterJ’ nennen; in diesem Beispiel nimmt die Variable ‘AlterJ’ einen ganzzahligen
Wert zwischen 0 und 5 an, d.h. AlterJ € {0,1,2,...,5} (siehe Tabelle 2], Seite [).

Tabelle 2.3 zeigt die gleichen Beobachtungen wie Tabelle 2.1] aber gruppiert nach
AlterJ. Fiir AlterJ =0 (d.h. 0 < Alter < 0.5) liegen zum Beispiel drei Beobach-
tungen vor. Da wir nun fiir jedes gerundete Alter mehrere Beobachtungen haben,
kénnen wir fir jede Altersstufe die Mittelwerte berechnen; der Durchschnittspreis
fiir die drei Autos mit AlterJ = 0 betrigt z.B. 23 567 Euro.

Den Mittelwert fiir eine Altersstufe nennen wir im Folgenden einen bedingten Mit-
telwert, wir schreiben
(Preis|Alter] = 0) = 23567

und lesen dies als: Mittelwert des Preises, gegeben das gerundete Alter betragt Null
Jahre.

Wenn wir dies fiir alle Altersstufen machen erhalten wir die bedingte Mittelwertfunk-
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tion, jeder Altersstufe ‘AlterJ’” wird ein bedingter Mittelwert zugeordnet

(23567 fiir AlterJ = 0
19409 fur Alter =1
17696 fiir AlterJ = 2
15781 fiir AlterJ = 3
12403 fir AlterJ = 4
9900 fiir AlterJ =5

(Preis|Alter] = j) =

\

mit j € {0,1,2,...,5}.
Zeile 7 in Tabelle [2.3] zeigt ebenfalls diese bedingte Mittelwertfunktion.

Dies ermoglicht — im Sinne der deskriptiven Statistik — eine ‘Verdichtung’ der In-
formation aus Tabelle 2.3 anstelle der 40 Beobachtungen haben wir nur noch 6
Mittelwerte, jeweils einen fiir jede Alterkategorie.

Mit Hilfe dieser bedingten Mittelwertfunktion konnen wir einfach erkennen, dass
die Durchschnittspreise mit dem Alter fallen, im ersten Jahr z.B. um 4158 Euro, im
zweiten Jahr um 1713 Euro, usw., siehe Zeile Ay (=7, —J,_,, mit t = 1,...,5)
in Tabelle 23]

Eine noch gréflere ‘Informationsverdichtung’ erreichen wir, wenn wir auf die 40 Be-
obachtungen aus Tabelle 2.3 die OLS Methode anwenden.

Fiir die gerundete erkldrende Variable ‘AlterJ’ erhalten wir

Preis; = 22709 — 2517 AlterJ;

Fiir Autos mit AlterJ = 4 erhalten wir z.B. den gefitteten Wert P/re\is|(Alter =
4) = 22709 — 2517 % 4 ~ 12641, und analog die gefitteten Werte fiir die anderen
Altersklassen (gerundet), siehe auch Zeile 3 in Tabelle 23]

(22709 fiir AlterJ = 0
20192 fiir Alter =1
17675 fir AlterJ = 2
15158 fiir AlterJ = 3
12641 fiir AlterJ = 4
10124 fir Alter = 5

(P/re\is\Alter =j)=

\

Fiir die Berechnung dieser Werte bendtigen wir lediglich die zwei OLS Koeffizien-
ten by und by, wir erreichen also einen noch gréfiere ‘Informationsverdichtung’, die
allerdings auf Kosten der Genauigkeit geht.

Abbildung zeigt die zugrunde liegenden Daten, die bedingten Mittelwerte sowie
die mit der OLS Methode gefitteten Werte.

Offensichtlich liegen die bedingten Mittelwerte (d.h. Mittelwerte nach Alterskatego-
rie) und die OLS-gefitteten Werte sehr nahe beieinander, teilweise so nahe, dass sie
sich in der Abbildung teilweise iiberdecken.

Intuitiv konnen wir uns die auf der Regressionsgerade liegenden gefitteten Werte
y als lineare Approximation an die bedingten Mittelwerte vorstellen. Wir werden
diese Interpretation spéter weiter vertiefen, wenn wir Dummy Variablen diskutie-
ren. Hier dient sie v.a. als Vorbereitung auf die stochastische Regressionsanalyse, in
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Abbildung 2.6: Deskriptive Regression als lineare Approximation an die ‘bedingte
Mittelwertfunktion’. (e Beobachtungen; O bedingte Mittelwerte;
© lineare Approximation).

deren Rahmen wir die § ganz dhnlich als lineare Approximation an die bedingten
Erwartungswerte interpretieren werden.

Als néchstes wenden wir uns der linearen Funktionsform zu. Mit Hilfe der linearen
Funktion 3 = b; +bex konnen wir ¥ fiir beliebige x zu berechnen, in unserem Beispiel
konnen wir z.B. den gefitteten Preis ; fiir ein Auto mit einem Alter von 3.5 Jahren
berechnen: (ylx = 3.5) = 22709 — 2517 x 3.5 = 13899, obwohl in diesem Daten-
satz gar kein Auto mit einem Alter von 3.5 Jahren existiert. Trotzdem konnen wir
uns (ylz = 3.5) = 13899 als eine lineare Approximation an den (hypothetischen)
Durchschnittspreis von Autos mit einem Alter von 3.5 Jahren vorstellen. Man be-
achte aber, dass in diesem Fall diese Interpretation auf der angenommenen linearen
Funktionsform beruht, die diese Interpolation ermoglichte.

Diese Intuition bleibt auch dann giiltig, wenn wir iiberhaupt keine wiederholten y-
Beobachtungen fiir Auspragungen der z-Variable haben, wie z.B. im urspriinglichen
Beispiel aus Abbildung 2] (Seite [H).

In diesem Sinne werden wir in der deskriptiven Regressionsanalyse die gefitteten
Werte (y|lx = j) generell als lineare Approximation an die bedingten Mittelwerte
fir + = j vorstellen, wobei j eine gegebene Auspriagung von x bezeichnet (z.B.
Alter] = 3.5)

~ .\ lin

yl(z = j) = yl(z = j)

. P, . .
wobei hier & fiir ‘lineare Approximation’ steht.

Nachdem es extrem umsténdlich wére, jedes Mal von einer ‘linearen Approxima-
tion an den bedingten Mittelwert’ zu sprechen, wollen wir in Zukunft einfach von
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Abbildung 2.7: Lineare Funktion § = by + byx = 0.5 + 0.6z. Eine Zunahme von
um eine Einheit geht einher mit einer Anderung von y um +0.6
Einheiten.

einem‘mittleren’ Preis oder Durchschnittspreis sprechen, aber es ist fiir die spéte-
ren Ausfithrungen niitzlich im Kopf zu behalten, dass wir die gefitteten Werten
der linearen Regressionsanalyse jeweils als linearen Approximation an die bedingten
Mittelwerte interpretieren konnen.

In den meisten Féllen interessieren wir uns dafiir, wie sich eine Anderung von z ‘im
Durchschnitt’ auf y auswirkt, zum Beispiel, um wie viele Euro der ‘durchschnittliche’
Preis von Gebrauchtautos sinkt, wenn das Alter um ein Jahr zunimmt.

Mit Hilfe der OLS Methode kénnen wir diese Frage zumindest fiir eine lineare Ap-
proximation an die bedingten Mittelwerte von y beantworten, denn die erste Ablei-
tung (d.h. der Differentialquotient dy/dz) der Regressionsfunktionlf] liefert uns die
gewiinschte Antwort, den Steigungskoeffizienten by

dy
doe
Diese erste Ableitung wird haufig als ‘marginaler Effekt’ bezeichnet, wobei der Be-
griff ‘marginal’ auf eine infinitesimal kleine Anderung von z hinweist.

@\I bl—szl' — bg

Fiir lineare Funktionen spielt es allerdings keine Rolle, ob wir infinitesimal kleine
oder diskrete Anderungen betrachten, der marginale Effekt ist in diesem Fall gleich
dem Steigungskoeffizienten by, und somit iiber den gesamten Funktionsverlauf kon-
stant . .

dy Ay

—_—= — = 62

dr  Ax
aber dies gilt natiirlich nur fiir lineare Funktionsformen (siche Abbildung 2.7).
Der Steigungskoeffizient b, sagt uns also, dass eine Zunahme von x um eine Einheit
mit einer Anderung von y um by Einheiten einher geht, wobei wir 7 in der deskrip-
tiven Regressionsanalyse als lineare Approximation an den bedingten Mittelwert

interpretieren kénnen.

"Wir lassen hier den Subindex i weg, da die lineare Approximation nicht nur fiir die beobachteten
x; gilt, sondern weil wir zumindest prinzipiell fiir jedes x ein dazugehoriges i berechnen konnen;
natiirlich wird dies meist nur fiir min < & < Tmax Sinn machen.
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Dazu muss natiirlich auch bekannt sein, in welchen Einheiten x und 7 gemessen
wurden. Im Beispiel mit den Gebrauchtautos sagt uns by, um wie viele Furo sich die
lineare Approximation an den bedingten Durchschnittspreis d&ndert, wenn das Alter
um ein Jehr zunimmt, ndmlich um 2517 Euro.

. d Prois
Prois — 22709 — 2517 Alter] LTS 9517
rels o 7 JAlter]

Um Regressionskoeflizienten korrekt interpretieren zu kénnen miissen unbedingt die
Dimensionen angegeben werden, in denen y und = gemessen werden!

Es wiire verlockend zu sagen, dass eine Zunahme des Alters um ein Jahr eine Abnah-
me des ‘mittleren’ Preises um by = 2517 Euro verursacht, aber dies wére falsch! Die
blolen Daten sagen uns nichts iiber eine mogliche Ursachen-Wirkungsbeziehung, dies
wiére eine weit iiber die reine Beschreibung hinausgehende Interpretation. In einem
spateren Kapitel iiber Endogenitit werden wir die Moglichkeit von Kausalaussagen
ausfithrlicher diskutieren, und wir werden sehen, dass Kausalaussagen immer einer
besonderen Rechtfertigung bediirfen.

Man beachte, dass wir mit der OLS Methode von vornherein eine lineare Funktions-
form unterstellt haben, und dass die Interpretation der Koeffizienten unmittelbar
aus dieser von vornherein angenommenen Funktionsform folgt.

In Beispiel mit den Gebrauchtautos wurden die bedingten Mittelwerte durch eine
lineare Funktion sehr gut approximiert, aber dies muss aber natiirlich nicht immer
der Fall sein.

Abbildung 2.8 zeigt Datenpunkte, die durch eine nicht-lineare Funktion offensichtlich
deutlich besser beschrieben werden als durch die strichliert eingezeichnete einfache
Regressionsgerade.

In diesem sehr speziellen Fall konnen die Punkte durch eine quadratische Funktion
Yy = by + byw + bsx? gut beschrieben werden, und wir werden spiter sehen, dass
auch solche Funktionen einfach mit der OLS Methode berechnet werden kénnen.
Allerdings ist selbst in diesem einfachen Fall der marginale Effekt nicht mehr kon-
stant, sondern dndert sich mit z; wenn wir die quadratische Funktion nach x ableiten
erhalten wir

~

d
Marg. Effekt fiir § = by + by + bgz?  — d—y — by + 2bsa
x
d.h., der marginale Effekt (die Steigung der Tangente) ist in diesem Beispiel fiir
jedes x unterschiedlich grof.

Dariiber hinaus gibt es Schétzverfahren fiir komplexere Formen von Nicht-
Linearitdten, z.B. Spline Funktionen. Abbildung zeigt eine solche nicht-lineare
Schatzung fiir das Autobeispiel.

Offensichtlich kann diese Funktion die Daten ‘genauer’ abbilden, man erkennt z.B.,
dass der ‘bedingte mittlere Preis’ im ersten Jahr stérker fallt als in den spéteren
Jahren. Allerding hat diese ‘genauere’ Beschreibung auch Kosten, die ‘Informati-
onsverdichtung’ ist deutlich kleiner, auch die marginalen Effekte kénnen nicht mehr
so einfach angegeben werden.
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Abbildung 2.8: Eine lineare Funktion ¥ = b; + box kann einen sehr schlechten
Fit liefern, wenn der tatsédchliche Zusammenhang nicht-linear ist.
Offensichtlich wiirde in diesem Fall eine nicht-lineare Funktion wie
die strichlierte Linie einen deutlich besseren Fit liefern, aber fiir
nicht-lineare Funktionen ist der marginale Effekt (Steigung der
Tangente) fiir jedes x unterschiedlich.

Preis
20000

10000

Alter

Abbildung 2.9: Spline-Funktion fiir die Preise von Gebrauchtautos
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Hier wird wieder ein allgemeineres Prinzip sichtbar, es gibt einen ‘trade-off’ zwi-
schen der Genauigkeit der Beschreibung und der ‘Informationsverdichtung’, bzw.
Einfachheit.

Die groflere Einfachheit wird héufig durch restriktivere Annahmen erreicht (z.B.
die Linearitidt der Funktionsform). Diese Einfachheit hat in den meisten Fillen den
Vorteil einer besseren Interpretierbarkeit der Ergebnisse, aber dieser Vorteil bringt
meistens Kosten in Bezug auf die Genauigkeit mit sich.

Das optimal Ausmafl an Datenverdichtung hangt vom Verwendungszweck ab, wenn
man mit dem Auto von Rom nach Hamburg fahren mochte benotigt man eine Stras-
senkarte mit einem anderen Maf}stab, als wenn man in Rom das néchstgelegene Hotel
sucht.

Aber generell kénnen wir festhalten
Daten + Annahmen — Schlussfolgerungen

Es gibt keine Datenanalyse, die véllig ohne Annahmen auskommt, selbst fiir die
Berechnung eines einfachen Mittelwerts muss vorher geklart werden, ‘was’ gezéhlt
werden soll, oder in anderen Worten, eine Klassifizierung vorgenommen werden.
In der Regel erlauben stirkere Annahmen weiterreichende Schlussfolgerungen, aber
inwieweit diese dann auch zutreffend sind hangt weitgehend davon ab, inwieweit die
Annahmen korrekt waren. Deshalb sollten wir uns jeweils sehr genau bewusst sein,
welche Annahmen unserer Analyse zugrunde liegen, und welche Konsequenzen zu
befiirchten sind, wenn die Annahmen verletzt sind.

Im Beispiel mit den Gebrauchtautos ist die Annahme der linearen Funktionsform fiir
die Altersklassen 0 — 5 offensichtlich ziemlich gut erfiillt, aber die gleiche Annahme
wiirde fiir 10 Jahre alte Gebrauchtautos offensichtlich ziemlich unsinnige gefittete
Preise liefern.

2.5 Das Bestimmtheitsmafl

“The secret of success is honesty and
fair dealing. If you can fake those,
youve got it made.”

(vermutl. Groucho Marx, 1890-1977)

Die Regressionsgerade kann die Daten — je nach der Beschaffenheit der Daten — mehr
oder weniger gut beschreiben.

Abbildung 2.10] zeigt zwei Extremfélle, im linken Panel liegen die Punkte sehr nahe
an der Regressionsgerade, d.h. der ‘Fit’ ist sehr gut, und die Daten werden durch
die Regressionsgerade gut beschrieben — der Informationsverlust ist bei Beschreibung
der Daten durch die Regressionsgerade eher gering. Im Gegensatz dazu werden die
Daten im rechten Panel durch die Regressionsgerade weniger gut beschrieben, d.h.
der ‘Fit’ ist schlecht. Wenn man im zweiten Fall ausschliefSlich die Regressionsgerade
kennt, erhéilt man nur eine schlechte Vorstellung von den zugrunde liegenden Daten
— der Informationsverlust bei Beschreibung der Daten durch eine Regressionsgerade
ist grof.
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Abbildung 2.10: Der Zusammenhang zwischen zwei Variablen kann durch eine
Regressionsgerade mehr oder weniger gut beschrieben werden.

Praktisch wire, wenn wir eine einfache Kennzahl hétten, die uns angibt, wie ‘gut’
die Anpassung der Regressionsgeraden an die Beobachtungspunkte ist. Eine solche
Kennzahl fiir die Giite des ‘Fits’ existiert tatsédchlich, ndmlich das ‘Bestimmtheits-
mafy’ R2.

Wir werden gleich zeigen, dass das Bestimmtheitsmafl als der Anteil der durch z
erkldrten Streuung von y an der gesamten Streuung von y interpretiert werden kann.

Da es sich um einen Anteil handelt, kann das Bestimmtheitsmafl R? fiir gewohnliche
Regressionen mit Interzept ausschliellich Werte zwischen Null und Eins annehmen.
Umso besser der ‘Fit’ ist, umso nédher liegt das Bestimmtheitsmafl bei Eins. Das
linke Panel von Abbildung 2.10] zeigt einen relativ guten ‘Fit’ mit einem Bestimmt-
heitsmafl von R? = 0.94. Wenn das Bestimmtheitsma den Wert Eins annimmt
(R? = 1) liegen die Beobachtungspunkte exakt auf der Regressionsgeraden. Umge-
kehrt liegt das Bestimmtheitsmafli umso ndher bei Null, umso schlechter der ‘Fit’
ist. Das rechte Panel in Abbildung 2.10] zeigt einen sehr schlechten ‘Fit’ mit einem
Bestimmtheitsmafl von R? = 0.03.

Das Bestimmtheitsmafl interpretiert man am einfachsten als ein deskriptives Mafl
zur Beurteilung der ‘Giite der Anpassung’ der Regressionsgeraden an die Beobach-
tungspunkte.

Im Wesentlichen beruht es auf einer Streuungszerlegung, wir zerlegen die gesamte
Streuung von y in einen ‘erklirten’ und einen ‘unerklirten’ Teil; Abbildung 21T
zeigt die Idee.

Zuerst beachte man, dass eine Regressionsgerade mit Interzept immer durch den
Mittelwert von x und y verlduft.

Dies folgt direkt aus den Bedingungen erster Ordnung und kann einfach gezeigt
werden, indem wir den Mittelwert z in die Gleichung fiir die gefitteten Werte 3; =
b1 + box; einsetzen, also

Yz = b1 + b

wobei 7z den Wert von ¥ fiir  bezeichnet.
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Wenn die Regressionsgerade durch den Punkt (Z,y) lduft muss 7z = ¢ sein. Dies
ist tatsédchlich so, um dies zu sehen setzen wir die OLS Formel fiir das Interzept
by = y — by in obige Gleichung ein und erhalten

~

Yz = b+ bz

= §— boT + boT
b
1

=9

Man beachte, dass dies nur gilt, wenn die Regression ein Interzept enthélt, denn wir
haben by = y — byT verwendet.

Kommen wir zuriick und erinnern wir uns, dass die OLS Methode in erster Linie
eine Zerlegungsmethode ist, sie hilft uns eine Variable y; in eine systematische Kom-
ponente 7; und den unsystematischen ‘Rest’ e; zu zerlegen.

Nehmen wir zum Beispiel an, es gebe einen positiven Zusammenhang zwischen
KorpergroBe x und Gewicht y. Dieser Zusammenhang ist natiirlich nicht exakt,
Sie kennen die Geschichte vom spannenlangen Hansel und der nudeldicken Dirn,
aber zumindest im Durchschnitt erwarten wir von groflieren Personen ein hoheres
Gewicht.

Was ist die beste Schéitzung fiir das Gewicht einer Person, wenn wir die Koérpergrofie
dieser Person nicht kennen? Genau, das Durchschnittsgewicht aller Personen ¢, oder
in anderen Worten, das Gewicht einer Person mit Durchschnittsgrofle z, denn wir
haben gerade gezeigt, dass die Regressionsgerade immer durch den Punkt (Z,7)
lauft. Wenn die Person tatséchlich das Gewicht y; hat machen wir den Fehler von
Yi — Y.

Angenommen wir erfahren nun, dass diese Person 190 cm gro8 ist. In diesem Fall wer-
den wir diese Information niitzen um unsere Schitzung zu revidieren, y; = by +by 190.
Wenn wir das tatséchliche Gewicht y; nicht kennen erlaubt uns diese Information
zwar die Schitzung zu verbessern, aber trotzdem ist es nur eine Schitzung, wir
miissen immer noch mit einem Fehler y; — 7; = e; rechnen.

Diese Uberlegung erlaubt uns den Fehler, den wir ohne Kenntnis von z; machen
wiirden, d.h. y; — ¢, in zwei Teile zu zerlegen, in einen Teil den wir durch Kenntnis
von x ‘erkldren’ konnen y; — ¢, und in den Rest y; — ¥; = e.

Abbildung I fasst diese Uberlegungen zusammen. Wir haben eine einzelne Be-
obachtung (z;,y;) herausgegriffen und beginnen damit, fiir diese Beobachtung die
gesamte Abweichung von y; vom Mittelwert g, also die Distanz y; — ¥, in eine ‘durch
die Regression erkliarte’ Distanz 7; — ¢ und in eine ‘unerkléarte’ Distanz e; = y; — ¥;
zu zerlegen.

Fiir eine einzelne Beobachtung wie in Abbildung 21T gilt
yi =y =@y + Wi —b)

Unter Streuung verstehen wir hier die Summe der quadrierten Abweichungen. Des-
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y .

yi € =Yi — Vi

_ |- Yi = b1 + baw;
Yi— Y

(Total)

Ui — Y

(‘Erklart durch Regression’)

I
I
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I
]
x

Abbildung 2.11: Zerlegung der gesamten Streuung von y in einen ‘erklarten” und
einen ‘unerkléarten’ Teil.

halb quadrieren wir den obigen Ausdruck und summieren iiber alle Beobachtungen
(i —9)? = (@ —9) + (v —5))
= @i—9)"+ (i = 5)° + 20 — 9) (v — T)
Z(yi —-g)? = Z@ — ) + Z(yi —4i)° +
+2> (5 = )i — 7)) (2.10)
Wir werden nun zeigen, dass der dritte Term auf der rechten Seite aufgrund der Ei-

genschaften der OLS Methode immer gleich Null ist, wenn die Regression ein Inter-
zept enthélt. Diese Eigenschaft folgt aus den Bedingungen erster Ordnung >, e; =0

und >, z;e; = 0 (Gleichungen (Z2) und (Z3)), Seite [I4)).

Dies kann einfach gezeigt werden, der dritte Term von Gleichung (Z.10) ist
2 G- D -5 = 23@ - De

Da fiir Regressionen mit Interzept immer gilt > . e; = 0 (Gleichung (2.2)), Seite [14])
bleibt nur zu zeigen, dass ) . y;e; = 0.
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Dazu setzen wir y; = by + bex; ein

Z?/J\i@z‘ = Z(bl—f‘bﬂi)ei

(2

= Z(blei + ngiei)
= bl Zei —I—bgz.l'i@i =0

Dieser Ausdruck ist ebenfalls Null, weil die Bedingungen erster Ordnung fiir die OLS
Residuen garantieren, dass » .e; = 0 und ), z;¢; = 0. Damit wurde gezeigt, dass
fiir Regressionen mit Interzept der Kreuzterm von Gleichung (2Z.I0) immer gleich
Null ist (d.h. >,(7: — 9)(vi — ¥:) = 0).

Deshalb zerfallt die Gesamtstreuung von y um den Mittelwert in bloss zwei Terme,
in die durch z ‘erklédrte’ Streuung und in die ‘unerklérte’ Streuung

Z(yz — ) = Z@z — )7+ Z(yz — 7))’
bzw.
Y wi—9)*=>_Gi-9+> e
& & ,
TSS ESS SSR

wobei TSS fiir ‘Total Sum Squared’ steht, also die gesamte Streuung der y; um
den Mittelwert y. ESS ist die ‘Explained Sum Squared’, die Streuung der gefitteten
Werte g; um den Mittelwert g, und SSR steht fiir ‘Sum of Squared Residuals’, die
Streuung der y; um die Regressionsgerade, das ist die Quadratsumme der Residuen.

Das Bestimmtheitsmaf ist schlieSlich definiert als Anteil der durch die Regressions-
gerade erkldarten Streuung ESS an der gesamten Streuung TSS

g2 ESS_TSS-SSR . SSR . el

i 2.11
TSS TSS TSS S (yi — 7)2 (2.11)

In anderen Worten, das Bestimmtheitsmafl R? gibt an, welcher Anteil der gesamten
Streuung von y durch die Regressionsgerade (oder genauer, durch die erklarende
Variable x) erklart wird.

Da es sich um einen Anteil handelt liegt das Bestimmtheitsmaf fiir Regressionsglei-
chungen mit Interzept immer zwischen Null und Eins (dies muss fiir Regressions-
gleichungen ohne Interzept nicht gelten! Warum?).

Um eine Eindruck vom Fit bei unterschiedlich groem R? zu geben zeigt Abbildung
212 einige Regressionsgeraden mit unterschiedlichem R2.

Da das R? fast immer mit dem Regressionsoutput angegeben wird und einfach zu
verstehen ist neigen Anfinger hiufig dazu, dem R? eine zu grofie Bedeutung bei-
zulegen. Insbesondere ist der Irrglaube weit verbreitet, dass ein hohes R? mit einer
genaueren Messung der Regressionskoeffizienten einher gehe, und deshalb ein hohes
R? ‘gut’ fiir die Interpretation der Ergebnisse sei. Dies ist falsch, wenn z.B. eine Re-
gressionsgleichung fehlspezifiziert ist, kann sie ein sehr hohes R? aufweisen, obwohl
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Abbildung 2.12: Das Bestimmtheitsmafl R? ist ein Indikator fiir die Streuung um
die Regressionsgerade.



Angewandte Okonometrie 34

R%=0.06 REXTHOR, THE DOG-BEARER

T DON'T TRUST LINEAR REGRESSIONS WHEN IT5 HARDER
To GUESS THE. DIRECTION OF THE CORRELATION FROM THE
SCATTER PLOT THAN TO FIND NELJ CONSTELLATIONS ON IT.

Abbildung 2.13: Quelle xked, http://xkcd.com/1725/

die Regressionsgleichung mehr oder weniger unbrauchbar ist. Andererseits kann eine
Regressionsgleichung mit einem niedrigen R? eine sehr genaue Messung der Regres-
sionskoeffizienten erlauben, wenn geniigend Beobachtungen zur Verfiigung stehen.

Ubungsbeispiele:

1. Zeigen Sie, dass das Bestimmtheitsmafl R? das Quadrat des (Pearsonschen)
Korrelationskoeffizienten zwischen den beobachteten Werten y und den gefit-
teten Werten 7 ist, d.h. R? = [corr(y,7)]* =12,

RS
Hinweise: Der Pearsonsche Korrelationskoeffizient ist definiert als
o eovly)
" varly) var(p)

Berticksichtigen Sie, dass y = y+e und und die Varianzrechenregeln cov|z, (y+
z)] = cov(z,y) + cov(z, z). AuBerdem erinnern wir uns, dass
,_ESS _ var(j)
TSS  var(y)

und dass in Regressionen mit Interzept cov(y, e) = 0 (warum eigentlich?).

2. Zeigen Sie, dass in einer bivariaten Regression das Bestimmtheitsmafl auch
gleich dem Quadrat eines Korrelationskoeffizienten zwischen y und z ist (dies
gilt nur fiir bivariate Regressionen).

v ) vy

R*=r var(y) var(y)  var(y) var(z)

2 o~
vy
Losung: Zeigen Sie zuerst, dass

cov(y,y) = cov(y, b+ byx) = by cov(y, )
var(y) = var(b; + byr) = b3 var(x)


http://xkcd.com/1725/
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Einsetzen gibt

o lov@ P _ Bleovp.o)? _ fovo)f _
var(y) var(y)  var(y)bivar(z)  var(y) var(z)

2.6 Multiple Regression

“With four parameters I can fit an ele-
phant, and with five I can make him
wiggle his trunk.”

(John von Neumann, 1903-1957)

Bisher haben wir uns nur mit der Messung des Zusammenhangs zwischen zwei
Variablen x und y befasst. Die meisten Zusammenhénge in der realen Welt sind
natiirlich deutlich komplexer, fast immer wirken mehrere erklédrende Variablen auf
eine abhéngige y Variable ein. Zum Beispiel wird der Preis von Gebrauchtautos nicht
ausschlieSlich durch das Alter erklirt, sondern auch durch den Kilometerstand, Aus-
tattung, frithere Unfille, Farbe und vieles mehr.

Glicklicherweise lasst sich die OLS Methode sehr einfach fiir den Fall mit mehreren
erklarenden Variablen verallgemeinern.

Der Fall mit zwei erkldrenden Variablen kann noch grafisch in einem 3-dimensionalen
Raum dargestellt werden; Abbildung[2.14lzeigt eine solche 3-dimensionale Abbildung
mit der abhéngigen y Variable auf der Vertikalachse und zwei erkldarenden Variablen
21 und x5 auf den Horizontalachsen. Wahrend wir im bivariaten Modell eine Regres-
sionsgerade suchten, die die Daten moglichst gut abbildet, suchen wir im Fall mit
zwei erklarenden Variablen eine Regressionsebene, die die Quadratsumme der Resi-
duen minimiert. Das linke Panel in Abbildung[2.14zeigt die Beobachtungspunkte im
Raum, das rechte Panel zeigt die dazugehorige Regressionsebene mit den auf dieser
Ebene liegenden gefitteten Werten ;. Hoherdimensionale Félle, d.h. Fille mit mehr
als zwei erkldrenden Variablen, konnen graphisch nicht mehr dargestellt werden, die
mathematische Berechnung ist aber ebenso einfach.

Fiir zwei erkldrende Variablen kann die Regressionsfunktion geschrieben werden als
yi:bl+b2xi2+b3xi3+ei (mltzzl,n)

wobei n wieder die Anzahl der Beobachtungen bezeichnet. Man beachte, dass wir
nun zwei Subindizes fiir die erklarenden x benétigen, der erste Subindex i =1,...,n
bezeichnet nach wie vor die Beobachtung (bzw. die Zeile der Datenmatrix), der zwei-
te Subindex bezeichnet die erkldrende Variable (d.h. die Spalte der Datenmatrix).

Wir konnen die drei unbekannten Koeffizienten by, b, und b3 gleich wie frither be-
rechnen, indem wir die die Quadratsumme der Residuen minimieren:

. 2 . 2
min e = min i — by — baxig — b3xys
b1,b2,b3 ’ b1,b2,b3 (yz ' ' )
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Abbildung 2.14: 3-dimensionale Abbildung der Daten und der Regressionsebene

5.73 — 0.51x; + 0.76x4 (gefittete Werte auf der Regressi-

onsebene sind als hohle Kreise dargestellt)

Ui =
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Gesucht sind die Werte by, b, und b3, die die folgenden Bedingungen 1. Ordnung
erfiillen:

0> e?

!

= 2 Z(yz — by — boxjp — bsxi3)(—1) =0

ob;
0y e? :
% - =2 Z(yl- — by — bytip — byis) (—i2) = 0
2
0 e? :
g{ig =2 Z(yZ — by — boxye — b3$i3)(—$z‘3) = 0

Man beachte, dass diese Gleichungen wieder Y e; =0, > e;x0 =0 und > e;x3 =0
implizieren, da (y; — by — bax;o — bsxi3z) = €.

Als Losungen dieser drei Bedingungen erster Ordnung erhélt man nach einiger Rech-
nerei

by — (X didtin) (O &) — (30 Uirftis) (30 Findfis)
(X0 8%) 2o #) — (32 Eniis)?

by — (X Gadiia) (30 &) — (30 diiftan) (32 Findiia)
(2o %) 2o i%) — (3 i)

by = Y — by — b33

wobei wir hier zur einfacheren Darstellung eine neue Notation einfithren, zwei Punk-
te {iber einer Variable bedeuten, dass von jeder Beobachtung ¢ einer Variable der
Mittelwert dieser Variable subtrahiert wurde, d.h. §; := (y; — 4), &2 := (22 — T2)
und ;3 := (x;3 — T3) (sieche auch Abschnitt 2. I12.T] Mittelwerttransformationen). Der
Laufindex ¢ = 1, ..., n kennzeichnet natiirlich wieder die einzelne Beobachtung.

Es sei noch angemerkt, dass die OLS Methode natiirlich auch mit mehr als zwei
erklarenden Variablen funktioniert, allerdings werden die Ausdriicke in Summenno-
tation ziemlich uniibersichtlich. Wir werden spéter zeigen, dass man das multiple
Regressionsmodell mit Hilfe von Matrizen sehr viel iibersichtlicher anschreiben und
auch einfacher 16sen kann.

Gliicklicherweise sind diese Formeln fiir die OLS Schétzer in so gut wie allen stati-
stischen Programmpaketen implementiert (selbst in Excel), hier geht es nur darum
zu erkennen, dass die Berechnung der OLS-Schétzer im multivariaten Fall nach dem
gleichen Grundprinzip erfolgt wie im bivariaten Fall.

Mit mehr als zwei erkldrenden Variablen wird das multiple Regressionsmodell haufig
geschrieben als

ylzb1+62xl2++bhxzh++bk‘xzk‘+€l

wobei k die Anzahl der erkldrenden Variablen inklusive der Regressionskonstante
angibt, und das Interzept b; wie iiblich der Koeffizient der Regressionskonstanten
;1 = 1 ist. Fiir dieses Modell benotigen wir zwei Laufindizes, ¢ als Laufindex {iber
die einzelnen Beobachtungen mit ¢ = 1,...,n, und einen Laufindex h iiber die
erklarenden Variablen mit A =1,... k.

Damit eine Losung existiert muss die Anzahl der erkldrenden Variablen k kleiner
(oder gleich) der Anzahl der Beobachtungen n sein, d.h. k& < n, und die erkldrenden
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Variablen miissen untereinander linear unabhéngig sein (keine perfekte Multikolli-
nearitét).

Zur Verdeutlichung noch einmal ausfiihrlich in Vektornotation

Y1 1 X112 L1k €1
Yo 1 T2 Tok €2
=b : + by : + o+ by : +
Yn 1 Tn2 Tnk €n

Ein wesentlicher Teil des Charmes linearer Regressionsmodelle liegt in der einfachen
Interpretation der Koeffizienten als marginale Effekte, denn aufgrund der linearen
Funktionsform sind die Regressionskoeffizienten einfach die partiellen Ableitungen
und koénnen als solche interpretiert werden. Das einzig Neue, was dazukommt, ist
die ceteris paribus Interpretation.

Fiir das Regressionsmodell
Ui = by + boTip + b33

gibt der Regressionskoeffizient by an, um wieviele Einheiten sich 4 verdndert, wenn x5
um eine Einheit zunimmt und x3 unverdndert bleibt, d.h. ceteris paribus! Analoges
gilt fiir bs

» "
o | 9

di ~
= = und bs = Y _ %
dl’g dz3=0 81'2

d[L‘g dzo=0 aZL'g

Diese ceteris-paribus Interpretation wird durch Verwendung des partiellen Ablei-
tungszeichens 0 zum Ausdruck gebracht.

Achtung: Diese ceteris-paribus Interpretation der Koeffizienten gilt nur in Bezug auf
die in der Regression beriicksichtigten Variablen, nicht fiir Variablen auflerhalb des
Modells!

Wenn im Autobeispiel km und Alter auf den Preis regressiert werden bezieht sich
die ceteris-paribus Interpretation nur auf km und Alter, wie d&ndert sich der gefittete
Preis bei einer Zunahme der km Zahl bei konstantem Alter, und vice versa, aber
nicht in Bezug auf andere Variablen wie z.B. Ausstattungsmerkmale.

Beispiel In einem fritheren Abschnitt haben wir den Zusammenhang zwischen
dem Preis von Gebrauchtautos und deren Alter untersucht. Natiirlich wird der Preis
nicht nur vom Alter abhéingen, sondern auch von zahlreichen anderen Faktoren, wie
zum Beispiel dem Kilometerstand.

Eine Regression des Verkaufspreises auf Alter und Kilometerstand gibt

Preis = 922649884 — 1896.264 Alter — 0.031 km
(411.87)™" (235.215)"" (0.008)™"

R?=0907, n=40

8Dies ist ein sehr einfaches Beispiel fiir ein hedonistisches Preismodell (‘hedonic pricing model’).
Dabei wird im wesentlichen der Preis eines Gutes durch seine Eigenschaften erklért. Weit verbreitet
sind solche Preismodelle z.B. fiir Immobilienmérkte.
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Abbildung 2.15: Ceteris-paribus Interpretation der Koeffizienten;
Fiir die Regressionsebene y; = by + boxo + b3x;z folgt durch Bil-
dung erster Differenzen Ay = byAxy + b3Axsz, woraus fiir die
Koeffizienten folgt

Aj 95 A 95
v N L R v N T
T2|ags=0  OT2 T3|Agy=0 OT3
PREIS
30000
[}
Ao C
o” 78 ALTER
KM o O

Abbildung 2.16: 3-dimensionale Abbildung des Autobeispiels mit Hilfe des R
packages Rcmdr (@, @)
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Diese Regression beschreibt den Zusammenhang zwischen Preis und Alter sowie
Kilometerstand fiir 40 Beobachtungen.

Wie frither kénnen wir den gefitteten Preis fiir ein Auto mit gegebenen Alter und
Kilometerstand als lineare Approximation an den Mittelwert dieser Unterkategorie
interpretieren, z.B. ist die lineare Approximation fiir einen Durchschnittspreis von
Autos mit einem Alter von vier Jahren und einem Kilometerstand von 100000 km
gleich

(Ylxe = 4,23 = 100000) = 22649.884 — 1896.264 * 4 — 0.031 * 100000 = 11963.79

wobei i den gefitteten Preis, x5 das Alter und z3 den Kilometerstand bezeichnet.

Meist interessieren wir uns aber fiir die einzelnen Koeffizienten. Das Interzept hat
in diesem Fall ein einfache Interpretation, es gibt den durchschnittlichen Wert eines
‘gebrauchten Neuwagens’ an, d.h. eines Gebrauchtautos mit Alter = 0 und km = 0,
allerdings ist das Interzept nur selten von Interesse.

Interessanter sind meistens die Steigungskoeffizienten. Aufgrund dieser Regression
wiirden wir damit rechnen, dass der Preis eines Gebrauchtautos dieser Marke durch-
schnittlich um 1896 Euro fillt, wenn das Alter um ein Jahr zunimmt und der Kilo-
meterstand konstant bleibt (d.h. ceteris paribus)

8 Preis

0 Alter

= 1896.264

Ebenso miissen wir damit rechnen, dass der Preis mit jedem gefahrenen Kilometer
um ca. 0.031 Euro féllt (d.h. um ca. 3 Cent/km bzw. um 31 Euro pro tausend
Kilometer), wenn das Alter unverdndert bleibt (ceteris paribus)

8 Preis
Okm

Aufgrund der linearen Funktionsform gilt diese Interpretation nicht nur infinitesimal,
sondern auch fiir diskrete Anderungen der erklirenden Variablen. Wenn mit einem
‘durchschnittlichen” Auto z.B. {iber einen Zeitraum von zwei Jahren 30000 Kilometer
zuriicklegt werden, muss aufgrund dieser Regression mit einem durchschnittlichen
Wertverlust von 1896.264 x 2 4 0.031 x 30000 = 4722.838 Furo gerechnet werden.

= 0.031

Um die ceteris paribus Interpretation zu betonen sagt man manchmal auch, dass
im multiplen Regressionsmodell fiir den Einfluss der anderen erklédrender Variablen
kontrolliert wird, d.h. der Koeffizient des Alters misst den durchschnittlichen den
Wertverlust pro Jahr, wenn fiir den Kilometerstand kontrolliert wird. Dieser Sprach-
gebrauch geht auf die experimentellen Urspriinge der Regressionsanalyse zuriick.

In dieser ceteris-paribus Interpretation der Koeffizienten als marginale Effekte liegt
ein grofler Vorteil des multiplen Regressionsmodells; es erlaubt die Kontrolle meh-
rerer Einflussfaktoren, die gleichzeitig auf die abhéngige Variable y einwirken. Diese
ceteris paribus Interpretation der Koeffizienten ist natiirlich auch dann giiltig, wenn
die Daten nicht auf eine ceteris paribus Art erhoben wurden. Um z.B. die isolier-
ten Einfliisse des Alters auf den Preis be: konstantem Kilometerstand zu ermitteln
bendétigen wir keine Daten von Autos mit unterschiedlichem Alter und gleichem Ki-
lometerstand, aufgrund der linearen Funktionsform konnen die marginalen ceteris
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paribus Effekte selbst dann berechnet werden, wenn jede Alter — Kilometerstand
Kombination nur einmalig beobachtet wird.

Die lineare Regression erméglicht deshalb auch fiir nichtexperimentelle Daten eine
ceteris paribus Interpretation der Koeffizienten ] Diese Interpretation ist auch dann
zuléssig, wenn die erkldrenden Variablen untereinander korreliert sind, wie dies z.B.
in unserem Beispiel mit Kilometerstand und Alter der Autos zu erwarten ist.

Moglich wird diese ceteris paribus Interpretation allerdings ausschlieflich durch die
Annahme der linearen Funktionsform. Falls die Daten durch eine lineare Funktions-
form nur sehr schlecht approximiert werden oder wesentliche erkldrende Variablen
fehlen wird diese Interpretation zu falschen Schlussfolgerungen fiihren.

Tatséchlich haben wir durch die Wahl der linearen Funktionsform die Daten gewis-
sermafBen auf das Prokrustes-Bett'd unserer Spezifikation gespannt; dazu werden wir
spéater mehr zu sagen haben.

Man beachte auflerdem, dass wir bisher nur die ‘durchschnittlichen’” Zusammenhénge
fiir die gegebenen 40 Beobachtungen beschrieben haben, es handelte sich bisher also
um eine rein deskriptive Analyse.

Das korrigierte Bestimmtheitsmaf} R (adjusted R*): Alles, was friiher iiber
das Bestimmtheitsmafl R? gesagt wurde, gilt auch fiir das multiple Regressionsmo-
dell, falls die Regression ein Interzept enthilt ist das R? der Anteil der durch al-
le x Variablen gemeinsam erkldrten Streuung an der Gesamtstreuung von y (d.h.
ESS/TSS).

Ein kleines Problem gibt es allerdings im multiplen Regressionsmodell: weil die
Streuung (Varianz) nie negativ werden kann, wird durch die Einbeziehung eines
weiteren Regressors das R? immer grofier werden (oder zumindest nie kleiner wer-
den). Dies ist einleuchtend, durch die Einbeziehung eines zusétzlichen Regressors
kann der Fit nie schlechter werden. Deshalb eignet sich das iibliche Bestimmtheits-
mafl nicht fiir einen Vergleich von Regressionen mit einer unterschiedlichen Anzahl
von erkldrenden x Variablen.

Mit dem korrigierten Bestimmtheitsmafl R wird versucht dieses Problem zumindest
zu zu mildern, indem ein Korrekturfaktor eingefithrt wird.

i622
Zi(yi - @)2

2
265

2
T - N 5 B i% -l
korrigiert: R* = 1 Z’((yfi)w =1 (Zi(yl._yﬁ) (n—k)

normal: R? = 1-—

Mit einer zunehmenden Zahl erkldrender Variablen k wird der Faktor (n—1)/(n—k)
grofer und kompensiert damit dafiir, dass ), e? mit zunehmendem k kleiner wird.

9Man beachte, dass sich diese ceteris-paribus Interpretation nur auf die im Modell vorkommen-
den x Variablen bezieht.

0Prokrustes — eine Figur aus der griechischen Mythologie — war bekannt dafiir Reisenden ein
Bett anzubieten, und sie dann mit Brachialgewalt an die Grofle des Bettes ‘anzupassen’. War der
Wanderer grof8 hackte er ihm die Fiifle ab, war der Wanderer klein zog er ihn in die Linge.
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Eine stochastische Interpretation: In den allermeisten Féllen werden Regres-
sionen verwendet, um Schliisse auf eine unbeobachtete Grundgesamtheit zu tétigen,
also im Sinne der induktiven Statistik. Die Details dazu werden wir in den folgenden
drei Kapiteln ausfiihrlich erldutern, hier nur eine kurze Vorschau.

Die Zahlen in Klammern unter den Koeffizienten sind (wenn nichts anderes erwéhnt
wird) die Standardfehler der Koeffizienten, also ein Maf fiir die Genauigkeit der
Messung.

Als grobe Faustregel konnen Sie sich merken, dass der Absolutbetrag der Koeffizien-
ten mindestens doppelt so grof3 sein sollte wie der darunterstehende Standardfehler
(fiir n > 30). Dies wird héufig durch zwei oder drei Sterne neben den Koeffizienten
oder Standardfehlern kenntlich gemacht (meistens bedeutet ein Stern, dass der Ko-
effizient auf einem Signifikanzniveau von 10% von Null verschieden ist, zwei Sterne
5% und drei Sterne ein Signifikanzniveau von 1%).

Preis = 22649.884 — 1896.264 Alter — 0.031 km
(411.87)" (235.215)"" (0.008)™"

R?=0907, n=40

Fiir die Interpretation kann man in folgenden Schritten vorgehen:

1. Welcher Zusammenhang wird dargestellt, und was erwarten wir zu sehen?
Stimmen die Vorzeichen mit unseren Erwartungen iiberein?

2. Sind die Koeffizienten statistisch signifikant von Null verschieden? Wenn nein,
interpretieren Sie diese Koeffizienten nicht weiter.

3. Interpretieren Sie die quantitative Bedeutung der statistisch signifikanten Ko-
effizienten unter Beachtung der ceteris paribus Annahme. Das Interzept wird
nur interpretiert, wenn besondere Griinde dafiir sprechen.

4. Erwihnen Sie kurz die Giite der Anpassung (R?) und inwiefern wir vermuten
konnen, dass die Annahmen, auf denen die Schitzung beruht, erfiillt sind (die
Details dazu folgen in den néchsten Kapiteln).

Die obige Regressionsgleichung zeigt die Abhingigkeit des Preises einer bestimmten
Type von Gebrauchtautos in Abhéngigkeit von deren Alter und Kilometerzahl. Wir
wiirden a priori erwarten, dass der durchschnittliche Preis mit zunehmendem Alter
und zunehmender Kilometerzahl fillt. Die Gleichung zeigt, dass dies tatséchlich der
Fall ist, beide Vorzeichen sind negativ.

Wenn wir die Schlussfolgerungen aus dieser Stichprobe (mit n = 40) verallgemeinern
wollen, miissen wir mogliche Stichprobenfehler beriicksichtigen. Da das Verhéltnis
von Koeffizient zu Standardfehler derart klein ist kénnen wir in diesem Fall fast
ausschlieflen, dass es sich hierbei lediglich um ein Zufallsresultat handelt. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass in der Grundgesamtheit kein Zusammenhang zwischen
Preis und Alter bzw. Kilometerzahl besteht ist in diesem Fall jeweils kleiner als ein
Prozent.

Daraus schlieSen wir, dass der durchschnittliche Preis mit jedem Altersjahr bei kon-
stanter Kilometerzahl (d.h. ceteris paribus) um ca. 1900 Euro fillt, und dass der
Preis mit jedem zusétzlichen Kilometer bei konstantem Alter um ca. 3 Cent ab-
nimmt. Diese beiden Variablen erkliren ca. 90% der Streuung der Preise, die An-
passung der Regressionsgerade ist also sehr gut.
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Tabelle 2.4: Preise von Gebrauchtautos.

Abh.Var.: Preis (1) (2) (3)
Const. 22649.884 23056.714 20279.226
Alter —1896.264 —2635.669

km —0.031 —0.082
R? 0.907 0.868 0.743
n 40 40 40

Deshalb eignet sich das korrigierte Bestimmtheitsmafl R? eher fiir einen Vergleich
zweier Regressionen mit einer unterschiedlichen Anzahl erkldrender Variablen.

Im Rahmen der stochastischen Regressionsanalyse werden wir spéter sehen, dass die
Quadratsumme der Residuen (n — k) Freiheitsgrade hat, wihrend die Gesamtstreu-
ung von y im Nenner (n—1) Freiheitsgrade hat, deshalb kann man sich als Merkhilfe
vorstellen, dass fiir das korrigierte Bestimmtheitsmafl R? die entsprechenden Streu-
ungen einfach um die Freiheitsgrade bereinigt werden.

Alternative — und theoretisch besser fundierte — Kennzahlen fiir die Modellselektion
sind das Akaike Informationskriterium (AIC) und das Bayessche Informationskri-
terium (BIC), die v.a. in der Zeitreihenokonometrie héufig angewandt werden.

2.6.1 Nichtberiicksichtigung relevanter Variablen

Kehren wir nochmals zu unserem Beispiel mit den Gebrauchtautos zuriick. Die mul-
tiple Regression zur Erkldarung des Preises ist Preis = b; + boAlter + bskm + e;
Spalte (1) von Tabelle 2] zeigt zu Vergleichszwecken noch einmal das Ergebnis die-
ser Schétzung. Spalte (2) zeigt das Ergebnis einer Regression nur auf das Alter, und
Spalte (3) das Ergebnis einer Regression nur auf den Kilometerstand. Nachdem die-
se beiden Regressionen weniger erkldarende Variablen haben werden wir diese ‘kurze’
Modelle nennen.

In den beiden ‘kurzen’ Modellen (2) und (3) erhalten wir absolut gesehen deutlich
grofere Steigungskoeffizienten als die im ‘langen’ (multiplen) Modell (1). Was ist
passiert?

Wenn wir nur auf das Alter regressieren misst der Steigungskoeffizient nicht nur den
Einfluss des Alters, sondern indirekt auch den Einfluss des nicht beriicksichtigten
Kilometerstands. Da das Alter und der Kilometerstand von Gebrauchtautos iibli-
cherweise positiv korreliert sind, iiberschitzen wir den Einfluss des Alters, ein Teil
des Preisverlusts ist auf den durchschnittlich hoheren Kilometerstand alterer Autos
zuriickzufiihren.

Einen intuitiven Einblick gibt das Venn Diagramm in Abbildung .17 Die Streuung
der Variablen Preis, Alter und Kilometerstand Wirg.i durch Kreise symbolisiert, und
die Korrelation zwischen den Variablen durch die Uberschneidungen der Kreise.

Im korrekt spezifizierten Modell (linkes Panel) geht die Fliche A in die Schétzung
des Koeffizienten fiir das Alter ein und die Fliche B in die Schétzung des Koeffizien-
ten fiir den Kilometerstand. Die Uberschneidungsfliche C, die aus der Korrelation
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Abbildung 2.17: ‘Langes’ und ‘kurzes’ Modell; Im ‘langen’ Modell (linkes Panel)
geht die Uberschneidungsfliche C nicht in die Schiitzung der Stei-
gungskoeffizienten ein. Falls das Alter filschlich nicht berticksich-
tigt wird geht die Flache C in die Schitzung des Koeflizienten

fiir den Kilometerstand ein (‘Omitted Variables Bias’, rechtes
Panel).

zwischen Alter und Kilometerstand resultiert, kann nicht klar einer der Variablen zu-
geordnet werden, und geht deshalb nicht in die Schéatzung der Steigungskoeffizienten
ein (sehr wohl aber in das R?).

Anders im Fall des falsch spezifizierten Modell im rechten Panel. Wenn das Alter
nicht als erkldrende Variable beriicksichtigt wird, gehen die Fldchen B und C in die
Schiatzung des Koeffizienten fiir den Kilometerstand ein, die Flache C zumindest
teilweise zu unrecht, da diese auch dem nicht beriicksichtigten Alter zuzuschreiben
ist.

Dies gibt dem Kilometerstand félschlich eine grofiere Bedeutung als ihm eigent-
lich zukommt, da er zum Teil auch den Effekt des nicht beriicksichtigten Alters mit
einfangt! Die Folgen sind gravierend, der Koeffizient des Kilometerstands misst nicht
langer den korrekten marginalen Effekt, sondern ist gewissermassen ‘verschmutzt’
durch die falschlich nicht berticksichtigte Variable Alter (man beachte, dass die ce-
terisparibus Interpretation nur fiir die im Modell beriicksichtigten Variablen gilt).
Deshalb erhalten wir einen weit iiberhchten Preisverlust von 8 Cent pro Kilometer
anstelle der 3 Cent des ‘langen’” Modells, die bei einer Beriicksichtigung von Kilo-
meterstand und Alter resultieren.

Analoges gilt, wenn wir nur auf das Alter regressieren und den Kilometerstand
nicht beriicksichtigen. In diesem Fall wiirden wir einen Teil des Preisverlustes, der
eigentlich Kilometerstand zuzuschreiben ist, zu unrecht dem Alter zuschreiben.

Dieses Problem ist in die Literatur als ‘Omitted Variables Bias’ bekannt und
wird uns spéater im Rahmen der stochastischen Regressionsanalyse noch ausfiihr-
lich beschéftigen. Hier sei nur vorausgeschickt, dass ein ‘Omitted Variables Bias’
nur dann auftreten kann, wenn die nicht beriicksichtigte Variable sowohl mit der
abhéngigen Variable y als auch mit dem berticksichtigten Regressor x korreliert ist.
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Das linke Panel des Venn Diagramms in Abbildung 2.17] kann uns noch eine weite-
re Einsicht vermitteln. Wenn die Regressoren Alter und Kilometerstand sehr hoch
korreliert sind fithrt dies dazu, dass die Uberschneidungsfliche C sehr grof wird,
und die Flidchen A und B entsprechend klein werden. Da aber nur die die Flichen A
und B in die Schétzung der Koeffizienten eingehen, wird die Schéitzung entsprechend
ungenau, dies fiihrt im wesentlichen zum gleichen Problem wie eine (zu) kleine Stich-
probe. Dieses Problem einer hohen Korrelation zwischen den erkldrenden Variablen
wird in der Okonometrie Multikollinearitit genannt.

Im Extremfall, wenn die Regressoren Alter und Kilometerstand perfekt korreliert
sind (d.h. linear abhéingig sind) liegen die Kreise fiir Alter und Kilometerstand auf-
einander, und die Koeffizienten kénnen nicht mehr einzeln geschétzt werden, bzw.
sind nicht mehr definiert. Dieser Extremfall wird perfekte Multikollinearitit genannt.
Auch diese Fille von Multikollinearitét werden wir in einem spéteren Kapitel noch
ausfiihrlich diskutieren.

Zuerst wollen wir aber das Problem fehlender relevanter Variablen noch etwas naher
beleuchten und zeigen, was bei der Nichtberiicksichtigung relevanter Variablen pas-
siert.

Die Algebra der Nichtberiicksichtigung relevanter Variablen

Wir starten mit dem einfachsten multiplen Regressionsmodell, wobei wir alle Va-
riablen mittelwerttransformieren, d.h. #; := x; — T (siehe Abschnitt 2.12.1]). Durch
die Mittelwerttransformation fillt das Interzept weg, was die folgende Darstellung
vereinfacht (um die Lesbarkeit zu erhéhen verzichten wir zudem auf den Beobach-
tungsindex 1)

§ = baZo + b3z + e

Wir vergleichen nun den Steigungskoeffizienten by dieses ‘langen’ Modells nun mit
dem Steigungskoeffizienten eines ‘kurzen’ Modells, in dem wir ¢ nur auf Z, regres-
sieren

§j = biig +eF
Der OLS Steigungskoeffizient des ‘kurzen’ Modells ist

bk — COV(any) — Zx2y
2 var(zy) S il

Um zu erkennen, was bei der Nichtberiicksichtigung von I3 passiert, setzen wir in
die obige OLS-Formel fiir den Steigungskoeffizienten des kurzen Modells b% fiir §j das
‘lange” Modell § = bo2y + b3Z3 + € ein und vereinfachen

> &o(baZin + bsds + €)
>
> dobodio + > diobsdis + D dge
>3
by S" 2 4 b3 > dodiz + D dne
>3
> dolg n > dge
> E YE

by =

= by + 03
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Aufgrund der Bedingungen erster Ordnung ist ) . #2e; = 0, deshalb gilt

.i'gi’g COV(.CL'Q,.I'g)
= byt by 22208y g, COVI@2T)
5 = 02 + 03 S 2 + 03

Es gibt also einen einfachen Zusammenhang zwischen den Steigungskoeffizienten des
‘kurzen’ und ‘langen’ Modells.

ar(es) (2.12)

Kommt Thnen der Ausdruck cov(zs,x3)/ var(zy) bekannt vor? Genau, dies ist die
OLS Formel fiir den Steigungskoeffizienten einer Regression von x3 auf xs

cov(xa, T
T3=aj+ ayry +u, = ay= cov(a, )
var(xs)

wobei u die Residuen dieser Regression bezeichnet.

Deshalb konnen wir den Zusammenhang zwischen den Steigungskoeffizienten des
‘kurzen’ und ‘langen’ Modells einfacher schreiben als

bg = b2 + b3 Q9 (213)

Wenn — und nur wenn — b3 und as gleichzeitig von Null verschieden sind, fiihrt
die Nichtberiicksichtigung von x3 dazu, dass sich die Koeffizienten des ‘kurzen’ und
‘langen” Modells unterscheiden werden.

Abbildung R.1§ zeigt das Problem noch einmal: wenn z3 nicht beriicksichtigt wird,
wird x5 neben seiner direkten Wirkung b, auch noch félschlich ein Teil der Wirkung
von x3 zugeschrieben, da x5 als Proxy fiir x5 wirkt. Die Grofle dieses ‘Proxy-Effekts’
héngt von zwei Faktoren ab: erstens vom Effekt von x3 auf y, also von b3, und
zweitens von dem Zusammenhang zwischen xo und xs.

Fiir den Fall mit mehreren nicht beriicksichtigten Variablen sind die Formeln etwas
komplexer, aber die Essenz bleibt erhalten.

Beispiel: Was bedeutet das nun fiir unser Beispiel mit den Gebrauchtautos? In
Tabelle (2.4]) haben wir die Schétzung fiir ein ‘langes’ und fiir zwei ‘kurze’ Modelle.
Um den Zusammenhang zu demonstrieren beschréanken uns auf das ‘kurze’ Modell
mit dem Alter.

Zur Erinnerung, das ‘lange’ Modell aus Tabelle (2.4]) war

Preis = 22649.884 — 1896.264 Alter — 0.031 km
R? = 0.907, n = 40
und die Hilfsregression km = a; + ao Alter + u ist

km = —13119.185 + 23843.819 Alter, R? = 0.6357, n = 40

Den Steigungskoeffizienten des ‘kurzen’ Modells aus Spalte (2) von Tabelle (2.4))
erhalten wir alternativ auch aus by + b3 X ay = —1896.264 — 0.031 x 23843.819 =
—2635.669 = b5 (kleine Abweichungen sind auf Rundungsfehler zuriickzufiihren).
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‘Langes’ Modell ‘Kurzes’ Modell

b cov(z2,r3)
/ var(x2)

¢ (falschlich z zuge-
schriebener Effekt

von x3)
/
‘ - @
@ ‘~~____,7 @ @ ‘~:::::::7
cov(za,x3) cov(z2,r3)
var(z2) var(zz)

Abbildung 2.18: Nichtberiicksichtigung einer relevanten Variable x3 fithrt dazu,
dass ein Teil der Auswirkungen von x3 félschlich z5 zugeschrieben
wird. Wenn das ‘wahre’ Modell y = by + byxs + b3xs + e ist und
irrtiimlich ein kurzes Modell y = 0¥ + b5 zy + u geschéitzt wird ist

b = by + by el

Wozu war das nun alles gut? Die ganze Tragweite dieses Resultats wird erst spéter
im Rahmen der stochastischen Regressionsanalyse deutlich werden; dort werden wir
sehen, dass die Nichtberiicksichtigung relevanter Variablen zu endogenen Regressoren
fithrt und einen “Omitted Variable Bias” verursacht.

Aber bereits jetzt erlaubt uns dieses Resultat die Abschitzung eines moglichen ‘Feh-
lers’. Ob der Steigungskoeffizient des ‘langen’ Modells grofler oder kleiner als der
Steigungskoeffizient des ‘kurzen” Modells ist hdngt ndmlich nur vom Vorzeichen des
Ausdrucks b3 x ay ab.

Angenommen, wir hétten keine Daten {iber den Kilometerstand der Autos gesam-
melt und nur Preise und Alter der Autos. Wir vermuten, dass der Preis mit zuneh-
mender Kilometerzahl fillt (d.h. b5 < 0), und das Kilometerzahl und Alter positiv
korreliert sind (d.h. as > 0, bzw. cov(km, Alter) > 0). Da b§ = by + bs X ay und
bs X as < 0 folgt b’; < by, der Einfluss des Alters auf den Preis wird in der ‘kurzen’
Regression also vermutlich iiberschétzt (man beachte, dass die Preise negativ sind,
also by = —2635 < —1896 = by).

2.6.2 Partielle Regression und das Frisch-Waugh-Lovell
(FWL) Theorem

Bereits in der allerersten Ausgabe der Econometrica (1933) haben Ragnar Frisch
und Frederick V. Waugh auf eine interessante Eigenschaft des multiplen Regressi-
onsmodells hingewiesen, die uns auch ein tieferes Versténdnis fiir die Interpretation
der Regressionskoeffizienten geben kann.
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Tabelle 2.5: Gleichung ([2.12) erlaubt eine Abschétzung der Richtung des Fehlers
bei der Schitzung eines ‘kurzen’ Modells y = b} + bz, + €* anstelle
eines ‘langen’ Modells y = by + boxy + b3z3 + €.

Da b5 = by + b3 X cov(ze, x3)/ var(zy) gilt:

cov(za, x3) >0 | cov(ze, x3) <0
b3>0 b]2€>b2 b]2€<b2
by < 0 bE < by b5 > by

Dieses Ergebnis wurde spéter von Michael C. |Lovell (1963) verallgemeinert; er zeigte,
dass dies auch fiir Gruppen von Variablen gilt. Seither ist dieses Resultat als Frisch-

Waugh-Lovell (FWL) Theorem bekannt.

Im wesentlichen zeigt das FWL Theorem, dass ein interessierender Koeffizient einer
multiplen Regression alternativ auch mit Hilfe mehrerer bivariater (kurzer) Regres-
sionen berechnet werden kann.

Als [Frisch and Waugh' (1933) dieses Ergebnis bewiesen waren Computer noch kaum
verfiighar, deshalb waren multiple Regressionen weit aufwéndiger zu berechnen als
bivariate Regressionen, dieses Ergebnis hatte damals also durchaus praktische Be-
deutung. Heute ist Rechenzeit billig, trotzdem ist dieses Resultat immer noch wich-
tig. Es gestattet uns tiefere Einsichten in die ‘OLS-Mechanik’; tragt zum Verstind-
nis der Regressionskoeffizienten in multiplen Regressionen bei, und hat zahlreiche
Anwendungen in fortgeschrittenen Bereichen der Okonometrie, z.B. in der Paneléko-
nometrie.

Konkret besagt das FWL Theorem folgendes: wenn uns z.B. der Koeffizient b, der
multiplen Regression
Yy = by + byxy + byws + e

interessiert, konnen wir diesen alternativ auch mit Hilfe der drei folgenden bivariaten
Regressionen berechnen

Yy = ¢+ cox3+ €Y
Ty = a1+ a3+ €*?
ey = e +e

wobei €Y die Residuen der ersten bivariaten Gleichung und e*? die Residuen der
zweiten bivariaten Gleichung bezeichnet.

In Worten: wir schitzen zuerst zwei Hilfsregressionen, zuerst regressieren wir y auf
die zu eliminierende Variable x3, und anschliefend den interessierenden Regressor
o auf die zu eliminierende Variable x3, und speichern die Residuen dieser beiden
Hilfsregressionen.

Wenn wir dann die beiden Residuen dieser Hilfsregressionen aufeinander regressieren
erhalten wir exakt den gleichen Steigungskoeffizienten b, und die gleichen Residuen,
die wir aus der urspriinglichen multiplen Regression erhalten.
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Durch die beiden ‘kurzen’ Regressionen auf x5 wird gewissermaflen der (lineare) Ein-
fluss von x3 auf y und x5 eliminiert. Im Englischen wird dies haufig ‘partialling out’
genannt. Wie schon erwdhnt wurde dieses Resultat von [Lovell (1963) fiir mehrere
Variablen verallgemeinert.

Der Beweis dieses Theorems erfolgt iiblicherweise unter Zuhilfenahme von Matri-
xalgebra. Wir werden hier einen deutlich einfacheren Beweis skizzieren, der [Lovell
(2008) folgt.

Erinnern wir uns, die OLS Methode ist im wesentlichen eine Zerlegungsmethode,
sie zerlegt eine abhéngige Variable y in einen systematische Komponente 7 und eine
damit unkorrelierte Restkomponente, die Residuen e.

Unser Ausgangspunkt ist eine einfache multiple Regression
Yi = b1 + batiz + bawiz + € (2.14)

Die folgenden Ausfithrungen beruhen auf zwei Eigenschaften der OLS Methode:

1. Die erklarenden Variablen x5 und x3 sind per Konstruktion mit den Residuen
e unkorreliert. Dies folgt unmittelbar aus den Bedingungen erster Ordnung
> v =0 fiir h=2,3.

2. Wenn eine erklérende x Variable weder mit der abhéngigen Variable y noch mit
den restlichen erklédrenden x Variablen korreliert ist, dann ist der Koeffizient
dieser Variable gleich Null. Wenn z.B. in Gleichung (2.14) cov(y,z3) = 0 und
cov(zy,x3) = 0 ist, dann folgt b3 = 0.

Wir beginnen damit, die abhéngige Variable y und die erkléarende Variable x5 mittels
zweier OLS Hilfsregressionen in die durch x5 erklérte systematische Komponente und
die Residuen zu zerlegen

Yi = c1+cxiztef (2.15)
Tijo = Q1+ Q2%;3 + 6;-)32 (216)

Man beachte, dass aufgrund der Bedingungen erster Ordnung cov(zs,e?) = 0 und
cov(zsz, e™) = 0.

Wir setzen diese beiden Gleichungen in die lange Gleichung (2Z.14)) ein und erhalten
1+ oz + €] = by + ba(ar + agxiz + €7*) + baziz + €
daraus folgt nach umstellen

6? = (bl — Cl) + bg (a1 + asx;3 + 6?2) — CoX;3 + bgl'ig + e
= (bl —C1 —|— bga,l) —f- bge? —|— (bga,g — Co —f- bg)l’ig —f- €;
Aus Gleichung (2I5]) wissen wir aber, dass cov(zs,e?) = 0, und aus Gleichung
(2.16), dass cov(zs, €™) = 0, deshalb muss der Koeffizient von x3 gleich Null sein,
d.h. beay — ¢y + b3 = 0. Deshalb ist

6? = (b1 —C + bzal) + b2 6?2 +e;
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Zudem wissen wir bereits, dass bei einer Regression von mittelwerttransformierten
Variablen das Interzept gleich Null ist. In unserem Fall sind sowohl die abhéngige
Variable e/ als auch die erkldrende Variable e;? Residuen aus Regressionen mit einem
Interzept, deshalb muss deren Mittelwert gleich Null sein (Bedingung erster Ord-
nung!), die Residuen sind also bereits mittelwerttransformiert. Aus diesem Grund
ist das Interzept ebenfalls Null (b; — ¢; 4+ bea; = 0) und wir erhalten als Resultat

Yy _ T2 .
e; =bye;” +e;

Man beachte, dass by aus dieser Gleichung exakt dem by aus ‘langen’ Regression
(2.14) entspricht, das heiit, wir erhalten bei einer Regression der Residuen der beiden
Hilfsregressionen (2.15) und (2.10) exakt den gleichen Koeffizienten by und auch die

gleichen Residuen e; wie aus der ‘langen’ Regression (2.14]).

Wir kénnen deshalb sagen, dass der Koeffizient by der ‘langen’ Regression (2.14])
die Auswirkungen von x5 auf y, beschreibt, nachdem der lineare Einfluss von z3
eliminiert wurde, oder in andern Worten, nachdem fiir x5 kontrolliert wurde.

Wir haben bereits erwdhnt, dass dieses Theorem allgemeiner gilt, es kann auch der
lineare Einfluss mehrerer Variablen eliminiert werden, indem man in den Hilfsre-
gressionen auf diese Gruppe von Variablen regressiert.

Beispiel: Wir konnen dieses Ergebnis wieder anhand des Beispiels mit den Ge-
brauchtautos demonstrieren. Wir verwenden zwei Hilfsregressionen, um den linearen
Einfluss der Kilometer auf den Preis und das Alter zu eliminieren.

Dazu berechnen wir die Residuen der beiden Gleichungen

Preis = a;+akm+e? — e
Alter = ¢+ ckm+et —  €F

und regressieren dann (ohne Interzept!)
el =byed +¢
In R kann dies z.B. mit folgendem Code bewerkstelligt werden:

rm(1list=1s(all=TRUE))
d <- read.csv2("http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv")

res.Preis <- resid(lm(Preis ~ km, data = d))
res.Alter <- resid(lm(Alter ~ km, data = d))
eq.res <- lm(res.Preis ~ res.Alter -1)

eq.res
# Coefficients:
# res.Alter
# -1896

eq.long <- lm(Preis ~ Alter + km, data = d)
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eq.long

# Coefficients:

# (Intercept) Alter km
# 22650 -1896 -0.031

all.equal(resid(eq.long), resid(eq.res))
# TRUE

Das (mehr oder weniger) gleiche in Stata:

clear all

insheet using http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv, delimiter(";")
destring alter, dpcomma replace // Komma -> Punkt

regress preis km

predict res_preis, res

regress alter km

predict res_alter, res

regress res_preis res_alter

* Zum Vergleich die lange Regression

regress preis alter km

Wir haben eine Konsequenz des FWL Theorem bereits frither geniitzt, ohne expli-
zit darauf hinzuweisen, ndmlich bei der Mittelwerttransformation ¥ := x; — . Wir
haben behauptet, dass wir aus mittelwertransformierten Daten die gleichen Koeffi-
zienten berechnen kénnen wie aus den urspriinglichen Daten. Erinnern wir uns, dass
eine Regression auf die Regressionskonstante den Mittelwert ¢ liefert; die Residuen
dieser Regression auf die Regressionskonstante sind deshalb einfach die mittelwert-
transformierten Daten. Das FWL Theorem sagt uns, dass wir aus einer Regression
dieser Residuen aufeinander den gleichen Steigungskoeffizienten erhalten wie aus
den Ursprungsdaten.

Achtung: das FWL-Theorem gilt selbstverstéindlich auch fiir die Koeffizienten der
stochastischen Regressionsanalyse, aber es gilt nicht fiir die Standardfehler der Koef-
fizienten! Der Grund dafiir ist, dass in der Residuen-Regression nicht beriicksichtigt
wird, dass durch die beiden vorhergehenden Hilfsregressionen Freiheitsgrade verloren
gehen.

Partielle Streudiagramme fiir multiple Regressionen

Unter anderem konnen wir das FWL Theorem auch dazu niitzen, um die Zusam-
menhinge zwischen abhéngiger und erkldrenden Variablen multipler Regression gra-
fisch darzustellen.

Erinnern wir uns, in einem zweidimensionalen Streudiagramm koénnen wir nur das
Resultat einer bivariaten Regression darstellen. Wenn aber weitere Variablen auf y
und = einwirken fiithrt dies dazu, dass diese nicht beriicksichtigten Variablen den
Zusammenhang zwischen y und x verzerren, man spricht von einem einem ‘Omitted

Variables Bias’ (siche Abschnitt Z.6.T]).
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Deshalb konnen grafische Darstellungen bivariater Zusammenhénge in Streudia-
grammen sehr irrefithrend sein, ein scheinbarer Zusammenhang kénnte auch auf
nicht berticksichtigte Variablen zuriickzufiihren sein (Scheinkorrelation).

Das FWL Theorem bietet eine einfache Moglichkeit die partiellen Zusammenhénge
korrekt darzustellen, indem wir zuerst mittels Hilfsregressionen den linearen Ein-
fluss aller anderen Variablen eliminieren, und anschlieBend die Residuen dieser
Hilfsregressionen in einem Streudiagramm darstellen[1] Solche Streudiagramme wer-
den manchmal ‘Partielle (Regressions-) Streudiagramme’ ( ‘partial regression plots’,
manchmal auch ‘added variable plots’, ‘adjusted variable plots’ oder ‘“individual co-
efficient plots’) genannt.

Beispiel: Kehren wir zuriick zu unserem frithere Beispiel mit den Gebrauchtautos.
WEeil die erkldrenden Variablen Alter und Kilometerstand korreliert sind und beide
den Preis beeinflu0en wird in einem bivariaten Streudiagramm Preis vs. km ein zu
optimistisches Bild vom Zusammenhang gezeichnet; das nicht beriicksichtigte Alter
beeinflusst das Bild indirekt (vgl. Abbildung 2.17)).

Abbildung zeigt den Zusammenhang zwischen Preis und Kilometerstand von
Gebrauchtautos links ohne Beriicksichtigung des Alters, und rechts nachdem fiir
das Alter kontrolliert wurde (die drei ibereinanderliegenden Grafiken wurden mit
EViews, R und Stata erzeugt, sind aber ansonsten identisch. Tabelle zeigt den
Programmcode, mit dessen Hilfe diese Grafiken erstellt wurden).

Aufgrund der Abbildungen im linken Panel wiirden wir einen sehr engen Zusam-
menhang zwischen km und Preis erwarten. Im rechten Panel wurde der lineare Ein-
fluss des Alters auf beide Variablen eliminiert; dadurch wird deutlich, dass uns ein
einfaches bivariates Streudiagramm einen falschen Eindruck vom Zusammenhang
zwischen Kilometerzahl und Preis vermitteln wiirde.

Halten wir also zusammenfassend noch einmal fest, nicht beriicksichtigte relevante
Variablen konnen iiber ihren Einfluss auf die beriicksichtigten Variablen ein ver-
zerrtes Bild zeichnen, und eine einfache Interpretation der Steigungskoeffizienten als
marginale Effekte in diesem Fall zu (sehr) irrefithrenden Schlussfolgerungen fithren!

Tatséchlich haben wir die Daten gewissermaflen auf das Prokrustes-Bett] unserer
linearen Spezifikation gespannt!

11 Allerdings ist dabei zu beachten, dass dadurch die Skalierung geéndert wird.

12Prokrustes — eine Figur aus der griechischen Mythologie — war bekannt dafiir Reisenden ein
Bett anzubieten, und sie dann an die Gréfle des Bettes ‘anzupassen’. War der Wanderer grof3 hackte
er ihm die Fiifle ab, war der Wanderer klein zog er ihn in die Lénge.
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Abbildung 2.19: Bivariate und partielle Regression: bei der partiellen Regression
werden Residuen nach Eliminierung des Alters geplottet (Stan-
dardoutput von EViews, R und Stata).
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Tabelle 2.6: EViews-, R- und Stata-Programmcode, der Abbildung 2.19 erzeugt.
EViews:

wfopen(type=text) "http://www.uibk.ac.at/econometrics/data/auto.csv" delim=";"
group Gr_P KM PREIS

freeze(Graphl) Gr_P.scat linefit
Graphl.addtext(t) Bivariate Regression
equation eq_PREIS.1s PREIS c ALTER
eq_PREIS.makeresid res_PREIS

equation eq_KM.1ls KM c ALTER
eq_KM.makeresid res_KM

group Gr_res res_KM res_PREIS
freeze(Graph2) Gr_res.scat linefit
Graph2.addtext(t) Partielle Regression
graph Graph3.merge Graphl Graph2
GRAPH3.align(2,1,0)

R:

rm(list=1s())

Auto <- read.csv2("http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv", dec=".")
attach(Auto)

res.Preis <- resid(1lm(Preis ~ Alter))

res.km <- resid(lm(km ~ Alter))

par (mfrow=c(1,2),cex.main=0.85)

plot(km,Preis, main="Bivariate Regression")

abline(1lm(Preis ~ km),col="blue")

plot(res.km,res.Preis, main="Partielle Regression")

abline(1lm(res.Preis ~ res.km),col="red")

Stata:

clear all

insheet using http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv, delimiter(";")
destring alter, dpcomma replace // Dezimalzeichen , durch . ersetzen
regress preis alter

predict res_preis, res

regress km alter

predict res_km, res

twoway (scatter preis km) (1fit preis km), ///

title(Bivariate Regression) name(Graphl,replace) nodraw

twoway (scatter res_preis res_km) (1fit res_preis res_km), ///
title(Partielle Regression) name(Graph2,replace) nodraw

graph combine Graphl Graph2, cols(2)
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2.7 Dummy Variablen

“Let us remember the unfortunate eco-
nometrician who, in one of the major
functions of his system, had to use a
prozy for risk and a dummy for sex.”
((Machlup, 1974, 892))

Dummy Variablen gehoren zum praktischsten, was die einfithrende Okonometrie zu
bieten hat. Sehr haufig interessieren wir uns namlich fiir Vergleiche zwischen Grup-
pen, z.B. zwischen Landern, Branchen, oder fiir die Konsequenzen der Zugehorigkeit
zu bestimmten Gruppen (z.B. Geschlecht). Bisher haben wir ausschliefllich Varia-
blen untersucht, die innerhalb eines Bereichs jeden Wert annehmen konnten, d.h.
intervall- bzw. verhiltnisskaliertd] Variablen. Um z.B. die Zuordnung einer Person
zu einer Gruppe modellieren zu kénnen geniigen Variablen, die nur zwei Werte an-
nehmen kénnen, z.B. Eins (1) fiir ‘wehr’ und Null (0) fir ‘falsch’. Deshalb werden
solche Variablen haufig 0-1 Variablen, binére Variablen oder auch qualitative Varia-
blen genannt. In der Okonometrie hat sich dafiir die Bezeichnung Dummy Variablen
eingebiirgert.

Mit Hilfe solcher Dummy Variablen konnen im Rahmen eines Regressionsmodells die
Auswirkungen qualitativer Unterschiede untersucht werden, wie zum Beispiel Lohn-
unterschiede zwischen Méannern und Frauen. Dummy Variablen sind ein duflerst
niitzliches und flexibles Instrument, mit der eine Vielzahl von Fragen untersucht
werden kann, wie zum Beispiel Lohnunterschiede zwischen Ménnern und Frauen, ob
Léander in den Tropen langsamer wachsen als Lander in den geméfiigten Klimazo-
nen, ob und wie sich die marginale Konsumneigung nach einer Steuerreform éndert,
oder inwieweit sich das Ausgabeverhalten von Verheirateten gegeniiber Ledigen un-
terscheidet.

Dummy Variablen kénnen nur zwei Werte annehmen, Null und Eins, und werden fiir
die Kodierung von Gruppen verwendet. Wenn ein (bindres) Merkmal vorliegt wird
der Dummy Variable die Zahl Eins zugeordnet, und wenn dieses Merkmal nicht
vorliegt die Zahl Null. Einer Dummy Variable OECD wird z.B. die Zahl Eins zuge-
ordnet, wenn ein Land OECD Mitglied ist, und Null, wenn es kein OECD Mitglied
ist. Oder, einer Dummy Variable w (fiir weiblich) wird die Zahl Eins zugeordnet,
wenn es sich bei der Person um eine Frau handelt, und Null sonst. Natiirlich konnte
man ebenso gut eine Dummy Variable m fiir ménnlich anlegen

wi — 1 wenn Person ¢ eine Frau ist, — 1 wenn Mann, und
‘ 0 sonst (d.h. Mann) 1 0 sonst

13Bei intervallskalierten Daten ist die Reihenfolge festgelegt und die Differenzen zwischen zwei
Werten konnen inhaltlich interpretiert werden. Bei verhéltnisskalierten Variablen existiert zusétz-
lich ein absoluter Nullpunkt. In diesem Abschnitt werden wir uns mit Féllen beschéftigen, in de-
nen zumindest eine erklidrende Variablen nominal- oder ordinalskaliert ist. Bei einer Nominalskala
konnen die Ausprigungen in keine natiirliche Reihenfolge gebracht werden. Beispiele fiir nominals-
kalierte Merkmale sind Geschlecht, Religion, Hautfarbe, etc. Bei einer Ordinalskala besteht zwar
eine natiirliche Rangordnung, aber die Abstéinde zwischen den Merkmalsausprigungen sind nicht
sinvoll quantifizierbar. Beispiele sind Schulnoten, Giiteklassen bei Lebensmitteln, usw.
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Prazistipp: In der Logik ist es iiblich wahren Aussagen die Zahl Eins und falschen
Aussagen die Zahl Null zuzuordnen. Bei der Wahl des Namens von Dummy Varia-
blen empfiehlt es sich deshalb den Namen derart zu wahlen, dass aus dem Namen
geschlossen werden kann, welcher Auspriagung der Wert Eins zugewiesen wurde.
Wiirde man zum Beispiel einer Dummy Variablen den Namen ‘Geschlecht’ geben,
so kann aus diesem Variablennamen nicht geschlossen werden, welchem Geschlecht
der Wert Eins zugeordnet wurde. Wenn wir die Dummy Variable hingegen ‘weiblich’
nennen ist klar, dass dieser Variable der Wert 1 fiir Frauen und 0 fiir Ménner zuge-
ordnet ist. Dies kann die Interpretation von Dummy Variablen erheblich erleichtern,
wie wir gleich sehen werden.

Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel, Tabelle 27 zeigt Stundenléhne (StdL)
von 12 Personen (n = 12), sowie deren Geschlecht, Familienstand und Bildungsjahre.

Tabelle 2.7: Stundenlohne (StdL) von Ménnern (m) und Frauen (w), Familiensta-
tus (v; = 1 fiir verheiratet und Null sonst; u; = 1 fiir unverheiratet
und Null sonst) sowie Bildung (in Jahren).

Beachten Sie, dass w =1 —m (bzw. m = 1 —w oder m+w = 1) und
u=1—v. (www.uibk.ac.at/econometrics/data/stdl_bspl.csv)

1 Stdb. m w v wu Bildg
1 16 1 0 0 1 17
2 12 0 1 0 1 16
3 16 1 0 1 0 18
4 14 1 0 1 0 13
5 12 1 0 0 1 8
6 12 0 1 1 0 15
T 18 1 0 1 0 19
8§ 14 0 1 0 1 17
9 14 0 1 1 0 16
10 14 10 1 0 9
11 10 0 1 1 0 11
12 13 0 1 0 1 15

Wir konnen aus den Daten in Tabelle 2.7] einfach den durchschnittlichen Stunden-
lohn StdL sowie die bedingten durchschnittlichen Stundenlohne fiir Manner, Frauen,
Verheiratete und Unverheiratete berechnen:

Mittelwert von StdL:
StdL = (16 + 12+ 16 + - - - + 13) /12 = 13.75
Bedingte Mittelwerte von StdL:

(StdLjm =1) = (16+16+14+12+18+14)/6 = 15
(StdL|w =1 12412+ 14+ 14410+ 13)/6 = 12.5

) (
StdLjv=1) = (16+14+12+18+ 14+ 14+ 10)/7 = 14
(StdL|v = 0) (16 + 12+ 12+ 14+ 13) /5 = 13.4


www.uibk.ac.at/econometrics/data/stdl_bsp1.csv
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In einem fritheren Beispiel haben wir gezeigt, dass eine Regression nur auf die Re-
gressionskonstante (d.h. einen Einsen-Vektor) den Mittelwert der abhéngigen Varia-
ble liefert (siehe Seite[I9). Wir werden nun gleich sehen, dass wir auch die bedingten
Mittelwerte einfach mit Hilfe einer OLS Regression berechnen kénnen, ndmlich durch
eine Regression auf eine Dummy Variable.

Fiir die Daten aus Tabelle 2.7 liefert eine Regression auf die Dummy Variable m

Wenn m; = 0, also fiir Frauen, erhalten wir S/t(ijl = by + by x 0 = by; deshalb
vermuten wir, dass das Interzept b; den durchschnittlichen Stundenlohn von Frauen
liefert.

Fiir Manner ist m; = 1, also S/td\LZ = by + by Xx 1 = by + by, deshalb vermuten
wir, dass b; + by den durchschnittlichen Stundenlohn von Ménnern angibt, und der
Steigungskoeffizient by die Differenz zwischen durchschnittlichen Stundenléhnen von
Méannern und Frauen misst.

Dies ist tatséchlich richtig, der bedingte Mittelwert des Stundenlohns fiir Frauen
betrdgt 12.5 Euro, und Ménner verdienen in diesem Beispiel im Durchschnitt um
2.5 Euro mehr als Frauen, also 15 Euro.

Da das Interzept jeweils den Mittelwert der ‘Null-Kategorie’ angibt (d.h. den Mit-
telwert der Kategorie, welcher in der Dummy Variable der Wert Null zugewiesen
wurde), wird diese ‘Null-Kategorie’ haufig Referenzkategorie genannt.

Der Steigungskoeffizient misst die Differenz zwischen dem Mittelwert dieser Refe-
renzkategorie und dem Mittelwert der ‘Eins-Kategorie’ (d.h. der Kategorie, welcher
in der Dummy Variable der Wert Eins zugewiesen wurde), in diesem Beispiel also
um wie viel Euro der durchschnittliche Stundenlohn von Ménnern (mit m; = 1)
hoher ist als der durchschnittliche Stundenlohn der Referenzkategorie (d.h. Frauen
mit m; = 0).

StdL|(m = 1) — StdL|(m = 0) = 15 — 12.5 = 2.5 = b,

Alternativ hitten wir natiirlich auch eine Regression auf die Dummy Variable w (fiir
weiblich) rechnen kénnen; diese liefert

StdL; = 15 — 2.5 w;

Da w; = 1 fiir Frauen und w; = 0 fiir Manner bilden in diesem Fall Manner die
Referenzkategorie, deren mittlerer Stundenlohn im Interzept gemessen wird (b =
15), und der durchschnittliche Stundenlohn fiir Frauen ist um 2.5 Euro niedriger als
der von Méannern (by = —2.5). Abbildung zeigt dies fiir die Daten aus Tabelle
2.1

Man koénnte auf die Idee kommen, eine Regression auf eine Regressionskonstante und
die beiden Dummy Variablen w und m zu rechnen, also y; = b; + bow; + bsm; + e;.
Dies funktioniert aber nicht, da in diesem Fall eine lineare Beziehung zwischen den
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Abbildung 2.20: Stundenlohne von Ménnern und Frauen, siehe Tabelle [2.71

Regressoren besteht (die Summe der beiden Dummies ergibt die Regressionskon-
stante, d.h. w; +m; = 1). Wann immer eine exakte lineare Abhéngigkeit zwischen

Regressoren besteht ist die OLS Funktion nicht definiert, es existieren unendlich
viele Lb’sungen

Dies ist im einfachsten Fall leicht zu erkennen; wenn alle Ausprigungen des Re-
gressors die gleichen Auspridgungen haben (z.B. z; = 5) wire z ein Vielfaches
der Regressionskonstante, und die Varianz einer Konstanten ist natiirlich Null. Da
by = cov(z,y)/var(x) und var(z) = 0 existiert in diesem Fall keine Losung fir
by. Wir werden spéter zeigen, dass dies fiir alle linearen Abhéngigkeiten zwischen
Regressoren gilt.

Aber wir kénnen eine Regression auf beide Dummy Variablen m und w ohne Regres-
sionskonstante rechnen. In diesem Fall liefern die geschétzten Koeffizienten einfach
die Mittelwerte beider Kategorien

S/t(ﬁq‘ = bgwi—f-bgmi
= 12.5w; + 15m;

Ubung:™ Sei y; eine von insgesamt n Beobachtungen einer intervallskalierten Va-
riable, und d eine Dummy Variable; n; Elemente dieser Dummy Variable haben die
Auspragungen Eins und ng Elemente den Wert Null (n; + ng = n).

Der Mittelwert von y ist y := %Z?:l yi, und der Mittelwert von d ist d :=
L3 di =™ (warum?).
Den Mittelwert aller y; fiir die gilt d; = 0 nennen wir ¢y, und den Durchschnitt aller

Wir werden nun in mehreren Schritten zeigen, dass allgemein gilt

Yyi = bi+bodi+ e
= Yo+ (U1 — Yo)di + e

wir werden diesen Fall spéter unter der Bezeichnung perfekte Multikollinearitit ausfithrlich
diskutieren.

14
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1. Sei y; der Mittelwert der y; fiir die gilt d; = 1, und gy der Mittelwert aller y;
fiir die d; = 0. Zeigen Sie allgemein, dass

Lésungshinwers: die Daten werden zuerst sortiert, sodass zuerst alle Beobach-
tungen mit d; = 0 kommen, und anschlieSend alle Beobachtungen mit d; = 1

B NS )

Jj=no+1
N 1 0 ny 1 _
= — |\ =D Y|+t Yj
n N ; n nq jznzoJrl J
no _ ny _
= + ol

2. Zeigen Sie, dass die empirische Varianz var(y) := %Zizl(yi — ¢)? auch ge-
schrieben werden kann als

1 _ —
Var(y) = Ezy'? _y2 :y2 _yQ

Lésungsskizze:

SN

var(y) = Z (v — 200 +9%))

<Zy?—2y2yi+2y2>
Zy?—?%ny2+%ny2
= %Zy?—?f:?—?f

da aus §:= = > y; folgt >, y; = ny

3. Zeigen Sie, dass die empirische Kovarianz cov(y, z) := + >
auch geschrieben werden kann als

Sl— 3=

n

im1 (Ui — Y) (i — )

1 L
cov(y, z) = — > yiri — gz =Ty — T

4. Zeigen Sie, dass fiir eine Dummy Variable d gilt

var(d) = n1 <1 - —)

n n

Beachten Sie, dass Y. d? = ny (weil 12 = 1)
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Lisungsskizze: beachte, dass fiir eine Dummy Variable ) . d; = ny und d= o

Deshalb

var(d) = =Y (dj—d)* =& - d?

5. Zeigen Sie, dass fiir eine Dummy Variable d gilt

cov(y,d) = %Z(yz — §)(d; — d) n (1 —y) =

n

ny [No _ nfn—nyy\ _ _
= — [— (1 — yo)] = (I1 — ¥o)
n ln n n
= var(d)(71 — %)
Hinweis: cov(y,d) = £ 3 y;d; — §d und
1 _
- Z yid; = E% md d=2 (warum?)
n < n n

6. Zeigen Sie, dass in einer Regression auf eine Dummy Variable y; = by +bod; +¢;
der Steigungskoeffizient

cov(y,d)
b = = —
2 var(d) Y1 — Yo
Hinweis: 1 — ™ =20 (warum?)

7. Zeigen Sie, dass das Interzept b; berechnet werden kann als

by =y — bad = o

Lésungsskizze:
n n n
by = —go+—u1 — (51 — Jo)—

n n n
(no + 711) _

= Yo

n
= Yo

Deshalb liefert das Interzept b; einer Regression auf eine Dummy Variable y; =
by + bad; + e; den Mittelwert der Referenzkategorie 7, und der Steigungskoeffizient

misst die Differenz der Mittelwerte beider Kategorien (by = §1 — 4).
0
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Partielle Effekte: Den einfachsten Fall haben wir im vorhergehenden Beispiel
bereits diskutiert, eine einfache Regression auf eine Regressionskonstante und eine
Dummy Variable d

@\ = b1 + bgd

die uns im Interzept den Mittelwert der Referenzkategorie (mit d; = 0) und im
Steigungskoeffizienten die Differenz der Mittelwerte beider Kategorien liefert.

Diese Differenz entspricht dem marginalen Effekt bei metrisch skalierten Regresso-
ren, aber da sich Dummy Variablen per Definition nicht infinitesimal &ndern kénnen
ist es kaum angebracht, von einem marginalen Effekt zu sprechen; immerhin kann
es sich dabei um Unterschiede wie z.B. zwischen Mannern und Frauen handeln, eine
partielle Ableitung macht hier wenig Sinn.

Deshalb ist es kliiger die Unterschiede in y fiir die beiden Kategorien zu vergleichen,
und in Analogie zu marginalen Effekt spricht man bei Dummy Variablen héufig von
einem partiellen Effekt: wie grof} ist ceteris paribus der mittlere Unterschied von y
zwischen den beiden Kategorien, z.B. Méannern und Frauen?

Wie wir schon gesehen haben misst der Koeffizient der Dummy Variablen die Diffe-
renz zur ‘Referenzkategorie’ d; = 0

yl(d
yl(

und die Differenz ist der “partielle Effekt”

1) = b +b
0) = b

SN
Il

Wl(d = 1)] = [yl(d = 0)] = by + by — by = b,

Daran andert sich nichts Wesentliches, wenn weitere erkldrende x Variablen als Re-
gressoren bertiicksichtigt werden

2.7.1 Unterschiede im Interzept

Wir erweitern unser Dummy Modell, indem wir zusdtzlich eine metrisch skalierte Va-
riable beriicksichtigen. Dazu kehren wir zu unserem Beispiel mit den Stundenléhnen
zuriick (siehe Tabelle 2.7)) und beriicksichtigen zusétzlich die Bildungszeit in Jahren
(‘Bildg’).

Eine Regression auf die Dummy Variable m (fiir ménnlich) und ‘Bildg’ gibt

StdLL = 5.78 + 2.95m + 0.45 Bildg

(mit R? = 0.87 und n = 12).

Was ist passiert? Plotzlich ist das Interzept deutlich kleiner und die Differenz zwi-
schen den Stundenlohnen von Ménnern und Frauen E)ih grofer (zur Erinnerung,
eine Regression nur auf die Dummy Variable lieferte StdL = 12.5 + 2.5m).

Das nun viel kleinere Interzept ist schnell erklért, es gibt den hypothetischen mitt-

leren Stundenlohn fiir Frauen mit Null Bildungsjahren an; in diesem Datensatz exi-
stiert keine solche Person.
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Aber warum scheinen Méanner nun im Durchschnitt um 2.95 Euro mehr zu verdie-
nen als Frauen? Die Antwort folgt aus der ceteris paribus Bedingung, bei gleicher
Bildung!

Erinnern wir uns an das Kapitel iiber die Nichtberiicksichtigung relevanter Variablen
zuriick. Dort haben wir argumentiert, dass zwischen dem Steigungskoeffizienten eines
‘kurzen’ und ‘langen’ Modells folgende Beziehung besteht:

bg = b2 + b3a2

wobei b% der Koeffizient der Dummy Variable des kurzen Modells StdL = 12.542.5m
ist, und by = 2.95 b3 = 0.45 die obigen Koeffizienten des langen Modells sind.

Im kurzen Modell ‘fehlt’ die Variable Bildung. Diese nichtberiicksichtigte Variable
Bildung regressieren wir in einer Hilfsregression auf die beriicksichtigte Dummy Va-
riable m und erhalten den Steigungskoeffizienteb as

B/ilEg:al—I—agm:w—lm

Diese Hilfsregression sagt uns, dass Frauen (die Referenzkategorie) im Durchschnitt
15 Bildungsjahre aufweisen, und Ménner um ein Jahr weniger (also 14 Bildungsjah-
re).

Wenn wir dies in die Formel fiir die nicht-beriicksichtigte Variable einsetzen erhalten

WIr
2.95 4 0.45 x (—1) = 2.5

Aus der ‘langen’ Regression mit den Bildungsjahren lernen wir also, ein einfacher
Vergleich von Durchschnittszahlen in die Irre fithren kann.

In diesem Beispiel haben Frauen im Durchschnitt ein hoheres Bildungsniveau, und
dieser Unterschied kommt in den einfachen Mittelwerten des ‘kurzen’ Modells nicht
zur Geltung. Das Bildungsniveau ist positiv mit dem Stundenlohn korreliert, ein Teil
der Differenz der Stundenlohne wird durch das hohere Bildungsniveau der Frauen
verschleiert, vgl. Tabelle (Seite [AS).

Bei gleicher Bildung (ceteris paribus) wére die Lohndifferenz mit 2.95 Euro deutlich
grofler als der Unterschied der einfachen Mittelwerte von 2.5 Euro! Abbildung 2.27]
zeigt dies.

Durch diese Spezifikation mit einer einfachen Dummy haben wir zwar zugelassen,
dass sich das Interzept zwischen Méannern und Frauen unterscheiden kann, aber
wir haben a priori unterstellt, dass Bildung fiir Mannern und Frauen die gleichen
Auswirkungen hat, mit jedem zuséitzlichen Bildungsjahr steigt der mittlere Stun-
denlohn fiir Manner und Frauen um 0.45 Euro. Die ist natiirlich eine sehr restriktive
Annahme, die wir aber leicht lockern kénnen.

2.7.2 Unterschiede in der Steigung

Wenn man das Produkt einer Dummy Variable mit einer anderen metrisch skalierten
Variable als zusétzlichen Regressor einfiihrt erlaubt dies unterschiedliche Steigungen
der Regressionsgeraden fiir beide Kategorien.
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Abbildung 2.21: Unterschiede im Interzept; StdL = 5.78 -+ 2.95m + 0.45 Bildg
Der einfache mittlere Lohnunterschied zwischen Ménnern und
Frauen betréagt 2.5 Furo, aber dieser beriicksichtigt nicht, dass
hier die durchschnittliche Bildungsdauer von Frauen 15 Jahre
betrigt, als um ein Jahr mehr als die durchschnittliche Bildungs-
dauer von Méannern (14 Jahre). Der ceteris paribus Unterschied
(d.h. bei gleicher Bildungsdauer) betriagt 2.95 Euro! Man beachte
auch die Bedeutung der angenommenen linearen Funktionsform.
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Dies ist moglich, indem man das Produkt Dummyvariablen als zusétzlichen Regres-
sor einfiihrt. Ein solches Produkt zweier Regressoren wird Interaktionseffekt genannt
und wird uns spéater noch ausfiihrlicher beschéftigen.

Hier geniigt es festzustellen, dass das Produkt zweier Dummyvariablen immer 1 ist,
wenn beide Dummyvariablen den Wert 1 haben, und 0 sonst.

Im Beispiel mit den Stundenléhnen
StdL = by + by Bildg + bs(m x Bildg)

In diesem Fall konnen sich die Steigungen der Regressiongeraden beider Kategorien
unterscheiden, fiir die Kategorie m = 0 ist die Steigung b,, und fiir die Kategorie
m = 1 ist die Steigung by + b3.

@\ = bl—f-bgl'—l—bg(mx.l')

;/g\\(m = 1) = bl + (b2 + bg).’L’
Die Steigungen sind
S — 1 P
oGlm=1) _, .\ Oim=0) _,
ox Ox

Der Koeffizient des Interaktionsterms b3 misst den Unterschied der Steigungen zwi-
schen beiden Kategorien, denn
dyl(m =1) _ dy|(m = 0)
Ox Ox

= b3

Fiir unser Beispiel mit den Stundenlohnen erhalten wir

StdL = 8.27 + 0.29 Bildg + 0.19(m x Bildg),  (R? = 0.83, n = 12)

Demnach wiirde der mittlere Stundenlohn von Frauen (m = 0) mit einem zuséitzli-
chen Bildungsjahr um 0.29 Euro zunehmen, der mittlere Stundenlohn von Ménnern
wiirde mit jedem zusétzlichen Bildungsjahr um 0.29+0.19 = 0.48 Euro steigen. Diese
Spezifikation erlaubt also die Modellierung unterschiedliche Auswirkungen der me-
trisch skalierten Variable auf die beiden der Dummy Variable zugrunde liegenden
Kategorien.

Allerdings impliziert diese Spezifikation fiir beide Kategorien das gleiche Interzept
(siche Abbildung 2.22)), was in den meisten Fillen eine theoretisch nur schwer be-
griindbare Restriktion darstellt. Es ist fast immer kliiger unterschiedliche Ordina-
tenabschnitte und unterschiedliche Steigungen zuzulassen.

2.7.3 Unterschiede im Interzept und Steigung

Wir konnen die Spezifikation leicht verallgemeinern und das Unterschiede im In-
terzept und der Steigung zulassen. Dazu miissen wir nur sowohl eine Dummy als



Angewandte Okonometrie 65

—
ot

Stundenlohn (Euro)
S

ot

0 ) 10 15
Bildung (Jahre)

Abbildung 2.22: Unterschiede in der Steigung;
StdL = 8.27 + 0.29 Bildg + 0.19(m x Bildg)

auch eine Interaktionsvariable zwischen Dummy Variable und metrisch skalierten z
Variable verwenden

Yy = b+ b+ bym+by(m x x)

Z//\| (m = 1) = (b1 + bg) + (b2 + b4).’L’
yllm=0) = by + by

Man beachte, dass man die gleichen Koeffizienten erhélt, wenn man fiir beide Grup-
pen eine eigene Regression rechnen wiirde

fir m=20: @O = a1+ arx
firm=1: 7 = o+

mit ¢; = b; + b3 und 2 = b2+b4

Fiir unser Beispiel mit den Stundenléhnen erhalten wir

StdL = 2.95 + 6.30m + 0.64 Bildg — 0.23(m x Bildg)
(mit R? = 0.89, n = 12); siche Abbildung 223

15 Allerdings werden sich die Standardfehler bei diesen Ansitzen unterscheiden, da das Dummy
Variablen Modell implizit fiir beide Gruppen die gleiche Varianz o (Homoskedastizitit) unterstellt.
Deshalb sollte vor Anwendung des Dummy Variablen Modells getestet werden, ob die Varianzen
tatsdchlich in allen Gruppen gleich sind. Wie das geht erfahren Sie im Kapitel iiber Heteroskeda-
stizitét.
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Abbildung 2.23: Unterschiede im Interzept und Steigung;
StdL = 2.95 + 6.30m + 0.64 Bildg — 0.23(m x Bildg)

Wenn wir getrennte Regressionen fiir Ménner und Frauen rechnen erhalten wir:
Fiir Frauen (m = 0):

StdL = 2.95 + 0.64 Bildg
Fiir Ménner (m = 1):

StdL = 9.25 + 0.41 Bildg

Bitte beachten Sie, dass es sich bei diesem Beispiel um rein hypothetische Zahlen
handelt.

2.7.4 Dummy Variablen fiir mehrere sich nicht iiberlappen-
de Kategorien

Wir haben bereits gesehen, dass das Interzept einer Regression auf eine Dummy
Variable d den Mittelwert der Referenzkategorie (d; = 0) angibt, und der Steigungs-
koeffizient den mittleren Unterschied zwischen den Kategorien misst.

In manchen Féillen werden erklarende Variablen verwendet, die nur eine kleine An-
zahl von Auspriagungen haben, z.B. die Nationalitéit von Touristen (nominalskaliert),
Schulnoten (ordinalskaliert), oder die Anzahl der Kinder einer Frau.

Kehren wir noch einmal zuriick zu dem Beispiel mit Gebrauchtautos, in dem wir den
Preis mit dem Alter der Autos erkldren. Um das Prinzip zu erkldren runden wir das
Alter wieder auf ganze Jahre, die Variable AlterJ hat deshalb nur die Ausprigungen
{0,1,2,3,4,5}.

In Spalte (1) von Tabelle 2.8 werden die Preise auf dieses Alter mit den 6 Aus-
pragungen regressiert. Wie schon frither gezeigt misst das Interzept (= 22709.3)
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den durchschnittlichen Preis von Gebrauchtautos mit einem gerundeten Alter von
Null Jahren, und der Koeffizient des Alters (= —2517.27) misst die durchschnittliche
Abnahme des Preises mit jedem weiteren Jahr. Dies sind die gleichen Grofien, die
wir bereits in Tabelle 23] (Seite 22]) erhalten haben (abgesehen von unterschiedlichen
Rundungen).

Man beachte, dass diese Spezifikation nur eine konstante Abnahme des Preises
zuldsst, d.h. diese Spezifikation erzwingt eine Approximation, der zufolge die Ab-
nahme des Preises im 1. Jahr genau gleich grofl sein muss wie im 5. Jahr. Dies mag
in diesem Fall noch eine annehmbare Approximation darstellen, aber spéatestens im
Falle von nominal- oder ordinalskalierten Variablen macht eine solche Approximati-
on iiberhaupt keinen Sinn mehr.

In solchen Féllen ist es empfehlenswert, fiir jede Auspragung der kategorialen Va-
riable eine eigene Dummy Variable anzulegen, eine davon als Referenzkategorie zu
wéhlen, und alle anderen Dummy Variablen als Regressoren zu verwenden.

Im Beispiel mit den Gebrauchtautos bilden wéhlen wir z.B. Autos mit einem Alter
von Null Jahren (d.h. AlterJ = 0, als Referenzkategorie, und legen fiir alle anderen
Altersstufen eine eigene Dummy Variable an.

Spalte (2) von Tabelle 2.8 zeigt das Ergebnis der Regression. Wie erwartet gibt das
Interzept (= 23566.67) den Durchschnittspreis von Autos mit AlterJ = 0 an, und
die Koeffizienten der Dummy Variablen messen den durchschnittlichen Unterschied
im Preis zu dieser Referenzkategorie. Autos mit einem Alter von vier Jahren sind
im Durchschnitt also um 11 163,81 Euro billiger als Autos mit dem Alter von Null
Jahren. Man beachte, dass diese Spezifikation keine konstante Abnahme des Preises
‘erzwingt’, sondern von Jahr zu Jahr unterschiedliche Abnahmen des Preises zulésst.

Vergleichen Sie dies wieder mit Tabelle 2.3] (Seite 22)); die Koeffizienten der Dummy
Variablen messen den Unterschied im mittleren Preis zur Referenzkategorie AlterJ =
0.

Spalte (3) von Tabelle 28 zeigt schliefllich das Ergebnis einer Regression, in der kein
Interzept beriicksichtigt wird, dafiir aber alle sechs Dummy Variablen fiir das Alter.
Wie erwartet messen die Koeffizienten der Dummy Variablen in diesem Fall einfach
das durchschnittliche Alter der Autos mit dem betreffenden Alter, wie wieder ein
Vergleich mit Tabelle 23] (Seite B2) zeigt. Man beachte, dass das R? der Gleichung
in Spalte (3) nicht wie iiblich interpretiert werden darf, weil diese Regression kein
Interzept enthalt!

Hinweis: Tabelle 2.8 wurde mit folgenden R-Code erzeugt:

# Autopreise, Alter auf Jahre gerundet

remove (list=1s())

d <- read.csv2("http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv")
attach(d)

AlterJ <- round(Alter,O)

AlterF <- as.factor(Alter))

eql <- 1lm(Preis ~ AlterlJ) # diskretes Alter

eq2 <- 1lm(Preis ~ AlterF) # Dummies (Faktoren)

eq3 <- 1lm(Preis ~ AlterF - 1) # Dummies ohne Interzept
library(stargazer)

stargazer(eql,eq2,eq3, digits=2,intercept.bottom=FALSE,star.char="")
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Tabelle 2.8: Drei verschiedene Spezifikationen fiir die Preise von Gebrauchtautos,
Alter gerundet auf ganze Jahre. Vergleiche die Ergebnisse mit Tabelle

2.3 (Seite 22)).
Abhdingige Variable: Preis

(1) (2) (3)
Interzept 22709.30 23 566.67
AlterJ (Jahre) —2517.27
AlterJ=0 23566.67
AlterJ=1 —4158.10  19408.57
AlterJ= 2 —5870.83  17695.83
AlterJ= 3 —7785.42  15781.25
AlterJ= 4 —11163.81  12402.86
AlterJ=5 —13666.67  9900.00
n 40 40 40
R? 0.82 0.84 [0.99]

In Stata erhélt man einen vergleichbaren Output mit4

clear all

insheet using http://www.hsto.info/econometrics/data/auto40.csv, ///
delimiter(";")

destring alter, dpcomma replace

gen AlterJ = round(alter)

**% siehe http://repec.org/bocode/e/estout/index.html
***x ssc install estout, replace

eststo: regress preis AlterlJ

eststo: regress preis i.AlterJ // mit Dummies
eststo: regress preis i.AlterJ, nocons

esttab

O

2.7.5 Eine Anwendung fiir Panel Daten: Das LSDV und ‘Fi-

xed Effects’ Modell

Das bisherige Wissen gestattet uns bereits Einsichten in eines der wichtigsten Mo-
delle der angewandten Okonometrie, in das ‘Fized Effects” Modell fiir Panel Daten.

16 Allerdings wird in Stata bei der Regression ohne Interzept (Option nocons) die erste Kategorie
unterdriickt.
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Héufig beobachten wir mehrere Individuen (Lénder, Firmen, Personen, ...) {iber
mehrere Zeitperioden, z.B. das BIP aller OECD Lénder von 2005 — 2016, die Brut-
tolohne aller Beschéftigten einer Firma {iber die letzten vier Jahre, mittlere Tages-
Temperatur an verschiedenen Messstationen iiber die letzten 200 Jahre.

Wenn die Daten zwei Dimensionen haben (z.B. Lander und Zeitperioden) benttigen
wir zwei Indizes (‘Identifier’) um eine Beobachtung zu identifizieren; y;; bezeichnet
z.B. den Wert von y fiir Individuum ¢ in Periode ¢, wobei ¢+ = 1,...,n iiber die
Individuen und ¢t = 1,...,T {iber die Zeit lduft.

Diese zweidimensionale Datenstruktur (Individuen und Zeit) ermoglicht verschiede-
ne Auswertungen. Man konnte z.B. fiir jedes einzelne Individuum eine Regression
iiber die Zeit rechnen, aber in den meisten Fillen wére dies wenig hilfreich, z.B.
wenn wir Daten fiir mehrere tausend Individuen haben. Genauso konnten wir fiir je-
de Periode eine Querschittsregression rechnen, aber auch diese Information ist selten
von Interesse.

Eine dritte Moglichkeit wére von allen Variablen die Durchschnitte iiber die Zeit zu
bilden, und iiber diese Durchschnittswerte eine Querschnittsregression zu rechnen.
Wenn wir den Durchschnitte iiber die Zeit mit y;, = 1/T Zthl Yi¢ notieren erhalten
wir das so genannte ‘between’ Modell (deshalb der hochgestellte Index b)

i = b + Wbz + €

Die Bezeichnung ‘between’ Modell kommt daher, weil nur die Heterogenitét zwischen
den Individuen modelliert wird, die Streuung iiber die Zeit ‘innerhalb’ der Individuen
bleibt unberiicksichtigt.

Eine alternative Losung mit maximaler Informationsverdichtung wiére, einfach eine
Regression iiber alle Beobachtungen zu rechnen

Yit = U] + Vhay + e

Dieses Modell impliziert, dass die Koeffizienten 0 bzw. v} fiir alle Lander und Zeit-
perioden den gleichen Wert haben und wird auch gepooltes Modell genannt (deshalb
der hochgestellte Index p).

Dieses gepoolte Modell kann mit OLS geschétzt werden, indem die Daten entspre-
chend angeordnet werden: man ‘stapelt’ einfach die Beobachtungen fiir die einzelnen
Individuen iibereinander (engl. ‘stack’)

Das ‘stacked model’ fiir 3 Individuen und 4 Zeitperioden wiirde in Vektorschreibweise

"Diese Anordnung der Daten muss natiirlich nicht manuell erfolgen, aller Programme verfiigen
iiber spezielle Befehle fiir die Umorganisation der Daten. In Stata gibt es dafiir die Befehle xtset
und reshape; fiir R existieren zwei Packages reshape und reshape?2, mit den sehr flexiblen Befehlen
melt und dcast, fiir Paneldaten wird das Package plm verwendet. Die entsprechenden Befehle fiir
EViews sind pagestack, pageunstack und pagestruct.
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folgendermaflen aussehen (i =1,...,3,t=1,...,4)

Y11 1 x11 el
Y12 1 T12 €12
Y13 1 T13 €13
Y14 1 T14 €14
Y21 1 T21 €21
Y | 1 A N
Yo3 1 T23 €23
Y24 1 T4 €24
Y31 1 31 €31
Y32 1 32 €32
Y33 1 I33 €33
Y34 1 T34 €34

Die Annahme, dass die Koeffizienten fiir alle Individuen und Perioden gleich sind,
ist natiirlich ziemlich restriktiv.

Ein etwas allgemeineres und flexibleres Modell konnte individuenspezifische Inter-
zepte zulassen, aber fiir alle Lander den gleichen Steigungskoeffizienten unterstellen.
Dies kann einfach mit Hilfe entsprechender Dummy Variablen bewerkstelligt werden.
Wir wiirden z.B. das folgende Modell schétzen

Y11 1 0 0 1 e
Y12 1 0 0 T12 €12
Y13 1 0 0 T13 €13
Y14 1 0 0 T14 €14
Y21 1 1 0 T21 €21
Y22 1 1 0 T2 €22
s | = by 1 + by 1 + b3 0 + by s + ers
Y24 1 1 0 T4 €24
Y31 1 0 1 31 €31
Y32 1 0 1 32 €32
Y33 1 0 1 33 €33
Y34 1 0 1 T34 €34

wobei das erste Individuum als Referenzkategorie dient.

Dieses Modell wird auch ‘Least Squares Dummy Variable’ (LSDV) Modell genannt
und wird iiblicherweise kiirzer als

Yir = by + a; + by + ey

notiert, wobei die a; symbolisch fiir die Individueneffekte stehen (z.B. Landereffekte),
also die Individuen-Dummies symbolisieren.

Stellen Sie sich vor, Sie mochten dieses Modell fiir ein Panel mit mehreren tausend
Individuen schétzen, dann wiirden Sie mehrere tausend Dummy Variablen benoti-
gen. Dies wiirde sogar die Rechenleistung moderner Computer herausfordern.

Gliicklicherweise gibt es eine elegante Alternative. Erinnern wir uns an das FWL
Theorem, wir kénnen den linearen Einfluss von Variablen ‘eliminieren’, indem wir
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in einem ersten Schritt Hilfsregressionen rechnen, und anschliefend die Residuen
dieser Hilfsregressionen verwenden.

Wir konnten also in einem ersten Schritt die y und x auf die Dummy Variablen
regressieren, und dann die Residuen dieser Hilfsregressionen verwenden, um den
interessierenden Steigungskoeffizienten b, zu berechnen.

Damit scheint im ersten Moment nicht viel gewonnen, fiir die Hilfsregressionen
benotigen wir weiterhin alle Dummy Variablen. Aber iiberlegen wir, was wir aus ei-
ner Regression nur auf Dummy Variablen erhalten, genau, die gruppenspezifischen
Mittelwerte (z.B. Mittelwerte von Frauen und Mé#nnern, ldnderspezifische Mittel-
werte, etc.)! Und die Residuen der Hilfsregressionen sind einfach die Abweichungen
von diesen gruppenspezifischen Mittelwerten.

Es geniigt also, fiir jedes Individuum und fiie alle Variablen die Gruppen-Mittelwerte
iiber die Zeit zu bilden, und die individuenspezifischen Abweichungen von diesen
Gruppen-Mittelwerten zu berechnen. Eine solche individuenspezifische Mittelwert-
transformation kann von Computern sehr effizient und schnell durchgefiihrt werden.

Anstatt eine Regression mit potentiell mehreren tausend Dummy Variablen zu be-
rechnen geniigt es also eine individuenspezifische Mittelwerttransformation durch-
zufiithren, und eine einfache OLS Regression auf die derart transformierten Daten
zu rechnen

(Yit — Yi.) = ba(zie — 7i.) + (eir — &)
wobei ¢;., Z;. und e;. Gruppen-Mittelwerte sind.

Das nach dieser Methode geschétzte Modell wird ‘fized effects model’ genannt (die
Individueneffekte, z.B. Landereffekte, dndern sich nicht iiber die Zeit, sind also ‘fi-
zed’).

Aufgrund des FWL Theorems fiihrt diese Methode numerisch natiirlich zu exakt
den gleichen Schitzungen fiir die Steigungskoeffizienten wie das LSDV Modell, ist
aber viel einfacher zu berechnen[

Aus diesem Grund koénnen wir die Koeffizienten des ‘fized effects’” Modells gleich
interpretieren wie die Koeffizienten eines Dummy Variablen Modells (LSDV).

Man verliert bei dieser “fized effects Methode zwar die Individueneffekte a; (d.h. die
Koeffizienten der Individuendummies), aber diese sind ohnehin selten von Interes-

se[]

Da dieses Modell nur die Streuung iiber die Zeit ‘“nnerhalb’ der Individuen bertick-
sichtigt, wird das ‘fized effects” Modell auch ‘within’ Modell genannt.

Der besondere Reiz des ‘fived effects’ Modells liegt darin, dass die Individueneffekte
(bzw. die Dummies fiir die Individuen) fiir alles kontrollieren, was sich nicht iiber
die Zeit dndert, d.h. fiir alle zeitinvarianten Effekte (wie z.B. Geschlecht, koloniale
Vergangenheit, ... ).

18Vorsicht, dies gilt nur fiir die Steigungskoeffizienten und Residuen, die Standardfehler wer-
den sich bei diesen Methoden unterscheiden, weil das ‘fized effects model’ nicht den Verlust von
Freiheitsgraden bei der individuenspezifischen Mittelwerttransformation beriicksichtigt. Alle Com-
puterprogramme, die ‘fized effects’ Modelle unterstiitzen, beriicksichtigen dies und geben die kor-
rekten Standardfehler aus.

19 AuBerdem konnten die Individueneffekte einfach aus den Daten berechnet werden, a;. = 7;. —
baT;..
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Die Individuen-Dummies ‘schlucken’ gewissermaflen alles was zeitinvariant ist, egal
ob wir es beobachten koénnen oder nicht, oder ob wir uns dafiir interessieren oder
nicht. Das hat zur Folge, dass wir mit Hilfe des ‘fized effects’ Modells keine partiellen
Effekte von zeitinvarianten Variablen berechnen kénnen!

Rein technisch wird dies schon daraus ersichtlich, dass individuenspezifische Mit-
telwerttransformationen fiir zeitinvariante Variablen immer den Wert Null liefern.
Viele Computerprogramme unterdriicken solche Variablen automatisch, andere Pro-
gramme brechen mit einer Fehlermeldung ab.

Nehmen wir zum Beispiel an, wir hiatten Paneldaten mit Stundenléhnen, abgeschlos-
senem Bildungsniveau, Berufserfahrung und Geschlecht von von vielen Personen
iiber viele Jahre.

Wenn wir ein ‘fized effects” Modell schétzen kontrollieren die (impliziten) Personen-
Dummies zwar fiir alle individuenspezifischen Effekte, also z.B. auch fiir die unbe-
obachtbare ‘emotionale Intelligenz’ (wenn sich diese nicht im Zeitablauf &dndert!),
aber da zugleich auch das Geschlecht und die abgeschlossene Bildung zeitinvariant
sind, konnen wir deren Einfluss ebenfalls nicht messen, sie ‘stecken’ gewissermaflen
alle gemeinsam in den Individuen-Dummies. Wenn obendrein die Berufserfahrung
fiir alle Personen jedes Jahr um ein Jahr zunimmt verlieren wir die ‘between’ Infor-
mation, es bleibt lediglich ein ‘within’ Trend erhalten, der ebenso die Auswirkungen
der Inflation und &dhnliches messen konnte.

Dies ist natiirlich ein extremes Beispiel, wenn wir uns fiir Variablen mit Zeitvariation
interessieren ist das ‘fized effects’ Modell d&uflerst méchtig, da es automatisch fiir alle
zeitinvarianten Effekte kontrolliert, egal ob diese beobachtet werden oder nicht.

2.7.6 Dummy Variablen fiir mehrere sich iiberlappende Ka-
tegorien

Im vorhergehenden Abschnitt Kategorien untersuchten wir sich gegenseitig aus-
schlieBende Kategorien, jede Beobachtung war in genau einer Kategorie; ein Auto
kann z.B. nicht gleichzeitig zwei und vier Jahre alt sein. Aus diesem Grund waren
die entsprechenden Dummy Variablen unkorreliert.

Nun sehen wir uns Félle an, die sich gegenseitig nicht ausschlielen, z.B. kann eine
Person weiblich sein und als weiteres Merkmal verheiratet oder nicht verheiratet
sein.

Kehren wir nochmals zuriick zum Beispiel mit den Stundenlohnen, siehe 2.7 (Sei-
te BO). Wie erwartet liefert eine Regression auf die Dummy Variable v; = 1 fiir
verheiratet und Null sonst als Interzept den mittleren Stundenlohn der Referenzka-
tegorie, d.h. Unverheirateter, und der Steigungskoeffizient zeigt, dass Verheiratete
durchschnittlich um 0.6 Euro mehr verdienen,

StdL; = 13.4 + 0.6v;

Man konnte vielleicht vermuten, dass eine Regression auf beide Dummy Variablen
(m; = 1 fiir médnnlich und Null sonst, und v; = 1 fiir verheiratet und Null sonst)
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die beiden Abweichungen von der Referenzkategorie (m; = 0 und v; = 0, also eine
unverheiratete Frau) misst, aber dem ist nicht so, wie das Ergebnis zeigt

Stdl; = 12.41 + 2.47m; + 0.18v;

Was ist passiert? Wir haben ganz einfach einen Denkfehler gemacht, denn die beiden
Dummy Variablen definieren vier Kategorien, nicht zwei! Die folgende Tabelle zeigt
die vier Kategorien und die jeweiligen Mittelwerte von StdL fiir dieses Beispiel

ménnlich

ja (1) | nein (0)
Ver- ja (1) 15.5 12
heiratet | nein (0) | 14 13

Wenn wir nur auf die zwei Kategorien m und v schétzen wir ein zu kurzes Modell,
und es tritt wieder das Problem der Nichtberiicksichtigung relevanter Variablen auf.

Nur wenn wir ein Modell wéahlen, das alle méglichen Kategorien beriicksichtigt,
erhalten wir als Koeffizienten die Mittelwerte der jeweiligen Kategorien.

Ein solches Modell wird gesdttigt ( ‘saturated’) genannt, und nur fiir solche geséttig-
ten Dummy Variablen Modelle gilt, dass das Interzept den Mittelwert der Referenz-
kategorie misst, und die Koeffizienten der Dummy Variablen die entsprechenden
durchschnittlichen Abweichungen der jeweiligen Kategorie von der Referenzkatego-
rie.

Die einfachste Moglichkeit ein solches Modell zu schétzen besteht darin, fiir alle Ka-
tergorien mit Ausnahme der gewéhlten Referenzkategorie eine Dummy Variable zu
generieren. Wenn wir z.B. unverheiratete Manner (m = 1 und v = 0) als Referenz-
kategorie wahlen erzeugen wir eine Dummy Variable muv fiir ménnlich verheiratet,
mit mv = m X v, fiir weiblich unverheiratet wu = w x (1 — v), und fiir weiblich
verheiratet wv = (1 —m) x v. Die Regression liefert

StdL = 14.0 + 1.5mv — 1.0 wu — 2.0 wo

Damit erhalten wir das erwartete Ergebnis, der Durchschnitts-Stundenlohn unver-
heirateter Méanner betrdgt 14 Euro, verheiratete Manner verdienen im Durchschnitt
1.5 Euro mehr, unverheiratete Frauen verdienen durchschnittlich um einen Euro
weniger als unverheiratete Manner, und verheiratete Frauen um zwei Euro weniger.

Diese Parametrisierung liefert direkt einen sehr einfach zu interpretierenden Output.
In der Literatur findet man hingegen hiufig eine alternative Parametrisierung, die
exakt das selbe Ergebnis in einer andern Darstellung liefert, ndmlich eine Regression
auf beide Dummy Variablen und auf den Interaktionseffekt (d.h. das Produkt) der
beiden Dummy Variablen

StdL = 13.0 + 1.0m — 1.0v + 2.5 (m x v)

Wir konnen uns die Dummy Variablen hier gewissermafien als ‘Ein-Aus-Schalter’
vorstellen, falls die Dummy Variable den Wert Eins hat wird der Koeffizient ‘einge-
schaltet’, sonst ‘ausgeschaltet’, und der Interaktionseffekt ist nur 1 (‘eingeschaltet’),
wenn beide Dummy Variablen den Wert 1 haben.

Wir konnen die Fille einfach durchgehen:
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1. Weiblich unverheiratet: (Referenzkategorie)
StdL|(m = 0,0 = 0) = 13.0+ 1.0 x 0 — 1.0 x 0 + 2.5(0 x 0) = 13

2. Weiblich verheiratet:

StdL|(m = 0,0 =1) =13.0+ 1.0 x 0 — 1.0 x 1 +2.5(0 x 1) = 12

3. Mannlich unverheiratet:

StdL|(m = 1,0 =0) =13.0+ 1.0 x 1 — 1.0 x 0+ 2.5(1 x 0) = 14

4. Mannlich verheiratet:

StdL|(m = 1L,v=1)=13.0+ 10 x 1 — 1.0 x 1 + 2.5(1 x 1) = 15.5

Wie man sich leicht iiberzeugen kann liefert diese Parametrisierung exakt das gleiche
Ergebnis in einer etwas anderen Darstellung, durch die Beriicksichtigung des Inter-
aktionseffekts ist das Modell wieder gesattigt, deshalb spielt es formal keine Rolle,
welche dieser Parametrisierungen man wihlt, es ist eher eine Frage der Zweckméfig-
keit.

2.7.7 Eine Anwendung fiir Interaktionseffekte: Das
‘Difference-in-Difference’ Modell

Stellen Sie sich vor, in einer Stadt wurde eine neue Umfahrungsstrasse gebaut, und
Sie werden beauftragt zu schétzen, welche Auswirkungen dies auf die Immobilien-
preise in der betroffenen Region hatte.

Dieser Auftrag stellt Sie vor eine typische “Was-wére-wenn” Frage, denn wenn die
Strafle gebaut wurde fehlt das Kontrafaktum (engl. counterfactual; wie wéren die
Preise, wenn die Strale nicht gebaut worden wiére).

Angenommen Sie hiatten Daten iiber die Grundstiickpreise vor dem Bau der Umfah-
rungsstrasse. In diesem Fall konnten Sie einfach den Mittelwert der Grundstiickpreise
vor dem Bau der Umfahrungsstrasse mit den Grundstiickpreisen nach dem Bau der
Umfahrungsstrasse vergleichen.

Allerdings ist ein solcher Vergleich schwierig, denn wenn sich wiahrend des Baus der
Umfahrungsstrasse die Immobilienpreise generell verdndert haben, wiirde man diese
Preisdnderung falschlich der Umfahrungsstrasse zuschreiben.

In diesem Fall kénnte man die Preise vor und nach dem Bau der Umfahrungsstrasse
mit den Grundstiickpreisen einer nicht betroffenen Region der Stadt vergleichen, und
genau dies ist das Grundprinzip des “Difference-in-Difference” Ansatzes.

Da diese Art von Analysen frither hauptséchlich in der Medizin angewandt wurden,
haben sich in der Literatur die medizinische Terminologie eingebiirgert. Man nennt
eine Gruppe, der einer Behandlung zuteil wurde (bzw. die von einer Verdnderung
betroffen wurde), ‘Treatment Group’, und die Kontrollgruppe wenig tiberraschend
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‘Control Group’. Um nicht in einer babylonischer Sprachverwirrung zu enden be-
zeichnen wir die Periode vor und nach der Verdnderung (‘Treatment’) mit ‘Before’
und ‘After’.

Woher die Bezeichnung ‘Difference-in-Difference’ kommt wird unmittelbar klar,
wenn wir zum Beispiel zuriickkehren. Wir bezeichnen den Mittelwert der
Grundstiickpreise der ‘Treatment Group’ (d.h. der Gruppe, die vom Bau betroffen
war) vor dem Bau der Umfahrungsstrasse mit 75, den Mittelwert der ‘Treatment
Group’ nach dem Bau der Umfahrungsstrasse mit T4, und die Mittelwerte der Preise
der Kontrollgruppe mit C'g bzw. C4, also

Treatment Group | Control Group

Before Tg Cg
After Ts Cy

Um die vom Bau der Umfahrungsstrasse ‘verursachte’ Preisinderung abzuschétzen
konnen wir einfach die ‘Differenz der Differenz’ der Mittelwerte bilden, also

“Difference-in-Difference” = (Ty — Tg) — (Ca — Cp)

Damit haben wir unser Problem aber erst fast gelost, denn wir werden kaum
geniigend wergleichbare Immobilienpreise in den Gruppen finden. Immobilien un-
terscheiden sich in Bezug auf Grofle, Lage, Ausstattung usw., so dass ein Vergleich
schwierig ist.

Gliicklicherweise lédsst sich dieser “Difference-in-Difference” Ansatz sehr einfach
in ein Regressionsmodell iiberfithren, und eine Regression erlaubt bekanntlich die
Berticksichtigung mehrerer erkldrender x Variablen (wie z.B. Grofle, Lage, Ausstat-
tung).

Konkret kénnen wir folgende Regressionsgleichung schétzen

y; = by + botreat + bgafter + by(treat x after) + bsx; + €;

mit den Dummies

1 wenn in ‘Treatment Group’, 0 vor ‘Treatment’,
treat = after =

0 wenn in ‘Control Group’. 1 mnach ‘Treatment’.

und einer (oder mehreren) erklirenden Variablen z.

In der folgenden Tabelle kann man einfach erkennen, dass der Koeffizient des In-
teraktionsterms zwischen der Treatment- und After-Dummy genau der Difference-in
Difference Schétzer ist.

Treatment Group Control Group | Difference
Before by + by + bsx b1 + bsx bo
After by 4+ by 4+ b3 + by +bsz | by + b3 + bsx by + by
Difference bs + by b3 by

In Abbildung 2.24] wird dies grafisch gezeigt.
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Abbildung 2.24: Difference-in-Difference, der Treatment-Effekt wird durch den
Koeffizienten des Interaktionsterms b, gemessen;
U; = by + botreat + bzafter + by(treat x after)

Tabelle 2.9: Durchschnittliche Beschéftigtenzahl in Fastfood Restaurants vor und
nach Einfiihrung eines Mindestlohns am 1. April 1992 in New Jersey
(NJ). Das benachbarte Pennsylvania (PA) dient als Kontrollgruppe.
Siehe |(Card and Krueger (1994).

State
PA NJ Diff.
Feb 23.33 20.44 —2.89
Nov 21.17 21.03 -—-0.14
Diff. 2.17 —-0.59 2.75

Beispiel Das klassische Beispiel fiir eine Anwendung des Difference-in-Difference
Modells in den Wirtschaftswissenschaften ist eine Studie zu den Auswirkungen einer
Erhéhung des Mindestlohnes von [Card and Krueger (1994).

Am 1. April 1992 erhohte New Jersey (NJ) den Mindestlohn von US$4.25 auf
US$5.05. Card and Krueger (1994) erhoben in einer Telefonumfrage bei 320 Fastfood
Restaurants in New Jersey und als Kontrollgruppe bei 77 Fastfood Restaurants im
benachbarten Pennsylvania die Beschéftigtenzahl. Jede Firma wurde zweimal be-
fragt, einmal vor (Feb) und einmal nach (Nov) Einfiihrung des Mindestlohnes. Fast-
food Restaurants wurden gewéhlt, weil dort der Anteil niedrig bezahlter Beschéftig-
ter besonders hoch ist.

Um den Beschiéftigteneffekt der Erhchung des Mindestlohnes zu ermitteln fithrten
sie eine “Difference-in-Difference” Analyse durch. Die einfachen Mittelwerte und
deren Differenzen finden Sie in Tabelle 2.91
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Zur Uberraschung vieler Okonomen beschéftigten die Fastfood Restaurants in der
Treatment Gruppe (New Jersey) nach Erhohung des Mindestlohnes relativ mehr
Personen als in der Kontrollgruppe Pennsylvania.

Wie vorhin gezeigt kann man diese Ergebnis man auch einfach mit Hilfe einer Re-
gression auf die Dummies NJ (= Treatment Gruppe) und Nov (= After) sowie deren
Interaktion erhalten (Empl bezeichnet die Beschiiftigtenzahlen).

Empl = 23.331 — 2.892NJ — 2166 Nov + 2.754 NJ*Nov
(1.072)™" (1.194)" (1.516) (1.688)

R? =0.007, s=9.406, F-Stat= 1964, n =794
(Standardfehler in Klammern)

Der interessierende Beschéaftigungseffekt ist der Koeffizient der Interaktionsvariable
NJ*Nov. Wie man sieht ist dieser Koeffizient nicht signifikant von Null verschieden,
und das Bestimmtheitsmaf ist etwas klein.

Allerdings schéitzten (Card and Kruegen (1994) nicht dieses Modell, sondern ver-
wendeten anstelle der NJ Dummy firmen-fixe Effekte. Die Verwendung firmen-fixer
Effekte entspricht der Beriicksichtigung von Firmen-Dummies (jede Firma wurde
zweimal befragt, und alle bis auf eine Referenz-Firma erhalten eine Dummy). Da-
mit erhielten sie folgendes Ergebnis

Empl = 21.060 — 2283 Nov + 2.750 NJ*Nov + a;
(0.321)™" (1.036)" (1.154)"

R?=0.782, s=—6.341, F-Stat=3.331, n =794
(Firmen-fixe Effekte a;, Standardfehler in Klammern)

Mit dieser Spezifikation ist der Koeffizient des Treatment Effekts positiv und auf dem
5% Niveau signifikant von Null verschieden, was dahingehend interpretiert wurde,
dass die Erhchung des Mindestlohnes positive Beschéaftigungseffekte hatte.

Dieses Ergebnis wird bis heute sehr kontrovers diskutiert, siche z.B. INZZ vom 23.
April 2014. Eine ausfiihrlichere Diskussion des ‘Difference-in-Difference’ Ansatzes
sowie dieses Beispiels finden Sie auch bei |Angrist and Pischke (2008, 228).

Das folgende kleine Stata Programm ladt die Daten und schétzt beide Modelle.

clear all
insheet using "http://www.uibk.ac.at/econometrics/data/cardkrueger94.csv", ///
delim(";")

xtset firm nov
generate nov_nj = nov * nj
xtreg emp nov nov_nj

Ubung: In den Daten finden Sie auch den Lohn (wage). Uberpriifen Sie mit Hilfe
einer ‘Difference-in-Difference’ Analyse, wie sich die Erhohung des Mindestlohnes
von US$4.25 auf US$5.05 auf die durchschnittliche Lohnhohe auswirkte.


http://www.nzz.ch/wirtschaft/wirtschafts-und-finanzportal/zweifelhafter-ruhm-einer-bahnbrechenden-studie-aus-den-usa-1.18288393
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Probleme: Wir werden Difference-in-Difference Modelle spéater noch ausfiihrlicher
diskutieren, hier sei nur vorausgeschickt, dass das Difference-in-Difference Modell
richtig angewandt Kausalaussagen ermdglicht.

Die Qualitdt der Aussagen héngt allerdings wesentlich davon ab, wie gut die
Kontrollgruppe gewéhlt wurde, bzw., inwieweit die gewdhlte Vergleichsgruppe
iiberhaupt eine Kontrollgruppe ist. Diese Methode unterstellt, dass die zeitlichen
Verdnderungen in Treatment- und Kontrollgruppe ohne Treatment identisch gewe-
sen waren, und dies ist natiirlich schwierig zu zeigen.

Weitere Problem konnen z.B. auftreten, wenn diese Methode mit Paneldaten an-
gewandt wird, und die Daten autokorreliert sind, fiir eine Diskussion siehe z.B.
Bertrand et all (2004).

2.7.8 Alternative Kodierungen”

Die in der Okonometrie gebréuchlichste Form der Modellierung einer kategorialen
Variable mit m verschiedenen Ausprigungen ist, m —1 Dummy Variablen anzulegen
und diese in einer Regressionsgleichung aufzunehmen. Bei dieser ‘Dummy Kodierung’
misst das Interzept den Mittelwert der (‘weggelassenen’) Referenzkategorie, und der
Koeffizient einer Dummy Variable j (mit j = 1,...,m — 1) misst den ceteris paribus
Unterschied zwischen den Mittelwerten der Kategorie j und der Referenzkategorie.

Neben dieser einfachen Dummy Kodierung gibt es noch weitere Mdéglichkeiten zur
Modellierung von Dummy Variablen. Eine &hnlich einfache Methode ist die ‘Effekt-
kodierung’. Dabei misst das Interzept den Mittelwert iiber alle m Kategorien (‘grand
mean’), und der Koeffizient einer Dummy Variable den Unterschied zu diesem ‘grand
mean’. Jede Kategorie 7 wird also nicht mehr mit der Referenzkategorie verglichen,
sondern mit dem Mittelwert iiber die gesamte Stichprobe.

Wenn die Kategorien unterschiedlich grof3 sind unterscheidet man weiters zwischen
einer ungewichteten und gewichtetet Effektkodierung, je nachdem ob die relativen
Héufigkeiten beriicksichtigt werden oder nicht.

Dummies fiir die ungewichtete Effektkodierung erhélt man mit
1 fiir Kategorie 7;

=< —1 fiir Referenzkategorie;
0 sonst.

E-ungew
Dj

Bei der gewichteten Effektkodierung werden die Dummies dhnlich gebildet, nur fiir
die Referenzkategorie werden

1 fiir Kategorie j;
DEew — 0 I fiir Referenzkategorie;
J nR
0 sonst.

wobei n; die Anzahl der Fille in Kategorie j und ng die Anzahl der Falle in der
Referenzkategorie bezeichnet.
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Beispiel Werte von y mit Zuordnung zu vier Kategorien:

Kat.1 Kat.2 Kat.3 Kat4

3 10 2 2
1 6 3 4
2 3 -3
2 4
Mittelwert 2 8 3 1

79

Gewichteter Mittelwert (‘grand mean’): 3; Ungewichteter Mittelwert: 3.5

Datentabelle mit Dummies: Referenzkategorie 1; D2 — D4 ...

Dummykodierung,

DEU2 - DEU4 ... Effektkodierung ungewichtet, DEG2 - DEGA4 ... Effektkodierung

gewichtet.
y Kategorie D2 D3 D4 DEU2 DEU3 DEU4 DEG2 DEG3 DEG4
3 1 0O 0 0 -1 -1 -1 =05 -1 —-0.75
1 1 0O 0 0 -1 —1 -1 =05 -1 —0.75
2 1 0O 0 0 -1 —1 -1 =05 -1 —0.75
2 1 0O 0 0 -1 —1 -1 =05 -1 —0.75
10 2 10 0 1 0 0 1 0 0
6 2 10 0 1 0 0 1 0 0
2 3 o 1 0 0 1 0 0 1 0
3 3 0O 1 0 0 1 0 0 1 0
3 3 0O 1 0 0 1 0 0 1 0
4 3 o 1 0 0 1 0 0 1 0
2 4 0 0 1 0 0 1 0 0 1
4 4 0 0 1 0 0 1 0 0 1
-3 4 0o 0 1 0 0 1 0 0 1
Dummy Kodierung:
y = 2.00 + 6.00D2 + 1.00D3 - 1.00D4
(1.027)" (1.78)"" (1.453) (1.569)

R?=0.635 s=2055 F-Stat=5211, n=13

(Standardfehler in Klammern)

Effektkodierung, ungewichtet:

y = 3.50 + 450 DEU2 — 0.50 DEU3 —
(0.593)"" (1.186)™" (0.938)

R?=0.635, s=2055 F-Stat=5211, n=13

(Standardfehler in Klammern)

Effektkodierung, gewichtet:

2.50 DEU4

(1.027)™
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y = 3.00 + 5.00DEG2 + 0.00 DEG3 — 2.00 DEG4
(0.57)"" (1.337)" (0.855) (1.04)"

R2 = 0635 s=2055 F-Stat=5211, n—13
(Standardfehler in Klammern)

Welche Kodierung sinnvoll ist hdngt im wesentlichen davon ab, welcher Vergleich
im jeweiligen Zusammenhang sinnvoller ist, rein statistisch sind diese Kodierungen
gleichwertig. Wie man auch am Beispiel sieht, unterscheiden sich die R? nicht zwi-
schen den verschiedenen Kodierungen.

2.7.9 Stiickweise lineare Funktionen”

Stiickweise lineare Funktionen (piecewise linear functions) sind der einfachste Fall
von Spline FunktionenPd

Die Idee kann am einfachsten anhand eines Beispiels erldutert werden. Angenom-
men, das Steuersystem eines Landes kennt zwei Schwellenwerte z*! und z*? beim
Einkommen, ab denen unterschiedliche marginale Steuersitze angewandt werden.
Mochte man die Steuereinnahmen y in Abhéngigkeit vom Einkommen x schétzen,
so konnte man fiir jeden der Einkommensbereiche eine eigene Regression schétzen:

a; + ar, wenn z < z*l;
glr =1 by +bx, wenn z >z und z <z (2.17)
¢y +cyr, wenn x > x*?

Die Schwellenwerte (tresholds) z*' und 2** werden auch Knoten (knots) genannt.

Anstelle dreier einzelner Gleichungen kann alternativ auch eine Gleichung mit Dum-
my Variablen und Interaktionstermen geschétzt werden.

Dazu definieren wir zwei Dummy Variablen

D, =1 wennz>2* und0 sonst;

Dy =1 wenn z>2** und 0 sonst;

Die folgende schétzbare Gleichung mit den zwei Dummyvariablen und Interaktions-
termen stellt eine alternative Spezifikation zu den den drei obigen Einzelregressionen
dar, aus der exakt die gleichen Koeffizienten berechnet werden kénnen

y=a1 + asx + by Dy + boDix + ¢1 Dy + coDox + € (2.18)

Allerdings stellt dabei nichts sicher, dass sich die einzelnen Regressionsgeraden genau
bei den Schwellenwerten schneiden. Die strichlierten Linien in Abbildung [2.25] zeigen
ein Beispiel dafiir.

20 Aus Wikipedia: “Ein Spline n-ten Grades ist eine Funktion, die stiickweise aus Polynomen
mit maximalem Grad n zusammengesetzt ist. Dabei werden an den Stellen, an denen zwei Poly-
nomstiicke zusammenstofien (man spricht auch von Knoten) bestimmte Bedingungen gestellt, etwa
dass der Spline (n-1) mal stetig differenzierbar ist.”
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Manchmal erwartet man aber aus theoretischen Griinden, dass sich die Regressions-
geraden genau bei den Schwellenwerten schneiden miissen.

Dies kann man einfach erzwingen, denn diese Bedingung kann man als Restriktion
auf die Koeffizienten modellieren.

Wenn sich beim ersten Schwellenwert z*! die Regressionsgeraden schneiden sollen
miissen die y bei diesem Wert gleich sein. Aus Gleichung (2.18]) folgt deshalb fiir
den ersten Schwellenwert

a; + azl'*l =ay + ag.’L'*l + b1 + bg.’L'*l

Daraus folgt die Parameterrestriktion by = —byx*!.

Wenn man diese Parameterrestriktion in Gleichung (2.I8]) einsetzt folgt

Yy = a “+ agx — bzl'*lDl —+ szll' —+ ClDQ —+ CQDQ.I' +e
= a + agr + byDy(x — 2*) + 1Dy + cyDox 4 ¢

Da sich die Regressionsgeraden auch beim zweiten Schwellenwert z*? schneiden
miissen, muss zudem gelten

a1 + asx*® + by + box*® = ay + asx™ + by + by + ¢ + o>

Daraus folgt eine weitere Parameterrestriktion ¢; = —cox*?.

Wenn man diese und obige Parameterrestriktion in Gleichung (Z.I8) einsetzt folgt
die schiatzbare stiickweise lineare Regressionsfunktion

Yy = aj + ayr + by Di(x — ") + ey Doz — %) + e
Die durchgezogene Linie in Abbildung 2.25] zeigt diese Funktion.

Die Gleichungen der drei Geradensegmente sind

ai + asx, fiir x < z*!
7=1 (a5 —bx*") + (ag + by)z, fiir 2! <z < 2*?
(a1 — b — cox*?) + (ag + by + co)x,  fiir x > 2

Daraus ist erkennbar, dass die Steigung des ersten Segmentes a, ist, die Steigung des
zweiten Segmentes ist as + by und die Steigung des dritten Segmentes ist as + by + co.
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l'*l ZC*Z X

Abbildung 2.25: Einzelregressionen (strichliert) und stiickweise lineare Regression
(durchgezogene Linie).



Angewandte Okonometrie 83

2.8 Logarithmische Transformationen

“If people do not believe that mathematics is
simple, it 1s only because they do not realize
how complicated life is.”

(John von Neumann, 1947)

Wir haben uns bisher fast ausschliefilich mit linearen Modellen der Art 3y =
by +box 4+ b3xs befasst, in denen die Variablen additiv verkniipft sind. Haufig sind wir
aber auch an Modellen interessiert, in denen die Variablen multiplikativ verkniipft
sind, wie z.B. bei der bekannten Cobb-Douglas Funktion Q = AK*L?, dem vermut-
lich bekanntesten Beispiel einer Exponentialfunktion. Auch fiir die Modellierung von
Wachstumsprozessen spielen solche multiplikative Modelle eine grofe Rolle. Wir wer-
den gleich sehen, dass solche Modelle mit Hilfe logarithmischer Funktionen einfach
linearisiert und geschétzt werden konnen. Aber nachdem moglicherweise schon der
Begriff ‘Logarithmus’ bei manchen Lesern eine leichte Génsehaut verursacht, und
nicht selten mit anderen unliebsamen Erinnerungen an die Schulzeit verdrangt wird,
beginnen wir mit einer kurzen Wiederholung.

2.8.1 Wiederholung Exponential- und Logarithmusfunktio-
nen

Als Potenz bezeichnet man einen Term der Art a”, wobei a Basis und = Exponent
(Hochzahl) genannt wird. Fiir Potenzen gelten die bekannten Rechenregeln, wie z.B.
a*a? = a®*Y. Eine Exponentialfunktion hat die Form y = ca®® (bzw. x — ca®®) mit
x € R, wobei ¢ und b beliebige Zahlen sind.

Solche Exponentialfunktionen eignen sich u.a. zur Modellierung von Wachstumspro-
zessen, bei denen sich eine Grofle y in gleich langen Zeitintervallen um einen kon-
stanten Faktor &ndert. Angenommen, der Wert von y sei in der Ausgangsperiode o,
und dieser Wert nehme in jeder Zeitperiode um 5% zu. Wenn wir die Zeitperiode
durch den Subindex ausdriicken folgt o = yo(1 + 0.05)°, 31 = yo(1 + 0.05), 5y, =
y1(1 4+ 0.05) = yo(1 + 0.05)%, ..., y: = yo(1 + 0.05)". Diese Art des Wachstums kann
also durch eine einfache Exponentialfunktion beschrieben werden.

Fiir dieses Beispiel haben wir diskrete Perioden gleicher Lange angenommen. Wenn
man die Periodenldnge gegen Null gehen ldsst erhélt man eine stetige Wachstums-
funktion y; = yoe™, wobei e = 2.718281828459 ... die Eulersche Zah] und r die
stetige Wachstumsrate bezeichnet (siche Appendix). Aufgrund dieser und einiger
weiterer Eigenschaften wird e héufig als natirliche Basis bezeichnet und auch als
exp(-) geschrieben (d.h. exp(z) := e®). In der Okonometrie wird fast ausschlieBlich
die natiirliche Basis e verwendet, deshalb werden wir uns in den weiteren Ausfithrun-
gen auf diese Basis beschrénken.

Der natiirliche Logarithmus ist die Losung der Exponentialfunktion y = e® nach
x, d.h. die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion.
Deshalb ist z = In(y) und In(e”) = z.

21Beachten Sie den Unterschied zwischen der Eulerschen Zahl e und den Residuen e.
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Etwas salopp ausgedriickt sagt uns In(y), wie oft wir die Basis e mit sich selbst
multiplizieren miissen um y zu erhalten. Man beachte, dass die Exponentialfunktion
x — e” die Menge der reellen Zahlen R in die positiven reellen Zahlen R* abbildet,
da e = 1/e”. Deshalb ist die Logarithmusfunktion nur fiir die positiven reellen
Zahlen definiert, sie bildet R™ — R ab; oder einfacher, der Logarithmus negativer
Zahlen ist nicht definiert!

Die Bedeutung der logarithmischen Transformation fiir 6konometrische Anwendun-
gen folgt im wesentlichen aus drei Eigenschaften:

1. Multiplikative Zusammenhdnge kénnen durch Logarithmierung additiv darge-
stellt werden, bzw. Exponentialfunktionen werden durch Logarithmierung zu
linearen Funktionen

In(zy) = In(x) + In(y) fir z,y >0

Um dies zu zeigen definieren wir zwei Zahlen a und b derart, dass In(z) = a
und In(y) = b. Daraus folgt # = e? und y = e* mit zy = e%® = e*** aufgrund
der Rechenregeln fiir Potenzen. Deshalb ist In(zy) = In(e®*’) = a + b =

In(z) + In(y).

Weitere wichtige Rechenregeln sind

In (f) — In(z) — In(y)

Y
In(z*) = aln(z)
In(1/z) = —In(x)

Deshalb kann z.B. die Cobb-Douglas Funktion Q = AK®L” linearisiert werden
zu In(Q) = In(A) + aIn(K) + BIn(L).

Achtung: Die meisten Okonometrieprogramme verwenden fiir den natiirlichen
Logarithmus die Funktion log anstelle des in der Mathematik gebréuchlichen
Operators In.

2. Die Differenz zwischen zwei logarithmierten Werten entspricht ndherungsweise
der relativen Anderung der urspriinglichen Werte, d.h.

To — T1 Az

In(xe) — In(zq) ~ fiir 9,21 > 0

. x
Wir werden gleich sehen, dass diese Eigenschaft die Interpretation von Regres-
sionskoeffizienten logarithmierter Variablen sehr vereinfacht.

Fiir ein intuitives Verstdndnis erinnern wir uns an die Ableitungsregel fiir den
natiirlichen Logarithmus

dIn(z)

dx x
Dies konnen wir uns umgeschrieben denken als

dlnx:d—x
T
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In(z)
In(0) = —oo 1
In(0.000001) = —13.816
In(0.01) = —4.605 al
ln(Ol) — —2.303 o
(1) = 0 T/ 35 3 &+ 5 6 3 s¢
In(10) = 2.303 L
In(100) = 4.605
In(1000) = 6.908 .
In(1000000) = 13.816

Abbildung 2.26: Durch Logarithmierung werden kleine Zahlenwerte gespreizt,
grofle Zahlenwerte gestaucht.

und erinnern uns, dass wir d(Inx) als eine infinitesimal kleine Anderung von
In(z) interpretieren konnen. Ahnlich konnen wir uns dz als eine infinitesimal
kleine Anderung von z vorstellen, weshalb dz/z eine (infinitesimal kleine)
relative Anderung von z darstellt.

In Analogie dazu wiirden wir erwarten, dass fiir diskrete Félle ndherungsweise
(‘r7) gilt

A

In(z + Azx) —In(z) = o

x
Bemerkung: Wenn wir zwei konkrete Punkte xy und z; vor Augen haben
konnen wir fiir (z + Ax) auch schreiben [y + (z1 — xo)] = z1, d.h. fiir den
obigen Ausdruck In(zy) — In(xy) ~ (21 — x¢) /0. q

Dieser Zusammenhang gilt tatséichlich, wenn Ax/x ‘relativ’ klein ist (siehe
‘Exkurs: Logarithmische Differenz und relative Anderungsraten’; Seite [86]).

Wir halten also fest: die Differenz einer logarithmierten Variable misst nédhe-
rungsweise die relative Anderung der urspriinglichen Variable.

Wenn man eine relative Anderung mit 100 multipliziert erhélt man die pro-
zentuelle Anderung.

3. Durch Logarithmierung werden kleine Zahlenwerte gespreizt, grofle Zahlen-
werte gestaucht, siehe Abbildung Dies fithrt manchmal dazu, dass der
Einfluss extremer Beobachtungen auf die Schiatzung reduziert wird, oder dass
schiefe Verteilungen symmetrischer werden. Ein klassisches Beispiel dazu sind
Einkommensdaten, vgl. Abbildung 2.271

2.8.2 Interpretation der Koeffizienten logarithmierter Va-
riablen

Fiir OLS Schétzungen selbst spielt es keine unmittelbare Rolle, ob die Variablen
logarithmiert wurden oder nicht. Allerdings &ndert sich dadurch die Interpretation
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Exkurs: Logarithmische Differenz und relative Anderungsraten

Wir haben im Text behauptet, dass die logarithmische Differenz einer Variable un-
gefdahr gleich der relativen Anderung dieser Variable ist

~ & fiir kleine il

In(z + Az) — In(x) p, ,

Dies kann allgemein mit Hilfe einer Taylor Expansion gezeigt werden. Mit einer Tay-
lor Reihenentwicklung konnen nichtlineare (differenzierbare ...) Funktionen in der
Umgebung bestimmter Punkte durch Potenzreihen dargestellt werden. Inshesondere
gilt

€9 n 33'2 3]

ln(l—i-x):Z(—l)("Jrl)%:x—E—l—%—... fiir |2] < 1

n=1

Ay
)

A Ay 1(Ay\? 1 /[Ay\°
ln(l—l——y) :—y——(—y) +—(—y) _
y y 2\ 3\ Y
Die linke Seite kann auch als logarithmische Differenz geschrieben werden, da

In (1 " %) hn (y +yAy) — In(y + Ay) — In(y)

bzw. fiir z =

Daraus folgt
Ay

Y

da fiir kleine Ay /y die Folgeterme —1/2 (Ay/y)’ +1/3 (Ay/y)’ — ... der Reihe sehr
klein werden und fiir praktische Zwecke oft vernachlissigbar sind.

In(y + Ay) — In(y) =~




Angewandte Okonometrie 87
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Abbildung 2.27: Histogramme des Brutto-Stundenlohns (StdL) und des Logarith-
mus vom Brutto-Stundenlohn; Quelle: EU-Silc 2012

der Koeffizienten, je nach dem, ob nur die abhéngige Variable, nur die erklérende
Variable oder beide logarithmiert wurden.

Wenn die abhéngige und die erkldrende Variable logarithmiert wird spricht man von
einem log-linearen oder log-log Modell. Wenn hingegen nur die abhéngige oder die
erkldrende Variable logarithmiert wird spricht man von einem semi-log Modell, oder
manchmal auch von einem log-lin bzw. lin-log Modell.

Log-lineare (log-log) Modelle
Wie schon erwédhnt kann die Exponentialfunktion
yi = bai? exple;)
durch Logarithmierung linearisiert werden (vgl. Abbildung [2.28))
Iny; =by +byInz; + ¢ mit b; :=1Inb

Dieses Modell ist linear in den Parametern und kann deshalb ganz normal mit OLS
geschiitzt werden. Der Koeffizient by konnte zwar wie iiblich interpretiert werden,
nédmlich um wie viele Einheiten sich In(y) &ndert, wenn In(x) um eine Einheit zu-
nimmt, aber wie wiirden Sie dies einem Laien erklaren? Was soll man sich unter
einer Einheit von In(x) vorstellen?

Wenn wir uns an die Eigenschaft des Logarithmus erinnern, dass In(z;) — In(zg) ~
(x1 — o) /xo := Ax/z ist, geht’s einfach.

Meistens interessieren wir uns fiir den marginalen Effekt, das heif3t, wie sich die
abhéngige Variable y &dndert, wenn die erkldrende Variable x um eine Einheit zu-
nimmt. Beginnen wir mit einer diskreten Anderung zwischen zwei Punkten

In(y;) = by +beln(zq)
In(yo) b1 + bz In(z)
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Yy = ebrgbe

In(y) = by + b2 In(x)

x In(x)

Abbildung 2.28: Log-log Modell mit logarithmisch und linear skalierter Skala

Die Differenz ist In(y;) —In(yo) := Aln(y) = by[In(z1) — In(xg)] := by A ln(z), daraus
folgt by = Aln(y)/Aln(z).

Nun wissen wir aber, dass die Differenz einer logarithmierten Variable A In(y) nihe-
rungsweise einer relativen Anderung % entspricht, deshalb gilt

_ Aln(y)
Aln(x)

relative Anderung von y o
= — = Elastizitit, ,
relative Anderung von z

ba

~
~

“plele

wobei eine Elastizitit als das Verhdltnis zweier relativer Anderungen definiert ist.

Deshalb konnen wir die Koeffizienten von log-log Modellen unmittelbar als Elasti-
zitéten interpretieren.

Multiplikation einer relativen Anderung mit 100 ergibt eine prozentuelle Anderung,
wenn wir also Zahler und Nenner obiger Gleichung mit 100 multiplizieren &ndert
dies nichts am Wert, da sich die 100 herauskiirzen, aber wir erhalten die iibliche
Interpretation einer Elastizitdt, ndmlich um wie viele Prozent sich die abhéngige
Variable y dndert, wenn die erklédrende Variable x ceteris paribus um ein Prozent
zunimmit.

Beispiel: Angenommen wir haben die Funktion
In(y) =1+ 0.21n(x)

Wie veréndert sich y, wenn x um ein Prozent zunimmt? Aufgrund der obigen Dis-
kussion erwarten wir, dass y um 0.2 Prozent zunehmen wird. Stimmt das wirklich?
Wir koénnen dies einfach iiberpriifen, indem wir obige Funktion umschreiben zu
y = exp[l + 0.2In(x)] und fiir x zwei Werte einsetzen, z.B. 5 und 5.05.

T (Azx)/z %Ar y=exp(l4+02In(z)) (Ay)/y %Ay
5.00 3.750494

505 2025 =001 1% 3.757965 0.001992 =~ 0.2%

Wir sehen, dass dies nicht exakt gilt, da eine Anderung um ein Prozent keine infi-
nitesimal kleine Anderung ist, aber fiir praktische Zwecke ist diese Naherung meist
genau genug.
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Yy b>1 Yy

Abbildung 2.29: Log-lineare (bzw. log-log) Modelle: Verldufe der Exponential-
funktion y = Az’ fiir unterschiedliche 3.

9

Dies kann alternativ selbstverstéindlich auch mit Hilfe der Infinitesimalrechnung ge-
zeigt werden, wobei wir uns an die Rechenregeln de”/dz = e* und dn(z)/dx = 1/x
erinnern. Entweder man differenziert y = exp(b; + by In(z)) nach x indem man die
Kettenregel anwendet

B L+ b)) = b= T E
— = by — [ex n(x ===
dr 271 pPlo1 vz ) 2= 0 y &
y x
oder man differenziert In(y) = b; + by In(x) total
dy
1 1 d o
“dy=by—dr = bQZ_yE:di
Y x dry

Fiir infinitesimale Anderungen gilt dieser Zusammenhang also exakt.

Abbildung [2.29 zeigt mogliche Verlaufe fiir positive (links) und negative b (rechts)
der Exponentialfunktion y = Az®, die durch Logarithmierung linear wird In(y) =
In(A) + bln(z).

Beispiel: Cobb and Douglas (1928) schétzten fiir die USA von 1899-1922 folgende
Produktionsfunktion

In(Q;) = —0.177 + 0.807In(L;) + 0.233In(kK;) + e;
(0.434)  (0.145) (0.064)

R?=0.957, 6 =0.058, n=24
(Standardfehler in Klammern)
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Beide Steigungskoeffizienten weisen das erwartete Vorzeichen auf und sind signifikant
von Null verschieden. Der Koeffizient von In(L;) gibt die Ausbringungselastizitiat des
Faktors Arbeit an, d.h., falls der Arbeitseinsatz um 1% erhoht wird erwarten wir
ceteris paribus eine Erhohung des Outputs um 0.807%. Analog, wenn der Kapital-
einsatz um 1% steigt erwarten wir ceteris paribus eine Zunahme des Outputs um
0.233%.

Achtung: Die Beziehung y = ax® kann 6konometrisch auf verschiedene Arten mo-
delliert werden, d.h. die Storterme kann auf verschiedene Art berticksichtigt werden

)y = (m;f exp(e;) = Iny, = Ina+flng +¢
2) oy = Occhei = Iny, = Ina+flnz; + Ine;
3y = arl+e = Iny;, = In(az’ +e)

Nur die erste Gleichung kann unmittelbar mittels OLS geschétzt werden!

Die zweite Gleichung kann zwar geschétzt werden, aber dies hat meist unerwiinschte
Implikationen fiir den Storterm, denn wenn In(e;) normalverteilt ist, d.h. In(e;) ~
N(0, 0?), dann ist der Stérterm e; log-normalverteilt mit Erwartungswert exp(o?/2)
(siche Exkurs Seite @0)! Dies hat insbesondere auch Implikationen fiir Prognosen,

—_—

wenn die gefitteten Werte In(y) geschitzt wurden, wir aber an ¥y interessiert sind,
siehe z.B. Wooldridgd (2012, 204ff).

Die dritte Gleichung Iny; = ln(ozxf +e;) ist schlieBlich nicht linear in den Parametern,
daIn(A+B) # In A+In B, und kann deshalb nicht einfach mit OLS geschétzt werden!

Log-lin Modelle

Beim log-lin Modeld wird nur die abhingige Variable y logarithmiert, aber nicht
die erkldrende z Variable
In(y) = by + box

Mogliche Funktionsverlédufe fiir einen positiven und negativen Steigungskoeffizienten
sind in Abbildung 2.30] dargestellt.

Der marginale Effekt von x auf In(y) ist wie iiblich die Ableitung dln(y)

dx
dies ist etwas schwierig zu interpretieren, da man sich unter einer Anderung von

In(y) vermutlich nicht viel vorstellen kann 2

= by, aber

Wir konnen auch

dln(y) 1dy dy
I ydz 2 = dr 2y 2(b1 + box)

berechnen und sehen, dass die Grofle des {iblichen marginalen Effekts von x abhéngt.
Deshalb ist die Angabe dieses marginalen Effekts bei log-lin Modellen uniiblich.

22 Achtung: Das log-lin Modell ist nicht zu verwechseln mit dem log-linearen Modell In(y) =
b1 + bo ln(x)

2Fiir infinitesimale Anderungen kénnen wir In(y) = by + box total differenzieren und erhalten
idy = badx. Losen nach by gibt

dy Ay
by = 4~ Y
de Ax

Genauso gut konnten wir y = exp(by + bax) nach z differenzieren und umschreiben.
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Exkurs: Die Log-Normalverteilung (Logarithmische Normalverteilung)

Eine Zufallsvariable, deren natiirlicher Logarithmus normalverteilt ist, ist log-
normalverteilt.

——pu=50=05

Das heiflt, wenn In(X) ~ N(u,0?)), S'f_:"”a'
dann ist X log-normalverteilt. T
Anders herum, wenn eine Zufallsvaria- Aocio*

ble Y normalverteilt ist, dann ist X =
exp(Y) log-normalverteilt.

Die Log-Normalverteilung ist rechts-
schief und kann nur positive Werte an-
nehmen. ool

L L L h i
0 100 200 300 400 500 600
T

2.0x10°

Eine log-normale Verteilung wird héufig zur Modellierung von Zufallsvariablen her-
angezogen, die man sich als das (multiplikative) Produkt vieler kleiner unabhéngiger
Faktoren vorstellen kann.

Erwartungswert und Varianz sind

E(X) = exp (,u + %)
var(X) = exp(2u+ 20%)[1 — exp(—0?)]

Median(X) = exp(p)

Fiir = 0 ist der Mittelwert exp(o?/2) und die Varianz exp(c?)(exp(c? — 1)).

by

Iny = by + box
by >0

lny:b1+b2w
by <0

T T

Abbildung 2.30: Log-lin Modelle: Iny = a + fx
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Es gibt eine alternative Darstellung mit Hilfe relativer Anderungen von y, die un-
abhéngig von x ist, und deshalb einfacher zu interpretieren ist.

Fiir eine intuitive Vorstellung schreiben wir obigen Ausdruck um

ldy

d
—b, = Y
y dx Yy

Fiir diskrete Anderungen wiirden wir deshalb erwarten, dass % ~ byAx, und fiir

prozentuelle Anderungen
A
%Ay = 7 % 100 ~ by x 100 fiir Az = 1
Y

oder in Worten:

Wenn Iny = b; + box und = um eine Einheit zunimmt, &ndert sich y
(ceteris paribus) ungefihr um 100 X by Prozent.

Fiir die log-lin Funktionsformen gilt diese Interpretation fiir alle x, was die Inter-
pretation ganz erheblich erleichtert.

Dies wird manchmal auch eine Semi-Elastizitdt genannt, da der Zusammenhang
zwischen einer prozentuellen Anderung von y und einer absoluten Anderung von x
beschrieben wird.

Allerdings gilt dies fiir diskrete Anderungen nur ungefihr. Wie Abbildung 231 zeigt
fithrt eine Zunahme von 2 um eine Einheit (d.h. Az = 1) zu einer Anderung von y
um Ay Einheiten, die Steigung der Tangente dy/dx im Ausgangspunkt beschreibt
dies nur ndherungsweise.

Fiir stark gekritmmte Kurven (d.h. grofie by) und grofie Az ist diese Approximation
weniger genaul.

Aber diese Ungenauigkeit kann leicht korrigiert werden, um die Auswirkungen sol-
cher diskreter Anderungen von z auf y zu bestimmen bilden wir Differenzen. Fiir
In(y) = by + box erhalten wir

Aln(y) :=In(y + Ay) —In(y) = by + bo(z + Az) — (by + box)
A

_y = exp(byAx)
)
2y = exp(bAzx) —1
Y
(%) x 100 = [exp(bpAz) — 1] x 100
Y

bzw. fir Az =1

NAy = (%) x 100 = [exp(by) — 1] x 100
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y = eP1eP2® bzw.

Iny = by + box

93

Abbildung 2.31: Auswirkung einer diskreten Anderung von z (d.h. Az) auf y.

by exp(by) —1
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Abbildung 2.32: Fiir kleine Werte von by (z.B. |by] < 0.1) ist der Unterschied
zwischen by und exp(by) — 1 oft vernachlassigbar.
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d.h. wenn x um eine Einheit zunimmt dndert sich y um (exp(by) — 1) x 100 Prozent.

Fiir kleine by (z.B. by < 0.1) gilt exp(by) — 1 & bq, siche Abbildung 2.32]

Deshalb konnen wir fiir by < 0.1 schreiben

A
WAy = (_y) x 100 ~ by x 100 fiir by < 0.1
Yy

Log-lin Modelle mit Dummy Variablen Bei der Interpretation der Koeffizi-
enten von Dummy Variablen in log-lin Modellen ist zu beachten, dass sich Dummy
Variablen per Definition nicht infinitesimal dndern kénnen, deshalb muss wieder die
Differenz zwischen beiden Auspragungen der Dummy Variable gebildet werden. Sei
d eine Dummy Variable und In(y;) = by + bad;, dann sind die Differenzen

Aln(y;) := [In(y;)|di = 1] = [In(y;)|d; =0] = by +by x 1 —by —by x0

In (2% =) =
n(yﬁdi:O) ’

- 1 = by) — 1
yi‘dz’ ~0 eXP( 2)
(yi|di = 1) - (yi|di = 0)}
x 100 = [exp(by) — 1] x 100
ld=0) (exp(b2) =1

Der durchschnittliche prozentuelle Unterschied zwischen den beiden Kategorien ist
also [exp(by) — 1] x 100, und fiir |by| < 0.1 gilt wieder [exp(by) — 1] & bs.

Beispiel 1: Auf Grundlage von EU-Silc Daten fiir Osterreich (2012) wurde
folgende Lohngleichung geschétzt, wobei ‘StdL” den Stundenlohn unselbsténdig
Beschiiftigter bezeichnet, ‘potBildg’ ist die potentielle Ausbildungszeit in Jahren
(Alter bei Berufseinstieg minus 6), und ‘Weibl’ ist eine Dummy Variable.

—

In(StdL) = 2.345 + 0.026 potBildg — 0.189 Weibl

R?=0.151, n=>5111

Nach dieser Schétzung nimmt der Stundenlohn ceteris paribus mit jedem Jahr po-
tentieller Bildung um 2.6% zu (genauer: (exp(0.026) — 1)100 = 0.0262). Aufgrund
der log-lin Funktionsform gilt dies fiir alle Bildungsniveaus.

Frauen verdienen nach dieser Schétzung im Durchschnitt um 17.22 Prozent weniger
als Ménner, weil (exp(—0.189) — 1)100 = —17.22.
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Beispiel 2: Betrachten wir die Funktion
In(y) =1+0.2z

Wie verédndert sich y, wenn x um eine Einheit von 5 auf 6 zunimmt? Aufgrund der
obigen Diskussion erwarten wir, dass y um [(exp(0.2) — 1]100% = 22.14 Prozent
zunehmen wird.

Dies konnen wir wieder einfach iiberpriifen, indem wir obige Funktion umschreiben
zu y = exp(1 + 0.22) und fiir x zwei Werte einsetzen, z.B. 5 und 6.

r Ax y=exp(l+0.22) (Ay)/y %Ay
d 7.3890561
6 1 9.0250135 0.2214  22.14%

fiir Osterreich folgende Lohngleichung geschétzt

Beispiel 3: Berechnung von durchschnittlichen Wachstumsraten mittels
OLS Mit Hilfe einer einfachen log-lin Regression auf den Trend?] kann eine durch-
schnittliche Wachstumsrate berechnet werden.

Wenn ¢ die diskrete Wachstumsrate einer Variable y ist gilt
Y= yo(1+ i)t = Iny=Inyy+In(l+i) xt

Dieser Zusammenhang sollte fiir jede Periode gelten. Um die diskrete Wachstumsrate
1 zu schétzen konnen wir deshalb ¢ durch eine Trendvariable Trend = 1,2,3,...,T
ersetzen. Wenn wir mit yo den Wert von y in der Ausgangsperiode bezeichnen ist

Iny; = Inyy+In(1 + ¢) xTrend,
\b/-/ hb,—/
1 2

Wir konnen also einfach
Iny, = by + byTrend; + ¢4

schitzen und aus by = In(1 + ¢) die durchschnittliche diskrete Wachstumsrate i
berechnen, denn aus

by =In(1+14) folgt ¢ =exp(by)—1

Die prozentuelle durchschnittliche diskrete Wachstumsrate ist deshalb

i% :=1 x 100 = [exp(by) — 1] x 100

Wenn by sehr klein ist (z.B. kleiner als 0.1) wird sich by nur geringfiigig von exp(bg)—1
unterscheiden, bei grofleren Werten sollte die Korrektur aber durchgefiihrt werden.

24Eine Trendvariable nimmt mit jeder Beobachtung um eine Einheit zu, z.B. Trend =
1,2,3,...,T.
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Beispiel: Fiir das reale BIP Chinas wurde folgende Regression geschitzt (Da-
tenquelle: World dataBank, WDI; Dependent variable: GDP, PPP, constant 2005
international dollar.)

In(GDP) = 26.955  + 0.096 Trend
(0.012)"™  (0.001)"™

R?*= 0.998, 6= 0036, DW= 0502, n =32 (1980 — 2011)
(Standardfehler in Klammern)

Nach dieser Schétzung ist das reale BIP Chinas im Zeitraum 1980 — 2011 im Durch-
schnitt jahrlich um (exp(0.096) — 1) x 100 ~ 10.08 Prozent gewachsen.

Hinweis: Wir konnten uns fragen, in welcher Zeitspanne sich das Einkommen ver-
doppelt, wenn es mit einer natiirlichen Wachstumsrate r wichst. Dazu miissen wir
nur

23/0 — Y'Oert

nach ¢ losen. Logaritmieren gibt In(2) = rt oder t = In(2)/r ~ 0.7/r. Wenn wir
Zéahler und Nenner mit 100 multiplizieren erhalten wir eine prozentuelle Wachs-
tumsrate, also

70
Verdoppelungszeit ~ —
r%

Natiirlich gilt dies ndherungsweise auch fiir eine diskrete Wachstumsrate 7. Wir l6sen
2Yy = Yy(1 +4)" nach der Verdoppelungszeit ¢ und erhalten ¢t = In(2)/In(1 4 7). Da

fiir kleine ¢ gilt In(1 + i) &~ ¢ gilt dieser Zusammenhang ndherungsweise auch fiir
diskrete Wachstumsraten 27

Mit einer Wachstumsrate von 10% verdoppelt sich das Einkommen also ungefihr
alle sieben Jahre!

Beispiel 4: Eine spezielle Spezifikation ist

1
In(y) = by + by —
x

Dieses log-inverses Modell erlaubt die Modellierung zuerst zunehmender und dann
abnehmender marginaler Effekte, siche siche Abbildung 2.33] Ein solches Modell
kénnte zum Beispiel verwendet werden, um Verkaufsumséitze in Abhéngigkeit von
Werbeausgaben zu erkldren. Die S-férmige Funktionsform erlaubt zuerst zunehmen-
de Grenzertriage von Werbeausgaben, und ab dem Wendepunkt bei by /2 abnehmende
Grenzertrage, und nédhert sich schliefllich asymptotisch einem horizontalen Verlauf
an.

ZWir erinnern uns, dass In(z + Az) — In(z) ~ Ax/x, vgl. Exkurs Seite Dies kann umge-
schrieben werden

In(z + Az) — In(z) =In (ICJFA:C) =1In <1+&> ~ Az

x x T

woraus mit i := Azx/z folgt In(1 + 4) ~ ¢; vgl. auch Abbildung 232



Angewandte Okonometrie 97

In(y) =by + by %

Abbildung 2.33: Log-Reziproke Transformationen

Y Y

y=>b+bylnx
by >0

y=by+blnzx
by <0

o—b1/b2 x T

Abbildung 2.34: Lin-log Modell: y = b; + byInx

Das lin-log Modell

Beim lin-log Modell wird nur die erkldrende Variable logarithmiert. Eine grafische
Abbildung des lin-log Modells

Y; = b1 +bg lnxi

findet sich in Abbildung 2.34]

Wir kénnen dies wieder in Anderungen anschreiben?d

Ay =bAln(z) = b Ay Ay  absolute Anderung von y

- Aln(z) ~ g ~ relative Anderung von x

26Fjir infinitesimale Anderungen differenzieren wir y = by + by In(z) total und erhalten dy =
by % dx woraus folgt
__dy
~dz/x

ba
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Um eine prozentuelle Anderung von z zu erhalten miissen wir in diesem Fall die
linke und die rechte Seite durch 100 diwidieren

by Ay absolute Anderung von y

~

100 % x 100 prozentuelle Anderung von z
d.h. eine Zunahme von x um ein Prozent fiihrt ceteris paribus zu einer absoluten

Anderung von y um 0.01 x by Einheiten.

Beispiel 1: Angenommen wir haben die Funktion
y=1+0.2In(x)

Wie verdndert sich y, wenn z um ein Prozent zunimmt? Aufgrund der obigen Dis-
kussion erwarten wir, dass y um 0.002 Finheiten zunehmen wird.

Wir iiberpriifen dies wieder, indem wir in obige Funktion zwei Werte fiir x einsetzen,
z.B. 5 und 5.05.

x (Az)/x %Az  y=1+4+02In(z) Ay
5.00 1.3218876
5.05 % =0.01 1% 1.3238777 0.00199

Da eine Anderung um ein Prozent keine infinitesimal kleine Anderung ist gilt dies
nicht exakt, aber fiir praktische Zwecke ist diese Naherung meist ausreichend.

Beispiel 2: Abbildung zeigt den Zusammenhang zwischen Lebenserwartung
(LE; Life expectancy at birth, total (years)) und pro Kopf Einkommen (GNIpC; GNI
per capita, PPP (current international $)) fiir einen Léanderquerschnitt im Jahr 2011.
Das linke Panel zeigt die Rohdaten, offensichtlich beschreibt eine lineare Regression
diesen Zusammenhang deutlich schlechter als eine lin-log Regression. Das rechte
Panel zeigt den Zusammenhang, wenn auf der x-Achse das logarithmierte pro Kopf
Einkommen aufgetragen wird.

LE = 16.828  + 5.968 LOG(GNIpC)
(3.096)""  (0.345)""

R?=0.643, s=5704 n =168
(Standardfehler in Klammern)

Interpretation: Wenn das pro Kopf Einkommen um ein Prozent zunimmt erwarten
wir auf Grundlage dieser Schétzung ceteris paribus eine Verldngerung der Lebens-
erwartung um ca. 0.06 Jahre, das sind ca. 22 Tage.

Achtung: wir wissen, dass diese Gleichung ziemlich sicher fehlspezifiziert ist, da
sowohl die Lebenserwartung als auch das pro Kopf Einkommen unabhéngig von-
einander im Zeitablauf zunehmen (z.B. mit dem technischen Fortschritt), also ist
zumindest der ‘Trend’ ziemlich sicher eine ‘omitted variable’.
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Abbildung 2.35: Lebenserwartung (Life expectancy at birth, total (years)) vs. pro
Kopf Einkommen (GNI per capita, PPP (current international
$)); Datenquelle: World Bank, WDI

2.8.3 Wann logarithmieren?

Logarithmische Transformationen werden in der Okonometrie hiufig angewandt, vor
allem fiir Groflen, die in Geldbetrdgen oder einem anderen Niveau gemessen wer-
den, z.B. BIP, Bevélkerung oder Fliche. Insbesondere makrotkonomische Variablen,
von denen man plausibel annehmen kann, dass sie langfristig ungefdhr exponenti-
ell wachsen, werden haufig logarithmiert, denn wie wir gesehen haben nimmt der
Logarithmus solcher Variablen linear zu.

Variablen, die eine Zeitdimension haben, werden hingegen eher selten logarithmiert,
z.B. Alter, Berufserfahrung oder Bildungsjahre.

Dariiber hinaus bietet die Logarithmierung manchmal Vorteile, wenn die Verteilung
von y schief ist oder die Varianzen von e; nicht konstant sind (Heteroskedastizitét),
denn héufig erfiillt die Verteilung von In(y) die Annahmen des Regressionsmodells
besser als y. Da durch die Logarithmierung grofle Zahlenwerte ‘gestaucht’ werden,
sind logarithmisch spezifizierte Regressionen hiufig auch weniger anfillig gegeniiber
Ausreiflern (‘outliers’).

Ein weiterer Grund besteht darin, dass die Standardabweichung vieler 6konomi-
scher Variablen ungefédhr proportional zum Niveau dieser Variablen ist, deshalb ist
die Standardabweichung der logarithmierten Variablen naherungsweise konstant. In
anderen Worten, das Logarithmieren 6konomischer Variablen fiithrt hédufig zu einer
Art ‘Stabilisierung’ der Standardabweichung der Koeffizienten.

Ein grofler Vorteil logarithmischer Transformationen besteht darin, dass die Stei-
gungskoeffizienten als Elastizitdten, bzw. Semi-Elastizitdten, interpretiert werden
kénnen, und deshalb unabhéngig von der urspriinglichen Mafleinheit sind. Das sollte
aber nicht dazu verleiten unbedacht eine logarithmische Funktionsform zu wéhlen.

Das entscheidende Argument fiir die Wahl der Funktionsform sollte sein, welches
Modell mit der Theorie konsistent ist und die Daten besser abbildet. Prinzipiell
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existieren auch Tests fiir die Wahl der Funktionsform (z.B. Test von MacKinnon,
White & Davidson), doch haben diese oft keine sehr grofe Power. Manchmal reicht
auch schon ein Blick auf einen Scatterplot oder das Histogramm der geschétzten
Residuen um zu erkennen, welche Funktionsform eher angebracht ist.

Prozent versus Prozentpunkte: Vorsicht ist geboten, wenn Wachstumsraten
und/oder Anteile in Regressionen verwendet werden. Fiir die Interpretation der
Koeffizienten solcher Regressionen ist es wesentlich zwischen Prozent und Pro-
zentpunkten zu unterscheiden. Wenn z.B. die Arbeitslosenrate von 5% auf 6% steigt,
so ist dies eine Zunahme um einen Prozentpunkt, aber eine Zunahme von 20 Prozent
(= (6 —5)/5 x 100) gegeniiber dem urspriinglichen Niveau. Man beachte, dass die
Differenz der Logarithmen n&herungsweise einer relativen Anderung entspricht, z.B.
In(6) — In(5) = 0.1823 = 0.2 (beachte, dass (exp(0.1823) — 1) x 100 = 20).

Angenommen in der Regression In(y) = by + by A + € sei A ein Anteil, d.h. eine Zahl
zwischen Null und Eins (0 < A < 1), es handelt sich also um ein iibliches log-lin
Modell. Deshalb gibt 1000, ndherungsweise an, um wie viel Prozent sich y dndert,
wenn A um eine Finheit zunimmt. Aber was soll man sich unter ‘einer Einheit’ eines
Anteils vorstellen? Wenn wir A mit 100 multiplizieren erhalten wir Prozent, bzw.
eine Zunahme um einen Prozentpunkt, denn im log-lin Modell In(y) = by + by A + €
= BY 28 100 A
byro L _ prozentuelle Anderung von y

AA  AAXx100 Zunahme von A um einen Prozentpunkt
Deshalb gibt b, ndherungsweise an, um wie viel Prozent sich y #ndert, wenn A
um einen Prozentpunkt zunimmt (wie immer in log-lin Modellen erhalten wir einen
etwas genaueren Wert mit [exp(bg) — 1]).

In einem log-log Modell In(y) = by + byIn(A) + e wird by, wieder wie iiblich als
Elastizitéit interpretiert, das heifit, um wieviel Prozent sich y &ndert, wenn der Anteil
A um ein Prozent zunimmt.

Beobachtungen mit Nullen: Wie schon mehrfach betont ist der Logarithmus
von Null und negativen Werten nicht definiert, deshalb diirfen Variablen, die nega-
tive Werte oder den Wert Null enthalten, natiirlich nicht logarithmiert werden.

Ein bisschen eine Glaubensfrage ist, was man tun soll, wenn eine Variable y nur
einige wenige Nullen enthélt. Falls man aus irgendwelchen Griinden y trotzdem
logarithmieren moéchte, und es wirklich nur wenige Nullen sind, die von der inhaltli-
chen Interpretation her auch keinen groflen Stellenwert besitzen, empfehlen manche
Autoren einfach In(1 + y) anstelle von In(y) zu verwenden. Die iibliche Prozent-
Interpretation bleibt dabei oft zumindest naherungsweise erhalten, mit Ausnahme
von Anderungen in der Nihe von y = 0, wo sie nicht einmal definiert ist (vgl.
Wooldridge, 2005, 199). Generell empfiehlt sich in solchen Fillen aber die Anwen-
dung geeigneterer Schéitzverfahren, z.B. Tobit oder Poisson Modellen.
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Wiederholung

101

1. Partieller Effekt im linearen Modell ¥ = by + byxy + - -+ + bpxp + - - - + bray:

by, =

Ay
N A.’L’h

ceteris paribus

mit ceteris paribus meinen wir, dass alle anderen x-Variablen konstant gehal-
ten werden (Az; =...=Azp1 =Axp =... = Az =0)

2. Partieller Effekt im im log-log Modell E\y =bi+byxog+---+byInzxy+---+bray

Alny

by —
h AIH.’L’}L

c.p.

AV AT % 100

~ -4 = Ay = Elastizitit
=Zho =Eh 100
Tp Tp

3. Partieller Effekt im im log-lin Modell B\y =by +byxa+ -+ byxp+ -+ brxy

c.p.

~
~

Ay
v

A.’L’h

AY 100

oder 100 x by, = yA
Th

4. Partieller Effekt im im lin-log Modell iJ = by 4+ bowo + - - -+ by Inxp + - - - + by,

__Ay
- AIH.’L’}L

b

c.p.

Ay Ay
R Ay oder 0.01 x b, = 50 2 100
Th Th

Zusammenfassung: Interpretation der Koeffizienten in Log-Modellen

Spezifikation

Interpretation

I. h’l(yl) = b1 -+ bg ln(xl) + e;

I1. ln(yz) = b1 + ngL‘Z‘ + e

I11. Y, = bl + b2 hl(l'l) + e

Eine Zunahme von x um ein Prozent geht ein-
her mit einer Anderung von y um by Prozent, d.h.
b, kann unmittelbar als Elastizitdt interpretiert
werden.

Eine Zunahme von z um eine Einheit (z.B. einen
Euro) geht einher mit einer Anderung von y um
ungefahr 100 X by Prozent (wenn |by| < 0.1), oder
genauer, zu einer Anderung von [exp(by) — 1] x 100
Prozent.

Eine Zunahme von x um ein Prozent geht einher
mit einer Anderung von y um 0.01 x by Einheiten
(z.B. Euro).
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2.9 Quadratische Modelle

Lineare Funktionsformen sind praktisch und einfach zu interpretieren, aber leider
ist die Realitédt nicht immer so einfach, manchmal sind die marginalen Effekte nicht
konstant, sondern hdngen vom Niveau ab.

Zum Beispiel wissen wir aus der Mikrockonomik, dass die kurzfristige Durchschnitts-
kostenfunktion einer Unternehmung haufig einen U-formigen Verlauf hat.

Eine sehr einfache — wenngleich ziemlich restriktive — Methode zum Modellierung
solcher Nichtlinearitédten besteht in der Verwendung von Polynomen, wobei man sich
in den allermeisten Féllen auf quadratische Funktionsformen beschrankt.

Y; = bl + bgl‘ + bgl’z

Man beachte, dass diese Funktion linear in den Parametern b; und b, ist, und deshalb

einfaﬁl mit OLS geschétzt werden kann, aber nichtlinear in der erklirenden Variable
x ist

Der marginalen Effekt kann wie iiblich als Ableitung berechnet werden

@ = by + 2b3x

dx
Offensichtlich ist der marginale Effekt fiir dieses quadratische Modell nicht konstant,
sondern héngt vom Niveau von z ab. Dies ist auch in Abbildung ersichtlich;
dort ist by > 0 und b3 < 0, deshalb ist die Steigung bei sehr kleinem x grof}, nimmt
mit zunehmenden z ab, und wird schliefSlich negativ.

Achtung: by misst den marginalen Effekt nur im Punkt z = 0, deshalb ist der Koef-
fizient by einzeln nur selten von Interesse, wenn iiberhaupt ist es meist verniinftiger,
den marginalen Effekt im Mittelwert der x oder in einem anderen gut interpretier-
baren Punkt anzugeben. Sollte geniigend Raum zur Verfiigung stehen kann man ihn
auch grafisch darstellen.

Quadratische Funktionen haben ein Maximum oder Minimum, welches einfach be-
rechnet werden kann, indem man die Ableitung dy/dz = by + 2bsz gleich Null setzt

und nach z 16st
—by

~ 20
Bevor dieser Extremwert z* interpretiert wird sollte man allerdings iiberpriifen, wel-

cher Anteil der Beobachtungen links bzw. rechts von diesem Wert liegen, vergleiche
Abbildung 2,30

*

T

Quadratische Log-lin Modelle® Angenommen, wir mochten den marginalen
Effekt von x im Modell
In(y) = by + bax + byz®

berechnen.

2TWenn wir spiter in der stochastischen Regressionsanalyse testen wollen, ob es einen signifi-
kanten Zusammenhang zwischen x und y gibt, reicht es nicht die Koeffizienten einzeln zu testen,
sondern wir miissen mittels F-Test die simultane Nullhypothese Hy : B2 = 0 und 3 = 0 testen!
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—————

Abbildung 2.36: Quadratische Modelle § = b + by + bsz? unterstellen einen sym-
metrischen Verlauf, deshalb kénnen sie in der Stichprobe zwar
einen sehr guten Fit haben, aber sehr schlechte Prognosen lie-
fern. In diesem Beispiel ist by > 0 und b3 < 0.

Der iibliche marginale Effekt von x ist in diesem Fall nicht konstant, sondern héangt
von der Auspragung von x ab

d In(y)
dx

Wenn wir angeben wollen, um wie viele Prozent sich y &dndert, wenn x um eine
Einheit zunimmt, kénnten wir dies z.B. fiir den Mittelwert  berechnen

Ay
= by + 2 =~ L
o + 203T N

AY 100
%Ay = YL

A ~ (eXp(bg + 263@) — 1) x 100
T

Allerdings gilt auch dies nicht exakt, wenn wir fiir diskrete Anderungen Differenzen

bilden erhalten wir

Aln(y) :=1In(y + Ay) —In(y) = by +bo(z + Ax) + bs(x + Az)* —
bl — bzl' — bgl‘Q

= byAx + b3[20Ax + (Ax)?]
und fiir Ax =1

A A
In (1+ 7y> = by + bs(22 + 1) = by + 2bs(z + 0.5) ~ 7?’

und
AY %100

Ay =424
Hly Ax

Fiir praktische Anwendungen diirfte diese Korrektur aber kaum jemals eine grofie
Rolle spielen.

28Dank an Klaus Nowotny fiir den Hinweis!
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Beispiel: fiir dsterreichische EU-Silc Daten (2012) erhalten wir

—

log(StdL) = 1.952 + 0.027 potBildg + 0.02 Erf — 0.00025 Erf?
R?* = 0.166, n = 5093

Demnach nimmt der mittlere Stundenlohn (StdL) mit jedem zusétzlichen Jahr po-
tentieller Bildung (potBildg) ceteris paribus um ca. 2.7% zu. Der Effekt der Berufs-
erfahrung (Erf) ist nicht konstant, sondern nimmt zuerst zu und erreicht nach 40
Jahren ein Maximum, d

b 0.02

Erfoax — —
' —2b,  —(—0.00025)

=40

Der marginale Effekt der Berufserfahrung fiir einen Anfinger (d.h. fiir Erf = 0) ist
ceteris paribus

—

%Alog(StdL) = [exp(0.02 — 2 x 0.00025(0 + 0.5)) — 1]100 = 1.994

d.h. bei Berufseinstieg nimmt der mittlere Stundenlohn ceteris paribus um ca. 2%
zu, nach 20 Jahren (d.h. Erf = 20) nur noch um ca. ein Prozent

—

%Alog(StdL) = [exp(0.02 — 2 x 0.00025(20 + 0.5)) — 1]100 = 0.98

2.10 Interaktions-Modelle

Als erklarende Variablen konnen auch Produkte einzelner erklarender Variablen ver-
wendet werden, z.B. im folgenden Modell das Produkt von x5 und x5

3//\ = b1 -+ bg.’L’z -+ bg.’L’g -+ b4(.’L’2$3)

In diesen Modellen werden x5 und x3 Hauptterme oder Haupteffekte (‘main terms’)
genannt und das Produkt zoz3 wird als Interaktionsterm (‘interaction term’) be-
zeichnet.

Wenn in einem Modell Interaktionsterme beriicksichtigt werden sollten auf jeden Fall
auch die Hauptterme beriicksichtigt werden, da sonst die Gefahr eine Fehlspezifika-
tion aufgrund fehlender relevanter Variablen extrem grof3 ist (der Interaktionsterm
Toxz ist fast immer mit x5 und x3 korreliert (vgl. [Balli and Sarensen, 2012).

Der marginale Effekte von x5 hingt vom Niveau von x3 ab,
Oy

—— =by+b
o2y o + 0473

d.h. die ceteris paribus Auswirkung einer Anderung von z, auf § héngt auch vom
absoluten Wert von x3 an der betreffenden Stelle ab B9

29Wir setzen die erste Ableitung nach Erf gleich Null und lésen nach Erf.

30Wenn spiter getestet werden soll, ob x5 einen Effekt auf y hat, darf nicht der einfache t-Test
fiir den Koeffizienten von x, herangezogen werden, sondern es muss z.B. mit einem F-Test die
simultane Nullhypothese S2 = 0 und 4 = 0 getestet werden.
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Man kann die Abhéngigkeit des marginalen Effekts von z, vom Wert von z3 z.B.
grafisch darstellen, indem man in einer Grafik 0y/0xs gegen x3 auftréigt.

Achtung: Der Koeffizient by misst den marginalen Effekt von x5 nur im Punkt z3 = 0!

Analog gilt fiir eine Anderung von x5, wenn 2, konstant gehalten wird,

dy
—— =Db3+0D
s 3 + 0422

Aus der Tatsache, dass der Koeffizient des Interaktionsterms im linearen Modell
Y = by + bywy + b3z + by(w273)

einfach die zweite Ableitung ist

Oy Oy 2
. Ox2 _ 8:)33 . a y
by

B 8903 N 81'2 B 8:p26x3

folgt eine weitere wichtige Beobachtung;:

Der Koeffizient des Interaktionsterms b, gibt an, wie sich der marginale
Effekt von x5 &ndert, wenn x3 um eine (infinitesimale) Einheit zunimmt.

Man beachte, dass die Funktionsform eine Symmetrie der marginalen Effekte er-
zwingt (dies folgt aus der Symmetrie der zweiten Ableitungen, vgl. Young’s Theo-
rem), d.h. by kann auch als Anderung des marginalen Effekts von x5 interpretiert
werden, wenn xo um eine Einheit zunimmt.

Beispiel: Die Wirksamkeit von Entwicklungshilfe ist seit jeher sehr umstritten,
einfache Regressionen von Indikatoren fiir die empfangene Entwicklungshilfe auf
die Wachstumsrate der Empféangerldander zeigten regelmafBig keinen Zusammenhang
oder lieferten widerspriichliche Ergebnisse.

In einem sehr einflussreichen Paper zur Entwicklungshilfe argumentierten Burnside
and Dollar (2000) “We find that aid has a positive impact on growth in developing
countries with good fiscal, monetary, and trade policies but has little effect in the pre-
sence of poor policies.” Thre Aussage begriindeten Sie mit einer etwas komplexeren
OLS Regression, die (stark) vereinfacht folgendermafien aussieht

W =0b+byA+b3P+by(AXxP)+---+e

dabei sind W die Wachstumsrate der Empfiangerlinder, A ein Indikator fiir die
empfangene Entwicklungshilfe, und P ein Indikator fiir ‘gute’ Wirtschaftspolitik,
beruhend auf makrookonomischen Variablen wie z.B. Inflationsrate, Budgetdefizit,
etc.

Das Argument von Burnside and Dollar (2000), das Entwicklungshilfe nur in
Landern mit ‘guter’ Wirtschaftspolitik wirkt, beruhte auf dem Koeffizienten der In-
teraktionsvariable, der in Threm Modell positiv und statistisch signifikant von Null
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verschieden war. Das bedeutet, dass die Wirksamkeit der Entwicklungshilfe von ‘gu-
ter’” Wirtschaftspolitik abhangt

Dieses Papier war politisch extrem einflussreich, da es gut in das Weltbild vieler
betroffener Akteure passte, aber es wurde bald gezeigt, dass dieses Resultat sehr
stark von der Landerauswahl und der Zeitperiode abhéngig war. Fiir eine grofiere
Zahl von Landern und spétere Jahre konnte das Resultat haufig nicht reproduziert
werden.

2.10.1 Alternative Parametrisierung von Interaktionsmo-
dellen

Durch eine einfache ‘Reparametrisierung’ kann ein alternatives Interaktionsmodell
geschatzt werden, dessen Koeffizienten direkt den marginalen Effekt im Mittelwert
der betreffenden Variable messen.

Beginnen wir mit dem einfachen Interaktionsmodell
Yy = b1 + ngL‘Q + b3[L‘3 + b4[L‘2fL’3 (219)

Wenn uns z.B. der marginale Effekt von x5 gemessen im Mittelwert von x3 interes-
siert konnen wir diesen einfach berechnen

dy
L by 4 byT 2.2
Ory  ° + 0aTs (2.20)

Wir werden nun zeigen, dass wir diesen marginalen Effekt im Mittelwert der ande-
ren Variablen noch einfacher durch eine einfache Variablentransformation schitzen
konnen.

Angenommen wir schétzen anstelle von Gleichung (2.19) ein reparametrisiertes Mo-
dell
Yy =a; -+ a9 -+ asxs + a4(3:2 — .TQ)(.’L’g — .Tg) (221)

wobei Zo und z3 wie iiblich die Mittelwerte bezeichnen, dann misst a; den marginalen
Effekt von x5 im Mittelwert von x3, d.h. gibt exakt den gleichen Wert, den wir aus
Gleichung (220) erhalten!

Warum dies so ist kann einfach gezeigt werden. Wenn wir den Interaktionsterm
ausmultiplizieren erhalten wir

Yy = a + A9 9 + asxs + a4[x2x3 — {L‘gffg — l’3!f‘2 + i’g[i‘g]

= a + a4:f2f3 + (CLQ — CL4i'3)ZL‘2 + (a3 — a4f2)x3 + A4T2T3

Aus einem Vergleich mit Gleichung (2.19) sehen wir sofort, dass (as — asZ3) = by,
(a3 — a4Z2) = by und ay = by sein muss.

Was haben wir damit gewonnen? Aus (ay — a4Z3) = be und ay = by folgt

a9 = bg + b4i‘3
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dies ist aber exakt der marginale Effekt von x5 gemessen im Mittelwert von xs den

wir aus Gleichung (2.20]) erhalten haben!

Wenn wir also anstelle von Gleichung (2.19) die reparametrisierte Gleichung (2:21))
schitzen misst der Koeffizienten as direkt den marginalen Effekt von xzo im Mit-
telwert von x3, mit dem dazugehorigen korrekten Standardfehler des marginalen
Effekts im Mittelwert. Die dazugehorige t-Statistik kann also unmittelbar verwen-
det werden um zu testen, inwieweit der marginale Effekt im Mittelwert von xs von
Null verschieden ist. Analoges gilt fiir as.

Dies ist offensichtlich interessanter als die Schitzung von by aus Gleichung (2.19),
denn dieser Koeffizient misst den marginalen Effekt nur im Punkt x3 = 0, der kaum
je relevant sein diirfte.

Allerdings éndert dies nichts an der Nicht-Linearitéit des Zusammenhangs, der mar-
ginale Effekt von x5 ist fiir jeden Wert von x3 unterschiedlich!

Zusammenfassend einige abschlieBende Empfehlungen fiir den Umgang mit Interak-
tionseffekten von [Brambor et all (vgl. 2006):

1. Interpretieren Sie die Koeffizienten des Interaktionsvariable nie als unbedingte
marginale Effekte!

2. Falls Sie an den marginalen Effekten interessiert sind berechnen Sie diese fiir
interessierende Werte der anderen Variablen, oder stellen sie diesen grafisch

dar.

3. Berechnen Sie den Standardfehler des marginalen Effekts sowie dessen Signi-
fikanz fiir relevante Werte der Variablen, z.B. im Mittelwert. Eine einfache
Moglichkeit dazu bietet die oben erlduterte alternative Parametrisierung.

Beispiel: Tabelle P10 zeigt zwei Schéitzungen fiir Lohngleichungen mit Interakti-
onseffekten. Diesen Schéatzungen liegen die gleichen EU-SILC Daten zugrunde, die
wir auch spéter fir ein ausfiihrlicheres Beispiel verwenden werden (vgl. Tabelle 77,
Seite 7?). Spalte (1) von Tabelle 210 zeigt den unmittelbaren Interaktionseffekt wie
in Gleichung (2.19), Spalte (2) die Schatzung fiir das reparametrisierte Modell wie

in Gleichung (2.21]).

Alle Koeffizienten weisen das erwartete Vorzeichen auf und sind hoch signifikant von
Null verschieden.

Spalte (1) von Tabelle 210 zeigt die Schitzung fiir die Gleichung

—

log(wage) = by + by educ + by exper + by exper? + bs educ x exper

Der marginale Effekt von educ ist

—

dlog(wage)
Odeduc

Diese Funktion ist im linken Panel von Abbildung 2.37 dargestellt. Wenn wir die
geschitzten Koeffizienten aus Tabelle 2100 und den Mittelwert fiir die Berufserfah-
rung exper = 19.5 (siche Tabelle ?77) einsetzen erhalten wir den Wert 0.05677, also

= by + bsexper
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Tabelle 2.10: Lohngleichung fiir Osterreich mit Interaktionseffekten

Dependent Var.: log(wage) (1) (2)
Constant 1.44°742% 1.24820***
(0.03884) (0.03202)
educ 0.04235*** 0.05677**
(0.00221) (0.00189)
exper 0.02940*** 0.03962***
(0.00317) (0.00202)
exper? —0.00060"**  —0.00060***
(0.00005) (0.00005)
educ X exper 0.00074***
(0.00015)
(educ — educ) x (exper — exper) 0.00074***
(0.00015)
R-squared 0.24811 0.24811
N 5237 5237

genau den Wert des Koeffizienten von educ in Spalte (2). Genau dies haben wir
im vorhergehenden Abschnitt iiber die Reparametrisierung allgemein gezeigt. Fiir
jemanden mit 19.5 Jahren Berufserfahrung erwarten wir also, dass ein weiteres Jahr
an Ausbildung ungefiahr einen um 5.677% hoheren Stundenlohn bringt. Dieser Punkt
ist im linken Panel von Abbildung [2.37] eingezeichnet. Aus dieser Abbildung erken-
nen wir auch, dass der marginale Effekt von educ mit zunehmender Berufserfahrung
auf fast 8% ansteigt.

Der marginale Effekt fiir die Berufserfahrung exper ist

dlog(wag
M = b3 + 2by exper + bseduc
Odexper

In diesem Fall héangt der marginale Effekt der Berufserfahrung auf den Stundenlohn
vom Level des Ausbildungsjahre und der Berufserfahrung ab. Wenn wir wieder die
Koeffizienten von Spalte (1) aus Tabelle 210 einsetzen, fir educ den Mittelwert
13.815 Jahre und fiir exper = 0 erhalten wir den Koeffizienten von exper aus Spalte
2

8log(w/?ge)

= 0.02940 — 2 x 0.0005991 x 0 + 0.0007393 x 13.815 ~ 0.03962
dexper

Die Abhéingigkeit des marginalen Effekts von exper auf den Stundenlohn fiir un-
terschiedliche Ausbildungsdauer educ und fiir drei Levels von exper ist im rechten
Panel von Abbildung 2.37] dargestellt. Offensichtlich nimmt der marginale Effekt der
Berufserfahrung ceteris paribus mit der Ausbildungsdauer zu, und ist ceteris paribus
umso hoher, je geringer die Berufserfahrung ist.

Wenn wir fiir exper anstelle von Null den Median von 20 Jahren einsetzen erhalten
wir den Wert 0.01565, das heif3t, fiir jemanden mit 13.8 Jahren Ausbildung erwarten
wir, dass der Stundenlohn um ca. 1.565% steigt, wenn die Berufserfahrung von 20
Jahren auf 21 Jahre zunimmt. Dieser Punkt ist in der Grafik eingezeichnet.
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Marginal Effect of Education (%)

Marginal Effect of Education (%) Marginal Effect of Experience (%)

- exper 0.25 quantile
— exper 0.5 quantile (median) _.--
< 7 exper 0.75 quantile _---~

Marginal Effect of Experience (%)
2
|
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Abbildung 2.37: Marginale Effekte mit Interaktionseffekten fiir Lohngleichung.

Vorsicht mit nicht-linearen Funktionsformen:

e Mit polynomischen Modellen (z.B. quadratischen oder kubischen Modellen)

kann man zwar manchmal einen sehr guten Fit in der Stichprobe erreichen,
aber fiir Prognosen sind sie meistens ziemlich unbrauchbar, da die Funktions-
form ‘out of sample’ hiufig extreme Verldufe erzwingt.

Das Bestimmtheitsmaf8 R? darf nur fiir den Vergleich von Modellen verwendet
werden, in denen die abhéngige Variable y nicht transformiert wurde und wenn
beide Modelle die gleiche Anzahl erkldrender Variablen haben.

Dies ist einfach zu erkennen: das Bestimmtheitsmaf} ist definiert als Anteil
der durch die x erkldrten Streuung an der gesamten Streuung von y. Falls y
transformiert wird (also z.B. log(y) anstelle von y verwendet wird), dndert sich
natiirlich auch die Streuung, und damit das R?

2 2
R2—1_ D€ i i

R120gy =1- TN
VT S e >, llog(y:) — log(9)?

Dies gilt auch fiir das korrigierte Bestimmtheitsmafl R2, welches blo einen
Vergleich von Modellen mit einer unterschiedliche Anzahl erklarender Varia-
blen ermdglicht.

Grundsétzlich sollte weder das normale R? noch das korrigierte Bestimmtheits-
mafl R? fiir die Einschiitzung der Qualitit einer Schiitzung iiberinterpretiert
werden, da sie nur die Anpassung in der Stichprobe beschreiben. Viel wich-
tiger ist z.B., ob die geschétzten Koeffizienten die theoretischen Erwartungen
erfiillen und signifikant von Null verschieden sind. Im Kapitel iiber Spezifika-
tion werden wir einige weitere Kriterien und Tests kennen lernen.
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by <0

by
=b +
Y 1 .
Y Y
by >0
........... By b e by

Abbildung 2.38: Reziproke Transformationen

by

2.11 Reziproke Transformationen

Eine andere Funktionsform, die z.B. fiir die Schétzung von Phillips-Kurven heran-
gezogen werden kann, sind reziproke Transformationen, man verwendet einfach den

Kehrwert der Variablen, siehe Abbildung [2.38]

1
Yy = bl —+ b2 —
x
Ubersicht:

Modell Gleichung Steigung (= &) Elastizitét (= & )
Linear y=a+ fx B B(z/y)
Log-linear Iny = a + Slnz Bly/z) B
Log-lin  Iny=a+ Sz B(y) B(x)
Lin-log y=a+flnx B(1/x) B(1/y)
Reziprok _y = a + 5(1/z)  —B(1/2) _B(1/zy)
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2.12 Diverses

2.12.1 Mittelwerttransformationen

Es gibt eine spezielle Datentransformation, die in der Okonometrie hiufig angewandt
wird und die sich spéter oft als niitzlich erweisen wird, nadmlich die Mittelwerttrans-
formation.

Die Mittelwerttransformation besteht einfach darin, dass von jeder einzelnen Be-
obachtung x; einer Datenreihe der Mittelwert der selben Datenreihe z subtrahiert
wird.

Die resultierende Datenreihe besteht einfach aus Abweichungen vom Mittelwert,
daher der Name Mittelwerttransformation. Wir werden eine derart transformierte
Beobachtung (bzw. Datenreihe) im Folgenden mit zwei Punkten iiber dem betref-
fenden Variablennamen kennzeichnen, also z.B.

.fL'Z:l'Z—l'

Abbildung zeigt eine grafische Interpretation dieser Mittelwerttransformation.
Durch diese Transformation “Subtraktion des Mittelwertes” werden die Koordinaten
der so transformierten Variable im Verhiltnis zu einem neuen Koordinatensystem
gemessen, dessen neuer Nullpunkt im Mittelwert der urspriinglichen Variablen (Z, 3)
liegt. Gewissermaflen bewirkt die Subtraktion des Mittelwertes also eine Verschie-
bung des Koordinatensystems, so dass der neue Nullpunkt in den Mittelwert der
Daten verschoben wird.

Solche mittelwerttransformierte Daten werden uns wiederholt begegnen, und sind
uns auch schon begegnet; zum Beispiel wird Gleichung (2.8) fiir by aus den mittel-
wertransformierten Variablen x und y gebildet, d.h.

Yilwi—2)’ X

Man beachte auch, dass der Mittelwert einer mittelwertransformierten Variablen
stets Null ist, denn

=1 1 1 1 1
”::_ Z:_ Z'—_:— i — — y =1y — — _:_—_:O
i nEy n%(y y) n%y n%y y——ny=y—4y
Daraus folgt zum Beispiel auch, dass

cov(y, ) B cov (Y, &)

bQZ

var(z)  var(i)

Deshalb spielt es fiir die Berechnung des Steigungskoeffizienten b, keine Rolle, ob
man die urspriinglichen Datenreihen oder mittelwerttransformierte Datenreihen ver-
wendet, die OLS-Methode liefert in beiden Féllen das gleiche Ergebnis fiir den Stei-
gungskoeffizienten.
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Daten:

Y T Y T
2.60 1.20 -0.62 —3.14
1.60 3.00 —-1.62 —1.34
4.00 4.50 0.78 0.16
3.00 5.80 —-0.22 1.46
4.90 7.20 1.68 2.86
Mittelwert: 3.22 4.34 0.00 0.00

HOQ®E >

Abbildung 2.39: Datentransformation, Subtraktion des Mittelwertes. Die Koordi-
naten des Punktes B im urspriinglichen Koordinatensystem sind
(3.0,1.6); wenn der Mittelwert subtrahiert wird erhdlt man die
Koordinaten in Bezug auf ein neues Koordinatensystem, des-
sen Ursprung im Mittelwert der Beobachtungen (z,%) liegt, fiir
Punkt B also (—1.34, —1.62). [locallwww]


http://www.uibk.ac.at/econometrics/einf/02x_subtraktmw_f.pdf
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Allerdings kann aus den mittelwerttransformierten Datenreihen das Interzept b,
nicht mehr unmittelbar berechnet werden, denn dies fallt bei der Mittelwerttrans-

formation raus
Yi = b1+ byw; + e
y = bi+br+e /-

Y —y = bl—bl‘l—bg(l‘i—i’)—f-ei—é
Ui = b+ ¢
Dies sollte nicht erstaunen, denn wie wir vorhin gesehen haben entspricht die Mit-
telwerttransformation grafisch einer Verschiebung des Nullpunkts des Koordinaten-

systems in den Mittelwert der Variablen, und dort in das Interzept per Definition
Null.

Aber selbstverstiandlich kann das Interzept aus den nicht-transformierten Daten mit
by = y — by einfach wieder berechnet werden.

Ubungsbeispiel: Mit Hilfe der mittelwerttransformierten Daten koénnen wir den
Zusammenhang y; = by + bex; + €; kiirzer schreiben §j; = bo@; + €;, denn der OLS
Schatzer by ist tatsachlich in beiden Fillen der selbe.

Wir kénnen zur Ubung den OLS Schiitzer fiir das mittelwerttransformierte Modell
herleiten. Die Residuen sind e; = 4j; — bo@;, deshalb ist das Minimierungsproblem

min e = mln g bel
by 4=
1

Die Bedingung erster Ordnung ist

dy el _
dye _ B LN
b, E b)) (—2;) =0

Daraus folgt >, 9% = ba(>, #;)* oder
b = il _ 2.i(@i —T)(yi — ) _ cov(z,y)
OnE Sw-ar )

Das Interzept kann wieder wie iiblich mit b; = ¢ — b2 berechnet werden. Wie wir
bereits erwéhnt haben kann dieses Ergebnis als ein Spezialfall des Frisch-Waugh-
Lovell Theorems interpretiert werden.

2.12.2 Verdrehte Regression (‘Reverse Regression’)

Wir haben bisher die Quadratsumme der Residuen der Gleichung y; = b + boz; +¢;
minimiert, also das Quadrat der vertikalen Abstdnde zwischen y; und ¥;, weil wir y
mit Hilfe der x Variable ‘erkldren’ wollen. In manchen Féllen ist die Wirkungsrich-
tung aber nicht klar; so kénnen wir z.B. bei dem Zusammenhang zwischen Korper-
groffe x und Gewicht y in beide Richtungen argumentieren.

Ad hoc wiirden viele erwarten, dass es keine Rolle spielt ob wir y auf z oder x auf
y regressieren, also

yi:bl—l—ngmLei — —b*—i—bemLe
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J ;= 0.01 + 134y,

- Gi=15404w

Abbildung 2.40: ‘Reverse Regression’: die Regression von z auf y (Z; = b +by*y;),
sowie strichliert die normale Regression y; = by + byx;.

denn y = by + byx + e kann natiirlich umgeschrieben werden zu

by 1 1
r=——4+—y——e
by by by
Man konnte irrtiimlich vermuten, dass bf = —b; /by und b5 = 1/by sein sollte, aber

dem ist nicht so! Die Umformungen sind natiirlich korrekt, aber diese sind nicht die
OLS Schétzer.

Die OLS Schétzer der ‘verdrehten” Regression sind

cov(z, y)

by =
2 var(y)

, by =7 — b3y
Abbildung 2.40] zeigt, dass im Fall der verdrehten Regression die Quadratsummen
der horizontalen Abstéinde minimiert werden. Zu Vergleichszwecken ist auch die
direkte Regression y; = by + byx; strichliert eingezeichnet.

2.12.3 Historisches

Die tatséchlichen Urspriinge der OLS Methode sind bis heute nicht restlos geklért.
Sicher ist nur, dass sie zuerst fiir astronomische Anwendungen entwickelt wurde,
und zwar um aus einer Reihe ungenauer Messungen das wahrscheinlichste Ergeb-
nis fiir eine neue Messung zu berechnen, und dass sie erstmals 1805 vom franzosi-
schen Mathematiker Adrien-Marie Legendre (1752-1833) im Anhang eines Werkes
zur Berechnung von Kometenbahne publiziert wurde. Legendre suchte nach einer
Methode, wie ein Gleichungssystem mit mehr Gleichungen als Unbekannten geltst

3l“Nouvelles méthodes pour la détermination des orbites des cometes.” Paris 1805, Anhang:
“Sur la Méthode des moindres quarrés”, S. 72-80 .
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werden konnte, und zeigte, dass die ‘Methode der Kleinsten Quadrate’ ( “Méthode
des moindres quarrés”) zu einem Gleichungssystem fiihrt, das mit ‘gewdhnlichen’
Methoden gelost werden kann, daher die Bezeichnung OLS (‘Ordinary Least Squa-
res’).

Es gilt aber als sehr wahrscheinlich, dass Carl Friedrich Gauss (1777-1855) die
Grundlagen der OLS Methode bereits 1795 im Alter von 18 Jahren entwickelte.
Vermutlich trug die Anwendung dieser Methode auch wesentlich zum frithen Ruhm
von Gauss bei, denn sie erlaubte es ihm 1801 aus einer Reihe fehlerbehafteter Mes-
sungen ziemlich genau den Ort zu berechnen, an dem der kurz vorher entdeckte
Zwergplanet Ceres wieder hinter der Sonne hervorkommen wiirde. Als Gauss die
Methode 1809 schliefflich publizierte nahm er die Entdeckung der OLS Methode fiir
sich in Anspruch, was zu einem Streit iiber die Urheberschaft zwischen Gauss und
dem um 25 Jahre &lteren Legendre fiihrte (vgl. [Singh, 2010).

Die Bezeichnung Regression ist deutlich jiinger und geht auf Francis Galton (1822
— 1911) zuriick, einen Cousin von Charles Darwin. Galton war wie viele seiner Zeit-
genossen — und insbesondere auch viele der frithen Pioniere der Statistik — besorgt,
dass die Verbreitung negativ bewerteter Erbanlagen Grofibritannien langfristig grofe
Probleme bereiten wiirde, und wurde so zu einem Begriinder der Eugenik, die nach
Moglichkeiten suchte, den Anteil positiv bewerteter Erbanlagen zu vergréfiern. Gal-
ton fand, dass in einer Regression der Korpergréfie von Kindern auf die Koérpergrofie
der Eltern der Regressionskoeffizient durchgehend kleiner als Eins war, dass also
iiberdurchschnittlich grofie Eltern tendenziell kleinere Kinder, und iiberdurchschnitt-
lich kleine Eltern tendenziell grélere Kinder hatten. Er nannte dies eine “Regression
towards Mediocrity in Hereditary Status B2 Die der Analyse zugrunde liegende sta-
tistische Technik wurde in der Folge als ‘Regression’ bekannt.

Vor dem Hintergrund des Burenkrieges (1899 — 1902), der einen Mangel an taugli-
chen Rekruten zutage brachte, wurden die Ergebnisse von Galton von den damaligen
Eliten mit einiger Sorge zur Kenntnis genommen. Es fiihrte zu Angsten vor Dege-
neration und langfristigem Niedergang der imperialen Grofe.

Es zeigte sich allerdings, dass Galtons Sorgen unbegriindet waren, ein Regressions-
koeffizient kleiner Eins ist durchaus mit einer iiber die Zeit stabilen Verteilung der
Korpergrofien kompatibel. Deshalb ging dieses Phanomen als “Galton’s Fallacy”
in die Literatur ein.
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2.A Appendix

2.A.1 Berechnung von durchschnittlichen Wachstumsraten

Durchschnittliche Wachstumsraten spielen in vielen Bereichen der Wirtschaftswis-
senschaften eine wichtige Rolle, deshalb wiederholen wir hier einige zentrale Konzep-
te. Die Wachstumsraten hauptséichlich auf Zeitreihen angewandt werden verwenden
wir ¢t als Beobachtungsindex, mit t =0,1,2,...,7.

Diskrete Wachstumsraten (i)

Unter der diskreten Wachstumsrate verstehen wir die relative Anderung einer Grife
zwischen zwei Perioden

w1 Ay oy
= = = —1

Yt—1 Yt—1 Yi—1

Der Quotient y;/y;—1 wird auch als Wachstumsfaktor bezeichnet.

Wenn eine Variable y mit einer konstanten diskreten Wachstumsrate ¢ wichst nimmt
sie in jeder Periode um 7y, ; Einheiten zu. Fiir t =1,2,...,T

= Yo+ 1Yo = yo(l+17)
yo = yi(14+1) = yo(L+0)(141) = yo(1 +i)?

yr = yo(l+14)"
Sollte die durchschnittliche Wachstumsrate zwischen den Perioden 0 und 7" berech-
net werden, so darf dazu nicht das arithmetische Mittel herangezogen werden!

Man kann sich einfach fragen, welche Wachstumsrate ¢ fithrt vom Wert yo zu ;.
Dazu logarithmieren wir yr = yo(1 + )7 und 16sen nach i

Inyr = Inyy+7T1In(1+1)

1
T (Inyr —Inyy) = In(1479)

1
exp (T(Alny)) = 1+

1
1= exp (?ln {Z—z}) -1

T bezeichnet dabei die Anzahl der Perioden; sollte z.B. die durchschnittliche Wachs-
tumsrate des BIP von 2005 — 2010 berechnet werden, und wird darunter die Periode
vom 1.1.2005 — 31.12.2010 verstanden, also 7" = 6.

Um eine prozentuelle Wachstumsrate zu erhalten muss ¢ mit 100 multipliziert wer-
den.
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Beispiel: Angenommen ein Wert hat zwischen 1990 und 2012 von 500 auf 2000
zugenommen, wie grof ist die durchschnittliche jahrliche Wachstumsrate?

1 2000
) — —1In |——| | =0.0621271
1 exp(23 n[500}) 0.062127177

die diskrete prozentuelle Wachstumsrate betriagt also ca. 6.2%. Wir konnen dies
einfach iiberpriifen
500(1 + 0.062127177)* = 2000

Stetiges Wachstum (r)

Der enge Zusammenhang zwischen Wachstumsraten und der Exponentialfunktion
(bzw. dem Logarithmus) wird sofort klar, wenn man mehrere Verzinsungen pro
Periode zulésst, und die Anzahl der Verzinsungen pro Periode gegen Unendlich gehen
lasst.

Wenn die Verzinsung m Mal pro Periode erfolgt
ro\mt r\m/r rt
ye = yo<1+—) :y0[<1+_) }
m m

1 wA rt m
= 1Y {(1—1——) ] mit w (= —
w r

Wir erinnern uns, dass die Eulersche Zahl als Grenzwert einer Folge dargestellt
werden kann

m—o0

1 w
lim (1 + —) =e~ 2.7182819
w

da m — oo impliziert w — oc.

Also

yr = yoe'" = yoexp(rt)

Man beachte, dass in y; = yo(1 + r/m)™ die Zeit noch eine diskrete Variable ist,
erst durch die Grenzwertbildung wird die Zeit zu einer stetigen Variable. Auflerdem
wird hier r als konstant angenommen, aber natiirlich miissen tatséchliche Wachs-
tumsraten nicht immer konstant sein.

Mit einer stetigen Wachstumsrate kann die Verdnderung iiber die Zeit einfach als
Ableitung nach der Zeit berechnet werden

dy, _ d(yoe™)
dt dt

— ryoe”

Die relative Anderung ist deshalb

dyt rt
dt _ Yol _
Yt yoe't
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Fiir sehr kurze Zeitperioden konvergiert die diskrete Wachstumsrate ¢ gegen die
stetige Wachstumsrate r

. ) Yerar —ye 1
limi?: = lim { &+ —+">.—
At—0 At—0 At Y

dy 1
= —_—  — =7
dt y

Wenn eine Variable y exponentiell mit konstanter Wachstumsrate r» wachst gilt y, =
yoe", bzw. Iny; = Inyy + rt. Daraus folgt durch Umschreiben
Iny, —Ilnyy Alny
r= =

t t

Daraus folgt, dass die stetige Wachstumsrate zwischen zwei aneinandergrenzenden
Perioden, d.h. wenn At = 1, einfach die logarithmische Differenz ist r;;11 = Alny,.

Ebenso ist aus Iny; = Inyy + rt auch einfach ersichtlich, dass

diny;
dt

wenn yo konstant ist.

Diese Zusammenhénge werden in der empirischen Wirtschaftsforschung ausgiebig
geniitzt, auch weil bei ‘kleinen’” Wachstumsraten (z.B. r < 0.05) die stetigen Wachs-
tumsraten eine gute Anndaherung an die diskreten Wachstumsraten darstellen.

Umrechnen zwischen stetigen und diskreten Wachstumsraten

Da zu jedem Zeitpunkt fiir eine beliebige diskrete Wachstumsrate ¢ genau eine stetige
Wachstumsrate r existiert, die zum gleichen Betrag y; fithrt, kann einfach zwischen
diskreten und stetigen Wachstumsraten umgerechnet werden

yo(1 +1)" = ygexp(rt)

folgt Inyo + tIn(1 + i) = Inyo + rt bzw.

r=1In(1+ 1) bzw. i=exp(r)—1

Wir haben vorhin gezeigt, dass die stetige Wachstumsrate zwischen zwei Perioden
als logarithmische Differenz berechnet werden kann r = Alny/t. Wenn man diese
in eine diskrete Wachstumsrate umrechnet erhélt man wieder i = exp (Alny) /t —1.

Die prozentuellen Wachstumsraten erhélt man wie {iblich, indem man diese Wachs-
tumsraten mit 100 multipliziert.
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