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Beispiel: Gastebefragung Osterreich

age gender income expenditure country

57  female 35200 434  Germany
29  male 40000 1025  Austria
35 female 49280 202  Germany
30 female 38205 603  other

48  female 39050 596  ltaly

70  male 30000 1489  Austria
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Gastebefragung Osterreich

Tagliche Urlaubsausgaben (expenditure): Wie vergleichen?
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Gastebefragung Osterreich

Tagliche Urlaubsausgaben (expenditure): Wie vergleichen?
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mean = 911, sd = 522 mean = 810, sd = 384 mean = 985, sd = 547



Mittelwerte: Arithmetisches Mittel

e Mittelwert: Uberbegriff fiir verschiedene LagemaRe.

® Arithmetisches Mittel: am haufigsten verwendet

Definition Arithmetisches Mittel

® nur fur metrisch skalierte Variablen sinnvoll!
e empfindlich gegenlUber Extremwerten.



Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel: besitzen einige der n Beobachtungen den gleichen
numerischen Wert kdnnen diese zusammengefasst werden
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Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel:

3\*—‘

bzw. mit f; := > (relative Haufigkeiten)

k
T=> x;f;

j=1

= gewogenes arithmetisches Mittel

k k
Z ij%z mitj=1,...



Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel: 4 Eigenschaften

1. Schwerpunkteigenschaft Die Summe der Abweichungen der Einzelwerte
vom arithm. Mittel z sind Null:

n

Z(:Ei—a_s):Z;vi—Zi:n:E—nfi’:O

i=1
. _ 1 _ _ _
weilausz = ~ > . x; folgt Y}, x; =nz,und ), & = nx

— Schwerpunkt einer Verteilung.



Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel: 4 Eigenschaften
2. Die Summe der quadrierten Abweichungen von Z ist kleiner als von jedem
beliebigen anderen Wert z

n

Z(mz —7)% < Zn:(xz —2)? firz # 2
i=1

i=1



Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel: 4 Eigenschaften
2. Die Summe der quadrierten Abweichungen von Z ist kleiner als von jedem
beliebigen anderen Wert z

Z(mz —7)% < Z(mz —2)? firz # 2
i=1 i=1
® Warum?
z:(ﬂh'—z)2 Z(m—f-ﬂf—z)Q :Z[(Ii ~2)+ (- 2)
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Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel: 4 Eigenschaften
2. Die Summe der quadrierten Abweichungen von Z ist kleiner als von jedem
beliebigen anderen Wert z

Z(mz —7)% < Z(:pz —2)? firz # 2
i=1 i=1
® Warum?
z:(ﬂfi—z)2 Z(m—f-Hf—Z)Q :Z[(Ii ~2)+ (- 2)

= > (@-2"+2@-2)> (@-2)+ Y (T-2)°

N———

= > (@-3)°+ Z(a‘: —2)% mit Z(a‘c —2)?>0

i

e = arithm. Mittel & erzeugt kleinstmogliche Streuung (Varianz)!



Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel: 4 Eigenschaften

3. Translationsaquivariant: werden die Einzelwerte linear transformiert
x; = b1 + bax;, dann gilt

¥ =by + by
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Arithmetisches Mittel: 4 Eigenschaften

3. Translationsaquivariant: werden die Einzelwerte linear transformiert
x; = b1 + bax;, dann gilt

¥ =by + by

® Warum?

1
Tt o= = b box;
x n%(1+ 2%;)

1
= =~ nb+b ’

1
= b by — i=0 boT
1+ 2nzi:a: 1+ 02



Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel: 4 Eigenschaften
4. gewichtetes arithm. Mittel: Zwei (oder mehrere) Teilgesamtheiten,
deren Umfang und arithm. Mittel bekannt sind (n1, Z1, no, o Mit ny +ny = n)

ni n2
_ 1 1 n9
r = - *E 9311'+fg T2
no\xr ng <
=1 i=1

ni n2
n1 1 iy 1 ny _ na _
= — *E Ty | +— *E Toi | = —T1+ — T2
n \ n no\n2 = n n
1=

=1



Arithmetisches Mittel

Arithmetisches Mittel: 4 Eigenschaften
4. gewichtetes arithm. Mittel: Zwei (oder mehrere) Teilgesamtheiten,
deren Umfang und arithm. Mittel bekannt sind (n1, Z1, no, o Mit ny +ny = n)

ni n2
_ 1 1 n9
r = - *E 9311'+fg T2;
n\r- ng «
=1 i=1

n 1 & n 1 & n n
A ) N I I 2
- (nlzﬂﬁlz)-F 0 (mzﬂvzz) n561+ n5f32
i=1 i=1
e \Warum?
Aus der Definition des arithm. Mittels

ni n2
E r1; = n1T1 und E T9; = N2X2
i=1 =1
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Varianz

Definition Varianz

Varianz s2: mittlere quadratische Abweichung vom arithmetischen Mittel z.

1 n
var(z) := 2 = - Z(xl — z)?
i=1

1 n
= — E x| — 2% =22 — 7°
n \“
i=1

nur fur metrisch skalierte Variablen.



11

Varianz

Warum?

var(z)

weil Y, 2; =nzund ), 22 =
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Varianz

Linear Transformierte Daten:

Seix;*:bl—l—ngifijri:l,...,n

Wir haben bereits friher gezeigt, dass " = by + by 7.

1
var(z*) = - Z (b1 + baw; — by — byz)?

= 3 (olei - 3

1
= bgﬁ Z(xz —7)% = b3 var(z;)

= Addition oder Subtraktion einer Konstante. hat keinen Einfluss auf die Varianz!
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Varianz

Zwei Arten der Varianz

1 ¢ 1
$2 == Z(xZ - 3_3)2 versus 32 = n—1) Z(xZ — 5)2

n <
=1

® die meisten Programme berechnen die Varianz nach der 2. Formel, d.h. sie
verwenden den Vorfaktor 1/(n — 1)

¢ die Anwendung des Vorfaktor 1/(n — 1) statt 1/n ist angebracht, wenn die
Varianz aus einer Stichprobe berechnet wird und als Schétzung fur die
Varianz der Grundgesamtheit dient.

e der Grund dafur liegt im Konzept der spater diskutierten Erwartungstreue.
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Standardabweichung

® Die Varianz ist manchmal schwierig zu interpretieren, wenn z.B. x in Euro
gemessen wird, hat die Varianz die Dimension Euro?.

® Die Standardabweichung hat gegenUber der Varianz den Vorteil, dass sie in
der gleichen Einheit wie die Beobachtungswerte gemessen wird.

Definition Standardabweichung
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Metrisch skalierte Merkmale: Zusammenhangsmals

Das wichtigste ZusammenhangsmaR fur metrisch skalierte Merkmale ist die
empirische Kovarianz.

Definition Kovarianz

Die Kovarianz ist eine (nicht standardisierte) MaRzahl fir den Zusammenhang
zwischen zwei metrisch skalierten statistischen Merkmalen x und y.
1 n
cov(z,y) = — Z:(JUZ —z)(yi — )

n-
=1

mit z := %szz und g := %Zlyl



Kovarianz

Beispiel:
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Kovarianz: Mittelwerttransformation

)




Kovarianz: Mittelwerttransformation
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Vorzeichen der Kovarianz
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Kovarianz

Kovarianz:

® Die Kovarianz ist positiv, wenn x und y tendenziell einen gleichgerichteten
linearen Zusammenhang aufweisen, d.h. hohe Werte von x gehen mit
hohen Werten von y einher und niedrige mit niedrigen.

® Die Kovarianz ist negativ, wenn z und y einen gegengerichteten linearen
Zusammenhang aufweisen.

® |st die Kovarianz Null, so besteht kein linearer Zusammenhang (es kann aber
trotzdem oder ein nicht-linearer Zusammenhang bestehen, z.B. U-férmig).
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

1) Symmetrie:

cov(z,y) = cov(y, x)
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

1) Symmetrie:

‘ cov(z,y) = cov(y,x) ‘

Warum?

cov(z,y) = — Z(l‘z —7)(yi — 9)

n

= % Z(Z/z‘ —y)(z; — ) = cov(y, x)

i=1
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

2) Konstante Faktoren konnen ausgeklammert werden: fiur x,y € R” und
Zahlen a,b € R

’ cov(ax,by) = abcov(z,y) ‘
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

2) Konstante Faktoren konnen ausgeklammert werden: fiur x,y € R” und

Zahlen a,b € R

Warum?

’ cov(ax,by) = abcov(x,y)‘

cov(azx, by)

1 n
= (e — az) by — by)
=1

=S ala — 2ol — 1)
=1

n

abcov(z,y)



Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

3) Additivitat: fir z,y, » € R”

cov(z, (y + z)] = cov(z,y) + cov(z, 2)
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

3) Additivitat: fir z,y, » € R”

‘ cov(z, (y + z)] = cov(z,y) + cov(z, 2) ‘

Warum?
covlz, (y +2)] = 72 (i + 21) — (y + 2)]

= fz = D)[(yi + 2) — (§ + 2)]

n

_ % S @i = )i~ )+ (- 2)

= Y @D - D+ D @B
= cova, y) + cov(x, 2) -
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

4) Zusammenhang mit empirischer Varianz: fir z € R"

‘ cov(z,z) = var(z) ‘
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

4) Zusammenhang mit empirischer Varianz: fir z € R"

‘ cov(z,z) = var(z) ‘

Warum?

cov(z,z) = % S (@i — 7)(wi — 3)
=1

1 n
=1

= var(x)
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

5) Empirische Varianz einer Summe: flir z,y € R”

‘ var(z + y) = var(z) 4+ var(y) + 2 cov(z, y) ‘
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Rechenregeln fur empirische Kovarianzen

5) Empirische Varianz einer Summe: flir z,y € R”

‘ var(z + y) = var(z) 4+ var(y) + 2 cov(z, y) ‘

Warum?

= %Z(Iz‘ - 1)’ +%Z(yi -9+

=1 =1
213 B )
n ZTj T)\Yi )

= var(z) + var(y) + 2 cov(z,y)
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Kovarianz

Zwei Arten der Kovarianz

cov(z,y) = ! Z(Hfz —2)(yi — 9)
=1
versus "
1 _ _
covs(z,y) = =) ;(a:z —)(yi — ¥)

® die meisten Programme berechnen die Kovarianz nach der 2. Formel, d.h.
sie verwenden den Vorfaktor 1/(n — 1)

¢ die Anwendung des Vorfaktor 1/(n — 1) statt 1/n ist angebracht, wenn die
Kovarianz aus einer Stichprobe berechnet wird und als Schatzung fur die
Kovarianz der Grundgesamtheit dient.
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Korrelation

Korrelationen:

® Kovarianzen hangen von MaReinheiten ab! Um einen Zusammenhang
vergleichbar zu machen, muss die Kovarianz normiert werden =
Korrelationskoeffizienten

e Korrelationen sind eine Gruppe von statistischen Kennwerten, die den
“Zusammenhang” zwischen zwei Variablen messen sollen.

® Bewegen sich die Variablen in die selbe Richtung? Wie stark hangen sie
zusammen?
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Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson

Definition Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson

Der Korrelationskoeffizient r ist ein dimensionsloses MafR fur den Grad des
linearen Zusammenhangs zwischen zwei mindestens intervallskalierten

Merkmalen.
cov(z, y)

var(x)/var(y)

corr(z,y) 1= ray =

e erfordert mindestens metrisches Skalenniveau!
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Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson

Eigenschaften des Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson: fir
Datenvektoren x,y € R™ und Zahlen a, b, ¢, d € R gilt

® 1., kann nur Werte zwischen —1 und +1 annehmen
—1 < corr(z,y) < +1
® r,, andert sich nicht bei einer linearen Transformation
corr(azx + b, cy + d) = corr(z,y)
© Wenn der corr(z,y) = 0 sind die beiden Merkmale linear unabhangig (sie

kdnnen aber trotzdem nicht-linear abhangig sein); wenn | corr(z,y)| = 1 sind
die Merkmale exakt linear abhangig

® corr(z,y) =+1wenny=a+ bz
® corr(z,y) = —1lwenny =a—bx



Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson

Beispiel: mitz :=x — 2, j:=y—¥y

[~}
(V)

2 1 3 9 2 4 6
3 4 2 4 1 1 -2
4 1 1 1 2 4 2
6 4 1 1 1 1 1
7 2 2 4 1 1 -2
8 6 3 9 3 9 9
SS 30 18 0 28 0 20 14
cov(z,y) 14

= 0.591608

T V/var(z)/var(y) - V28 - 20



31

Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson

Ubung: Zeigen Sie, dass der Korrelationskoeffizient

cov(z,y)
var(x) var(y)
>i(ri — 2)(yi — 7))
V@i =) 3 (v — 9)?

alternativ berechnet werden kann als

> i TilYi — NITY

V(22 = n2) (2 — i)

r =
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