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1 Einleitung

Im Mathematikunterricht der vierten bzw. siebten Klasse der Sekundarstufe treten
Probleme auf, die man in dem bis dahin bekannten Zahlbereich (dem Korper der
rationalen Zahlen Q bzw. dem Korper der reellen Zahlen R) nicht 16sen kann.
In der vierten Klasse mochte man zum Beispiel die Linge der Diagonale eines
Quadrates mit Seitenldnge 1 berechnen. Das miisste eine Zahl sein, deren Quadrat
zwei ist. In Q gibt es aber keine solche Zahl. In der siebten Klasse sucht man nach
einer Nullstelle des Polynoms 2 4 1, also nach einer Zahl, deren Quadrat —1 ist.
In R, dem zu diesem Zeitpunkt bekannten Zahlbereich, existiert sie aber nicht.
Also muss der Zahlbegriff erweitert und der Zahlbereich vergroBBert werden.

Was sind aber diese neuen Zahlen wie zum Beispiel ,,Wurzel aus 2 bzw.
»Wurzel aus —1“? Man kann sie leicht definieren: Eine Wurzel aus 2 ist eine
Zahl, deren Quadrat 2 ist. Eine Wurzel aus —1 ist eine Zahl, deren Quadrat —1
ist. Anders formuliert: Eine Wurzel aus 2 ist eine Nullstelle des Polynoms 22 — 2.
Eine Wurzel aus —1 ist eine Nullstelle des Polynoms z2 + 1.

Aber: Gibt es diese Zahlen? In Q jedenfalls nicht. Wenn es eine Wurzel aus 2 bzw.
—1 gibt, dann ist sie nicht eindeutig bestimmt: Wenn a? = 2 bzw. —1 ist, dann ist
auch (—a)? = 2 bzw. —1.

Wenn es diese Wurzeln gibt: Wie stellt man sie (durch endlich viele Daten) dar,
wie rechnet man damit am Computer?

Viele Nutzer des Computeralgebrasystems Maple sind iiberrascht, wenn die-
ses auf die Frage nach den Nullstellen des Polynoms x* + 2 — 1 im Wesentlichen
nichts anderes antwortet als ,,die erste Nullstelle, die zweite Nullstelle, die dritte
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Nullstelle, die vierte Nullstelle®. Noch mehr iiberrascht dann, dass man mit diesen
vier Nullstellen in Maple gut rechnen kann, zum Beispiel ist ihre Summe die Zahl
1 und ihr Produkt die Zahl —1.

In diesem Beitrag wird ein einfaches Verfahren, Zahlbereichserweiterungen zu
konstruieren, in denen gegebene Polynome Nullstellen haben, vorgestellt. Damit
soll verstindlich gemacht werden, wie ein Computeralgebrasystem mit Wurzeln
rechnet. Insbesondere wird die Analogie der Konstruktion der Wurzeln aus 2 und
aus —1 verdeutlicht. Weiters soll angeregt werden, manche Aufgaben zum Rech-
nen mit Wurzeln im Schulunterricht préziser (und zugleich einfacher) zu formu-
lieren.

In [TK] zum Beispiel findet man die Aufgaben
Aufgabe 2.13 d): Berechne und vereinfache: (3 - v/2 — 2) - (v/2 + 2).

Aufgabe 2.26 j): Der Nenner ist wurzelfrei zu machen: ; +1 75

Wird bei der ersten Aufgabe die Antwort 7.656854245... akzeptiert und bei

der zweiten die Antwort .

1 71+\/§7

1+v3 1

Wenn nein, warum nicht?

In den Abschnitten 4 und 6 erldutern wir das oben genannte Verfahren am
Beispiel der Konstruktion von Zahlbereichen, die eine Wurzel aus 2 bzw. aus —1
enthalten. Die algebraischen Hilfsmittel dazu, die Division mit Rest von Polyno-
men, der Euklidische Algorithmus und der erweiterte Euklidische Algorithmus,
werden in den Abschnitten 3 und 5 in Erinnerung gerufen (siehe dazu [GG], [L],
[P1], [P2]). Im Abschnitt 7 wird das Verfahren fiir beliebige irreduzible Polynome
vorgestellt. Die Beispiele wurden mit Maple 11 gerechnet.

2 Zahlbereichserweiterungen

Im Laufe der Schulzeit verdndert sich mehrfach das, was wir mit dem Wort ,,Zahl*
bezeichnen. Unser Zahlbereich wird schrittweise erweitert. Der Anlass fiir die Er-
weiterung eines Zahlbereichs ist immer eine Aufgabe, die ,.eigentlich eine Losung
haben sollte, aber im bekannten Zahlbereich nicht 16sbar ist. In der folgenden
Tabelle sind einige Aufgaben, die Zahlbereichserweiterungen motivieren, zusam-
mengestellt.

Dabei bezeichnen N, Z, Q, R und C wie iiblich die Mengen der natiirlichen, gan-
zen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen. Die Bedeutung von Q| {L/z_f] wird in
den Abschnitten 4, 6 und 7 erlautert.



Zahlbereichserweiterung Motivation dafiir z.B. durch die
Aufgabe: Finde eine Zahl z so, dass

NCZ 34+2=2
7ZCQ 3-2=2
Q C Q1] =t
(HGNZQ,tEQ)

QCR z = lim,,_o t,,
(fiir gewisse Folgen (%, ),en in Q)

RCC 2?2 =—1

,.,Erweitere den Zahlbereich K (mit + und -) zum Zahlbereich
L (mit + und -)* (um eine gegebene Aufgabe zu 16sen) heil3t

e [ als Menge, die K enthilt, angeben,

e die Rechenoperationen + und - auf K zu Rechenoperationen auf L erwei-
tern,

und zwar so, dass

e der ,Rechenkomfort* erhalten bleibt, das heif3t alle Rechenregeln fiir 4+ und
-in K sollen auch in L gelten (insbesondere: wenn K ein Korper ist, dann
soll L auch ein Korper sein),

e die gegebene Aufgabe eine Losung in L hat
und

o [ ,moglichst klein* ist.



3 Erinnerung: Division mit Rest von Polynomen

Ist f ein Polynom, dann schreiben wir grad( f) fiir den Grad von f und lk(f) fiir
den Leitkoeffizienten von f.

Satz (Division mit Rest von Polynomen):
Zu je zwei Polynomen f und g mit g # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynome
m und r mit den Eigenschaften

f=m-g+r und [r=0oder grad(r) < grad(g)] .

Dabei heilit m der polynomiale Quotient von f und g und r der Rest von f nach
Division durch g.

Divisionsalgorithmus: Diese Polynome m und r konnen wie folgt berechnet wer-
den:

e Setzem :=0undr := f.

e Solange r # 0 und grad(r) > grad(g) ist, ersetze r durch r — ¢ - g und m
durch m + ¢, wobei

t o= Uk(r) - Uh(g)™" - gorad(r)—grad(9)
ist.
Beispiel: Seien
fr=at4+22% — 2+ -1 und g:=a>—2.

Wir berechnen mit dem oben angegebenen Verfahren Polynome m und r mit
f=m-g+rund (r=0oder grad(r) < grad(g) = 2). Dabei beginnen wir mit
r := f und schreiben die Zwischenrechnungen platzsparend untereinander.

x* 4223 222 4z -1 = (2 +22)g+ (B5xr—1)
—xt +22?

+2x3 +x -1
—2q3 +4x

+5x —1
Alsoistm =22 +2zundr =5x — 1.

Eine ausfiihrlichere Darstellung der Division mit Rest und ihrer grundlegen-
den Bedeutung in der Algebra findet man zum Beispiel in [P1].

4



4 Konstruktion von Zahlbereichen, die Q und /2
bzw. v/ —1 enthalten

Es sei

Qlz] ::{Zcix”nEN, Coy--yCcn €Q}
=0

die Menge aller Polynome (in ) mit Koeffizienten in Q. Mit den Rechenopera-

tionen
n

i Gt + i d;xt = Z(cZ + d;)
=0 =0

1=0

n n 2n
(See) (Lar) =0 X e
1=0 7=0 k=0 Z7j
1+j=Fk
ist Q[x| ein kommutativer Ring (das heiBt: es gelten dieselben Rechenregeln wie
fiir die Addition und Multiplikation von ganzen Zahlen), aber kein Korper (das
heif3t: die Division ist nicht durch jedes Polynom # 0 moglich).
Wir betrachten nun die Menge L := {a + bx|a,b € Q} C Qx] mit der
Addition
(a+bx)+ (c+dx):=(a+c)+ (c+d)x
und der (neuen) Multiplikation
(a+bx) * (c +dx) :=
= Rest von (a + bx) - (¢ + dx) nach Division durch z* — 2 bzw. 2* + 1.

Das Produkt (a+bz)-(c+dx) der Polynome a+ bz und c+dx liegt nicht in L, wohl
aber sein Rest nach Division durch 22 — 2 bzw. 22 + 1. Daher ist (a + bz) * (c+dx)
ein Element von L. Wir werden im Abschnitt 6 zeigen, dass alle Elemente # 0 in
L ein beziiglich * inverses Element haben. Dann kann leicht nachgepriift werden,
dass in L mit 4 und * alle Rechenregeln eines Korpers erfiillt sind.

Wir berechnen nun x * x, das Quadrat von x in L. Nach Definition ist x * x der
Rest von x - © = x2 nach Division durch 22 — 2 bzw. 22 + 1, also 2 bzw. —1.

Das heifit: x € L ist eine Wurzel aus 2 bzw. —1! Es gibt also sowohl die
Wurzel aus 2 als auch die aus —1, wir haben sie soeben konstruiert. Wir schreiben
daher

V2 bzw. v/—1 (oder i) anstatt x

und

Q[v2] bzw. Q[v/—1] (oder Q[i]) anstatt L .



Alle Elemente von L konnen eindeutig in der Form a + bz mit a,b € Q
angeschrieben werden, in der neu eingefiihrten Schreibweise somit in der Form
a + bv/2 bzw. a + bi. Damit kann prazisiert werden, was mit Aufgaben wie zum
Beispiel

Berechne und vereinfache (3 - V2 — 2) - (v/2 + 2)!

gemeint ist, namlich:
Berechne rationale Zahlen a und b so, dass

(3-v2-2)-(V2+2) =a+bV/2

ist!

In einer Programmiersprache wird man die Elemente von L durch Paare von
rationalen Zahlen darstellen, also (a, b) anstatt a + bx oder a + /2 bzw. a + bi
schreiben. Die Summe und das Produkt zweier solcher Zahlenpaare ist dann

(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d),

(a,b) * (c,d) = (ac+ 2bd, ad + bc) bzw. (ac — bd, ad + be) .

Die Zahlen 1 (= 1 + 0z) und v/2 bzw. i (= 0 + 1z) werden dann durch die
Zahlenpaare (1,0) und (0, 1) dargestellt. Insbesondere ist

(0,1)* = (2,0) bzw. (—1,0).

S Erinnerung: Der erweiterte Euklidische Algorith-
mus

Ein Polynom A teilt ein Polynom f in Q[z], wenn es in QQ[z] ein Polynom ¢ gibt
so, dass f = g - hist. In diesem Fall ist f ein Vielfaches von h. Ein Polynom ist
normiert, wenn sein Leitkoeffizient 1 ist. Der grofite gemeinsame Teiler zweier
Polynome in Q[x] ist das normierte Polynom groBten Grades, das beide teilt. Der
grofite gemeinsame Teiler zweier Polynome f und g (kurz: gg7'(f, g)) kann mit
dem Euklidischen Algorithmus (mehrfaches Anwenden der Division mit Rest)
berechnet werden. Mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus wird dariiber
hinaus eine Darstellung des gg7T'(f, g) als Summe von Vielfachen von f und g
ermittelt:

Satz: Es seien f, g Polynome, beide # 0. Es gibt Polynome u, v so, dass

u-f+v-g=g9T(f 9)

ist. Diese konnen mit dem folgenden Verfahren (erweiterter Euklidischer Algo-
rithmus) berechnet werden:



e Setze A := (Al,Ag,Ag) = (f, 1,0) und
B = (Bl,BQ,Bg) = (g,O, 1) .

e Solange B; das Polynom A; nicht teilt, berechne den polynomialen Quoti-
enten m von A; und B; und setze

C := B,
B::A—m-C::(A1—m-C’l,Ag—m~Cg,A3—m-Cg)und
A:=C.

e Wenn B; das Polynom A; teilt, setzt man
w:=1k(B))"" - Byund v :=lk(B;)"" - Bj.

Denn: Wenn zwei Tripel von Polynomen S und 7' die Eigenschaft
Si=f-So+g-S3 bzw. Ty =f -To+g-T;

haben, dann auch alle Tripel S — mT’, wobei m ein Polynom und mT" das Tripel
(mTy, mTy, mTs) ist. Die ersten zwei Tripel im Algorithmus haben diese Eigen-
schaft, daher auch alle anderen auftretenden Tripel. Fiir die ersten Komponenten
der Tripel wird der euklidische Algorithmus durchgefiihrt, fiir das letzte Tripel B
gilt daher lk(By) - 99T (f,9) = f - Ba+ g - Bs.

In allen Computeralgebrasystemen ist der erweiterte Euklidische Algorithmus
implementiert. In Maple wird er nach Eingabe des Befehls gcdex ausgefiihrt. Gibt
man Polynome f, g ein, die mit dem Symbol x dargestellt werden, dann berechnet
gedex(f, g, x,u,v) Polynome w und v so, dass ggT(f,g) =u- f+v - g ist.

Beispiel (Maple 11):
> f:=xT442+x"3-2+«x"2+x-1;
f=at+223 -222 +2 -1

> g:=x"2-2;

g:=a2%-2
> gcdex(f,g,x,u,v);
1
> u; Vv;
1 +5x
49 49

25 5 , 11 , 2

19 49° T 19" T 197
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>  l=uxf+vx*g;

1 5z 95 5 1 9
1= (— Y. [t O S .
(ot ) FT g% % 99

6 Division in Q[v/2] bzw. Q]i]

Wir schreiben in diesem Abschnitt y fiir 2 bzw. —1 und L fiir Q[v/2] bzw. Q[i].

Das Polynom x* — y ist in Q[z] irreduzibel, das heiBt, es kann nicht als Pro-
dukt von zwei Polynomen in Q[z] kleineren Grades geschrieben werden. Daher
ist ggT'(x* — y,a + bx) = 1, fiir alle a, b € Q (mit a # 0 oder b # 0).

Kann in L dividiert werden? Anders formuliert: Gibt es zu allen Polynomen
0+# f:=a+bx € LeinPolynom g € L mitg* f = 1?

Weil 22 —y irreduzibel ist und f # 0 den Grad 1 hat, muss ggT'(2*> -y, f) = 1
sein. Wir konnen daher mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus Polynome
u,v € Q[x] berechnen mit

u- (2 —y)+v-f=1.

Der Rest von u- (2% —y) +v- f nach Division durch x? —y ist daher 1, andererseits
(weil u - (2% — y) + v - f die Summe eines Vielfachen von 22 — y und von v - f
ist) ist er auch gleich dem Rest von v - f nach Division durch 22 — y, also gleich
v* f.Daheristv * f = 1. Seir € L der Rest von v nach Division durch 2% — y,
dann ist v = m - (z* — y) + r und (r = 0 oder grad(r) < 2). Somit folgt

l=vsxf=(2>—y)+r)sf=rxf

und r = f~! € L. Daher ist L ein Korper.

Seien f und g Elemente von L und f # 0. Den Nenner von % wurzelfrei
machen bedeutet also, die eindeutig bestimmten rationalen Zahlen a und b mit
g* f~! = a + bx € L zu berechnen. Die Uberlegungen oben zeigen, dass das
immer moglich ist. Aufgaben wie

1 3 '66
,,Mache den Nenner von ard wurzelfrei!

(wobei c und d rationale Zahlen sind, von denen mindestens eine nicht 0 ist) soll-
ten daher (ebenso einfach, aber genauer) in der Form

,.,Berechne rationale Zahlen a und b so, dass . \/% o= a + by/2 ist!

gestellt werden.



Beispiel: Rechnen mit ,,Wurzel aus 2 * in Maple
Zunichst wird mit dem Befehl irreduc iiberpriift, ob das Polynom z? — 2 in
Q|[z] irreduzibel ist.
> irreduc(x"2-2);
true

Dann wihlen wir fiir RootOf(Z "2 — 2), das dem Element /2 in @[\/5] ent-
spricht, die Abkiirzung a.
> alias(alpha=RootOf (Z272-2));
«
> alpha”2;

062

Mit evala(alpha”2) werden die eindeutig bestimmten rationalen Zahlen a, b
mit o> = a + ba berechnet.
> evala(alpha”2);
2

Mit evala((1—2xalpha+3xalpha”2)x(2+alpha”3)—9*alpha—3) werden die
eindeutig bestimmten rationalen Zahlen a, b mit (1—2a+3a?)-(2+a3)—9a—3 =
a + ba berechnet.

> evala((l-2+alphat+t3xalpha”2) x (2+alpha”3)-9%xalpha-3);

3+«

Nun werden die eindeutig bestimmten rationalen Zahlen a, b mit ﬁ = a+ba
berechnet:

> evala(l/(3*xalpha+4));

3o
2
Dazu wurde der erweiterte Euklidische Algorithmus verwendet:

-2+

> gecdex(x72-2,3*x+4,x,u,V);

1
> v;
3
.3
2
> subs (x=alpha, V) ;
3
. 3
2



AbschlieBend ,,machen wir den Nenner von —~—— wurzelfrei®, das heift,

(5v2+1)3
wir lassen uns von Maple die eindeutig bestimmten rationalen Zahlen a,b mit
(5\/51“)3 = a + b\/2 berechnen:
> evala((5+alpha+1l)~(-3));

151 n 265 v
117649 117649

Beispiel: Rechnen mit ,,Wurzel aus —1* in Maple

Ersetzen wir das Polynom 22 — 2 durch das Polynom z? + 1, rechnet Maple

in Q[i] (statt wie oben in Q[v/2]).

> irreduc(x"2+1);
true
> alias (i=RootOf (Z2"2+1));

> 1/(4-3%1);

1
4—39
> evala(l/ (4-3x1));
4 31
25 25
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7 Konstruktion von Nullstellen irreduzibler Poly-
nome

Sei K ein Korper (zum Beispiel Q oder R), A ein normiertes irreduzibles Polynom
in K[z] und sei

L::{Zcixi\n<gmd(h),co,...,anK}gK[:c].

i=0
Mit der Addition von Polynomen und der (neuen) Multiplikation

f *¢g:= Restvon f - g nach Division durch A

(f,g € L) ist L ist ein Korper. Es geniigt zu zeigen, dass es zu jedem von 0
verschiedenen Element f € L ein Polynom g € L mit g* f = 1 gibt. Die anderen
Rechenregeln eines Korpers sind leicht nachzupriifen.

Sei0 # f € L,dannist ggT'(f, h) = 1, weil h irreduzibel ist und grad(f) kleiner
als grad(h) ist. Wir konnen daher mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus
Polynome u, v € Q[z] berechnen mit

u-h+v-f=1.

Der Rest von u - h + v - f nach Division durch h ist daher 1, andererseits (weil
u-h+wv- f die Summe eines Vielfachen von h und von v - f ist) ist er auch gleich
dem Rest von v - f nach Division durch h, also gleich v * f. Daherist v x f = 1.
Seir € L der Rest von v nach Division durch A, dannistv = m-h+rund (r =0
oder grad(r) < grad(h)). Somit folgt

l=vxf=(h+r)«f=hxf+rxf=rxf

undr = f~1 e L.

Weil h normiert ist, ist der Grad von p := h — 297%%") Kleiner als der Grad von
h. Somit ist —p der Rest von 297%¥") nach Division von p durch h. Multipliziert
man in L das Element x grad(h)-mal mit sich selbst, erhdlt man also —p. Setzt
man x € L in das Polynom #h ein, erhdlt man daher —p -+ p, also 0. Somitist x € L
eine Nullstelle von h € K|z].

Alle Elemente von L konnen in eindeutiger Weise als rationale Linearkombi-

nationen von
1,z,... ,xgmd(f)’l

geschrieben werden.
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Beispiel:
Sei h := 2* —2 € Q[z] und f := 2® + = + 2. Wir schreiben /2 fiir die
Nullstelle 2 von 4 in L =: Q[v/2]. Dann ist

1
fr(—za*+1)=1€L,

2
also 1 1
L Ly
VA+ Y2+ 2 2

Beispiel: Rechnen mit einer ,,5-ten Wurzel aus 2 (einer Nullstelle von 2° — 2)
in Maple
> g:=x"5-2;
gi=a°—2
> drreduc(qg);
true

Das Polynom g € Q|z] ist irreduzibel. Wir wihlen fiir RootOf(Z "5 — 2), eine
seiner Nullstellen, die Abkiirzung (3.

> alias (beta=Root0f (Z2°5-2));

g

> u:=(2+«beta”4-3xbeta”3 -2+beta”2+beta-8) " (-1);

1
U

T 23 -3 -2+ 3-8
Mit evala(u) werden die eindeutig bestimmten rationalen Zahlen a, b, ¢, d, e
mit u = a + b + cf% + dB3* + e3* berechnet.

> evala(u);

416 317 364 37 637

— 2 _ 3 _ 4
1923 * 1923 f+ 1923 & 1923 b 3846 g
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Beispiel: Rechnen in Maple mit einer Nullstelle von

84327 =22 — 102t + 23 — 22+ 1

> k:i=x"8+3%x"7-2xx"5-10%x"4+x"3-x"2+1;
Ei=a+32"—22°—102* 4+ 23 — 22 +1
> drreduc (k) ;
true
Das Polynom £ ist irreduzibel. Mit solve(k, z) werden alle Nullstellen von &
bestimmt.

> solve (k,x);

RootOf(%1, index = 1),
RootOf (%1, index = 2),
RootOf (%1, index = 3),
RootOf (%1, index = 4),
RootOf (%1, index = 5),
RootOf (%1, index = 6),
RootOf(%1, index = T7),
RootOf(%1, index = 8)

%1 := Z%+3. 7" —2.7°—10_2*+ 73—
— 7?41

Wir wihlen fiir eine der Nullstellen von £ die Abkiirzung ~.
> alias (gamma=RootOf (k)) ;

v
> v:=(gamma  5+6+gamma”4-7xgamma”3+5) " (-1);

1
T S 64— T 45
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Mit evala(v) werden die eindeutig bestimmten rationalen Zahlen ¢, ¢y, . . ., ¢7
mitv = ¢y + 17y + oy + ... + 77" berechnet.

> evala(v);

2096222909 221692583
17089149995 | 17089149995 '
793007037, 3091950683
TR, BN ittt
17089149995 | 17089149995
708890931 |, 297915816
17089149995 1 17089149995 |
1211687627 , 361873652 .
T 17089149995 | 17089149995 |
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