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1 Einleitung

Die Themen,Rechnen mit ganzen (und rationalen) Zahlen" yR&chnen mit Poly-
nomen* spielen im Mathematikunterricht agheren Schulen eine zentrale Rolle. Die
Theorie dieser zwei Teilgebiete der Algebra aeft weitgehend parallel, Aufgaben
und Sitze des einen Gebietes haben meistens ein Analogon im anderen. In diesem Bei-
trag soll diese Paralledit verdeutlicht und der Grund dafaufgezeigt werden: sowohl
fur das Rechnen mit ganzen Zahlen als alghdhs Rechnen mit Polynomen gibt es
einengrundlegenden Satz urelnengrundlegenden Algorithmus,amlich denSatz
Uber die Division mit Redffir Zahlen undiir Polynome) und deBivisionsalgorith-
mus

Wir betrachten zu Beginn einige einfach formulierbare Aufgaben (in der linken
Spalte fir Zahlen, in der rechteriif Polynome), deren systematischésung in den
folgenden Abschnitten besprochen wird.



Aufgaben

N sei die Anzahl der Euroimzen in ei-| Berechne Bruchzahleny, ¢1, ¢, c3 SO, dass
nem Sack. Berechne die Ziffern vaW | 2% + 222 -3z +1 =

zur Basis 10 und zur Basis 2! cs(z =13 +ca(z— 1) +e(z—1)+ ¢
ist!
Kiirze 1243168 | Kiirze —2ct=3z° 72> -32-9
1832051 225t 323 +4z2+dz—3 °

Berechne die Anzahl der Nullstellen von
27 +22%—22% 4322 — %9:5 - %z+%x4+%!

Berechne ganze Zahlenund v so, dass| Berechne Polynom¢ undg so, dass
187u + 102v = 34 ist! (2% =222 + 2 —5)f + (25 + 23 - 5)g =
=22 +2 -5 ist!

Finde eine ganze Zahlso, dass der RestFinde Bruchzahlen s,t,u so, dass
o i 1 T s .
:;otln 18z nach Division durcl®3 gleich1 | 5t = sVA+ Y2+ u ist!

2 Division mit Rest von Zahlen
Wie Uiblich bezeichnen wir mit
N:={0,1,2,...}

und mit
Z:=1{..,-2,-1,01,2,...}

die Mengen der nétlichen Zahlen und der ganzen Zahlen. Wir setzen die Addi-
tion +, Multiplikation -, Ordnung< und die Rechenregeln dazu (wie zum Beispiel
S(a+b)-c=a-c+b-c oder,ausa < bfolgt a + ¢ < b+ ¢) als bekannt vor-
aus. In der Algebra werden diese Voraussetzungen @it+, -) ist ein kommutativer
Ring"“ und, die Rechenoperationen und- sind mit der Ordnungg vertraglich* kurz
zusammengefasst.

Jeder, der einmal den Inhalt eines Sackes voller Zuckerlrb &ifider gerecht
verteilt hat, hat schon einmal mit Rest duictlividiert: Man schaut zuerst nach, ob im
Sack mindestens Zuckerln sind. Wenn nichtadhgt man mit dem Verteilen gar nicht
an. Andernfalls gibt man jedem Kind ein Zuckerl, die Anzahl der Zuckerln im Sack ist
dadurch und kleiner geworden. Diesen Vorgang wiederholt man so lange, bis im Sack
weniger al$h Zuckerln sind. Sobald die Anzahl der Zuckerln im Sack kleineb ads,
ist diese Anzahl der Rest und die Anzahl der Zuckerln, die jedes Kind bekommen hat,
ist der ganzzahlige Quotient.

Formal sieht das so aus:



Satz 1. (Division mit Rest von ganzen Zahlen)
Zu je zwei ndirlichen Zahlerz undb mitb £ 0 gibt es eindeutig bestimmte fialiche
Zahlenm undr mit den Eigenschaften

a=m-b+7r und 0<r<b.

Die Zahlm heif3t ganzzahliger Quotienton « und b, die Zahlr Restvon a nach
Division durchb.

Divisionsalgorithmus (Berechnung vomn undr):
e Setzem :=0undr := a.
e Solange- > b ist, ersetze durchr — b undm durchm + 1.

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass die @&ukturen“+, - und < auf
Z zueinander in Beziehung gesetzt werden.

3 Eine erste Anwendung: Darstellung von Zahlen durch
Ziffern

Nehmen wir an, Sie kommen mit einem Sack voller Euilogen in eine Bank und
wollen dieses Geld auf ihr Sparbuch einzahlen. Die Anzahl der Himaen im Sack
ist eine eindeutig bestimmte faliche ZahlN. Bevor diese Zahl in lhr Sparbuch ein-
getragen werden kann, muss der Bankbeamte 4ffferndarstellung(zur Basis10)
berechnen. Eine Zahl ist also nicht immer schon in Zifferndarstellung gegeben, son-
dern diese ist eingZusatzinformationtiber die Zahl. Wie wird die Zifferndarstellung
zur Basisl0 von N ermittelt? Man bildet aus den Eurdmzen solange,Zehnersta-
pel’, bis nur noch weniger als zehnivizenubrigbleiben, das hei3fy wird mit Rest
durch10 dividiert. Die Anzahl defibriggebliebenen Euroiamzen ist dann dig Einer-
ziffer* von N. Macht man dasselbe nun mit den Zehnerstapeln statt mit derzéh,
dann erfalt man die ,Zehnerziffer* vonN, usw.

Satz 2. Seiena und b positive ganze Zahlen urid> 2. Dann gibt es eindeutig be-
stimmte nairliche Zahlemn, zg, 21, . . ., 2z, SO, dass

2n 70, 0< 20,21,-+-,2n, < b

und
a=zb" + 2p 10" 4+ 4 b+ 2
ist.
Wennb fest gewvithlt ist, dann ista durch die Zahlem, zy, 21, . . ., z,, eindeutig be-

stimmt. Man v@thlt Zeicheniir die Zahlen vord bisb — 1 und schreibt dann
Znfn—1---20

statt
2" 4 2 BT b 20

Die Zahlenz, z1, . . ., z, heiBenZiffern von a zur Basisb (fur b = 2, Binarziffern®,
fur b = 10 , Dezimalziffern*).



Algorithmus zur Berechnung der Ziffern Die Ziffern z; von a # 0 zur Basisb
kdénnen mit dem folgenden Verfahren berechnet werden:

e Setzei := 0.

e Solangen nicht0 ist: Die i-te Ziffer z; ist der Rest vor nach Division durchb.
Ersetzen durch den ganzzahligen Quotienten voandb. Ersetze durchi + 1.

4 Polynomfunktionen und Polynome

Mit Q bezeichnen wir die Menge
a
{5 |a’7b€Z7 b#o}
derrationalen Zahler{oderBruchzahleh Seiemm € N undag, ay,...,a, € Q. Dann
ist die Funktion

f:Q—-Q,

n
2 agtaiz4agZ?+ -+ a2 = E a;z",
1=0

eine Polynomfunktionvon Q nach@Q. Die Zahlenay,...,a, sind die Koeffizienten
von f. Die endliche Folge: := (aq, - ..,a;) heilltPolynom Wir schreiben #ir a im
weiteren

ap + a1z + asx® + ... + an,x™ oder Z a; "
=0
und sprechen dann von eindPolynom in der Variablen x mit Koeffizienten@ Fur
die Menge dieser Polynome schreiben @ijrz].

Wenna,, # 0ist, istgrad(a) := n derGradvon f undlk(a) := a,, derLeitkoeffi-
zientvona.

Durch das Polynom ist die Polynomfunktionf eindeutig bestimmt. Weil) eine
unendliche Menge ist, kann aus Abschnitt 8 leicht abgeleitet werden, dass auch die
Koeffizientenag, ay, . . ., a,, durch die Polynomfunktiorf eindeutig bestimmt sind.

Wir konnen im weiteren daher ein Polynom und die entsprechende Polynomfunktionen
als gleich auffassen.

Fur die Addition

Z a;xt + Z e Z(ai + b))’
i=0 i=0 i=0
und die Multiplikation
n n 2n [
O aw’)- O bia') =D (O ajbij)a’
i=0 i=0 i=0 j=0

(mit a; := 0,b; := 0 fur¢ > n) gelten die gleichen Rechenregeln wig flie Addi-
tion und Multiplikation von ganzen Zahlen, genau@p{z|, +, -) ist ein kommutativer
Ring. Die Rolle der Ordnungt auf Z wird (in gewisser Hinsicht) von der durch den
Grad bestimmten Teilordnurigbernommen.



5 Division mit Rest von Polynomen

(vergleiche Abschnitt 2)

Satz 3. (Division mit Rest von Polynomen)
Zu je zwei Polynomea undb mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte Polynomeund
r mit den Eigenschaften

a=m-b+r und [r=0oder grad(r) < grad(b)] .

Das Polynomm heif3tpolynomialer Quotientona undb, das Polynom: Restvona
nach Division durctb.

Divisionsalgorithmus (Berechnung vom: undr):
e Setzem := 0undr := a.

e Solange # 0 undgrad(r) > grad(b) ist, ersetze- durchr — h- b undm durch
m + h, wobei

b= lk(r) - lk(b) 1 - gorad(r)—grad(®) jgt
Der Grad vonr — h - b ist kleiner als der Grad von, weil (nach Definition von
h) die Grade und die Leitkoeffizienten venund h - b gleich sind. Wirde man (wie
bei Zahlen)r nur durch die Differenz — b ersetzen, #re das nicht der Fall und der

Algorithmus wilrde nicht nach endlich vielen Schritten enden.
Der Zifferndarstellung bei Zahlen entspricht der folgende Satz:

Satz 4. Seiena und b Polynome# 0 und grad(b) > 1. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte néirliche Zahln und Polynomey, z1, .. ., 2z, SO, dass

(z0 = 0 odergrad(zg) < grad(b)),...,(zn—1 = 0 0dergrad(z,_1) < grad(b)),

zn # 0undgrad(z,) < grad(b)

und
a=2,b" + 210" 4 b+ 2
ist.
Algorithmus zur Berechnung der Polynomez, ..., 2z,
e Setzei := 0.

e Solangex nicht0 ist: Das Polynony; ist der Rest vorm hach Division durchb.
Ersetzen durch den polynomialen Quotienten vemindb. Ersetze durchi + 1.

Beispiel 5. Seia := 2 + 222 — 3z + 1 undb := = — 1. Wir berechnen die Polynome
o, - - - , 23 Mit dem Computeralgebrasystem Maple 9. Mit rem(a,b,x) wird der Rest von
a nach Division durchh berechnet, mit quo(a,b,x) der polynomiale Quotient ¥amd

b.

> ai=xX 34+2*X"2-3*x+1;
a:=x34+222-3z+1
> bi=x-1;



> z_0:=rem(a,b,x);

z_0:=1

> al:=quo(a,b,x);
al ==2%2+3x

>z l:=rem(al,b,x);

z_1:=4
> a2:=quo(al,b,x);

a2 =x+4

> z_2:=rem(a2,b,x);

z.2:=5
> a3:=quo(a2,b,x);

ald =1
> z_3:=rem(a3,b,x);

z.8:=1

Also: 23 +222 -3z +1=(x—1)3+5(x — D22 +4(x — 1)+ 1.

6 Der grof3te gemeinsame Teiler von zwei Zahlen

Seiena, b, c ganze Zahlen, alle 0. Dann ist

a-c

a
b} e

Der Ubergang von
@€ ach ?
o nac 2
hei3tdurchc kiirzen
Kirze,bestnibglich*!
Der grofite gemeinsame Teileon zwei von Null verschiedenen ganzen Zahlen ist
die gidlRte ganze Zahl, die beide teilt.

Es seia # ¢ - b. Dann ist
99T(a,b) = ggT(a —c-b,b)
insbesondere (falls # b ist)
99T (a,b) = ggT'(a —b,b) .

Satz 6. (Euklidischer Algorithmus iir ganze ZahlenMit dem folgenden Verfahren
kann der gbRRte gemeinsame Teiler von positiven ganzen Zahlend b berechnet
werden:

e Solange die zwei Zahlen verschieden sind, ersetze digege durch die Diffe-
renz der gblReren und der kleineren.

e Wenn die zwei Zahlen gleich sind, dann ist diese Zahlg&ia, b).



Ersetzt man mehrfaches Abziehen derselben Zahl durch eine Division mit Rest,
dann hat dieses Verfahren die folgende Form:

e Solange keine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, ersetzeifiergrder
zwei Zahlen durch ihren Rest nach Division durch die kleinere.

e Wenn eine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, dann ist sigyd&n, b).

In Maple wird mitigcd(a,b) der @fdte gemeinsame Teiler der ganzen Zahlend
b berechnet, mit iquo(a,b) der ganzzahlige Quotientwomdb.

Beispiel 7.
> igcd(1243168,1832051);
53
> iquo(1243168,53);
23456
> iquo(1832051,53);
34567

H 1243168 H 456
Die Bruchzahk23319% kann also einfacher durchiS dargestellt werden.

7 Der grof3te gemeinsame Teiler von zwei Polynomen

Die Uberlegungen des letzten Abschnittés danze Zahlendnnen direkt auf Polyno-
me Ubertragen werden:
Seiena, b, c Polynome, alle# 0. Dann ist
a-c

b beoc’

Der Ubergang von
a-c he
e nac 2
heiRtdurchc kirzen
Kirze,bestnibglich*!
Dergrof3te gemeinsame Teileon zwei von Null verschiedenen Polynomen ist das
Polynom gbf3ten Grades, das beide teilt und dessen Leitkoeffiziett

Es seia # ¢ - b. Dann ist
99T (a,b) = ggT(a—c-b,b) .

Satz 8. (Euklidischer Algorithmusiir Polynome)Mit dem folgenden Verfahren kann
der grof3te gemeinsame Teiler varundb berechnet werden:

e Solange keines der zwei Polynome ein Teiler des anderen ist, ersetze das Poly-
nom gioeren (oder gleichen) Grades durch seinen Rest nach Division durch das
andere.

e \Wenn eines der zwei Polynome ein Teiler der anderen ist, dann ist es (nach Divi-
sion durch den Leitkoeffizienten) dgf7T'(a, b).



In Maple wird mit gcd(a,b) der @fite gemeinsame Teiler der Polynomend b
berechnet, mit quo(a,b,x) der polynomiale Quotient wamdb.

Beispiel 9.
> gcd(2*X"4-3*X"3-7*X"2-3*X-9,2*X"5+X 4+4*X"2+4*X-3*X"3-3);
2x+3
> QUO(2*X"4-3*X"3-7*X"2-3*X-9,2*x+3,X);
22 —3x2+2—3
> qQUO(2*X 5+X 4+4*X"2+4*X-3*X"3-3,2*Xx+3,X);

-+ 22 -1

; ; i 2zt —32% 722329 ; 3322423
Die rationale Funktion_z% =52 52— kann also einfacher durch—5 57—
dargestellt werden.

8 Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms

Seia := """  a;z' € Q[z]. Dann ist

n
Da := g ia;zt ™t
i=1

die Ableitungvon f.

Im allgemeinen ist es nicht aglich, die komplexen Nullstellen eines Polynoms
(exakt) zu berechnen. Aber: die Anzahl seiner Nullstellen (ohne Vielfachheiten) kann
leicht berechnet werden. Auch der Beweis des folgenden Satzes ist nicht schwierig.

Satz 10. Die Anzahl der Nullstellen vomin C ist
grad(a) — grad(ggT(a, Da)) .

In Maple wird mit diff(a,x) die Ableitung des Polynonasberechnet und mit
degree(a,x) der Grad van

Beispiel 11.
> ai=X 74+2*X"6-2*X"3+3*X"2-11/4*X"5-3/2*x+3/4*X"4+1/4;
) ; 11 3 3 1
T 6 _ 3 2 _ - ,5_ %2 a4y -
a:=x"+2zx 22°+3x 49: 2x+4x +4
> diff(a,x);

55
7x6+12x5—6x2+6x—Z;v4—§+3x3

2
> gcd(a,diff(a,x));

1
—5“1‘.7;
> degree(a,x);
7
> degree(a,x)-degree(gcd(a,diff(a,x)),x);
6



Das Polynomu hat also gena@ Nullstellen inC.

9 Ganzzahlige lineare Gleichungen
Satz 12. Es seieru undb positive ganze Zahlen. Es gibt ganze Zahlen so, dass
u-a+v-b=ggT(a,b)

ist. Diese bnnen mit dem folgenden Verfahren (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
berechnet werden:

e Setzed .= (A17A2,A3) = (a, 1,0) und
B = (31732,33) = (b70, 1) .

e SolangeB; die Zahl A; nicht teilt, berechne den ganzzahligen Quotienten
vonA; undB; undsetz&€ .= B,B:=A—-m-C :=
= (Al —m-C1,As —m-Cy, A3 —m'Cg) undA :=C.

e WennB; die Zahl A, teilt, dann ist
u = By undv := Bs.

Satz 13. Seiena, b, c ganze Zahlen, alle 0.
Es gibt genau dann ganze Zahlerw mita - u + b - v = ¢, wennggT'(a, b) ein Teiler
vonc ist.

In Maple werden mit igcdex(a,b,u,v) derafdte gemeinsame TeileyT (a, b) der
Zahlena undb berechnet und déberhinaus Zahlen undv mit gg7'(a,b) = a-u+b-v.

Beispiel 14. Berechne ganze Zahlenundv so, dasd87u + 102v = 34 ist!
> igcdex(187,102,ul,vl);

17
> ul;
-1
> vl
2
> irem(34,17);
0
> iquo(34,17);
2
> ui=2*ul;
U= —2
> vi=2*vl;
v:=4
> -2*187+4*102;
34

Daher ist187 - (—2) + 102 -4 = 34.



10 Polynomiale lineare Gleichungen
Satz 15. Es seieru, b Polynome, beidéez 0. Es gibt Polynome, v so, dass
u-a+v-b=ggT(a,b)

ist. Diese Bnnen mit dem folgenden Verfahren (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
berechnet werden:

e Setzed .= (A17A2,A3) = ((L, 1,0) und
B = (31732,33) = (b,O, 1) .

e SolangeB; das PolynomA; nicht teilt, berechne den polynomialen Quotienten
mvonA; undB; undsetz&€ :=B,B:=A—m-C :=
= (Al —m'C1,A2 —m~C'2,A3 —m'C3) undA :=C.

e WennB; das Polynomy; teilt, dann ist
wi=1k(By) " Byundv :=k(By) " - Bs .

Satz 16. Seiera, b, c Polynome, alle# 0.
Es gibt genau dann Polynomev mita - u + b - v = ¢, wennggT'(a, b) ein Teiler von
cist.

In Maple werden mit gcdex(a,b,u,v) derofite gemeinsame TeilgyT'(a, b) der
Polynomea und b berechnet und daberhinaus Polynome und v mit gg7'(a,b) =
a-u+b-v.

Beispiel 17. Berechne Polynomg¢ undg so, dass
(2 =222 + 2 —5)f + (2% + 23 —B)g=a22+2 -5 ist!
> gedex(X'4-2*x"2+x-5,X"5+x"3-5,x,f1,91);
1
> f1;
31 o, 3 39 136 4

. T539 26957 5397 26057 2695 "
> gl
384 46 136 , 39

— — T+ e+ T
2695 2695 2695 2695
> f2:=(X"2+x-5)*f1,;

1 1 1
ey AL Tl B, 1%

4+ —r— ——at— ——2?)
539 2695 539 2695 2695
> g2:=(X"2+x-5)*g1l;

384 46 136 39
+ 2?00 g3

2= (22 + 1 —5) (— o _
92 = (@"+2 = 5) (5655 ~ 5605 * T 2605 2695 *

11 Restklassenringe

Sein eine ganze Zaht 2.
Die MengeZ,, := {0,1,...,n — 1} mit der Addition

a +, b := Restvor + b nach Division durchn

10



und der Multiplikation
a -, b:= Restvonu - b nach Division durcin

heil3t,Restklassenrin@ modulor®. Diese Restklassenringe finden zum Beispiel in
der Kodierungstheorie oder bei Verfahren zygohnellen Rechnen* Anwendung.
Kann inZ,, dividiert werden? Das heil3t: Gibt es auc Z,, eine Zahlb € Z,, mit
an,b=17?
Das ist genau dann der Fall, weggil'(a, n) = 1 ist: Dann gibt es amlich Zahlen
uw undv so, dass: - a + v -n = 1ist (siehe Abschnitt 9). Division mit Rest vaendurch
nergibtu=m-n+rmit 0 <r <n.
Daraus erbltmanr-a+ (v+m-a)-n =1, alsor -, a = 1.
Fallsn eine Primzahl ist, isygT'(a,n) = 1 fur alle0 < a < n, also ist danrZ,,
ein Korper.

Beispiel 18. Finde eine ganze Zahl so, dass der Rest vargz nach Division durch
23 gleich1 ist!

> igcdex(18,23,u,v);

1
> U

9
> irem(18*9,23);

1

12 Algebraische Zahlen

Seih ein Polynom inQ[z] mit grad(h) > 1.
Die MengeQ|z]/h := { Polynome vom Graék grad(h)} U {0} mit der Addition

a +p b := Restvoru + b nach Division durcth
und der Multiplikation
a -, b := Restvom - b nach Division durchh

heif3t, Restklassenrin@[x] moduloh “. Diese Restklassenringe finden zum Beispiel
zur Konstruktion von Krpererweiterungen vo®, in denen irreduzible Polynome in
Q[z] Nullstellen haben, Anwendung.

Kann inQ[z]/h dividiert werden? Das heif3t: Gibt es zu= Q[z]/h ein Polynom
beQz]/hmita-,b=17?

Das ist genau dann der Fall, wepyil'(a, k) = 1 ist: Dann gibt es amlich Poly-
nomewu undwv so, dass: - a + v - h = 1 ist (siehe Abschnitt 10). Division mit Rest von
wdurchh ergibtu = m - h +r, r = 0 odergrad(r) < grad(h).

Daraus erblt manr - a + (v+m-a) - h =1, alsor -, a = 1.

Fallsk ein irreduzibles Polynom ist, igtyT'(f, h) = 1 fur alle f # 0 mit
grad(f) < grad(h), also ist danrQ[x]/h ein Korper.

Das Polynomh hat in diesem Krper eine Nullstelle, und zwar.

11



Beispiel 19. Finde Bruchzahlen, ¢, u so, dass

m =sVA+tV2+u
ist!
Seih := 2% — 2 unda := 22 + = + 2. Wir schreiben{/2 fur die Nullstellex von h in
Q[z]/h.
>  hi=x"3-2;
h:=a%—-2
> fi=X"2+3*x+2;
a:=2>+32x+2
> gcdex(a,h,x,u,v);
1
> U
12 )
ISR TR T
> rem(u*f,h,x);
1
Also ist . 5 .
f~h(%x2—ﬁx—ﬁ):1
in Q[z]/h, somit ) : ) .
3 3
Vizvaez w B
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