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GroBen im Lehrplan der Volksschule

Das Wort ,GréBe" hat im Lehrplan verschiedene Bedeutungen,
hier befassen wir uns nicht mit den folgenden:

» Erfahren der Beschaffenheit Gré3e (grof3, klein), Farbe
(hell, dunkel), .. .

» FamiliengréBe”
» _die GroB3e der Bruchteile*
» die GroBe unserer Geschichte®

In anderen Sprachen (E, F, 1) einfacher: quantity, quantité,
quantita unterscheidet sich von greatness, grandeur,
grandezza und von size, taille, taglia.
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GroBen im Lehrplan der Volksschule

Wir befassen uns mit GréBen mit der folgenden Bedeutung:

» Sachverhalte der Umwelt sind mit Hilfe von Zahlen,
GréBen und Operationen zu durchdringen

» GroBen:

- Begriffsbildung dber Vergleichen und Formulieren von
Relationen;

- Einsetzen willkdrlich gewéhlter MalBeinheiten zum Messen
von Reprasentanten;

- Einfdhren genormter MaBBeinheiten fir die GréBenbereiche
Lange, Masse, Raum, Zeit, Geld

Zu erklaren: GréBenbereich, GroBe, Reprasentant einer
GroBe, MaBeinheit.
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Lange einer Strecke

» Lange ist eine Eigenschaft von Strecken (in der Ebene
oder im Raum), von der man das folgende verlangt:

- Die Lange von zwei Strecken ist genau dann gleich, wenn
diese durch Parallelverschieben und Drehen zur Deckung
gebracht werden kénnen

- man kann Langen mit positiven Zahlen multiplizieren.

» Wabhle (in der Ebene oder im Raum) eine Halbgerade h,
ihren Anfangspunkt nenne 0.

» Verschiebe die Strecke mit Endpunkten A und B so, dass A
nach 0 verschoben wird. Drehe dann um den Punkt 0 so,
dass B auf die Halbgerade h gedreht wird.
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Lange einer Strecke

> Zwei verschiedene Strecken auf h mit 0 als Endpunkt
konnen nicht zur Deckung gebracht werden. Es gibt also
zu jedem Punkt P £ 0 auf h genau eine Lange, die der
Strecke OP.

» Eigenschaft in der Mathematik®: Menge aller Elemente,
die diese Eigenschaft haben.
also: die Lange AB der Strecke AB ist die Menge aller
Strecken, die mit AB zur Deckung gebracht werden
kénnen.
In dieser Menge liegt genau eine Strecke 0P mit P € h.

» Strecken mit der Lange AB sind Représentanten oder
Traoer dieser Lanaoe.
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Vielfache von Langen

» Wabhle einen Punkt 0 in der Ebene und eine Halbgerade h

mit Anfangspunkt O.
h
0
» Zeichne eine positive Zahlenhalbgerade mit Anfangspunkt
0 in die Ebene.
4
3
2 h
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Vielfache von Langen

» Sei ¢ eine positive Zahl und P ein Punkt # 0 auf h.
4
e h
2

c-P

1

0

» Die Lange der Strecke 0(c - P) heif3t
das c-fache der Lange der Strecke OP.

> st OiPdiie Lange der Strecke zwischen 0 und P, schreiben
wir ¢ - OP fUr das c-fache von OP.
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Vielfache von Langen

> P, Q Punkte £ 0 auf h.

4
3

d
2
1

0

» 0Q = d- 0P, jede Lange ist ein positives Vielfaches einer
ausgewahlten Lange (,Langeneinheit").
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GroBen im Lehrplan der AHS

> 1. Klasse AHS
Mathematik:
GréBen ein- und mehrnamig anschreiben, Vergleichen und
Messen von Gré3en (insbesondere Ldngen, Flachen- und
Rauminhalte, Massen, Zeitspannen, Geldbetrage)”
,Beachten des Unterschieds zwischen einem
geometrischen Objekt und seiner GréBe (Strecke —
Streckenlédnge, Fldche — Flacheninhalt, Winkel —
Winkelmal3)
Physik:
GrundgréBen der Elektrizitdt (Spannung, Stromstarke und
Widerstand)

» Was haben die Begriffe Lange, Flacheninhalt, Masse,
Geldbetrag, Spannung, ... gemeinsam?

Sie sind ,GroBen“, aber was bedeutet das?
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FUr Unterrichtsplanung sind Ruckblick und Vorschau

notig

>
>

v

In der Volksschule: Begriff GréBe weglassen.

Grundsatzlich: Mathematische Begriffe und Inhalte so
einflhren, dass spater gut darauf aufgebaut werden kann.

Grundvorstellungen vermitteln, die spatere
Grundvorstellungen nicht behindern.

Welche Begriffe bauen in spateren Schuljahren auf die
Begriffe GréRe und Proportionalitat auf?

Die Begriffe Vektor und lineare Funktion.
sVorschau“ verbessert Verstandnis der aktuellen Inhalte.

Daher hier: zuerst Antwort auf Frage ,Was ist ein Vektor?,
dann auf die Frage ,Was ist eine GréBe?"
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Vektoren im Lehrplan der AHS

» 5. Klasse
Vektoren und analytische Geometrie in R?: Vektoren
addieren, subtrahieren, mit reellen Zahlen multiplizieren
und diese Rechenoperationen geometrisch
veranschaulichen kénnen

> 6. Klasse
Vektoren in R" und deren Rechenoperationen kennen, in
Anwendungskontexten interpretieren und verstandig
einsetzen kénnen
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Rn

» R" ist die Menge aller n-Tupel von reellen Zahlen.

» Ein Vektorist im Lehrplan AHS also ein n-Tupel von reellen
Zahlen.

> 2-Tupel heiBen Paare, 3-Tupel heil3en Tripel.

» Schreibweisen: Zeilen oder Spalten. Beispiel fur 4-Tupel:

3.9
-2
-0.13
7.25

(3.9,-2,-0.13,7.25) oder
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Mit Vektoren kann man rechnen

» Rechenoperationen Addition und Multiplikation mit Zahlen:
JLomponentenweise®

» Hier fiir R?, in R” analog.
» a,b,c,d teR

(a,b) + (c,d) :=(a+b,c+d)

t-(a,b):=(t-at-b)

> daraus abgeleitet Subtraktion

(a,b) — (c,d) :=(a,b) +(—1)-(c,d)=(a— b,c—d)
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Ortsvektor

Es gibt auch andere Vektoren, zum Beispiel
,Ortsvektoren®.

Man wahlt dazu einen ,Nullpunkt* 0 in der Ebene:

0

Ein Punktepaar (0, P) (,Ortsvektor‘) wird durch einen Pfeil
mit Schaft 0 und Spitze P beschrieben.

P
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Rechnen mit Ortsvektoren

Addition der Ortsvektoren v = (0, P) und w = (0, Q) (oder
Addition der Punkte P und Q):

v P+Q
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Rechnen mit Ortsvektoren
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Punkte sind Vektoren

Rechnen mit Punkten
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Verschiebungen bzw. Translationen sind Vektoren

> A, B Punkte der Ebene E
» T Verschiebung, die A nach B verschiebt (T : E — E)
» Graphvon T : {(P,T(P))|P e E}

» Addition von Verschiebungen S, T durch
Hintereinanderausfihrung: S+ 7 :=So T

» Wichtig: Hintereinanderausflihrung von Verschiebungen ist
kommutativ: ToS=So T
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Vektoren

» Nicht alle Pfeile sind Vektoren:

- Pfeile in Pfeilklassen (Graphen von Verschiebungen) sind
keine Vektoren.

- Pfeile, die eine Drehung beschreiben, sind keine Vektoren
(diese Pfeile geben Drehachse, Drehwinkel und
Drehrichtung an).

» Grundvorstellung: ,Vektoren kann man addieren und mit
reellen (oder rationalen) Zahlen multiplizieren*

» oder: ,mit Vektoren kann man Linearkombinationen bilden"
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Vektorraume

Die genaue Definition:

» Ein Vektorraum ist eine Menge, auf der eine Addition und
eine Multiplikation mit Zahlen gegeben sind.

» Vektoren sind Elemente eines Vektorraums.

» Far die zwei Rechenoperationen missen folgende
Rechenregeln gelten:
¢, d Zahlen, v, w Vektoren

Fir die Addition allein: Rechenregeln wie fir die Addition
von ganzen Zahlen

Far die Multiplikation mit Zahlen: 1 -v = v,
(cd)-v=c-(d-v)

Flr das Zusammenspiel der zwei Rechenoperationen:
c-(v+w)=(c-v)+(c-w), (c+d)-v=(c-v)+(d-V)
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Vektoren und Wiener

» Wie erklart man, was ein Wiener ist?

Jemand, der gerne Walzer tanzt, Schnitzel isst und viel
Uber den Tod nachdenkt?

» Einfachste Erklarung: ein Wiener ist ein Einwohner von
Wien.

Erfordert aber, zuerst zu erklaren, was Wien ist.
» Analog bei Vektoren
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Beschrankung auf einen Spezialfall

» Oder: Man beschrankt sich auf einen Spezialfall des
Begriffs. Dieser sollte einerseits einfach und andererseits
maoglichst allgemein sein: ein Vektor ist ein n-Tupel.

» Warum ist dieser Spezialfall ,sehr allgemein“?

Jeder (endlich-dimensionale) Vektor kann nach Wahl einer
Basis des Vektorraums durch das n-Tupel seiner
Koordinaten eindeutig beschrieben werden.

Wird mit Vektoren am Computer gerechnet, gibt man sie
als n-Tupel ein.
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Reellwertige Funktionen sind Vektoren

Es gibt aber Vektoren, die nicht durch ein n-Tupel beschrieben
werden kdnnen:

» f, g Funktionen von einer Menge M nach R, c reelle Zahl

» f+ g Funktion von M nach R mit (f + g)(t) := f(t) + g(t)
Jounktweise addieren®

» ¢ - f Funktion von M nach R mit (¢ - f)(t) := ¢ - f(t)
Jpunktweise mit Zahlen multiplizieren®

» Der Vektorraum aller Funktionen von [0, 1] nach R ist nicht
endlich-dimensional.
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Reellwertige Funktionen sind Vektoren

Linearkombinationen von Funktionen

Graph (2 sin + 1/2 cos)

Graph (sin)

Graph (cos)
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Was sind GrofBen?

» Lehrplan Volksschule: ,GréBenbereiche Lange, Masse,
Raum, Zeit, Geld"

» Lehrplan AHS Unterstufe Mathematik: ,Vergleichen und
Messen von GréBen (insbesondere Langen, Flachen- und
Rauminhalte, Massen, Zeitspannen, Geldbetrage)*

» Was haben diese Begriffe gemeinsam?

Grundvorstellung: ,GréBen kénnen mit positiven Zahlen
multipliziert werden®
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Was sind GrofBen?

G Menge,
ReoxG— G, (c,9)—cC-g

ist eine Operation der Gruppe R~ auf G, wenn gilt:
fir alle g € G und alle positiven Zahlen c, d ist
c-(d-g)=(c.d)-gund
1-9=9

» Ein GréBenbereich ist eine Menge zusammen mit einer
Operation der Gruppe der positiven reellen Zahlen auf
dieser Menge.

Eine GroBe ist ein Element eines GroRenbereichs.

» g GrdBe, c positive reelle Zahl:
c- g ,c-Faches" der GréBe g
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Beispiele fur GroBenbereiche

» Jeder Vektorraum ist ein Gr6Benbereich, jeder Vektor ist
eine Grof3e.

» Der GréBenbereich Ldnge ist die Menge aller Langen
zusammen mit einer Operation der Gruppe der positiven
reellen Zahlen (R+p).
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Eindimensionale Gro3enbereiche

» GréBenbereich eindimensional, wenn es zu je zwei
GréBen g, h eine positive Zahl mit

h=c-g
gibt.
Also: jede GroBe in diesem Bereich ist ein Vielfaches jeder
anderen.

¢ heiBt auch ,Verhéltnis von h zu ¢".
Beispiel: Verhaltnis von 4cm zu 3cmist 4/3.

» Dann: Wahle irgendeine GroBe in diesem GrofBenbereich,
dann sind alle anderen GréBen Vielfache davon.

> Beispiele: GroBenbereiche Lange, Flacheninhalt,
Rauminhalt, Masse, Geldbetrage, positive reelle Zahlen,
Widerstand, ...

» Gegenbeispiele: Vektorraume, Gré3enbereiche Kraft im
Raum, Geschwindigkeit im Raum, ...
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MafBeinheit und Mafl3zahl

» G eindimensionaler GroBenbereich mit zusatzlicher
Annahme:

geGceRyg: c-g=g=>c=1

» MaBeinheit von G: irgendein Element von G

» g MaBeinheit, h € G: die eindeutig bestimmte positive Zahl
¢ mit ¢ - g = h heil3t Mal3zahl von g bezuglich h ( oder:
Verhaltnis von hzu g).

» Jede Grof3e in G ist durch MaBeinheit und Maf3zahl
eindeutig bestimmt.

» Man erhalt Addition auf Gdurch:c-g+d-g:=(c+d)-g.
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Was sind ,direkt proportionale GroBen*?

» Kann die GréBe 3kg (eine Masse) direkt proportional zur
GréBe 7,5 Euro (ein Geldbetrag) sein?

» Sind die GréBenbereiche der Massen und der Geldbetrage
direkt proportional ?

» Sie kénnen direkt proportional sein, missen aber nicht.

> Beispiel: Preisgestaltung. Jeder Masse (z.B. von
Erdapfeln) wird ein Geldbetrag (der Preis) zugeordnet.

Wenn man fiir die doppelte, halbe, tausendfache, ...
Masse doppelt, halb, tausendmal ... so viel bezahlt, dann
ist die Preisgestaltung direkt proportional.
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Was heif3t ,direkt proportional“?

» G, H GroBenbereiche, Funktion f : G — H beschreibt
eine Zuordnung von G nach H

» fist proportional, wenn fir alle Elemente g € G und alle
positiven reellen Zahlen c gilt:
f(c-g) =c-19)

» Das Bild des c-fachen ist das c-fache des Bildes.”

» Wichtig: nicht GréBen oder GréBenbereiche sind direkt
proportional, sondern eine Zuordnung (Funktion) zwischen
diesen.
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Beispiel: Gleichformige Geschwindigkeit

» Beispiel: G GréBenbereich der Zeitspannen, H
GroBenbereich der Langen, f(t) := Lange des Weges, den
ein Wanderer in der Zeit t zurlicklegt.

» Wenn die Funktion f direkt proportional ist, dann geht der
Wanderer mit gleichférmiger Geschwindigkeit.

» Dann: f(t) =f(t-1)=t-f(1).

Der Graph {(t, f(t)) | t € R>o} ist daher die Halbgerade

{t-(1,f(1)) |t € Ruo} € (Ro0)?
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Schlussrechnungen

» Wenn bei einem GemuUsehandler 2 kg Erdapfel 4 Euro
kosten, wieviel kosten dann 1000 kg?

» Aufgabe ohne weitere Information nicht IGsbar.

» Wenn die Preisgestaltung dieses Handlers direkt
proportional ist, dann kosten 1000 kg Erdapfel 500-mal
soviel wie 2 kg, also 2000 Euro.

Tatsachlich zahlt man viel weniger.
» Wichtig: bei Schlussrechnungen immer zuerst tGberprifen,

ob der beschriebene Zusammenhang direkt proportional
ist.
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Indirekte Proportionalitat
» @G, H GroBenbereiche, Funktion f : G — H beschreibt
eine Zuordnung von G nach H
» fist indirekt proportional, wenn fir alle Elemente g € G
und alle positiven reellen Zahlen c gilt:

flc-g)=c'-1(g)
» Das Bild des c-fachen ist das 1E-fache des Bildes."

» Analog: f ist quadratisch proportional, wenn flr alle
Elemente g € G und alle positiven reellen Zahlen c gilt:

f(c-g) =c?-f(g)

» Allgemein: x : Rvg — R Gruppenhomomorphismus,
dh. fir alle s, t € Rist x(s.t) = x(8).x(f) und x(1) = 1.
f ist x-proportional , wenn fir alle Elemente g € G und alle
positiven reellen Zahlen c gilt:

f(c-g) = x(c)-(9)
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Was sind ,lineare Funktionen®?

>

| 2

Lineare Funktionen sind Spezialfélle von
Proportionalitaten.

Sind V, W Vektorraume und f : V — W eine Funktion,
dann heiB3t f linear, wenn:

das Bild jedes Vielfachen das Vielfache des Bildes ist, also
f(c-v)=c-f(v),

und
das Bild jeder Summe die Summe der Bilder ist, also

flu+v)=f(u)+f(v).

Vorsicht: in Schulblchern ist der Begriff linear etwas
allgemeiner, dieser hier entspricht dort dem Begriff
sJnhomogen-linear.
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Beispiele fur lineare Funktionen

» Graphen von linearen Funktionen von R nach R
(fmitf(t) =c-tmitceR)
sind Geraden in R? durch (0, 0).

» Graphen von linearen Funktionen von R? nach R
(fmitf(s,t)=c-s+d-tmitc,d € R)
sind Ebenen in R3 durch (0,0, 0).

» Graphen von linearen Funktionen von R nach R?
(fmitf(t)=1t-(c,d)mitc,d € R)
sind Geraden in R3 durch (0,0, 0).
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Beispiele fur lineare Funktionen

» V Vektorraum aller differenzierbaren Funktionen, W
Vektorraum aller Funktionen

Die Funktion ,Differenzieren”
D:V— W mit D(v)=V

ist linear,

dh. die Ableitung einer Summe ist die Summe der
Ableitungen und die Ableitung eines Vielfachen ist das
entsprechende Vielfache der Ableitung

cf. Summenregel und Faktorregel der Differenzialrechnung
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Beispiele fur lineare Funktionen

» V Vektorraum aller Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum Q, W = R Vektorraum der reellen
Zahlen.

Die Funktion
E:V—W

mit E(X) = Erwartungswert der Zufallsvariablen X

ist linear, dh. der Erwartungswert der Summe von
Zufallsvariablen ist die Summe ihrer Erwartungswerte und
der Erwartungswert des Vielfachen einer Zufallsvariablen
ist das entsprechende Vielfache des Erwartungswertes.
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Schlussbemerkungen

» GroBen sind Elemente eines GréBenbereichs,
GréBen kdnnen mit positiven reellen Zahlen multipliziert
werden

» Eindimensionale GréBen kénnen durch eine ausgewahlte
GréBe (MaBeinheit) und eine positive Zahl (MaR3zahl)
beschrieben werden.

» Vektoren sind Elemente eines Vektorraums, Vektoren
kdnnen addiert und mit beliebigen reellen Zahlen
multipliziert werden.

» Eine Funktion zwischen zwei GréBenbereichen ist
proportional, wenn das Bild eines positiven Vielfachen das
gleiche Vielfache des Bildes ist.

» Eine Funktion zwischen zwei Vektorraumen ist linear, wenn
das Bild eines Vielfachen das gleiche Vielfache des Bildes
ist und das Bild einer Summe die Summe der Bilder ist.
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