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Einleitung

Die Vorlesung mit Ubungen ,,Algebra und Geometrie im Schulunterricht®
schliefit die fachliche Ausbildung in den Bereichen Algebra und Geometrie
im Lehramtsstudium mit Unterrichtsfach Mathematik ab. Nach dieser Lehr-
veranstaltung sollen die Studierenden in der Lage sein, ihren Unterricht in der
Sekundarstufe im Bereich Algebra und Geometrie selbstandig und fachlich
korrekt zu planen, dazu die fiir den Schulunterricht approbierten Lehrbiicher
kritisch zu verwenden und die Inhalte der Lehrpldne von Schulen der Se-
kundarstufe im Bereich Algebra und Geometrie einfach und verstandlich zu
vermitteln.

In dieser Vorlesung mit Ubungen werden die Inhalte der Lehrveranstaltun-
gen ,Lineare Algebra“, ,Algebra und Diskrete Mathematik® und ,,Geome-
trie* ausdriicklich mit den entsprechenden Inhalten des Schulunterrichts (cf.
Lehrpléne der Schulen) in Beziehung gesetzt. Auf dem Hintergrund des von
den Studierenden bereits erworbenen Wissens findet dabei eine kritische Aus-
einandersetzung mit den Lehrplanen und mit fiir den Schulunterricht appro-
bierten Lehrbiichern statt. Es werden keine fertigen Konzepte fiir den Schul-
unterricht angeboten, sondern Grundlagen fiir eine eigenstindige und der
jeweiligen Situation angepasste Planung des Unterrichts geschaffen.

Das vorliegende Skriptum soll den Hoérerinnen und Horern der Lehrveran-
staltung ,,Algebra und Geometrie im Schulunterricht* im Sommersemester
2019 das Mitschreiben und Mitdenken erleichtern. Es verwendet wesentlich
(ohne weitere Zitate) Teile der Beitrdge (Pauer, 2005), (Pauer, 2006),(Pau-
er, 2007), (Pauer], 2008), (Pauer, [2009)), (Pauer, 2010), (Pauer} 2011), (Pau-
er, 2012)), (Pauer und Stampfer, [2012), (Pauer und Stampfer, 2013)), (Pauer
und Stampfer] 2014)), (Burtscher et all [2014), (Pauer und Stampfer| [2015),
(Pauer und Stampfer, |2016|) und (Pauer und Stampfer, 2017) in der Schrif-
tenreihe zur Didaktik der Mathematik der Osterreichischen Mathematischen
Gesellschaft. Aus meinen Skripten zu den Vorlesungen ,, Lineare Algebra“ und
»Algebra und diskrete Mathematik* an der Universitdt Innsbruck habe ich
Zeichnungen tibernommen.
Die dritte Auflage unterscheidet sich nur durch einige Korrekturen von der
zweiten (September 2018).

Innsbruck, Marz 2019
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Kapitel 1

Natiirliche, nicht-negative rationale, ganze und
rationale Zahlen (N, Q>(, Z und Q)

1.1 Zahlbereiche und Zahlbereichserweiterungen

Ein Zahlbereich M ist eine Menge von Zahlen zusammen mit zwei Rechen-
operationen (das sind gewisse Funktionen von M x M nach M): einer Additi-
on und einer Multiplikation dieser Zahlen. Fiir die Rechenoperationen jedes
Zahlbereichs sollen mindestens die Rechenregeln der Addition und Multipli-
kation von natiirlichen Zahlen gelten. Zur Beschreibung eines Zahlbereichs
sind daher drei Daten notig:

e cine Menge (von Zahlen) M

e cine Addition +, die jedem Paar (a, b) von Elementen von M die Sum-
me a + b € M zuordnet

e cine Multiplikation -, die jedem Paar (a, b) von Elementen von M das
Produkt a - b € M zuordnet

Dabei sollen mindestens die folgenden Rechenregeln gelten:

e beim mehrfachen Addieren oder mehrfachen Multiplizieren kommt es
auf die Reihenfolge des Ausfithrens dieser Rechenoperationen nicht an,
das heifit: Klammern kénnen weggelassen werden (fiir beide Rechen-
operationen gilt das Assoziativgesetz)

e beim Addieren und beim Multiplizieren von zwei Zahlen kommt es auf
deren Reihenfolge nicht an, das heif3t: fiir alle Zahlen a und b in M ist
a+b=>b+aund a-b=>-a (fir beide Rechenoperationen gilt das
Kommutativgesetz)

e cs darf ausmultipliziert und herausgehoben werden, das heifit: fiir alle
Zahlen a, b und cin M ist (a-c¢)+(b-c) = (a+b)-c (Distributivgesetz)

e in M gibt es fiir jede Rechenoperation ein neutrales Element, das heif3t:
es gibt in M zwei Elemente 0 und 1 so, dass fir alle Zahlen a in M
gilt: a+0=aund a-1=a



1.1. Zahlbereiche und Zahlbereichserweiterungen

Beispiele fiir Zahlbereiche sind die Menge der natiirlichen Zahlen, der nicht-
negativen rationalen Zahlen, der ganzen Zahlen, der rationalen Zahlen, der
Dezimalzahlen (rationale Zahlen, deren Nenner eine Zehnerpotenz sein kann),
der Binérzahlen (rationale Zahlen, deren Nenner eine Zweierpotenz sein kann),
der algebraischen Zahlen, der reellen Zahlen und der komplexen Zahlen, je-
weils mit der dort definierten Addition und Multiplikation.

Keine Zahlbereiche sind zum Beispiel die Menge der nicht-positiven ganzen
Zahlen, die Menge der irrationalen reellen Zahlen und die Menge der nicht-
reellen komplexen Zahlen, jeweils mit den auf diese Menge eingeschrankten
Rechenoperationen der komplexen Zahlen. Denn: zum Beispiel ist das Pro-
dukt von —1 mit —1 eine positive Zahl, das Produkt von V2 und /2 eine
rationale Zahl und das Produkt der komplexen Zahl 7 mit i eine reelle Zahl.

Aus den Begriffen Addition und Multiplikation (bzw. Summe und Produkt)
in einem Zahlbereich konnen die Begriffe Subtraktion und Division (bzw.
Differenz und Quotient) abgeleitet werden: Wenn es fiir zwei Zahlen a und b
in M eine Zahl ¢ in M mit a + ¢ = b gibt, dann nennt man c¢ die Differenz
b — a von b und a. Wenn es fiir zwei Zahlen a und b in M eine Zahl ¢ in M
mit @ - ¢ = b gibt, dann nennt man ¢ den Quotienten b/a (oder b : a) von b
und a.

Sind ¢ und b Elemente von M, dann bedeutet ,.a und b addieren, subtrahie-
ren, multiplizieren oder dividieren“, die Summe, Differenz, das Produkt oder
den Quotienten zu bestimmen (und in geeigneter Weise darzustellen).

Im Laufe der Schulzeit verdandert sich mehrfach das, was mit dem Wort ,,Zahl*
bezeichnet wird. Unser Zahlbereich wird schrittweise erweitert. Der Anlass
fiir die Erweiterung eines Zahlbereichs ist immer eine Aufgabe, die ,eigentlich
eine Losung haben sollte“, aber im bekannten Zahlbereich nicht 16sbar ist.
In der folgenden Tabelle sind einige Aufgaben, die Zahlbereichserweiterungen
motivieren, zusammengestellt.



1.1. Zahlbereiche und Zahlbereichserweiterungen

Zahlbereichserweiterung Motivation: Finde eine Zahl z so, dass
N C Z oder Q>o CQ 34+2=2
NCQspoderZCQ 3-2=2
Q C Q¥ 2" =t
(n € Nso, t €Q)
QCR z=lim, oo tn, (L, € Q)
RCC 2=

,Erweitere den Zahlbereich K (mit 4+ und -) zum Zahlbereich
L (mit 4+ und -)“ (um eine gegebene Aufgabe zu lésen) heifit

e [ als Menge, die K enthélt, angeben,

e die Rechenoperationen 4+ und - auf K zu Rechenoperationen auf L
erweitern,

und zwar so, dass

e der ,Rechenkomfort® erhalten bleibt, d.h. alle Rechenregeln fir + und
- in K sollen auch in L gelten (insbesondere: wenn K ein Kérper ist,
dann soll L auch ein Korper sein),

e die gegebene Aufgabe eine Losung in L hat und
e [ ,moglichst klein® ist.

Es gibt zumindest zwei Vorgangsweisen, um von den natiirlichen Zahlen zu
den reellen Zahlen zu kommen:
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Abbildung 1.1: Addition von Punkten einer Zahlengeraden

Abbildung 1.2: Multiplikation von Punkten einer Zahlengeraden
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(1)

(2)

Geometrisch: Definiere die Menge der reellen Zahlen geometrisch als
Menge der Punkte einer Zahlengeraden, das ist eine Gerade in der Ebe-
ne, auf der zwei (verschiedene) Punkte 0 und 1 gewéhlt wurden. De-
finiere dann mit Hilfe der Zeichengerate Bleistift, Lineal und Dreieck
die Addition und die Multiplikation von Punkten der Zahlengeraden
(siche Abbildung [1.1] und [1.2).

Betrachtet man die Punkte 0 und 1 auf der Zahlengeraden als die natiir-
lichen Zahlen 0 und 1, dann kann N als Teilmenge der Zahlengeraden
aufgefasst werden: Die natiirliche Zahl n erhélt man durch (n—1)-fache
Addition von 1 zu sich selbst. Definiere dann Z, Q, Q[v/2], ... als Teil-
mengen mit den von dem Zahlbereich der reellen Zahlen induzierten
Rechenoperationen.

Algebraisch: Konstruiere sukzessive (wie in der Vorlesung iiber Alge-
bra) NCZ CQCRCCoder NC Qs €CQCRCC und
Q CQ[V1].

Die Erweiterung vom Zahlbereich der reellen zu dem der komplexen Zahlen
wird im Kapitel besprochen. Die Erweiterung von Q nach R ist Thema
der Analysis.

1.2

Natiirliche Zahlen und ihre Darstellung durch Zif-
fern

Was sind natirliche Zahlen?

Aus (Wittgenstein, (1971} Seite 17):

Wenn das Kind diese Sprache lernt, muf es die Reihe der ,,Zahl-
worter“ a, b, c, ... auswendig lernen. Und es muf$ thren Gebrauch
lernen. - Wird in diesem Unterricht auch ein hinweisendes Lehren
der Wérter vorkommen? - Nun, es wird z.B. auf Platten gewiesen
und gezihlt werden: ,a,b,c Platten® - Mehr Ahnlichkeit mit dem
hinweisenden Lehren der Worter ,Wiirfel®, ,Sdule, etc. hdtte das
hinweisende Lehren von Zahlwértern, die nicht zum Zdhlen die-
nen, sondern zur Bezeichnung mit dem Auge erfaf$barer Gruppen
von Dingen. So lernen ja Kinder den Gebrauch der ersten finf
oder sechs Grundzahlwérter.

Zwei Mengen haben gleich viele Elemente, wenn das folgende Verfahren da-
zu fiihrt, dass beide Mengen leer sind: Solange beide Mengen nicht leer sind,
wird aus beiden Mengen jeweils ein Element herausgenommen. Die Anzahl

5



1.2. Natiirliche Zahlen und ihre Darstellung durch Ziffern

der Elemente einer Menge ist eine Eigenschaft dieser Menge: das, was allen
Mengen, die gleich viele Elemente wie die betrachtete haben, gemeinsam ist.
Man kann also nicht mit dem Finger auf die Zahl drei zeigen, sondern nur auf
eine Menge mit der Eigenschaft, drei Elemente zu haben. Einem Kind, das
lernen soll, was ,drei bedeutet, miissen mehrere Mengen mit dieser Eigen-
schaft gezeigt werden, zum Beispiel eine Menge von drei Steinen, eine Menge
von drei Bananen, eine Menge von drei Fingern, ... . Das Kind muss nun eine
geistige Leistung erbringen: erfassen, was all diesen Mengen gemeinsam ist.

In der Mathematik stellt man Eigenschaften manchmal durch die Menge aller
Gegenstande, die diese Eigenschaft haben, dar. So kann man die natiirliche
Zahl n als die Menge aller Mengen mit n Elementen auffassen. Die Anzahl
der Elemente der leeren Menge heifit Null.

Durch den sukzessiven Ubergang von der Anzahl einer Menge zu der einer
Menge, die durch Hinzunahme eines weiteren Elements entsteht, wird die
,Zahlenreihe” Null, Eins, Zwei, Drei, ... der natirlichen Zahlen gebildet. Da-
mit ist auf der Menge der natiirlichen Zahlen auch eine (strikte) Ordnung <
definiert.

Was sind Summe und Produkt von natiirlichen Zahlen? Die Summe der An-
zahlen zweier disjunkter Mengen wird als Anzahl der Vereinigung dieser Men-
gen definiert.

Das Produkt zweier natiirlichen Zahlen a und b erhilt man durch (a — 1)-
fache Addition von b zu sich selbst. Induktiv konnte das so definiert werden:

0-6:=0,1-b:=b, a-b:=(a—1)-b+b.

Es gelten dafiir die in Abschnitt angefithrten Rechenregeln.

Division mit Rest von natiirlichen Zahlen

Eine natiirliche Zahl kann von einer anderen, die mindestens gleich grof3 ist,
subtrahiert werden. Subtrahiert man von einer natiirlichen Zahl a eine natiir-
liche Zahl b so lange, wie das moglich ist, dann heifit die letzte Differenz der
Rest von a nach Division mit Rest durch b und die Anzahl der ausgefithrten
Subtraktionen der ganzzahlige Quotient von a und b.

Falls die Zahl a kleiner als b ist, dann ist der ganzzahlige Quotient 0 und der
Rest von a nach Division mit Rest durch b ist a.

Der entsprechende Satz tiber die Division mit Rest von natiirlichen Zahlen
,Zu zwel natirlichen Zahlen a und b gibt es eindeutig bestimmte natirliche
Zahlen q und r so, dass a = q - b+ r und r < b ist.“ ist grundlegend fiir



1.2. Natiirliche Zahlen und ihre Darstellung durch Ziffern

die meisten Uberlegungen iiber natiirliche (und ganze) Zahlen. Warum? In
diesem Satz werden die drei grundlegenden Strukturen auf der Menge der
natiirlichen Zahlen miteinander in Verbindung gebracht (Addition, Multipli-
kation und Ordnungsrelation).

Division mit Rest darf nicht mit Division (Umkehrung der Multiplikation)
verwechselt werden: sie ist nur fiir ganze (und nicht fir rationale und reelle)
Zahlen definiert. Bei der Division mit Rest geht man von zwei Zahlen aus und
berechnet zwei andere (Rest und ganzzahliger Quotient), bei einer Division
aber berechnet man nur eine Zahl (den Quotienten).

Aufgabe: Wihlen Sie eine Menge mit vielen Elementen (z.B. eine Menge von
Heftklammern oder Miinzen, ... ) und dividieren Sie deren Anzahl mit Rest
durch 5!

Darstellung natiirlicher Zahlen durch Ziffern

Ist b > 1 eine natiirliche Zahl, dann kann jede nattirliche Zahl a in der Form
200" 4 2y 1 DV b+ 5

dargestellt werden. Dabei ist n eine natiirliche Zahl und die natiirlichen Zah-
len z,,2,-1,...,2, % sind alle kleiner als b. Sie sind durch a eindeutig be-
stimmt. Die Zeichen dafiir heiflen Ziffern von a zur Basis b.

Wegen

Zpb" A 2y b b = (2" ) b

und zy < b ist klar, dass zy der Rest von a nach Division mit Rest durch b
und ¢ = 2,_1b" ' + ... + 2z der ganzzahlige Quotient ist. Man erhalt die
Ziffern einer Zahl also sukzessive als Reste nach Division mit Rest durch die
Basis b: 2 ist der Rest von a, 2 der Rest von ¢ usw. Hat man sich auf eine
Basis geeinigt, stellt man die Zahl z,b" 4+ z,_1b" ' 4+ ... + 2z b' + % cinfach
durch die Ziffernfolge 2,2, 1 ... 22 dar.

Aufgabe: Berechnen Sie die Zifferndarstellung der Anzahl der Elemente einer
von Thnen gewéhlten Menge (mit vielen Elementen) zu den Basen 2, 5 und
10.

Beispiel. Zur Basis zehn steht 1111 fiir die Zahl tausendeinhundertelf, zur
Basis zwei aber fiir die Zahl fiinfzehn.



1.2. Natiirliche Zahlen und ihre Darstellung durch Ziffern

Die Darstellung von Zahlen durch Ziffern stammt aus Indien, wurde von den
Arabern iibernommen und ab dem 11. Jahrhundert nach Europa gebracht.
Vielen Personen, die mit der rémischen Zahldarstellung gut rechnen konnten,
erschien diese Darstellung von Zahlen und das Rechnen damit als viel zu
kompliziert. Es dauerte Jahrhunderte, bis sich die Darstellung von Zahlen
durch Ziffern in Europa durchgesetzt hat. Das Gewohnte ist oft der Feind
des Besseren!

Zifferndarstellung im Schulunterricht - ein Vorschlag

Um Zahlen anzuschreiben, wéhlen wir Zeichen fiir die Zahlen Null, Eins, Zwei,
Drei, Vier, Fiinf, Sechs, Sieben, Acht, Neun und zwar: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Diese Zeichen heiflen Ziffern.

Fiir Zehn schreiben wir 10, fiir Zehn mal Zehn 100 (und sagen: Hundert),
fiir Zehn mal Zehn mal Zehn 1000 (und sagen: Tausend), fiir Zehn mal Zehn
mal Zehn mal Zehn 10000 (und sagen: Zehntausend).

Wenn wir Ziffern nebeneinander schreiben, zum Beispiel 3774 oder 49, dann
meinen wir damit die Zahl 3 - 10004 7 - 1004 7 - 10 4+ 4 oder 4 - 10 + 9. Die
Worte fiir Zahlen werden entsprechend dieser Schreibweise gebildet: Fiir 3774
sagen wir drei mal Tausend und sieben mal Hundert und sieben mal Zehn
und Vier oder kurz dreitausendsiebenhundertvierundsiebzig. Beachte: Beim
sabgekiirzten* Aussprechen der Zahlworter wird in der deutschen Sprache die
Reihenfolge der letzten zwei Ziffern vertauscht! (In vielen anderen Sprachen,
zum Beispiel im Italienischen oder Englischen ist das nicht so).

Dabei ist es nicht nur wichtig, welche Ziffern wir anschreiben, sondern auch,
in welcher Rethenfolge sie angeschrieben werden. Zum Beispiel kann man mit
den drei Ziffern 1, 2, 3 die sechs verschiedenen Zahlen 123, 132, 213, 231, 312,
321 anschreiben.

Die kleinsten Zahlen mit einer bzw. zwei bzw. drei Ziffern sind 0 bzw. 10 bzw.
100, die groBiten Zahlen mit einer bzw. zwei bzw. drei Ziffern sind 9 bzw. 99
bzw. 999.

Rechnen mit Zahlen in Zifferndarstellung

Die Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division
mit Rest konnen ausgefiihrt werden, auch wenn die Zahlen nicht durch Zif-
fern dargestellt werden (sondern zum Beispiel durch romische Zahlzeichen).
Die Zifferndarstellung einer Zahl ist aber eine sehr niitzliche Zusatzinformati-
on tiber diese Zahl, die es ermdoglicht, Rechnungen viel schneller auszufithren.
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Die Verfahren, um aus in Zifferndarstellung (zur Basis b) gegebenen zwei Zah-
len die Zifferndarstellung (zur selben Basis b) der Summe, der Differenz, des
Produktes, des ganzzahligen Quotienten und des Restes nach Division mit
Rest zu bestimmen, laufen alle nach demselben Schema ab: Es gibt einen
Grundschritt, der gut eingeiibt werden muss. Mit Hilfe der Zifferndarstel-
lung und der Anwendung von Rechenregeln wird die gesuchte Zahl durch
mehrfaches Ausfiihren des Grundschrittes ermittelt.

Der Grundschritt bei der Addition ist die Addition von Zahlen, die kleiner
als b sind. Daher muss beim Erlernen des Addierens zuerst das ,kleine Eins
plus Eins“ eingeiibt werden.

Der Grundschritt bei der Multiplikation ist die Multiplikation von Zahlen,
die kleiner als b sind. Daher muss beim Erlernen des Multiplizierens zuerst
das ,kleine Ein mal Eins“ eingeiibt werden.

Im Grundschritt bei der Subtraktion werden Zahlen, die kleiner als b sind
von Zahlen, die kleiner als 2b — 1 sind, subtrahiert. Beim Erlernen des Sub-
trahierens zur Basis 10 muss also zuerst das Subtrahieren von Zahlen < 10
von Zahlen < 19 geiibt werden.

Der Grundschritt bei der Division mit Rest ist die Division mit Rest von Zah-
len z durch Zahlen y mit der Eigenschaft, dass < b -y ist (der ganzzahlige
Quotient muss also kleiner als die Basis sein). Diesen Grundschritt kann man
entweder durch mehrfaches (hochstens (b — 1)-faches) Subtrahieren durch-
fithren oder durch ,Versuch und Irrtum®, das heifit: der ganzzahlige Quotient
wird durch eine Zahl ¢ < b geschatzt und dann tberpriift, ob ¢ - y < z und
T —q-y <y ist.

Ein Beispiel zur Division mit Rest von Zahlen in Zifferndarstellung:

Wenn z = 2019 und y = 7 ist, dividiert man zunéachst 20 mit Rest durch 7,
subtrahiert also 7 zweimal und erhalt 20 = 2 -7 4 6.

Daraus schliet man 2000 = 200 - 7+ 600 und 2019 = 200 - 7+ 619 (also hat
man dank der Zifferndarstellung statt 200 Subtraktionen nur 2 ausfithren
miissen).

Der Rest von 2019 nach Division durch 7 ist derselbe wie der von 619 nach
Division durch 7 und der ganzzahlige Quotient von 2019 und 7 ist die Summe
von 200 und dem ganzzahligen Quotienten von 619 und 7.

Man dividiert jetzt noch 619 mit Rest durch 7, dazu geht man wieder gleich
vor wie oben: 60 = 8- 7+ 4, also ist 600 = 80 - 7+ 40, somit 619 = 80 -7+ 59
und 2019 = 280 - 7 4 59.

Da 57 grofler als 7 ist, ist noch ein weiteres ,,Durchlaufen der Schleife“ notig:

9
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59 =8-7+3.

Nun sind wir fertig: Der ganzzahlige Quotient von 2019 nach Division durch
7 ist 288 = 200 4 80 + 8, der Rest ist 3.

Durch Ausnutzen der Zifferndarstellung der zwei Zahlen mussten wir anstatt
288 Subtraktionen nur 2 + 8 + 8 = 18 Subtraktionen ausfiihren.

Verbessertes Verfahren zur Division mit Rest fiir Zahlen x und y in Ziffern-
darstellung (hier zur Basis 10, fiir andere Basen geht es genauso): Zerlege
T = ¢ - 10 + di so, dass dy < 10¥ und 0 < ¢; < 10 -y ist (im Beispiel:
2019 = 20 - 10> + 19, 19 < 102, 20 < 10 - 7). Man verwendet dazu: Die Zif-
ferndarstellung (zur Basis 10) des 10*-fachen einer Zahl erhélt man, indem
man an die urspringliche Zifferndarstellung £ Nullen ,anhdngt“. An Hand
der Zifferndarstellung zweier Zahlen kann man leicht feststellen, ob die erste
Zahl kleiner als die 10-fache zweite Zahl ist (¢ < 10-y 7).

Dividiere ¢; mit Rest durch y, also: ¢z = qx - y + 1z und 0 < r, < y. Nach
Voraussetzung an ¢, ist 0 < ¢, < 10, es sind fiir diese Division mit Rest also
hochstens 9 Subtraktionen erforderlich. (Anstatt diese Subtraktionen auszu-
fiihren, kann man auch versuchen, den ganzzahligen Quotienten 0 < ¢, <9
zu erraten und dann das Produkt ¢ - 10 von ¢; subtrahieren. Ist die Dif-
ferenz kleiner als y und nicht negativ, dann hat man richtig geraten, sonst
muss man die erste ,Hypothese“ revidieren).

Solange k nicht 0 ist: Ersetze nun z durch z — g;-y-10* und k& durch £ —1 und
fiihre das obige noch einmal aus, erhalte 0 < ¢;,_1 <10 und 0 < 1,1 < y.
Der ganzzahlige Quotient ist dann Zf:o ¢ - 10, der Rest ist 7.

Schreibt man die notwendigen Rechnungen in platzsparender Form an, erhalt
man das im Schulunterricht vermittelte Verfahren zur ,schriftlichen Division
mit Rest*.

Wichtig ist: Bei diesem Verfahren zur Division mit Rest von natiirlichen
Zahlen, deren Zifferndarstellung bekannt ist, werden beliebige Divisionen
mit Rest auf mehrere Divisionen mit Rest zuriickgefiihrt, deren ganzzahli-
ger Quotient mit nur einer Ziffer darstellbar ist (bei Dezimalziffern ist der
ganzzahlige Quotient also eine natiirlich Zahl, die kleiner als 10 ist).

Leider ist das noch nicht in den Lehrplan der osterreichischen Volksschulen
(Bundesministerium fiir Bildung), 2012) vorgedrungen. Dort ist fir die dritte
Schulstufe das ,,Dividieren durch einstelligen Divisor” (anstatt mit einstel-
ligem Quotienten) und fiir die vierte Schulstufe das ,Dividieren durch ein-
und zweistelligen Divisor® vorgesehen.

Siehe dazu (Anghileri, 2001), (Poll, 2014)) und (Treffers, [1983)).
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1.3. Rationale Zahlen

Teilbarkeitskriterien fiir Zahlen in Zifferndarstellung

Eine nattrliche Zahl a teilt eine natiirliche Zahl b, wenn b ein Vielfaches von
a ist, das heiit es gibt eine natiirliche Zahl ¢ so, dass a - ¢ = b ist.
Grundlage fiir viele Teilbarkeitsregeln ist die folgende Uberlegung: Es seien
a, b, t naturliche Zahlen und ¢ sei ein Teiler von a. Dann ist ¢ ein Teiler von
a + b genau dann, wenn t ein Teiler von b ist.

Sei z = Y, 210" mit 0 < z < 9 eine durch Dezimalziffern dargestellte
Zahl.

e Ist t ein Teiler von 10 (also 1,2,5 oder 10), dann teilt ¢ auch z — 2.
Daher ist ¢ ein Teiler von z genau dann, wenn ¢ ein Teiler von z; ist
(,Teilbarkeit durch 2 oder 5 wird an der letzten Ziffer abgelesen®).

e Ist t ein Teiler von 100 (zum Beispiel 25), dann teilt ¢ auch
2z — (102 + z). Also teilt ¢ die Zahl z genau dann, wenn sie
1021 + 2 teilt.

° Wegen 10° = (Z; 03 -107) + 1 ist 3 ein Teiler von 10" — 1. Weil
z = 2", 2(10" — 1) + X, % ist, folgt daraus: 3 ist ein Teiler von z
genau dann, wenn 3 die Ziffernsumme von z teilt.

Die gleiche Aussage gilt fiir 9 statt 3.

1.3 Rationale Zahlen

Was sind nicht-negative rationale Zahlen?

Im Alltag kommen Aufgaben wie die folgende vor: Finf Personen haben
insgesamt zwei Liter Apfelsaft getrunken. Jeder Person wurde gleich viel ein-
geschenkt. Wieviel Liter hat jede Person getrunken?

Die mathematische Beschreibung solcher Aufgaben ist: Es seien a und b na-
tiirliche Zahlen (im Beispiel @ = 2 und b = 5), wobei b # 0 ist. ,Finde eine
Zahl z so, dass b - z = a ist!“

Diese Aufgabe hat fiir b # 1 keine natiirliche Zahl als Losung. Um trotz-
dem eine Losung anzugeben, wird der Zahlbereich der natiirlichen Zahlen zu
dem der nicht-negativen rationalen Zahlen erweitert. Es miissen also (siehe
Abschnitt die folgenden Fragen beantwortet werden: Was ist eine (nicht-
negative) rationale Zahl? Was ist die Summe zweier rationaler Zahlen? Was
ist das Produkt zweier rationaler Zahlen? Welche Rechenregeln gelten fiir
rationale Zahlen?

11



1.3. Rationale Zahlen

Die Aufgabe ,Finde eine Zahl z so, dass b - z = a ist!“ wird durch das Paar
(a, b) € N? eindeutig beschrieben, also liegt es nahe, die ,neuen Zahlen“ als
Paare von ganzen Zahlen aufzufassen. Es gibt aber andere Paare (¢, d) mit
d # 0 so, dass die entsprechende Aufgabe dieselbe Losung hat:

e Wennb-z=aund a-d =b-cist,dannist auch b-z-d =a-d =10b-c,
somit b - (d-z—c¢)=0. Wegen b # 0 folgt daraus d - z = c.

elstb-z=aundd-z=c,dannista-d=0b-2-d=">b-c.

Diese Paare (¢, d) sind also genau jene mit a - d = b - ¢, sie alle beschreiben
die neue Zahl z.
Wir nennen daher die Menge

%:: {(¢,d) | ¢,d € Nyad = be,d # 0}

die durch den Zdhler a und den Nenner b gegebene (nicht-negative) ratio-
nale Zahl oder Bruchzahl. So wie natiirliche Zahlen kénnen also auch nicht-
negative rationale Zahlen als Eigenschaft aufgefasst werden, diesmal aber von
Paaren natiirlicher Zahlen (,das Verhaltnis dieser zwei Zahlen®) und nicht
von Mengen.

In der Schule muss jedenfalls vermittelt werden: Eine Bruchzahl ist durch ein
Paar (Zahler, Nenner # 0) von ganzen Zahlen gegeben. Sie ist durch Vorgabe
von Zéhler und Nenner eindeutig bestimmt, aber umgekehrt sind Zahler und
Nenner durch die Bruchzahl nicht eindeutig bestimmt. Zwei Bruchzahlen 4

b
und ¢ sind genau dann gleich, wenn a - d = b - ¢ ist.
Wir schreiben Qs fiir die Menge der nicht negativen rationalen Zahlen.

Fir die Bruchzahl { (also die Zahl mit 1- ¢ = a) schreiben wir oft nur a
und fassen so N als Teilmenge von Qs auf. (,,Jede natiirliche Zahl ist eine
rationale Zahl“).

Addition und Multiplikation von rationalen Zahlen

Um die Rechenoperationen auf Q>o zu definieren, verwenden wir, dass

b- ¢ = a sein muss und die Rechenregeln fiir nattirliche Zahlen gelten sollen.
Die Rechenoperationen sind dadurch eindeutig bestimmt: Wenn namlich
s:= ¢+ 3 ist, dann muss b-d-s = a-d+ b- c sein, also muss s die rationale

Zahl
a-d+b-c

b-d

12



1.3. Rationale Zahlen

sein. Analog erhalten wir
a ¢ a-c

b'd b-d
Im Schulunterricht sollte die Addition zuerst fiir Briiche mit gleichem Nenner
definiert werden, weil diese Definition sehr naheliegend erscheint (,,2 Siebtel

und 3 Siebtel sind 5 Siebtel®):

a n c a+c

b b b
Da zwei beliebige Bruchzahlen ¢ und ¢ immer mit gleichem Nenner ausge-
schrieben werden kénnen, zum Beispiel ist § = ‘;—j und § = 2—2, folgt daraus

ad  be ad + be
+ .

@, c_a, b
b d bd bd bd

Kiirzen von Bruchzahlen

Die Bruchzahl ‘;—; durch t kiirzen bedeutet, von der Darstellung dieser Bruch-
zahl durch Zahler a -t und Nenner b- ¢ zur Darstellung ¢ durch Zahler a und
Nenner b iiberzugehen. Da man rationale Zahlen aus einsichtigen Griinden
gerne durch moglichst kleine Zahler und Nenner darstellt, méchte man die
grofite Zahl ¢t berechnen, die Zahler und Nenner teilt und dann durch sie
kiirzen. Das ist der Grund, warum in der Sekundarstufe 1 der grofite gemein-
same Teiler von zwei natiirlichen Zahlen eingefiihrt wird. Er kann effizient

mit dem euklidischen Algorithmus (siehe Abschnitt berechnet werden.

Dezimalzahlen

Dezimalzahlen sind Bruchzahlen, die eine Zehnerpotenz als Nenner haben
konnen. Ist 2,2, 1...2 % die Zifferndarstellung des Zéhlers, dann schreibt
man anstatt 2% einfach 2,2,-1...2%, 2-1...21%. Nicht jede Bruch-
zahl ist eine Dezimalzahl, zum Beispiel lasst sich % nicht mit einer Zehner-

potenz als Nenner anschreiben.

Jede Bruchzahl kann aber beliebig genau durch eine Dezimalzahl angenahert
werden. Um eine Ndherung von ¢ mit einem Fehler, der kleiner als 1077 ist,
zu finden, dividiert man a - 10” mit Rest durch b:

a-10° =q-b+ rmit r < b.

Dann ist
a a-107 q-b+r q r

b b-10°p  b-10P _1OP+b-10P'

13



1.3. Rationale Zahlen

Wegen ;-5 < 1077 ist ;& die gesuchte Dezimalzahl.

Binérzahlen sind Bruchzahlen, die eine Zweierpotenz als Nenner haben kon-
nen. Analog zur Vorgangsweise bei Dezimalzahlen kann jede Bruchzahl be-
liebig genau durch Binédrzahlen angenahert werden.

Negative Rationale Zahlen

In der Menge der positiven Bruchzahlen kann addiert, multipliziert und (au-
Ber durch 0) dividiert werden. Die Subtraktion ist aber nur dann moglich,
wenn der Minuend grofler oder gleich dem Subtrahenden ist. Dieser Mangel
kann so behoben werden: Zu jeder positiven Bruchzahl z wahlen wir ein neues
Element, das wir —z nennen. Die Vereinigung der Menge der nicht-negativen
Bruchzahlen mit der Menge dieser neuen Elemente bezeichnen wir mit Q,
die Menge der rationalen Zahlen oder Bruchzahlen. Wir definieren —0 := 0.
Wir definieren fiir alle nicht-negativen Bruchzahlen z, y:

T — 1, wenn y kleiner oder gleich z ist,
z+(—y) =

—(y — ), wenn y grofer als z ist
und (—z) + (—y) := —(z + y). Die Multiplikation wird durch

v (=y) = (=) (y) = =(z-y)

und (—z) - (—y) := 2 - y definiert. Diese Rechenoperationen auf Q erfiillen
die Rechenregeln eines Korpers.

Sind @ und b nicht 0, dann ist ¢ - g = Z—Z = % = 1, also hat jede von

0 verschiedene Bruchzahl ein inverses Element. Mit dem inversen Element
multiplizieren heif3t dividieren.

Die Bruchzahl

%::{(C,dﬂc,dEZ,ad:bc,d#O}

kann auch als Losungsmenge der linearen Gleichung mit zwei Unbekannten
b-z—a-y=0 (mit b # 0) aufgefasst werden, man erhélt das Bild
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1.4. Primzahlen und Verschliisselung mit offentlichem Schliissel

SIS

(2a,2b)

Jede dieser Geraden hat mit der Geraden {(0,1) + ¢ - (1,0)|t € Q} genau
einen Schnittpunkt. So kénnen rationale Zahlen als Punkte der Zahlengera-
den aufgefasst werden.

Einfiihrung der rationalen Zahlen als Teilmenge der Zahlengeraden

Wenn die reellen Zahlen bereits (als Zahlengerade) eingefithrt wurden, dann
kann eine rationale Zahl als Quotient von ganzen Zahlen definiert werden.

Der Bruchstrich hat dann die Bedeutung eines Divisionszeichens. Ein ,,Dop-
pelbruch® ist dann als Ergebnis einer Division zweier Bruchzahlen zu inter-

pretieren:
_8 (c)‘l_a d_a-d
b \d b ¢ b-c’

Beachte: Der Querstrich zwischen § und ¢ ist kein Bruchstrich, weil ¢ und

b
< keine ganzen Zahlen sind.

>

Qo

1.4 Primzahlen und Verschliisselung mit o6ffentlichem
Schliissel

Eine natiirliche Zahl heifit Primzahl, wenn sie genau zwei Teiler hat. Im Lehr-
plan der Sekundarstufe 1 kommen Primzahlen nicht vor und dies mit gutem
Grund. Fir das Verstdndnis der Inhalte des Mathematikunterrichts der Se-
kundarstufe 1 werden Primzahlen nicht bendtigt. In manchen Lehrplédnen
der Sekundarstufe 2 spielen Primzahlen aber eine wichtige Rolle, namlich im
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1.4. Primzahlen und Verschliisselung mit offentlichem Schliissel

Rahmen der Kodierungstheorie und Kryptographie. Thre grole Bedeutung
in diesen Bereichen erlangen die Primzahlen durch ,Kooperation“ mit dem
erweiterten Kuklidischen Algorithmus.

Beim folgenden 1978 von R. Rivest, A. Shamir und L. Adleman entwickel-
ten RSA-Verfahren (Rivest et all [1978) kann offen bekannt gegeben werden
(,public key“), wie man eine Nachricht verschliisselt. Das Entschliisseln ist
dann zwar theoretisch auch fiir jeden moglich, praktisch aber nur fiir den, der
eine Zusatzinformation hat. Grundlegend dafiir ist die Tatsache, dass auch
die schnellsten Computer fiir die Zerlegung einer geniigend groflen natiirli-
chen Zahl in ihre Primfaktoren mehrere hundert Jahre Rechenzeit brauchen.
Zur Erinnerung: Das RSA-Verfahren

e Der Empfinger gibt zwei sehr grofle natiirliche Zahlen n und e 6ffentlich
bekannt.

e Der Sender will dem Empfanger eine natiirliche Zahl a, die kleiner als
n ist, verschliisselt mitteilen.

e Dazu berechnet er den Rest b von a® nach Division durch n:
b:=a®modn.

Wie 1iblich schreiben wir statt ,der Rest der natiirlichen Zahl z nach
Division durch n* kurz z mod n (sprich: z modulo n ).

e Der Empfinger erhilt die Zahl b und macht fast dasselbe wie der Sen-
der: er potenziert und berechnet dann den Rest nach Division durch
n. Der Exponent der Potenz ist aber nicht e, sondern eine geeignete
andere nattirliche Zahl d. So erhélt er die urspriingliche Nachricht a:

bYmodn=a.

Die Zahlen e, n und d werden so gewéahlt bzw. berechnet:

e Der Empfénger wahlt zwei sehr grofle, verschiedene Primzahlen p und
¢ und berechnet die Produkte n:=p-qund m:=(p —1)- (¢ —1).

e Dann wahlt er e < n so, dass
99T (e,m) =1

ist. Mit ggT'(e, m) bezeichnen wir die grofite ganze Zahl, die sowohl e
als auch m teilt.
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1.4. Primzahlen und Verschliisselung mit offentlichem Schliissel

e SchlieBlich berechnet er ganze Zahlen ¢ und d so, dass
m-c+e-d=1
ist.
Es stellen sich nun die folgenden drei Fragen:

(1) Die Zahl n ist bekannt. Warum kann nicht jede/r ihre Primfaktoren p
und ¢ berechnen (und dann wie oben auch die Zahl d berechnen und
die Nachricht entschliisseln)?

(2) Wenn e, p und ¢ bekannt sind, wie werden dann die ganzen Zahlen c¢
und d mit m - ¢+ e - d = 1 berechnet?
Oder: Wie findet man eine ganzzahlige Losung einer linearen Gleichung
mit zwei Unbekannten und ganzzahligen Koeffizienten?

(3) Warum ist fir alle natiirlichen Zahlen a, die kleiner als n sind, der Rest
von

(ae)d — ae~d — al—m~c —a- (am)—c =a- (a(P—l)'(q_l))_C
nach Division mit Rest durch n = p - ¢ gleich a ?

Frage 3 kann mit Hilfe der Antwort auf Frage 2 und des kleinen Satzes von
Fermat beantwortet werden. Wir gehen hier auf die Beantwortung von Frage
1 und (wiederholend) von Frage 2 ein.

Die Faktorisierung in Primfaktoren ist sehr, sehr schwer

Jede ganze Zahl, die grofler als 2 ist, ist Produkt von Primzahlen. Diese Prim-
zahlen sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt und heiflen Primfak-
toren der gegebenen Zahl. Die Berechnung der Primfaktoren ist auch fiir sehr
grofe Zahlen theoretisch immer moglich, praktisch aber auch von den leis-
tungsfdhigsten Computern nicht in verniinftiger Zeit durchfithrbar. Der von
1991 bis 2007 laufende Wettbewerb RSA Factoring Challenge bot Preisgel-
der (bis zu 200.000 USD) fiir die Berechnung der Primfaktoren von speziellen
natiirlichen Zahlen mit 100 bis 617 Dezimalstellen. Von diesen sogenannten
RSA-Zahlen konnten bisher nur die Primfaktoren der Zahlen mit héchstens
232 Dezimalstellen berechnet werden (Wikipedia, [2017al). Die Berechnung fiir
die Zahl RSA-768 mit 768 Binér- bzw. 232 Dezimalziffern gelang unter Ver-
wendung von mehreren hundert Computern in rund zweieinhalb Jahren; die
Berechnung mit einem handelsiiblichen Computer (mit 2.2 GHz-Prozessor)
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1.4. Primzahlen und Verschliisselung mit offentlichem Schliissel

hatte rund 1500 Jahre gedauert (Kleinjung et al., 2010). Die Primfaktoren
der Zahl RSA-1024

135066410865995223349603216278805969938
881475605667027524485143851526510604859
533833940287150571909441798207282164471
551373680419703964191743046496589274256
239341020864383202110372958725762358509
643110564073501508187510676594629205563
685529475213500852879416377328533906109
750544334999811150056977236890927563

mit 309 Dezimalziffern bzw. 1024 Binérziffern kénnen mit heutigen Metho-
den nicht in diesem Jahrhundert berechnet werden. Einige fiir den Schulun-
terricht niitzliche Uberlegungen zum Thema Rechenzeit fiir die Berechnung
von Primfaktoren sind in (Schulz und Witten, 2010) beschrieben.

Der Euklidische Algorithmus

Addition, Multiplikation und Division mit Rest von Zahlen auch der Grofie
von RSA-1024 sind am Computer leicht durchfithrbar und brauchen wenig
Zeit. Auch der grofite gemeinsame Teiler ggT'(x, y) zweier natiirlicher Zah-
len z und y kann mit dem Euklidischen Algorithmus sehr schnell berechnet
werden:

(1) Solange = und y nicht gleich sind, ersetze die grofere der zwei Zahlen
durch die Differenz der grofferen und der kleineren.

(2) Wenn z = y ist, dann ist ggT(z,y) = x.

Weil die groflere der zwei natiirlichen Zahlen im ersten Fall immer kleiner
wird, tritt der zweite Fall nach endlich vielen Schritten ein.

Diesem Verfahren liegt die folgende leicht zu tiiberpriifende Aussage fir zwei
natiirliche Zahlen z und y zugrunde:

99T (z,y) = 99T (x — y,y) .

Das obige Verfahren fithrt die Berechnung von gg7'(z, y) auf die Berechnung
des gg'T der kleineren Zahlen z und z — y zuriick. Diese Vereinfachung fiihrt
man solange aus, bis die zwei Zahlen gleich sind. Dieses Verfahren ist ein
gutes Beispiel fiir die folgende wichtige Strategie zum Problemlésen: ,,Wenn
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du ein Problem nicht 16sen kannst, ersetze es durch ein einfacheres Problem
mit der gleichen Losung®. Dieselbe Strategie wird zum Losen von Systemen
linearer Gleichungen angewendet.

Wenn die Zahl x viel groler als y ist, wird in diesem Verfahren y so lange von
x subtrahiert, bis die Differenz kleiner als y ist. Also: z wird mit Rest durch
y dividiert und durch den Rest nach dieser Division ersetzt. Wir erhalten so
eine schnellere Variante des gerade besprochenen Verfahrens:

(1) Solange der Rest von z nach Division mit Rest durch y nicht 0 ist,
ersetze die Zahl x durch ihren Rest nach Division mit Rest durch y
(also durch r so, dass z = s-y+rund 0 < r < y ist).

(2) Wenn y ein Teiler von z ist, dann ist y = g¢7T'(x, y).
Man konnte diese Variante auch direkt aus
99T (z,y) = 99T (z —s5-y,y).

ableiten.

Ganzzahlige lineare Gleichungen in zwei Unbekannten

Wir betrachten nun die folgende Aufgabe: Gegeben sind ganze Zahlen u, v, w.
Finde ein Paar (z, y) von ganzen Zahlen so, dass

u-r+v-y=w
ist.
Wenn eine Losung (z, y) existiert, dann ist jeder gemeinsame Teiler von u

und v auch ein Teiler von u -z 4+ v -y = w. Falls eine Losung existiert, muss
also ggT(u,v) ein Teiler von w sein.

Wenn w = u oder w = v ist, sind je eine Losung unmittelbar ersichtlich:
e Eine Losung von u -z + v -y = u ist (1,0).
e Eine Losung von u -z + v -y = v ist (0,1).

Wir dividieren nun « mit Rest durch v: v = ¢-v+ 7,0 < r < |v]. Wir
erhalten dadurch auch eine Losung von

w-xt+v-y=r(=u—q-v)
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nédmlich (1,0) — ¢ - (0,1) = (1, —¢). Wir wiederholen diese Vorgehensweise
fiir die jeweils letzten zwei Gleichungen, und erhalten schliellich die Losung
der Gleichung

u-xr+v-y=g9T(u,v),

weil wir auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens den Euklidischen Al-
gorithmus ausgefiihrt haben. Dieses Verfahren ist der erweiterte Fuklidischer
Algorithmus.

Diese Vorgehensweise verwendet die folgende Strategie: ,Wenn du ein Pro-
blem nicht 16sen kannst, dann 16se zunéchst einige einfache Probleme und
versuche, aus deren Losungen die des urspriinglichen Problems zusammen-
zubauen®.

Dieselbe Strategie wird zum Beispiel bei der Lagrange-Interpolation ange-
wendet.

Ist
u-r+v-y=g9T(u,v),
dann ist fiir alle ganzen Zahlen m auch
u-(xz—m-v)+v-(y+m-u)=gg9T(u,v).

Durch eventuelle Addition eines geeigneten Vielfachen von v kann man also
immer erreichen, dass die erste Komponente der Losung eine nicht negative
ganze Zahl ist.

Beispiel. Finde ganze Zahlen z und y so, dass z positiv und
19-24+11-y=1

ist. Wir l6sen nacheinander die Gleichungen

19-2+4+11-y=8-2-3=2 eine Losung:
19-24+11-y=3-2=1 eine Losung:

19-z4+11-y=19 eine Losung: (1,0)
19-z+11-y=11 eine Losung: (0, 1)
19-2+11-y=19—-11=28 eine Losung: (1, —1
19-2+11-y=11-8=3 eine Losung: (—1,2
(
(

w
|
Ot
~— — ~— ~—

Eine Kurzschreibweise dafiir ist:
(19 118 3 2 1
z| 1 0] 1 -1 3 —4

y| 0 1|]-1 2 =5 7

Da —4 negativ ist, ersetzen wir (—4,7) durch (=4 + 11,7 — 19) = (7, —12),
um eine Losung mit positiver erster Komponente zu erhalten.

20



1.4. Primzahlen und Verschliisselung mit offentlichem Schliissel

Euklidischer Algorithmus versus ggT-Berechnung mittels Primfak-
torzerlegung

Die Berechnung des ggT ist fiir das Rechnen mit rationalen Zahlen wich-
tig. Nach jeder Rechenoperation sollten Zahler und Nenner des Ergebnisses
bestmoglich — also durch ihren gg'T — gekiirzt werden, um alle auftretenden
Zahlen moglichst klein zu halten. Haufig wird im Schulunterricht der ggT
von zwei positiven Zahlen nicht mit dem Euklidischen Algorithmus, sondern
mithilfe der Primfaktorzerlegung als Produkt der gemeinsamen Primfaktoren
der zwei Zahlen berechnet.

Vergleichen wir die zwei Verfahren an Hand des Beispiels
Kiirze —!
firze -

Dazu berechnen wir den ggT von 117 und 78 mittels Primfaktorzerlegung
und mit dem Euklidischem Algorithmus:

Primfaktorzerlegung Euklidischer Algorithmus
78:2=239 117 —-78 =39
39:2¢N 78 —39 =39
39:3=13 = ggT(78,117) = ggT'(39,39) = 39

13 : 3 ¢ N, fertig (weil 52 > 13 ist)
=78=2-3-13
117:2¢ N
117:3 =39
39 : 3 = 13, fertig (weil 52 > 13 ist)
=117=3-3-13
= ggT(78,117) = 3-13 = 39

4 T8 _ 2
Daher ist =5

Welche Argumente gibt es, um zwei Algorithmen gegeneinander abzuwé-

gen? Es liegt nahe, dafiir die folgenden Kriterien zu verwenden:

e Welches der zwei Verfahren ist einfacher zu erkliaren, verlangt weniger
Fachbegriffe und fiir welches ist die Korrektheit mit einfacheren Mitteln
zu beweisen?
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e Welches der zwei Verfahren ist rechnerisch effizienter, d.h. benotigt
weniger Rechenaufwand, um das Ergebnis zu berechnen?

e Welches der zwei Verfahren ist leichter zu programmieren?

e Welches der zwei Verfahren kann auf andere im Schulunterricht bedeut-
same Situationen angewendet werden?

e Welches der zwei Verfahren vermittelt eine grundlegende Strategie?

Bei all diesen Fragen liegt der Euklidische Algorithmus weit voran! Er ge-
winnt also mit 5:0.

e Die Theorie fiir die Berechnung des ggT mit dem Euklidischem Algo-
rithmus ist sehr einfach und auch von Schiiler/innen der Sekundarstufe
1 nachvollziehbar. Hingegen braucht man nicht nur die Existenz, son-
dern auch die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung, um zu zeigen,
dass das Produkt der gemeinsamen Primfaktoren die grofite Zahl ist,
die beide teilt.

e Kein Computeralgebrasystem berechnet den ggT mittels Primfaktor-
zerlegung. Die Berechnung des ggT von Zahlen in der Grofenordnung
von RSA-1024 ist mit dem Euklidischen Algorithmus rasch erledigt, die
Primfaktorzerlegung einer einzigen solchen Zahl wiirde aber Jahrhun-
derte dauern. Bei der Berechnung des ggT mittels Primfaktorzerlegung
werden zwei viel aufwandigere Probleme, nédmlich die Zerlegung der
zwei Zahlen in Primfaktoren gelost d.h. es wird unnotigerweise viel
mehr ausgerechnet als benotigt wird.

e Die Programmierung und Implementierung des Euklidischen Algorith-
mus ist eine leichte Ubungsaufgabe und kann im Schulunterricht durch-
gefiihrt werden (siehe Struktogramm); um ein Programm fir die Be-
rechnung des ggT mittels Primfaktorzerlegung zu schreiben, miisste
zuerst eine Liste der Primzahlen erzeugt werden.

Ubergabe: a,b € N
Solange a # b

Ist a > b7 )
Ja nein

a+a—> |b<—b—a
Riickgabe: a
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1.4. Primzahlen und Verschliisselung mit offentlichem Schliissel

e Der Euklidische Algorithmus ist auf das Rechnen mit Polynomen direkt
iibertraghar. Damit konnen rationale Funktionen gekiirzt werden, auch
wenn die Grade von Zahler und Nenner grof3 sind. Der Primfaktorzer-
legung von ganzen Zahlen entspricht die Zerlegung von Polynomen in
irreduzible Faktoren, diese kann bei Polynomen mit reellen oder kom-
plexen Koeffizienten im allgemeinen nicht mehr ermittelt werden.

e Die beim Euklidischen Algorithmus verwendete Strategie ,Wenn du ein
Problem nicht 16sen kannst, ersetze es durch ein einfacheres Problem
mit der gleichen Losung® wird beim Losen von Gleichungssystemen als
LStrategie des erlaubten Umformens® wieder verwendet: ,,Gehe von ei-
nem Gleichungssystem zu einem einfacheren mit gleicher Losungsmenge
iiber*.

Der Euklidischen Algorithmus ist seit tiber 2000 Jahren bekannt (Euklid);
die Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung wurde hingegen erst
vor rund 250 Jahren von Gaufl bewiesen.

Zu bedenken ist auch, dass fiir Schiiler/innen der Sekundarstufe 2 das Ver-
standnis fir das RSA-Verfahren erschwert wird, wenn in der Sekundarstufe 1
eine ,falsche Fahrte“ gelegt wurde, indem die Primfaktorzerlegung als etwas
einfaches dargestellt wurde.
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Kapitel 2

Funktionen, Gleichungen, Terme und Variable

2.1 Funktionen

Was sind Funktionen?

Im Mathematikunterricht wird ausgehend von der Umgangssprache eine Fach-
sprache entwickelt. Um das einfach und verstindlich zu tun, muss dabei mit
Begriffen sparsam umgegangen werden und miissen die notwendigen Begrif-
fe sehr sorgfaltig eingefithrt werden. Damit Schiilerinnen und Schiiler Ma-
thematik als verstehbar erleben konnen, ist Sicherheit im Umgang mit den
grundlegenden Fachbegriffen unabdingbar. Zu diesen wichtigen Grundbegrif-
fen gehort der Begrift Funktion.

Funktionen sind das Thema des Mathematikunterrichts in der Sekundarstufe
2. Wéhrend in der Sekundarstufe 1 vor allem Sachverhalte modelliert werden,
die mit einer Zahl beschrieben werden konnen (wie Léngen, Zeit, Gewicht,

..), werden in der Sekundarstufe 2 komplexere Sachverhalte, ndmlich Zu-
sammenhange zwischen Mengen, beschrieben. Eine Funktion ist durch zwei
Mengen (Definitionsbereich D und Wertebereich W) und eine Zuordnungs-
vorschrift, die jedem Element von D genau ein Element von W zuordnet,
gegeben.

Beispiele fiir Funktionen findet man tiberall, auch im Alltag:

e Jeder Ware in einem Kaufhaus hat genau einen Preis (in Euro).
Der Definitionsbereich ist die Menge aller Waren in diesem Kaufhaus,
der Bildbereich die Menge der rationalen oder reellen Zahlen. Die Zu-
ordnung wird durch die Leitung des Kaufhauses definiert: jeder Ware
wird genau eine Zahl, ihr Preis in Euro, zugeordnet.

e Bei einer Umfrage nennen die befragten Personen ihre Lieblingsfarbe
und zwar genau eine.
Der Definitionsbereich ist die Menge aller befragten Personen, der Bild-
bereich ist die Menge aller Farben. Jeder Person wird ihre Lieblingsfar-
be zugeordnet. In der beschreibenden Statistik wiirde man diese Funk-
tion das ,Merkmal Lieblingsfarbe“ nennen.
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2.1. Funktionen

e Jeder reellen Zahl wird das Dreifache ihres Quadrates zugeordnet.
Die Menge der reellen Zahlen ist Definitions- und Bildbereich. Die
Funktion ordnet jeder Zahl z die Zahl 322 zu.

e Jedem Zeitpunkt wird die Geschwindigkeit (in km/h) eines bestimmten
Autos zu diesem Zeitpunkt zugeordnet.

Es gibt mehrere Schreibweisen fiir Funktionen, zum Beispiel ist mit
f:D—W,d— f(d)

die Funktion mit Definitionsbereich D und Wertebereich W gemeint, die je-
dem Element d des Definitionsbereiches das Element f(d) des Wertebereiches
zuordnet. Dieses Element muss eindeutig bestimmt sein und heifit Funktions-
wert von f an der Stelle d. Auch die ,Familienschreibweise® (f(z)),cp statt
f ist iiblich, man muss dazu aber vorher den Wertebereich vereinbart haben.
Keineswegs darf diese Schreibweise zu f(z) verkiirzt werden, es muss klar
zwischen der Funktion f und dem Funktionswert f(z) an der Stelle z unter-
schieden werden. Das ist fiir das Verstandnis des Funktionsbegriffes wichtig
und wird auch von der ONORM gefordert: diese schreibt die Bezeichnung f
(oder ein anderes Zeichen) fiir die Funktion und f(z) fir ihren Funktionswert
an der Stelle z vor.

Wann sind zwei Funktionen gleich?

Es gibt zwei Moglichkeiten, die Gleichheit von Funktionen zu definieren:

e Zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn ihre Definitionsbereiche
gleich sind, ihre Wertebereiche gleich sind und fiir alle Elemente des
Definitionsbereichs deren Funktionswerte beziiglich beider Funktionen
gleich sind.

e Zwei Funktionen sind genau dann gleich, wenn ihre Definitionsbereiche
gleich sind und fiir alle Elemente des Definitionsbereichs deren Funkti-
onswerte beziiglich beider Funktionen gleich sind.

Die zweite Definition verzichtet darauf, die Gleichheit der Wertebereiche zu
verlangen. Zum Beispiel sind die Funktionen f : N — N, a +— a + 1 und
g : N —= @, a — a+ 1 nach der ersten Definition verschieden, nach der
zweiten Definition aber gleich.

Der Graph einer Funktion f : D — W ist die Menge {(d,f(d)) | d € D}. Die

Graphen zweier Funktionen sind genau dann gleich, wenn diese Funktionen
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2.1. Funktionen

im Sinne der zweiten Definition gleich sind.

Wird behauptet, dass zwei Funktionen f und ¢ mit demselben Definitions-
und Wertebereich gleich sind, bedeutet das, dass fiir alle Elemente d des
Definitionsbereichs f(d) = g(d) ist. Eine solche Behauptung nennt man eine
Formel.

Beispiel. Wenn r(K) der Radius und U(K) der Umfang des Kreises K ist,
dann ist 27r(K) = U(K). Da das fiir jeden Kreis so ist, erhdlt man die
Formel 27r = U, dabei ist r die Funktion, die jedem Kreis seinen Radius
zuordnet, und U diejenige, die jedem Kreis seinen Umfang zuordnet.

Beachten Sie den Unterschied zwischen der Formel f = g (die Behauptung,
dass f und ¢ gleich sind) und der Gleichung ,Finde alle Elemente d des
Definitionsbereichs von f und ¢ mit f(d) = g(d)*“

Rechnen mit reellwertigen Funktionen

Reellwertige Funktionen sind Funktionen, deren Bildbereich die Menge der
reellen Zahlen ist. Im weiteren betrachten wir reellwertige Funktionen, die
denselben Definitionsbereich D haben. Dieser kann eine beliebige Menge sein,
héufig ist er die Menge der reellen Zahlen oder ein Intervall. Fir Funktionen
fyg von D nach R sind deren Summe f + ¢ : D — R und deren Produkt
f-g:D — R durch

(f+9)(2) = [(z) +9(2) wnd (f-9)(2) :=[(2)-9(z)

fir alle z € D definiert.

Bei diesen Definitionen werden die Zeichen 4+ und - mit zwei verschiedenen
Bedeutungen verwendet: Das Zeichen + zwischen f und ¢ steht fiir die neu
definierte Summe von Funktionen, das + zwischen f(z) und g¢(z) steht fur
die schon bekannte Summe von reellen Zahlen, analog beim Produkt.

Ist ¢ eine reelle Zahl, schreiben wir ¢ auch fiir die (,,konstante“) Funktion von
D nach R, die jedem Element von D die Zahl ¢ zuordnet. Man nennt dann
das Produkt der konstanten Funktion ¢ mit einer Funktion f das ,c-fache
von f*

Fiir f - f schreiben wir auch f2.

Im Mathematikunterricht der Sekundarstufe 2 kommen Summe und Produkt

von reellwertigen Funktionen haufig vor, wir geben einige der bekanntesten
Beispiele dafiir an:
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2.1. Funktionen

e Summenregel der Differenzialrechnung: Sind zwei Funktionen f, g von
R nach R differenzierbar, dann auch ihre Summe f + g.
Esist (f+9) =f+7.

e Produktregel der Differenzialrechnung: Sind zwei Funktionen f, g von
R nach R differenzierbar, dann auch ihr Produkt f - g.

Esist (f-g)=f"-g+f-¢.

e [st F' eine Stammfunktion einer stetigen Funktion von R nach R, so
ist jede Stammfunktion dieser Funktion die Summe F + ¢ von F und
einer konstanten Funktion.

e Die Summe und das Produkt von zwei konvergenten Folgen sind wieder
konvergent. (Reelle Folgen sind reellwertige Funktionen, deren Defini-
tionsbereich N ist).

e Die Summe und das Produkt von zwei stetigen Funktionen ist wieder
stetig.

e Sind X und Y diskrete reelle Zufallsvariable (das sind gewisse reellwer-
tige Funktionen, deren Definitionsbereich ein Wahrscheinlichkeitsraum
ist), dann auch ihre Summe X + Y. Der Erwartungswert von X + Y
ist die Summe der Erwartungswerte von X und von Y.

e Ist X eine diskrete reelle Zufallsvariable und £(X) ihr Erwartungswert,
dann ist ihre Varianz Var(X) als Erwartungswert der Zufallsvariablen
(X — E(X))? definiert. Es ist Var(X) = E(X?) — E(X)%

e sin®+ cos? = 1 (hier wird 1 als konstante Funktion betrachtet).

e Summen und Vielfache von Losungen von homogenen linearen Diffe-
renzialgleichungen sind wieder Losungen.

Regeln fiir das Rechnen mit reellwertigen Funktionen

Fir alle reellwertigen Funktionen f, g, h mit demselben Definitionsbereich
gelten die gleichen grundlegenden Rechenregeln wie fiir das Rechnen mit
ganzen Zahlen. Diese Rechenregeln miissen nicht mehr eingeiibt werden, da
sie vom Rechnen mit Zahlen schon bekannt sind. Die Menge aller reellwer-
tigen Funktionen mit einem vorgegebenen Definitionsbereich ist zusammen
mit der (oben definierten) Addition und Multiplikation ein kommutativer
Ring. Die reellwertigen Funktionen sind also das zweite wichtige Beispiel fiir
kommutative Ringe im Schulunterricht. Ein weiteres Beispiel ist mir nicht
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2.1. Funktionen

bekannt. In manchen Schultypen werden zwar noch andere Multiplikatio-
nen betrachtet (Multiplikation von Matrizen oder das vektorielle Produkt
im R3), aber diese sind nicht kommutativ (und beim vektoriellen Produkt
diirfen Klammern nicht weggelassen werden).

Aus den grundlegenden Rechenregeln kénnen auch fiir Funktionen viele wei-
tere abgeleitet werden, zum Beispiel die binomischen Formeln: Fiir alle Funk-
tionen f, g ist

e (f+9)-(f—9) =f—-4¢
o (f+ygy=f+2f-g+¢
e (f—g9rP=f*—-2f-g+4g°

Da wir beim Beweis der binomischen Formeln nur das Distributivgesetz und
das Kommutativgesetz verwendet haben, ist es klar, dass diese Formeln in
jedem kommutativen Ring gelten, insbesondere auch fiir das Rechnen mit
reellwertigen Funktionen. Beim Rechnen mit Matrizen hingegen diirfen die
binomischen Formeln nicht verwendet werden, weil die Matrizenmultiplika-
tion nicht kommutativ ist.

Es gibt einen wichtigen Unterschied zwischen dem Rechnen mit ganzen Zah-
len und dem Rechnen mit Funktionen: Das Produkt von zwei Funktionen,
die beide nicht die Nullfunktion sind, kann die Nullfunktion sein! Die reell-
wertigen Funktionen mit 4+ und - bilden zwar einen kommutativen Ring, aber
keinen Integritatsbereich. Wir betrachten dazu die reellwertigen Funktionen
f, g mit Definitionsbereich R, die durch f(z) = |z| + z und g(z) = |z| — 2
definiert sind. Beide Funktionen sind nicht die konstante Funktion 0, weil
zum Beispiel f(1) = 2 und g(—1) = 2 ist. Fur alle reellen Zahlen z ist aber

(f - 9)(2) = f(2) - g(2) = (2] + 2) - (|2] = 2) = |2|* = 2* =0,

daher ist f - ¢ = 0, obwohl f # 0 und ¢ # 0 ist.
Aus f-g=0=f-0und f # 0 folgt also nicht g = 0! Somit ist Kiirzen
(durch Funktionen # 0) beim Rechnen mit Funktionen nicht immer erlaubt!

Das Rechnen mit reellwertigen Funktionen ist in der Sekundarstufe 2 fast
omniprasent, wird aber in den Lehrplanen nicht ausdriicklich erwahnt. Da
das Wiedererkennen von Strukturen das Lernen erleichtert und das Erken-
nen von Gemeinsamkeiten das Verstédndnis vertieft, sollte dieses Thema im
Unterricht der Sekundarstufe 2 explizit angesprochen werden. Insbesondere
ware es gut, Summe und Produkt von Funktionen nicht nur zu verwenden,
sondern auch ausdriicklich einzufiihren. Viele Aussagen iiber Funktionen und
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2.2. Gleichungen

das Modellieren mit Funktionen kénnten dadurch besser verstanden werden.
Durch die Erkenntnis, dass das Rechnen mit Zahlen und das Rechnen mit
Funktionen viele gemeinsame Regeln hat, kann auch das Verstédndnis fiir Re-
chenregeln vertieft und der Umgang damit erleichtert werden.

Ein Grund fiir Probleme im Umgang mit den Rechenoperationen fiir Funk-
tionen konnte in der weit verbreiteten Praxis, die Schreibweisen fiir Funk-
tion und Funktionswert nicht sauber zu trennen, liegen. Wenn man von ,,der
Funktion f(z)“ und ,der Funktion ¢(z)“ spricht, ist es natiirlich schwer, das
Addieren von zwei Funktionen von der Addition von Zahlen zu trennen.

2.2 Gleichungen

Viele Situationen des Alltags, der Wirtschaft, der Technik und der Natur-
wissenschaften werden durch Gleichungen modelliert. Diese zu losen gehort
zu den zentralen Aufgaben von Mathematiker/inne/n. Auch im Lehrplan der
Sekundarstufe 1 kommt das Wort Gleichung vor. Es gehort nicht zur Um-
gangssprache, daher ist es fir Schiiler /innen zunéichst ein Fremdwort.

Was ist eine Gleichung?

Bevor wir den Begriff Gleichung definieren, betrachten wir einige Beispiele,
auf die dieser Begriff zutreffen soll:

Beispiel A. Andreas sagt zu Maria: Denke Dir eine Zahl, addiere dazu 2,
multipliziere das Ergebnis mit 3 und ziehe dann 2 ab. Maria sagt: Jetzt habe
ich 16. Andreas soll nun die Zahl, die sich Maria gedacht hat, berechnen.
Bezeichnen wir diese Zahl mit z, dann ist 3(z + 2) — 2 = 16 (,,Eine lineare
Gleichung in einer Unbekannten).

Beispiel B. Eine Bank verspricht, bei Einlage von 1000 Euro nach vier
Jahren 1100 Euro auszuzahlen. Welchem jahrlichen Zinssatz entspricht das?
Bezeichnen wir den Zinssatz mit p, dann ist

» A\
1100 =1 1+—] .
00 000( + 100)

Es soll eine positive reelle Zahl p mit dieser Eigenschaft berechnet werden
(,Eine algebraische Gleichung in einer Unbekannten®).

Beispiel C. Die Randpunkte eines rechteckigen Metallgitters mit quadrati-
schen Maschen werden erhitzt.
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2.2. Gleichungen

L] J J L L L] L] L] L]

Wir bezeichnen mit / die Menge der inneren Punkte und mit R die Menge
der Randpunkte des Gitters. Fiir jeden Gitterpunkt p sei ¢, die Temperatur
in p. Vorgegeben sind die Temperaturen ¢,, p € R, die konstant gehalten
werden. Aufgrund des Temperaturausgleichs gilt fiir jeden Punkt p € I nach
einiger Zeit

1
ty = 4 (tf(p) + lr(p) + tu(p) + tO(p)) )

wobei £(p),r(p),u(p),o(p) der linke, rechte, untere bzw. obere Nachbar von
p ist. Berechne die Temperaturen t,, p € I! (,Ein System von linearen Glei-
chungen in mehreren Unbekannten®).

Beispiel D. Essei b : N — R eine Folge. Gesucht sind alle Folgen a : N — R
so, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: a(n 4+ 2) + a(n) = b(n) (,Eine
lineare Differenzengleichung der Ordnung 2°).

Beispiel E. Es sei ¢ : R — R eine stetige Funktion. Gesucht sind alle
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen y : R — R so, dass die Summe
der Funktion y und ihrer zweiten Ableitung gleich g ist (y” + y = g) (,,Eine
lineare Differentialgleichung der Ordnung 2°).

Definition. Eine Gleichung ist eine Aufgabe: Gegeben sind eine Funktion
f: D — W von einer Menge D (dem Definitionsbereich) in eine Menge W
(dem Wertebereich) und ein Element w des Wertebereiches. Gesucht sind alle
Elemente d im Definitionsbereich, deren Funktionswert unter f gleich w ist
(f(d) = w). Diese Elemente heiflen Lisungen der Gleichung.

Als Kurzschreibweise fiir diese Aufgabe verwenden wir

flz)=w.

Bei dieser Schreibweise wird angenommen, dass der Definitionsbereich von f
bereits vereinbart wurde.
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2.2. Gleichungen

Sind D und W Vektorraume (zum Beispiel R oder R") und ist f linear oder
affin, dann spricht man von einer linearen Gleichung (oder einem System
linearer Gleichungen). Sind D und W gleich R oder C und ist f eine Po-
lynomfunktion, dann liegt eine algebraische Gleichung vor. Sind D und W
der Vektorraum aller reellen Folgen und ist f ein Differenzenoperator, dann
heiflt die Aufgabe eine Differenzengleichung. Sind D und W geeignete Funk-
tionenrdume und ist f ein Differentialoperator, dann nennt man die Aufgabe
eine Differentialgleichung.

Man koénnte den Begriff Gleichung auch etwas allgemeiner definieren:

Definition. Eine Gleichung ist eine Aufgabe: Gegeben sind Funktionen
f:D— Wund g: D — W von einer Menge D in eine Menge W. Gesucht
sind alle Elemente d im Definitionsbereich, deren Funktionswert beziiglich f
gleich dem beziiglich ¢ ist (f(d) = g(d)). Diese Elemente heiflen Lisungen
der Gleichung. Als Kurzschreibweise fiir diese Aufgabe verwenden wir

f(z) = g(z) .

Wir zeigen nun, dass die in den Beispielen A, B, C und D beschriebenen
Aufgaben Gleichungen sind und machen einen Vorschlag, wie der jeweilige
Spezialfall von Gleichungen fiir sich allein in einfachen Worten definiert wer-
den kann.

Zu Beispiel A. Diese ,lineare Gleichung mit einer Unbekannten® ist durch
die affine Funktion

fROR, 2 3(z+2)—2

gegeben. Gesucht ist eine Zahl z mit f(z) = 16.

Einfache Formulierung: Eine ,lineare Gleichung mit einer Unbekannten® ist
die folgende Aufgabe: Gegeben sind Zahlen a, b, ¢, gesucht ist eine Zahl z
mit der Eigenschaft az + b = c.

Zu Beispiel B. Diese ,algebraische (oder polynomiale) Gleichung mit einer
Unbekannten® ist durch die Polynomfunktion

T 4
R—R 1 1+4—) —11
f —-R, z+— OOO( +100) 00

gegeben. Gesucht ist eine Zahl z mit f(z) = 0.

Einfache Formulierung: Eine ,algebraische Gleichung (vom Grad n) mit einer
Unbekannten* ist die folgende Aufgabe: Gegeben sind Zahlen

Co, C1, - - -, Cp, gesucht sind alle Zahlen z mit der Eigenschaft

o+ izt i+ Fc2"=0.
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2.2. Gleichungen

Zu Beispiel C. Dieses ,,System von 36 linearen Gleichungen mit 36 Unbe-
kannten* ist durch die affine Funktion

1
[RV SR (3))per <95p ~ 1 (Ze(p) + Tr(p) + Tu(p) + fo(p))) .
D

gegeben. Gesucht ist eine Familie (¢,),e; mit f((¢,),er) =0 € R,

Einfache Formulierung: , Eine lineare Gleichung mit n Unbekannten® ist die
folgende Aufgabe: Gegeben sind Zahlen ay, ..., a, und b. Gesucht sind alle
n-Tupel (z,..., 2,) von Zahlen mit

mz+ ...+ az, =0 .

Ein ,,System von m linearen Gleichungen mit n Unbekannten® ist die fol-
gende Aufgabe: Gegeben sind m lineare Gleichungen mit n Unbekannten.
Gesucht sind alle n-Tupel von Zahlen, die Losungen von allen m linearen
Gleichungen sind.

Falls die Begriffe Matrix, Zeile, Spalte und die Matrizenmultiplikation be-
kannt sind, kann ein System linearer Gleichungen kurz so definiert werden:
Ein ,System von m linearen Gleichungen mit n Unbekannten® ist die folgen-
de Aufgabe: Gegeben sind eine Matrix M mit m Zeilen und n Spalten und
eine Spalte s mit m Zeilen. Gesucht sind alle Spalten z mit n Zeilen so, dass
M -z = s ist.

Zu Beispiel D. Diese ,lineare Differenzengleichung der Ordnung 2 (mit
konstanten Koeffizienten“ ist durch die lineare Funktion f vom Vektorraum
aller reellen Folgen F nach F gegeben, die jeder Folge (a(n)),en die Folge
(a(n+2) + a(n))nen zuordnet gegeben. Gesucht sind alle Folgen a mit

fla) =0.

Vorsicht: Das Gleichheitszeichen wird in mehreren Bedeutungen verwendet.
Fir Gleichungen: Finde z mit f(z) = ¢. Erwartete Antwort: Beschreibung
der Losungsmenge.

Fir Behauptungen, dass zwei Objekte gleich sind: z. B. Formeln oder 1+1 = 2
oder 1+ 1 = 3. Erwartete Antwort: ,richtig” oder ,falsch®

Fiir Definitionen (zumeist mit Doppelpunkt verbunden): f(z) := 22 + 1 oder
Schimmel := weifles Pferd. Erwartete Antwort: Das merke ich mir.

Sind 2z 4+ 3 und = — 5 Polynome, dann ist 22 + 3 = z — 5 keine Gleichung,
sondern eine (falsche) Behauptung.

Wird 2z + 3 = x — 5 aber als Kurzschreibweise fiir eine Gleichung verwendet,
dann ist damit gemeint: Finde eine Zahl z so, dass 2z +3 = z — 5 ist.
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2.2. Gleichungen

Wie 16st man eine Gleichung?

Eine oft verwendete Strategie zur Losung von Aufgaben ist: Wenn man eine
Aufgabe nicht sofort 16sen kann, ersetzt man diese Aufgabe durch eine ein-
fachere, die aber dieselben Losungen hat. Das wiederholt man solange, bis
man bei einer Aufgabe landet, deren Losungen man kennt. Diese Losungen
sind dann auch die Losungen der urspriinglichen Aufgabe. Zwei Gleichungen
mit gleicher Losungsmenge heiflen zueinander dquivalent.

Auf Gleichungen angewendet, ergibt sich die Strategie des ,erlaubten Um-
formens“: Gehe von einer Gleichung zu einer dazu dquivalenten einfacheren
Gleichung tiber. Fiihre diesen Schritt kontrolliert so lange aus, bis die Glei-
chung ,trivial“ wird.

Beispiele:

e Die Aufgabe
3(r+2)—2=16

(,Finde eine Zahl z mit 3(z+2)—2 = 16“) wird schrittweise in die dazu
dquivalenten Gleichungen 3z +4 = 16, 3x = 12 und z = 4 umgeformt.
Die gesuchte Zahl ist also 4.

e Es seien p und q reelle Zahlen. Die Aufgabe
2+ pr+q=0

(,Finde alle reellen Zahlen z mit 22 + pz + ¢ = 0%) wird in die dazu

aquivalente Gleichung
P\ <p)2 _
<x+ 2) —\2) 1

umgeformt. Es ist also zuerst eine reelle Zahl h zu berechnen, deren
Quadrat ( §)2 — ¢ ist. Wenn sie existiert, hat auch —h diese Eigenschaft.
Die Losungen der Aufgabe sind dann —% + A und —% — h.

e Fang-Cheng-Algorithmus (2. Jhd. v. Chr.), siehe (Gabriel, 2013, Kap.
A2): Ein durch eine Matrix M und eine Spalte s gegebenes System
linearer Gleichungen

M-z =s

(,Finde alle Spalten z so, dass M -z = s ist“) wird durch zielgerichtetes
elementares Umformen (Multiplikation von M und s mit geeigneten
Elementarmatrizen) in eine dazu dquivalente Gleichung

(P-M)-z=P-s
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in Dreiecksform (oder sogar oberer Zeilenstufenform) umgeformt. Dabei
ist P das Produkt der verwendeten Elementarmatrizen, also invertier-
bar. Daher sind die Losungsmengen von M-z = sund (P-M)-z = P-s
gleich.

e Buchberger-Algorithmus (1965): Ein durch Polynome f,...,f; in n
Unbekannten gegebenes System algebraischer Gleichungen (,,Finde al-
le n-Tupel z so, dass fi(z) = fo(z) = ... = fy(2) = 0 ist*) wird in eine
,Grobnerbasis® umgeformt. Daraus kann zum Beispiel die Existenz von
Losungen oder die Endlichkeit der Losungsmenge unmittelbar abgele-
sen werden (siehe |Cox et all 1996, Chapter 2).

2.3 Terme

Zur Sprache im Mathematikunterricht

In der Einleitung ihres Buches ,Logische Propddeutik* (Kamlah und Lo-
renzen, 1972) beklagen der Philosoph Wilhelm Kamlah und der Philosoph
und Mathematiker Paul Lorenzen die Disziplinlosigkeit des monologischen
Drauflosschreibens und Aneinandervorbeiredens in fast allen Bereichen nicht
allein der Philosophie und der Wissenschaft (Kamlah und Lorenzen, Seite
11) und verdeutlichen ihr Unbehagen im ersten Kapitel: Unser skeptisches
Misstrauen richtet sich gegen die Bildungssprache, in der von ,Werten® oder
, Fundamentalontologie“ gesprochen wird, dagegen nicht gegen die Sprache
des Alltags, in der von ,Gemiise”, ,Abreise”, ,Sprechen gesprochen wird
... (Kamlah und Lorenzen, Seite 24). Natiirlich kann keine Wissenschaft auf
Fachworte verzichten, allerdings miissen diese, ausgehend von der Umgangs-
sprache, sehr sorgfiltig und verstandlich eingefiithrt werden.

Im osterreichischen Lehrplan fiir den Mathematikunterricht an der Sekundar-
stufe 1 trifft man unter anderen auf die folgenden Fachworte: Variable, For-
mel, Gleichung, Term, Umformung von Termen, Umformung von Formeln,
Bruchterm, funktionale Abhdngigkeit, intuitiver Funktionsbegriff, direkte und
indirekte Proportionalitdt. Auch hier ist skeptisches Misstrauen angebracht:
Sind alle genannten Fachworte fiir den Unterricht in der Sekundarstufe 1
notwendig oder konnte man auf einige davon verzichten? Und wenn sie not-
wendig sind, werden sie dann sorgfiltig und verstandlich eingefithrt?

Es gibt mehrere Griinde, warum im Mathematikunterricht auf eine einfache
und verstandliche Sprache besonderer Wert gelegt werden soll.

Erstens kann eine einfache und verstdndliche Sprache im Mathematikunter-
richt die Personlichkeitsentwicklung der Schiiler /inne/n positiv beeinflussen,
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2.3. Terme

weil diese dann Mathematik als verstehbar erleben und die Erfahrung ma-
chen konnen, dass man durch Nachdenken Probleme 16sen kann.

Zweitens soll im Mathematikunterricht die Fahigkeit erworben werden, Sach-
verhalte iibersichtlich und prazise darzustellen, und zum nachvollziehbaren
und folgerichtigen Denken und Sprechen erzogen werden.

Drittens fordert der Osterreichische Lehrplan fiir die Sekundarstufe 1, dass
der Mathematikunterricht einen Beitrag zum Bildungsbereich Sprache und
Kommunikation (zum Beispiel durch Prizision der Sprachverwendung) leis-
tet.

Die vielen Bedeutungen des Wortes Term

Das Wort Term wird in Lehrbiichern und Web-Seiten fiir den Schulunterricht
mit unterschiedlichen Bedeutungen verwendet. Wir betrachten exemplarisch
einige davon:

o Term wird als Wort wie Gegenstand oder Ding verwendet, dessen Be-

deutung nur im Zusammenhang mit einer Zeigehandlung (dieser Term;
der Term, den ich gerade auf die Tafel geschrieben habe; das da) klar
wird.
Cf. dazu (Kamlah und Lorenzen, Seite 40): ... das Wort ,,Gegenstand
“ st kein Prddikator - obwohl es so ,aussieht”, sich so ,anhort®- ,
sondern lediglich, nun einmal bildlich gesprochen, etwas wie ein ver-
langertes ,dies“(...).

e Term wird im Sinn der mathematischen Logik als n-Tupel (oder Zei-
chenkette) von Elementen einer vorgegebenen Menge (von Zeichen) ver-
standen, das nach gewissen Regeln gebildet wurde. Die Beschreibung
der Regeln ist oft sehr aufwandig und wird daher durch die Forderung,
dass die Zeichenkette korrekt zusammengesetzt oder sinnvoll ist (was
immer das bedeuten mag), ersetzt.

Dieser Interpretation entsprechen zum Beispiel die Beschreibung des
Wortes Term

— In GRIPS Mathe auf einer Web-Seite des Bayerischen Rundfunks
(Bayerischer Rundfunkl 2017) : Ein Term ist eine Rechenvor-
schrift beziehungsweise sinnvolle Aneinanderreihung mathemati-
scher Zeichen. und

— in Wikipedia (Wikipedial, 2017b): In der Mathematik bezeichnet
Term einen sinnvollen Ausdruck, der Zahlen, Variablen, Sym-
bole fiir mathematische Verknipfungen und Klammern enthalten
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2.3. Terme

kann. Terme sind sozusagen die grammatisch korrekten Worter
oder Wortgruppen in der Sprache der Mathematik.

e Das Wort Term bezeichnet eine Funktion von R" (oder einer Teilmen-
ge davon) nach R. Die Zahl n nennt man dann Anzahl der Variablen
des Terms. Terme addieren bzw. multiplizieren bedeutet dann, Funk-
tionen punktweise zu addieren bzw. multiplizieren. Beispiele fiir diese
Verwendung des Wortes Term finden sich in

— (Reichel und Humenberger, [2012a;, Seite 60):

Ein Term ist ein Rechenausdruck (eine Rechenanwei-
sung), in dem Zahlen, Variable, Rechen- und Vorzeichen
auftreten konnen.

Es liegt nahe, dass damit eine Funktion gemeint ist. Umso mehr,
als auf Seite 61 geschrieben wird:

Oft ist es nitzlich, einen Term zu benennen, zB: 3.z +5 = T(x)
(Sprich: ,T von z“). Das in Klammer gesetzte x deutet an, dass
der Term die Variable z enthdlt. Im Term T(z) =3 -z + 5 kann
man fir x Zahlen einsetzen: ... Man sagt: Der Wert des Terms
T(z) firz =2 ist T(2) = 11.

T ist also die Funktion, die jeder Zahl x die Zahl 3-x 45 zuordnet.
Der Funktionswert 7'(2) von T an der Stelle 2 ist 3-2+5 = 11.

— mathe online (Mathe Online| 2017):

Fin Ausdruck, der aus Variablen besteht, fir die Zahlen
eingesetzt werden kénnen, wird Term genannt.

und in
— (Vollrath und Weigand, [2007, Seite 85) im Abschnitt 1.5 Deutung
von Termumformungen: hier wird das Beispiel 2z + 2y = 2(z + y)
fiir eine ,, Termumformung® diskutiert und dann angemerkt:
Mit dieser Sichtweise wird man die Gleichheit als Wert-
gleichheit sehen. Hdiufig spricht man auch von Aquivalenz
von Termen.
Das Wort Wertgleichheit erinnert an Gleichheit von Funktions-
werten. Wenn 2z + 2y bzw. 2(z + y) die Funktion von R? nach R
bezeichnet, die jedem Zahlenpaar (a, b) die Zahl 2- a+ 2 - b bzw.

2-(a+b) zuordnet, dann sind die Funktionen 2z +2y und 2(z +y)
gleich.

e Mit Term ist ein Polynom oder allgemeiner eine rationale Funktion ge-
meint. Die letztere wird, wenn sie kein Polynom ist, auch Bruchterm
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genannt.

Diese Interpretation liegt iiberall dort nahe, wo Aufgaben der Form
,Vereinfache den folgenden Term!“ gestellt werden. Bei Polynomen ist
damit zumeist gemeint, dass sie als Linearkombination von verschiede-
nen Potenzprodukten geschrieben werden sollen. Eine Alternative wére,
sie als Produkt von irreduziblen Faktoren zu schreiben. Bei rationalen
Funktionen ist zumeist gemeint, dass Zahler und Nenner durchgekiirzt
sind und beide als Polynome ,vereinfacht* sind. Im Abschnitt Terme
im Kapitel Elementare Algebra von (Reichel und Humenberger, 2012b))
steht auf Seite 35:

Bei Bruchtermen hat der Term die Form eines Bruches und

im Nenner steht mindestens eine Variable, zB %, %2, ;_J“;v.
Hingegen ist %z = %x kein Bruchterm; die Variable steht

nicht im Nenner, der Bruch bezieht sich nur auf den Koeffi-
zienten, wie man aus der zweiten Schreibweise ablesen kann.

Auffillig ist, dass hier Polynome nicht als rationale Funktionen gelten.

Rechnen mit Termen bedeutet in den zitierten Texten entweder Rechnen
mit ganzen oder rationalen Zahlen (die oft mit Buchstaben bezeichnet wer-
den), Rechnen mit Funktionen mit Wertebereich R, mit Polynomen oder
mit rationalen Funktionen. Die Rechenregeln dafiir sind mindestens die eines
kommutativen Ringes (bei Funktionen mit Wertebereich R), eines Integri-
tatsbereichs (bei ganzen Zahlen und Polynomen) oder eines Korpers (bei
rationalen Zahlen und rationalen Funktionen).

Terme im Schulunterricht?

In den meisten Schulbtichern wird nach dem Rechnen mit Zahlen (samt Ein-
iiben der Rechenregeln) die sogenannte Termrechnung eingefithrt. Gleich,
was in einem Buch unter Term verstanden wird, in jedem Fall werden Ter-
me addiert und multipliziert und es gelten beim Rechnen mit Termen die
binomischen Formeln. In (Reichel und Humenberger|, 2012a), Seite 110) wird
zusammengefasst:

Fiir das Rechnen mit Variablen und Termen gelten dieselben Re-
geln wie fir das Rechnen mit Zahlen.

Damit ist ziemlich klar, dass mit ,, Termrechnung® das verstanden wird, was
in der Algebra ,,Rechnen in kommutativen Ringen“ genannt wird. Matrizen-
rechnung gehort nicht dazu. Im Schulunterricht gibt es nur zwei Beispiele fiir
kommutative Ringe: Rechnen in Zahlbereichen und Rechnen mit reellwerti-
gen Funktionen. Es stellt sich daher die Frage:
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2.4. Modellbildung mit Funktionen

o Ist es didaktisch sinnvoll, zu nur zwei Beispielen als ,,Uberbau® in den
Unterricht eine allgemeine Theorie (gleich, ob man sie Rechnen in kom-
mutativen Ringen oder Termrechnung nennt) einzubauen?

e Wenn ja, soll dann die allgemeine Theorie zwischen den zwei Beispielen
platziert werden?

Wenn das Fachwort Term unkritisch als ,sinnvoller mathematischer Aus-
druck® eingefithrt wird, dann stellt sich die Frage, ob zum Beispiel fiir Ma-
trizen ¢ und b mit (a + b) - (a — b) kein sinnvoller mathematischer Ausdruck
gebildet wurde, weil dieser nicht immer gleich a? — b? ist.

Insbesondere in der Sekundarstufe 1 sollte auf die Verwendung des Wortes
, Term* verzichtet werden, da es sich beim ,,Rechnen mit Termen* immer um
Rechnen mit (ganzen, rationalen, reellen, ... ) Zahlen handelt. Zum Beispiel
konnten die binomischen Formeln so formuliert werden: Fiir je zwei Zahlen
aund bist (a+b)-(a—0b) = a®>—b*. Aus grundlegenden Rechenregeln von
Zahlen folgt ndmlich (a +b)-(a —b)=a*>—a-b+b-a— b*=a®— b2

Im Zusammenhang mit dem Wort Term kommt haufig auch das Wort Va-
riable oder Platzhalter vor. Manchmal ist damit einfach ein Zeichen fiir eine
Zahl gemeint. Zum Beispiel: Finde eine Zahl x so, dass 2-z 4+ 3 = 5 ist. Nach
einfachem Umformen stellt sich heraus, dass diese Zahl 1 ist.

Manchmal ist mit ,,der Variablen x*“ die identische Funktion z : R — R mit
z(t) = t gemeint. Potenzfunktionen sind dann Potenzen von z und Polynom-
funktionen sind Linearkombinationen von Potenzfunktionen. Diese Interpre-
tation von x ist vor allem in jenen Texten naheliegend, die schreiben, dass
Hfur x eine beliebige Zahl eingesetzt” werden kann. Damit ist gemeint, dass
die Funktion z (oder eine damit gebildete Polynomfunktion oder rationale
Funktion) an jeder Stelle ihres Definitionsbereiches ausgewertet werden kann.
Wird in Texten zur Differenzialrechnung 2’ = 1 geschrieben, dann muss z
die identische Funktion (und 1 die Funktion, die jeder Zahl die 1 zuordnet)
sein.

2.4 Modellbildung mit Funktionen

Schlussrechnungen werden ausfiihrlich in der 6. Schulstufe besprochen. Vie-
len Schiilerinnen und Schiilern fallt dieses Thema nicht leicht - und das mit
gutem Grund. Denn es miissen dabei drei grundlegende mathematische Téatig-
keiten ausgefithrt werden: modellieren, interpolieren (dazu lineare Gleichun-
gen 19sen) und eine Funktion auswerten. Schlussrechnungen werden auch als
Dreisatz- Rechnungen bezeichnet. Das spiegelt gut die Struktur Modellieren
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2.4. Modellbildung mit Funktionen

- Interpolieren - Auswerten wieder. Besonders dann werden solche Aufgaben
schwierig, wenn der erste Teil, das Modellieren, als selbstverstéandlich voraus-
gesetzt wird.

Der Osterreichische Lehrplan der AHS weist ausdriicklich auf die Wichtigkeit
des Modellierens hin:

e Das Bilden mathematischer Modelle und das Erkennen threr Grenzen
soll zu einem verantwortungsvollen Umgang mit Aussagen fiihren, die
mittels mathematischer Methoden entstanden sind.

e Folgende mathematische Grundtdtigkeiten sind zu entwickeln: Kriti-
sches Denken, insbesondere: Uberpriifen von Vermutungen; Uberprii-
fen von Ergebnissen; Erkennen von Unzuldnglichkeiten mathematischer
Modelle; Erkennen von Mdangeln in Darstellungen oder Begrindungen.

In (Schloglmann, [1982)) hat Wolfgang Schloglmann auf die weit tiber die Ma-
thematik hinausgehende Bedeutung des ersten Schrittes der Schlussrechnung
hingewiesen:

e In einer Welt, in der immer starker mathematische Methoden verwen-
det werden, wenn auch oft nur, um den Anschein der Wissenschaft-
lichkeit oder Unantastbarkeit zu erwerben, ist es notwendig, dafS die
Problematik des Modells allen Schiilern zugdnglich gemacht wird. Dies
mufs vor allem auch als Beitrag der Mathematik zur demokratischen
Erziehung gesehen werden, denn die Demokratie erfordert die Maglich-
keit der Biirger zur Kontrolle und damit auch die Entmystifizierung der
sogenannten ,Sachentscheidungen”

Ein Beispiel fiir eine Schlussrechnung

Die Aufgabe ,,Simon zahlt fiir 2 kg Apfel 4 Euro, wieviel hétte er fiir 3 kg (oder
2000 kg) zahlen miissen?“ ist nicht eindeutig losbar. Die vielleicht erwartete
Antwort ,,6 Euro“ (oder ,,4000 Euro*) setzt voraus, dass der Preis linear vom
Gewicht abhéngt (oder, anders formuliert, dass der Preis dem Gewicht direkt
proportional ist). Wenn ein Obsthéndler das Sonderangebot ,Nimm 3, zahl’
2“ macht, wire die Antwort aber ,4 Euro“. Es ist auch bekannt, dass man
beim Kauf von 2000 kg Apfeln nicht 1000 mal soviel wie fiir 2 kg bezahlen
muss, sondern viel weniger. Der Zusammenhang von Gewicht und Preis muss
in diesem Fall anders modelliert werden.

Wenn eine Ware in ausreichendem Maf zur Verfiigung steht, dann bekommen
Kunden, die viel kaufen, tiblicherweise Rabatt. Umgekehrt steigt der Preis
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2.4. Modellbildung mit Funktionen

von knappen Giitern, wenn viel gekauft wird. Ein solches knappes Gut war
zum Beispiel vor einigen Jahren die Parkzeit in der Innsbrucker Innenstadt:
30 Minuten Parkzeit kosteten 50 Cent, 90 Minuten kosteten nicht dreimal so
viel, sondern 2 Euro.

Wir 16sen nun die oben gestellte Aufgabe:

e 1. Schritt: Modellierung. Zuerst miissen Annahmen tiber den Zusam-
menhang von Gewicht und Preis von Apfeln gemacht bzw. (vom Hind-
ler) vorgegeben werden. Nach Wahl der Einheiten Euro fir den Preis
und Kilogramm fiir das Gewicht kénnen wir Preis und Gewicht durch
rationale Zahlen beschreiben. Der Zusammenhang zwischen ihnen wird
durch eine Funktion

p:Q — Q, a~ Preis in Euro von a Kilogramm Apfel

beschrieben. Mit Q bezeichnen wir die Menge aller rationalen Zahlen.
Welche Eigenschaften soll diese Funktion haben? Wir nehmen an, dass
sich der Preis verdoppelt, halbiert, verdreifacht, ---, wenn man das
Gewicht verdoppelt, halbiert, verdreifacht, - - - . Kurz geschrieben: Fiir
alle ¢,z € Q soll
p(c-z) =c p(z)

sein (,,Der Preis des c-fachen Gewichts ist das c-fache des Preises®). Das
heiBt: wir nehmen an, dass die Funktion p linear ist. Die Uberlegung
»je grofler das Gewicht, desto grofler der Preis“ fiihrt nicht notwendig
zur Annahme, dass p linear ist. Sie ist ja auch dann noch giiltig, wenn
es Preisnachlasse gibt.

Jede lineare Funktion f von Q nach Q ist eindeutig durch ihren Funk-
tionswert f(1) in 1 bestimmt:

flz)=flz-1) =z f(1).

Es ist zu beachten, dass wir die gesuchte Funktion p noch nicht kennen.
Das gewahlte ,Modell“ ist nicht eine lineare Funktion, sondern die
Menge aller linearen Funktionen von Q nach Q.

e 2. Schritt: Interpolation. Wir nehmen nun an, dass im Geschaft, in dem
Simon einkauft, der Zusammenhang von Gewicht und Preis linear ist
(oder: dass Gewicht und Preis direkt proportional sind) und wollen die
lineare Funktion p, die diesen Zusammenhang beschreibt, berechnen.
Wir wissen aus der Aufgabenstellung: p(2) = 4. Es ist also die Interpo-
lationsaufgabe ,Finde eine lineare Funktion von Q nach Q, deren Wert
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an der Stelle 2 gleich 4 ist“ zu losen. Weil p linear ist, ist diese Funktion
durch p(1) eindeutig bestimmt. Wegen

1=p(2)=2-p(1)

konnen wir (durch Lésen einer linearen Gleichung in einer Unbekann-
ten) p(1) (den Preis von 1 Kilogramm Apfel) ausrechnen. Damit ist p
gut beschrieben:

p(z)==-p(l) =2z .

In Worten: Der Preis von z Kilogramm Apfeln ist 22 Euro. Dieses
Ergebnis wurde aus der Annahme, dass p linear sein sollte, und der
Vorgabe p(2) = 4 durch Losen einer linearen Gleichung berechnet.

e 3. Schritt: Auswerten. Um die Schlussrechnung zu beenden, miissen wir
noch p in 3 auswerten (in diesem Fall bedeutet das, dass eine Multipli-
kation durchzufiihren ist):

p(3)=2-3=6.

Wenn nun Simon 3 kg Apfel kauft und nicht 6 Euro bezahlen muss,
dann haben wir uns nicht verrechnet, sondern unsere Modellierung des
(vom Héndler vorgegebenen) Zusammenhanges von Gewicht und Preis
(also die Annahme, dass die Funktion p linear ist) war nicht addquat,
sie miisste in diesem Fall verandert werden.

Wer bei einer Schlussrechnung eine eindeutige Antwort erwartet, muss dazu
das Modell vorgeben. Die Aufgabe ,,Ein Schiff wiegt 30 Tonnen. Sein Kapitin
ist vierzig Jahre alt. Wie alt ist der Kapitin eines Schiffes, das 45 Tonnen
wiegt?* konnte nur dann gelost werden, wenn das Alter des Kapiténs eines
Schiffes nur von dessen Gewicht abhinge und wenn ausreichend viele Eigen-
schaften der Funktion, die diesen Zusammenhang beschreibt, bekannt waren.

Modellieren

(Mathematisch) Modellieren bedeutet, einen Sachverhalt, einen Vorgang, ei-
nen Zusammenhang, ... durch Begriffe der Mathematik zu beschreiben. Fiir
die mathematische Beschreibung von Beziehungen bzw. Zusammenhangen
zwischen Mengen werden haufig Funktionen verwendet.

Warum wird mathematisch modelliert? Man hofft, damit eine Fragestellung
zur betrachteten Situation mit Hilfe mathematischer Methoden zumindest
ndherungsweise beantworten zu koénnen.
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Modellbildung -
{ Problem aus J { Mathematisches J
. o >
der Wirklichkeit evtl. Modifizierung Problem

Anwenden

Uberpriifung: ma.the—
Richtige® matischer

a)Lésun ” Ergeb—
& nisse und
Methoden

in der Wirk-
lichkeit

mathematischen

Interpretation Problems

{ Sachverhalt J

Losung des J

Wenn wir eine Funktion von M nach R zur Beschreibung einer Situation fin-
den wollen, legen wir zuerst Eigenschaften fest, die diese Funktion haben soll.
Héaufig ist dann die Menge aller Funktionen, die diese Eigenschaften haben,
ein Untervektorraum von F(M,R). Dieser heifit dann ein Modell der Situa-
tion. Die Auswahl dieses Modells erfordert in der Regel auch Sachkenntnis
(,ExpertIlnnenwissen“) in der jeweiligen Situation.

Beispiele:

e Die Menge aller linearen Funktionen von R"™ nach R ist ein Untervek-
torraum des Vektorraumes F(R™, R) aller Funktionen von einer Menge
M nach R. Beispiel oben haben wir diesen Untervektorraum als Modell
gewdhlt, dabei war n = 1.

e Die Menge aller Polynomfunktionen, deren Grad kleiner als eine vorge-
gebene positive ganze Zahl ist, ist ein Untervektorraum von F(R" R).

e Die Menge
{fc : R\ {0} = R|[fe(2) = ¢/, c € R}
ist ein Untervektorraum von F(R\{0}, R) (und beschreibt die indirekte

Proportionalitdt).
Interpolation

Eine Interpolationsaufgabe ist durch paarweise verschiedene Elemente
t1,...,t, einer Menge M (diese Elemente heiflen Stitzstellen) und durch
reelle Zahlen vy, ...y, gegeben. Gesucht ist eine interpolierende Funktion
g € F(M,R) mit der Eigenschaft

g(t) =y, 1<i<n.
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In dieser allgemeinen Form hat eine Interpolationsaufgabe beliebig viele Lo-
sungen (wenn man vom trivialen Fall M = {#,...,t,} absieht).

Die Auswertungsfunktion

ist linear. Eine interpolierende Funktion ist ein Urbild von (y1,...,¥y,) € R™
unter der Auswertungsfunktion. Wir wéhlen einen Untervektorraum V' des
Vektorraums F(M,R) aller Funktionen von M nach R so, dass die Ein-
schrankung der Auswertungsfunktion auf V' bijektiv ist, das heifit, das jedes
Element von R" genau ein Urbild in V' hat. Verlangt man, dass die interpolie-
rende Funktion in V liegt, dann ist sie eindeutig bestimmt. Sie zu berechnen
bedeutet, eine lineare Gleichung (bzw. ein System linearer Gleichungen) zu
losen.

Zwei Beispiele fiir Interpolation

Beispiel. Simon kauft 2 kg Mehl und 1 kg Zucker und bezahlt dafiir 4 Euro,
Fabia kauft 1 kg Mehl und 3 kg Zucker und bezahlt dafiir 4.5 Euro. Wieviel
hétten sie fiir 1 kg Mehl und 2 kg Zucker bezahlen miissen?
Die Einkdufe von Simon und von Fabia konnen durch die Zahlenpaare
t1 := (2,1) und & := (1,3) beschrieben werden. Der Zusammenhang zwi-
schen den eingekauften Waren und ihrem Gesamtpreis wird also durch eine
Funktion von R? nach R beschrieben. Wir nehmen an, dass diese Funkti-
on linear ist (das heifit: Hatte Simon oder Fabia doppelt, dreimal, ... soviel
gekauft, hatte er oder sie doppelt, dreimal, ... soviel bezahlt. Hatten Simon
und Fabia die eingekauften Waren gemeinsam bezahlt, dann hétten sie die
Summe dessen bezahlt, was sie getrennt bezahlt haben).
Sei g die gesuchte lineare Funktion. Als lineare Funktion ist sie eindeutig
durch die Funktionswerte von (1,0) und von (0,1) bestimmt. Sind diese a
und b, dann ist g(z, y) = ax+ by, fiir alle z, y € R. Die Auswertungsfunktion
bildet g auf

(9(2,1),9(1,3)) = (2a + b, a + 3b)

ab. Dieses Zahlenpaar soll gleich

(y1, 1) := (4,4.5)

sein. Durch Losen des Systems
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von zwei linearen Gleichungen in zwei Unbekannten erhalten wir
(a,b) = (1.5,1), also
glz,y)=15-z+y.

Beispiel. Ein Thermometer zeigt um 8 Uhr 10 Grad, um 12 Uhr 18 Grad
und um 17 Uhr 16 Grad Celsius. Welche Temperatur zeigte es um 10 Uhr?
Zeit und Temperatur konnen durch reelle Zahlen beschrieben werden. Der
Zusammenhang zwischen Zeit und Temperatur kann durch eine Funktion von
R nach R beschrieben werden, ndherungsweise vielleicht (im Zeitintervall von
7 bis 19 Uhr) durch eine Polynomfunktion, deren Grad kleiner oder gleich
2 ist. Als Modell wéihlen wir dann die Menge V aller Polynomfunktionen,
deren Grad kleiner oder gleich 2 ist.

Sei

h:R—R, 2+ cy+ 1z + ez’

die Polynomfunktion in V mit
h(8) =10, h(12) = 18, h(17) = 16 .
Durch Losen des Systems

cp -+ 801 + 6402 = 10
Cy + 1201 + 14402 = ]_8
Cy + 1701 —f- 28962 = ].6

von drei linearen Gleichungen in drei Unbekannten (oder mit Lagrange-
oder Newtoninterpolation, siehe (Kostrikin, 1982, Chapter 6) und (Liineburg,
1988, Abschnitt 15)) erhalten wir

Auswerten

Wenn nach Wahl eines Modells durch das Losen einer Interpolationsaufga-
be eine Funktion g bestimmt wurde, die den Zusammenhang der Daten in
der betrachteten Situation (vermutlich) gut beschreibt, ist noch eine letzte
Aufgabe zu erfiillen: die Funktion ¢ in einem gegebenen Element des Defini-
tionsbereichs auszuwerten.

Im ersten Beispiel oben liefert ¢g(1,2) = 1.5 + 2 = 3.5 die Antwort: Fir 1 kg
Mehl und 2 kg Zucker hatten Simon und Fabia 3.5 Euro bezahlen miissen.

224

= . Daraus schliefit man,

Im zweiten Beispiel oben berechnet man h(10) =
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dass es um 10 Uhr ca. 15 Grad hatte.

Das Auswerten von linearen Funktionen und von Polynomfunktionen ist ein-
fach, es erfordert nur das mehrfache Ausfiihren der vier Grundrechnungsar-
ten. Das ist einer der Griinde fiir die groffie Bedeutung der Polynomfunktio-
nen: sie eignen sich gut als einfache Modelle. Das Auswerten etwa von Ex-
ponentialfunktionen oder Winkelfunktionen ist im allgemeinen nicht exakt
moglich, die Berechnung guter Naherungswerte kann sehr aufwandig sein.
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Kapitel 3

Polynome, algebraische Zahlen und Differen-
zengleichungen

3.1 Quadratische und kubische Funktionen

Eine quadratische Funktion ist eine Polynomfunktion vom Grad 2. Eine ku-
bische Funktion ist eine Polynomfunktion vom Grad 3. Ohne den Begriff Po-
lynomfunktion vorauszusetzen, konnten diese Funktionen auch so definiert
werden: Gegeben seien reelle Zahlen a # 0,b,c¢ bzw. a # 0,0, ¢, d. Dann
heifit die Funktion

f:R=R, 2z az’ +bz+ cbzw. az® + 02> + cz + d

eine quadratische Funktion bzw. kubische Funktion.

Diese Funktionen treten oft als lokale Naherung von differenzierbaren Funk-
tionen auf. Diese lokalen Naherungen sind genauer als die durch lineare Funk-
tionen, ihre Funktionswerte sind aber etwas aufwandiger zu berechnen.

Grundlegende Aufgaben zu solchen Funktionen sind: Berechne eine oder al-
le (komplexen) Nullstellen! Berechne alle Extremstellen und Extremwerte!
Skizziere den Graphen der Funktion!

Fir quadratische Funktionen sind alle drei Aufgaben leicht l16sbar, indem
man sie durch quadratisches Ergénzen in Scheitelform anschreibt: Es gibt
eindeutig bestimmte reelle Zahlen s und ¢ so, dass fiir alle reellen Zahlen z

f(z)=a(z —s)* +t

ist. Diese Darstellung von f heifit Scheitelform von f. Es ist

2

s=—— und t=c— —.
2a 4a

Daraus folgt unmittelbar:

e Wenn £ > 0 ist, gibt es keine (reelle) Nullstelle von f. Wenn £ = 0 ist,

ist s die einzige Nullstelle von f. Wenn 5 < 0 ist, hat f zwei Nullstellen,

und zwar s 4+ /—< und s — —%.
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3.1. Quadratische und kubische Funktionen

e Der Punkt (s,¢) € R? ist ein Element des Graphen von f und heifit
Scheitelpunkt von f. Wenn a < 0 ist, dann ist f(s) = ¢ der grofite
Funktionswert von f. Wenn a > 0 ist, dann ist f(s) = t der kleinste
Funktionswert von f.

e Ist P der Graph der Funktion ¢ : R — R, z — az?, dann ist

Graph(f) ={(s,t)+p|lpe P}.

»,Man erhélt den Graphen von f, indem man P um (s, t) verschiebt.

Beispiel. Essei f :R - R, 2 +— z?und g : R -+ R, z —~ (z — 5)?> — 4. Die
folgende Abbildung zeigt die Graphen der Funktionen f und g:

—4

Die zweite Abbildung zeigt die Graphen der Funktionen
f RoR z— —2?und g: R—>R, z+— —(z—5)?—4:

5

Beispiel. Mit 200 Meter Zaun soll eine rechteckige Weidefliche umzaunt
werden. Fir welche Lange und Breite ist die Weideflache moglichst grof3?
Wie grof§ kann die Weideflache hochstens sein? Berechne Lénge und Breite
des Rechtecks mit 200 Meter Umfang und 1000 Quadratmeter Flacheninhalt.
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3.1. Quadratische und kubische Funktionen

Mit z,y bezeichnen wir Lénge und Breite in Meter. Dann ist x + y = 100
und der Fliacheninhalt ist z - (100 — z) = —z% + 100z = —(z — 50)* + 2500.
Wir betrachten also die quadratische Funktion (in Scheitelform)

f:R=R, z~ —(z —50)2+ 2500,

die einer Seitenléinge des Rechtecks (in Metern) dessen Flécheninhalt (in
Quadratmetern) zuordnet. Da —(z — 50)? nicht positiv sein kann, hat f den
maximalen Funktionswert an der Stelle 50, diese ist die einzige Extremstelle.
Die Weideflache ist dann am grofiten, wenn sie ein Quadrat mit Seitenlénge
50 Meter ist. In diesem Fall ist ihr Flacheninhalt 2500 Quadratmeter.

Zur Beantwortung der letzten Frage muss eine Zahl x mit

—(z—50)?42500 = 1000 gefunden werden (also eine quadratische Gleichung
gelost werden). Aus (z — 50)2 = 1500 folgt z — 50 = 10y/15 oder —104/15,
also ist = 50 4+ 10v/15 oder z = 50 — 104/15. Die Seiten dieses Rechtecks
miissen also ca. 88.73 und 11.27 Meter lang sein.

Eine quadratische Gleichung losen ist dasselbe, wie die Nullstellen einer qua-
dratischen Funktion zu bestimmen. Aus der Scheitelform der quadratischen
Funktion f : R — R, z — az?+ bz + ¢ erhilt man leicht die ,, groBe Losungs-

formel“
—b+Vb?—4dac

2a
fiir die zwei Nullstellen. In vielen Féllen ist deren Berechnung durch quadra-
tisches Ergédnzen auf die Scheitelform schneller und weniger fehleranfallig.
Niemand kdme etwa auf die Idee, eine lineare Gleichung in einer Unbekann-
ten der Form ax + b = ¢ nicht durch Umformen, sondern durch , Einsetzen
in die Losungsformel“ z = C%‘Lb zu losen.

Als im 18. Jahrhundert die Schulpflicht eingefiihrt wurde, herrschte in Oster-
reich ein autoritares System. Es war erwiinscht, die Schiilerinnen und Schiiler
zu Untertanen zu erziehen, die gewisse Fertigkeiten und Kenntnisse haben,
um auf Zuruf und ohne viel nachzudenken entsprechende Téatigkeiten auszu-
fithren. Heute leben wir in einer Demokratie. Aus Schiilerinnen und Schiilern
sollen miindige Biirgerinnen und Biirger werden, die in der Lage sind, kritisch
zu denken, Probleme durch Nachdenken zu losen und selbstandig Entschei-
dungen zu treffen.

Ins 18. Jahrhundert passt zum Beispiel die Aufgabenstellung: Lose die qua-
dratische Gleichung 22 +6z —1 = 0 durch Einsetzen in die Losungsformel! Im
21. Jahrhundert sollte man den Schiilerinnen und Schiilern das quadratische
Ergénzen gut erklaren, dann losen sie die Aufgabe so:
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3.2. Rechnen mit ganzen Zahlen und mit Polynomen: verschieden und doch
sehr dhnlich

0=12+6z—1=(z+3)?>—-9—1,also (z+3)> =10 und z = —3 + /10.

Gewisse kubische Funktionen werden als Modelle fiir ertragsgesetzliche Kos-
tenfunktionen verwendet. Fine Kostenfunktion ordnet jeder nicht-negativen
reellen Zahl z die Kosten (in einer gewéhlten Geldeinheit) fiir die Produk-
tion von z Einheiten eines Produktes zu. Solche Funktionen miissen einige
Bedingungen, wie zum Beispiel streng monoton wachsend zu sein, erfillen.
Die Ableitung einer Kostenfunktion heiffit Grenzkostenfunktion, der Quotient
einer Kostenfunktion und der identischen Funktion heifit Durchschnittskos-
tenfunktion. Thr Funktionswert an der Stelle z gibt die durchschnittlichen
Produktionskosten pro produzierter Einheit an, wenn insgesamt x Einhei-
ten produziert werden. Deren Minimumstelle heif3t Betriebsoptimum. Man
kann leicht zeigen, dass im Betriebsoptimum die Durchschnittskosten und
die Grenzkosten gleich sind.

3.2 Rechnen mit ganzen Zahlen und mit Polynomen:
verschieden und doch sehr dhnlich

Die Themen ,Rechnen mit ganzen (und rationalen) Zahlen* und , Rechnen
mit Polynomen (und rationalen Funktionen)“ spielen im Mathematikunter-
richt an hoheren Schulen eine zentrale Rolle. Das eine Thema in der Sekun-
darstufe 1, das andere in der Sekundarstufe 2. Es ist wichtig, in der Sekundar-
stufe 1 das erste Thema schon so aufzubereiten, dass beim zweiten Thema das
Erlernen durch ,Wiedererkennen® erleichtert wird. Die Theorie dieser zwei
Teilgebiete der Algebra verlauft weitgehend parallel, Aufgaben und Séatze
des einen Gebietes haben meistens ein Analogon im anderen. Sowohl fir das
Rechnen mit ganzen Zahlen als auch fiir das Rechnen mit Polynomen gibt
es einen grundlegenden Satz und einen grundlegenden Algorithmus, ndmlich
den Satz dber die Division mit Rest (fiir Zahlen und fiir Polynome) und den
Divisionsalgorithmus.

In der folgenden Tabelle sind einige Aufgaben angegeben, in der linken Spal-
te fiir Zahlen, in der rechten fiir Polynome, deren Losung fiir Zahlen und
Polynome auf gleiche Weise ermittelt wird.
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3.3. Wiederholung: Polynomfunktionen und Polynome

N sei die Anzahl der Euromiin- | Berechne Bruchzahlen cg, ¢, ¢, 3
zen in einem Sack. Berechne die | so, dass 2® + 222 — 3z +1 =
Ziffern von N zur Basis 10 und | c3(z—1)*>+co(z—1)*+c1(z—1)+ ¢

zur Basis 2! ist!
e 1243168 | e 22* 323722329
Kiirze {53505 ! Kirze 5 3 255 1403 |

Berechne ganze Zahlen v und v | Berechne Polynome f und ¢ so,
so, dass 187u + 102v = 34 ist! dass

(z* =222+ 2—5)f+(2°+23—5)g =
=g+ x5 ist!

Finde eine ganze Zahl z so, dass | Finde Bruchzahlen s, t, u so, dass
der Rest von 18z nach Division m = svVA+ t/2+ u ist!
durch 23 gleich 1 ist!

Es gibt aber auch Aufgaben fiir Polynome, die kein direktes Analogon bei
Zahlen haben, zum Beispiel: Berechne die Anzahl der Nullstellen von

7 6 3 2 5 4

3.3 Wiederholung: Polynomfunktionen und Polynome

Seien n € N und ag, a1, ..., a, € R. Dann ist die Funktion
n .
FIRSR 2z g+ mz+am®+- -+ a,2" =) a7,
i=0

eine Polynomfunktion von R nach R. Die Zahlen qy, ..., a, sind die Koeffizi-
enten von f. Die endliche Folge a := (ay, ..., a,) heiit Polynom. Wir wiahlen
ein Symbol, zum Beispiel z und schreiben fir (ag, ..., a,) im weiteren

n
ao + ax + apz® + ... + a,z™ oder Z a; "
i=0

und sprechen dann von einem Polynom in der Variablen x mit Koeffizienten
in R. Fur die Menge dieser Polynome schreiben wir R]z].
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3.3. Wiederholung: Polynomfunktionen und Polynome

Wenn a, # 0 ist, ist grad(a) := n der Grad von a und lk(a) := a, der
Leitkoeffizient von a.

Durch das Polynom a ist die Polynomfunktion f eindeutig bestimmt. Weil
R ein Korper mit unendlich vielen Elementen ist, sind die Koeffizienten
ag, a1, - . ., a,, durch die Polynomfunktion f eindeutig bestimmt. (Der Beweis
wurde in der Algebra-Vorlesung angegeben. Man verwendet dabei, dass jedes
Polynom nur endlich viele Nullstellen hat). Wir konnen im weiteren daher ein
Polynom und die entsprechende Polynomfunktionen als gleich auffassen und
auch vom Grad und dem Leitkoeffizienten einer Polynomfunktion sprechen.

Mit Ausnahme sehr weniger Schultypen kommen im Schulunterricht nur Kor-
per mit unendlich vielen Elementen vor (zum Beispiel die Korper der ratio-
nalen, reellen und komplexen Zahlen). In diesem Fall muss man zwischen
Polynomfunktionen und Polynomen nicht unterscheiden.

Fur die Addition

axnm

ZQZ$Z+ZbZ$Z = Z az—i— b
1=0 1=0

und die Multiplikation

(mit a; :=0,b; :== 0 fiir ¢ > n, 7 > m) gelten die gleichen Rechenregeln wie
fiir die Addition und Multiplikation von ganzen Zahlen, genauer: (R[z], +, )
ist ein kommutativer Ring. Die Rolle der Ordnung < auf Z wird (in gewisser
Hinsicht) von der durch den Grad bestimmten Teilordnung iibernommen.

Division mit Rest von Polynomen

Zu je zwei Polynomen a und b mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte Poly-
nome ¢ und r mit den Eigenschaften

a=¢q-b+r und [r=0oder grad(r) < grad(b)] .

Dabei heifit ¢ der polynomiale Quotient von a und b und r der Rest von a
nach Division durch b.
Diese Polynome ¢ und r konnen wie folgt berechnet werden:

e Setze ¢ :=0und r := a.
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3.3. Wiederholung: Polynomfunktionen und Polynome

e Solange r # 0 und grad(r) > grad(b) ist, ersetze r durch r — ¢ - b und
q durch ¢ + t, wobei

t = 1k(r) - k()" - gerad(r)—arad(®)
ist.
Der Grad von r—t-b ist kleiner als der Grad von r, weil (nach Definition von
t) die Grade und die Leitkoeffizienten von r und ¢ - b gleich sind. Wiirde man

(wie bei Zahlen) r nur durch die Differenz r — b ersetzen, wére das nicht der
Fall und der Algorithmus wiirde nicht nach endlich vielen Schritten enden.

Beispiel. Seien
o=zt 4222 — 222+ —1 und b:=22—2.

Wir berechnen mit dem oben angegebenen Verfahren Polynome ¢ und r mit
a = q-b+rund (r = 0 oder grad(r) < grad(b) = 2). Dabei beginnen wir mit
r := a und schreiben die Zwischenrechnungen platzsparend untereinander.

x* 4223 222 41 -1 = (2+22)b+ (bx —1)
—z? +212

+2x3 +z -1
—213 +4x

+5x —1
Also ist ¢ = 22 + 2z und r = 5z — 1.

Der Zifferndarstellung bei Zahlen entspricht der folgende Satz:

Satz. Seien a und b Polynome # 0 und grad(b) > 1. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte natiurliche Zahl n und Polynome 2y, z1, . . ., 2, S0, dass

(20 = 0 oder grad(z) < grad(b)),..., (z.—1 = 0 oder grad(z,—1) < grad(b)),
2, # 0 und grad(z,) < grad(b)
und
a=z2,0" + 2, 10" L+ b+ 2

1St.

Beispiel. Sei a := 2% +22? — 32 +1 und b := 2z — 1. Dann ist

23 +222 -3z +1=(x—1)3+5(x — 1) +4(z — 1) + 1. Das erhélt man
entweder (wie bei der Berechnung der Zifferndarstellung von Zahlen) durch
mehrfache Division mit Rest von a durch b, oder indem man in a statt z

tiberall (z — 1) + 1 schreibt, ausmultipliziert und dann die (jeweils gleichen)
Potenzen von z — 1 zusammenfasst.
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3.3. Wiederholung: Polynomfunktionen und Polynome

Kiirzen von rationalen Funktionen

Rationale Funktionen werden aus dem Polynomring gleich konstruiert wie
rationale Zahlen aus dem Ring der ganzen Zahlen (cf. Vorlesung Algebra).
Auch beim Rechnen mit rationalen Funktionen ist es wichtig, bestmdoglich zu
kiirzen.

Seien a, b, ¢ Polynome, alle # 0. Dann ist

_a-c
b b-c
Der Ubergang von
a-c b
boe D

heifit durch c kiirzen. Kiirze ,bestmoglich®!

Der grofite gemeinsame Teiler von zwei von Null verschiedenen Polynomen
ist das Polynom grofiten Grades, das beide teilt und dessen Leitkoeffizient 1
ist.

Es sei a # ¢ - b. Dann ist
99T (a,b) = ggT(a—c-b,b) .

Der grofite gemeinsame Teiler von Polynomen a und b kann mit dem Eukli-
dischen Algorithmus berechnet werden:

e Solange keines der zwei Polynome ein Teiler des anderen ist, ersetze
das Polynom groferen (oder gleichen) Grades durch seinen Rest nach
Division durch das andere.

e Wenn eines der zwei Polynome ein Teiler der anderen ist, dann ist es
(nach Division durch den Leitkoeffizienten) der gg7(a, b).

Beispiel. Der grofite gemeinsame Teiler von 224 — 323 — 722 — 3z — 9 und

5, .4 2 _9,3_q: 3 1) : : 204323722 —3z—9
20°+r*+4x°+4r—3x°—3 152 J?—I—22. Die rationale Funktion 5 2t=25"8 2t 2=
z°—3z“+z—3

24 —x34+22—1

kann also einfacher durch dargestellt werden.

Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms

Sei a := Y1, a;x" € C[z]. Dann heifit das Polynom
Da = Z ja;xt !
i=1
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3.4. Rechnen mit Wurzeln und anderen algebraischen Zahlen

die Ableitung von a.

Im allgemeinen ist es nicht moglich, die komplexen Nullstellen eines Polynoms
a (exakt) zu berechnen. Aber: die Anzahl seiner Nullstellen (ohne Vielfach-
heiten) kann leicht berechnet werden, diese ist grad(a) — grad(ggT (a, Da)) .
(Der Beweis ist nicht schwierig, sieche Vorlesung Algebra).

Beispiel. Das Polynom z7 + 215 — 223 4 322 — %xg‘ — %z + %x‘l + i hat genau
6 Nullstellen in C.

Lineare Gleichungen, deren Koeffizienten Polynome sind

Es seien a, b Polynome, beide # 0. Es gibt Polynome u, v so, dass
u-a+v-b=gg9T(a,b)

ist. Diese konnen wie im Fall, dass @ und b ganze Zahlen sind, mit dem
erweiterten Euklidischen Algorithmus berechnet werden.

Beispiel. Ist a := 2% + 223 — 22?2 + 7 — 1 und b := 2% — 2, dann ist

1 5 5 11 2 925
1= (= & 2 0) (242039224 p—1 (_3_2_ _>‘ 2_9
(49 + 49:5) (274207 =207 —1)+{ =g 7" = g7 ~ " T ) (T2

3.4 Rechnen mit Wurzeln und anderen algebraischen
Zahlen

Im Mathematikunterricht der vierten bzw. siebten Klasse der Sekundarstufe
treten Probleme auf, die man in dem bis dahin bekannten Zahlbereich (dem
Korper der rationalen Zahlen Q bzw. dem Korper der reellen Zahlen R) nicht
l6sen kann. In der vierten Klasse mochte man zum Beispiel die Lange der
Diagonale eines Quadrates mit Seitenlinge 1 berechnen. Das miisste eine
Zahl sein, deren Quadrat zwei ist. In Q gibt es aber keine solche Zahl. Denn:
Wire ¢ eine bestmoglich gekiirzte Bruchzahl, deren Quadrat 2 ist, dann wére
a? = 2b%. Daher ist a? eine gerade Zahl. Eine gerade Quadratzahl wird sogar
von 4 geteilt, also ist a? = 4c. Aus 4c = a® = 2b* folgt aber, dass auch
b gerade ware. Also kann die Annahme nicht stimmen. Aus der Vorlesung
Algebra konnte das auch direkt abgeleitet werden: Einerseits aus dem Satz,
dass jede rationale Nullstelle eines normierten ganzzahligen Polynoms eine
ganze Zahl ist, andererseits aus dem Kriterium von Eisenstein, nach dem
12 — 2 iiber Q irreduzibel ist.

In der elften Schulstufe sucht man nach einer Nullstelle des Polynoms 22+ 1,
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3.4. Rechnen mit Wurzeln und anderen algebraischen Zahlen

also nach einer Zahl, deren Quadrat —1 ist. In R, dem zu diesem Zeitpunkt
bekannten Zahlbereich, existiert sie aber nicht. Also muss der Zahlbegriff er-
weitert und der Zahlbereich vergrofiert werden.

Was sind aber diese ,neuen Zahlen“ wie zum Beispiel ,,Wurzel aus 2“ bzw.
SWurzel aus —1“7 Man kann sie leicht definieren: Eine Wurzel aus 2 ist eine
Zahl, deren Quadrat 2 ist. Eine Wurzel aus —1 ist eine Zahl, deren Quadrat
—1 ist. Anders formuliert: Eine Wurzel aus 2 ist eine Nullstelle des Polynoms
1? — 2. Eine Wurzel aus —1 ist eine Nullstelle des Polynoms z% + 1.

Aber: ,Gibt es* diese Zahlen? In der Analysis wird mit Hilfe des Zwischen-
wertsatzes gezeigt, dass es eine positive reelle Zahl gibt, deren Quadrat 2
ist. Wenn es eine Wurzel aus 2 bzw. —1 gibt, dann ist sie nicht eindeutig
bestimmt: Wenn a? = 2 bzw. —1 ist, dann ist auch (—a)? = 2 bzw. —1.
Da diese Zahlen Nullstellen von Polynomen vom Grad 2 sind, kann es keine
weiteren geben.

Wenn es diese Wurzeln gibt: Wie stellt man sie (durch endlich viele Daten)
dar, wie rechnet man damit am Computer?

Viele Nutzer eines Computeralgebrasystems wie Maple sind iiberrascht, wenn
dieses auf die Frage nach den Nullstellen des Polynoms z*+ 23 —1 im Wesent-
lichen nichts anderes antwortet als ,,die erste Nullstelle, die zweite Nullstelle,
die dritte Nullstelle, die vierte Nullstelle®. Noch mehr iiberrascht dann, dass
man mit diesen vier Nullstellen in Maple gut rechnen kann, zum Beispiel ist
ihre Summe die Zahl 1 und ihr Produkt die Zahl —1.

Manche Aufgaben in Schulbiichern zum Rechnen mit Wurzeln sollten prézi-
ser (und zugleich einfacher) formuliert werden.
In (Timischl und Kaiser, [2007) zum Beispiel findet man die Aufgaben

e Aufgabe 2.13 d): Berechne und vereinfache: (3 - /2 — 2) - (v/2 + 2).

e Aufgabe 2.26 j): Der Nenner ist wurzelfrei zu machen: 1+1 7

Wird bei der ersten Aufgabe die Antwort 7.656854245 ... akzeptiert und bei
der zweiten die Antwort

1 1+v3 2

1+v3 1

Wenn nein, warum nicht?

Das im folgenden vorgestellte Verfahren zur Konstruktion von gewissen Zahl-
bereichserweiterungen (ist aus der Vorlesung Algebra bekannt und) wird in
Computeralgebrasystemen zum Rechnen mit Wurzeln verwendet. Man kann
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3.4. Rechnen mit Wurzeln und anderen algebraischen Zahlen

sich Fragen wie zum Beispiel ,,Was ist die Wurzel aus 27 oder ,,Was ist ei-
ne komplexe Zahl?* einfacher nahern, wenn man sich zuerst die Frage ,Wie
konnte ich dieses Objekt in einem Computer darstellen?* stellt.

Zur Erinnerung: Konstruktion von Zahlbereichen, die Q und /2
bzw. /—1 enthalten

Wir betrachten nun die Menge L := {a + bz|a,b € Q} C Q[z] mit der
Addition
(a+bx)+ (c+dr):=(a+c)+ (b+d)x

und der (neuen) Multiplikation

(a + bz) * (¢ + dz) := Rest von (a + bz) - (¢ + dz) nach Division durch
22 —2bzw. 22 + 1.

Das Produkt (a + bz) - (¢ + dz) der Polynome a + bz und ¢ + dz liegt nicht
in L, wohl aber sein Rest nach Division durch z? — 2 bzw. 22 + 1. Daher
ist (a + bx) * (¢ + dz) ein Element von L. Mit dem erweiterten euklidischen
Algorithmus kann zu allen Elementen # 0 in L ein beziiglich % inverses
Element berechnet werden. Es kann leicht nachgepriift werden, dass in L mit
+ und * alle Rechenregeln eines Korpers erfiillt sind.

Wir berechnen nun z % z, das Quadrat von x in L. Nach Definition ist z * x
der Rest von 7z - z = 22 nach Division durch z? — 2 bzw. 22 + 1, also 2 bzw.
—1. Das heifit: € L ist eine Wurzel aus 2 bzw. —1! Es gibt also sowohl eine
Wurzel aus 2 als auch eine aus —1, wir haben sie soeben konstruiert. Wir
schreiben daher

V2 bzw. i anstatt z

und

Q[v2] bzw. Q[i] anstatt L.

Alle Elemente von L koénnen eindeutig in der Form a 4+ bz mit a,b € Q
angeschrieben werden, in der neu eingefiihrten Schreibweise somit in der Form
a + bv/2 bzw. a + bi. Damit kann prézisiert werden, was mit Aufgaben wie
zum Beispiel

Berechne und vereinfache (3-v2 —2) - (V2 + 2)!
gemeint ist, ndmlich:

Berechne rationale Zahlen a und b so, dass(3-v/2—2)-(v/242) = a+bv/2 ist!
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3.4. Rechnen mit Wurzeln und anderen algebraischen Zahlen

In einer Programmiersprache wird man die Elemente von L durch Paare von
rationalen Zahlen darstellen, also (a,b) anstatt a + bz oder a + by/2 bzw.
a + bi schreiben. Die Summe und das Produkt zweier solcher Zahlenpaare
ist dann
(a,6) + (c;d) = (a+ ¢, b+ d),
(a,b) * (c,d) = (ac + 2bd, ad + bc) bzw. (ac — bd, ad + bc) .

Die Zahlen 1 (= 1 + 02) und v/2 bzw. i (= 0 + 1) werden dann durch die
Zahlenpaare (1,0) und (0, 1) dargestellt. Insbesondere ist

(0,1)* = (2,0) bzw. (—1,0).

Division in Q[v/2] bzw. Q[i]

Wir schreiben in diesem Abschnitt y fiir 2 bzw. —1 und L fiir Q[v/2] bzw.
Q[4].

Das Polynom z? — y ist in Q[z] irreduzibel, das heifit, es kann nicht als
Produkt von zwei Polynomen in Q[z] kleineren Grades geschrieben werden.
Daher ist ggT(z? — y,a + bx) = 1, fiir alle a,b € Q (mit a # 0 oder b # 0).

Kann in L dividiert werden? Anders formuliert: Gibt es zu allen Polynomen
0#f:=a+ bxr € Lein Polynom g € L mit g x f =17

Weil 22 — y irreduzibel ist und f # 0 den Grad 1 hat, muss
99T (2> —y, f) = 1 sein. Wir kénnen daher mit dem erweiterten Euklidischen
Algorithmus Polynome u, v € Q[z] berechnen mit

w- (2 —y)+v-f=1.

Der Rest von u - (2% — y) + v - f nach Division durch z? — y ist daher 1,
andererseits (weil u - (2% — y) 4+ v - f die Summe eines Vielfachen von z? — y
und von v - f ist) ist er auch gleich dem Rest von v - f nach Division durch
1?2 — y, also gleich v * f. Daher ist v * f = 1. Sei r € L der Rest von v
nach Division durch z? — y, dann ist v = m - (z? — y) + r und (r = 0 oder
grad(r) < 2). Somit folgt

l=vxf=m-(2>—y)+r)xf=rx*f
und r = f~! € L. Daher ist L ein Kérper.

Seien f und ¢g Elemente von L und f # 0. Den Nenner von ]% wurzelfrei
machen bedeutet also, die eindeutig bestimmten rationalen Zahlen a und b
mit g * f~' = a + bx € L zu berechnen. Die Uberlegungen oben zeigen, dass
das immer moglich ist. Aufgaben wie
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3.5. Lineare Differenzengleichungen

1 e
»Mache den Nenner von - o7 d wurzelfrei!

(wobei ¢ und d rationale Zahlen sind, von denen mindestens eine nicht 0 ist)
sollten daher (ebenso einfach, aber genauer) in der Form

,Berechne rationale Zahlen a und b so, dass m = a+ b2 ist!®

gestellt werden.

In der Vorlesung Algebra wurde gezeigt, dass wie oben mit Nullstellen belie-
biger irreduzibler Polynome mit Koeffizienten in Q gerechnet werden kann.

Beispiel. Sei h := 2% —2 € Q[z] und f := 2% 4+ z + 2. Wir schreiben /2 fiir
die Nullstelle z von % in L =: Q[+/2]. Dann ist

f*(—;xQ—l—l):leL

also

1 1
7R
VA4 2 +2 2

3.5 Lineare Differenzengleichungen

Mit ,linearen Differenzengleichungen* kénnen viele Probleme der Wirtschaft,
der Technik und der Naturwissenschaften modelliert werden. Eines der be-
kanntesten Beispiele fiir eine lineare Differenzengleichung ist die folgende
Aufgabe (Fibonacci-Differenzengleichung): Finde alle Folgen von reellen Zah-
len (fo, fi, fos f3, - - .) mit den Eigenschaften fy = 0, fi = 1 und fiir alle natiirli-
chen Zahlen j ist fj1o = fit1 + f;.

Das einfachste Beispiel fiir eine Differenzengleichung ist aber die, die das
Wachstum des Guthabens auf einem Sparbuch mit fest vereinbaren Zinsen
ist: Mit K,, bezeichnen wir das Guthaben nach n Jahren. Mit der Bank
wird der Zinssatz ¢ oder der Aufzinsungsfaktor ¢ := ¢ 4+ 1 vereinbart. Dann
verspricht die Bank fir alle n: K, 11 = ¢ - K,,. Die Losungsmenge der ent-
sprechenden Differenzengleichung ist die Menge aller Vielfachen der geome-
trischen Folge (¢")nen-

Differenzengleichungen haben Eingang in die Lehrpline der Hoheren Schu-
len gefunden, zum Beispiel in den Lehrplan des 3. Jahrganges der Hoheren
Lehranstalt fiir Elektrotechnik und in den Lehrplan der 8. Klasse der AHS
(,Beschreiben von Systemen mit Hilfe von ... Differenzengleichungen®). Das
Thema ,,Differenzengleichungen® eignet sich auch sehr gut, um im Schulun-
terricht Anwendungen des Rechnens mit Polynomen aufzuzeigen.
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3.5. Lineare Differenzengleichungen

Folgen und ihre Darstellung

Eine Folge in R ist eine Funktion von N nach R. Folgen kénnen auf verschie-
dene Weise dargestellt werden:

In der Funktionsschreibweise
[ N=R, j= f(j),

zum Beispiel

5 21 107 39
N R, jrs —ogt 2048 70520 %05 1
[N ;] YRR AR ARE

oder

als Familie mit Indexmenge N

(fo, fis fos oo - o) = (fj)jen = (f(J))jen

zum Beispiel (1,2,—-1,1,2,...) = (—%j4 + %j?’ — %jQ -+ %j +1)jen
oder

durch ein Stabdiagramm, zum Beispiel

Gibt man von einer Folge nur die ersten sieben, acht (oder auch fiinf Mil-
liarden) Folgenglieder an, zum Beispiel (2,4,0,1,3,—3,5,...), so ist es der
Phantasie der Leser/innen tiberlassen, die Punkte ... zu deuten. Es gibt dann
beliebig viele Moglichkeiten fiir die weiteren Folgenglieder.

Wie kann man eine Folge eindeutig durch endlich viele Daten definieren?
Zwei Moglichkeiten dafiir sind:
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e Man gibt ein Verfahren an, mit dem fiir jede Zahl j € N das j-te
Folgenglied f(j) berechnet werden kann (explizite Form der Folge).
Zum Beispiel: Fiir alle j € N sei f(j) := j2 — 3j + 2. Oder: Fiir alle
7 € N sei f(j) der Rest von 2/ nach Division durch 5.

e Man gibt Bedingungen an, die nur von der Folge, die man beschreiben
mochte, erfillt werden (implizite Form der Folge).
Zum Beispiel: f sei die Folge mit f(0) = 0, f(1) = 1, und fur alle j € N:
fG+2)=fG+1)+10)

Solche Bedingungen mit besonders einfacher Form treten zum Beispiel
bei linearen Differenzengleichungen auf.

Definition von linearen Differenzengleichungen

Eine lineare Differenzengleichung (der Ordnung n) mit n Anfangswerten ist
die folgende Aufgabe:

e Gegeben sind
— reelle Zahlen co, ¢, ..., ¢, mit ¢, # 0 (Koeffizienten der Differen-
zengleichung),
— reelle Zahlen aq, a1, ..., a,_1 (Anfangswerte) und

— eine Folge h in R.
e Gesucht ist eine explizite Form einer Folge f in R mit den Eigenschaften

— fir0<i<n-—1ist f(¢) = a; und
— fir alle j € N ist
- fU)+ea - fG+D)+.. .+ f(G+n)=h().
Eine solche Folge f heifit Losung der Differenzengleichung. Wenn h = 0 ist,

heifit die Differenzengleichung homogen, sonst inhomogen.

Bemerkung. Wir konnen eine lineare Differenzengleichung als System linea-
rer Gleichungen mit ,junendlich vielen Unbekannten und unendlich vielen
Gleichungen® mit ,, guten Eigenschaften“ auffassen:

fi)=a; fir 0<i<n-—1

und
c-f(0) + c-f() + c2-f(2) + -f(3) + . = h(0)
o f1) + a-f2) + - fB) + ... = h(1)
co-f(2) + ea-f(3) + . = h(2)
co-f(3) + . = h(3)
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3.5. Lineare Differenzengleichungen

Dabei sind f(0), f(1), f(2), ... die ,Unbekannten“. Man erhélt jede Gleichung
aus der vorangegangenen, indem man die Koeffizienten c, ..., ¢,,um eine
Stelle nach rechts verschiebt*.

Losungen - Existenz und Eindeutigkeit

Gibt es immer eine Losung einer linearen Differenzengleichung (der Ordnung
n mit n Anfangsbedingungen) und - wenn ja - ist sie eindeutig bestimmt?
Diese Frage ist leicht zu beantworten: Sind reelle Zahlen aq, ..., a,_1,

Co, C1, - - -, Cp Mit ¢, # 0, und eine Folge h gegeben, dann gibt es genau eine
Folge f so, dass

e f(i)=a;,0<i<n-—1und
e - f(j)+a - fU+D)+. ...+ - f(+n)=1h(j), jeEN,
ist.

Wir konnen diese Folge f induktiv berechnen, dabei sehen wir zugleich, dass
f durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt ist:

o f(0)=aqag, ..., f(n—1)=a,,

o f(n)=c'-(h(0)—co-f(O)—c1-f(1)— ... —cp1-f(n—1))
o fln+)=ct- (M) —co- f(1) =1 f(2) = ... = ca1 - f(n))

o f(n+2)=c - (h(2)—co - f(2)—c1-fB)—...—co1-f(n+1))
o f(n+3)=...

Beispiel. Sei f(0) =0, f(1) = 1 und fir alle j € N sei
fG+2)—f(G+1)—f(7) =0. Dann ist

e f(0)=0, f(1) =1

o fQ)=f(1)+/(0)=1
* f3)=f(2)+ /(1) =2
¢ f(4)=7B)+[(2)=3
o f(5)=f(4)+f(B)=5
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3.5. Lineare Differenzengleichungen

o [(6)=f(5)+[(4)=8
o f(T)=F(6)+f(5) =13

Diese Folge heif3t Folge der Fibonacci-Zahlen.

Beschreibung von Differenzengleichungen mit dem Shift-Operator
Sei f eine Folge in R. Fiir ¢ € N sei

st f
die Folge in R mit der Eigenschaft:

fiir alle j € Nist (s % f)(j) :== f(j + £).

Die Folge
s % f = (fo, for1, frrar - )

erhélt man also aus der Folge

f = (f07f17f27 .- -);

indem man alle Folgenglieder ,,um ¢ Stellen nach links verschiebt®. Der Buch-
stabe s steht fir ,shift*“

Beispiel.
f=(01,2,-1,1,2,...)

sxf=(2,-1,1,2,...)
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3.5. Lineare Differenzengleichungen

Fiir p:=Y",¢;s' und f € F sei

n

prfi=> c(s'xf)eF.

i=0
Also: fiir alle 57 € N ist

n

(pxf)) =D af(+1).

1=0

In Worten formuliert: Man erhélt die Folge p x f, indem man fiir 0 < i < n
die Folge ¢;f ,um 7 Stellen nach links verschiebt* und schliellich diese n + 1
Folgen summiert.

Wir kénnen nun auf eine neue Weise formulieren, was eine lineare Differen-
zengleichung ist: Eine lineare Differenzengleichung (der Ordnung n) mit n
Anfangswerten ist die folgende Aufgabe:

e Gegeben sind
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3.5. Lineare Differenzengleichungen

— ein Polynom 0 # p € R[s] mit grad(p) = n,
— reelle Zahlen ag, a1, ..., a,_1 (Anfangswerte) und
— eine Folge h in R.
e Gesucht ist eine explizite Form einer Folge f in R mit den Eigenschaften
— fir0<i<n-—1ist f(i) = a; und
—pxf=h.

Beispiel. Die durch s? — s — 1 und 0 gegebene lineare Differenzengleichung
mit Anfangswerten 0,1 ist die homogene Differenzengleichung mit Anfangs-
werten 0, 1, die durch —1, —1,1 gegeben ist.

In der Vorlesung Algebra wurde der folgende Satz besprochen:

Satz. Sei f die Losung der durch ein Polynom p = Y. ,¢;s' € R[s| mit
cn # 0, eine Folge h in R und Anfangswerte ag,...,a,_1 € R gegebenen
Differenzengleichung.

Fiir j > n kann f(j) wie folgt berechnet werden:

e Dividiere s’ mit Rest durch p:
s’=mj-p+r, und [r;=0 oder grad(r;) < n].

Sei rj, der Koeffizient von r; bei s, 0<1i<n, also
n—1 )
Ty = Z sz'sl :
i=0
e Dann ist 1
@) = (mj «h)(0)+ > rj,a; .
i=0
Wenn die Differenzengleichung homogen (also h = 0) ist, ist
n—1
f(]) = Z ’rji a;
i=0

man muss in diesem Fall also nur den Rest (und nicht auch den poly-
nomialen Quotienten) von s nach Division durch p berechnen.

Die Beweisidee ist:
fG) = (s % £)(0) = ((m; - p +17) x [)(0) =
= (mj = (p* f))(0) + (r; % f)(0) = (m; = h)(0) + z_% j, @i
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3.5. Lineare Differenzengleichungen

Beispiel. Die Fibonacci-Folge f ist die Losung der durch p = s — s — 1
und f(0) =0, f(1) = 1 gegebenen homogenen linearen Differenzengleichung.
Wir berechnen das Folgenglied f(100):

Der Rest von s'% nach Division durch p ist (Berechnung in Maple 11 mit

dem Befehl rem(s'%, s? — s —1,5))
3542248481792619150755s + 218922995834555169026 .
Wegen f(0) =0 und f(1) =1 ist

f(100) = 354224848179261915075 .

Analogie zu Differenzialgleichungen

Ersetzt man den Shift-Operator in einer Differenzengleichung durch den Dif-
ferenzialoperator D, der jeder differenzierbaren Funktion f ihre Ableitung f’
zuordnet, erhélt man eine , Differenzialgleichung®.

Eine lineare Differenzialgleichung der Ordnung 1 (mit konstanten Koeffizi-
enten und vorgegebenem Anfangswert) ist die folgende Aufgabe:

e Gegeben sind reelle Zahlen a und ¢ und eine Funktion A von einem
offenen Intervall (u, v) nach R, weiters w € (u, v).

e Gesucht ist eine differenzierbare Funktion f von (u, v) nach R mit den
Eigenschaften:
ff=c-f+h und f(w)= a.

Funktionen, deren Ableitung ihr c-Faches ist, sind Vielfache der Exponenti-
alfunktion exp, mit exp, () = e. Man rechnet daher leicht nach, dass fir
h =0 und w = 0 die (eindeutig bestimmte) Losung die Funktion a - exp, ist.

Diskrete und stetige Verzinsung des Guthabens in einem Sparbuch

Wir beschreiben die Entwicklung des Guthabens in einem Sparbuch.

e Wird mit einer Bank ein Anfangskapital K €, eine Zinsperiode und ein
Zinssatz i vereinbart, dann wird der zeitliche Verlauf des Guthabens
durch eine Folge (f(n))nen beschrieben. Dabei ist f(n) € das Guthaben
am Ende der n-ten Zinsperiode. Nach Vereinbarung mit der Bank muss
f die Eigenschaften

f(0) =K

65
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und
fir alle natiirlichen Zahlen n ist f(n+ 1) = (1+ 1) - f(n)

haben. Die Losung dieser Differenzengleichung ist die geometrische Fol-
ge
(K - (14 2)")nen.

Nach n Jahren liegen also K - (1 + i)"€ auf dem Sparbuch.

e Mochte man das Guthaben zu jedem Zeitpunkt berechnen kénnen,
dann muss ein ,stetiger Zinssatz* ¢ und das Anfangskapital K € verein-
bart werden. Wir suchen in diesem Fall eine differenzierbare Funktion
f von Ry nach R mit

f(0) =K
und
=it
Dabei ist f(¢) das Guthaben in € nach t(€ R) Jahren. Die Losung
dieser Differenzengleichung ist die Funktion f mit
f(t) =K -e".
Nach t Jahren liegen also K - € auf dem Sparbuch.

Frischluftzufuhr

Beispiel 4.33 in (Timischl und Kaiser, 2005): Wdhrend einer Veranstaltung
steigt der COy-Gehalt der Luft in einem Raum von 1000m?® auf 0,1% (Vo-
lumsprozent). In einer Pause von 15 min wird Frischluft von 0,03% COs-
Gehalt zugefiihrt.

a) Auf wie viel sinkt der COy-Gehalt, wenn pro Minute 100m> Frischluft
zugefiihrt werden?

b) Welche Frischluftmenge miisste pro Minute zugefihrt werden, um am
Ende der Pause einen CO,-Gehalt von 0,04% zu erreichen?

Zur Modellbildung stellen wir uns die Fragen: Was wissen wir, was wissen
wir nicht und was suchen wir?

e Zu Beginn des Liiftungsvorgangs befindet sich 1m?3 CO, in 1000m3
Luft.
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e Beim Liiften werden in jeder Minute 100m? der Luft im Raum (also ein
Zehntel der gesamten Luft) durch 100m? Frischluft (mit 0,03m3 COs)
ersetzt.

e Wir wissen nicht, wie der Luftaustausch (innerhalb einer Minute) vor
sich geht.

o Gesucht ist der C'O,-Gehalt nach 15 Minuten.

Hier liegt eine diskrete Modellierung nahe. Wir beschreiben den Liftungs-
vorgang durch eine Folge V, dabei ist V(n) das Volumen von CO, in m? im

Raum nach n Minuten. Der gesuchte CO,-Gehalt nach 15 Minuten ist dann

V(15) V(15)
1000 bZW. T%

Fir n € N ist
Vin+1)=V(n)— V(n)/10+ 0,03 (=0,9- V(n)+0,03)
und V(0) = 1.

Losung mit CAS Maple:
V(0):=1;
for n from 0 to 14 do V(n+1) :=0.9- V(n) + 0.03 od;

V(1) = 0.93, V(15) = 0.4441237924441237924662543

Die Ergebnisse sind exakt (ohne Rundung).
Die Losung kann auch so berechnet werden:

e Die Losung der homogenen Differenzengleichung V(n+1) = 0.9- V(n)
ist die geometrische Folge (0.9"),en.

e Eine Losung der Differenzengleichung V(n+1) = 0.9 V(n) + 0.03 ist
die konstante Folge (0.3),en.

e Daher ist {(0.3),en + ¢+ (0.9")nen | ¢ € R} die Losungsmenge.
e Die Losung V mit V(0) = 1 ist die Folge (0.3),ex + 0.7 - (0.9")pen

Kontinuierliche Modellierung: Wir nehmen an, dass die Funktion W von
R>¢ nach Ry mit W(¢) := Volumen von CO, im Raum nach ¢ Minuten
differenzierbar ist. Wir interpretieren den Differenzenquotienten

V(n+1)— V(n) niherungsweise als momentane Anderungsrate von W an der
Stelle n. Dann ist W Losung der Differenzialgleichung W’ = —0,1- W40, 03
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mit Anfangswert W (0) = 1.

Der gesuchte CO,-Gehalt nach 15 Minuten ist dann % bzw. %&5)%.
Losung mit CAS Maple:

dsolve(diff (W (t),t) = —0.1- W(t) +0.03, W(0) = 1);

W(t) = 0.340.7-exp(—t/10), W (1) = 0.9333861926, W (15) = 0.4561911121

Der Fehler gegeniiber der diskreten Modellierung ist ca. 0.003 an der Stelle
1 und ca. 0.012 an der Stelle 15.
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Kapitel 4

Lineare Gleichungen, Vektoren und affine Geo-
metrie

4.1 Was sind Vektoren?

,Vektorrechnung* ist im Alltagsleben, in der Technik, den Naturwissenschaf-
ten und in der Mathematik von grofler Bedeutung. Punkte, n-Tupel von
Zahlen, Pfeile, Translationen, Funktionen, Kréfte, ... werden als Vektoren
betrachtet, wenn man sie addieren und mit Zahlen multiplizieren will.

Rechnen im Kaufhaus

Jeder Kaufmann rechnet mit Vektoren. Bietet er n Waren an, kann er den
Umsatz eines Tages (nach Wahl einer Reihenfolge der Waren und einer Men-
geneinheit fiir jede Ware) durch ein n-Tupel von (rationalen oder reellen)
Zahlen beschreiben. Die i-te Komponente dieses n-Tupels gibt an, wieviele
Einheiten der i-ten Ware verkauft wurden. Zur Berechnung des Wochenum-
satzes werden die den Tagesumsitzen (Montag bis Samstag) entsprechen-
den n-Tupel ,addiert”, zur Berechnung des durchschnittlichen Tagesumsat-
zes wird der Wochenumsatz mit der Zahl % y,multipliziert”. Sind

a = (ay,a,...,a,) und b := (by, by, ..., b,) zwei n-Tupel, dann ist ihre
Summe a + b durch

a+b::(a1+b1,a2+b2,...,an+bn)

definiert.
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Mehl | Salz | Zucker | Milch | ------
Montag 7 5 6 8
Dienstag 3 5 7 9
Mittwoch 9 5 2 4
Donnerstag 2 6 2 7
Freitag 3 8 3 7
Samstag 3 7 4 4
Woche 27 36 24 39 |-
Mittelwert 4.5 6 4 6,5 | -e---

Diese Rechenoperation erfillt die gleichen Rechenregeln wie die Addition von
rationalen Zahlen: Klammern kénnen weggelassen werden, die Reihenfolge
der Summanden spielt keine Rolle, Subtraktion ist immer moglich und die
Summe des Null-n-Tupels 0 := (0,0, ...,0) und jedes anderen n-Tupels a ist
wieder a.

Ist t eine Zahl und a ein n-Tupel von Zahlen, dann ist das ,,¢-fache von a“
oder ,,t mal a* durch

t-a:=(t-a,t-ag,...,t ay)
definiert. Dabei gilt fiir alle Zahlen s, ¢ und alle n-Tupel a, b
el-a=ua
o (st)y-a=s-(t-a)
o (s+t)-a=(s-a)+(t-a)
e s-(a+b)=(s-a)+(s-b)

Wir nennen n-Tupel Vektoren, weil n-Tupel miteinander addiert und mit
Zahlen multipliziert werden konnen und dabei die oben angegebenen Re-
chenregeln fiir Vektoren gelten.

Allgemein heifit eine Menge zusammen mit einer Addition und mit einer
Multiplikation mit (rationalen oder reellen) Zahlen Vektorraum, wenn die
oben angefiihrten Rechenregeln gelten. Die Elemente eines Vektorraums hei-
Ben Vektoren. Die Eigenschaften von Vektoren kénnen kurz so beschrieben
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werden: Vektoren konnen miteinander addiert und mit Zahlen multipliziert
werden. Dabei gelten die ,iiblichen® Rechenregeln. Man beachte, dass ein
Element fiir sich allein kein Vektor sein kann (wenn wir vom trivialen Fall
des Nullraums {0} absehen). Wenn man den allgemeinen Begriff | Vektor*
einfithren mochte, muss man also auch den Begriff Vektorraum® erkléren.
(Analog wird man das Wort , Tiroler* am einfachsten als ,, Bewohner Tirols*
erlautern und dazu sagen, was das Wort , Tirol“ bedeutet).

Multipliziert man Vektoren vy, vy, ..., v, mit Zahlen ¢, t5, ..., t, und addiert
die so entstandenen Vektoren, dann heif3t dieser Vektor

tl'?)l—f—tg'?)g"—...‘i‘tg'vg
eine Linearkombination von vy, vs,..., v, und die Zahlen t, s, ..., t, heiflen
Koeffizienten der Linearkombination.

Losungen von homogenen linearen Gleichungen sind Vektoren

Eine homogene lineare Gleichung in n Unbekannten ist die folgende Aufgabe:
Gegeben sind (rationale, reelle oder komplexe) Zahlen ay, as, . . ., a,. Gesucht
sind alle n-Tupel von Zahlen (z;, 2», ..., x,) mit der Eigenschaft

- ta-m+...+a, 1, =0.
Solche n-Tupel heilen Losungen der Gleichung.

Es gibt immer Losungen von homogenen linearen Gleichungen: Das n-Tupel
0 ist eine Losung und wenn zum Beispiel a; # 0 ist, dann sind

(t - ag,—t - a1,0,...,0) fir alle Zahlen ¢ auch Loésungen. Insbesondere ist
die Losungsmenge unendlich und es stellt sich die Frage, wie man sie durch
endlich viele Daten beschreiben kann.

Beispiel. Die Aufgabe, alle Tripel von Zahlen, deren Summe 0 ist, zu finden,
ist eine lineare Gleichung in drei Unbekannten. Die Tripel
(1,-1,0),(-3,3,0),(2,0,-2),(—5,0,5),(0,7,=7),... sind Losungen dieser
Gleichung.

Die folgenden zwei Beobachtungen sind einfach zu tiberpriifen, aber wichtig:

1. Ist z eine Losung einer homogenen linearen Gleichung und ist ¢ eine
Zahl, dann ist auch ¢ - z eine Losung.

2. Die Summe von zwei Losungen einer homogenen linearen Gleichung ist
wieder eine Losung.

71



4.1. Was sind Vektoren?

Daher ist die Losungsmenge einer homogenen linearen Gleichung ein Vektor-
raum. Ein Vektorraum kann durch eine Basis gut beschrieben werden. Die
Elemente vy, 1o, ..., v eines Vektorraums bilden eine Basis, wenn alle Ele-
mente dieses Vektorraums in eindeutiger Weise als Linearkombination von
v, U9, . .., vy geschrieben werden konnen. Die Koeffizienten ¢, &5, ..., t; einer
Linearkombination w := t; - vy + to - 19 + ... + t; - v heiflen dann Koordina-
ten von w beziglich der Basis vy, vy, ..., v,. Ein Vektorraum hat viele Basen,
aber die Anzahl der Vektoren in jeder Basis ist gleich und heif3t Dimension
des Vektorraums.

Wenn a; # 0 ist, dann ist zum Beispiel
(ag, —a1,0,...,0),(a3,0,—a1,0,...,0),...,(an,0,...,0,—a)
eine Basis der Losungsmenge der homogenen Gleichung
-1 ta-m+...+a, 1, =0.

Die Losungsmenge dieser Gleichung ist also ein n — 1-dimensionaler Vektor-
raum und gleich

{t1-(ag,—al,O,...,O)+t2-(a3,0,—a1,0,...,0)+...

...+tn_1-(an,O,...,O,—al)|t1,t2,...,tn_1 Zahlen}.

Reellwertige Funktionen sind Vektoren

Fir die Analysis ist die Verallgemeinerung des Rechnens mit n-Tupeln auf
das Rechnen mit reellwertigen Funktionen von grofler Bedeutung. Schreibt
man Funktionen f : R - R und ¢ : R — R als Familien (f(z)),eg und
(9(2)),er und addiert komponentenweise“ bzw. multipliziert
,komponentenweise” mit einer Zahl ¢t € R, dann erhélt man

f+9:R=R ze (f+9)(2):=f(z) + 9(z)

bzw.

t-f R=>R az—(t-f)(z):=1t-f(z).

Man priift leicht nach, dass alle Rechenregeln eines Vektorraums gelten. Die
Menge aller Funktionen von R nach R ist daher ein Vektorraum, also sind
auch reellwertige Funktionen Vektoren. Dieser Vektorraum ist ,,unendlichdi-
mensional®, das heif3t: er enthélt keine endliche Basis.
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.~ Graph(2sin +3 cos)

»// Graph(sin)
// .. \\
/ N \
/ : \

Graph(cos)

Abbildung 4.1: Linearkombinationen von Funktionen

Rationale, reelle und komplexe Zahlen sind Vektoren

Die Mengen der rationalen, reellen und komplexen Zahlen mit Addition und
Multiplikation (von Zahlen) bilden einen eindimensionalen Vektorraum je-
weils iiber @Q, R und C. R und C kénnen auch als (unendlich-dimensionaler)
Vektorraum iiber Q betrachtet werden, und C als zweidimensionaler reeller
Vektorraum.

Punkte sind Vektoren

Die zeichnerische Definition der Rechenoperationen auf der Zahlengeraden
(cf. Kapitel kann in natiirlicher Weise auf die Zeichenebene fortgesetzt
werden: Wir nehmen an, wir haben ein ,beliebig grofles* Zeichenblatt E und
die folgenden Zeichengerite:

e cinen ,beliebig fein gespitzten“ Bleistift,
e ein ,beliebig langes” Lineal und
e cin Dreieck.

Wir betrachten das Zeichenblatt als Menge von ,,Punkten® und wahlen einen
davon aus. Diesen ausgewahlten Punkt nennen wir Nullpunkt und bezeichnen
ihn mit 0 € E. Wir nehmen an, dass mit Lineal und Bleistift durch je zwei
Punkte eine ,Gerade” gezeichnet werden kann und dass mit Lineal, Dreieck
und Bleistift jede Gerade in jeden Punkt ,,parallelverschoben“ werden kann.

Wir iibertragen nun das Rechnen mit den Punkten einer Zahlengeraden auf
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4.1. Was sind Vektoren?

die ganze Zeichenebene: Je zwei Punkten A, B € F konnen wir wie folgt
einen dritten Punkt, den wir mit A + B bezeichnen, zuordnen:

e Falls 0, A und B nicht auf einer Geraden liegen: Zeichne eine Gerade
durch 0 und B und verschiebe sie in den Punkt A. Zeichne eine Gerade
durch 0 und A und verschiebe sie in den Punkt B. Dann sei A + B der
y,Schnittpunkt® dieser zwei Geraden.

A+ B

e Falls 0, A und B auf einer Geraden liegen, konstruieren wir A + B wie
auf einer Zahlengeraden.

Wir zeichnen eine Zahlengerade Z ein, die den Punkt A nicht enthélt. Jeder
reellen Zahl (jedem Punkt der Zahlengeraden) ¢ ordnen wir wie folgt einen
Punkt c- A zu, den wir das c-fache von A nennen: Wir verschieben die Gerade
durch 1 und A in den Punkt ¢. Den Schnittpunkt dieser Geraden mit der
Geraden durch 0 und A bezeichnen wir mit ¢ - A.

Z
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Wir nehmen an, dass die so definierten Rechenoperationen + (,,Addition von
Punkten®) und - (,,Skalarmultiplikation von reellen Zahlen mit Punkten®)
die Rechenregeln eines Vektorraums erfiillen. Dann ist die Zeichenebene F
ein Vektorraum und ihre Punkte sind Vektoren.

Wenn die Punkte 0, A und B nicht auf einer Geraden liegen, dann bilden
die Punkte A, B eine R-Basis des Vektorraums FE. Jeder Punkt wird dann
eindeutig durch das Paar seiner Koordinaten beziiglich dieser Basis beschrie-
ben, etwa A durch (1,0), B durch (0,1) und 2+ A + 3 - B durch (2,3). Die
Addition von Punkten entspricht dann der komponentenweisen Addition von
Zahlenpaaren, die Multiplikation einer Zahl mit einem Punkt der komponen-
tenweisen Multiplikation einer Zahl mit einem Zahlenpaar. Hat man also in
der Zeichenebene einen Nullpunkt und eine Basis (oder, dazu dquivalent, ein
Koordinatensystem, das sind zwei verschiedene Zahlengeraden in der Ebene,
die einander im Nullpunkt schneiden) gewéhlt, dann kann man die Zeichene-
bene und R? als gleich auffassen. Analog kann der Anschauungsraum nach
Wahl eines Nullpunktes 0 in natiirlicher Weise als Vektorraum betrachtet
werden. Wir nehmen dazu an, dass drei Punkte 0, A, B jeweils in einer , Ebe-
ne“ liegen und definieren dann A 4+ B und c - A wie oben.

Translationen (Pfeilklassen) sind Vektoren

Sei im folgenden V die Zeichenebene oder der Anschauungsraum, die oder
den wir nach Wahl eines Nullpunkts 0 als Vektorraum betrachten. Sei v € V.
Dann heifit die Funktion

ty: V>V, z—zx+4+0,
Translation oder Verschiebung um v in V. Es ist v = ¢,(0). Sei
T(V)={t,|ve V}

die Menge aller Translationen in V. Die Hintereinanderausfithrung zweier
Translationen ist wieder eine Translation, fir v, w € V ist

by Oty = tyyw = tw O Ly .
Mit der Hintereinanderausfihrung als Addition und mit
Cc -ty = tu

fiir Zahlen ¢ und Translationen ¢, ist T'( V) ein Vektorraum (,, Translationen
sind Vektoren*“).

In der Umgangssprache verwenden wir das Wort Pfeil fiir verschiedene Ob-
jekte: Wegweiser, Verkehrszeichen, Pfeile zum Bogenschieflen usw.
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Wien 500 km >

|

Hier bezeichnen wir ein Paar (A, B) € V x V von Punkten in V als Pfeil in
V' mit Anfangspunkt A und Endpunkt B.

Ein Pfeil enthdlt mehr Information als eine Menge von zwei Punkten (die
durch eine Strecke, die diese Punkte verbindet, dargestellt werden kann).
Die ,,Zusatzinformation® ist die Reihenfolge der Punkte: es gibt einen ersten
und einen zweiten Punkt (an der Spitze des Pfeils).

B

/1/4‘,3}

B

%,B)

Sei B € V. Der Graph der Translation ¢z ist die Menge
{(A,A+B)|AecV}CVxV,

also eine Menge von Pfeilen in V. Fiir je zwei Pfeile (P, P'), (@, Q') im Gra-
phen einer Translation gilt: P’ — P = @' — (. Da Funktionen von V nach
V' durch ihren Graphen eindeutig bestimmt sind, kann man eine Translation
auch als eine ,Menge aller Pfeile in V', die gleich lang, parallel und gleich
orientiert sind“, definieren (siehe z. B. |Gotz und Reichel, 2012, Seite 230).
Zwei solche Mengen addieren bedeutet dann, die entsprechenden Translatio-
nen hintereinander auszufiithren

(Graph(s) + Graph(t) := Graph(s o t) = Graph(t o s)).
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e N
//?+\

Graph () Graph (1)

Ortsvektoren

Ist V ein Vektorraum, so heiflen die Elemente des Produktraums {0} x V
Ortsvektoren. Der Ortsvektor (0,v) kann durch einen Pfeil von 0 nach v
dargestellt werden. Ist V' der Vektorraum der Punkte der Zeichenebene, so
wird diese Darstellung dann gewéhlt, wenn nicht klar ist, beziiglich welchem
Nullpunkt die Punkte als Vektoren betrachtet werden. Wenn nur ein Koor-
dinatensystem in die Ebene gezeichnet wurde, ist aber offensichtlich, wo der
Nullpunkt liegt und das Zeichnen von Pfeilen statt Punkten ist nicht sinnvoll.
Wenn aber zwei Vektorrdume (mit verschiedenen Nullpunkten) in dieselbe
Ebene gezeichnet werden (z.B. die Vektorraume der Kréfte, die an zwei ver-
schiedenen Punkten angreifen), dann ist die Verwendung von Ortsvektoren
sinnvoll.

Wirkt eine Kraft in einem bestimmten Punkt 0, so beobachtet man zum
Beispiel, dass eine Masse im Punkt 0 sich nach einer Sekunde im Punkt A
befindet. Diese Beobachtung wird durch das Punktepaar (0, A), also durch
einen Pfeil, beschrieben. Man stellt weiter fest, dass die Wirkung von zwei
zugleich im Punkt 0 angreifenden Kréften /' und G nicht von der Wirkung
der ,Resultierenden” F' + G zu unterscheiden ist
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F+G (Resultierende)

und dass Krafte mit Zahlen multipliziert werden kénnen. Diese Zuordnun-
gen von zwei Kriften auf ihre Resultierende und von einer Kraft und einer
Zahl auf eine Kraft erfiillen die Rechenregeln eines Vektorraums. Daher sind
Krafte Vektoren. Zu beachten ist aber, dass nur Krafte, die im selben Punkt
angreifen, einen Vektorraum bilden. Zwei Krafte, die an den Enden eines
Waagebalkens angreifen, diirfen nicht addiert werden (siehe zweites Bild un-
ten), sie befinden sich in zwei verschiedenen Vektorraumen.

A

Ist der Angriffspunkt 0 der Kréfte fest gewahlt, konnten die Krafte statt
durch Pfeile (0, A) und (0, B) auch einfach durch die Punkte A und B be-
schrieben werden. Die Resultierende dieser Kréfte entspricht dann der Sum-
me der Punkte 4 und B (nach Wahl des Nullpunktes 0). Durch Verwendung
von Pfeilen wird aber der Angriffspunkt in Erinnerung gerufen, was vor al-
lem dann sinnvoll ist, wenn auf ein Blatt mehrere Kréfte mit verschiedenen
Angriffspunkten gezeichnet werden.

Das néchste Bild zeigt eine Anwendung der Vektorrechnung in der Technik:
Durch Zerlegung einer Kraft (z.B. zeichnerisch) in eine Summe zweier Kraf-
te kann bestimmt werden, wie sich eine Last auf einer Briicke auf die zwei
Briickenpfeiler verteilt.
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Gerichtete Grofien

In Physik und Technik werden Vektoren oft als ,, gerichtete Groflen® definiert.
Dieser Begriff setzt mehr Struktur voraus als nur ,,Addition“ und ,,Multipli-
kation mit Zahlen®.

Sei V ein Vektorraum uber den reellen Zahlen. Eine Norm auf V ist eine
Funktion
[ :V =R, v,

mit den Eigenschaften:

(1) Es gilt ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0 ist.

(2) Fiir alle c € R und alle v € V ist ||cv| = |¢| ||v]| .

(3) Fir alle v,w € V ist [[v + w|| < ||v]] + ||Jw] .
V' zusammen mit einer Norm heift normierter Raum.
Es seien w € V und v € V, v # 0 . Die Menge

{c-v]ceR, ¢>0}
ist eine Richtung in V. Die Menge
{u+c-v|ceR, ¢>0}

ist eine Halbgerade in V' mit Anfangspunkt u und Richtung v.

Sei V ein normierter Raum. Zu jeder nicht-negativen Zahl a € R und jeder
Richtung
H:={cw|ceR, ¢>0}
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gibt es genau ein Element w € H mit ||w|| = a, und zwar o * v- Also ist
jeder Vektor in einem normierten Raum durch Richtung und Betrag eindeutig
bestimmt. Eine ,, gerichtete Grofie” ist daher ein Element eines normierten
Raums.

Die Linge des Pfeils (A, B) in einem normierten Raum V ist ||B — A| und
die Richtung des Pfeils ist {c- (B — A) | ¢ € R, ¢ > 0}.

Eine Empfehlung fiir den Schulunterricht

Der allgemeine Begriff ,Vektor® kann erst nach dem Begriff ,Vektorraum*
eingefithrt werden kann, so wie der Begriff | Tiroler* erst nach dem Begriff
,» Lirol“ eingefithrt werden kann. Die Eigenschaften von Vektoren kénnen kurz
so beschrieben werden: Vektoren kénnen miteinander addiert und mit Ska-
laren multipliziert werden. Dabei gelten gewisse Rechenregeln.

Im Schulunterricht geniigt es aber, den einfachsten und zugleich wichtigsten
Spezialfall von Vektorrdumen zu betrachten: den Vektorraum der n-Tupel,
die man je nach Schreibweise auch als Zeilen oder Spalten einfithren kann.
Das ist auch deshalb sinnvoll, weil jeder endlichdimensionale Vektorraum zu
diesem isomorph ist. Nach Wahl einer Basis in einem endlichdimensionalen
Vektorraum wird jeder Vektor eindeutig durch seine Koordinatenspalte be-
schrieben.

Es ist nicht sinnvoll, Vektoren als ,Pfeile* oder ,,Groflen mit Betrag und
Richtung® einzufiihren. Mit Pfeilen werden auch Objekte (zum Beispiel Dre-
hungen im Raum) dargestellt, die keine Vektoren sind. Daher: Nicht jeder
Vektor ist ein Pfeil und nicht jeder Pfeil ist ein Vektor!

4.2 Lineare Gleichungen, Geraden und Ebenen

Lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten und Geraden in der
Ebene

Ein wichtiger Unterschied zwischen linearen Gleichungen mit einer und mit
zwei Unbekannten ist, dass die Losung bei linearen Gleichungen in einer
Unbekannten eindeutig ist (wir sehen von Sonderfillen wie ,,Finde alle Zahlen
z so, dass 0 -z = 0 ist“ ab), bei jenen mit zwei Unbekannten aber die
Losungsmenge unendlich ist. Die Frage, wie man diese unendliche Menge
durch endlich viele Daten darstellt, muss sehr sorgfiltig behandelt werden.

Eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten ist die folgende Aufgabe:
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e (Gegeben sind drei reelle Zahlen a, b und ¢, wobei mindestens eine der
Zahlen a oder b nicht 0 ist.

e (esucht ist eine ,,gute Beschreibung® der Lisungsmenge

L(a,b;c) = {(z,y) |az + by = c} CR®.
Im Weiteren schreiben wir fiir diese Aufgabe kurz ,,die Gleichung ax+by = c¢*

Was bedeutet eine ,gute Beschreibung® der Losungsmenge? Da L(a, b; ¢)
eine unendliche Menge ist, ist nicht von vorne herein klar, wie man sie durch
endlich viele Daten beschreiben kann. Die folgenden zwei Beobachtungen sind
einfach zu iiberpriifen, aber wichtig:

(1) Kennt man (irgend)eine Losung der Gleichung
axr + by = ¢
dann erhélt man alle Losungen, indem man zu dieser alle Losungen von
ar + by = 0 addiert.
Also: Ist (r,s) (irgend-)eine Losung der Gleichung az + by = ¢, dann
" L(a,b;c)={(r,s) + (u,v) | (u,v) € L(a, b;0) } .
(2) Ist (u,v) eine Losung von
ar + by =0
und ist ¢ eine Zahl, dann ist auch ¢ - (u, v) := (tu, tv) eine Losung,.

Wir bestimmen zuerst L(a, b;0):

e Das Zahlenpaar (—b, a) ist eine Losung von az + by = 0, daher (nach
Beobachtung 2) auch alle Vielfachen davon. Daher ist

{t-(=b,a)|t € R} C L(a,b;0).

e Alle Losungen von az + by = 0 sind Vielfache von (—b, a), d.h.
L(a,b;0) C {t-(=b,a)|t € R}.

Denn: Wenn (u, v) eine Losung von az+by = 0 ist, dann ist au+bv = 0.
Wenn dann a # 0 ist, dann ist u = 2(—b) und v = Za, also ist
v

(u7 U) = E ) (_b7 CL)

ein Vielfaches von (—b, a). Wenn a = 0 ist, muss b # 0 sein und
(u,v) = =% - (—b, a) ist wieder ein Vielfaches von (—b, a).
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e Daher ist L(a, b;0) = {t-(—b,a)|t € R}.
Wir koénnen nun leicht L(a, b; ¢) bestimmen:

e Wenn a # 0 bzw. b # 0 ist, ist (£,0) bzw. (0, {) eine Lésung von
ar + by = c.
e Nach Beobachtung 1 ist
L(a,b;c) = {(r,s) + (u,v) | (u,v) € L(a, b;0)},
wobei (r,s) = (£,0) oder (r,s) = (0, 7) ist.
Wie kann man dieses Ergebnis geometrisch interpretieren?
Wenn wir in der Ebene ein Koordinatensystem wéahlen (ob rechtwinkelig oder
nicht spielt dabei keine Rolle) kénnen wir Zahlenpaare als Punkte und die
Ebene als Vektorraum R? auffassen. Eine Gerade in einem Vektorraum ist
ein eindimensionaler affiner Unterraum. Das heifit: die Gerade durch (0,0)
und (—b, a) ist (der eindimensionale Untervektorraum) {¢ - (—b, a) |t € R}.

Die Losungsmenge von az + by = 0 ist also eine Gerade durch (0,0), die
Loésungsmenge von ax + by = c ist die dazu parallele Gerade durch (r, s).

Man nennt dann die Gleichung ax + by = ¢ eine implizite Form dieser Ge-
raden und die Darstellung der Geraden durch einen ihrer Punkte und einen
von (0, 0) verschiedenen Punkt der dazu parallelen Geraden (also in der Form
{(r,s) +t-(=b,a)|t € R}) eine Parameterform der Geraden. In beiden
Féallen wahlt man einen unbestimmten Artikel (eine implizite Form, eine Pa-
rameterform), weil beide nicht eindeutig bestimmt sind.

Beispiel. Die Losungsmenge L(1,—2;0) der linearen Gleichung z — 2y =0
ist die Gerade {¢-(2,1) | t € R}, die Losungsmenge von = — 2y = 3 bzw.

r — 2y = —3 ist die dazu parallele Gerade {(3,0) + ¢ - (2,1) | t € R}
bzw. {(=3,0) + ¢ - (2,1) | t € R}. Zu beachten ist, dass wir keine einzige
Rechenoperation ausfiihren mussten, um diese Gleichungen zu lésen!

(2,1)

(-3,0) (0,0) (3,0)
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Geometrisch bedeutet ,eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten losen*
also, von einer impliziten Form einer Geraden (der Lésungsmenge) zu einer
Parameterform tiberzugehen. Der umgekehrte Weg von einer Parameterform
zu einer impliziten Form ist ebenso einfach: Ist die Gerade durch die Parame-
terform {(r,s)+t-(c,d) |t € R} gegeben, dann ist die Gleichung dz —cy = 0
eine implizite Form der dazu parallelen Geraden durch 0. Wir miissen nur
noch die 0 auf der rechten Seite durch eine andere Zahl so ersetzen, dass (7, s)
eine Losung dieser Gleichung wird. Also: Eine implizite Form der Geraden
{(r,s)+t-(c,d)|t € R} ist dv — cy = dr — cs.

Systeme von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten

Ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten ist die fol-
gende Aufgabe: Gegeben sind (rationale, reelle, komplexe) Zahlen a, b, ¢, d, e, f.
Finde alle Zahlenpaare (z,y) so, dass az + by = ¢ und dz + ey = f ist!
Kurzsprechweise: Lose das Gleichungssystem ax + by = ¢, dzx + ey = f!
Diese Aufgabe wird mit der Strategie des erlaubten Umformens gelost.

Die elementaren Umformungen ,vertausche die zwei Gleichungen®, ,multi-
pliziere eine Gleichung mit einer Zahl # 0“und ,ersetze eine Gleichung durch
die Summe oder Differenz dieser und der anderen Gleichung“ verandern die
Losungsmenge nicht.

Man versucht, durch mehrfaches Ausfithren dieser Umformungen zu einem
der folgenden Systeme von zwei linearen Gleichungen zu kommen (das ist
immer moglich):

o z =, y=d. Indiesem Fall ist {(¢/,d")} die Losungsmenge.
e d/x+b'y=c,0=1.In diesem Fall gibt es keine Losung.

e d/x+by=c,0=0.In diesem Fall ist die Losungsmenge
{(p,q) + t.(=V',a’)|t € R}, dabei ist (p, ¢) irgendein Zahlenpaar mit
ap+bqg=c.

Die notigen elementaren Umformungen und deren Reihenfolge sind nicht
eindeutig bestimmt und sollten Schiilerinnen und Schiilern auch nicht vor-
geschrieben werden. Das Einfithren von Begriffen wie ,Einsetzungsmetho-
de® oder ,,Gleichsetzungsmethode® ist daher tiberfliissig und sollte vermieden
werden.

Geraden im Raum

Eine Gerade im R? ist ein eindimensionaler affiner Unterraum, also durch
einen ihrer Punkte (a, b, ¢) und einen Punkt (d, e, f) # (0,0, 0) gegeben. Eine
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Parameterform ist {(a, b, ¢)+t-(d, e, f)|t € R}. Eine implizite Form ist ein
System linearer Gleichungen mit drei Unbekannten, dessen Loésungsmenge
diese Gerade ist. Man priift leicht nach, dass (falls d # 0 ist) zum Beispiel

ex —dy = ea — db, fr — dz = fa — dc

eine solche implizite Form ist.

Ebenen im Raum

Eine Ebene im R3 ist ein zweidimensionaler affiner Unterraum, also durch
einen ihrer Punkte (a, b, ¢) und zwei linear unabhéngige Punkte (d, e, f) und
(g, h,i) der dazu parallelen Ebene durch (0,0,0) gegeben. Eine Parameter-
form ist

{(a,b,c)+t-(d,e,f)+u-(g,h,9)|t,ucR}.

Eine implizite Form davon ist eine lineare Gleichung mx 4+ ny + pz = ¢ mit
drei Unbekannten, deren Losungsmenge diese Ebene ist. Das Zahlentripel
(m,n,p) ist (irgend)eine Losung des Systems

dm+en+ fp =0, gm+ hn +ip = 0,

von zwei homogenen linearen Gleichungen (mit den Unbekannten m,n, p).
Fir ¢ wird dann am + bn + cp gewéahlt.

Ist die ,,Punkt-Pfeil-Addition* eine Addition?

Der folgende Zugang zur Geometrie der Ebene und des Raumes ist meines
Erachtens fiir den Schulunterricht zu schwierig. Wir besprechen ihn aber,
weil er in manchen Schulbiichern noch verwendet wird.

Zu je zwei Punkten A, B € V gibt es genau eine Translation ¢ mit ¢(A) = B.
Diese Translation wird oft mit AB bezeichnet. Wegen B = A + (B — A) ist
AB = tg_,, die Translation, die 0 auf B — A abbildet.

Sei C' ein Punkt in V. Manchmal wird C + ¢ statt ¢(C') geschrieben und das
Anwenden von t auf C als ,,Addition des Punktes C' und des Pfeiles AB¢
bezeichnet. Die triviale Aussage ,Wendet man die Translation, die den Punkt

A in den Punkt B iberfihrt, auf A an, dann erhalt man B“ wird dann zur
,Rechenregel* A + AB = B.

Da eine Addition iiblicherweise je zwei Elementen einer Menge ein drittes
zuordnet (etwa zwei Zahlen eine dritte, zwei n-Tupeln ein drittes, ... ) und
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gewisse Rechenregeln (wie z.B. das Kommutativgesetz) erfiillt, halte ich die
Verwendung der Bezeichnung ,,Addition“ fiir das Anwenden einer Transla-
tion auf einen Punkt fiir ungiinstig. Dem Verwenden von ,Punkten“ und
,Vektoren*“ bzw. ,Pfeilen” in der Geometrie der Zeichenebene und des An-
schauungsraums liegt aber ein sinnvolles mathematisches Konzept zugrunde,
das des affinen Raums.

Sei V' die Zeichenebene oder der Anschauungsraum und 7'(V') der Vektor-
raum der Translationen von V. Wir verzichten dabei auf die Wahl eines
Nullpunktes in V', also konnen wir Punkte (die Elemente von V') nicht mehr
miteinander addieren und auch nicht mit Zahlen multiplizieren. Die Trans-
lationen werden nicht wie oben tiber die Addition von Punkten definiert,
sondern als vorgegeben betrachtet, ebenso die Struktur von 7'(V') als Vek-
torraum. Dann ist V' mit

T(V)xV =V, (t,x) — t(z),
ein affiner Raum tiber T'(V).

Mochte man also in der Zeichenebene keinen ,,Nullpunkt® wahlen, kann man
sie als affinen Raum betrachten. Dann muss man zwischen Punkten (€ V)
und Vektoren (€ T'(V')) unterscheiden. Punkte kénnen dann nicht addiert
werden, aber Vektoren konnen addiert werden und auf Punkten ,wirken*.
Sobald aber z.B. Koordinatenachsen eingezeichnet werden (und damit ihr
Schnittpunkt als Nullpunkt ausgewdhlt wird), ist die Zeichenebene selbst ein
Vektorraum und die Verwendung von Pfeilen iiberfliissig. Fiir den Schulun-
terricht ist die (mathematisch elegantere) Betrachtung der Zeichenebene als
affiner Raum meines Erachtens zu schwierig. Es ist einfacher, in der Zei-
chenebene gleich ein Koordinatensystem zu wéhlen (und damit auch einen
Nullpunkt) und sie so als Vektorraum der Paare reeller Zahlen aufzufassen
(ein Punkt wird mit dem Zahlenpaar seiner Koordinaten identifiziert).

Geraden in affinen Raumen

Wir betrachten den Anschauungsraum und die Zeichenebene nach Wahl eines
Nullpunktes 0 als Vektorraum. Es sei P ein von 0 verschiedener Punkt. Die
Gerade durch 0 und P ist die Menge aller skalaren Vielfachen von P. Die
Gerade durch zwei Punkte P und @ erhalt man, indem man die Gerade
durch 0 und @ — P in den Punkt P verschiebt, also ist sie gleich

{(P+c-(Q—P)|ceR}.
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Sei ¢ die Translation, die P auf @ abbildet (¢(P) = Q, t =tg_p). Firce R
ist dann
(ct)(P) = teg-p)(P) =P+ ¢c(Q—P).
Daher ist
{(ct)(P) | c € R}

die Gerade durch P und (). Wird die Ebene als affiner Raum betrachtet,
dann kann die Gerade durch P und @ (ohne die Verwendung der Addition
von Punkten) durch {(ct)(P) | ¢ € R} angegeben werden, P heifit dann
Aufpunkt und die Translation ¢ Richtungsvektor der Geraden.

-0)(P)

(2t)(P)

P+t=t(P)

Manchmal werden (nach Wahl eines Nullpunktes 0) statt der Punkte P € E
die Pfeile

—

P:=(0,P)e {0} x E
und die Rechenoperationen

(0,P)+(0,Q) :=(0,P + Q)

und

t-(0,P):=(0,t-P)
betrachtet. Die Gerade

{(P+t-(Q—P)|teR}C{0} xE

ist dann eine Menge von Pfeilen und nicht, wie es der geometrischen Vorstel-
lung néaher liegt, eine Menge von Punkten.
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4.3 Geometrisches Losen von Linearen Programmen

Was ist Lineare Optimierung?

In der Linearen Optimierung betrachtet man Aufgaben wie die folgende: Eine
Firma stellt aus 3 Rohstoffen A, B und C zwei Produkte P und Q her. Von
A bzw. B bzw. C sind 28 bzw. 32 bzw. 40 Tonnen verfiigbar. Fiir je ein Stiick
von P bzw. Q werden gebraucht:

A B C
P 1kg 2kg bHkg
Q 4kg 4kg 2kg

Der Gewinn fiir ein Stiick von P bzw. Q betragt 4 bzw. 5 Euro. Wie vie-
le Stiick von P und von Q soll die Firma produzieren, um einen moglichst
groflen Gewinn zu erzielen?

Um diese Aufgabe mathematisch zu modellieren, legen wir zuerst fest, was
wir suchen. Gesucht sind zwei Zahlen: die Stiickzahlen von Produkt P und
von Produkt Q. Dann lesen wir aus dem Text ab, welche Bedingungen diese
Zahlen erfiillen sollen. Weiters miissen wir Annahmen iiber die ,,Gewinnfunk-
tion* treffen. Also:

e Gesucht ist ein Zahlenpaar (p, q) € R?, das angibt, wieviele Stiick von
P bzw. Q hergestellt werden sollen.

e Dieses Zahlenpaar (p, ¢) muss die folgenden Bedingungen erfiillen:

— p+4q < 28000, 2p +4q < 32000, 5p + 2¢q < 40000,
weiters p > 0 und ¢ > 0, weil p und ¢ als Stiickzahlen nicht
negativ sein konnen. Die Menge der Zahlenpaare (p, q), die diese
Bedingungen erfiillen, nennen wir den zuldssigen Bereich dieser
Optimierungsaufgabe.

— Der Gewinn soll méglichst grofl sein, d.h.: wenn wir mit G die
Funktion von R? nach R bezeichnen, die jedem Zahlenpaar (z, y)
den Gewinn (in Euro) bei Produktion von z Stiick von P und y
Stiick von Q zuordnet, dann soll fiir alle (z, y) aus dem zulassigen
Bereich G(z,y) < G(p, q) sein.

e Wenn wir annehmen, dass die Funktion G linear ist, dann ist
G(z,y) = 4z + by fir alle Zahlenpaare (z, y), also soll das Zahlenpaar
(p, q) im zuldssigen Bereich so gewahlt werden, dass 4p +5¢ groBtmog-
lich ist.
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Ist die Annahme, dass die Gewinnfunktion linear ist, sinnvoll? Diese Annah-
me bedeutet, dass sich der Gewinn verdoppelt, verdreifacht, ..., wenn man
die Produktion verdoppelt, verdreifacht, ... . Jede Firma weif}, dass das in der
Regel nicht der Fall ist. Wenn der Markt mit einem Produkt ,,iiberschwemmt
wird, verfallt der Preis. Wenn die Gewinnfunktion linear ist, dann muss der
Gewinn bei gleichzeitiger Produktion von p Stiick von P und ¢ Stiick von Q
die Summe der Gewinne nach der Produktion von p bzw. ¢ Stiick von P bzw.
Q sein. Auch das ist nicht immer so. Wenn die Kunden zum Beispiel das Pro-
dukt P besser als das Produkt Q empfinden, dann kann die Produktion von
P den Absatz von Q beeintrichtigen. Die Annahme, dass die Gewinnfunk-
tion linear ist, ist jedoch unter gewissen Umstidnden sinnvoll. Zum Beispiel,
wenn die Abnahme der Produkte von vorneherein gesichert ist. Oder, wenn
nur kleine Verdnderungen der Produktion geplant sind. Die Annahme, dass
der Gewinn um 2 Prozent steigt, wenn die Produktion um 2 Prozent erhoht
wird, scheint realistisch zu sein.

Nattirlich geht es in der linearen Optimierung nicht nur darum, Gewinne von
Firmen zu maximieren. Ebenso kénnen mit diesen Methoden Aufgaben ge-
l6st werden, in denen der Verbrauch von Energie und Rohstoffen minimiert
werden soll oder moglichst viele Arbeitsplétze geschaffen werden sollen.

Das Thema ,Lineare Optimierung® ist aus mehreren Griinden gut fiir den
Schulunterricht geeignet:

e Man kann damit zeigen, dass Mathematik in der Wirtschaft gebraucht
und verwendet wird.

e Man kann Schiilerinnen und Schiilern damit nahebringen, dass ein gutes
Verstéandnis von linearen Gleichungen und linearen Ungleichungen sehr
nitzlich ist.

e Es ist gut geeignet, mathematische Modellierung einzutiiben und sich
kritisch mit den Méglichkeiten und Grenzen der Modellbildung ausein-
anderzusetzen.

e Wenn man sich auf zwei Unbekannte beschrankt, braucht man nur we-
nige Vorkenntnisse (und zwar iiber lineare Gleichungen, Ungleichungen
und lineare Funktionen).

Im Folgenden wird die graphische Methode zur Losung von Aufgaben der
linearen Optimierung mit zwei Unbekannten dargestellt. Dieses Verfahren
kann mit wenig Aufwand unterrichtet werden kann, falls vorher ein gutes
Verstandnis von linearen Gleichungen und Ungleichungen (mit zwei Unbe-
kannten), sowie von linearen Funktionen vermittelt wurde.
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Lineare Ungleichungen mit zwei Unbekannten

Eine lineare Ungleichung mit zwei Unbekannten ist die folgende Aufgabe:

e (Gegeben sind drei reelle Zahlen a, b und ¢, wobei mindestens eine der
Zahlen a oder b nicht 0 ist.

e (esucht ist eine ,,gute Beschreibung® der Ldisungsmenge

Lia,b;< ¢):={(2,y)| ax + by < c} CR?.

Im Weiteren schreiben wir dafiir kurz ,,die Ungleichung az + by < c*.

Die folgenden drei Beobachtungen sind einfach zu iiberpriifen, aber wichtig:

e Kennt man (irgend)eine Losung der Gleichung
ar + by = ¢
dann erhélt man alle Losungen der Ungleichung
ar + by < ¢,
indem man zu dieser alle Losungen der Ungleichung
ar + by <0
addiert.
e Ist (u,v) eine Losung von
axr + by <0
und ist ¢ eine nicht-negative Zahl, dann ist auch ¢ - (u, v) eine Losung.

e Die Summe von zwei Losungen von
ax + by <0
ist wieder eine Losung.

Nach diesen Beobachtungen kénnen wir leicht eine gute Beschreibung von
L(a, b; < ¢) finden:

e Esist L(a,b;0) C L(a,b;<0) und (—a,—b) € L(a, b; < 0).
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e Nach der zweiten und dritten Beobachtung ist daher

L(a,b;<0)={s-(—a,—b)+t-(=b,a)|s € Ry, t € R}.

e Wenn (m,n) eine Losung von az + by = c ist, folgt aus der ersten
Beobachtung , dass

L(a,b;< c¢)={(m,n)+s-(—a,—b)+1t-(=b,a)|s € Rsg, t € R}
ist.

Geometrisch formuliert bedeutet das: L(a, b; < 0) ist die Halbebene mit Rand
L(a, b;0), die (—a,—b) enthalt. L(a,b;< ¢) ist die Halbebene mit Rand
L(a, b; ¢), die (m,n) + (—a, —b) enthilt.

Beispiel. Die Losungsmenge L(1, —2; < 0) der linearen Ungleichung

z — 2y < 0 ist die Halbebene mit Rand {¢-(2,1) | t € R}, die den Punkt
(—1,2) enthalt. Die Losungsmenge der Ungleichung = — 2y < —3 ist daher
die Halbebene mit Rand

die den Punkt (—4,2) enthalt.

(-1,2)

(2,1)

(-3,0) (0,0)

Niveaulinien linearer Funktionen

Zur Erinnerung: Eine lineare Funktion f von R? nach R ist eindeutig durch
die Funktionswerte von (1,0) und (0,1) bestimmt: wenn f(1,0) = a und
f£(0,1) = b ist, dann ist
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Sei nun
fR* =R, (z,y) — az + by

eine lineare Funktion, die nicht die Nullfunktion ist, also a # 0 oder b # 0.
Fir ¢ € R sei
f7He) = A(z,y) eR*|az + by = ¢}

die Menge aller Paare in R?, deren Funktionswert beziiglich f gleich ¢ ist.
Diese Mengen heiflen Niveaulinien (oder Urbilder) von f. Die Niveaulinie
f7(c) ist also die Losungsmenge der Gleichung az + by = c. Somit sind
die Niveaulinien von f zueinander parallele Geraden, insbesondere sind alle
parallel zu

F7HO)={t-(=b,a)|t €R}.
Beispiel. Die Urbilder von —3 bzw. 0 bzw. 3 beziiglich

f R R, (r,y)—2—2y
sind die Losungsmengen der linearen Gleichungen

x — 2y = —3 bzw. 0 bzw. 3

(2,1)

(-3,0) (0,0) (3,0)

Sei f : R? — R eine lineare Funktion und w € R? so, dass f(w) # 0 ist.
e Wenn f(w) >0, ¢,d € Rund ¢ < d ist, dann ist
fle-w)=c-flw) < d-f(w) = f(d-w).

Verschiebt man also die Gerade f~'(0) in Richtung eines Punktes mit
positivem Funktionswert (beztiglich f), dann nimmt der Funktionswert
der Punkte auf den verschobenen Geraden zu.
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e Wenn f(w) <0, ¢,d € Rund ¢ < d ist, dann ist
fle-w)=cf(w)>d-f(w)=f(d-w).

Verschiebt man also die Gerade f~!(0) in Richtung eines Punktes mit
negativem Funktionswert (beztiglich f), dann nimmt der Funktionswert
der Punkte auf den verschobenen Geraden ab.

Lineare Optimierung mit zwei Unbekannten

Ein lineares Programm auf R? ist die folgende Aufgabe:

e (Gegeben sind endlich viele lineare Ungleichungen mit zwei Unbekann-
ten und eine lineare Funktion f : R? — R. Die Funktion f nennt man
Zielfunktion, den Durchschnitt der Losungsmengen aller linearen Un-
gleichungen nennt man den zuldssigen Bereich.

e Gesucht ist ein optimaler Punkt, das ist ein Zahlenpaar im zuldssi-
gen Bereich mit grofitmoglichem (oder kleinstmoglichem) Funktions-
wert beziiglich f.

Der zulédssige Bereich ist Durchschnitt von Halbebenen. Er kann leer, ein
Punkt, eine Halbgerade, eine Gerade, eine Halbebene, ein spitzer Kegel (in
der Ebene), ein konvexes Vieleck oder die Summe eines spitzen Kegels (in
der Ebene) und eines konvexen Vielecks sein.

'//ﬁm

Ein optimaler Punkt kann graphisch wie folgt bestimmt werden:

e Fir jede lineare Ungleichung ax + by < c¢ zeichne die Gerade
L(a,b;c) ={(z,y)|az + by = c}
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ein. Wéhle dann irgendeinen Punkt (u, v), der nicht auf dieser Geraden
liegt, und berechne au + bv. Wenn diese Zahl kleiner als c¢ ist, dann
liegt dieser Punkt auf der Halbebene L(a, b; < ¢). Sonst ist L(a, b; < ¢)
die Halbebene, die (—u, —v) enthalt.

e Bestimme durch Zeichnung den Durchschnitt dieser Halbebenen, den
zuléssigen Bereich. Falls er leer ist, gibt es keinen optimalen Punkt.
Wir nehmen daher im Folgenden an, dass der zulassige Bereich nicht
leer ist.

Beispiel. Als Losungsmenge des Systems

x + 4y < 28000
2z 4+ 4y < 32000
5z 4+ 2y < 40000
—z <0
-y <0

linearer Ungleichungen erhalten wir den folgenden umrandeten Bereich:

(0,7000)

(40004,6000)

(6000,5000)

\

(0,0) (8000,0)

e Zeichne das Urbild von 0 beziiglich der Zielfunktion. Dieses ist eine
Gerade in R? durch (0,0), wir nennen sie Z.

e Wir verschieben Z zunéchst so, dass die verschobene Gerade Z’ einen
Punkt des zulassigen Bereichs enthalt.
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e Wihle einen Punkt R, dessen Funktionswert beziiglich der Zielfunktion
positiv ist (0.E.d.A. nehmen wir an, dass die Zielfunktion nicht die
Nullfunktion ist).

(0,0)

e Wenn wir ein Mazimum suchen, dann verschieben wir Z’ so lange in
die Richtung von (0,0) nach R, wie noch ein zuldssiger Punkt auf der
verschobenen Geraden liegt. Die Funktionswerte beztiglich der Zielfunk-
tion der Punkte auf den Geraden werden dabei immer grofler.

— Falls das beliebig weit moglich ist, gibt es keinen optimalen Punkt.

— Sobald das nicht mehr moglich ist, ist jeder Punkt des zuléssigen

Bereichs, der dann noch auf dieser Geraden liegt, ein optimaler
Punkt.
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(0,0

e Wenn wir ein Minimum suchen, dann verschieben wir Z’ in die andere
Richtung und gehen analog vor.

/ [y

Wir l6sen nun das lineare Programm aus der Einleitung:

r + 4y < 28000, 2z + 4y < 32000, S5z + 2y < 40000, —x <0, —y <0,
4z + 5y maximal

Das Urbild von 0 beziiglich der Zielfunktion ist die Gerade
Z = {t-(=5,4) | t € R}. Diese Gerade enthéalt bereits einen Punkt des
zuléssigen Bereichs, namlich (0,0). Werten wir die Zielfunktion zum Beispiel
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in (1, 1) aus, erhalten wir die positive Zahl 9. Also verschieben wir die Gerade
Z solange in der Richtung von (0,0) nach (1,1), wie die verschobene Gera-
de noch Punkte des zuldssigen Bereichs enthélt. Schliellich liegt nur noch
der Punkt (6000,5000) auf der verschobenen Geraden. Also ist der Gewinn
maximal, wenn 6000 Stiick von Produkt P und 5000 Stiick von Produkt Q
hergestellt werden.

(0,7000)

J
™ 1%400016000)

(6000,5000)

\

(0y (8000,0)

N

Bemerkung. Aus den Uberlegungen oben folgt unmittelbar: Wenn es einen
optimalen Punkt gibt, dann ist mindestens einer der Randpunkte des zulas-
sigen Bereichs ein optimaler Punkt. Das gilt auch fiir lineare Programme auf
R™ mit n > 3 und ist die Grundlage fir den Simplezalgorithmus zu ihrer
Losung (siehe zum Beispiel (Schrijver} |1998))).
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Kapitel 5

Abstand und Winkel

5.1 Das Skalarprodukt als ,,Oberbegriff* von Abstand
und Winkel

In der Geometrie wird durch die Vorgabe eines Skalarproduktes auf einem
endlich-dimensionalen (zumeist 2- oder 3-dimensionalen) reellen Vektorraum
der ,richtige Rahmen* fiir die euklidische Geometrie geschaffen. Viele Satze
der Geometrie konnen so sehr einfach bewiesen werden. Die Einfithrung des
Begriffs Skalarprodukt ist zu jener der Begriffe Abstand und rechter Winkel
daquivalent. Fiir den Schulunterricht bedeutet das, dass ein Skalarprodukt
auf der Ebene durch die Wahl eines ,rechtwinkeligen Koordinatensystems*
festgelegt wird.

Was ist ein Skalarprodukt?

Im Weiteren bezeichnet V einen reellen Vektorraum.

Nach Wahl einer Basis in einem beliebigen endlich-dimensionalen Vektor-
raum V' kann jeder Vektor als Spalte (oder Zeile) aufgefasst werden und
die Rechenoperationen in V' entsprechen genau den komponentenweisen Re-
chenoperationen im Vektorraum R"™. Der Vektorraum R”™ ist daher nicht
nur das einfachste, sondern auch das allgemeinste Beispiel fiir einen endlich-
dimensionalen Vektorraum.

Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V ordnet je zwei Vektoren
v,w in V eine reelle Zahl v - w zu, und zwar so, dass die folgenden Bedin-
gungen erfillt sind:

e fiir alle Vektoren v, w in V ist v-w = w - v (,ein Skalarprodukt ist
symmetrisch®),

e fiir alle Vektoren u, v, w in V und alle reellen Zahlen ¢, d ist
(cu+ dv) - w = c(u-w)+ d(v-w) (,ein Skalarprodukt ist bilinear®),

e fiir alle Vektoren v # 0 ist v - v > 0 (,ein Skalarprodukt ist positiv
definit*).
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Ein Skalarprodukt auf V ist also eine Funktion von V x V nach R, die sym-
metrisch, bilinear und positiv definit ist.

Die Funktion R” x R" — R, die jedem Paar (a, b) von n-Tupeln reeller Zah-
len die Zahl > 7, a;b; zuordnet, ist ein Skalarprodukt auf R". Dieses heif3t
das Standardskalarprodukt auf R™. Es gibt aber auch viele andere Skalarpro-
dukte auf R".

Skalarprodukte spielen auch in der Analysis eine wichtige Rolle, zum Beispiel
im Zusammenhang mit Fourierreihen oder numerischen Approximationsver-
fahren. Ist C(]0, 1]) der Vektorraum aller stetigen Funktionen von [0, 1] nach
R, dann ist durch

frg= [ @)

(fiir alle Funktionen f und ¢ in C([0,1])) ein Skalarprodukt auf C([0,1])
definiert.

Wir nehmen nun an, dass auf V ein Skalarprodukt gegeben ist und wéhlen
eine Basis (v, v, ..., v,) von V. Weil das Skalarprodukt bilinear ist, ist das
Skalarprodukt der zwei Vektoren w := 3", ¢;v; und w := Z}Ll d;v; dann

n n

u-w = (zi:l Civi) . (zﬁ: djvj) = ZZ cidj(vi . Uj) .

i=1j=1

Um das Skalarprodukt zu berechnen, geniigt es also, die Skalarprodukte v; - v;
der Basisvektoren zu kennen. Die Matrix

(Vi - vj)1<ig<n »

deren Koeffizienten diese Zahlen sind, heifit Gram’sche Matriz des Skalarpro-
duktes beziiglich der Basis (vy, v, ..., v,). Das Skalarprodukt ist durch die
Vorgabe dieser n? Zahlen eindeutig festgelegt. Umgekehrt definiert aber nicht
jede quadratische Matrix ein Skalarprodukt. Dazu muss eine solche Matrix
symmetrisch und positiv definit sein. Eine reelle n x n-Matrix A ist positiv
definit, wenn fiir alle n-Spalten = # 0 die Zahl 2" Az positiv ist.

Beispiel. Die Gram’sche Matrix des Standardskalarproduktes auf R? beziig-
lich der Standardbasis ((1,0), (0,1)) ist

o)
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Man prift leicht nach, dass durch die Vorgabe v, - v; = 1, wenn ¢ = j
ist, und v; - v; = 0, wenn ¢ # j ist, auf V ein Skalarprodukt definiert wird.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist dann das Standardskalarprodukt ihrer
Koordinaten-n-Tupel beziiglich der Basis (v, vg, ..., v,).

Mithilfe eines Skalarproduktes auf V' kann man leicht die Begriffe Abstand
und rechter Winkel auf V' definieren:

e Der Abstand zwischen v € V und w € V ist die Zahl
|lv — w|| := \/(v—w)-(v—w) .

Da ein Skalarprodukt positiv definit ist, kann (v — w) - (v — w) nicht
negativ sein, also kann aus dieser Zahl die Wurzel gezogen werden.

e Statt ||v—0]| schreiben wir einfach ||v|| und nennen diese nicht-negative
reelle Zahl die Norm von v.

e Die Geraden in V durch 0 und v und durch 0 und w stehen zueinander
normal (orthogonal), wenn v - w = 0 ist.

e Zwei Geraden in V stehen zueinander normal (orthogonal), wenn die
dazu parallelen Geraden durch 0 zueinander normal stehen.

Wahl eines Skalarproduktes auf der Zeichenebene

Auf der Zeichenebene (die man nach Wahl eines Nullpunkts als Vektorraum
auffasst) wird ein Skalarprodukt durch die Wahl eines ,,rechtwinkeligen Koor-
dinatensystems* festgelegt: Man wéhlt auf der Ebene ein Koordinatensystem,
das sind zwei Zahlengeraden, die einander in ihrem Nullpunkt O schneiden.
Damit kénnen wir jeden Punkt der Ebene als Zahlenpaar auffassen. Wir
wahlen die Koordinatenachsen so, dass sie dem entsprechen, was wir uns
unter ,zueinander normal stehen® vorstellen. Mit v und w bezeichnen wir
die Punkte mit den Koordinaten (1,0) und (0,1). Nun wihlen wir das Ska-
larprodukt so, dass seine Gram’sche Matrix beziiglich der Basis (v, w) die
Einheitsmatrix ist. Dann ist das Skalarprodukt auf der Zeichenebene eindeu-
tig festgelegt und ist das Standardskalarprodukt, falls wir die Zeichenebene
mit dem gewahlten Koordinatensystem als Vektorraum R? auffassen:

(a,b)-(c,d) = (av+ bw) - (cv + dw) = ac + bd.

Die Koordinatenachsen stehen dann auch in dem oben definierten Sinn zu-
einander normal.
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w R w-w

1 vew = w-v
A

0| 1 v

Abbildung 5.1: Wahl eines rechtwinkeligen Koordinatensystems in der Ebene.

Ein Skalarprodukt in der Physik

In der Physik wird manchmal vom ,,Skalarprodukt® von Vektoren verschiede-
ner Vektorrdume gesprochen. Wir zeigen an Hand eines Beispiels, was damit
gemeint ist.

Wir betrachten ein Schiff, das von einem Auto auf der zum Ufer paralle-
len Strafle fluBaufwarts gezogen wird. Entlang des vom Schiff zuriickgelegten
Weges in Richtung s wirkt konstant die gerichtete Kraft F'. Wir mochten je-

Abbildung 5.2: Ein Schiff, das von einer zum Ufer parallelen Strafle aus fluf3-
aufwérts gezogen wird.

dem Paar (Weg, Kraft) die ,,Arbeit“ zuordnen, die verrichtet wird, wenn die
Kraft entlang des vorgegebenen Weges wirkt. Diese Zuordnung soll bilinear
sein und 0 Nm betragen, wenn Kraft und Weg zueinander normal stehen und
1Nm, wenn die Kraft 1N parallel zum Ufer 1m lang wirkt. Wir betrach-
ten dazu die zwei Vektorraume der Wege und der (konstanten) Kréfte und
wahlen jeweils eine Basis:
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e W sei der ,Vektorraum der Wege®, in dem wir die folgende Basis (s, $2)
wéhlen:

s1 Weg 1m parallel zum Ufer,

sy Weg 1 m normal zum Ufer.

e F seider ,Vektorraum der (konstanten) Krafte“, in dem wir die folgen-
de Basis (F}, Fy) wéhlen:

Fy Kraft 1N parallel zum Ufer,
F5 Kraft 1 N normal zum Ufer.

e Die ,Arbeit“ in Nm wird dann durch die durch
A(Flasl) = 17 A<F1782) :Oa A(F2751) :07 A<F2782) = 17
eindeutig festgelegte bilineare Funktion A : 7 x W — R beschrieben.

Wenn wir sowohl die Wege als auch die Krafte durch Koordinatenspalten
beziiglich der gegebenen Basen darstellen, wird die Arbeit durch das Stan-
dardskalarprodukt auf R? beschrieben. Um vom ,,Skalarprodukt eines Weges
mit einer Kraft“ sprechen zu kénnen, miissen wir aber erst in beiden Vek-
torrdumen eine Basis auswéahlen. Ohne den Bezug auf diese Basen hat die
Sprechweise vom , Skalarprodukt eines Weges mit einer Kraft* keinen Sinn.

Vom Skalarprodukt zum Satz von Pythagoras

Wenn auf einem reellen Vektorraum ein Skalarprodukt gegeben ist, konnen
die meisten Sétze der euklidischen Geometrie sehr einfach bewiesen werden.
Man nennt daher einen endlich-dimensionalen reellen Vektorraum mit Ska-
larprodukt auch einen euklidischen Raum. Das ist der ,richtige Rahmen®, in
dem euklidische Geometrie betrieben werden kann.

Um den Satz von Pythagoras herzuleiten, wahlen wir zwei Punkte v und w
auf den Koordinatenachsen eines rechtwinkeligen Koordinatensystems. Dann
ist v - w = 0. Wir berechnen nun einfach das Quadrat des Abstandes von v
AV

lv—wlP=(w—-w)-v-—w)=v-v—w-v—v-wt+w-w=|v|*+|w|?

und haben den Satz von Pythagoras bewiesen.
Um den Satz von Thales herzuleiten, wahlen wir zwei Punkte v und w, die
denselben Abstand zu 0 haben. Die Gerade durch v und w und die Gerade

101



5.1. Das Skalarprodukt als ,,Oberbegriff“ von Abstand und Winkel

0 o] v —v 0 v

Abbildung 5.3: Satz von Pythago- Abbildung 5.4: Satz von Thales.
ras.

durch —v und w stehen genau dann zueinander normal, wenn die dazu par-
allelen Geraden durch 0 zueinander normal stehen. Diese sind die Geraden
durch 0 und w — v und durch 0 und w + v. Wegen

(w—v) - (w—(=v)=(w—0v) - (wt+v)=w w—v-v=]w| = =0

stehen diese Geraden zueinander normal.

Vom Satz von Pythagoras zum Skalarprodukt

Anstatt die Begriffe Abstand und rechter Winkel mithilfe eines Skalarpro-
duktes zu definieren und dann damit den Satz von Pythagoras zu beweisen,
kann man auch umgekehrt vorgehen: Wir nehmen nun an, dass wir die Begrif-
fe Abstand und rechter Winkel und den Satz von Pythagoras schon kennen
(zum Beispiel aus der Elementargeometrie).

Der Abstand AB zweier Punkte A = (ay, ap) und B = (by, by) im R? ist dann
nach dem Satz von Pythagoras

AB = \/(bl — )%+ (by — a2)?,

das ist dieselbe Zahl wie der oben definierte Abstand ||A — B||. Wie prift
man nach, ob fiir zwei Punkte C' = (¢, ¢) und D = (dy, dy) in R? die Gerade
durch 0 und C' und die Gerade durch 0 und D zueinander normal stehen?
Nach dem Satz von Pythagoras ist

/COD rechter Winkel < CD° =0C "~ +0D° <
S(a—di) 4+ (—d)?=(+c)+(df +d5) & crdi + cady = 0
Diese zwei Geraden stehen also genau dann zueinander normal, wenn

Cldl + ngg =0
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B .= (bl, bg)

|0y — ap]

A= (ay, az) (b1, ap)

b1 — a1

Abbildung 5.5: Entfernungen in Richtung der Koordinatenachsen.

C = (Cl, CQ)

D = (dl, dg)

Abbildung 5.6: Vom Satz von Pythagoras zum Skalarprodukt.

ist. Das motiviert die Definition des Skalarproduktes von C' und D durch

C-D:= Cldl + ngg.

Fu3punkt des Lotes und Winkel

Sind v und w zwei Vektoren eines euklidischen Raumes V', so nennt man den
Schnittpunkt der Geraden ¢ durch 0 und v mit der dazu normal stehenden
Geraden durch w den Fuf$punkt des Lotes von w auf die Gerade g. Dieser
Punkt von ¢ muss ein Vielfaches cv von v sein. Die Zahl ¢ kann leicht berech-
net werden, denn es muss v - (w — cv) = 0 sein. Daraus folgt v-w = ¢(v - v).
Der Fufipunkt des Lotes von w auf die Gerade g ist also ¥ v. Ist nun 2z
irgendein anderer Punkt von ¢, dann bilden die drei Punkte z, w und der
FuBpunkt des Lotes “*v ein rechtwinkeliges Dreieck. Der Abstand von w
zu z ist die Lange der Hypothenuse dieses Dreiecks, also grofler oder gleich
dem Abstand von w zum Fuflpunkt des Lotes. Der FuSpunkt des Lotes von
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w — Ccv
CU

0

Abbildung 5.7: Fulpunkt des Lotes.

w auf die Gerade ¢ ist daher der eindeutig bestimmte Punkt von ¢, der den
kleinsten Abstand zu w hat.

Wir haben bisher nur rechte Winkel betrachtet, der FuSpunkt des Lotes er-
moglicht nun die Berechnung beliebiger (nicht-orientierter) Winkel mit Hilfe
des Skalarproduktes: Der Winkel zwischen zwei Halbgeraden (mit Anfangs-
punkt 0) R>gv und Rsow ist die Lange des kiirzeren der zwei Kreisbogen,
in die der Einheitskreis (mit Mittelpunkt 0) durch diese zwei Halbgeraden
unterteilt wird. Es ist 0 < a < 7 bzw. 0° < a < 180°. Mit v/ bzw. w’ be-
zeichnen wir die Schnittpunkte von R>ov bzw. R>ow mit dem Einheitskreis.
Dann ist

o W

v

Abbildung 5.8: Berechnung beliebiger (nicht-orientierter) Winkel mit Hilfe
des Skalarproduktes.

[w'[| =1 = [lv']], w = [lw]| w" und v = [[v] v/
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und (v"- w')v" ist der Fupunkt des Lotes von w’ auf die Gerade durch 0 und
v. Die Zahl v’ w’ ist durch « eindeutig bestimmt, wir nennen sie cos(«), den

Cosinus von a. Aus cos(a) =0 - w' = rof iy erhalten wir

v-w = cos(a)|[v]| [[w]].

Diese Beziehung wird manchmal auch verwendet, um das Skalarprodukt zu
definieren.

5.2 Lineare Regression: Eine Anwendung des Skalar-
produktes in der Statistik

Lineare Regression mit (homogenen) linearen Funktionen

Fiir Lineare Regression mit (homogenen) linearen Funktionen ist die Matrix

X Xy - Ty
Y2 - Un
gegeben. Wir nehmen dabei an, dass die Eintrage in der ersten Zeile zunéchst

paarweise verschieden sind und schreiben x fiir die erste und y fir die zweite
Zeile. Man sucht eine reelle Zahl £ so, dass gilt:

y =kz, also: y; =kx;, 1 <1 <n.

Im oberen Beispiel von Abbildung [5.9 existiert eine solche Zahl &, im unteren
nicht. Die gegebene Matrix kann man geometrisch auf zwei Arten interpre-
tieren:

e Entweder betrachtet man ihre n Spalten (mit je zwei Eintragen) und
stellt diese durch n Punkte im R? dar (siche dazu die Bilder in der
linken Halfte von Abbildung ,

e oder man betrachtet ihre 2 Zeilen und stellt diese durch 2 Punkte im
R™ dar (siche dazu die Bilder in der rechten Hélfte von Abbildung [5.9).

Die Idee der Methode der kleinsten Quadrate, die fur diese Aufgabe eine
moglichst gute Naherungslosung findet, ist: Wenn y nicht auf der Geraden
durch 0 und z liegt, dann gibt es keine exakte Losung. Ersetze dann y durch
jenen Punkt kx auf der Geraden durch 0 und z, der y am néchsten liegt.
Also durch den Punkt kz mit der Eigenschaft, dass

ly — kall = /(31 — k)2 + ... + (9o — ha,)?
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Die n Spalten als Punkte im R? Die 2 Zeilen als Punkte im R"
dargestellt. dargestellt.
(i, i),
(xia yz)
° . Yy
. ° T kx
0

Abbildung 5.9: Zwei Arten der geometrischen Interpretation der Daten z und
Y.

minimal ist (dabei haben wir das Standardskalarprodukt auf R” gewéhlt). Da

die Wurzelfunktion monoton wachsend ist, ist \/ (1 — kz )2+ ..o+ (Yo — kxy)?
genau dann minimal, wenn die Summe der ,Fehlerquadrate*

(y1 — kx )2 + ...+ (yn — k)

minimal ist.
Der Punkt kz ist der Fulpunkt des Lotes von y auf die Gerade durch 0 und
z, daher ist

n
k_l"l/_ i=1LiYi
= =N 2
L-x =11

Im linken Bild bedeutet (y; —kz1)?+. . .+ (4, — kx,,)* die Summe der Quadrate
der ,Vertikalabstande“ |y; — kz;|. Es kann aber dort geometrisch nicht erklart
werden, warum diese Summe minimal werden soll und nicht zum Beispiel die
Summe der Normalabstéande (siehe rechtes Bild in Abbildung oder von
deren Quadraten. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung der linearen Regression
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(i, i) (i, vi)

Abbildung 5.10: Vertikalabstande (links) und Normalabsténde (rechts).

und weiterer Querverbindungen zwischen Stochastik und Linearer Algebra
siehe (Gobels, 1996)), (Meyer, [2004)), (Schulte-Mattler und Tysiakl 2003) und
(Pauer, 2012).

Interpolationsaufgaben

Wir betrachten die folgenden Interpolationsaufgaben: Gegeben sind
e Funktionen fi,..., fy von R nach R,
e paarweise verschiedene reelle Zahlen zy, ..., 2, € R und
e reelle Zahlen vy, ..., y, € R.

Gesucht sind reelle Zahlen ¢y, ..., ¢ so, dass die Funktion f := le cif; die
Bedingungen

f($1>:y17 f(1’2):y2, R f(%):yn
erfullt.

hn

o [

451 40) T3 Ty

Durch die Funktionen fi,...,f, wird der ,Typ®“ der Interpolationsaufgabe
vorgegeben. Die reellen Zahlen xy, ..., x, heiflen Stitzstellen, die reellen Zah-
len yy, ..., y, Werte der Interpolationsaufgabe. Die gesuchte Funktion f heifit
interpolierende Funktion. Wir suchen also eine Funktion f des vorgegebenen
Typs so, dass die Funktionswerte von f in den Stiitzstellen die vorgegebenen
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Werte der Interpolationsaufgabe sind. Anders formuliert: Wir suchen Zahlen
1, ..., C S0, dass

h(m)er + () +. ..+ film)a = n
him)a+ b))+ ...+ film)a =y
filzn)a + fz(l"n)'0.2.+ ot felm) e = Z/n

ist. Das ist ein System von n linearen Gleichungen mit k£ Unbekannten
Cly...,Ck.

Beispiel 1 (Interpolation durch affine Funktionen). Wenn f; die Identitét
(also die Funktion, die jeder Zahl sich selbst zuordnet) und f, die konstante
Funktion 1 (also die Funktion, die jeder Zahl die Zahl 1 zuordnet) ist, dann
suchen wir eine Funktion f := ¢ f; + cafo mit

(f(IZ) :) cla:¢+cz:yi, 1§z§n

In diesem Fall schreiben wir wie tiblich k statt ¢; und d statt ¢y. Dann ist f
die Funktion, die jeder reellen Zahl z die Zahl f(2) := k.z + d zuordnet. Um
die Zahlen k und d mit den Eigenschaften

kx+dl = g

kx,+d1 = 1y,

zu finden, miissen wir ein System von n linearen Gleichungen mit zwei Un-
bekannten l6sen.

Beispiel 2 (Interpolation durch Polynomfunktionen). Wenn die gegebenen
Funktionen fi, ..., fi, die Potenzfunktionen vom Grad 0 bis £ — 1 sind, dann
ist die gesuchte Funktion f eine Polynomfunktion vom Grad k — 1, also

f:R—HR,z|—>cl+c2.z+...+ck.zk’1.

Wir suchen reelle Zahlen ¢, co, ..., ¢ mit der Eigenschaft, dass
cl+a:102+...—|—x1k_lck = N
o+t ol =y,

ist, miissen also ein System von n Gleichungen mit £ Unbekannten losen.
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Systeme linearer Gleichungen ohne Lésung

Das System

film)a +A@m)e+. ..+ film)a = n

fl@m)a +hm)e+. ..+ film)a = w

Alm)e + f(w)e + .o+ fillza)or = Yo
von n linearen Gleichungen mit den Unbekannten ¢y, ..., ¢; kann auch in der
Form

fi(z1) Je(m1) Y1
& : TG : =1 :1|

fi(z) i)\

oder, mit den Abkiirzungen

n fi(z)
y:=|: und fi(x) := : 1 <i <k,

Yn fi(wn)

kurz als i
Z Cifi<X) =Yy
=1

angeschrieben werden. Diese Schreibweise legt es nahe, das System linearer
Gleichungen als die folgende Aufgabe zu interpretieren: Schreibe die Spalte
y als Linearkombination 3% | ¢;fi(x) der Spalten fi(x), 1 < i < k. Das ist
aber nur dann moglich, wenn y in dem von den Spalten fij(x), 1 < i < k,
erzeugten Untervektorraum U (des Vektorraums aller Spalten) enthalten ist.
Wenn das nicht der Fall ist, ist dieses System linearer Gleichungen nicht
losbar.

Im Fall von Beispiel 1 (Interpolation durch affine Funktionen) ist U die von

1 I
1:=|: und x:=

1 Ty,
erzeugte Ebene.

Im Fall von Beispiel 2 (Interpolation durch Polynomfunktionen vom Grad
< k) ist U der von
1 I Qflki
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erzeugte Vektorraum.

Wenn die Interpolationsaufgabe einerseits eine Situation beschreibt, von der
man weif}, dass es eine Losung gibt, andererseits die Aufgabe aber nicht 16sbar
ist, weil y mit Mess- oder Rundungsfehlern behaftet ist, liegt es nahe, dass
y ,eigentlich® ein Element von U sein sollte. Wir erzwingen die Losbarkeit
der Aufgabe, indem wir y durch eine Spalte y’ in U ersetzen!

Wie sollen wir diese Spalte y’ aber wahlen? Am einfachsten ist es, y’ in U
so zu wahlen, dass der Abstand zwischen y’ und y moglichst klein ist. Wir
suchen also ein Element des Vektorraums (im Fall von Beispiel 1 der Ebene)
U so, dass der Abstand |y’ — y|| zwischen y und y’ so klein wie moglich
ist. Wir miissen uns nun aber entscheiden, welchen Abstand wir meinen:
wir wihlen den (durch das Standardskalarprodukt auf dem R"™ induzierten)
euklidischen Abstand im R", also

n

Iy =yl = | Dyl —w:)?.

i=1

Fiir positive reelle Zahlen a und b ist a < b genau dann, wenn a? < b? ist.
Daher ist der ||y’ —y|| genau dann minimal, wenn die Summe >, (! — v;)?
der ,,Fehlerquadrate® minimal ist.

Genau dann ist der Abstand zwischen y’ und y kleiner oder gleich dem
Abstand zwischen y und jedem anderen Element z von U, wenn die Gerade
durch y’ und y normal zum Untervektorraum U steht. Das folgt leicht aus
dem Satz von Pythagoras:

U

Das Dreieck mit den Eckpunkten y’, y und z hat bei y’ einen rechten Win-
kel. Der Abstand zwischen y und z ist die Lange der Hypotenuse, also grofier
oder gleich der Lange einer Kathete, also dem Abstand zwischen y und y’.
Die Gerade durch y’ und y steht genau dann normal zu U, wenn alle Skalar-
produkte von y — y’ mit den erzeugenden Spalten von U gleich 0 sind. Fiir
y' = 3%, ¢ifi(x) € U muss also gelten:

(y—y) filx)=0,1<;<k.
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Anders geschrieben:

doalfix)-fix) =y-fix), 1<j<k.

1=1

Wenn wir dieses System von k linearen Gleichungen mit £ Unbekannten
1, ..., Cg l6sen, dann erhalten wir die ,,anndhernd interpolierende Funktion

[= Z?:l cifi-

Lineare Regression mit affinen Funktionen

Im Fall von Beispiel 1 (Interpolation mit affinen Funktionen) ist
ey =kx+dleUund

e die Gerade durch y und y’ steht normal auf der von x und 1 erzeugten
Ebene U.

Also ist
o (y—(kx+4d1)) -x=0und
o (y—(kx+d1))-1=0.

Daraus erhalten wir das folgende System von zwei linearen Gleichungen mit
zwei Unbekannten &k und d:

o k(x-x)+d(l-x)=x-y
o k(x-1)+d(1-1)=1-y
Als Losung erhalten wir

nGey)—(Lx.(1y) L (ex.(ley) - (1x)6x-y)
n(x-x)—(1-x)2 n.(x-x)—(1-x)2

k::

Wegen x -y = > 2iy;,, 1-x=>" 2,1y =>"y,1-1=n,
x-x=" 22und y-y=3",y? ist

=1

n Yy Ty — (i ) (i i)

k =
nyig 3512 — (i )?

und

g Ei a) (i vi) — (h %) (2, i)
nyiy z7 — (g i)? ‘
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Wir haben damit die Funktion f : R — R, z — k.z+d, so bestimmt, dass der
(euklidische) Abstand vom n-Tupel der gegebenen (gemessenen oder gerun-
deten) ungenauen Funktionswerte (v, ..., %,) zum n-Tupel der berechneten
Funktionswerte (f(z1), ..., f(z,)) moglichst klein ist, also 3>, (y;— (kz;+d))?
moglichst klein ist. Der Graph dieser Funktion heifit Regressionsgerade oder
Trendlinie. Dazu mussten wir nur das Skalarprodukt und das Losen von
Systemen von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten als bekannt
voraussetzen.
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