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Vorwort

Das vorliegende Skriptum soll den Horerinnen und Horern der Vorle-
sung ,,Algebra und diskrete Mathematik “ im Sommersemester 2019 das
Mitschreiben und Mitdenken in der Vorlesung erleichtern. Das Skriptum
enthilt alle Definitionen und Sétze der Vorlesung, aber nur wenige Bei-
spiele dazu. In der Vorlesung werden die Definitionen und Sétze motiviert,
deren Beweise (und damit der Zusammenhang mit fritheren Ergebnissen)
erldutert und viele Beispiele vorgetragen.

Im ersten Teil der Vorlesung geht es vor allem um das Rechnen mit
ganzen und rationalen Zahlen (Kapitel 1), sowie mit Polynomen, Polynom-
funktionen und rationalen Funktionen (Kapitel 2). Kapitel 3 befasst sich
mit dem rundungsfreien Rechnen mit algebraischen Zahlen (zum Beispiel
Waurzeln). Kapitel 6 geht kurz auf Polynome in mehreren Variablen und al-
gebraische Mengen ein. Die Kapitel 4 und 5 fiihren in die Graphentheorie
ein, es werden Minimalgeriiste bestimmt und das Problem des Brieftrigers
gelost. Kapitel 7 fiihrt in die Schaltalgebra ein.

Ich habe versucht, mit Begriffen moglichst sparsam umzugehen und nur
jene einzufiihren, die fiir die Resultate der Vorlesung von Bedeutung sind.
Viele Sitze der Vorlesung konnten allgemeiner formuliert werden, ich habe
jedoch darauf verzichtet, um den Blick der Studierenden nicht vom Wesent-
lichen abzulenken.

Der Inhalt der Vorlesung Lineare Algebra, VO4, wird als bekannt vor-
ausgesetzt. Dieses Skriptum hat viel mit meinen Skripten Algebra (6. Auf-
lage 2018) und Graphentheorie (5. Auflage 2007) gemeinsam.

Die erste Auflage (2016) dieses Skriptums ist in zwei Teilen erschienen.
Diese wurden in dieser zweiten Auflage zusammengefiihrt. Florian Dreier
hat viele Zeichnungen und Ergédnzungen mit LaTeX erstellt und eingefiigt.

Die vierte Auflage (2019) dieses Skriptums unterscheidet sich von der
dritten nur durch kleine Korrekturen.

Innsbruck, Februar 2019

il
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KAPITEL 1

Rechnen mit ganzen und rationalen Zahlen

Es sei N :={0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Wir set-
zen die Menge Z :={...,—2,—1,0,1,2,...} der ganzen Zahlen mit den
Rechenoperationen Addition

Zx7Z—17, (a,b)—>a+b,
und Multiplikation
Zx7—17, (a,b)—>a-b,

als bekannt voraus. Dabei gelten die folgenden Rechenregeln (kurz: Z mit
+ und - ist ein kommutativer Ring):
Fiir alle ganzen Zahlen a, b, c ist

e (a+b)+c=a+(b+c)=:a+b+c (,Die Addition von ganzen Zah-
len ist assoziativ*, das heifit: auf Klammern kann verzichtet werden).

e 0+a=a+0=a (,Die Zahl O ist das Nullelement von Z°).

e a+(—a)=(—a)+a=0 (dabeiist —a:=(—1)-a)

e a+b=>b+a (,Die Addition ist kommutativ*).

e (a-b)-c=a-(b-c)=:a-b-c(,Die Multiplikation ist assoziativ*‘).

e l-a=a-1=a(,Die Zahl 1 ist das Einselement von Z*).

e a-b = b-a (,Die Multiplikation ist kommutativ*‘).

e (a+b)-c=(a-c)+(b-c)=:a-c+b-c(,Distributivgesetz")
Fiir a,b € Z folgt aus a-b =0, dass a = 0 oder b = 0 ist.
Fiir a,b,c € 7Z mit ¢ # 0 folgt aus a-c = b-c, dass (a —b) - ¢ = 0 und daher
a—b=0. (,Jn Z kann durch Zahlen # 0 gekiirzt werden™).

Aus diesen grundlegenden Rechenregeln fiir ganze Zahlen konnen leicht
weitere abgeleitet werden, zum Beispiel die ,,binomischen Formeln®:
Fiir alle ganzen Zahlen a und b ist

e a’+2ab+b?> = (a+b)?

e a’> —2ab+b* = (a—b)?

o a>—b>=(a+b)-(a—D)
Beachte: Statt 3 bzw. 2 Multiplikationen auf der linken Seite muss auf der
rechten Seite nur eine ausgefiihrt werden!
Die Subtraktion ist durch Z X Z — Z , (a,b) — a+ (—b) =:a—b,
gegeben.
Fiir ganze Zahlen a,b schreiben wir a < b genau dann, wenn b —a € N ist
(Sprechweise: a ist kleiner oder gleich b). Wir schreiben a < b fiir: a < b
und a # b (Sprechweise: a ist kleiner als b).

1



2 1. RECHNEN MIT GANZEN UND RATIONALEN ZAHLEN

Eine ganze Zahl ist positiv bzw. negativ, wenn sie groler bzw. kleiner als 0
ist. Es gilt:

fiir a,b,c € Z ist a < b genau dann, wenna+c < b+c
und
fiir a,b,c € Z mit ¢ > 0 ist a < b genau dann, wenna-c < b-c.

Statt a - b schreibt man oft nur ab. Statt (a-b) + ¢ schreibt man oft nur a-b+c¢
(,,Punktrechnung kommt vor Strichrechnung*).

Das Vorzeichen vz(a) einer ganzen Zahl a ist 1, wenn @ € N, und —1,
wenn a ¢ N. Der Betrag |a| einer ganzen Zahl a ist vz(a) - a. Fiir Zahlen
a,b € 7 ist|a-b| = |a|-|b| und |a+b| < |a| + |b|.

§1. Division mit Rest

Wenn Sie einen Sack mit ¢ Euromiinzen haben, die Sie an b Personen
verteilen sollen (jede soll gleich viel bekommen), dann werden Sie wahr-
scheinlich zuerst jeder Person einen Euro geben und diesen Vorgang so-
lange wiederholen, bis im Sack weniger als b Euromiinzen sind. Sie haben
dann a mit Rest durch b dividiert.

Der folgende Satz ist grundlegend fiir alle Rechenverfahren fiir ganze Zah-
len. Seine Bedeutung liegt darin, dass er die Beziehung zwischen den drei
,Strukturen 4, - und < beschreibt.

Satz 1: (Division mit Rest von ganzen Zahlen)
Zu je zwei ganzen Zahlen a und b mit b # 0 gibt es eindeutig bestimmte
ganze Zahlen m und r mit den Eigenschaften

a=m-b+r und 0<r<|b|.

Die Zahlen m bzw. r heiflen ganzzahliger Quotient von a und b bzw. Rest
von a nach Division durch b. Die Zahlen m und r konnen mit dem folgenden
Verfahren (Divisionsalgorithmus) berechnet werden:

e Fualls a und b natiirliche Zahlen sind.:
Setzem :=0undr:.=a.
Solange r > b ist, ersetze r durch r — b und m durch m+ 1.
(,,Subtrahiere b solange von a, wie die Differenz noch nicht negativ
ist. Der Rest ist dann die letzte Differenz und der ganzzahlige Quoti-
ent die Anzahl der ausgefiihrten Subtraktionen®. )

e Fulls a < 0 oder b <0 ist:
Berechne wie oben n und s so, dass |a| =n- |b|+ s und

0<s<|blist.

Wenn a > 0 ist, dann setze m := —n und r 1= s.

Wenn a < 0 und s > 0 ist, dann setze m :== —vz(b) - (n+ 1) und
r:=|b|—s.

Wenn a < 0 und s = 0 ist, dann setze m := —vz(b) -n und r := 0.



3 1. RECHNEN MIT GANZEN UND RATIONALEN ZAHLEN

Beweis: Wenn a und b natiirliche Zahlen sind, dann erhalten wir bei jedem
Ersetzen von r durch r — b eine um mindestens 1 kleinere Zahl. Also tritt
nach hochstens a Schritten der Fall r < b ein. Somit liefert das obige Ver-
fahren nach endlich vielen Schritten ein Ergebnis m, r. Mit Induktion iiber
a ist leicht nachzupriifen, dass diese Zahlen die angegebenen Bedingungen
erfiillen.

Wenn a oder b keine natiirliche Zahl ist: |a| mit Rest durch |b| dividieren
und dann daraus die gesuchten Zahlen ermitteln.

Es seien my,my, r,r, ganze Zahlen mit

a=my-b+ri=my-b+ry, 0<ri,r <|D
und o0.E.d.A. (,,ohne Einschrinkung der Allgemeinheit*) r; < r,. Dann ist
’b‘ >r—r = ]ml —mz‘ . ’b| .

Daraus folgt m; = m; und r| = r,, also sind der ganzzahlige Quotient von
a und b und der Rest von a nach Division durch b eindeutig bestimmt.

Beispiel 2:
17=3-5+2, 0<2<5
—17=(—4)-5+3, 0<3<5
17=(-3)-(-5)+2, 0<2<5
—17=4-(-5)+3, 0<3<5

§2. Zifferndarstellung von Zahlen

Nehmen wir an, Sie kommen mit einem Sack voller Euromiinzen in eine
Bank und wollen dieses Geld auf ihr Sparbuch einzahlen. Die Anzahl der
Euromiinzen im Sack ist eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl a. Bevor
diese Zahl in Ihr Sparbuch eingetragen werden kann, muss ihre Zifferndar-
stellung (zur Basis 10) berechnet werden. Eine Zahl ist also nicht immer
schon in Zifferndarstellung gegeben, sondern diese ist eine ,,Zusatzinfor-
mation® iiber die Zahl. Wie wird die Zifferndarstellung zur Basis 10 von
a ermittelt? Man bildet aus den Euromiinzen solange ,.Zehnerstapel”, bis
nur noch weniger als zehn Miinzen iibrigbleiben, das heiflt: @ wird mit Rest
durch 10 dividiert. Die Anzahl der iibriggebliebenen Euromiinzen ist dann
die ,Einerziffer von a. Macht man dasselbe nun mit den Zehnerstapeln
statt mit den Miinzen, dann erhilt man die ,,Zehnerziffer von a, usw.
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Satz 3: (Darstellung von Zahlen durch Ziffern)
Es seien a und b natiirliche Zahlen mit a # 0 und b > 2. Dann gibt es
eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen n,zy,z1,...,2, So, dass

2 #0,0<20,21,---,20 < b
und

n
a=z,b"+ 7, " b 4z = Y b
i=0
ist.
Wenn b fest gewdhlt ist, dann ist a durch die Zahlen n,zy,71,. .. ,2, eindeutig
bestimmt. Man wdhlt Zeichen fiir die Zahlen von 0 bis b — 1 und schreibt

n
ZnZn—1-..20 stait Y zib'
i=0
Die Zahlen zy,z1,...,2, heiffen Ziffern von a zur Basis b (fiir b=2 bzw. 10:
WBindrziffern bzw. ,.Dezimalziffern®).

Die Ziffern z; von a # 0 zur Basis b konnen mit dem folgenden Verfahren
berechnet werden:

e Setze i := 0 und zy := Rest von a nach Division durch b.

e Solange a nicht 0 ist: Die i-te Ziffer z; ist der Rest von a nach Division
durch b. Ersetze a durch den ganzzahligen Quotienten von a und b.
Ersetze i durch i+ 1.

Beweis: Induktion iiber a:

Wenna=11ist,istn =0und zg = 1.

Fiir a > 1 seien m bzw. r der ganzzahlige Quotient von a und b bzw. der Rest
von a nach Division durch 5. Wegen b > 1 ist m < a, also gibt es nach Induk-
tionsannahme eindeutig bestimmte Zahlen k,yq,y1,. ..,V S0, dass y; # 0,
0<y0,y1,---,yx < bund

m=yeb* +y 16"+ b+ yo
ist. Dann ist
azm-b+r:ykbk+l +yk_1bk+...+y1b2—|—y0b+r,

und yg,...,yo,r sind die Ziffern von a. Aus der Eindeutigkeit von m und
r folgt aus der Induktionsannahme die Eindeutigkeit der Ziffern von a zur
Basis b.

Beispiel 4: Es sei a := sechsundzwanzig und b := zwei. Dann:
a = dreizehn-b +0, also zo =0

dreizehn = sechs-b+ 1, also z; = 1

sechs =drei-b+0, alsozp =0

drei=1-b+1,alsozz =1
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1=0-b+1,alsozg =1
Die Zifferndarstellung von sechsundzwanzig zur Basis zwei ist daher 11010.

Beispiel 5: Zeitangaben in Stunden, Minuten und Sekunden sind die Zif-
ferndarstellung zur Basis 60 dieser Zeit in Sekunden.

Wird fiir die Zifferndarstellung einer Zahl die Basis b gewihlt, dann
konnen alle Zahlen durch Aneinanderreihen von b verschiedenen Symbolen
angeschrieben werden. Eine kleine Basis (zum Beispiel 2) hat den Vorteil,
dass man nur wenige Symbole braucht und dass das ,kleine Einmaleins*
sehr einfach ist. Allerdings braucht man dann fiir gréere Zahlen sehr viele
Ziffern.

Ublicherweise meint man mit ,,runden Zahlen Zahlen mit der Eigen-
schaft, dass alle ihre Ziffern zur Basis zehn nach der (von links gelesen)
ersten Ziffer Null sind. Rund zu sein ist also nicht eine Eigenschaft der Zahl
allein, sondern ihrer Zifferndarstellung zur Basis 10. Man kann nicht anneh-
men, dass unsere Art, die Zahlen darzustellen, sich auf Naturphinomene
auswirkt. Daher sind z.B. Wettervorhersagen nach dem ,hundertjdhrigen
Kalender“ oder Weltuntergangsprophezeiungen anlisslich der Jahrtausend-
wende sehr fragwiirdig.

Definition 6 : Esseienv=(vy,...,v,) und w= (wy,...,w,) zwei verschie-
dene n-Tupel von ganzen Zahlen und j die kleinste Zahl in {1,...,n} mit
der Eigenschaft, dass v; # w; ist.

Dann ist v lexikographisch kleiner als w (Schreibweise: v <;,, w), wenn
v <wj ist.

Beispiel 7: (1,2,3,4) <;ox (1,2,4,3) <jox (2,—7,-3,-5)

Satz 8: (Vergleich von zwei Zahlen, die durch Ziffern dargestellt sind) Es
seien b, x,y positive natiirliche Zahlen, b > 2 und

Xy Xk—15 -+ -5 X0 bzw. Ve, Y0—15---,Y0

die Ziffern von x bzw. y beziiglich b.
Dann ist x genau dann kleiner als y, wenn

k<t oder (kzﬁund (Xk,Xk_l,...,X()) <lex ()’K7YE—17~--7YO)) Ist.

Beweis: Wenn k < £ ist, dann ist

k ] k k1l ko
x:inbISZ(b—l)bl: Zbl—Zbl:bk+l—1<bk+l Sy
i=0 i=0 i=1 i=0
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Es seien k = £ und j die groBte Zahl mit der Eigenschaft, dass x; # y; ist.
Wenn x; <y, ist, dann ist

i . . . S
inbl SijJ-F(bJ— 1) < (Xj+ )b’ S}’jb] < Zyibl
i=0 i=0

und

k ] J . k . J )
X = Z x,~b’+2x,~b’< Z x,-b’-i—Zy,-b’:y.
i=j+1 i=0 i=j+1 i=0

§3. Rechenverfahren fiir Zahlen in Zifferndarstellung

Es sei b eine natiirliche Zahl mit b > 2. In diesem Abschnitt werden
Verfahren angegeben, mit welchen die Zifferndarstellung zur Basis b der
Summe, der Differenz, des Produktes, des ganzzahligen Quotienten und des
Restes nach Divison zweier natiirlicher Zahlen, die durch Ziffern zur Basis
b gegeben sind, berechnet werden kann.

Es seien b, x,y, k, ¢ natiirliche Zahlen, b > 2 und

Xy Xk—15---5X0 bzw. Yo, Y0—15---,Y0

die Ziffern von x bzw. y beziiglich b. O.E.d.A. sei ¢ < k und wir definieren
Yo+1 = 0, ey Vi = 0.

Satz 9: (Addition von zwei Zahlen, die durch Ziffern dargestellt sind)
Fiir je zwei Zahlen in {0,...,b — 1} sei die Zifferndarstellung ihrer Sum-
me ( ,das kleine Eins plus Eins*) bekannt.

Dann konnen die Ziffern von x +y mit dem folgenden Verfahren berechnet
werden:

e Ermittle die Ziffern (xo+yo)1 und (xo + yo)o von xo -+ yo.
Setze (x+y)o := (X0 +Y0)o, Uo := (xo+yo)1 und i := 0.
e Solange i < k ist, setze i := i+ 1 und ermittle die Ziffern
(x;i +yi+ui—1)1 und (x; +y;i +ui—1)o von x; +y; + uj_i.
Setze (x+y)i:= (xi+yi+ui—1)o und u; := (x; +yi +ui—1)1 (,i-ter
Ubertrag*).
o Wenn uy, # 0 ist, setze (x+y)xr1 = g

Beweis: Wir zeigen durch Induktion tiber i, dass u;—; < 1 und

(xi +yi+ui—1) < 2b ist (daher hat (x; + y; + u;—1) hochstens zwei Ziffern).
Fiir i = 1 folgt aus xo < b und yg < b, dass

xo+yo < (b—1)4(b—1) =2b—2 ist. Somit ist ug < 1 und
x1+yi+uy<2b—1.

Fiiri > 1 folgtaus u;_» < 1,x;_1 <bundy;_| < b, dass
Xic1+yie1+uia<(b—1)+(b—-1)+1=2b—1und u;_; < 1ist.
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Beispiel 10:

Basis 2 Basis 8 Basis 10
11011 734 567
1101 235 434
101000 1171 1001

Beispiel 11: Addierwerk:

i B I B
VA VA VA HA
el o gl TR B el s

Un = Zn+1 n Up—13n—1 u uy 20

VA... Volladdierer
HA. .. Halbaddierer

0§x07"'7xn7y07"~7yn§ 17 0§”17"'7”ﬂ7207"'7zn+1 Sl

Satz 12: (Subtraktion von zwei Zahlen, die durch Ziffern dargestellt sind)
Fiir je zwei Zahlen u,v in {0,...,b— 1} sei die Zifferndarstellung von u—v,
wenn u > v ist, und von (b+u) — v, wenn u < v ist, bekannt.

Dann konnen die Ziffern von x —y mit dem folgenden Verfahren berechnet
werden:

e Sei i :=0. Wenn xo >y ist, setze (x—y)o := xo — Yo und ug := 0.
Wenn xo < yq ist, setze (x —y)o := (b+x0) — yo und up := 1.

e Solange i < k ist, setze i := i+ 1.
Wenn x; > y; + u;_1 ist, setze (x —y); := x; — y; — uj—1 und u; := 0.
Wenn x; < yi+u;_1 ist, setze (x—y); :==b+x;—y;j—u;— und u; := 1
(u; heifst der .,i-te Ubertrag®).

Beweis: Ubung.

Beispiel 13:

Basis 2 Basis &8 Basis 10
11011 734 567

— 1101 — 235 — 484

1110 477 83
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Satz 14: (Multiplikation von zwei Zahlen, die durch Ziffern dargestellt
sind) Fiir je zwei Zahlen in {0,...,b— 1} sei die Zifferndarstellung ihres
Produktes bekannt ( ,das kleine Einmaleins‘).

Sind z,,, ... ,z0 die Ziffern einer positiven ganzen Zahl z zur Basis b, dann
sind Zu4 j,Zn—14j5---,2j,0,...,0 die n+ 1+ j Ziffern von z-bl.

Die Ziffern von x -y konnen mit dem folgenden Verfahren berechnet werden:

o Fiir alle j mit 0 < j < k ermittle die Ziffern (xo-y;)1 und (xo-y;)o
von xo-yj. Setze (x-y;j)o := (x0-yj)o, o := (x0-y;)1 undi:=0.

o Solange i < k ist, setze i := i+ 1 und ermittle die Ziffern
(xi-yj+ui—1)1 und (x;-yj+ui—1)o von x;-yj+u_i.
;Sietze (x-yj)i = (xi-yj+ui—1)o und w; := (x;-y; +ui—1)1 (,i-ter
Ubertrag®).

o Wenn uy # 0 ist, setze (x-y)xr1 = U

e Berechne die Zifferndarstellung zur Basis b der Summe der Zahlen

(In Worten: Multipliziere zuerst x mit jeder Ziffer von y, multipliziere dann
jedes Produkt x -y j mit b’ und summiere schlief3lich alle Produkte (x-y;)- b/

auf).
Beweis: Ubung.

In Satz 1 wurde bereits ein Divisionsalgorithmus angegeben. Wenn eine
Zifferndarstellung der gegebenen Zahlen bekannt ist, kann dieses Verfahren
mit Hilfe dieser zusitzlichen Information verbessert werden.

Beispiel 15: Wenn x = 2019 und y = 7 ist, dividiert man zundchst 20 mit
Rest durch 7, subtrahiert also 7 zweimal und erhélt 20 =2 -7 + 6.

Daraus schlie3t man 2000 = 200 - 7 + 600 und 2019 = 200-7 4+ 619 (also
hat man dank der Zifferndarstellung statt 200 Subtraktionen nur 2 ausfiihren
miissen).

Der Rest von 2019 nach Division durch 7 ist derselbe wie der von 619
nach Division durch 7 und der ganzzahlige Quotient von 2019 und 7 ist die
Summe von 200 und dem ganzzahligen Quotienten von 619 und 7.

Man dividiert jetzt noch 619 mit Rest durch 7, dazu geht man wieder gleich
vor wie oben: 60 = 8-7+4, also ist 600 = 80-7 +40, somit 619 = 80-7+59
und 2019 = 2807 + 59.

Da 57 groBer als 7 ist, ist noch ein weiteres ,,Durchlaufen der Schleife
notig: 59 =8-74 3.

Der ganzzahlige Quotient von 2019 nach Division durch 7 ist daher 288 =
200+ 80 + 8, der Rest ist 3.

Durch Ausnutzen der Zifferndarstellung der zwei Zahlen mussten anstatt
288 Subtraktionen nur 2 + 8 + 8 = 18 Subtraktionen ausgefiihrt werden.
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Satz 16 : (Division mit Rest von Zahlen, die durch Ziffern dargestellt sind)
Es seien x,y,k, ¢ natiirliche Zahlen und

Xies Xj—15++ X0 bzw. Yo, yo—1,...,)0

die Ziffern von x bzw. y beziiglich b. O.E.d.A. sei { < k.

Fiir je zwei natiirliche Zahlen u und v mit u < b-v sei die Zifferndarstellung
des ganzzahligen Quotienten und des Restes von u nach Division durch v
bekannt.

Dann konnen die Ziffern des ganzzahligen Quotienten m von x und y mit
dem folgenden Verfahren berechnet werden:

o Setze j:=k—/{, wenn ZfzoxiJrk_gbi >vyist,und j:=k—{—1, sonst.
Dann ist Zigoxiﬂbi <b-y.

e Solange j > 0 ist, berechne den ganzzahligen Quotienten mj von
Zizoxiﬂbi und y. Dieser ist die j-te Ziffer von m.
Ersetze x durchx —m;j-y- b’ und j durch j— 1.

Beweis: Ubung.

Wichtig: Bei diesem Verfahren zur Division mit Rest von natiirlichen Zah-
len, deren Zifferndarstellung bekannt ist, werden beliebige Divisionen mit
Rest auf mehrere Divisionen mit Rest zuriickgefiihrt, deren ganzzahliger
Quotient mit nur einer Ziffer darstellbar ist.

Die Division mit Rest (von ganzen Zahlen) darf nicht mit der Division (von
rationalen oder reellen Zahlen) verwechselt werden.

§4. Rationale Zahlen

Es seien a und b ganze Zahlen, wobei b # 0 ist. Die Aufgabe ,,Finde
eine Zahl z so, dass b -z = a ist”“ bezeichnen wir als ,,Gleichung” b-x = a.
Eine Zahl z mit b -z = a heilit Losung von b-x = a. Wenn b > 1 ist, dann
hat zum Beispiel die Aufgabe b-x =1 in Z keine Losung. Um Losungen
zu erhalten, miissen wir ,,den Zahlenbereich erweitern®.

Ein Zahlenbereich wird durch eine Zahlenmenge und zwei darauf defi-
nierte Rechenoperationen (,,Addition“und ,,Multiplikation*) festgelegt. Dann
kann untersucht werden, welche Rechenregeln fiir die zwei Rechenoperatio-
nen gelten.

Die Aufgabe b -x = a wird durch das Paar (a,b) € Z? eindeutig be-
schrieben, also liegt es nahe, die ,,neuen Zahlen durch Paare von ganzen
Zahlen zu beschreiben. Allerdings sollten fiirr € Z, t # 0, die Gleichungen
b-x=aundt-b-x=t-a dieselbe Losung haben, daher sollen die Zahlen-
paare (a,b) und (¢ -a,t - b) dieselbe ,neue Zahl“ beschreiben.
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Definition 17 : Es seien a und b ganze Zahlen, wobei b # 0. Dann ist die
Menge

%::{(c,d) le,d€ Z,a-d=b-c,d #0}

die durch den ,,Zihler* a und den ,,Nenner* b gegebene rationale Zahl oder
Bruchzahl. (Beachte: Eine Bruchzahl ist durch Vorgabe von Zihler und
Nenner eindeutig bestimmt, aber umgekehrt sind Zahler und Nenner durch
die Bruchzahl nicht eindeutig bestimmt). Wir schreiben Q fiir die Menge
der rationalen Zahlen.

Fiir die Bruchzahl { schreiben wir oft nur a und fassen so Z als Teilmenge
von Q auf. (,,Jede ganze Zahl ist eine rationale Zahl*).

SR

(a,b)

Satz 18: Es seien d', b’ ganze Zahlen und b’ # 0. Dann sind die Bruchzah-
len § und §; genau dann gleich, wenn a-b' = d' - b ist.

Beweis: Wenn ¢ = Z—: ist, dann ist insbesondere (a’,b') € ¢, also
a-b=d-b.
Sei umgekehrt a-b' =da'-b und (c,d) € §, also b-¢ = a-d. Dann ist zu
zeigen, dass (c,d) € %:, alsob'-c=d -d ist.
Es ist

a-(b'-c)=(a-b)-c=(d b)-c=d - (b-c)=d (a-d)=a-(d-d).
Falls a # 0 ist, folgt daraus ab’ - ¢ = d’ - d. Falls a = 0 ist, muss auch a’ =0
sein, also ist % =0= [“7;

Satz 19: Fiir den Nenner einer Bruchzahl kann immer eine positive Zahl
gewdhlt werden. Dann wird die totale Ordnung < auf 7. durch

gggzﬁa-dgb-c

zu einer totalen Ordnung auf Q erweitert.
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Beweis: Zuerst ist zu zeigen, dass die Definition von < nicht von der Wahl
von Zihler und positivem Nenner abhéngt.

Seien a,d’,c,c’ € Z und b,b’,d,d’ positive ganze Zahlen so, dass
a-b=d -b,c-d=c-dunda-d<b-cist. Dann ist

ad-d-b-d=a-d-b-d<b-d-b-c=b-c-b-d
undd’ -d' <b'-.
Seiena,c,e € Z, b,d, f positive ganze Zahlen so, dass § < 5 und 5 < J% ist.
Es ist noch zu zeigen, dass dann auch § < % ist. Ausa-d-f<b-c-f<b-d-e
folgt a- f < b-e und daher die Behauptung.

Wir werden nun die Rechenoperationen von Z auf Q fortsetzen.

Satz 20 : Die Funktionen

+:QxQ—Q, (G.2)—

und

a ¢ a ¢ ac

QxQ—Q, (G =
sind wohldefiniert. Diese Rechenoperationen in Q erfiillen die gleichen Re-
chenregeln wie Addition und Multiplikation in 7.
Die Einschrdankungen von + und - auf 7, X 7. stimmen mit der Addition
und der Multiplikation auf 7 iiberein.
Dariiberhinaus hat jedes Element § € Q \ {0} ein inverses Element
($)~" mit der Eigenschaft

und zwar ist

(Kurz: Q mit den Rechenoperationen Addition und Multiplikation ist ein
Korper).

Beweis: Wir miissen zuerst zeigen, dass die Funktionen + und - wohldefi-
/
C

niert sind, das heif3t: wenn % = Zi; und C% = & ist, dann muss auch
ad+bc dd +bc g ac
f— u - =
bd b'd bd bd

sein.
Aus a'b = ab’' und 'd = cd’ folgt

(ad+bc)b'd = ab'dd' +bb'cd = d'bdd’ +bb'c'd = bd(d'd' +b'c’)
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und
(ac)b'd' = bd(d'c) .

Die Rechenregeln kénnen leicht nachgepriift werden.

§5. Zifferndarstellung von rationalen Zahlen

Satz 21: (Zifferndarstellung von rationalen Zahlen)
Es seien b,c,d, p positive ganze Zahlen mit b > 2. Dann gibt es eindeutig
bestimmte natiirliche Zahlen n,zy, . ..,20,2-1,...,2—p S0, dass

w#0odern=0, 0<zy,...,20,2-1,...,2-p <Db
und

c
0< rin (zab" + 2 b b gt b b P < b

ist. Ist b fest gewdihlt, schreibt man

n
ZnZn—1---20-2—12—2-..2—p Statt Z zib' .
i=—p
Die Zahlen zy, . ..,20,2—1, - - -,2—p heifien Ziffern von § zur Basis b.
Diese konnen wie folgt berechnet werden:

e Berechne die Ziffern yy, ...,y zur Basis b des ganzzahligen Quoti-
enten mvon ¢ -bP und d .
o Setze 7 :=Yiyp, —p<i<k—p=:n.

Beweis: Sei r der Rest von c¢ - b” nach Division durch d. Wegen c - bP =

m-d -+ rist dann
c-b? m-d r

d-bpP _d-bl’+d-bl’ ’

also

C m r r
oM T ud C<t.
d b4 und 7 <

Rationale Zahlen konnen also ,,beliebig genau* durch Zahlen der Form
ZnZn—1---20-2-12—2 . . . Z2—p angendhert werden, aber es gibt rationale Zahlen,
die fiir alle p von z,2,,—1...20.2-12—2...2—p verschieden sind.

Eine rationale Zahl
20-2-12-2...2—p Ee 1= zo.z_12-2...2—) - b°

mit b > 2 und zg # 0 ist in Exponentialform zur Basis b dargestellt. Die
Zahlen e und z9.z—1z2—2 ...z heiBlen Exponent und Mantisse.

Am Computer kann eine Zahl dann durch die Ziffern des Exponenten
und der Mantisse zur Basis 2 dargestellt werden. Die Anzahl dieser Ziffern
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ist durch eine vorgegebene Zahl beschrinkt. Die so am Computer verfiigba-
ren Zahlen heillen Maschinenzahlen. Es gibt nur endlich viele Maschinen-
zahlen, alle Maschinenzahlen sind rationale Zahlen.

Beim Rechnen mit so dargestellten Zahlen gibt es im allgemeinen kei-
ne exakten Ergebnisse, sondern Rundungsfehler. Bei Rechenverfahren muss
daher darauf geachtet werden, dass sich die Fehler nicht akkumulieren. Feh-
lerabschétzungen sind erforderlich.

Beispiel 22: p=3,b=10, 5= %
2000 =285-7+5
2 B 2000 _ 285-7+5 _ 285 +5 10-2
7 7-103 7-103 103 7
~—
0285  <10-3

Beispiel 23: Die Zahl 0.1 (Dezimaldarstellung) auf der Tastatur wird vom
Computer in Binédrdarstellung 0.0001100110011001100. .. umgewandelt
und zum Beispiel als

1.100110011001100110011001100110011001100 E — 4

gespeichert. Also ergibt schon die Eingabe von 0.1 einen Rundungsfehler!

Will man mit rationalen Zahlen am Computer exakt rechnen, kann man %
als Zahlenpaar (a,b) eingeben. Dann miissen fiir Zahlenpaare die Rechen-
operationen

(a,b)+ (c,d) := (ad +bc,bd) und (a,b)-(c,d):= (ac,bd)

definiert werden.

§6. Der groBite gemeinsame Teiler

Es seien a, b, c ganze Zahlen und b # 0, ¢ # 0. Dann ist

a a-c

b he L
Der Ubergang von der Darstellung dieser rationalen Zahl durch das Zah-
lenpaar (a-c,b-c) zu der durch (a,b) heilit durch ¢ kiirzen. Rechnet man
mit rationalen Zahlen, dann ist es sehr empfehlenswert, alle auftretenden
Briiche sofort durch moglichst grole Zahlen zu kiirzen. Dadurch werden
die weiteren Rechnungen oft wesentlich vereinfacht. In diesem Abschnitt
wird ein Verfahren zum ,,optimalen Kiirzen* angegeben.

Definition 24 : Es seien a und b ganze Zahlen mit a # 0 und b # 0. Dann
heiit a Teiler von b (oder: a teilt b), wenn es eine ganze Zahl ¢ gibt mit
b = ac. Die Zahl b heil3t dann ein Vielfaches von a.
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Definition 25 : Der grofsite gemeinsame Teiler von zwei von Null verschie-
denen ganzen Zahlen ist die grof3te ganze Zahl, die beide teilt. Das kleinste
gemeinsame Vielfache von zwei von Null verschiedenen ganzen Zahlen ist
die kleinste positive ganze Zahl, die Vielfaches von beiden ist.

Wir schreiben ggT (a,b) bzw. kgV (a,b) fiir den groften gemeinsamen Tei-
ler bzw. das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen a und b.

Satz 26: Es seien a,b,c € 7, a # 0, b # 0 und a # b. Dann ist
88T (a,b) = ggT (|al,|b])

und
88T (a,b) = ggT(a—c-b,b) .

Beweis: Ubung.

Satz 27 : (Euklidischer Algorithmus fiir ganze Zahlen)
Es seien a,b € 7, a # 0 und b # 0. Mit dem folgenden Verfahren kann der
grofite gemeinsame Teiler von a und b berechnet werden:

e Ersetze a und b durch |a| und |b|.

e Solange die zwei Zahlen verschieden sind, ersetze die grofiere durch
die Differenz der grofieren und der kleineren.

o Wenn die zwei Zahlen gleich sind, dann ist ggT (a,b) gleich dieser
Zahl.

Ersetzt man mehrfaches Abziehen derselben Zahl durch eine Division mit
Rest, dann hat dieses Verfahren die folgende Form:

e Ersetze a und b durch |a| und |b|.

e Solange keine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, ersetze die
groflere der zwei Zahlen durch ihren Rest nach Division durch die
kleinere.

o Wenn eine der zwei Zahlen ein Teiler der anderen ist, dann ist sie der

88T (a,b).

Beweis: Nach Satz 26 konnen wir annehmen, dass a und b positive ganze
Zahlen sind. Wenn sie verschieden sind, wird die grolere der zwei Zah-
len im nichsten Schritt durch eine kleiner positive ganze Zahl ersetzt. Also
sind die zwei Zahlen nach hochstens max(a,b) — 1 Schritten gleich. Dabei
ist max(a,b) die groBere der zwei Zahlen a und b. In jedem Schritt wird
ein Zahlenpaar durch ein anderes ersetzt, nach Satz 26 aber so, dass die
groften gemeinsamen Teiler der zwei Zahlenpaare gleich sind. Sobald man
den groften gemeinsamen Teiler eines Zahlenpaares kennt (das ist spates-
tens dann der Fall, wenn die zwei Zahlen gleich sind), hat man gg7 (a,b)
ermittelt.



15 1. RECHNEN MIT GANZEN UND RATIONALEN ZAHLEN

Beispiel 28: gg7(301,215) = ggT(215,86) = ggT(129,86) =
= ggT (86,43) = ggT(43,43) =43

Im Euklidischen Algorithmus wird eine Strategie zur Losung von Proble-
men verwendet, die wir schon bei linearen Gleichungssystemen kennen-
gelernt haben: Wenn man die Losung einer Aufgabe nicht sofort finden
kann, ersetzt man diese Aufgabe durch eine einfachere, die aber dieselbe
Losungsmenge hat. Das wiederholt man solange, bis man bei einer Aufga-
be landet, deren Losung man kennt. Diese Losung ist dann auch die Losung
der urspriinglichen Aufgabe.

Satz 29: (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
Es seien a,b € 7, a # 0 und b # 0. Es gibt ganze Zahlen u,v so, dass
u-a+v-b=ggT(a,b) ist. Diese kénnen mit dem folgenden Verfahren be-
rechnet werden:
o Setze A = (A1,A2,A3) = (|a|,1,0) € Z> und
B:= (B;,B,,B3) := (|b|,0,1) € Z3.
e Solange B die Zahl A\ nicht teilt, berechne den ganzzahligen Quo-
tienten m von Ay und By und setze C := B,
B:=A-—-m-C:= (Al —m~C1,A2—m-C2,A3—m-C3)
und dann A :=C.
e Wenn By die Zahl A teilt, dann ist u := vz(a)- By und v :=vz(b) - B3

Beweis: Wenn zwei Zahlentripel S und 7 die Eigenschaft
S = \a\ -So + ’bl S35 bzw. T = |a] 'T2+‘b|-T3

haben, dann auch alle Tripel S —m - T mit m € Z. Die ersten zwei Tripel
im Algorithmus haben diese Eigenschaft, daher auch alle anderen auftre-
tenden Tripel. Fiir die ersten Komponenten der Tripel wird der euklidische
Algorithmus durchgefiihrt, fiir das letzte Tripel B gilt daher ggT (a,b) =
la|-By+ |b|-B3 =vz(a)-a-By+Db-vz(b)-Bs .

Satz 30 : (Berechnung von kgV (a,b))
Es seien a,b € 7, a # 0 und b # 0. Dann ist

ja| bl
kgV(a,b) = ————— - |b| = ——+——= - |q]| .
@b) ggT (a;b) / 8gT (a;b) i
o B la| — _ bl Vi
Beweis: Es ist klar, dass TACOR |b| = TR |a| ein Vielfaches von a

und von b ist. Sei z eine positive ganze Zahl, die Vielfaches von a und von
b ist. Dann gibt es ganze Zahlen c¢,d mit z = c-a und z = d - b. Nach Satz
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29 gibt es Zahlen u,v so, dass u-a+v-b = ggT (a,b) ist. Dann ist
u-a+v-b u-a v-b
©T geT(ab) ° ggT(a,b) 'HggT(a»b) -
u-a-d-b v-b-c-a a-b

= -+ = (u-d+v-c)=
88T (a,b) = ggT'(a,b)  ggT(a,b) | |
jal - ]
=————-vz(a-b)-(u-d+v-c
e () P |
I la|
ein Vielfaches von Z gTC(laJ,) 1D

Satz 31: (,Ldsen einer ganzzahligen linearen Gleichung*). Es seien
ai,...,an € Z\{0} und b € 7. Die grofite ganze Zahl, die ay, ... ,ay teilt,
heif3t groBBter gemeinsamer Teiler von ay, ..., a, und wird mit

ggT (ay,...,ay) bezeichnet. Es ist

ggT (a1, ...,an) = ggT (a1,88T (az,88T (a3,887T(...,an)...))
also kann der grofite gemeinsame Teiler von mehreren Zahlen durch suk-
zessives Berechnen des grofiten gemeinsamen Teilers von je zwei Zahlen
berechnet werden.
Es gibt genau dann ein n-Tupel (xy,...,x,) € Z" mit

ar-x1+...+a,-x,=b,

wenn b ein Vielfaches von g := ggT (ay,...,ay) ist. In diesem Fall kann ein
solches n-Tupel wie folgt berechnet werden:

e Berechne mit Satz 29 Zahlen uy,...,u, so, dass
ay-ur+...+a,-u, = gist.
o Setze x; := u,wg, 1<i<n.

Beweis: Fiir jedes n-Tupel (xi,...,x,) € Z" wird a; -x; +...+ay, - x, von
g geteilt. Also ist die Bedingung, dass b ein Vielfaches von g ist, notwendig
fiir die Existenz einer Losung. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, ist leicht
b b

nachzupriifen, dass (u; - gree ol §) eine Losung ist.

Satz 32 : (Partialbruchzerlegung von rationalen Zahlen) Es seien a, b, ¢ po-
sitive ganze Zahlen so, dass ggT (a,b) = 1 und ¢ < a-b ist. Dann gibt es
ganze Zahlen u und v so, dass

C 1% u

ab a b
ist. Die Zahlen u und v konnen wie folgt berechnet werden:
e Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus ganze Zah-
len s,t so, dass s-a+t-b =1 ist.
e Dannistu=c-sundv=c-t.
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Beweis: Es ist
u-at+v-b=c
und somit

Beispiel 33: Die Partialbruchzerlegung von rationalen Zahlen kann zur
Berechnung gewisser Summen verwendet werden. Zum Beispiel ist fiir alle
positiven ganzen Zahlen i

1 1 1
1(1—1—1)27_1'4—_1’
daher ist
1 o] 1 nopoondl 1
izli(i+1):;(?_H_l):i;T_i:z?: T+l

§7. Primzahlen

Definition 34 : Eine ganze Zahl p € Z heil3t Primzahl, wenn
p#0,p#1,p# —1und {1,—1,p,—p} die Menge der Teiler von p ist.

Satz 35: (,,Lemma von Euklid*) Es seien p eine Primzahl und a,b € 7.
Wenn p die Zahl a - b teilt, dann teilt p auch a oder b.

Beweis: Es gibt eine ganze Zahl ¢ so, dass ¢- p =a- b ist . Wenn p die Zahl
a nicht teilt, dann ist gg7 (a, p) = 1. Daher gibt es ganze Zahlen u und v so,
dass 1 =u-a—+v-pist. Dann ist

b:bua+bvp:ucp+bvp:(uc+bv>p,

somit ist p ein Teiler von b.

Satz 36 : (Zerlegung in Primfaktoren)

Jede ganze Zahl , die grofier als 1 ist, kann als Produkt von positiven
Primzahlen geschrieben werden. Diese Primzahlen heifsen Primfaktoren
der Zahl und sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis: Es sei a eine ganze Zahl, die groBer als 1 ist. Wir beweisen die
erste Aussage durch Induktion iiber a.

Wenn a = 2 ist, dann ist a eine Primzahl.

Wenn a > 2 ist, dann ist a entweder eine Primzahl oder es gibt ganze Zahlen
b,c mit 0 < b,c < a so, dass a = b - ¢ ist . Nach Induktionsannahme sind b
und ¢ Produkte von positiven Primzahlen, also auch a.
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Wir beweisen noch die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung. Es seien
a=p1-p2-...-prunda=gqi-q2-...-qe zwei Zerlegungen von a in Prim-
faktoren. Wir beweisen durch Induktion iiber max(k,¢), dass sie bis auf die
Reihenfolge gleich sind. Weil p; das Produkt g1 -¢> - ... - gy teilt, gibt es
nach Satz 35 eine Zahl j € {1,...,¢} so, dass p; = ¢g;. Weil Z ein Inte-
grititsbereich ist, folgt

prmk= ] @
1<i<hit]

und die Behauptung folgt aus der Induktionsannahme.

Die Berechnung der Primfaktoren einer Zahl ist sehr aufwindig. Re-
chenverfahren, in denen Zahlen in Primfaktoren zerlegt werden miissen,
sollten nach Moglichkeit vermieden werden.

Satz 37 : Es gibt unendlich viele positive Primzahlen.

Beweis: Wenn es nur endlich viele positive Primzahlen gidbe, dann wire
ihr Produkt ¢ eine ganze Zahl und g+ 1 wire groBer als jede Primzahl.
Insbesondere wire g+ 1 keine Primzahl. Nach Satz 36 gibt es eine Primzahl
p, die g+ 1 teilt. Da p auch ¢ teilt, wiirde p dann auch 1 teilen, Widerspruch.

Satz 38 : (Berechnung von ggT und kgV zweier Zahlen, deren Primfakto-
ren bekannt sind).

Es seien p1,..., p, paarweise verschiedene positive Primzahlen und
€ly---sen, f1,-.., fn natiirliche Zahlen. Dann ist

gsT([1re T1pf) =TT o "
i=1 i=1 i=1
und

n n n
kgv(le?i7 Hpii) _ Hp;nax(enfz) ‘
i=1 =1 i=1

Beweis: Es sei g := [, Tln(ei"ﬁ) . Es ist klar, dass g die Zahlen a :=
[T, piund b :=TJ", p{" teilt. Da nach Satz 36 die Zerlegung dieser zwei
Zahlen in Primfaktoren eindeutig ist, kann ihr groter gemeinsamer Teiler
keine anderen Primfaktoren als pq,..., p, enthalten. Aus demselben Grund
darf p; in ggT (a,b) nur min(e;, f;)-mal auftreten. Daher ist g = gg7 (a,b).

Die Behauptung fiir kgV (a,b) folgt nun aus Satz 30.
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$8. Restklassen

Definition 39: Es sei n eine ganze Zahl mit n > 1. Fiir a € Z heifit die
Menge
a={a+z-n|zcZ}
Restklasse von a modulo n. Die Menge
{alac Z}=1{0,1,....n—1}
wird mit
Z, oder Z/nZ

bezeichnet (Sprechweise: Z modulo n). Zwei ganze Zahlen a und b sind
zueinander kongruent modulo n (Schreibweise: a =b mod (n) ), wenn sie
in derselben Restklasse modulo 7 liegen, das heif3t: ihre Reste nach Division
durch 7 sind gleich.

Satz 40: Es seien n eine ganze Zahl mit n > 1 und a,b ganze Zahlen. Die
Restklassen @ und b modulo n sind genau dann gleich, wenn b — a ein Viel-
faches von n ist.

Beweis: Ubung.

Wir wollen auf Z, Rechenoperationen so definieren, dass Z, ein kom-
mutativer Ring wird.

Satz 41: Es sei n eine ganze Zahl mit n > 1. Die Funktionen

+ iy X Ly — Ty, (@b)—a+b:=a+b
und
g X L — Ty, (@,b)—> a-b:=ab

sind wohldefiniert. Mit diesen Rechenoperationen ist 7, ein (endlicher)
kommutativer Ring (mit n Elementen). Er hei/)’t_Restklassenring Zy. Das
Nullelement bzw. Einselement von 7., ist 0 bzw. 1.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass + und - wohldefiniert sind.
Es seien a,c,b,d € 7 so, dass a = ¢ und b = d ist. Dann sind a — ¢ und
b —d Vielfache von n. Wegen

(a+b)—(c+d)=(a—c)+(b—4d)
ista+b =c+d. Wegen
ab—cd=a(b—d)+ (a—c)d
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ist ab — cd ein Vielfaches von n, also ab = cd.
Nun kann leicht nachgepriift werden, dass + und - die Rechenregeln eines
kommutativen Ringes erfiillen.

Beispiel 42 : Die Wohldefiniertheit von + und - in Z, bedeutet: aus
a=c mod(n), b=d mod (n)
folgt
a+b=c+d mod(n) und a-b=c-d mod (n).
Am Computer konnen die Elemente von Z, durch die Zahlen
0,1,....n—1

dargestellt werden. Dann wird fiir 0 < a,b < n die Summe @+ b bzw. das
Produkt @- b durch den Rest von a + b bzw. a - b nach Division durch n
dargestellt.
Eine andere Moglichkeit zur Darstellung der Restklassen modulo 7 ist die
durch die Zahlen

n n n—1

21+ 1 [,
wobei [5] die groBte ganze Zahl bezeichnet, die kleiner oder gleich 7 ist.

In der Programmiersprache C bedeutet das Rechnen im Datentyp unsi-

gned int das Rechnen im Restklassenring Z, mit n = 232, Als Summe von
232 — 1 und 1 wird daher 0 ausgegeben.

Satz43: Es seiena € N und ay,a,_1,...,ay die Dezimalziffern von a. Die
Zahl 9 bzw. 11 teilt a genau dann, wenn 9 bzw. 11 die Ziffernsumme bzw.
alternierende Ziffernsumme

n

Xn: a; bzw. Z(—l)iai
i=0

i=0

von a teilt.

Beweis: Die Zahl 9 bzw. 11 teilta=Y" a; 10! genau dann, wenn die Rest-
klasse

n n .
a=Yy a100=Y 10
i=0 =0
gleich 0 ist. Die Restklasse von 10 modulo 9 bzw. 11 ist 1 bzw. —1. Da-
her ist die Restklasse von @ modulo 9 bzw. 11 gleich der Restklasse der
Ziffernsumme bzw. alternierenden Ziffernsumme von a.
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Dieser Satz wurde friiher zum Uberpriifen der Richtigkeit (bis auf Viel-
fache von 9 bzw. 11) von Rechnungen mit ganzen Zahlen verwendet (,,Neu-
nerprobe’ bzw. ,,Elferprobe’).

Definition 44 : Ein Element r eines kommutativen Ringes R mit Einsele-
ment 1 ist invertierbar, wenn es ein Element s € R mit

sr=1

gibt. Das Element s heiit dann zu r inverses Element und wird mit !
bezeichnet.

Satz 45: Seien R ein kommutativer Ring und r € R. Dann gibt es in R
hochstens ein zu r inverses Element.

Beweis: Es seien s, € R mit rs = 1 = rt. Dann ist

t=t-1=t-(r-s)=(t-r)-s=1-s=s.

Satz 46 : Es seien a # 0 und n > 2 ganze Zahlen.

(1) Die Restklasse a € Z,, ist genau dann invertierbar, wenn
ggT (a,n) = 1 ist. In diesem Fall wird a~' wie folgt berechnet:
— Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus Zah-
lenu,v € 7 so, dassu-a+v-n=11ist.
- Dannista ' =i
(2) Z,, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis:

(1) Wenn ggT (a,n) =1und u-a+v-n=1ist, dann ist
l=ia-a+v-i=a-a.
Wenn a invertierbar ist, dann gibt es eine ganze Zahl b so, dass n die
Zahl 1 —a- b teilt. Daher teilt ggT (a,n) sowohl a als auch 1 —a- b,

also muss gg7T (a,n) gleich 1 sein.
(2) folgt aus (1).

Ist p eine Primzahl, dann ist Z, ein Korper, also kann mit den Rest-
klassen in Z, wie mit rationalen oder reellen Zahlen gerechnet werden.
Insbesondere konnen Systeme linearer Gleichungen mit Gauf3- Elimination
gelost werden.

Fiir eine positive ganze Zahl n ist Z), (die Menge aller n-Tupel in Zp)
ein n-dimensionaler Vektorraum tliber dem Korper Z . Dieser Vektorraum
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enthilt p” Elemente. Ein Unterrvektorraum dieses Vektorraums heil3t linea-
rer Code. Wird eine Nachricht als n-Tupel in Z, dargestellt und wurde ver-
einbart, dass dieses Element eines linearen Codes C < ZZ ist, dann kann

ein Empfinger iiberpriifen, ob die Nachricht bei der Ubertragung verindert
wurde: er priift nach, ob das erhaltene n-Tupel ein Element von C ist. Wenn
nicht, wurde die Nachricht verindert.

Definition 47 : Fiir natiirliche Zahlen k und n mit 0 < k < n sei

(+) = e

der Binomialkoeffizient n tiber k. Dabei ist 0! := 1.
Satz48: FiirO<k<nist

@ " (k-nm) - (Zi) |

JPascal-Dreieck*:

1 n
1 1 n=
1 2 1 n=2
1 3 3 1 n=
1 4 6 4 1 n=4

Beweis:
n! n!

=0 (= k1)

nl(k+1)+nl(n—k)
(n—(k+ 1) (k+1)!
B (n+1)!

C(n—(k+ 1) (k+1)!

Satz 49 : Sind a,b Elemente eines kommutativen Ringes (zum Beispiel gan-
ze Zahlen) und ist n eine natiirliche Zahl, dann ist

(a+b)" = Z (Z) dbk .

k=0

Beweis: Induktion iiber n und Satz 48.
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Satz 50: Es seien a,b € 7 und p eine positive Primzahl.
(1) In Z, ist
(@a+b)P =a’+br.

(2) (,Kleiner Satz von Fermat“) Es ist al = a € 7.
Wenn a # 0 ist, dann ist

a’'=1 und a’*=a'.

Insbesondere: Fiir alle ganzen Zahlen a ist der Rest von a’ nach
Division durch p derselbe wie der von a.

Beweis: (1) Fiir 1 < k < p wird der Binomialkoeffizient

A, (p—1)!
k k!(p—k)!
von p geteilt. Daher ist

= ‘p_p P\ kip—k _ -p | 7p
(a+b) —Z(k)ab =al +b".
k=0

(2) Die Aussage @’ = a beweisen wir durch Induktion iiber a (0.E.d.A.
ista > 0):
Fiir @ = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei a > 0. Nach Induktionsannahme ist dann

@ =((a-)+1)=@-1)+1"=a—1+1=a.

Beispiel 51: Es seien p eine Primzahl, a eine ganze Zahl, die nicht von p
geteilt wird und e eine ,,grofle natiirliche Zahl. Mit Satz 50 kann der Rest
von a® nach Division durch p ,,schnell“ berechnet werden. Dividiere dazu e
mit Rest durch p — 1:

e=m-(p—1)+r.
Dann ist
=@ Ya=aciz,.

Sei zum Beispiel p = 13, a =7 und e = 10000.
Dann ist 10000 = 83312+ 4, also

710000 — (712)833 T T _19° - "3 _9§¢ Z13 .

Daher ist der gesuchte Rest gleich 9.
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§9. Das RSA-Verfahren

Das 1978 von R. Rivest, A. Shamir und L. Adleman entwickelte RSA-
Verfahren ermoglicht es, dass der Schliissel zum Verschliisseln von Nach-
richten Offentlich bekanntgegeben, die verschliisselte Nachricht aber trotz-
dem nur vom beabsichtigten Empfianger entschliisselt werden kann. Wie
funktioniert das?

e Der Empfénger gibt zwei sehr grof3e natiirliche Zahlen n und e 6ffent-
lich bekannt.

e Der Sender will dem Empfinger eine natiirliche Zahl a, die kleiner
als n ist, verschliisselt mitteilen.

e Dazu berechnet er den Rest b von a° nach Division durch n.

e Der Empfianger erhilt die Zahl b und macht fast dasselbe wie der
Sender: er potenziert und berechnet dann den Rest nach Division
durch n. Der Exponent der Potenz ist aber nicht e, sondern eine geeig-
nete andere natiirliche Zahl d. So erhilt er die urspriingliche Nach-
richt a.

Das Zahlenpaar (e,n) heiBt Chiffrierschliissel und wird 6ffentlich be-
kannt gegeben. Das Paar (d,n) heit Dechiffrierschliissel, die Zahl d ist nur
dem Empfinger bekannt.

Die Zahlen e, n und d werden vom Empfinger so gewihlt bzw. berech-
net:

e Der Empfinger wihlt zwei sehr grofle, verschiedene Primzahlen p
und ¢ und berechnet die Produkte n:=p-gundm:= (p—1)-(¢g—1).
e Dann wihlt er e so, dass

ggT (e,m) =1
ist.
e SchlieBlich berechnet er ganze Zahlen ¢ und d so, dass
m-c+e-d=1
ist.
Wir werden im Satz 52 zeigen, dass fiir alle natiirlichen Zahlen a, die
kleiner als n sind, der Rest von

(ae)d _ aed _ alfm-c —a- (am)*c —a- (a(P*I)'(‘I*I))*C

nach Division durch n = p - g gleich a ist.

Die Zahl n ist bekannt. Warum kann nicht jede/r ihre Primfaktoren p und
q berechnen (und dann wie oben auch die Zahl d berechnen und die Nach-
richt entschliisseln)? Die Berechnung der Primfaktoren ist auch fiir sehr
grof3e Zahlen theoretisch immer moglich, praktisch aber auch von den leis-
tungsfihigsten Computern nicht in verniinftiger Zeit durchfiihrbar. Der von
1991 bis 2007 laufende Wettbewerb RSA Factoring Challenge bot Preisgel-
der (bis zu 200.000 USD) fiir die Berechnung der Primfaktoren von spezi-
ellen natiirlichen Zahlen mit 100 bis 617 Dezimalstellen. Von diesen soge-
nannten RSA-Zahlen konnten bisher nur die Primfaktoren der Zahlen mit
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hochstens 232 Dezimalstellen berechnet werden. Die Berechnung fiir die
Zahl RSA-768 mit 768 Binir- bzw. 232 Dezimalziffern gelang unter Ver-
wendung von mehreren hundert Computern in rund zweieinhalb Jahren. Die
Primfaktoren der Zahl RSA-1024
135066410865995223349603216278805969938881475605667027524485
143851526510604859533833940287150571909441798207282164471551
373680419703964191743046496589274256239341020864383202110372
958725762358509643110564073501508187510676594629205563685529
475213500852879416377328533906109750544334999811150056977236
890927563

mit 1024 Binirziffern bzw. 309 Dezimalziffern konnen mit heutigen Me-
thoden nicht in diesem Jahrhundert berechnet werden.

Satz 52: Es seien p,q,d,e,m wie oben. Fiir alle natiirlichen Zahlen a, die
kleiner als n sind, ist der Rest von

(ae)d _ ae-d _ alfm-c —a- (am>fc —a- (a(pfl)-(qfl))fc

nach Division durchn = p - q gleich a .

Beweis: In Z, ist

C—le~d _ c—ll—(p—l)(q—l)f _
a-(@P <l =g  wenna#0ist )
= =1€z, =a
a-a P Ve-De=0  wenna=0ist
und analog in Z
de-d _ dlf(pfl)(qfl)-c _
a-(@ 7)== =g  wenna+0ist ]
= =l€Zy =da.
a-aP-Da-Dec—-0  wenna=0ist

Dies bedeutet, dass a®? — a sowohl von p als auch von ¢ geteilt wird.

Es gibt also ganze Zahlen s,¢ mit

s-p=t-g=a"%—a.

Weil p und g verschieden sind und die Primzahl p das Produkt 7 - g teilt,
muss p ein Teiler von ¢ sein (Lemma von Euklid). Somit ist



26 1. RECHNEN MIT GANZEN UND RATIONALEN ZAHLEN

e-d

fiir eine ganze Zahl u . Also teilt n die Zahl 7 - ¢ = a®“ —a und

al=ain Z,.



KAPITEL 2

Polynomfunktionen und Polynome in einer Variablen

§1. Polynomfunktionen

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring (zum Beispiel
Z,7n,Q,R,..).

Definition 53: Seien n € N und ag,a,...,a, € R. Dann ist die Funktion

n
fiR—=R,z—ay+ajz+az + - +a " = ZaiZ',
=0

1=

eine Polynomfunktion von R nach R. Die Elemente ay, . . ., a, heilen Koeffi-
zienten von f. Fiir i € N heif3t die Polynomfunktion R — R,z +— 7', die i-te
Potenzfunktion.

Mit Polynomfunktionen sind mehrere grundlegende Aufgaben verbun-
den:

e Auswerten einer Polynomfunktion f mit Koeffizienten ay,...,a, in
einem Element » von R: Berechne das Bild

flr)= Z a;r’
i=0

von r unter der Polynomfunktion f. Es ist klar, dass dieses Element
von R immer durch Ausfiihren von Additionen und Multiplikationen
in R berechnet werden kann. Darin liegt die ,;rechnerische Bedeu-
tung“ der Polynomfunktionen.

e [nterpolation durch eine Polynomfunktion: Gegeben sind eine end-
liche Teilmenge E von R und eine Funktion g : E — R. Gesucht
ist eine Polynomfunktion von R nach R, deren Einschriankung auf E
gleich g ist (siehe §5).

o Uberpriife die Gleichheit von zwei Polynomfunktionen: Zwei Po-
lynomfunktionen seien durch ihre Koeffizienten gegeben. Wie kann
man feststellen, ob diese zwei Funktionen gleich sind? Die Antwort
ist nicht so leicht: zum Beispiel sind die Polynomfunktionen

fiZy— Ty, z2—zundg: Zo— Zn , 72— 22,

gleich (siehe §4).
27
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e Berechnen der Nullstellen einer Polynomfunktion f: Finde alle Ele-
mente r € R mit der Eigenschaft, dass f(r) = 0 ist. Einfacher zu be-
antwortende Fragen sind: Gibt es solche Elemente? Wenn ja, wievie-
le? (Siehe §4 und §9).

Satz 54: Es seien r € R und f eine Polynomfunktion mit Koeffizienten
ap, - .. ,a, € R. Mit dem folgenden Verfahren kann f(r) mit hochstens n Ad-
ditionen und hochstens n Multiplikationen in R berechnet werden:

o Setzei:=nundw:= a,.

e Solange i # 0 ist, ersetze i durch i — 1 und dann w durch w-r + a;.

o Wenn i =0 ist, dann ist f(r) = w.

Beweis:

n
Zair’ =(...((apr+ap—1)r+ay2)r+...+ay)r+aop .
i=0

§2. Moduln und Algebren

In diesem Abschnitt sei R ein Ring mit Einselement 1 (zum Beispiel
Za ZVH Q7 Rv Rnxn?"')'

Definition 55: Es seien M eine Menge und

+:MxM—M, (a,b)—a+b, -:RxM—M, (rnb)—r-b,
Funktionen. Das Tripel (M, +,-) ist ein Modul iiber R oder R-Modul, wenn
die folgenden 3 Bedingungen erfiillt sind:

(1) (M,+) ist eine abelsche Gruppe.
(2) Fiir alle r,s € R und fiir alle a,b € M ist r- (a+b) = (r-a) + (r-b)
und (r+s)-a=(r-a)+(s-a) .

(3) Firalle r,s € Rund firallea € Mist (rs)-a=r-(s-a)und 1 -a = a.
Ist (M,+,-) ein Modul, dann heiBen die Funktionen + ,,Addition“ und -
,Skalarmultiplikation®. Statt (M, +, -) wird oft nur M geschrieben. Das neu-
trale Element von (M, +) wird mit Oys oder O bezeichnet.

Beispiel 56 : Wenn R ein Korper ist, dann stimmen die Begriffe R-Modul
und R-Vektorraum tiiberein.

Beispiel 57: Es sei 0 # n € N. Dann ist R” mit

+:R"XR"—=R", ((a1,...,an),(b1,...,by)) — (a1 +Dby,...,an+by)
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und

:RXR"—=R", (r(ay,...,ap)) — (ray,...,ray)
ein R-Modul.

Beispiel 58 : R"*! mit der Addition von Spalten und
R x R 5 R (A x) — A-x
ist ein R™*"-Modul.

Definition 59: Es sei A ein Ring und ein R-Modul. Dann ist A eine R-
Algebra, wenn fiir alle r € Rund alle a,b € A

r-(ab) =a(r-b) = (r-a)b

ist. Eine Algebra ist kommutativ, wenn sie als Ring kommutativ ist.

Beispiel 60: R ist eine Q-Algebra (und auch R-Algebra), C ist eine R-
Algebra, Z, ist eine Z-Algebra.

Beispiel 61 : Die Menge R"*" aller n x n-Matrizen mit Koeffizienten in ei-
nem kommutativen Ring R ist mit Addition, Skalarmultiplikation und Mul-
tiplikation von Matrizen eine R-Algebra. Diese ist nur dann kommutativ,
wenn n = 1 ist.

Beispiel 62 : Jeder Ring R kann als Modul iiber R aufgefasst werden, da-
bei ist die Skalarmultiplikation die Multiplikation in R. Jeder kommutative
Ring R ist eine R-Algebra.

Satz 63 : Es seien X eine Menge, R ein kommutativer Ring und
A :=F(X,R) die Menge aller Funktionen von X nach R. Fiir f,g € A, x € X
und r € R sei
(f8)(x) = f(x)g(x) , (f+8)(x) := f(x)+g(x) und (r- f)(x) := r(f(x)) .
Mit den Rechenoperationen
AXA—A, (fg)—f+g,
AXA—>A7 (f;g)'—>fg7
RxA—A, (rhg)—r-g,

(punktweise Addition, Multiplikation, Skalarmultiplikation) ist A eine kom-
mutative R-Algebra.

Beweis: Ubung.
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Definition 64 :

(1) Es seien M ein R-Modul und N eine nicht-leere Teilmenge von M.
Dann ist N ein Untermodul von M, wenn fiir alle a,b € N und alle
r € R auch

a+b und r-a

in N enthalten sind.

(2) Es sei S eine nicht-leere Teilmenge von R. Dann ist S ein Unterring
von R, wenn 1 € S ist und fiir alle a,b € S auch die Elemente

a+b,ab und —a

in S enthalten sind.

(3) Es seien A eine R-Algebra und B eine nicht-leere Teilmenge von A.
Dann ist B eine Unteralgebra von A, wenn 1 € B ist und fiir alle
a,b € B, r € R auch die Elemente

a+b,ab und r-a

in B enthalten sind.

Ein Unterring bzw. Untermodul bzw. eine Unteralgebra ist mit den auf diese
Teilmenge eingeschrinkten Rechenoperationen selbst ein Ring bzw. Modul
bzw. eine Algebra.

Beispiel 65 : Die Menge {a(1,2)+b(—3,4) | a,b € Z} istein Z-Untermodul
von Z2.

Beispiel 66: Die Menge C'(R) := {f: R — R | f differenzierbar} ist
eine R-Unteralgebra von F(R, R) (siehe Analysis 1).

Satz 67 : Die Menge der Polynomfunktionen von einem kommutativen Ring
R nach R ist eine R-Unteralgebra der Algebra F(R, R) aller Funktionen von
R nach R.

Beweis: Seien f und g Polynomfunktionen und ay,...,a, bzw. '
bo, . ..,b, ihre Koeffizienten. Fiir alle z € R ist dann f(z) = Y./ ;a;z’ und
8(z) =YL bz’ . Daher ist fiir alle z € R

(F-8)(2) = F(2)g(a) = (faizl) (f bjzf)
i=0 j=0
_ i i aib;2 T = "f" < 3 aibk—i> *.
0

i=0 j=0 k=0 \i=
also f - g eine Polynomfunktion. Die anderen Eigenschaften einer Unteral-
gebra sind leicht nachzupriifen.
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Definition 68 : Es seien M ein Modul iiber R und (v;);es eine Familie von
Elementen in M, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.

Eine Familie (r;);c; von Elementen in R heiit Koeffizienten-Familie, wenn
r; # 0 fiir nur endlich viele i € [ ist.

Ein Element a € M heif3t eine Linearkombination von (v;);c;, wenn es eine
Koeffizienten-Familie (r;);; gibt, sodass

a = Zr,-vi
icl
ist. Dabei ist im Fall einer unendlichen Indexmenge / die obige Summe als
die endliche Summe iiber alle Indizes i € I mit r; # 0 zu verstehen.

Satz 69 : Es seien M ein Modul iiber R und (v;)icr eine Familie in M. Dann
ist die Menge aller Linearkombinationen von (v;)c; der kleinste Untermo-
dul von M, der alle Elemente v;, i € I, enthdlt. Er heifst der von v;, i € I,
erzeugte Untermodul von M und wird mit

r(vili€l) oder ZRV,‘

icl

bezeichnet.
Beweis: Ubung.

Beispiel 70: Jede Polynomfunktion ist eine Linearkombination von Po-
tenzfunktionen. Der von der Familie aller Potenzfunktionen erzeugte Un-
termodul von F(R, R) ist der R-Modul aller Polynomfunktionen von R nach
R.

Beispiel 71: Sind ay,...,a, von Null verschiedene ganze Zahlen, dann ist

zla,...,an) = 7(ggT (ai,...,an))

(Beweis mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorithmus).

Definition 72 : Sei M ein Modul iiber R. Eine Familie (v;);cs in M heilt ein
Erzeugendensystem von M, wenn

R<V,’ | i€ I) =M
ist.

Definition 73: Seien M ein Modul iiber R und (v;);cs eine Familie in M.
Dann heiBt (v;);e; linear unabhdingig, wenn fiir jede Koeffizienten-Familie
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(ri)icr aus
Z riv;i = 0
icl

auch

ri=0 firalleiel

folgt. Andernfalls heiBt (v;);cs linear abhiingig.

Definition 74 : Sei M ein Modul iiber R. Ein linear unabhéngiges Erzeu-
gendensystem von M heilit eine Basis von M. Ein Modul heif3t frei, wenn er
eine Basis hat.

Beispiel 75: Aus der Linearen Algebra ist bekannt: Wenn R ein Korper ist,
ist jeder R-Modul frei.

Der R-Modul R" ist frei. Die Familie (e;);<;<,, wobei e; das n-Tupel mit 1
in der i-ten und O in den anderen Komponenten ist, ist eine Basis von R"
und heiBt Standardbasis.

Viele Definitionen und Sitze konnen direkt von Vektorrdumen auf Mo-
duln verallgemeinert werden. Ein wesentlicher Unterschied besteht aber
darin, dass nicht alle Moduln frei sind. Zum Beispiel: Z, mit 4+ und

27X Loy — Ty, (a,b) — ab ,

ist ein Z-Modul. Fiir jedes Element 5 in Z, istn-b=n-b =0, also gibt es
in Z, keine linear unabhéngigen Familien.

§3. Polynome

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring (zum Beispiel
2,7, Q,F(R,R),...).

Definition 76 : Eine Folge (7;);c in R ist eine endliche Folge, wenn es nur
endlich viele Indizes i mit r; # 0 gibt.

Durch jede endliche Folge wird eine Polynomfunktion definiert. Im
Computer wird man daher diese Funktionen durch endliche Folgen darstel-
len. Allerdings konnen verschiedene endliche Folgen dieselbe Polynom-
funktion definieren. Um den daraus entstehenden Problemen zunichst zu
entgehen, betrachten wir statt der Funktionen die endlichen Folgen. Wir
definieren fiir sie Rechenoperationen, die den punktweisen Rechenopera-
tionen fiir Polynomfunktionen entsprechen.
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Satz 77 : Die Menge P aller endlichen Folgen in R mit den Funktionen
+:PxXP—P ,

((ri)ien, (8i)ien) — (ri)ien + (Si)ien = (ri +8i)ieN
L PXP—P

((ri)ien, (si)ien) = (ri)ien - (Si)ieN = (Z:O"jsifj)ieN ,
=

und
RxP— P, (r (Sl)l€N> 7T (Si>ieN = ("Si)ieN )

ist eine kommutative R-Algebra. Sie heifit Polynomring liber R oder Algebra
der Polynome mit Koeffizienten in R. [hre Elemente heifsen Polynome mit
Koeffizienten in R. Das Nullelement des Polynomringes ist die Folge 0 :=
(0,0,0,...), das Einselement ist die Folge 1 := (1,0,0,...).

Beweis: Ubung.

Definition 78 : Es sei f = (rg,r1,72,...) # 0 ein Polynom mit Koeffizien-
ten in R. Der Grad von f ist der grofite Index i mit r; # 0 und wird mit
gr(f) bezeichnet. Das Element r; heifit i-tfer Koeffizient von f. Der Koeffi-
zient 1,y () heiBt Leitkoeffizient von f und wird mit lk(f) bezeichnet. Das
Polynom f hei3t normiert, wenn lk(f) = 1 ist.

Die folgende Schreibweise ist zweckmaBig Wir wihlen irgendein Symbol,
zum Beispiel x, und schreiben 1 :=x%:=(1,0,0,...),x:=x' :=(0,1,0,...)
und fiiri € N x': (0,...,0,1,0,...). Dann ist

r0+r1x+r2x2+...+rgr K& ) = Zr, (ro,r1,r2,...) .

Wir sprechen dann von einem Polynom in der Variablen x mit Koeffizienten
in R. Fiir den Polynomring iiber R schreiben wir dann R[x]. Wir identifizie-
ren Polynome vom Grad 0 mit ihrem nullten Koeffizienten und fassen R so
als Teilmenge von R[x| auf. Die ,,Variable x* ist also ein Zeichen fiir die
Folge (0,1,0,...).

(i4+1)x') =4 und

Mp

Beispiel 79: gr(1,2,3,4,5,0,...) = gr(
0

4

k(Y (i+1)x') =5.

i=0
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Definition 80 : Ein kommutativer Ring R hei3t Integritdtsbereich,
wenn R # {0} ist und

fiir alle a,b € R aus a-b = 0 folgt, dass a =0 oder b =0

ist.

Beispiel 81: Z ist ein Integritidtsbereich. Jeder Korper ist ein Integritéts-
bereich. Der kommutative Ring aller Funktionen von Q nach Q@ (mit der
punktweisen Addition und Multiplikation) ist kein Integritédtsbereich.

Satz 82: Es seien f # 0, g # 0 Polynome mit Koeffizienten in R.

(1) Wenn fg # 0 ist, dann ist gr(fg) < gr(f)+gr(g) .

(2) Wenn R ein Integritditsbereich ist, dann ist
er(fg) = gr(f) +er(g) und Ik(fg) = lk(f)-lk(g) .

(3) Wenn f+g # 0, dann ist gr(f+g) < max(gr(f),gr(g)) -
Genau dann ist gr(f + g) < max(gr(f),gr(g)), wenn gr(f) = gr(g)
und Ik(f) = —1k(g) ist.

Beweis: (1) und (3) sind leicht nachzupriifen.
Wenn R ein Integrititsbereich ist und Ik(f) # 0, lk(g) # 0, ist auch
Ik(f) - lk(g) nicht 0. Daraus folgt (2).

Beispiel 83: Es sei f:= 2x? 4+ 1 und g := 3x € Zg[x]. Dann ist f - g = 3x,
also gr(f-g) =1, aber gr(f) +gr(g) = 3.

Satz 84: Wenn R ein Integrititsbereich ist, dann ist auch R[x] ein Inte-
gritditsbereich und alle invertierbaren Polynome haben den Grad 0.

Beweis: Die Aussagen folgen aus Satz 82, (2).

Satz 85: (Division mit Rest von Polynomen, vgl. Kap. 1, Satz 1)

Es seien f und g Polynome mit Koeffizienten in R. Der Leitkoeffizient von
g sei in R invertierbar (wenn R ein Korper ist, bedeutet das: g # 0). Dann
gibt es eindeutig bestimmte Polynome m und r mit den Eigenschaften

f=m-g+r und (r=0oder gr(r) <gr(g))

Die Polynome m bzw. r heifien polynomialer Quotient von f und g bzw.
Rest von f nach Division durch g. Die Polynome m und r konnen mit dem
folgenden Verfahren (Divisionsalgorithmus) berechnet werden:

o Setzem:=0undr:=f.
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e Solange gr(r) > gr(g), ersetze r durch
r—1k(r) - 1k(g) ' x8"()—gr(8) g
und m durch

m—+1k(r) - 1k(g) ™ x87()=8r(8)

Beweis: Ubung (analog dem Beweis des Satzes iiber die Division mit Rest
von ganzen Zahlen).

Beispiel 86: Es sei f:=2x*—x+3und g:=x*+1 € Z[x]. Dann:

m:=0, ri=f, = gr(r) > gr(g) =2
m:=0+2x% ri=r—2%g=-2*—x+3, 2=gr(r)>gr(g)
m:=2>—-2, ri=r+2g=—x+05, 1—gr(r)<gr( )=2

und somit f = (2x*> —2)-g+ (—x+3).
Mit platzsparender Schreibweise:

2x —x 3 = (22 =2)- (> + 1)+ (—x+5)
—(2x* +24%)
—2x* —x +3
—(=2¢* =2)
—x +5

Wenn R ein Korper ist, kann jedes Polynom durch jedes von Null verschie-
dene Polynom mit Rest dividiert werden. Daraus folgt, dass Polynomringe
tiber Korpern und der Ring der ganzen Zahlen ,,algebraisch betrachtet ein-
ander sehr dhnlich sind.

Satz 87 : Es seien (fi)cn eine Familie von Polynomen mit Koeffizienten in
R so, dass fiir alle i € N

gr(fi)=1i wund Ik(f;) in R invertierbar

ist. Dann ist (f;)icn eine R-Basis des Polynomrings iiber R. Insbesondere
ist dieser ein freier R-Modul.

Beweis: Sei (r;);en # 0 eine Koeffizientenfamilie in R. Sei k die grofite
Zahl so, dass r; # 0. Wegen gr(fy) = k und weil lk( f;) invertierbar ist, ist

k(Y rifi) = ri-lk(fi) # 0,

ieN



36 2. POLYNOME IN EINER VARIABLEN

also auch Y ;. rif; # 0. Daher ist (f;);cn linear unabhéngig.

Es sei i # 0 ein Polynom. Wir zeigen durch Induktion tiber gr(k), dass A
eine R-Linearkombination von (f;);cn ist.

Wenn gr(h) = 0 ist, dann ist h = lk(h) - Ik(fo) ™" - fo.

Sei j := gr(h) > 0. Division von & mit Rest durch f; ergibt h =m- f; +r
mit r = 0 oder gr(r) < gr(h). Dann ist

j=gr(h) =gr(m- f;) = gr(m) +j,

also gr(m) = 0 und m € R. Nach Induktionsannahme ist r eine R-Linear-
kombination von (f;);cn, daher auch A.

Beispiel 88 : Die Familie (x'),cy ist eine R-Basis von R[x].

Fiir jedes Element a € R ist ((x —a)");c eine R-Basis von R[x]. Daher gibt
es fiir jedes Polynom i € R[x] mit n := gr(h) eindeutig bestimmte Elemente
ro,. .., € R so, dass

h= Z ri(x—a)’
i=0

ist. Diese Darstellung von /4 kann wie im Satz oben durch mehrfache Divi-
sion mit Rest durch x — a ermittelt werden, oder indem in A statt x immer
(x —a) + a geschrieben wird (,,Taylorentwicklung von Polynomen).

Beispiel 89: 3x> +2x+1=3((x—a)+a)*+2((x—a)+a))+ 1=
=3(x—a)’+ (6a+2)(x—a)+ (3a*+2a+1).

§4. Nullstellen von Polynomen

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring (zum Beispiel Z, Z,,

Q,Z[x],Qx,F(R,R),...).

Definition 90 : Es sei f =Y ,cx’ € R[x]. Ein Element a einer R-Algebra
A ist eine Nullstelle von f in A, wenn

fla):= Zn:ciai =0
i=0

ist. Dabei ist a” := 14, das Einselement von A. Man sagt: f(a) ist das Ele-
ment von A, das man durch ,einsetzen von a in f* erhilt. es ist x(a) = a.
Ist f = (co,c1,---,¢n,0,...) € R[x|, dann heiBt

f:R—>R,a»—>f(a):ic,~ai
i=0

die durch f definierte Polynomfunktion. Es ist f(a) = f(a), das heiBt: Wer-
tet man die Polynomfunktion f in a aus, erhélt man dasselbe Element von
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R, wie wenn man a in das Polynom f einsetzt. Die durch x definierte Poly-
nomfunktion X ist die identische Funktion von R.

Man priift nach, dass f+g=f+&.c-f=c-fund f-g= f-gist. Oft wird
statt f einfach wieder f geschrieben. Dann bedeutet x entweder das Zei-
chen, mit dem Polynome dargestellt werden, oder die identische Funktion
von R nach R.

Satz 91:

(1) Der Rest von f € R[x] nach Division durch x— a (mit a € R) ist f(a).

(2) Ein Element a € R ist genau dann Nullstelle eines Polynoms f € R|x],
wenn das Polynom x — a ein Teiler von f ist.

(3) Wenn R ein Integritdtsbereich ist, dann hat jedes von Null verschie-
dene Polynom f € R[x] in R hichstens gr(f) Nullstellen.

(4) Es seien R ein Integritdtsbereich, f,g Polynome iiber R und f # g.
Dann haben die Graphen (in R X R) der entsprechenden zwei Poly-
nomfunktionen hichstens max(gr(f),gr(g)) gemeinsame Elemente.

(5) Wenn R ein Integritdtsbereich mit unendlich vielen Elementen ist,
dann sind die Koeffizienten einer Polynomfunktion von R nach R ein-
deutig bestimmt. Insbesondere miissen in diesem Fall Polynome und
Polynomfunktionen nicht unterschieden werden.

Beweis:

(1) Division mit Rest von f durch x —a ergibt f =m- (x—a) + r, wobei
r =0 oder gr(r) = 0, also r € R ist. Daher ist

fla)=m(a)-0+r=r.

(2) folgt aus (1).

(3) Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n := gr(f).
Wenn n = 0 ist, dann hat f wegen f # 0 keine Nullstellen.
Sei n > 0 und sei a € R eine Nullstelle von f. Nach (2) gibt es ein
Polynom 4 € R[x] mit f = (x—a)-h. Dann ist gr(h) = n— 1, nach In-
duktionsvoraussetzung hat 4 daher hochstens n — 1 Nullstellen. Weil
R ein Integrititsbereich ist, ist jede Nullstelle von (x—a) - h eine Null-
stelle von & oder gleich a. Daraus folgt die Behauptung.

(4) Die Menge der gemeinsamen Elemente der Graphen von f und g ist

{(a, f(a)|f(a) = g(a)}

ihre Anzahl ist daher die Anzahl der Nullstellen von f — g. Nach (3)
ist diese hochstens max(gr(f),gr(g)).

(5) Es seien f, g zwei Polynome mit Koeffizienten in R so, dass fiir alle
a € R gilt: f(a) = g(a). Da R unendlich ist, hat dann f — g beliebig
viele Nullstellen. Nach (3) ist daher f = g.
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Beispiel 92: Die Notwendigkeit der Voraussetzung ,,R Integritétsbereich™
in Satz 91, (3), zeigt das folgende Beispiel: Das Polynom 2x € Z4[x] hat
Grad 1, aber in Z4 zwei Nullstellen, nimlich O und 2.

Beispiel 93: Wenn

der Graph einer Polynomfunktion f ist, dann muss gr(f) > 6 sein, weil
gr(g) = 1 und nach Satz 91, (4), gr(f) = max(gr(f),gr(g)) > 6 sein muss.

Nach Satz 91, konnen Polynome und Polynomfunktionen identifiziert wer-
den, wenn der Koeffizientenring gleich Z, @@, R oder C ist. Dann kann
auch vom Grad einer Polynomfunktion gesprochen werden.

Beispiel 94 : Ist f ein Polynom mit gr(f) = 2 und Koeffizienten in einem
Korper K, dann hat f entweder keine Nullstelle in K oder
f=1k(f)(x—a)(x—b). Dabei sind a und b die Nullstellen von f (es kann
auch a = b sein).

§5. Interpolation

In diesem Abschnitt seien K ein Korper, xo, .. .,x, paarweise verschie-
dene Elemente von K und yy,...,y, Elemente von K. Wir suchen ein Poly-
nom f € K[x| mit der Eigenschaft

fx)=yi, 0<i<n.

Ein solches Polynom hei3t interpolierendes Polynom. Die Elemente
X0, - - - , X, heiBen Stiitzstellen und yy, . . ., y, Werte der Interpolationsaufgabe.
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Satz 95: (Lagrange-Interpolation) Es gibt genau ein interpolierendes Po-
lynom vom Grad < n. Dieses kann wie folgt berechnet werden:

e Berechne fiir 0 < i < n das Polynom

“(x—xj) € K[] .
e Das interpolierende Polynom ist
n
Y vi-fi-
i=0
Beweis: Fiir 0 < i,k <nist fj(x;) = Oy. Daherist fir 0 <k <n
n n
(Y vi- fi)o) = Y yidie =y -
i=0 i=0

Der Grad von f; ist n, also ist der Grad von )7, y; - f; kleiner oder gleich n.
Wenn f, g interpolierende Polynome vom Grad < n sind, dann sind die
Elemente xo, . ..,x, Nullstellen von f — g. Aus Satz 91 folgt daher f = g.

Die Strategie zur Losung der Interpolationsaufgabe ist dieselbe wie die des
erweiterten Euklidischen Algorithmus: Lose zuerst einfache Spezialfille
und konstruiere dann daraus die gesuchte Losung.

Beispiel 96: Es seixo = —1,x1 =0, Xy = 1 undyo =2, y1 = l,yz =1.

Interpolation nach Lagrange:

2
o 1 1 1
= 2. 0 0 *o0 0+(_)0J

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

fo:%x(x—l) fi=—x+1D)(x-1) fzzéx(x%—l)

1 1
f=2f+hN+ 1= EXZ—E)H‘I
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Interpolation nach Newton:
hy =2

hy=24ci(x+1)
1=h1(0) =24cy, c1=-—1

hy=—x+1
hy =—x+14cx(x+1)
1
l=h(l)=c2 =7
feh=—xtl4ixai)=12 Loty
=hy=—x 2xx —2x 2x

Satz 97 : (Newton-Interpolation) Das interpolierende Polynom kann in-
duktiv wie folgt berechnet werden:

o Setze k := 0 und hg := yo.
e Solange k < n ist, ersetze k durch k+ 1, und setze

oYk g ()
Cl = [
i=0 (Xk-Xj)
und
k—1
hy = h_q —I—ckH(x—x,-) .
i=0

e Das interpolierende Polynom ist dann h,,.
Beweis: Ubung.

Satz 98: Es sei f € Qx| ein Polynom vom Grad d € N. Dann gibt es
genau ein Polynom g vom Grad d + 1 so, dass fiir alle n € N

g(n) = i(,)f(i)

ist.

Dieses Polynom kann wie folgt berechnet werden: Berechne durch Newton-
Interpolation fiir die Stiitzstellen 0,1, ..,d und die Funktionswerte
f(0),...,f(d) Zahlen cy,...,cq € Q so, dass f = CO+Z§1:1C,~ l;{)(x—j)

J
ist. Dann ist

g=co+

d . i1
1=

]i-T—ll [1 =5

j==1
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Beweis: Esist g(0) = f(0). Fir 0 #n € N ist

P d izl
8(”)—8(”—1):C0+;H_—1] ](”—])—Co—i:1i—le](”—J—l):
d . izl
=Co+2i+—1(n(”—1))(l+1)=f(”),
i=1 j=0

=Yiof(i).

Beispiel 99: Es sei f:=x’ € Q[x]. Dann ist f = x + 3x(x — 1) +x(x —
1)(x—2) und

y A %n(n—}- D4 n(n—1)(n+1) +in(n— Dn—2)(n+1) =
i=0

1
= an(n—i— 1)%.

§6. Polynomringe iiber Korpern

In diesem Abschnitt sei K ein Korper. Statt ,,Polynom mit Koeffizienten
in K schreiben wir nur ,,Polynom®.

Definition 100 : Es seien fi,..., f, von Null verschiedene Polynome. Das
normierte Polynom grofiten Grades, das fi,..., f, teilt, heillt grofter ge-
meinsamer Teiler von fi,..., f, und wird mit ggT(f1,..., f,) bezeichnet.
Das normierte Polynom kleinsten Grades, das von fi,..., f, geteilt wird,
heilt kleinstes gemeinsames Vielfaches von f1,..., f,, und wird mit
kgV(fi,..., fn) bezeichnet.

Satz 101: Es seien f,g,h Polynome, f #0, g # 0 und f # h-g. Dann ist

88T (f,g) =geT(f —h-g,8) -

Beweis: Wenn ¢ ein Teiler von f und g ist, dann gibt es Polynome u, v so,
dass f=t-uund g=r¢-vist. Daherist f—h-g=t-u—h-t-v=t-(u—h-v),
also ¢ auch ein Teiler von f —h- g.
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Satz 102 : (Euklidischer Algorithmus fiir Polynome)
Es seien f,g Polynome, f # 0 und g # 0. Mit dem folgenden Verfahren kann
der grofite gemeinsame Teiler von f und g berechnet werden:

e Solange keines der zwei Polynome ein Teiler der anderen ist, erset-
ze das Polynom grofieren (oder gleichen) Grades durch seinen Rest
nach Division durch das andere.

o Wenn h, eines der zwei Polynome, ein Teiler des anderen ist, dann ist

88T (f.g) = lk(h)~"h.

Beweis: Es seien a und b die Grade von f und g. Seia > b. Wenn f und g
verschieden sind, wird f im néachsten Schritt durch ein Polynom kleineren
Grades ersetzt. Also liefert das Verfahren nach hochstens max(a,b) Schrit-
ten ein Ergebnis. In jedem Schritt wird ein Paar von Polynomen durch ein
anderes ersetzt, nach Satz 101 aber so, dass die groflten gemeinsamen Tei-
ler der zwei Polynompaare gleich sind. Sobald eines der zwei Polynome
das andere teilt, ist dieses ¢ - ggT (f,g), fiirein 0 # ¢ € K.

Beispiel 103 : Fiir f :=x*> +3x+2und g:= x>+ 5x+6 € Q[x] ist f =
1-g+(—2x—4)und g = (—x—3)(—2x—4) +0, also ggT (f,g) =x+2.

Satz 104 : (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)

Es seien f,g Polynome, f # 0 und g # 0. Es gibt Polynome u,v so, dass
uf +vg=ggT(f,g) ist. Diese konnen mit dem folgenden Verfahren berech-
net werden:

o Setze A:=(A1,A2,A3) = (f,1,0) € K[x]® und
B:= (31732733) = (850, 1) € K[X]S :

e Solange B; das Polynom A nicht teilt, berechne den polynomialen
Quotienten m von A1 und By und setze C := B,
B:=A-—m-C:= (A] —I’I’l'Cl,Az—m'Cz,A3 —m~C3)
und dann A := C.

e Wenn By das Polynom A teilt, dann ist u := lk(By)~" - By und
v:=1k(B;)~"-Ba.

Beweis: Wenn zwei Tripel von Polynomen S und 7' die Eigenschaft
Si=f-8S4+g-S3 bzw. T1=f-T,+g T3

haben, dann auch alle Tripel S — AT mit h € K|[x]. Die ersten zwei Tripel im
Algorithmus haben diese Eigenschaft, daher auch alle anderen auftretenden
Tripel. Fiir die ersten Komponenten der Tripel wird der euklidische Algo-
rithmus durchgefiihrt, fiir das letzte Tripel B gilt daher

lk(B1)-ggT(f,g) = f-B2+g"Bs.
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Beispiel 105: f:=x>+1¢ Qlx],g:=x+2¢€ Q]

f g

1 0 x> +1 1-f+0.-g=x>+1

0 1 x+2 O-f+1-g=x+2

1 —X —2x+1 1 f4+(—x)-g=-2x+1
Vb |5 dre(-te=

Insbesondere ist gg7(f,g) = 1.

Satz 106 : (Berechnung von kgV (f,g))
Es seien f,g Polynome, f #0und g # 0. Sei z:=1k(f)"'1k(g)~! € K. Dann
ist

2 f 78
kgV(f,8) = 8= -
(f:8) 88T (f,8) 88T (f,8)
. . of . zg . .
Beweis: Es ist klar, dass wTire) &~ &l f ein Vielfaches von f und

von g ist. Sei & ein Polynom, das Vielfaches von f und von g ist. Dann gibt
es Polynome ¢,d mith =c- f und h = d - g. Nach Satz 104 gibt es Polynome
u,vso,dassu-f+v-g=ggT(f,g). Dann ist

_u-ftvg o u-f v-g

- geT(f.8)  &sT(f.8) 88T (f,8)
Cu-f-dg vgef  fg

— — (u-d+v-c)=
geT(f,g) geT(f,e) &gT(f.g) (w-dtv-c)
- fg
==t 5 ly.d+v.
28T (f,g) (w-d+v-e)
ein Vielfaches von
2 f-g
geT(f,g)

Satz 107 : Es seien f1,..., f, Polynome. Dann ist

28T (f1,..,fn) = 88T (f1,88T (f2,88T (f3,88T (..., fu)--))

also kann der grofite gemeinsame Teiler mehrerer Polynome durch sukzes-
sives Berechnen des grofiten gemeinsamen Teilers von je zwei Polynomen
berechnet werden.

Mit Satz 104 konnen Polynome uy,...,u, so berechnet werden, dass

frourt oo+ furun=88T (fi,- . fu)

ist.

Beweis: Ubung.



44 2. POLYNOME IN EINER VARIABLEN

Satz 108 : Es seien f1,..., f, von Null verschiedene Polynome ,
g :=ggT(f1,...,fn) und h ein Polynom. Es gibt genau dann ein n-Tupel
(x1,---,X,) von Polynomen mit

firxi+. o+ fuxn=nh,

wenn h ein Vielfaches von g ist. In diesem Fall kann ein solches n-Tupel wie
folgt berechnet werden:

e Berechne Polynome uy,...,uy so, dass f1-ui+ ...+ f, - u, = g ist.
o Setze x; := ui-g, 1<i<n.
Beweis: Fiir jedes n-Tupel (x1,...,x,) von Polynomen wird

f1-x1+...+ fn-x, von g geteilt. Also ist die Bedingung, dass & ein Vielfa-
ches von g ist, notwendig fiir die Existenz einer Losung. Wenn diese Bedin-

gung erfiillt ist, ist leicht nachzupriifen, dass (u; - 27 ey Up é) eine Losung
ist.

8

Definition 109 : Es seien R ein kommutativer Ring und / eine nicht-leere
Teilmenge von R. Dann ist / genau dann ein Ideal von R, wenn fiir alle
a,b € lund r € R gilt:

at+bel und racl.
Die Schreibweise ,.I <R bedeutet ,,/ ist ein Ideal von R*.

Beispiel 110: Die Teilmengen {0} und R sind Ideale von R. Diese zwei
Ideale heilen triviale Ideale von R. Fiir jedes Element a € R ist die Menge
aR := Ra := {ra | r € R} ein Ideal von R. Diese Ideale heilen Hauptideale
von R.

Beispiel 111: Firn € Z ist {t-n |t € Z} ein Hauptideal von Z.
Fir f € Qx| ist {s- f|s € Q[x]} ein Hauptideal von Q [x].

Satz 112 : Alle Ideale in 7. sind Hauptideale.

Beweis: Sei I ein Ideal von Z. Das Ideal {0} = 0- Z ist ein Hauptideal.
Sei nun I # {0}. Dann enthélt / eine Zahl d # 0. Da I ein Ideal ist, ist auch
vz(d)-d € 1, also enthilt I eine positive Zahl. Sei b die kleinste positive Zahl
in /. Wenn nun a € I ist, dann dividiere a mit Rest durch b. Es seien m bzw.
r der entsprechende ganzzahlige Quotient bzw. Rest. Dann ista =m-b+r
undausa €I, —m-b € [ folgt r =a—m-b € I. Wegen der Minimalitét von
b kann r keine positive Zahl sein, somit ist » = 0 und a ein Vielfaches von
b.
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Satz 113 : Alle Ideale in K|x| sind Hauptideale. Wenn ein Ideal I von Po-
lynomen f1 #0,..., fu # 0 erzeugt wird, dann auch vom grifiten gemein-
samen Teiler dieser Polynome.

Beweis: Sei I ein Ideal von K[x]. Das Ideal {0} = 0- K[x] ist ein Haupt-
ideal. Sei nun I # {0}. Sei g ein Polynom kleinsten Grades in I. Wenn nun
f €1 ist, dann dividiere f mit Rest durch g. Es seien m bzw. r der ent-
sprechende polynomiale Quotient bzw. Rest. Dann ist f = m - g+ r und aus
fel, —m-gelfolgtr=f—m-gel. Wegen der Minimalitit des Grades
von g muss r = 0 sein, somit f ein Vielfaches von g. Die zweite Behauptung
folgt nun aus Satz 108 .

Satz 114 : Es seien (f;)icy eine Familie von Polynomen und I das von ihr
erzeugte Ideal. Dann stimmen die Mengen

{aeK|fila)=0,iecM} und {acK|gla)=0,g€el}

der gemeinsamen Nullstellen der Familie (f;)icp und des Ideals I iiberein.
Insbesondere ist die Menge der gemeinsamen Nullstellen der Familie von
Polynomen (f;)icy gleich der Menge der Nullstellen des grifsten gemeinsa-
men Teilers dieser Polynome.

Beweis: Es seien g € I und a € K. Dann gibt es eine Koeffizientenfamilie
(ci)iem in K[x] so, dass g =Y ;cpscifi ist. Wenn fiir alle i € M gilt: fi(a) =0,
dann ist

gla)= () cifi)(a) =Y ci(a)fi(a) =0.

ieM ieM
Die zweite Aussage folgt nun aus Satz 113.

Ein System von polynomialen Gleichungen mit einer Unbekannten ist
die folgende Aufgabe: Gegeben sind Polynome f,..., fi € K[x]. Gesucht
sind alle Elemente a von K so, dass fi(a) = f2(a) = ... = fi(a) = 0ist. Das
Element a ist dann eine gemeinsame Nullstelle von f1,..., fi. Nach Satz
114 sind die gemeinsamen Nullstellen von fi,..., f; genau die Nullstel-
len von ggT(fi,...,fx). Systeme von polynomialen Gleichungen in einer
Unbekannten konnen also auf eine polynomiale Gleichung zuriickgefiihrt
werden.
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§7. Irreduzible Polynome

In diesem Abschnitt sei R ein Integritétsbereich.

Definition 115: Zwei Elemente a und b von R heiflen assoziiert, wenn es
ein invertierbares Element ¢ von R gibt so, dass a = ¢b ist.

Beispiel 116: Zwei ganze Zahlen sind genau dann assoziiert, wenn ihre
Betrige gleich sind. Wenn zwei Polynome mit Koeffizienten in R assoziiert
sind und den gleichen Leitkoeffizienten haben, dann sind sie gleich.

Definition 117 : Ein Element f € R ist in R irreduzibel, wenn die folgen-
den Bedingungen erfiillt sind:

(1) f#0,

(2) f ist nicht invertierbar,

(3) jeder Teiler von f ist invertierbar oder zu f assoziiert (,,f hat nur
triviale Teiler).

Beispiel 118 : Eine ganze Zahl ist genau dann in Z irreduzibel, wenn sie
eine Primzahl ist. In einem Korper gibt es keine irreduziblen Elemente. Ein
Polynom f mit Koeffizienten in einem Korper K ist genau dann irreduzibel,
wenn es in K|[x] keine Teiler hat, deren Grad groBer als 0 und kleiner als
gr(f) ist. Insbesondere sind alle Polynome mit Grad 1 in K|[x| irreduzibel.

Definition 119 : Ein Integrititsbereich R heilit ZPE-Ring (,,die Zerlegung
in Primfaktoren ist eindeutig™) oder faktoriell, wenn gilt:

(1) Fiir jedes von Null verschiedene und nicht invertierbare Element
f € R gibt es irreduzible Elemente py,...,p, € R so, dass

f=pip2-..pn

ist.
(2) Wenn qy,...,q, € R irreduzible Elemente sind so, dass

f=q0192...9nm

ist, dann ist m = n und es gibt invertierbare Elemente uy,...,u, und
eine Permutation ¢ € S, so, dass p; = Uiq (i) 1 <i<n, ist.

Kurz formuliert: R ist faktoriell, wenn jedes von Null verschiedene und
nicht invertierbare Element von R Produkt von irreduziblen Elementen ist
und diese Faktoren bis auf die Reihenfolge und bis auf Assoziiertheit ein-
deutig bestimmt sind.
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Beispiel 120: Z ist faktoriell. Jeder Korper ist faktoriell.

Satz 121: Es sei f € K[x] ein irreduzibles Polynom mit Koeffizienten in
einem Korper K. Wenn f das Produkt zweier Polynome teilt, dann auch
eines dieser zwei Polynome.

Beweis: Es seien g,h € K[x] so, dass f das Polynom gh teilt. Wir neh-
men an, dass f das Polynom g nicht teilt. Weil f irreduzibel ist, ist dann
ggT (f,g) = 1. Nach Satz 104 gibt es Polynome u,v mit uf +vg = 1. Weil
f ein Teiler von ufh und vghist, teiltesauch h=1-h =ufh+vgh.

Satz 122: Der Polynomring K[x| mit Koeffizienten in einem Korper K ist
faktoriell. Insbesondere gilt: Zu jedem Polynom f € K|x| mit positivem
Grad gibt es bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmte normierte irre-
duzible Polynome f1,..., f, so, dass

f=H]]f
i=1

ist.

Beweis: Es sei 0 # f € K[x] ein Polynom mit positivem Grad. Wir zeigen
die Existenz einer Zerlegung in irreduzible Faktoren durch Induktion iiber
gr(f).

Wenn gr(f) = 1 ist, dann ist f irreduzibel.

Wenn gr(f) > 1 ist, dann ist f entweder irreduzibel oder es gibt Polynome
g, h mit positivem Grad so, dass f = gh ist. Dann sind die Grade von g und A
aber kleiner als der von f. Nach Induktionsannahme sind g und /4 Produkte
von irreduziblen Elementen, also auch f.

Eindeutigkeit: Wenn f = pip>...p,und f = q1q2 ...qn zwei Zerlegungen
von f in irreduzible Elemente sind, dann gibt es nach Satz 121 einen Index
J 80, dass g das irreduzible Polynom p, teilt. Es gibt also ein invertierbares
Element u in K[x] so, dass p, = ug; ist. Daher ist

g=upipr..pn1= ] -
1<i<m,ij

Der Grad von g ist kleiner als der von f, daher folgt aus der Induktionsan-
nahme die Eindeutigkeit der irreduziblen Faktoren von g bis auf die Rei-
henfolge und Assoziiertheit.

Satz 123 : In jedem Polynomring iiber einem Korper gibt es unendlich vie-
le normierte irreduzible Polynome.
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Wenn K ein Korper mit endlich vielen Elementen ist, gibt es zu jeder natiirli-
chen Zahl n unendlich viele normierte irreduzible Polynome in K|x], deren
Grad grofer als n ist.

Beweis: Wenn es nur endlich viele normierte irreduzible Polynome giibe,
dann wire ihr Produkt ¢ ein Polynom und der Grad von g+ 1 wire groer
(oder gleich, wenn es nur ein normiertes irreduzibles Polynom gibt) als der
jedes irreduziblen Polynoms. Insbesondere wire g + 1 kein normiertes ir-
reduzibles Polynom. Nach Satz 122 gibt es ein normiertes irreduzibles Po-
lynom p, das g+ 1 teilt. Da p auch g teilt, wiirde p dann auch 1 teilen,
Widerspruch.

Wenn K ein endlicher Korper und n eine natiirliche Zahl ist, gibt es nur
endlich viele Polynome, deren Grad kleiner oder gleich n ist. Daraus folgt
die zweite Behauptung.

Beispiel 124 : Die irreduziblen Polynome in Z5[x], deren Grad hichstens
Jist, sind: x, x+ 1, X2 4+x+1, 3 +x2+1, x> +x+ 1.

Satz 125: Ein Polynom mit komplexen Koeffizienten ist genau dann in C [x]
irreduzibel, wenn sein Grad 1 ist.

Insbesondere gilt: Wenn f € C x| positiven Grad hat und z1 , . . . ,z, die Null-
stellen von f in C sind, dann gibt es eindeutig bestimmte positive ganze
Zahlen eq,. .., e, so, dass

ist.

Beweis: In der Analysis wird gezeigt, dass jedes Polynom in C [x] mit po-
sitivem Grad in C eine Nullstelle hat. Wenn z eine Nullstelle eines irredu-
ziblen Polynoms f ist, dann wird f von x — z geteilt. Daher muss
f=1k(f)(x—z) sein.

Die zweite Aussage folgt nun aus Satz 122.

Satz 126 : Wenn eine komplexe Zahl z € C Nullstelle eines Polynoms mit
reellen Koeffizienten ist, dann ist auch die zu 7 konjugierte komplexe Zahl 7
eine Nullstelle dieses Polynoms.
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Beweis: Es seien f = Y jcix' € R[x] und z € C eine Nullstelle von f.
Dann ist

f(Z)ZiCiZi=iCizi:m:():0.
i=0 =0

Satz 127 : Ein Polynom mit reellen Koeffizienten ist genau dann in R [x]
irreduzibel, wenn

e sein Grad 1 ist oder
e sein Grad 2 ist und es in R keine Nullstellen hat.

Beweis: Es sei f ein irreduzibles Polynom in R [x]. Dann ist sein Grad eine
positive Zahl, also hat f in C eine Nullstelle z.

Wenn z eine reelle Zahl ist, dann ist x — z ein Teiler von f in R|x], also ist
[ =1k(f)(x—2).

Wenn z nicht eine reelle Zahl ist, dann sind z und die dazu konjugierte kom-
plexe Zahl 7 verschieden. Nach Satz 126 wird f in diesem Fall von
(x—2z)(x—2Z) in C|[x] geteilt. Alle Koeffizienten des Polynoms

(x—z)(x —Z) = x> — 2Re(z) + |z|? sind reell. Da f reelle Koeffizienten hat,
muss das auch fiir den polynomialen Quotienten von f und (x —z)(x — 2)
gelten. Daher wird f von (x —z)(x —Z) auch in R[x] geteilt, somit ist

f=1(f)(x=2)(x=2).

§8. Polynomringe iiber faktoriellen Ringen

Das Polynom 2x ist in Q [x] irreduzibel, in Z [x] aber nicht. Das Poly-
nom 2 istin Z [x] irreduzibel, in Q [x] aber nicht. Im letzten Abschnitt haben
wir gesehen, dass Q [x] faktoriell ist. Gilt das auch fiir Z [x] ?

In diesem Abschnitt ist R ein faktorieller Ring, zum Beispiel Z, Q, R,

Q...

Definition 128 : Ein Polynom in R[x| heiBt primitiv, wenn es nicht O ist
und kein irreduzibles Element von R alle seine Koeffizienten teilt.

Beispiel 129 : 2x? +3x+4 € Z[x]und (y+ 1)x*> 4 (y* — )x+y € (Q[y])[]
sind primitiv, aber 2x> +2x+4 € Z [x] ist nicht primitiv.

Beispiel 130 : Jedes normierte Polynom in R[x] ist primitiv. Jedes irredu-
zible Polynom in R[x| ist primitiv. Ein Polynom mit Koeffizienten in Z ist
primitiv, wenn es nicht O ist und der groBte gemeinsame Teiler seiner Ko-
effizienten 1 ist. Jedes von Null verschiedene Polynom mit Koeffizienten in
einem Korper ist primitiv.
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Satz 131: (,Lemma von Gauf3*)
Das Produkt von zwei primitiven Polynomen in R|x] ist primitiv.

Beweis: Esseien f:=Y,rix'undg:=Y N jxj zwei primitive Polynome in
R[x] und p ein irreduzibles Element von R. Seien m bzw. n der kleinste
Index i so, dass p den Koeffizienten r; bzw. s; nicht teilt. Weil f und g
primitiv sind, existieren diese Indizes. Der (m + n)-te Koeffizient c¢;,,1, von

fgist
Z riSj = ImSn + Z risj+ Z risj .
I, J L, ] I, ]
i+j=m+n i+j=m+n i+j=m+n
i<m j<n

Die Elemente

Z I’l'Sj und Z l”l'Sj

L, J L, J
i+j=m+n i+j=m+n
i<m j<n

werden von p geteilt, also ist ¢+, die Summe von r,,s, und einem Viel-
fachen von p. Wenn p auch ¢,,, teilte, wire p auch ein Teiler und damit
ein irreduzibler Faktor von r,,s,. Weil p weder ein irreduzibler Faktor von
r, noch von s, ist, folgt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible
Faktoren, dass p den Koeffizienten c,,, nicht teilt.

Definition 132: Zwei Elemente a und b von R heillen teilerfremd, wenn
sie keinen gemeinsamen irreduziblen Faktor haben, das heifit: es gibt kein
irreduzibles Element von R, das sowohl a als auch b teilt.

Beispiel 133: Im Ring der ganzen Zahlen oder im Polynomring iiber ei-
nem Korper sind zwei Elemente genau dann teilerfremd, wenn ihr groter
gemeinsamer Teiler gleich 1 ist.

Satz 134: Es sei K der Quotientenkorper des faktoriellen Ringes R. Wir
fassen Rx] als Teilmenge von K|x| auf.

(1) Es seien f € R[x| und g,h € K|x| so, dass f = g-h ist. Dann gibt es
ein Element 0 # ¢ € K so, dass ¢™'-g € R[x], c-h € R[x] und c-h
primitiv ist.

(2) Die Menge der irreduziblen Polynome in R|x| ist die Vereinigung der
Menge der irreduziblen Elemente von R und der Menge der primiti-
ven Polynome in R|x|, die in K|[x| irreduzibel sind.

(3) Der Polynomring mit Koeffizienten in R ist faktoriell.
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Beweis:

(1) Seien a,b € R\ {0} so, dass a-g € R[x] und b-h € Rlx] ist. Seien

g1,h; primitive Polynome in R[x] und r,s € R so, dass
a-g=r-grund b-h=s-hy .
Dann ist
a-b-f=r-s-gi-h.
Es seien u,v,w € R so, dass
ab=uv, rs=uw
und dass v und w teilerfremd sind (u ist das Produkt der gemeinsamen
irreduziblen Faktoren von a - b und r - s). Dann ist
V-f:w-gl.hl .

Wir nehmen an, es giibe einen irreduziblen Faktor p € R von v. Dann
teilt p alle Koeffizienten von w- g1 - h;. Nach Satz 131 ist g; - h; pri-
mitiv, also wird ein Koeffizient von g - 4 nicht von p geteilt. Somit
wire p ein irreduzibler Faktor von w, Widerspruch. Daher ist v in R
invertierbar und

res o ow
— =—€cR.
ab v
Sei ¢ := 2. Dann ist
. ros
¢ 'g="-2 g €Rh] und c-h="h Rl .
a

(2) Es ist klar, dass jedes irreduzible Polynom vom Grad 0 in R[x]ein
irreduzibles Element von R ist und umgekehrt. Weiters ist jedes pri-
mitive Polynom in R[x|, das in K[x| irreduzibel ist, auch in R[x]
irreduzibel. Seien nun f ein irreduzibles Polynom in R[x] mit positi-
vem Grad und g, 2 Polynome in K[x] mit f = g-h. Nach (1) ist dann
f=('g - (c-hymitccK,c ' g€ Rx] undc-h€ R[x]. Da f
in R[x] irreduzibel ist, ist ¢~ - g oder ¢- A in R[x] (und damit auch in
K|x]) invertierbar. Somit ist f auch in K|[x] irreduzibel.

(3) Es sei 0 # f € R[x]. Nach Satz 122 gibt es irreduzible Polynome
fi,---, fnin K[x] so, dass

=11
i=1
ist. Nach (1) gibtes ¢y,...,¢, € Kmit [T, ¢; =1 und
c1-fi€RK],...;cn fn € R[X] .

Seien gi,...,g, primitive Polynome in R[x] und ri,...,r, € R so,
dass

ri-gi=c¢ifi,1 <i<n,
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ist. Da R ein faktorieller Ring ist, ist []?_, r; das Produkt von irredu-
ziblen Elementen s1,...,s, € R. Mit (2) folgt nun, dass

n
f=st-..osm[]ei
i=1

eine Zerlegung von f in irreduzible Faktoren in R[x] ist. Die Ein-
deutigkeit der Faktoren (bis auf die Reihenfolge und bis auf Asso-
ziiertheit) folgt aus der der entsprechenden Elemente von K|[x| und
R.

Satz 135: Es seien K der Quotientenkorper von R und f € R[x| ein nor-
miertes Polynom mit f(0) # 0. Dann ist jede Nullstelle von f in K ein Ele-
ment von R, das f(0) € R teilt. Insbesondere: Jede Nullstelle in Q eines
normierten Polynoms in 7. |x] ist eine ganze Zahl.

Beweis: Es sei ¢ := § € K eine Nullstelle des normierten Polynoms

f € R[x]. Dabei konnen wir annehmen, dass die Elemente ¢ und b in R
teilerfremd sind. Dann ist das Polynom bx — a primitiv und ein Teiler von f
in K[x]. Nach Satz 134 (1) ist bx — a auch in R[x| ein Teiler von f. Daher
gibt es ein Polynom g € R[x] so, dass f = g (bx —a) ist. Somit ist b ein
Teiler von lk(f) = 1 in R, also ist b in R invertierbar und ¢ € R. Weiters ist

07 f(0) =2(0)-(—a) = (=b-£(0))-c.

Beispiel 136: Es seien n > 2 eine ganze Zahl und p eine Primzahl. Dann
hat x" — p in QQ keine Nullstellen. Denn: Die Teiler p, —p,1,—1 von p sind
keine Nullstellen dieses Polynoms.

Insbesondere ist /p keine rationale Zahl.

§9. Die Anzahl der komplexen Nullstellen eines Polynoms

In diesem Abschnitt sei K ein Korper. Im Satz 91 wurde eine obere
Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms angegeben, diese
kann aber viel zu groB sein. Zum Beispiel hat das Polynom x" fiir jedes
n € N in K nur eine Nullstelle.

Definition 137: Es seien f # 0 ein Polynom mit Koeffizienten in K und
a eine Nullstelle von f in K. Die Vielfachheit der Nullstelle a von f ist die
grofite ganze Zahl n mit der Eigenschaft, dass (x — a)” ein Teiler von f ist.
Eine Nullstelle ist einfach, wenn ihre Vielfachheit 1 ist, und mehrfach, wenn
ihre Vielfachheit grofer als 1 ist.
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Beispiel 138 : 0 ist eine Nullstelle von x'? mit Vielfachheit 10.

Satz 139 : Die Funktion
n n
D:K[x] — K[x] , Y cx'— Zicix’_l
i=0 i=1

heif3t Differentiation oder Ableitung. Sie ist K-linear und erfiillt die Pro-
duktregel

fiir alle Polynome f,gist D(f-g) = f-D(g)+D(f)-g .
Insbesondere ist fiir alle positiven ganzen Zahlen k und alle Polynome
[ € K[y

D(f*) =k f~1-D(f).

Beweis: Ubung.

Definition 140 : Es seien R ein Ring mit Einselement 1. Durch

a-r:=vz(a)r+...+vz(a)r

-
|a| Summanden

fiir a € Z und r € R wird R zu einem Z-Modul. ,JJeder Ring ist ein
Z,-Modul.*

Wenn fiir alle positiven ganzen Zahlen n gilt: n- 1 # 0, dann ist R ein Ring
der Charakteristik 0. Schreibweise: char(R) = 0.

Wenn es eine positive ganze Zahl n mit n-1 = 0 gibt und p die kleinste
positive ganze Zahl mit dieser Eigenschaft ist, dann ist R ein Ring der Cha-
rakteristik p. Schreibweise: char(R) = p.

Beispiel 141: Die Ringe Z, Q, R, C haben Charakteristik 0, der Ring
Zy hat Charakteristik n. Die Charakteristik des Polynomrings R[x| ist die
Charakteristik von R.

Satz 142: Es sei f # 0 ein Polynom mit Koeffizienten in K.
(1) Ein Element a € K ist genau dann eine mehrfache Nullstelle von f,

wenn
fla)=0 wund D(f)(a)=0
ist.
(2) Wenn char(K) = 0 ist, dann hat das Polynom
S
88T (f,D(f))

nur einfache Nullstellen und zwar genau die Nullstellen von f.
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(3) Wenn char(K) = 0 ist, dann hat das Polynom f héchstens

gr(f) —er(geT (f,D(f)))
Nullstellen in K.

Beweis:
(1) Wenn a eine mehrfache Nullstelle von f ist, dann gibt es ein Polynom
h € K[x] so, dass f = (x —a)? - h ist. Dann ist
D(f)=2(x—a)-h+(x—a)*-D(h) =

=(x—a) - (2h+(x—a)-D(h)),

also a eine Nullstelle von D(f).
Sei nun umgekehrt a eine Nullstelle von f und von D(f). Wir divi-
dieren f mit Rest durch (x —a)?:

f=m-(x—a)*+r, gr(r) <2.
Dann ist
D(f)=D(m)-(x—a)*+2m-(x—a)+D(r) .

Aus f(a) =0 folgt 0 = r(a), also ist r = 0 oder r = lk(r) - (x — a).
Aus D(f)(a) = 0 folgt D(r) = 0. Daher ist r = 0 und (x —a)? ein
Teiler von f.

(2) Sei a eine Nullstelle von f und n ihre Vielfachheit. Dann gibt es ein
Polynom /& mit f = (x—a)" - hund h(a) # 0. Wegen

D(f) :n‘(x—a)"*1 ‘h+(x—a)"-D(h) =

= (x—a)""-(n-h+(x—a)-D(h))
wird ggT (f,D(f)) von (x —a)"~! geteilt. Wegen h(a) # 0 und weil
char(K) = 0 ist, wird n- h+ (x — a) - D(h) nicht von (x —a) geteilt.
Somit werden D(f) und gg7 (f,D(f)) nicht von (x —a)" geteilt. Da-
her ist a eine einfache Nullstelle von T 7D °
(3) folgt aus (2).

Beispiel 143: f = (x—2)*(x—3)? € C[«]

D(f) =2(x—2)(x—3)*+3(x—2)(x—3)* =
= (x=2)(x—3)7- (2(x—3) +3(x—2)) =
= (x—2)(x—3)* (5x—12)

ggT (f,D(f)) = (x—2)(x—3)?
/ (x—=2)(x—13)
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Satz 144 : Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms
0+# fe Clx] in C ist

gr(f) —er(ggT (f,D(f))) -
Beweis: Folgt aus den Sétzen 125 und 142.

§10. Lineare Differenzengleichungen

In diesem Abschnitt sei K ein Korper und n eine positive ganze Zahl.
Mit F(N,K) bezeichnen wir die K-Algebra aller Funktionen von N nach
K (bzw. Folgen in K).

Definition 145 : Eine lineare Differenzengleichung (der Ordnung n) ist die
folgende Aufgabe:

Gegeben sind Elemente cg,cy,...,c, € K mit ¢, # 0 und eine Funktion
he F(N,K).

Gesucht sind alle Funktionen f € F(N,K) so, dass fiir alle k € N

cof (k) +cif(k+1)+...4cnf(k+n)=h(k)

ist. Diese Funktionen f heilen Losungen der Differenzengleichung. Wenn
h = 0 ist, heifit die Differenzengleichung homogen.

Definition 146 : Fiir / € N und f € F(N,K) sei x' o f € F(N,K) durch
fiir alle k € N ist (x’ o f) (k) := f(k+£)

definiert. .
Fir p:=Y" jcix' und f € F(N,K) sei

n
pofi=Y cildof) € F(N,K)
i=0
(also: fiir alle k € N ist (po f)(k) = X} o cif (k+1i)).
Sprechweise: ,,die durch p und / gegebene lineare Differenzengleichung®
bedeutet ,,die durch cg,cy,...,c, und h gegebene lineare Differenzenglei-
chung”.

Satz 147 :

(1) Durch K[x] x F(N,K) — F(N,K), (p,f) —> po f,
wird F(N,K) ein K[x] — Modul.
(2) Fiir p € K|[x] ist die Funktion

po(=):F(N,K) — F(N,K), fr—pof,

K-linear.
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(3) Sei p € K[x] und h € F(N,K). Dann ist das Urbild von h unter
po(—) die Menge der Losungen der durch p und h gegebenen linea-
ren Differenzengleichung.

(4) Die Menge der Losungen einer homogenen linearen Differenzenglei-
chung ist ein K-Untervektorraum von (N K).

(5) Wenn f (irgend)eine Losung der durch p und h gegebenen linearen
Differenzengleichung ist, dann erhdlt man alle Losungen, indem man
beliebige Losungen der durch p gegebenen homogenen linearen Dif-
ferenzengleichung zu f addiert.

Beweis:
(1) Sei f € F(N,K). Fiir k,m € N ist

(o (¥ o f)) (k) = ("o f) (k+) =

= flk+C+m) = ((x"") 0 ) (k),
daraus folgt fiir alle Polynome p, g € K|x| leicht

pol(gof)=(pg)of(=(gp)of).
Die anderen Rechenregeln eines Moduls sind leicht nachzupriifen.
(2) folgt aus (1).
(3) folgt aus der Definition von po f.
(4) folgt aus (2) und (3).
(5) folgt aus (4).

Satz 148: Seien p =Y cix' € K[x], gr(p) =n, h € F(N,K) und
do,...,dy—1 € K. Dann gibt es genau eine Losung f der durch p und h
gegebenen Differenzengleichung mit f(i) = d;, 0 <i < n— 1. Insbesondere
ist die K-Dimension des Losungsraums dieser Differenzengleichung gleich
n.

Beweis: Wir definieren die Funktion f induktiv durch

f(0):=do,....f(n—1):=d,_y,
und fiir k > n:

n—1

flk)==c, b (h(k—n)— ;)cif(k—n+i)).

Dann ist f eine Losung mit den vorgegebenen Funktionswerten
d(),dl,...,dn_l in 0, 1,...,1’1— 1.

Beispiel 149 : Die Losung f der durch x> — x — 1 gegebenen homogenen
linearen Differenzengleichung mit f(0) = 0 und f(1) = 1 heilit Folge der
Fibonacci-Zahlen. Fiir k > 2 ist f(k) = f(k— 1)+ f(k—2).
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Definition 150 : Fiir r,a € K sei
ra™) N —K m—sr-a"

die geometrische Folge mit Anfangsglied r und Quotient a.

Beispiel 151: Seia € K. Dann ist r-a(~) die Losung der durch x — a gege-
benen homogenen linearen Differenzengleichung, deren Funktionswert in
0 gleich r ist.

Beispiel 152: Seien ay,...,a, € K paarweise verschieden und sei

n

pi= H(x —a;).
i=1

Dann bilden die Funktionen al(_), 1 <i < n eine Basis des K-Untervektor-

raums von F(N, K) aller Losungen der durch p gegebenen homogenen li-

nearen Differenzengleichung.

Denn: Fiir 1 < j < nist

poa;) = ([(x—a))o((x—aj)oa; ) =0.

i#]j
Weil ay,...,a, € K paarweise verschieden sind, sind die Funktionen
ag_), 1 <i <n, linear unabhiéngig, nach Satz 148 bilden sie daher eine Ba-
sis.

Die Losungen von linearen Differenzengleichungen sind Folgen. Wie
beschreibt man eine Folge durch endlich viele Daten? Eine Moglichkeit
dazu ist: ein Verfahren angeben, mit dem man fiir jedes k € N in endlich
vielen Schritten f (k) berechnen kann.

Satz 153: Seien p =Y cix' € K[x], gr(p) =n, h € F(N,K) und
do,...,dy,—1 € K. Sei f die eindeutig bestimmte Losung der durch p und h
gegebenen linearen Differenzengleichung mit f(i) = d;, 0 <i <n— 1. Fiir
k > n kann f(k) wie folgt berechnet werden:

Dividiere x* mit Rest durch p:

XX =my - p4r und (ry = 0 oder gr(ry) < n).
Sei ry; der Koeffizient von ry bei x', 0 <i<n—1.
Dann ist f(k) = (my o h)(0) + X7 rud;.

Beweis:

flk) = (0 f)(0) = ((my- p+ri) o £)(0) =
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n—1
= (myo(po f))(0) + (rro f)(0) = (my 0 h)(0) + ZO riid;.

Beispiel 154 : Sei f die Fibonacci-Folge. Der Rest von x!'% nach Division
durch x2 —x — 1 ist 354224848179261915075x +218922995834555169026,
wegen f(0) =0und f(1) = 1ist f(100) = 354224848179261915075.

Beispiel 155: Homogene lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung
Seien a und c reelle Zahlen. Berechne eine Folge f mit
(x—c)of=0 und f(0)=a!
Anders formuliert: Fiir alle j € N sei
fG+1)—c-f()=0 und £(0)=a.
Division mit Rest von x/ durch x — ¢ ergibt
X =mj-(x—c)+r; und ri €R.
Einsetzen von c fiir x ergibt
¢/ =0+r s
also ist fiir alle j € N

f)=ca.

Beispiel 156 : Inhomogene lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung

Seien a und c reelle Zahlen und /4 eine Folge in R. Berechne eine Folge
f mit
(x—c)of=h und f(0)=a !

Anders formuliert: Fiir alle j € N sei

FG+1) —c-f()=h(j) und f(0)=a.

Wie vorhin erhalten wir

Dabher ist
x—cl

1
C( ‘xj—l—ﬁ’
x—c =
somit ist fiir alle j € N
i—1

F =Y k(1) +ca.
/=0
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Beispiel 157 : Homogene lineare Differenzengleichungen 2. Ordnung

Seien ag,a; € R, p := x>+ c1x+co € R[x] und x,x, Nullstellen von p.
Berechne eine Folge f mit

pof=0,f(0)=ao und f(1)=a!
Sei j € N. Division mit Rest von x/ durch p = (x —x;)(x — x,) ergibt
X =mj-(x—x1)(x—x)+r; und [r;=0 oder grad(r;) <1].

Sgl rj=rjx+rj mitr;,r; €R.Setzen wir x; bzw. x, fiir x ein, so erhalten
wir

j_ . .
X =0+rjx1+rj
bzw.
Jj_ ) )
X, =0+rjx2+rj.

Falls x| # x, ist, folgt daraus

X{ —XJ
Th=
X1 —x2

und . .
X 1x§ — x{)@
I"jo = T .
1—X2
Das j - te Folgenglied f(j) der Losung f dieser Differenzengleichung ist
also

J_ J_
X1 —X X1X5 — X7X2 ay—apxy ;  apxy—dap

= 0 1 2"
X1 —X2 X1 —X2 X1 —X2 X1 —X2

f)

Falls x; = x, ist, gilt wie oben

j_ , .
x; =0+rjxi+rj, .

Eine zweite Bedingung fiir die Koeffizienten von r; erhalten wir, indem wir
x =mj-(x—x )%+ r nach x ableiten und dann fiir x die Zahl x; einsetzen:

jx{_] =0+rj.
In diesem Fall ist also

. .71 N T . i . i—1
fG)=jx| ar+(1— j)xjag = (1— jlaox| + jarx] .

Beispiel 158 : Die Formel von Binet

Die Fibonacci-Folge f ist die Losung einer homogenen linearen Differen-
zengleichung 2. Ordnung. Nach Beispiel 157 konnen wir daher ihre Folgen-

glieder mit Hilfe der Nullstellen von x> — x — 1 darstellen. Diese sind HT\B
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und I_T\E Mit Beispiel 157 erhalten wir die Formel von Binet:

_ 1 1+¢§j 1—\/§j
fm:ﬁ( 2 )( 2 )

Nach Beispiel 154 ist dann

100 100
354224848179261015075 — _ | (1FY5 ) _ [1=V5
/5 2 2

§11. Quotientenkorper

Definition 159 : Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M ist eine Teil-
menge £ C M x M mit den folgenden Eigenschaften:
e Fiir alle m € M ist (m,m) € E (E ist reflexiv).
e Fiir alle m,n € M folgt aus (m,n) € E, dass auch (n,m) € E ist (E ist
symmetrisch).
e Fiir alle m,n,p € M folgt aus (m,n) € E und (n,p) € E, dass auch
(m, p) € E ist (E ist transitiv).
Statt (m,n) € E wird auch m ~ n geschrieben (Sprechweise: m und n sind
dquivalent). Fiir m € M heifit die Menge

m:={neM|m~n}={neM|(mn)€E}

die Aquivalenzklasse von m beziiglich E bzw. ~.
Mit M/ ~:= {7 | m € M} wird die Menge aller Aquivalenzklassen beziiglich
~ bezeichnet.

Satz 160 : Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Der Durchschnitt von
zwei verschiedenen Aquivalenzklassen ist leer.

Beweis: Es seien 7 und 71 zwei Aquivalenzklassen. Wenn es ein k € M mit
k € m und k € i1 gibt, dann ist m ~ k und n ~ k. Daraus folgt m ~ n, also
m=n.

Beispiel 161: Durch (a,b) ~ (c,d) :< ad = be wird eine Aquivalenzrela-
tion auf Z x (Z \ {0}) definiert. Die Bruchzahl ¢ ist die Aquivalenzklasse
von (a,b). Q ist die Menge der Aquivalenzklassen.

Beispiel 162 : Es seien v und w Basen eines reellen endlich-dimensionalen
Vektorraums V. Durch
v~w & es gibt eine invertierbare Matrix 7', mit det(7") > 0 so, dass
w =T ist
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wird eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Basen von V definiert. Es
gibt genau zwei Aquivalenzklassen, diese sind die zwei Orientierungen von
V.

Satz 163 : R sei ein Integritditsbereich.

(1) Fiir a,b,c € R mit ¢ # 0 folgt aus ac = bc, dass a = b ist.
(,.In Integritdtsbereichen kann gekiirzt werden* ).

(2) Durch (a,b) ~ (c,d) :< ad = bc ist auf R x (R\ {0}) eine Aquiva-
lenzrelation definiert.

Beweis:
(1) Aus ac = bc folgt 0 = ac — bc = (a — b)c, wegen ¢ # 0 ist daher
a—b=0.

(2) Die Relation ist reflexiv und symmetrisch. Sind (a,b) ~ (c,d) und
(c,d) ~ (e, f), dann ist ad = bc und cf = de, also fad = fbc = bde
und d(af — be) = 0. Wegen d # 0 folgt daraus af = be, daher ist
(a,b) ~ (e, f) und die Relation transitiv.

In einem Integrititsbereich kann addiert, subtrahiert, multipliziert, aber
im allgemeinen nicht dividiert werden. Um diesen Nachteil zu beheben,
konstruiert man einen Korper, der (bis auf Identifikation) den Integrititsbe-
reich enthilt und dessen Rechenoperationen unverindert 14sst.

Definition 164 : Es seien R ein Integritétsbereich, a € R und
b € R\ {0}. Die Menge

g :={(c,d) | c,d € R,ad = bc,d # 0}

heift der durch den ,,Zdhler* a und den ,Nenner“ b gegebene Bruch (oder
Quotient von a und b). Wir schreiben Quot(R) fiir die Menge der Briiche
von R, also fiir die Menge der Aquivalenzklassen der durch

(a,b) ~ (¢,d) < ad = bc

auf R x (R\ {0}) definierten Aquivalenzrelation.
Fiir den Bruch { schreiben wir oft nur a und fassen so R als Teilmenge von
Quot(R) auf.

Satz 165 : (Quotientenkorper eines Integrititsbereiches)
Es seien R ein Integrititsbereich und Quot(R) die Menge seiner Briiche.
Die Funktionen

a c a c¢ ad + bc

+ : Quot(R) x Quot(R) — Quot(R) , (—,=)+— b + rk o
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und
a c ac

b bd’
sind wohldefiniert. Mit diesen Rechenoperationen ist Quot(R) ein Korper
und heif3t Quotientenkdrper von R. Wenn § # 0, dann ist

b
.

-2 Quot(R) x Quot(R) — Quot(R) , — g : 2 =

Die Einschrdnkungen von + und - auf R X R stimmen mit der Addition und
der Multiplikation auf R iiberein.

Beweis: Wir miissen zuerst zeigen, dass die Funktionen + und - wohldefi-

. . . , / .
niert sind, das heiBt: wenn % = % und 5 = & ist, dann muss auch

ad+bc ad +b'c nd % _ ac
bd ~  bd bd bd

sein.
Aus @'b = ab’ und 'd = cd’ folgt
(ad +be)b'd = d'bdd' +bb''d = bd(d'd' +b'’)
und
(ac)b'd' = bd(d'c) .
Die Rechenregeln eines Korpers konnen leicht nachgepriift werden.

Beispiel 166 : Der Quotientenkorper von Z ist der Korper der rationalen
Zahlen.

§12. Rationale Funktionen

In diesem Abschnitt seien R ein Integritétsbereich und K sein Quotien-
tenkorper.

Definition 167 : Der Quotientenkorper von R[x| heiit Korper der ratio-
nalen Funktionen und wird mit K(x) bezeichnet. Seine Elemente heilen
rationale Funktionen mit Koeffizienten in K.

Es seien a,b,c,d € R, b #0,c #0,d #0und f,g € R[x]|, g # 0. Dann
ist
§f _ads
98 bcg’
also konnen die Quotientenkdrper von R|[x] und K|x] als gleich aufgefasst
werden.
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Es seien f, g € K[x]|, g # 0 und m bzw. r der polynomiale Quotient bzw.
Rest von f nach Division durch g. Dann ist

f m r r
—=—t+-=m+-,

g 1 g g
also kann jede rationale Funktion als Summe eines Polynoms und einer
rationalen Funktion, deren Zidhler einen kleineren Grad als der Nenner hat,
geschrieben werden.

Es ist sehr empfehlenswert, jede rationale Funktion vor jeder Rechen-
operation durch den grofiten gemeinsamen Teiler von Zihler und Nenner zu
kiirzen.

Im Gegensatz zu Polynomen kann rationalen Funktionen nicht eine Funk-
tion von K nach K zugeordnet werden (obwohl der Name rationale Funk-
tion das nahelegt). Wenn f, g Polynome sind, g # 0, und N die Menge der
Nullstellen von g ist, dann wird durch die rationale Funktion g die Funktion

K\N— K, 2o L= 1
3 8(2)
definiert.
Sind g—i :K\N; — K und Z% : K\ N, — K rationale Funktionen, dann

bezeichnen wir mit % + g—i die rationale Funktion

L\ (o) — &, 2 18 20

81 &2 g1(z) 82(2)'

Satz 168 : Es seien f,g,h von Null verschiedene Polynome mit Koeffizien-
ten in K so, dass gr(g) >0, gr(h) > 0, ggT(g,h) = 1 und gr(f) < gr(gh)
ist. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome u und v so, dass

gr(u) <gr(h) , gr(v) <gr(g)
und
u v
Sy
gh h g
ist. Die Polynome u und v konnen wie folgt berechnet werden:
e Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus Polynome
s,t € K[x| so, dass sg+th =1 ist.
e Dann ist u bzw. v der Rest von fs bzw. ft nach Division durch h bzw.
g.

Beweis: Es sei p bzw. ¢ der polynomiale Quotient von fs bzw. ft und &
bzw. g. Dann ist fs = ph+uund ft = qg +v. Aus (fs)g+ (ft)h = f folgt
dann

(p+q)gh+ug+vh=7f.
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Wire p + g # 0, dann wiirde wegen
gr((p+q)gh) = gr(p+4q) +gr(gh) > gr(ug + vh)

auch
gr(f) = gr(p+q)gh = gr(gh)
gelten, was im Widerspruch zur Annahme steht. Daher ist
ug+vh=f

und somit
S ug+vh u

.
gh  gh h g’
Wenn ' und v’ Polynome mit gr(«’) < gr(h) , gr(V') < gr(g) und

f I/l/ V/

gh g
sind, dann ist
u u/ /
hg h g

also
v— Y= ('-u)g.
Wenn (v—v') =0ist, dann ist v ="' und u = /.
Wiire (v —V') # 0, dann folgt aus ggT (g,h) = 1, dass g ein Teiler von v—/
ist, also gr(g) < gr(v —V') < gr(v). Widerspruch zu gr(v) < gr(g).

Beispiel 169 :

1 —(P=2)+(14+x)(x—1) -1 x+1
(x—1)(x2-2) (x—1)(x2—2) _x—1+x2—2

Satz 170: Es seien f,g Polynome mit Koeffizienten in K, g # 0 und n eine
positive ganze Zahl. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome
fo, f1,- .-, fn mit Koeffizienten in K so, dass
IS
gn P gz
und
fi=0oder gr(f;) <gr(g), 1 <i<n,
ist. Diese Polynome konnen wie folgt berechnet werden:
o Seii:=0undhy:=f.
e Solange i # n+ 1: Dividiere h; mit Rest durch g. Es seien h;, der
polynomiale Quotient und r; der Rest von h; nach Division durch g.
Setze
fo—ii=riundi:=i+1.
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Beweis: Wir zeigen zuerst die Existenz dieser Zerlegung durch Induktion
iiber n. Wenn n = 1, dann ist

f
8

h1+——h1—|—f]
8 8

Wenn n > 1, dann ist
S om0 hi | fa
prrilprs g ppv il S
8 8 8 8 8
Die Behauptung folgt nun nach Anwendung der Induktionsannahme auf
h
gnfl '

Seien f{, f{,..., f, in K[x] so, dass

i £
=&
und
fi =0oder gr(f)) <er(f), 1<i<n,
ist.
Dann ist

Zfl Z]ill und Zfignl Z /nt
i=0

lOg IOg

Wir nehmen an, es gibe eine Zahl i mit f; # f/. Sei j die groBte Zahl Zahl
mit dieser Eigenschaft. Dann ist

J
f’gnl_ /nl
L= L i
und
gZ fg ",

daher ist der Grad von f; oder von f’ ; nicht kleiner als der Grad von g.
Widerspruch.

Satz 171 : (Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen)
Es seien f € K[x|, g1,...,8kx paarweise nicht assoziierte irreduzible Poly-

nome und
k
yp— n
g=[]s"-
i=1

Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome fo und f;j, 1 <i <k,
1 < j<nj, sodass

Sy 3

i=1 j= lg,
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und
fij=0oder gr(fij) <gr(g), 1<i<k,1<j<mn,
ist. Falls K = C ist, kann die zweite Bedingung durch
fii€C1<i<k,1<j<n

ersetzt werden.

Beweis: Folgt aus den Sétzen 168 und 170.

Beispiel 172: Es seien f € K[x], gr(f) < k und cy,...,c; paarweise ver-
schiedene Elemente von K. Nach Satz 171 gibt es Elemente d,...,d; in K
so, dass

I (x—ci) =1 7€)

ist. Multiplikation mit [T¢_, (x — ¢;) ergibt

k
f= Zde(X—Ci),

=1 i#j
daher ist
PREAC)
= .
[Tij(cj—ci)
Beispiel 173 :
1 1 1

x(x+1) T x x+1 €K@).

Beispiel 174 : Es sei g eine rationale Funktion mit Koeffizienten in R oder
C. Wenn die irreduziblen Faktoren des Zihlers g bekannt sind, kann die
Partialbruchzerlegung zur Berechnung des Integrals von Jé verwendet wer-
den. Zum Beispiel ist

At x+1 B 2 1 1

T T (x—1 _
(x+1)2(x—1) (x )+x+1 (x+1)2+x—1’
daher ist |
Exz—x+x+1—|—1n((x+1)2-|x—1|)

das Integral dieser Funktion.

Da aber im allgemeinen die irreduziblen Faktoren des Zihlers einer ra-
tionalen Funktion nicht bekannt sind, verwenden Computeralgebrasysteme
andere Verfahren zur Berechnung des Integrals von rationalen Funktionen.
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Statt der Zerlegung des Zihlers in irreduzible Faktoren wird die leicht zu
berechnende Zerlegung in quadratfreie Faktoren verwendet.

Definition 175: Es seien 0 # f ein Polynom mit Koeffizienten in K. Dann
ist f quadratfrei, wenn je zwei irreduzible Faktoren von f nicht assoziiert
sind. Wenn K ein Unterring von C ist, ist f genau dann quadratfrei, wenn
f in C keine mehrfachen Nullstellen hat.

Satz 176 : (Quadratfreie Zerlegung)

Es seien K ein Korper der Charakteristik O und 0 # f ein Polynom mit
Koeffizienten in K. Dann gibt es eindeutig bestimmte normierte quadratfreie
Polynome f1,..., fi so, dass

T (finf)=1,1<i<j<k und  f=IN]]A

ist. Diese Zerlegung von f heifit quadratfreie Zerlegung in die quadratfrei-
en Faktoren fi,..., fy von f. Beachte: Auch 1 kann ein quadratfreier Faktor
von f sein und nur dieser kann mehrfach auftreten.

Die quadratfreien Faktoren von f konnen mit dem folgenden Verfahren be-
rechnet werden:

o Setzei:= 1 und
hl = f
Ik(f)-88T (f,D(f))

e Solange ggT (f,D(f)) # 1 ist, ersetze f durch ggT (f,D(f)), i durch
i+ 1, setze

hi_
f und fi_1:= d 1.

hi=——
8gT (f,D(f)) hi
o Wenn ggT (f,D(f)) =1 ist, setze f; := h;.

Beweis: Es seien uy,...,u, paarweise verschiedene irreduzible Polynome
und ey, ..., e, positive ganze Zahlen so, dass

f=U()]Tu
i=1

die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren ist. Es sei k die grofite der
Zahlen ey,...,e,. Fir 1 <i <k sei f; das Produkt aller Polynome in

{uj| 1< j<n,ej=i}. Dannsind fi,..., f; die quadratfreien Faktoren
von f.

Nach Satz 142 ist

T (f,D(f)) /LM
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damit ist leicht nachzupriifen, dass das angegebene Verfahren die quadrat-
freien Faktoren von f berechnet.

Beispiel 177 :
X0 —18x% +139x7 — 604x° +1627x° — 2818x* +3141x> — 2176x>+
+852x — 144 =
= (x—1)*(x—=2*(x—3)*(x—4) =
= (x =D (x=2)(x=3)P(x—4)-1
fa=x—1, f=1 fri=x-2)x=3), fi=x—-4), fo=1.

Satz 178 : (Quadratfreie Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen)

Es seien K ein Korper der Charakteristik 0, 0 £ f,0 # g Polynome mit
Koeffizienten in K und g1,...,g die quadratfreien Faktoren von g. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Polynome fo und fi;,1 <i <k, 1< j<n,,

sodass L
l ..

(= hr LYY

8 i=0j=0 &;
und

fij=0oder gr(fij) <gr(gi), 1 <j<i<k
ist. Falls K = C ist, kann die zweite Bedingung durch
fije C,1<j<i<k,

ersetzt werden.

Beweis: Folgt aus den Sétzen 168 und 170.



KAPITEL 3

Rechnen mit algebraischen Zahlen

In diesem Kapitel sei K ein Korper.

§1. Algebraische Elemente und Minimalpolynome

In diesem Abschnitt sei A eine K-Algebra.

Definition 179 : Ein Element a € A ist algebraisch iiber K, wenn es Null-
stelle eines Polynoms f # 0 in K[x] ist. Elemente von A, die nicht alge-
braisch sind, sind transzendent iiber K. Algebraische bzw. transzendente
Zahlen sind komplexe Zahlen, die iiber Q algebraisch bzw. transzendent
sind.

Beispiel 180: Die reellen Zahlen e und 7 sind transzendente Zahlen (Be-
weis in der Analysis). Die Matrix

0 -1 2%2
(1 v)<e
ist eine Nullstelle des Polynoms x> 4 1 € Q[x], also algebraisch iiber Q.
Die reelle Zahl v/5 ist eine Nullstelle von x*> — 5 € QIx], also algebraisch

iiber Q. Die komplexe Zahl 7i ist eine Nullstelle von x* + 7> € R[x], also
algebraisch liber R.

Satz 181: Es seien a ein iiber K algebraisches Element von A und 1, die
Menge aller Polynome in K|x], die a als Nullstelle haben. Dann ist I, ein
Ideal von K|x|. Es gibt genau ein normiertes Polynom kleinsten Grades in
1,. Dieses erzeugt das Ideal 1, und heifst Minimalpolynom von a iiber K.

Beweis: Ubung.

Satz 182 : Es sei a € A algebraisch iiber K. Die Menge
Kla] :={h(a) [ h € K[x] }

ist eine kommutative Unteralgebra von A. Diese ist genau dann ein Inte-
gritdtsbereich, wenn das Minimalpolynom von a irreduzibel ist.

69
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Beweis: Es ist klar, dass K[a] eine kommutative Unteralgebra von A ist. Es
seien g,h € K[x] und f das Minimalpolynom von a.

Es sei f irreduzibel. Wenn g(a) - h(a) = 0 ist, dann ist (gh)(a) = 0, daher
wird gh von f geteilt. Weil f irreduzibel ist, teilt f auch g oder A, also ist
g(a) =0 oder h(a) =0.

Ist umgekehrt K[a] ein Integritétsbereich und f = gh, dann folgt aus 0 =
f(a) = (gh)(a) = g(a) - h(a), dass a eine Nullstelle von g oder 4 ist. Also
wird g oder & von f geteilt. Insbesondere hat eines dieser Polynome densel-
ben Grad wie f und das andere den Grad 0. Somit ist f irreduzibel.

Satz 183 : Es seien a ein iiber K algebraisches Element in A, dessen Mini-
malpolynom f € K|x| irreduzibel ist.

(1) Wenn g € K|[x| ein irreduzibles normiertes Polynom mit g(a) = 0 ist,
dannist f = g.
(2) Es sei nder Grad von f. Dann ist

(l,a,az, . ,a”_l)
eine K-Basis von K[a]. Wenn r = Y ¢;x' der Rest von
h € K[x] nach Division durch f ist, dann ist (cy,...,c,—1) das
n-Tupel der Koordinaten von h(a) beziiglich dieser Basis.

(3) K|a] ist ein Korper. Es seien h € K[x| und h(a) # 0. Die Koordinaten
von h(a)~! € Kla] beziiglich der Basis (1,a,...,a""') konnen wie
folgt berechnet werden:

— Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus Poly-
nome u,v € K[x| so, dass uf +vh =1 ist.

— Berechne den Rest Z;:Ol dix' von v nach Division durch f.

— Dann ist (dy,...,d,—1) das gesuchte n-Tupel der Koordinaten
von h(a)~'.

Beweis:

(1) Das irreduzible Polynom g wird nach Satz 181 von f geteilt, also ist
es zu f assoziiert. Aus lk(g) = 1 = lk(g) folgt daher f = g.

(2) Es seien h € K[x] und m bzw. r der polynomiale Quotient bzw. Rest
von A nach Division durch f. Dann ist

h(a) =m(a)-f(a)+r(a) = r(a),

also ist h(a) eine K-Linearkombination von (1,a,...,a" ). Wire
(1,a,...,a"") nicht linear unabhingig, dann gibe es ein n-Tupel
0 # (dop,...,d,—1) in K" mit Z;l:_()l dia’ = 0. Dann wire aber a die
Nullstelle des Polynoms 0 # Z?;Ol d:x', dessen Grad kleiner als der
von f ist. Widerspruch.
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(3) Es seien h € K[x] und h(a) # 0. Dann wird A nicht von f geteilt,
also ist ggT(f,h) = 1. Mit dem erweiterten Euklidischen Algorith-
mus konnen daher Polynome u,v € K|[x] so berechnet werden, dass
uf +vh=11ist. Dann ist v(a) € K|a] und

1l =u(a)- f(a)+v(a)-h(a) =0+v(a)-h(a),

also h(a) invertierbar und A(a)~! = v(a).

Wenn das Minimalpolynom eines algebraischen Elementes a bekannt
ist, dann kann am Computer in K[a] exakt gerechnet werden (wobei vor-
ausgesetzt werden muss, dass man in K exakt rechnen kann). Die Elemente
von Kla] werden durch n-Tupel in K" dargestellt, und die Rechenoperatio-
nen werden mit Hilfe der Aussagen (2) und (3) von Satz 183 ausgefiihrt.

Die erste Aussage von Satz 183 kann verwendet werden, um das Mini-
malpolynom zu finden: es muss zunichst irgendein normiertes Polynom f,
dessen Nullstelle a ist, gegeben sein. Dann wird tiberpriift, ob f irreduzibel
ist (sieche Abschnitt §4 ). Wenn es irreduzibel ist, dann ist f das Minimalpo-
lynom von a . Wenn nicht, miissen wir einen Faktor g kleineren Grades mit
g(a) = 0 finden und mit diesem von Neuem beginnen.

Beispiel 184 : Es sei V2 die positive reelle Zahl, die Nullstelle von =2
ist. Wenn das Polynom x* — 2 nicht irreduzibel iiber Q wire, dann hiitte es
einen Faktor vom Grad 1. Nach Beispiel 136 hat x> — 2 aber keine Nullstelle
in Q, also auch keinen Faktor vom Grad 1. Daher ist x> —2 das Minimalpo-
lynom von +/2 iiber Q und (1,v/2,v/4) ist eine Q-Basis von Q[v/2]. Um
die Koordinaten von (1 + 272+ 3\3/4_1)*1 beziiglich dieser Basis zu berech-
nen, verwenden wir Satz 183. Es ist

(=3x—50)(x =2)+ (x> +16x — 11)(3x*> +2x+1) =89 ,

also

—11 16 1
(1+ V2 + \/_) 89 +89\/_+89\/_

Schreibt man dieses Ergebnis in der Form

1 —11+16v2+ V4

(1+2v2+3V4) 89

an, so wird diese Berechnung oft als ,,den Nenner wurzelfrei (oder rational)
machen’ bezeichnet.
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§2. Ring-, Modul- und Algebrenhomomorphismen

Definition 185 : Es seien R und R’ Ringe mit Einselementen 1 und 1’. Eine
Funktion
f:R—R

heillt Ringhomomorphismus, wenn

fy=r

und fiir alle 5,7 € R

fls+1)=f(s)+f(r) und f(st) = f(s)f(2)
ist. (,,Das Bild des Einselementes ist das Einselement des Bildes, das Bild
der Summe ist die Summe der Bilder und das Bild des Produktes ist das
Produkt der Bilder*).
Ein bijektiver Ringhomomorphismus heilit Ringisomorphismus oder Iso-
morphismus von Ringen.

Satz 186 : Es seien R und R’ Ringe, 1 und 1’ ihre Einselemente, 0 und 0/
ihre Nullelemente und f : R — R’ ein Ringhomomorphismus.

(1) f(0) =

(2) Fiir alle invertierbaren Elemente r € R ist auch f(r) invertierbar und

fo ) =fr)~h
(3) Kern(f):={reR| f(r) =0} ist ein Ideal von R und Bild(f) ist ein
Unterring von R'.

Beweis:
(1) Esist0'+ £(0) = £(0) = f(0+0) = f(0)+ (O daher 0’ £(0).
Q@) f(r () =f(r 1) = f(1) =1 als0 f(r ') = f(r)"!
(3) Aus r € R, s € Kern(f) folgt f(rs) = f(r)f(s) = f(r)- 0 = 0/, al-
so rs € Kern(f). Die iibrigen Aussagen konnen leicht nachgepriift
werden.

Beispiel 187 : Es sei R ein Ring mit Einselement 1. Die Funktion
Z.— R, z—z7-1g,

ist der einzige Ringhomomorphismus von Z nach R.
Ihr Kern ist nZ :={k-n|k € Z }, wobei n die Charakteristik von R ist.

Beispiel 188 : Es sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Die Funktion
kan: 7 — L, r——F

ist ein Ringhomomorphismus und heif3t kanonische Projektion. Ihr Kern ist
nZ und ihr Bild ist Z,,.
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Definition 189 : Es seien R ein Ring und M und M’ Moduln iiber R. Eine
Funktion

fM—M

heilt R-Modulhomomorphismus oder R-linear, wenn fiir alle r € R und alle
vwweM

fo+w)=fW)+f(w) und f(r-v)=r-f(v)

ist. Ein bijektiver R-Modulhomomorphismus heit Isomorphismus von R-
Moduln.

Satz 190: Es seien R ein Ring, M und M' Moduln iiber R und f eine R-
lineare Funktion von M nach M'.

Dann ist Kem(f) :={re M| f(r) =0} ein Untermodul von M und Bild(f)
ist ein Untermodul von M'.

Beweis: Ubung.

Definition 191: Es seien R ein Ring und A und A’ Algebren iiber R. Eine
Funktion

fiA—=A

heiBt R-Algebrenhomomorphismus, wenn sie ein Ringhomomorphismus und
R-linear ist.

Ein bijektiver R-Algebrenhomomorphismus heilit Isomorphismus von R-
Algebren.

Satz 192 : Es seien R ein Ring, A und A’ Algebren iiber R und f ein Alge-
brenhomomorphismus von A nach A’.

Dann ist Kern(f) :={r€A| f(r) =0'} ein Ideal von A und Bild(f) ist eine
Unteralgebra von A’

Beweis: Ubung.
Beispiel 193: Es seien R ein kommutativer Ring, A eine R-Algebra und
a € A. Die Funktion

Rix] — A, g+ g(a),

ist ein R-Algebrenhomomorphismus und hei3t Einsetzungshomomorphis-
mus.
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Beispiel 194 : Es seien R ein kommutativer Ring und A die R-Algebra der
Polynomfunktionen von R nach R. Dann ist die Funktion

Q:Rx — A, fr—[r= f(r)] = f(ldg)

die jedem Polynom die entsprechende Polynomfunktion zuordnet, ein Alge-
brenhomomorphismus. Wenn R ein unendlicher Integrititsbereich ist, dann
ist @ ein Algebrenisomorphismus.

Beispiel 195 : Es seien V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem Kor-
per K und v eine Basis von V. Dann ist die Funktion von Ling(V,V), der
Algebra aller linearen Funktionen von V nach V, nach K"*", der Algebra
der n x n-Matrizen, die jeder linearen Funktion ihre Matrix beziiglich v zu-
ordnet, ein K-Algebrenisomorphismus.

Satz 196 : Wenn f ein Ringisomorphismus bzw. Modulisomorphismus bzw.
Algebrenisomorphismus ist, dann auch die Umkehrfunktion f='.

Beweis: Ubung

§3. Existenz von Nullstellen

In diesem Abschnitt sei f € K|[x| ein irreduzibles normiertes Polynom.

Definition 197 : Eine Korper L, der K als Unterring enthilt, heil3t Korperer-
weiterung von K. Eine Korpererweiterung K C L ist endlich, wenn L als
K-Vektorraum endlichdimensional ist. Die Dimension dieses Vektorraums
heilt Grad der Korpererweiterung. Schreibweise: gr(L/K).

Ein irreduzibles Polynom hat in K keine Nullstellen, daher sucht man ei-
ne endliche Korpererweiterung K C L von moglichst kleinem Grad, sodass
das Polynom in L eine Nullstelle hat. Dazu gibt es zwei Moglichkeiten:

(1) Man sucht in einer bereits bekannten K-Algebra A nach einer Null-
stelle @ von f. Wenn man sie findet, dann ist K C K|a] die gesuchte
Korpererweiterung.

(2) Man konstruiert eine endliche Korpererweiterung, in der f eine Null-
stelle haben muss.

Beispiel 198 : (Komplexe Zahlen, erste Vorgangsweise)
Wenn K = R und f = x?+ 1 ist, dann hat f in der R-Algebra R>*? die
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(0 -1

1= 1 0 .
a
b

Nullstelle

Alsoist R C R[i]:={ah+bi= _ab) |a,be R} =: C eine Korperer-

weiterung von R vom Grad 2.

Beispiel 199: Wenn K = Q und f = x*> — 2 ist, dann hat f in der Q-
Algebra Q%2 die Nullstelle

a-(33)

Alsoist Q C Q[v2]:={ah+bV2 = (Z 2ab

weiterung von Q vom Grad 2, in der ,,eine Wurzel aus 2 existiert.

|a,b € Q} eine Korperer-

Beispiel 200: Wenn K = Q und f := x> — 2 ist, dann hat f in der Q-
Algebra R die Nullstelle v/2, das ist die eindeutig bestimmte positive reelle
Zahl mit (v/2)? = 2. Die Existenz einer solchen reellen Zahl folgt aus dem
Zwischenwertsatz (cf. Analysis 1). Also ist

Q C Q[V2]:={a+bV2€R|a,be Q}

eine Korpererweiterung von Q vom Grad 2.

Satz 201: Wenn K C L und L C M endliche Korpererweiterungen sind,
dann ist auch K C M eine endliche Korpererweiterung und

gr(M/K) = gr(M/L) -gr(L/K)

Beweis: Essei (ay,...,a4) eine K-Basis von Lund (b,...,b,) eine L-Basis
von M. Dann ist (a;b})i<i<q,1< j< €ine K-Basis von M (nachpriifen).

Satz 202 : Es seien K C L eine endliche Korpererweiterung und a € L eine
Nullstelle von f. Dann ist der Grad dieser Korpererweiterung ein Vielfa-
ches von gr(f).

Beweis: Da f irreduzibel ist, ist f das Minimalpolynom von a. Nach Satz
183 ist die K-Algebra K[a] (C L) ein Korper und hat den Grad gr(f). Nach
Satz 201 ist gr(L/K) = gr(L/K|a]) - gr(K[a] /K) .
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Eine allgemeine Methode zur Konstruktion einer endlichen Korperer-
weiterung von kleinstmoglichem Grad, in der f eine Nullstelle hat, liefert
der folgende

Satz 203: Es seien n := gr(f) und V der von 1,x,x%,...,x""! erzeugte
Untervektorraum von K [x]. Mit der Multiplikation

1V xV —V , (g,h) — Rest von gh nach Division durch f

wird V zu einer K-Algebra, die sogar eine Korpererweiterung von K (vom
Grad n) ist. Das Element x € V ist eine Nullstelle von f in'V.
Das zu h € V inverse Element kann wie folgt berechnet werden:

e Berechne mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus
Polynome u,v € K[x| so, dass uf +vh =1 ist.
e Der Rest von v nach Division durch f ist das zu h inverse Element.

Beweis: Ubung.

Beispiel 204: Seien K = R, f =x>+1und V := g(l,x) der von I und x
erzeugte Untervektorraum von R [x]. Wir betrachten V wie in Satz 203 als
zweidimensionale Korpererweiterung von R. Dann hat f in V die Nullstelle
=X

Beispiel 205: Seien K = Q, f =x?> —2und V := g (1,x). Wir betrachten
V wie in Satz 203 als zweidimensionale Korpererweiterung von Q. Dann
hat f in V die Nullstelle v/2 := x.

Beispiel 206 : Das Polynom x? +x + 1 ist iiber Z, irreduzibel, also ist
7,(1,x) mit der in Satz 203 definierten Multiplikation ein Korper der Cha-
rakteristik 2 mit 4 Elementen. Seine Elemente sind 0, 1,x und x + 1. Es ist
x-(1+x)=1,x>=x+1und (x+1)> =x.
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§4. Irreduzibilititskriterien

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir immer angenommen, dass
das Polynom, das in dem in Satz 203 angegebenen Korper eine Nullstelle
hat, irreduzibel ist. In diesem Abschnitt iiberlegen wir uns, wie man nach-
priifen kann, ob ein Polynom irreduzibel ist.

Definition 207 : Es sei n > 2 und k natiirliche Zahlen und f = Zi'{:o cix' €
Z |x] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Dann heif3t

k
f= Zc_ixi € Zylx]
i=0

die Restklasse von f in Z,[x].

Satz 208 : Es sei n > 2. Die Funktion
Zx| — Zylx], f— f,

ist ein 7.-Algebrenhomomorphismus. .
Wenn n den Leitkoeffizienten von f nicht teilt, dann ist gr(f) = gr(f).

Beweis: Nachpriifen.

Satz 209 : Es seien f # 0 ein primitives Polynom mit Koeffizienten in 7. und
p eine positive Primzahl, die Ik(f) nicht teilt. Wenn die Restklasse f von f
in 7 ,x] irreduzibel ist, dann ist auch f in Z|x] (und Q [x]) irreduzibel.

Beweis: Wenn f das Produkt von zwei Polynomen g,h € Z [x] ist, dann ist
f=g-hund gr(f) = gr(g) +gr(h). Weil f irreduzibel ist, ist gr(g) = 0 oder
gr(h) = 0. Da p den Leitkoeffizienten von f nicht teilt, ist gr(f) = gr(f)
und daher auch gr(g) = gr(g) und gr(h) = gr(h). Somit ist gr(g) = 0 oder
gr(h) = 0. Weil f primitiv ist, folgt daraus die Behauptung.

Beispiel 210 : Es sei
h = x> +3456x* +7890x — 12345x> +- 987654321 € Zx] .

Die Restklasse von 4 in Zs[x] ist f := x> +x*> + 1. Wenn f reduzibel ist,
dann wird f von einem Polynom vom Grad 1 oder vom Grad 2 geteilt, also
von x, x+ 1 oder x* +x+ 1. Man priift durch Division mit Rest nach, dass
das nicht der Fall ist. Daher ist f in Z;[x] irreduzibel. Aus Satz 209 folgt
nun, dass auch # irreduzibel ist.
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Satz 211 : (Kriterium von Eisenstein)
Es sei f # 0 ein primitives Polynom in 7 |x]). Wenn es eine Primzahl p gibt,
die

den Leitkoeffizienten von f nicht teilt, aber
alle anderen Koeffizienten von f teilt, und
deren Quadrat die Zahl f(0) nicht teilt,

dann ist f irreduzibel.

Beweis: Es seien n der Grad von f, ¢ der Leitkoeffizient von f und p ei-
ne Primzahl mit den angegebenen Eigenschaften. Die Restklasse von f in
Z plx] ist dann éx" # 0. Seien g,h € Z x| so, dass f = gh ist. Dann ist
f = gh=éx". Weil Z,[x] faktoriell ist, gibt es natiirliche Zahlen k, ¢ und
ganze Zahlen a # 0, b # 0 so, dass k+ ¢ = n, § = ax* und h = bx’ ist. Wenn
sowohl g als auch & positiven Grad hitten, wiirden g(0) und %(0) von p und

8(0)-h(0) = £(0)

von p? geteilt werden. Widerspruch. Daher ist entweder g oder 4 zu f asso-
ziiert und f irreduzibel.

Beispiel 212: Es seien p eine positive Primzahl und 7 eine positive ganze
Zahl. Dann ist das Polynom

XX pxX 2 4 px+p e L[]

irreduzibel.

Beispiel 213 : Die Polynome
x10—6,x!11 =15, 82 =2, x* +3x+3 € Z[x]

sind irreduzibel.

§5. Der Korper der algebraischen Zahlen

Satz 214: Es seien K C L eine Korpererweiterung und a € L. Dann ist a
genau dann algebraisch iiber K, wenn K|a] ein endlichdimensionaler K-
Vektorraum ist.

Beweis: Wenn a algebraisch ist, dann ist die K-Dimension von K[a] nach
Satz 183 endlich.

Ist umgekehrt K|a] ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, dann ist die
Familie (a');cn nicht linear unabhingig. Also gibt es Elemente co, ... ,c,
so, dass Y''_ c;a’ = 0 ist. Daher ist a eine Nullstelle von Y7 c;x'.
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Definition 215: Ein Korper K ist algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
Polynom in K[x| mit positivem Grad eine Nullstelle in K hat.

Beispiel 216 : Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Satz 217 : Die Summe und das Produkt von algebraischen Zahlen ist wie-
der eine algebraische Zahl. Die zu einer algebraischen Zahl inverse Zahl
ist wieder algebraisch. Jedes Polynom mit positivem Grad, dessen Koeffizi-
enten algebraische Zahlen sind, hat eine algebraische Zahl als Nullstelle.
Kurz formuliert: Die Menge Q aller algebraischen Zahlen ist ein Unter-
korper von C und algebraisch abgeschlossen.

Beweis: Es seien a und b algebraische Zahlen. Dann sind die Korpererwei-
terungen Q C QJa] und Qla] C (Q]a])[b] =: Qla,b] endlich, nach Satz
201 auch Q C Q[a,b]. Nach Satz 214 ist jedes Element von Q|a,b] eine
algebraische Zahl, insbesondere a + b, a - b und al.

Essei f:=Y", cix' € Q[x] ein Polynom mit positivem Grad. Dann gibt es
eine komplexe Zahl a € C mit f(a) = 0. Die Koeffizienten von f sind in

Q|co,c1,---,cy) enthalten, also ist a algebraisch iiber diesem Korper. Daher
sind die Korpererweiterungen Q C Q{co,c1,...,c,| und
Q|co,c1,y---y¢n] € Q[co,c1, .. ., cn,a] endlich, somit nach Satz 201 auch

Q g Q[C()vch"' 7cn7a] :
Nun folgt aus Satz 214, dass a eine algebraische Zahl ist.
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Zahlbereiche:

B...Binidrzahlen, D...Dezimalzahlen

Nicht unter den Rechenoperationen abgeschlossen sind die Menge C \ Q
der transzendenten Zahlen, die Menge R \ Q der irrationalen Zahlen, die
Menge Z \ N der negativen Zahlen und die Menge der Maschinenzahlen.



KAPITEL 4

Graphentheorie

§1. Graphen und Digraphen

Definition 218 : Ein Graph ist ein Paar (E, K) von endlichen Mengen, wo-
bei E nicht leer und K eine Menge von zweielementigen Teilmengen von E
ist. Die Elemente von E heillen Ecken (engl.: vertices), die Elemente von K
heiBen Kanten (engl.: edges) des Graphen (E,K).

Wenn k := {a,b} eine Kante des Graphen (E,K) ist, dann heifien die
Ecken a und b die Eckpunkte (oder Ecken) von k. In diesem Fall sind die
Ecken a und b benachbart.

Ein Graph (E,K) heilt vollstindig, wenn K die Menge aller zweiele-
mentigen Teilmengen von E ist. Ein Graph (E, K) heif3t trivial, wenn K die
leere Menge ist.

In der Literatur wird der Begriff Graph manchmal allgemeiner definiert.
Dann wird ein Graph im Sinne von Definition 218 als einfacher Graph oder
schlichter Graph bezeichnet.

Beispiel 219: Seien E :={1,2,3,4,5,6,7} und

K= {{1,2},{1,3},{1,4},{5,6},{5,7},{6,7} },

Dann ist (E, K) ein Graph, der nicht vollstidndig ist. Die Zahlen 5 und 7 sind
die Eckpunkte der Kante {5,7}.

Zeichnerische Darstellung von Graphen:
Zeichne die Ecken als Punkte der Ebene und die Kanten als Strecken zwi-
schen ihren Eckpunkten.

Zum Beispiel: Der Graph

({1,2,3,4,5,6,7,8}, {{1,2},{2,3},{3,4},{4,1},{5,6},
{6,7},{7,8},{8,5},{1,5},{2,6},{3,7}, {4,8}})

81
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kann (in der Zeichenebene) durch

1 2
AN /
1
8—7
/ AN
4 3
oder

5 6
/] /‘
1 | 2
P v
/ /
4 3

dargestellt werden.

Bemerkung: Ein vollstindiger Graph mit n Ecken hat (5) = "("; U Kan-
ten.

Definition 220 : Ein gerichteter Graph oder Digraph ist ein Paar (E,K)
von endlichen Mengen, wobei E nicht leer und K eine Teilmenge von

(ExE)\{(a,a)|acE}

ist. Die Elemente von E heiflen Ecken, die Elemente von K heillen gerichte-
te Kanten oder Pfeile des Digraphen (E,K). Wenn k := (a, b) eine gerichtete
Kante des Digraphen (E,K) ist, dann heiBt a Anfangsecke und b Endecke
von k. Die Ecke a ist dann ein Vorgdnger von b und die Ecke b ist ein
Nachfolger von a.

Beispiel 221: E sei die Menge aller Stralenkreuzungen einer Stadt. K sei
die Menge aller Paare (a,b) € E x E mit den Eigenschaften: a # b und man
kann mit dem Auto von a nach b fahren, ohne eine andere Stralenkreuzung
zu passieren (Einbahnregelungen sind dabei zu beachten!). Dann ist (E,K)
ein gerichteter Graph.

Bemerkung: Ist (E,K) ein Graph, dann ist das Paar
(E.K,) :={(a,b) | {a,b} €K})

ein gerichteter Graph. Beachte, dass dann #(K,) = 2-#(K) ist. Ist umgekehrt
(E',Ky) ein gerichteter Graph, dann ist das Paar

(E',{{a,b} | (a,b) € K oder (b,a) € K })



83 4. GRAPHENTHEORIE

ein Graph. Graphen konnen daher als Spezialfille von gerichteten Graphen,
ndmlich als jene gerichtete Graphen, fiir die mit jeder gerichteten Kante
(a,b) auch (b,a) eine gerichtete Kante ist, aufgefasst werden.

Zeichnerische Darstellung von Digraphen:
Zeichne die Ecken als Punkte der Ebene und die gerichtete Kanten als Pfei-
le.

Der Digraph

<{1’27374}7 {(172)7(273)3(374)a (47 1)7(174)7(1a3)7(4’2>})

kann durch

2——=13

l—/—/——4
oder

3

dargestellt werden.

§2. Grad von Ecken, Untergraphen

Definition 222 : Seien (E,K) ein Graph und a € E.

Der Grad von a (Schreibweise gr(a)) ist die Anzahl aller Kanten von (E, K),
die a als Eckpunkt haben. Die Ecke a ist gerade bzw. ungerade, wenn gr(a)
eine gerade bzw. ungerade Zahl ist.

.
./

S e
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Beispiel 223 : In einem vollstdndigen Graphen mit n Ecken ist der Grad
jeder Ecke gleich n — 1.

Satz 224: (E,K) sei ein Graph. Dann ist

Y er(a) =2-#(K),

ackE

insbesondere ist die Anzahl der ungeraden Ecken in (E,K) eine gerade
Zahl.

Beweis: Jede Kante hat zwei Eckpunkte, daher ist die Summe der Grade
aller Ecken gleich 2 - #(K). Eine Summe von ganzen Zahlen ist genau dann
gerade, wenn die Anzahl der ungeraden Summanden gerade ist.

Definition 225: G := (E,K) und G’ := (E’,K’) seien Graphen (oder Di-
graphen). G ist genau dann ein Untergraph von G’ (Schreibweise: GC G'),
wenn E CE' und K C K’ ist.

Ein Untergraph (E,K) von G’ ist der von E induzierte Untergraph, wenn
K alle (gerichteten) Kanten in K’, deren Ecken in E liegen, enthilt. Ein
Untergraph (E, K) von G’ heiBt aufspannend, wenn E = E’ ist. Seien a € E’
und k € K'. Der Untergraph (E’,K’"\ {k}) heiBt der Untergraph von G,
der durch Weglassen der Kante k entsteht. Der Untergraph von G’, der von
E\ {a} induziert wird, heiBt der Untergraph von G', der durch Weglassen
einer Ecke entsteht.

Beispiel 226 : Der Graph

./
.
./ \.
ist ein Untergraph von
N,
‘e
V]

der durch Weglassen einer Ecke entsteht. Der Graph
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.\. - ./.
|
./. B .\.

ist aus diesem durch Weglassen einer Kante entstanden.

§3. Wege, Kreise und Zusammenhang

Definition 227 : Seien G := (E,K) ein Graph und n eine positive ganze
Zahl. Eine endliche Folge ag,ay,...,a, in E heilit Kantenfolge der Linge n
in G, wenn fiir 1 <i<n gilt: {a;,_1,a;} € K. Schreibweise: [ag,ai,...,a,).
Ist ag = a,, dann ist die Kantenfolge geschlossen.

Eine Kantenfolge [ag, ... ,a,] heiit Weg von ag nach a,, wenn ag,ay, ... ,a,
paarweise verschieden sind. Eine geschlossene Kantenfolge [ao, ..., a,] der
Linge > 3 heil}t Kreis, wenn die Ecken ay,ay, ..., a, paarweise verschieden
sind.

Beispiel 228 : Im Graphen

l1—2——3
4 —5——6
ist
[1,2,3,5,4] keine Kantenfolge,
[1,2,5,6,3,2,1] eine geschlossene Kantenfolge, aber kein Kreis,
[2,3,6,5,2] ein Kreis und
[1,2,5,6] ein Weg.

Definition 229 : Ein Graph G ist zusammenhdngend, wenn es von jeder
Ecke von G zu jeder anderen Ecke einen Weg gibt. Ein Digraph (E,K) ist
zusammenhdngend, wenn der Graph

(E, {{a,b} | (a,b) € K})
zusammenhingend ist.

Ein Untergraph H eines Graphen bzw. Digraphen G ist eine Zusammen-
hangskomponente von G, wenn er zusammenhingend ist und wenn es kei-
nen von H verschiedenen zusammenhédngenden Untergraphen von G gibt,
der H enthilt.
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Beispiel 230 : Der Graph
e —©O
/]
o — 0 —

ist zusammenhéngend, der Graph

g

ist nicht zusammenhingend und hat zwei Zusammenhangskomponenten.

Beispiel 231 : Jeder vollstindige Graph ist zusammenhingend. Ein trivia-
ler Graph ist genau dann zusammenhéngend, wenn er nur eine Ecke hat.

Definition 232: Seien G := (E,K) ein Digraph und n eine positive ganze
Zahl. Eine endliche Folge ag,ay,...,a, in E heillt gerichtete Kantenfolge
der Liinge n in G, wenn fir 1 <i <n gilt: (a;_1,a;) € K. Schreibweise:
lag,ay,...,ay]. Ist a9 = a,, dann ist die gerichtete Kantenfolge geschlos-
sen. Eine gerichtete Kantenfolge [ag,ay,...,a,] heiBt gerichteter Weg von
ao nach a,, wenn ag,ay, . ..,a, paarweise verschieden sind. Eine Ecke b € £
ist von a € E aus erreichbar, wenn es einen gerichteten Weg von a nach b
gibt. Der Digraph G ist stark zusammenhdingend, wenn jede Ecke von G
von jeder anderen Ecke aus erreichbar ist.

Beispiel 233 : Der Digraph

o <——0

e

([ ]
ist stark zusammenhéngend, der Digraph

o —> 0

e

ist zusammenhéngend, aber nicht stark zusammenhingend.

§4. Bewertete Graphen und Netzwerke

Definition 234: G := (E,K) sei ein Graph oder Digraph. Eine Abbildung
w: K — R heilit Bewertungsfunktion von G. Fiir k € K heifit die Zahl w(k)
die Bewertung der Kante k. Das Paar (G,w) heifit dann bewerteter Graph
bzw. Digraph.
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Zeichnerisch kann ein bewerteter Graph oder Digraph dargestellt wer-
den, indem w(k) iiber (oder unter oder neben) die Kante k geschrieben wird.

Beispiel 235: E sei die Menge der Bushaltestellen einer Stadt, K sei die
Menge aller Paare (a,b) von Haltestellen mit der Eigenschaft, dass ein Bus
ohne Halt von a nach b fihrt. Die Bewertung w((a,b)) der Kante (a,b) sei
die durchschnittliche Dauer (in Minuten) der Fahrt von a nach b. Dann ist
((E,K),w) ein bewerteter Digraph.

Definition 236 : Ein bewerteter Digraph heillit Netzwerk, wenn er zusam-
menhéngend ist und die Bewertung jeder Kante eine positive Zahl ist. In
diesem Fall hei3t die Bewertung einer Kante k auch Kapazitdt von k.

Beispiel 237 : Der bewertete Digraph
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aber nicht.

§5. Speicherung von Graphen

G = (E,K) sei ein Graph oder Digraph. Die Ecken seien geordnet:
E = {al,...,an}.

Definition 238 : Die ganzzahlige n x n-Matrix
A= A(G) := (Aij)1<i,j<n mit

A 1 wenn {a;,a;} € K bzw. (a;,a;) €K
Y710 sonst

heilt Adjazenzmatrix oder Nachbarmatrix von G.

In der Diagonale von A(G) stehen nur Nullen.
Wenn G ein Graph ist, dann ist die Matrix A(G) symmetrisch,
d.h.: Aij :Aji fiir 1 S i,j S n.

Beispiel 239 : Die Adjazenzmatrix von

| ——2
3 4

ist
0111
1 001
1 000
1 100

Beispiel 240 : Die Adjazenzmatrix von

/N

ist

- o O
SO =
S = O



89 4. GRAPHENTHEORIE

Satz 241: Es seien A die Nachbarmatrix von G und p eine positive ganze
Zahl. Dann ist (AP);; die Anzahl der (gerichteten) Kantenfolgen der Liinge
p von a; nach aj. Insbesondere ist ein Graph bzw. Digraph G genau dann
zusammenhdngend bzw. stark zusammenhdngend, wenn alle Koeffizienten
auflerhalb der Diagonale von

A+A2+."+An71

positiv sind.

Beweis: Induktion iiber p.

p = 1: nach Definition von A.

p>1: SeiB:= AP~1 Nach Induktionsannahme ist B;, die Anzahl der (ge-
richteten) Kantenfolgen der Liange p — 1 von g; nach a,. Eine Kan-
tenfolge der Linge p von a; nach a; erhilt man, indem man an eine
Kantenfolge der Linge p — 1 von a; nach a, € E eine (gerichtete)
Kante von a, nach a; anfiigt. Daher ist

£
=

I
1=
=
>

I

\
I
—

(Anzahl der Kantenfolgen der Liange p — 1 von a; nach a,)-

I
M=

i
1L

- (Anzahl der Kanten von a, nach a;)
die Anzahl aller Kantenfolgen der Linge p von a; nach a;.
Definition 242 : Das n-Tupel

((ai, {aj | {ai,a;} € Kbzw. (ai,aj) € K}>)

1<i<n

heiBt Adjazenzliste von G.

Beispiel 243 : Die Adjazenzliste von
1—2
3 4

((1,{2,3,4}),(2,{1,4}),3,{1}),(4.{1,2})).

ist
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Beispiel 244 : Die Adjazenzliste von
1

2— =3
ist

((1,{2}), (2,{3}),(3.{1})).

Definition 245 : (G,w) sei ein bewerteter Graph bzw. Digraph.
Sei R := R U{eo}. Die n x n-Matrix mit Koeffizienten in R

A(G,w) = (Aij)i<i j<n
mit
e {w({ai,aj}) bzw. w((a,a;)), wenn {a;,a;} € K bzw. (a;,a;) €K
iji=
o sonst

heilit Matrix des bewerteten Graphen bzw. Digraphen (G,w).

Beispiel 246 : Die Matrix von

—1
1—2
1 711
2 3
3 4
ist
o —1 1 7
] o oo %
% o0 o0 o0
7 % 0o oo

§6. Verbindungsprobleme

Beispiel 247 : Einige Dorfer sollen mit einer Wasserleitung versorgt wer-
den. Fiir je zwei Dorfer, die direkt mit einer Wasserleitung verbunden wer-
den konnen, sind die Kosten dafiir bekannt. Bestimme ein Leitungsnetz, das
moglichst wenig kostet!

Dieses Problem kann durch einen bewerteten Graphen ((E K ),w) mo-
delliert werden: Die Ecken sind die Dorfer, die Kanten entsprechen den di-
rekten Leitungsverbindungen zwischen zwei Dorfern und die Bewertung ei-
ner Kante entspricht den Kosten fiir diese Leitung. Gesucht ist ein aufspan-
nender Untergraph (E,K’) von (E,K) so, dass (E,K’) zusammenhingend
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ist, keine Kreise enthilt und

moglichst klein ist.
Zum Beispiel:

§7. Biume

Definition 248 : Ein Wald ist ein Graph, der keinen Kreis enthilt. Ein Baum
ist ein zusammenhingender Wald. Ein Blart ist eine Ecke eines Baumes,
deren Grad 1 ist.

Beispiel 249 :

/
-
\o

N e

N
\

/

Beispiel 250 : Es gibt (bis auf Umbenennung der Ecken) nur zwei Biaume
mit 4 Ecken:

Der eine Baum hat zwei, der andere drei Blitter.

Satz 251: Jeder Wald mit mindestens einer Kante hat mindestens zwei
Blditter.
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Beweis: Da die Eckenmenge endlich ist und es in einem Wald keine Krei-
se gibt, enthilt ein Wald Kantenfolgen maximaler Lénge. Deren erste und
letzte Ecke haben Grad 1.

Satz 252: G := (E,K) sei ein Graph. Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent:

1.
2.
3.
4.

G ist ein Baum.

Fiir je zwei Ecken a,b von G gibt es genau einen Weg von a nach b.
G ist zusammenhdngend und hat eine Ecke mehr als Kanten.

G enthdlt keine Kreise und hat eine Ecke mehr als Kanten.

Beweis:

ey

2)

3)

= (2): Jeder Baum ist zusammenhéngend, daher gibt es einen Weg
la=ayp,ay,...,ay =b] von a nach b.

Sei [a = ap,d),...,a, = b] ein weiterer Weg von a nach b. Wir
nehmen an, dass diese zwei Wege verschieden sind. Wegen ap = q;,
gibt es Indizes k mit a; = aj und ay | # a;_ . Sei i die kleinste dieser
Zahlen. Wegen a,, = aj, gibt es Indizes k, I mitk > i, [ > i,ax_ #a)_,
und a; = ;. Seien p, q die kleinsten dieser Zahlen. Dann ist

/ / / /
[Cll‘,aH_],...,ap_],ap :aq,aqil,...,aH,l,ai]

ein Kreis. In G gibt es aber keine Kreise. Widerspruch.

/ - --- -@ /
iy~ g1
° °

/ N\

e o - - 0— 06— 06— -+ —@— ©0— @ ---
ao = d Gi=di dpy @y ap=dy

= (3): G ist nach Definition zusammenhingend. Wir zeigen durch

Induktion iiber #(K), dass #(E) = #(K) + 1 ist:

Fir #(K) =0 ist #(E) = 1.

Sei #(K) > 0. Sei G' = (E,K") der Graph, der durch Weglassen einer

Kante entsteht. Nach (2) hat G’ genau zwei Zusammenhangskompo-

nenten, diese sind Bdume. Nach Induktionsannahme hat jede Zusam-

menhangskomponente eine Ecke mehr als Kanten. Daher ist

#(K)=#K')+1= #E)—-2)+1=#E)—1.

= (4): Wir nehmen an, dass G einen Kreis der Linge n (> 3) enthilt.

Fiir jede Ecke a von G, die nicht zu diesem Kreis gehort, wihlen

wir einen Weg kiirzester Linge zu einer Ecke des Kreises. Sei k(a)

die Kante dieses Weges, die a enthilt. Die Kanten k(a), k(b) sind

fiir je zwei Ecken a und b, die nicht zum gewéhlten Kreis gehoren,
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verschieden. Aus

{k | k Kante des Kreises } U
U {k(a) | a € E, a gehort nicht zum Kreis } CK
folgt
#(K) > n+ (#(E) —n) =#(E),
Widerspruch zu (3).

(4) = (1): Nach (4) ist G ein Wald. Wir zeigen noch durch Induktion
iiber #(E), dass G zusammenhingend ist. Wenn #(E) = 1 ist, ist G
zusammenhingend. Sei #(E) > 1. Dann ist
#(K) > 1. Nach Satz 251 gibt es in G ein Blatt a. Sei k die Kante
die a enthilt. Dann ist G’ := (E\ {a},K \ {k}) ein Wald, der eine
Ecke mehr als Kanten hat. Nach Induktionsannahme ist G’ zusam-
menhéngend, also auch G.

§8. Der Algorithmus von Prim

(G,w) := ((E,K),w) sei ein zusammenhingender bewerteter Graph.

Definition 253 : Ein Minimalgeriist von (G,w) ist ein aufspannender Un-
tergraph (E,K’) von G mit den Eigenschaften:

e (E,K’) ist ein Baum und

o Y cx w(k) ist moglichst klein.

Beispiel 254 : Die Graphen

[ ] [ )

[ J [ ]
und

o [ )

[ ] \.

sind Minimalgeriiste von
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Satz 255: Mit dem folgenden Algorithmus wird ein Minimalgeriist von
(G,w) berechnet:
e Wihle eine Ecke a von G. Wdhle unter den Nachbarn von a eine
Ecke b so, dass w({a,b}) moglichst klein ist. Setze F := {a,b} und
K':= {{a,b}}.
e Solange F # E ist, wihle c € F, d € E\ F so, dass {c,d} € K und
w({c,d}) méglichst klein ist. Ersetze F durch F \U{d} und K' durch
K'U{{c,d}}.

e Dann ist (E,K') ein Minimalgeriist von (G,w).

w({c,d}) minimal

Beweis: Da G zusammenhingend ist, gibt es immer ¢ € F und d € E\ F
so, dass {c,d} € K ist. In jedem Schritt des Verfahrens wird die Menge
F um ein Element vergroBert. Der Algorithmus liefert also nach #(E) — 2
Schritten ein Ergebnis (E,K’). Nach Konstruktion ist (E,K’) aufspannend
und ein Baum. Sei (E,L) ein Minimalgeriist von (G,w) so, dass #(K'NL)
moglichst grof ist. Zeige: L = K.

Wir nehmen an, dass L # K’ ist. Dann gibt es eine Kante k € K’, die nicht
in Lliegt. Sei F wie in dem Schritt im Verfahren, in dem die Kante k£ gewihlt
wird. Dann liegt eine Ecke (a) von k in F, die andere (b) in E \ F und w(k)
ist minimal mit dieser Eigenschaft. Da (E,L) ein Baum ist, gibt es genau
einen Weg in L von a nach b. Auf diesem Weg gibt es eine Kante ¢, deren
eine Ecke in F und deren andere Ecke in E \ F liegt. Nach Wahl von k muss
w(k) <w(l) sein. Sei M := (L\ {¢}) U{k}. Weil (E,L) ein Baum ist und ¢
und & in einem Kreis in G liegen, ist (E, M) auch ein Baum. Wegen w(k) <
w(l) ist ¥,,epyw(m) < ¥,,cpw(m), also auch (E,M) ein Minimalgeriist.
Aber #(K'NM) > #(K' N L), das ist ein Widerspruch zur Wahl von (E,L).
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Beispiel 256 :

Summe der Bewertungen der Kanten des Minimalgeriistes: 21.

Bemerkung: Ein Maximalgeriist eines bewerteten Graphen (G,w) ist ein
aufspannender Untergraph (E,K’) von G mit den Eigenschaften:

e (E,K’) ist ein Baum und

o Y cx w(k) ist moglichst grof.
Ein Maximalgeriist von (G, w) ist ein Minimalgeriist von (G, —w) und kann
daher auch mit den Algorithmen von Prim berechnet werden.

Bemerkung: Im Algorithmus von Prim werden “lokal richtige” Entschei-
dungen getroffen, die sich dann auch als “global richtig” erweisen. Bei vie-
len anderen Problemen der Graphentheorie ist das nicht so.
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Das Problem des Brieftragers

Beispiel 257 : Ein Brieftrager geht vom Postamt los, durch alle Stralen
seines Zustellbereichs und kehrt wieder zum Postamt zuriick. Wie muss er
gehen, damit die insgesamt zuriickgelegte Strecke moglichst kurz ist?

Graphentheoretische Modellierung: Wir betrachten einen bewerteten
Graphen, dessen Ecken das Postamt und die Stralenkreuzungen im Zu-
stellbereich sind. Die Kanten entsprechen den StraBenabschnitten zwischen
zwel Kreuzungen. Nach Wahl einer Lingeneinheit wird jede Kante mit der
Entfernung zwischen den zwei Eckpunkten bewertet. Gesucht wird eine ge-
schlossene Kantenfolge [ag,a1,...,a; = ao) so, dass {{a;,ai11} |0 <i< j}
die Menge aller Kanten ist und

j—1

ZW({aiaai+l})

i=0

moglichst klein ist.

§1. Kiirzeste Wege

Beispiel 258 : Es seien E eine Menge von Flughifen, K die Menge aller
Paare (a,b) von Flughifen so, dass es von a nach b einen Direktflug gibt.
Fiir (a,b) € K sei w((a,b)) die Zeit fiir einen Flug von a nach b. Dann

ist ((E K ),w) ein bewerteter Digraph. Seien c,d zwei Flughifen so, dass
es einen gerichteten Weg von ¢ nach d gibt. Finde einen gerichteten Weg
[c=ap,...,a; =d] so, dass die gesamte Flugzeit, also

j—1

Z W((ai;ai+1)) 3

i=0

moglichst klein ist!
96
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Losung: *
2 3 2
1
1 . d 1
6

_—
O <— @ _ o <——

°d

4
2
3

S0 —> 0
\S)

Deﬁgition 259: Sei R := R U {eo}. Wir erweitern die Ordnung < von R
auf R durch:

fir alle z € R ist z < oo.

Fiir alle z € R sei 7+ o0 := o,

Im weiteren sei (G = (E,K ),w) ein bewerteter Graph bzw. Digraph.
Fir a,b € E mit { := {a,b} ¢ K bzw. { := (a,b) & K setzen wir w({) := co.

Definition 260 : Die Ldnge eines Weges bzw. eines gerichteten Weges ist
die Summe der Bewertungen seiner Kanten. Der Abstand dg(a,b) von ei-
ner Ecke a zu einer Ecke b in G ist die kleinste Linge eines Weges bzw.
gerichteten Weges von a nach b, falls ein solcher existiert, und oo sonst. Ein
Weg bzw. gerichteter Weg [a = ay, ...,a; = b] ist ein kiirzester Weg von a
nach b, wenn

j—1

j—1
z{)w({ai,aiﬂ}) = d(;(a,b) bzw. Z;’)w((a,-,a,url)) = dg(a,b)

ist.

Im weiteren nehmen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an,
dass G ein gerichteter Graph ist. (Falls nicht, ersetzen wir jede Kante
k :={a,b} durch die zwei gerichteten Kanten (a,b) und (b,a) und bewerten
beide mit w(k)).

Satz 261: Seien A CE, a € A und w(k) > 0 fiir alle k € K. Sei b € E\ A
so, dass

s(b) := rdnei/I{I (de(a,d) +w((d,b)))



98 5. DAS PROBLEM DES BRIEFTRAGERS

maglichst klein (also s(b) = min.ep\ 4 mingeq (dg(a,d) +w((d,c))) ist.
Dann ist

s(b) =dg(a,b)
und

dG<a7b) = clgnEi{lAdG(a’C) )

also: alle Ecken aufler b eines kiirzesten Weges von a nach b sind Elemente
von A und b ist jene Ecke in E \ A, die von a den kleinsten Abstand hat.

Beweis: Wenn es keinen gerichteten Weg von a zu einer Ecke in E \ A gibt,
ist die Behauptung leicht nachzupriifen. Wir konnen daher annehmen, dass
es einen Weg von a nach b gibt. Sei [a = ag,ay,...,a; = b] ein kiirzester
Weg von a nach b. Sei i der kleinste Index so, dass a; & A ist.

Es ist dg(a,a,-_l) + w((ai_l ,a,')) —l—dc;(ai,b) = dg(a,b). Wire i # j, dann
wire dg(a;,b) > 0 (weil die Bewertungen aller Kanten positiv sind) und
daher dg(a,a;—1) +w((ai—1,ai)) < dg(a,b).

Wegen

s(a;) == Einei/? (dg(a,d) +w((d,a))) < dg(a,ai-1)+w((ai-1,a;))
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und
dg(a,b) < s(b)

wire dann s(a;) < s(b). Widerspruch zur Wahl von b. Also ist i = j und

dg(a,b) =dg(a,a;i—1)+w((ai—1,b)) = 21612 (dg(a,d) —|—W((d,b))) .

Satz 261 liefert die Idee fiir ein Verfahren zur Berechnung eines kiirzes-
ten Weges von einer Ecke a zu einer Ecke b in G:

Wenn die kiirzesten Wege von a zu allen Elementen einer Teilmenge
A C E mit a € A bereits bestimmt sind, dann kdnnen mit Satz 261 eine Ecke
¢ € E\ A, deren Abstand von a kleinstméglich ist, und ein kiirzester Weg
von a nach c¢ ermittelt werden. Ersetze dann A durch A U {c}. Wiederhole
das solange, bis ¢ = b ist.

Satz 262 (Algorithmus von Dijkstra) : Seiena € E, a#b € E und w(k) > 0
fiir alle k € K. Mit dem folgenden Algorithmus werden der Abstand dg(a, D)
von a nach b und, falls dg(a,b) < e ist, ein kiirzester Weg von a nach b
berechnet:

e Setze i := 0, ap :=a, Ag := {ap} und definiere die Abbildung
fo:E — R durch

folap) :==0und fy(c) := o fiir ¢ € E \ Ay.
(%) ® Definiere die Abbildung fi.1 : E — R durch

firi(c) = fi(e), falls c € A; ist,
i+1(c): min{ fi(c), fi(a;) + w((a;,c))}, falls c € E\ A; ist.

e Wiihle c € E\ A; so, dass fi11(c) moglichst klein ist. Setze a; 11 :=c,
A1 :=A;U{ajs1} unddann i :=i+ 1.

o Wenn a; # b ist, gehe zuriick zu (%). Sonst ist dg(a,b) = f;(b) (und
auch dg(a,x) = fi(x) fiir alle x € A;).

o Wenn dg(a,b) = oo ist, gibt es keinen gerichteten Weg von a nach b.
Sonst sei jo:=1iund p :=0.

e Solange j, # 0 ist, setze

Jpr1i=min{r | fri1(a;,) = fj,(aj,)} und
p:=p+1.

Dann ist [a = ay, . ..,aj,,aj,,aj, = b] ein kiirzester Weg von a nach
b.



100 5. DAS PROBLEM DES BRIEFTRAGERS

Somit: dg(a,e) = 6, kiirzester Weg von a nach e: [a,b,c,e] . Weiters ist
dg(a,d) = 5.
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Beweis: Zeige durch Induktion iiber i, dass fi(a;) = dg(a,a;),
0<i<n,ist.

i=0: f()(a()) =0= dG(a(),a()).
i>0: Die Ecken ag,ai,...,a;—1 wurden so gewdhlt, dass fiir alle
ce E\A;_ gilt:

file) = min (fj(a;)+w((ajc))).

0<j<i
Nach Induktionsannahme ist
filaj) =dgla,aj), 1<j<i,
daher ist

Ji(e) = min (do(a.d) +w((d,0))).

Also gilt fiir a;:

i (dg(a.d) +w((d,a))) = filas) =

= min filc)= min min (dg(a,d) +w((d,c)))-

Nach Satz 261 ist daher f;(a;) = dg(a,a;).

Beispiel 263 : Sei G der bewertete Graph mit Eckenmenge
{1,2,3,...,8}, dessen Matrix

O Lo I8 — 8
®© 8§ 8§ 8§ —mwyg —
~Nw— 8 8 8 w3y
Ao g § =N
NnO R~ I ANE 8
~ 8 8 AU — § o
w8 § OO WY W
g WA UL IO

ist. Gesucht ist ein kiirzester Weg_ von 1 nach 8 und von 1 nach 6. Wir
schreiben die Abbildung f; : E — R als 8-Tupel

fi= (1), £(2),.... fi(8))
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an.

Jo = (0,00,00,00,00,00, 00, 0)
a():l
f1=1(0,1,,2,7,8,5,9)
aj =2
f»=1(0,1,4,2,7,8,5,9)
a2:4
f3=1(0,1,4,2,7,7,5,8)
a3 =3
fa=1(0,1,4,2,7,5,5,8)
as =26
f5=1(0,1,4,2,7,5,5,8)
as =7
fe=1(0,1,4,2,7,5,5,8)
a6:5
f7=1(0,1,4,2,7,5,5,8)
a7:8

Baum der kiirzesten Wege:

6 e 8 6e LI
1 6 1 6

21\// 21\1//

dg(1,8) = 8, kiirzester Weg: [1,4,8] oder [1,2,4,38].
dg(1,6) = 5, kiirzester Weg: [1,2,3,6].

oder

7
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§2. Eulersche Touren

In diesem Abschnitt sei G = (E,K) ein Graph, in dem keine Ecke den
Grad 0 hat.

Definition 264 : Ein Kantenzug in G ist eine Kantenfolge [ag,ay, ..., a,]
so, dass die Kanten {a;,a;+1}, 0 <i < n, paarweise verschieden sind. (“In
einem Kantenzug kommt jede Kante hochstens einmal vor™).

Ein Eulerscher Kantenzug in G ist ein Kantenzug [ag,ay, . . . ,ay| so, dass
K = {{ai,aiy1} | 0 <i < n} ist. (“In einem Eulerschen Kantenzug kommt
jede Kante von G genau einmal vor™).

Eine Eulersche Tour in G ist ein geschlossener Eulerscher Kantenzug.

G ist ein Eulerscher Graph, wenn es in G eine Eulersche Tour gibt.

Beispiel 265 : Der Graph

1/;\3

6 4
5
ist Eulersch, [1,2,3,1,4,3,6,4,5,6, 1] ist ein Eulersche Tour.

Beispiel 266 : Der Graph

|

ist nicht Eulersch, [5,1,2,3,1,4,3,5,4] ist ein Eulerscher Kantenzug.
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Satz 267 : G ist genau dann Eulersch, wenn G zusammenhdngend und der
Grad jeder Ecke gerade ist. In diesem Fall kann mit dem folgenden Algo-
rithmus (von Hierholzer) eine Eulersche Tour bestimmt werden.

e Wihle a| € E und einen Kantenzug X = [ay,...,a,| in G, der nicht
mehr fortgesetzt werden kann. (Jede Ecke ist gerade, also muss a; =
a, sein).

(%) ® Falls X eine Eulersche Tour ist: Ende.
Sonst sei K' := K\ {{aj,ai11} | 1 <i<r}und G’ := (E,K'). Wiihle
i€{1,...,r—1} so, dass a; Eckpunkt einer Kante in K' ist (eine sol-
che Ecke existiert, weil K' # 0 und G zusammenhiingend ist). Wiihle
einen Kantenzug Y := [a;, by, ...,bs] in G', der nicht mehr fortgesetzt
werden kann. (Da auch jede Ecke von G' gerade ist, muss a; = by
sein). Setze X und Y zum geschlossenen Kantenzug

Z:=lay,...,a;,by,....bs=aj,aii1,...,a]

zusammen. Ersetze X durch Z und gehe zuriick zu (x).

a,_l/.\./

r o/ o/
C>o 061/3 \

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass es in G eine Eulersche Tour gibt. Wird
bei dieser eine Ecke a iiber eine Kante erreicht, dann wird sie iiber eine
andere Kante wieder verlassen. Also muss der Grad von a gerade sein.

Sei nun G zusammenhingend und der Grad jeder Ecke von G gerade.
Dann ist der Algorithmus von Hierholzer korrekt, denn: bei jedem Durch-
lauf von (%) wird die Anzahl der Kanten in der Kantenfolge X vergroBert,
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also ist X nach hochstens #(K) Schritten eine Eulersche Tour. Insbesondere
ist G Eulersch.

Beispiel 268 : Der Graph

1 ——2
3 4 5 6
7 8 9 10
11—12

ist zusammenhéngend und alle Ecken sind gerade. Der Kantenzug
X :=[1,4,8,11,12,9,5,2,1]

kann nicht mehr fortgesetzt werden. Sei
Y :=1[4,3,7,8,9,10,6,5,4],

dann ist
Z:=1,4,3,7,8,9,10,6,5,4,8,11,12,9,5,2,1]

eine Eulersche Tour.

Wenn es im Zustellbereich eines Brieftriagers nur Kreuzungen mit einer
geraden Anzahl einmiindender Straen gibt, dann kann das Problem des
Brieftriagers mit dem Algorithmus von Hierholzer gelost werden.

Satz 269 : In G gibt es genau dann einen Eulerschen Kantenzug, wenn G
zusammenhdngend ist und hochstens zwei ungerade Ecken enthiilt.

Beweis:

= : Nur die Anfangs- und Endecke eine Eulerschen Kantenzuges konnen
ungerade Ecken sein.

< : Nach Satz 1 gibt es entweder keine oder genau zwei ungerade
Ecken. Wenn alle Ecken gerade sind, folgt die Behauptung aus Satz
267. Seien a und b zwei ungerade Ecken in G. Sei ¢ ¢ E und
H = (E U {c},K U {{a,c},{b,c}}).
Dann sind alle Ecken von H gerade und H ist zusammenhingend.
Nach Satz 267 gibt es eine Eulersche Tour [c,a =d,...,d, = b,c] in
H.Dannist [a = dy,...,d, = D] ein Eulerscher Kantenzug in G.
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Beispiel 270 : Im Graphen

N
/

X

N

gibt es einen Eulerschen Kantenzug, zum Beispiel [4,2,1,3,2,5,3,4,5].
Im Graphen

N
/

10
n—— 1w

sind 4 Ecken ungerade, also gibt es keinen Eulerschen Kantenzug.

§3. Optimale Touren

In diesem Abschnitt sei (G,w) := ((E,K),w) ein zusammenhéngender
bewerteter Graph und fiir alle k € K sei w(k) > 0.

Definition 271: Eine 7Tour in G ist eine geschlossene Kantenfolge
T :=[ag,ay,...,ay| so, dass

K ={{ai,ai1} | 0<i<n}
ist. Die Zahl

n—1
w(T) := ;)w({ai,ai+1})

heilt Bewertung der Tour T. Eine Tour T ist optimal, wenn ihr Bewertung
moglichst klein ist, das heiBt: fiir jede Tour S in G ist w(S) > w(T).

Beispiel 272: G sei der vollstindige Graph mit Eckenmenge {a,b,c,d}
und den folgenden Bewertungen der Kanten:
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\9)

Dann sind die geschlossenen Kantenfolgen
Ty :=la,b,c,d,a,c,d,b,a] und
T, :=la,b,d,c,b,d,a,c,a
Touren, ihre Bewertungen sind w(77) = 49 und w(T>) = 46.

Beispiel 273: Wenn G ein Eulerscher Graph ist, dann ist eine Tour genau
dann optimal, wenn sie eine Eulersche Tour ist.

Satz 274 : In einer optimalen Tour in G wird jede Kante hochstens zweimal
durchlaufen.

Beweis: Sei T eine optimale Tour. Wir nehmen an, die Kante {a,b} werde
mehr als zweimal durchlaufen, o. E. d. A. zuerst in der Reihenfolge a,b.
Dann sind vier Fille zu unterscheiden:

T=]... ..,a,b,....a,b,...] oder
T=]... ab...,a,b,...,b,a,...] oder
T=|..,a,b,....b,a,...,a,b,...] oder
T=|..,a,b,...,b,a,...,b,a,...].
Im ersten Fall
T=|..,a,b,...,a,b,cy,...,cr,a,b,...]
wire
T':=|...,a,b,...,a,c;,cr_1,...,C1,b,...]

ebenfalls eine Tour und w(7T") +w({a,b}) = w(T), Widerspruch zur Opti-
malitdt von 7. Die anderen drei Félle werden analog ausgeschlossen.

Satz 275 : Mit dem folgenden Verfahren wird eine optimale Tour in (G,w)
ermittelt:
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e Fulls G Eulersch ist, bestimme mit Satz 267 eine Eulersche Tour, die-
se ist optimal. Ende.

e Seien ay,...,ary, die ungeraden Ecken in G (ihre Anzahl ist immer
gerade). Berechne mit Satz 262 alle Abstinde dg(ai,a;j), 1 <i< j<
2m.

e Wiihle by,...,by,c1,...,cn SO, dass

{bl,...,bm,cl,...,cm} = {al,...azm}

und
m
Y dc(bi,ci)
i=1
moglichst klein ist, das heifst: sind b},...,b,,,c},...,c}, so, dass

{v,....b,.c\,....c..} ={ai,...am}

ist, dann ist

dG(bl- C;)

17

agE
agE

dg(bi,ci) <

1 i=1

~.

Berechne kiirzeste Wege W; von b; nach c;, 1 < i < m. Sei W; der
entsprechende Weg von c; nach b;, 1 <i < m.

e Seienxy,...,x, paarweise verschiedene Elemente, die nicht in E ent-
halten sind. Sei

H:= (EU{xi,...,xn}, KU {{bi,xi},{xi,c;} | 1 <i <m}).

(Dann ist G ein Untergraph von H und H ist Eulersch).
e Bestimme mit Satz 267 eine Eulersche Tour in H. Ersetze in dieser
Tour ...,b;,xj,cj,... durcﬁW, und

ey CisXiybiy ... durch ...W;.... Die so konstruierte Folge von Ecken
ist eine optimale Tour in G. Die Bewertung dieser Tour ist

Z W(k) -+ idc(bi,ci).

kekK i=1

Beispiel 276 : Im bewerteten Graphen im Beispiel 272 sind alle 4 Ecken
ungerade. Die Abstinde zwischen diesen Ecken sind in der folgenden Ta-
belle dargestellt. Zum Beispiel: Der Abstand zwischen b und d ist 6 (Eintrag
in der zweiten Zeile und dritten Spalte).

‘ab

SRS Y
A~ LW O
U NV Nl )
NN O LW
(=REN IV R



109 5. DAS PROBLEM DES BRIEFTRAGERS

Dabher ist
dg(a,d)+dg(b,c) =4+5=9
do(a,b) +dglc,d) =2+7=9
und
dg(a,c)+dg(b,d) =3+5=8.
Eine optimale Tour ist [b,a,c,d,b,c,a,d,b], ihre Bewertung ist 40.

Beweis: Es ist leicht nachzupriifen, dass die konstruierte Folge von Ecken
eine Tour in G ist. Wir zeigen noch, dass die Bewertung einer optimalen
Tour groBer oder gleich

m
Y wk)+ ) dg(bi,ci)
kekK i=1
ist. Sei [vo,vi,...,vs = vo| eine optimale Tour in G und k; := {v;,vi+1},
0<i<s. Sei

J:={j|0<j<s, esgibteini < jmitk; =k;}.
Seien y;, j € J, paarweise verschiedene Elemente, die nicht in £ enthalten
sind. Sei G der Graph mit Eckenmenge E U {y; | j € J} und Kantenmenge

KU{{v;,yj},{yj,vj+1}|Jj€J}.Sei T die Folge von Ecken in G, die man
durch Einfiigen von y; zwischen v; und v, fiir alle j € J, erhilt:

T = [V();Vl?' Vi Yjs Vil o5 Vs = VO]'

Nach Satz 274 ist T eine Eulersche Tour im Graphen G;. Entfernt man
aus T alle Kanten in K, dann verbleibt, eine Vereinigung von Kantenziigen
Zi,...,Zy, Wwobei Z; = [v},¥,Vj+1,Yj+1,Vj+2,- .| istfiir ein j € J. Die Gra-
de (in G) der Anfangs- und Endecken von Z;, 1 <i < r, sind ungerade, die
aller anderen Ecken sind gerade. Also ist die Menge dieser Anfangs- und
Endpunkte gleich der Menge {ay,ay,...,a,} der ungeraden Ecken von G,
insbesondere ist m = r. Sei u;_1 bzw. uy; die Anfangs- bzw. Endecke von
Z;, 1 <i<m.Dann ist

s—1
w([vo,vi,...,vs =wg]) = ;)W({Vi,vi-i-]}) >

m

> Y wk)+ Y do(uzioy,uzi) >
kek i=0

> Z W(k) + idc(b,‘,cl’).

kek i=0



KAPITEL 6

Polynomfunktionen und Polynome in mehreren Variablen

§1. Polynome in mehreren Variablen

In diesem Abschnitt seien R ein kommutativer Ring und 7 eine positive

ganze Zahl. Der Betrag eines Elementes i € N” ist die Zahl
li] := (i1, in)| =01+ 4.+ iy
Auf N" betrachten wir die komponentenweise Addition:
fiiri, j € N" ist
i+j:=1, i)+ (1yesgn) =1+ J1ye oo yin+ jn) -
Dann ist
i+ jl = li[+1j] -

Fiir jedes k € N" gibt es nur endliche viele Paare (i, j) € N" x N" mit der
Eigenschaft i+ j = k.

Definition 277 : Eine Familie (r;);cn» in R ist eine endliche Familie mit
Indexmenge N, wenn es nur endlich viele Indizes i € N” mit r; 7 0 gibt.

Satz 278 : Die Menge P, aller endlichen Familien mit Indexmenge N" in
R mit den Funktionen

+:P,xBP,—P,

((ri)ienm, (si)ienn) — (ri)ienn + (8i)ienn := (ri 4+ 8i)ienn
CPx Py — P,
((ri)ienm, (siienn) — (ri)ienn - (s)ienn == (Y, risjhenr
i JENT it j=k
und
tRX Py — Py, (1,(Si)ienn) = 1+ (8i)ienn := (7Si)ienn

ist eine kommutative R-Algebra. Sie heifit Polynomring (in n Variablen)
tiber R oder Algebra der Polynome (in n Variablen) mit Koeffizienten in R.
Ihre Elemente heif3en Polynome in n Variablen mit Koeffizienten in R. Das
Nullelement des Polynomringes in n Variablen ist die Familie 0 := (0);cnn,
das Einselement ist die Familie 1 := (8p);c N, wobei & gleich 1 ist, wenn
i =0, und 0 sonst.

110
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Beweis: Ubung.

Definition 279 : Es sei f = (r;);cn» # 0 ein Polynom mit Koeffizienten in
R. Der Grad von f oder Totalgrad von f ist die grofite Zahl in

{li] [ie N",ri#0}

und wird mit gr(f) bezeichnet. Das Polynom f heifit homogen vom Grad
d € N, wenn fiir alle i € N" mit r; # 0 gilt: |i| = d. Homogene Polynome
vom Grad 1 bzw. 2 heillen Linearformen bzw. quadratische Formen.

Die folgende Schreibweise ist zweckméfig: Wir wihlen n Symbole, zum
Beispiel x1,...,x,, und schreiben

Z rix'  oder Z Fiy o igX] X5 X0 statt  (ri)ienn -

ieN"
Wir sprechen dann von einem Polynom in den Variablen xy, . . . ,x, mit Koef-
fizienten in R. Fiir den Polynomring iiber R schreiben wir dann R[xy, . ..,x,]

oder, wenn n fest gewihlt ist, R[x]. Wir identifizieren Polynome vom Grad
0 mit ihren nullten Koeffizienten und fassen R so als Teilmenge von
R[x1,...,x,] auf. Die Polynome

x = (8;j)ienn, JjEN",
wobei 6; ; gleich 1 ist, wenn i = j, und O sonst, heien Potenzprodukte in n

Variablen.

Satz 280: Die Familie der Potenzprodukte (x');cyr ist eine R-Basis von
R[xl, - ,xn].

Beweis: Ubung.

Der Polynomring R[xi,...,X,] in n Variablen mit Koeffizienten in R
kann durch
Y rixt = Y () r,x’l1 x’z2 A
ieN" in  Ilyeeoin—1
als Polynomring Rl[xy,...,x,_1][x,] in einer Variablen mit Koeffizienten in
R[x1,...,x,—1] oder durch
Y =) Z”le X2 Zl L xin
ieN" 12,e0slp 11

als Polynomring R[x;][x2,...,x,] in n — 1 Variablen mit Koeffizienten in
R|x;] aufgefasst werden.
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Satz 281 :
(1) Wenn R ein Integritdtsbereich ist, dann auch Rxy, ... x,| und jedes
invertierbare Polynom in R|xy, ..., x,] hat Grad 0.

(2) Wenn R faktoriell ist, dann auch R|xy, ..., x,).

Beweis: Induktion iiber n.

n =1: Satz 84 und Satz 134.
n >1: R[xy,x2,...,%,] = R[xy,...,x,—1][xs], also folgt die Behauptung
nach Induktionsannahme aus den Sétzen 84 und 134.

Beispiel 282 : Polynome vom Grad 1 in R[xy,x,,...,x,] sind irreduzibel.
Das Polynom x? — x5 = (x| —x2)(x1 +x2) € Z [x1,x7] ist reduzibel.
Das Polynom x? +x3 € R [x1,x2] istirreduzibel in R [xy,x;], aber in C [x1,x2]

reduzibel: x§ +x3 = (x1 —i-x2)(x1 +i-x2).

Definition 283 : Es seien
__ i i '
fi= Z FiyoinX Xy o X0 € R[X1,X2,. .., Xp)
i1 somsin

ein Polynom und a := (ay,...,a,) ein n-Tupel von Elementen einer kom-
mutativen R-Algebra A. Dann ist

fla):= | Z ril,._inailla?...aff
U] y--sln
ein Element von A. Das n-Tupel a ist eine Nullstelle von f in A", wenn
fla)=0
ist.
Die Funktion
y(f):R* —R,re— f(r),

heil3t die durch f definierte Polynomfunktion und wird hiufig wieder mit f
bezeichnet.

Satz 284 : Es seien A eine kommutative R-Algebra, F(R",R) die R-Algebra
aller Funktionen von R" nach R und a € A".

(1) Die Funktionen
Rx1,x2,...,xy)| — A, f— f(a),
und
V:R[x1,x2,...,%,] — F(R",R) , fr—y(f)=[b— f(b)],

sind R-Algebrenhomomorphismen.



113 6. POLYNOME IN MEHREREN VARIABLEN

(2) Wenn R ein unendlicher Integritditsbereich ist, dann hat jedes Ele-
ment von F(R",R) hochstens ein Urbild unter y. In diesem Fall
miissen ein Polynom und die durch sie definierte Polynomfunktion
nicht unterschieden werden.

Beweis:
(1) Ubung.
(2) Induktion iiber n.
n =1: Satz 91, (4).
n >1:Essei f € R[xy,x7,...,x,] so, dass fiir alle r € R"
f(r)=0
ist. Wir zeigen, dass dann f = 0 ist.
Seien g € R[x1,x2,...,X,—1] so, dass
f= Z XX € Rlxy, .. x0—1] %]
ke N
ist. Fiir b € R"! sei
Io = Z gk(b)X§ € Rlx] .
ke N
Dann ist fiir alle ¢ € R und b € R*!

f;,(c) :f(bl,...,bn_l,c) :0,

also folgt aus dem Fall n = 1, dass f;, = 0 ist. Das bedeutet aber,
dass fiir alle k € N und b € R*!

gk(b) =0

ist. Nach Induktionsannahme sind dann fiir alle £ die Polynome
gr gleich Null, also auch f = 0.

Wenn R ein unendlicher Integrititsbereich ist, dann ist der Grad einer
Polynomfunktion von R" nach R der Grad des sie definierenden Polynoms.
Polynomfunktionen vom Grad 0 bzw. 1 bzw. 2 sind dann konstante bzw.
affine bzw. quadratische Funktionen.

§2. Algebraische Mengen

In diesem Abschnitt seien R ein kommutativer Ring und 7 eine positive
ganze Zahl.

Definition 285 : Ein System von polynomialen Gleichungen iiber R ist ge-
geben durch eine Teilmenge M C R[x|,x3,...,x,]. Gesucht ist die Menge

Ngn(M) :={r e R"| furalle f € Mist f(r)=0}
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aller gemeinsamen Nullstellen der Polynome in M. Diese heilit Nullstellen-
menge von M oder Losungsmenge des Systems. Eine Teilmenge N von R" ist
eine algebraische Menge, wenn sie die Nullstellenmenge einer Teilmenge
von R[xy,x2,...,X,] ist.

Satz 286 : Wenn zwei Teilmengen von R[xy,x2,...,X,] dasselbe Ideal erzeu-
gen, dann sind ihre Nullstellenmengen gleich.

Beweis: Ubung.

Satz 287 : Beliebige Durchschnitte und endliche Vereinigungen von alge-
braischen Mengen sind wieder algebraisch.

Genauer formuliert: Wenn N1, N,,... C R" die Nullstellenmengen von

M, M,,... CR[xy,...,x,] sind, dann ist

mNi:N(UMi)

ieN ieN

und
k

UNi=N{fi-foro o fil fieMi 1 <i<k}).

i=1
Beweis: Ubung.

Beispiel 288: n=2,R=R

N(x1 —xz) N(x1 +x2)

N((x1 —x2)(x1 +x2)) N({x1 —x2,x +x2})

N
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Die Nullstellenmenge von x% —x% = (x; —x2)(x; +x2) in R? ist die
Vereinigung der zwei Geraden N (x| + x;) und N(x; — x»). Die Nullstellen-
menge von {x; +x,x; —x} ist der Punkt (0,0), der Durchschnitt dieser
zwei Geraden.

Beispiel 289 : N((x? +x3 — 1) ist der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Ra-
dius 1.

NS+ 1) NS +3— )1 —x2)
(0,1) (0,1)

(1,0) (1,0)

Definition 290 : Das Radikal oder die Wurzel eines Ideals I von
R[x1,...,x,| ist das Ideal Rad(I) :=

={f € R[xy,...,x,] | es gibt eine positive ganze Zahl e mit f* € [} .

Beispiel 291 : Es seien n = 1, R ein Korper der Charakteristik O und
0 # f € R[x]. Dann ist

f

Rad(R[x] - f) = R[«] T 7. D)

Satz 292 : (Hilbert’scher Nullstellensatz) Es seien K ein algebraisch abge-
schlossener Korper und I ein Ideal in K|xy,...,x,]. Die Nullstellenmenge
von I in K" ist genau dann leer, wenn 1 € I ist. Das Radikal von I ist die
Menge aller Polynome in K[xy, . ..,x,]|, deren Nullstellenmenge die Nullstel-
lenmenge von I enthdilt.

Beweis: wird weggelassen.

Zwei durch Teilmengen M; und M, von K|[xy,...,x,] gegebene Systeme
von polynomialen Gleichungen haben also genau dann dieselben Losungs-
mengen, wenn die Radikale der von M| und M; erzeugten Ideale gleich
sind.
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§3. Quadratische Funktionen und Quadriken

In diesem Abschnitt betrachten wir Polynomfunktionen von R” nach
R. Nach Satz 284 koénnen wir dann Polynomfunktionen und Polynome
identifizieren und daher auch vom Grad einer Polynomfunktion sprechen.
Eine quadratische Funktion ist eine Polynomfunktion vom Grad 2. Null-
stellenmengen von quadratischen Funktionen von R" nach R heilen Qua-
driken in R".

Satz 293 : (Scheitelform)
Essei f: R — R, z—> az> +bz+c, eine quadratische Funktion.

(1) Es gibt eindeutig bestimmte reelle Zahlen s und t so, dass fiir alle
reellen Zahlen z

fx)=a(z—s)*+1

ist. Diese Darstellung von f heifit Scheitelform von f.
Esists = —% undt:c—%.
(2) Wenn L > 0 ist, gibt es keine (reelle) Nullstelle von f. Wenn L =

ist, ist s die einzige Nullstelle von f. Wenn é < 0 ist, hat f zwei

Nullstellen, und zwar s+ ,/ —é und s — / —é .

(3) Der Punkt (s,t) € R? ist ein Element des Graphen von f und heift
Scheitelpunkt von f. Wenn a < 0 ist, dann ist f(s) =t der grifite
Funktionswert von f. Wenn a > 0 ist, dann ist f(s) =t der kleinste
Funktionswert von f.

(,,Extremwertaufgaben® fiir quadratische Funktionen konnen daher
durch Berechnen der Scheitelform gelost werden).

(4) Ist P der Graph der Funktion g : R — R , z— az?, dann ist

Graph(f) ={(s,t)+p|peP}.

,Man erhdilt den Graphen von f, indem man P um (s,t) verschiebt.

Beweis:

(1) Ubung.

(2) Ubung.

(3) Das Quadrat einer reellen Zahl ist immer > 0. Wenn a < 0 ist, ist
daher a(z —5)? < 0. Somit kann f(z) = a(z —s)? +1 nicht groBer als
t = f(s) werden. Analog fiir a > 0.

4) Graph(f) ={(z,a(z—s)*+1)|z€ R} ={(z+s,az’ +1)|z€ R } =
={(s;0)+(z.az’)[ze R }.

Definition 294 : Die quadratischen Funktionen f : R> — R mit

Fx,y) = £(x* +y*) +coder f(x,y) = x*> —y* + ¢ oder
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flx,y) = +x? + ¢ oder flx,y) = +x2 -2y
mit ¢ € R heiBen affine Normalformen von quadratischen Funktionen von
R? nach R.

Satz 295 :

(1) Zu jeder quadratischen Funktion f : R? — R gibt es eine bijektive
affine Funktion (das ist die Hintereinanderausfiihrung einer Transla-
tion mit einer linearen Funktion) h : R*> — R? und eine quadrati-
sche Funktion g in Normalform so, dass goh = f ist.

,In Koordinatenform* formuliert: Es gibt eine invertierbare Matrix
T € R?*?, eine Spalte u € R**! und eine quadratische Funktion g
in Normalform so, dass fiir alle (x,y) € R?

fx,y) =g(Tiux+Tioy+ur, Toax+ Ty +uz)

ist.
(2) Die Nullstellenmenge von f ist das Bild der Nullstellenmenge der
quadratischen Funktion g unter der affinen Funktion h™", dh.

{(x,y) € R*[ f(x,y) =0} ={h~"(x,y) € R?|g(x,y) =0}

In Koordinatenform* formuliert: Mit den Bezeichnungen von (1) ist
die Nullstellenmenge von f gleich

{(T =)+ (T N0 —u), (T2 (x—w) + (T (y — u2))
| (x,y) € R?, g(x,y) =0}.

Beweis: Es seien a,b,c,d,e,k € R so, dass fiir alle (x,y) € R?
f(x,y) = ax® + bxy+cy* +dx+ey+k
ist.

(1) Fall 1: a > 0.
ax2+bxy+cy2+dx—|—ey+k:a(x2+§xy)+cy2+dx+ey+k:

2
=a(x+4y)*+(c—Z)? e+ 2ay)+(€—2—a)y+k—
:a(x+2bay+2da) +(c— 4a)y +(e—2a)y+k
_ Vab ' Jady
= (Vax+%5-y+% ) +(c— 4a)y +(e—z)y+k
Setze Tll-—\/_le \é; ,up = %.

Fall 1.1: c—— 0.
2
f(X,y):(T11X+T12y+141)2—2(( Te+bdy—I(k—L)).
2
Setze Ty -_o Ty = (—te+2) uy = —L(k—L).

Fall 1.2: ¢ — 7~ ;é 0.
Bestlmrne Wle in (1) T52,up und £ € R so, dass

(c— 22+ (e— by 4 (k— L) = (Togy +up)? + L ist.
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Dann ist f(x,y) = (Ti1x+ Tizy +u1)* + (Tooy + u2)* + £.
Fall 2: a < 0. Analog Fall 1.
Fall 3: a = 0,c¢ # 0. Analog Fall 1.
Fall4: a =0,c = 0. Dann ist b # 0 und bxy +dx+ey+k =
= ib(ery)2 — }‘b(x—y)erd%(xﬂLy) +%(x—y)+k.
Weiter wie in Fall 1 mit x 4 y statt x und x — y statt y.

(2) Nachrechnen.

Beispiel 296 : Finde eine Nullstelle der quadratischen Funktion
f:R?— R mit f(x,y) = x>+ 2xy+3y> —2x+2y — 6!
Es ist

X2 4 2xy43y7 = 2042y —6 = (x+y)2 +2y* —2(x+y) + 4y — 6 =

= (x+y—1)4+(V2y+V2)? =9 = (T 1x+ Tiay +u1)* + (Tooy +u2)* — 9

mit
T:= <(1) \}5) ,T71 ::\/7E ({? _11> und u:= (\_/%)

Die Nullstellenmenge von g : R? — R mit g(x,y) =x>4+y> —9ist K3 :=
{(x,y)||(x,y)]| = 3}, also ein Kreis mit Radius 3 und Mittelpunkt (0,0).
Die Nullstellenmenge von f ist somit { (x — @y—k 2, @y —1)|(x,y) €K3}.
Zum Beispiel ist (3,0) € K3, also f(5,—1) =0.

(0,3)

§4. Die Anzahl der Potenzprodukte in n Variablen vom Grad d

Satz 297 : Es seien k und n natiirliche Zahlen mit k < n.
Eine Menge mit n Elementen hat genau (Z) Teilmengen mit k Elementen.

Beweis: Sei M eine Menge mit n Elementen. Wir beweisen die Behauptung
durch Induktion iiber n:
Eine Menge mit 1 Element hat ((l)) = 1 Teilmenge mit 0 Elementen und

G) = 1 Teilmenge mit 1 Element.

Wir nehmen an, dass wir die Behauptung fiir » — 1 > 0 schon bewiesen
haben. Wenn k = n ist, dann ist M die einzige Teilmenge von M mit k Ele-
menten und (Z) = 1. Wir konnen daher annehmen, dass k < n — 1 ist. Ist
m € M, dann ist die Anzahl der Teilmengen von M \ {m} mit k Elemen-
ten nach Induktionsannahme gleich (" ;1) Die Anzahl der Teilmengen mit
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k Elementen von M, die m enthalten, ist gleich der Anzahl der Teilmen-
gen von M \ {m} mit k — 1 Elementen (weil jede solche durch Hinzunahme
von m zu einer Teilmenge von M mit k Elementen ergénzt werden kann),
nach Induktionsannahme also (}~}). Daherist (§_|)+ (";') die Anzahl der

Teilmengen mit k Elementen von M. Nach Satz 48 ist (’;:}) - (";1) = (7).

Satz 298 : Es seien n und d positive ganze Zahlen, R ein kommutativer Ring
und R|xy,. ,gcn] der Polynomring in n Variablen mit Koeffizienten in R. Die
Produkte x| x3 - x'n heiffen Potenzprodukte in n Variablen.

(1) Die Anzahl der Potenzprodukte in n Variablen vom Grad d ist (d;ffl) .

(2) Der R-Modul der homogenen Polynome vom Grad d in R|xy, ..., x,]
d+n—1
n—1 )

ist frei und hat die Dimension (
Beweis:
(1) Wir stellen ein Potenzprodukt

i1 Iy in
x]xz ...xr;"_xlxl...xleXz...xZ...xnxn...xn

vom Grad d in der Form yy---yzyy---yz---zyy---y dar.
In diesem Produkt kommt der Buchstabe y genau d-mal vor und der
(Trenn-)buchstabe z genau (n — 1)-mal. Insgesamt sind es also
d+n— 1 Buchstaben. Nach Satz 297 gibt es genau (d:f Il) Moglich-
keiten, die n — 1 Buchstaben z auf d + n — 1 Plétze zu verteilen.

(2) Die Potenzprodukte vom Grad d bilden eine Basis dieses R-Moduls,
daher folgt die Aussage aus (1).

Beispiel 299 : Es gibt (/') = d + 1 Potenzprodukte vom Grad d in 2 Va-
riablen und
(d+2> (d+2)(d+1)

2 ) 2
Potenzprodukte vom Grad d in 3 Variablen.



120 6. POLYNOME IN MEHREREN VARIABLEN

n = 2: 5 Potenzprodukte vom Grad 4

X
X1 X%
\c%x%
JC?Xz
1 xf

n = 3: 15 Potenzprodukte vom Grad 4




KAPITEL 7

Schaltalgebra

§1. Boole’sche Ringe

Definition 300 : Ein Element a eines Ringes heifit idempotent, wenn a> = a

ist. Ein Ring ist ein Boole’scher Ring, wenn alle seine Elemente idempotent
sind.

Beispiel 301 : Das Nullelement und das Einselement jedes Ringes ist idem-
potent. Z ist ein Boole’scher Ring. Ist M eine Menge, dann ist der Ring
aller Funktionen von M nach Z, ein Boole’scher Ring.

Satz 302 : Es sei R ein Boole’scher Ring. Dann:

(1) R hat Charakteristik 2 und ist kommutativ.

(2) Die Teilmenge {0,1} ist ein zu Z, isomorpher Unterring von R und
R ist eine Z,-Algebra.

(3) Wenn R endlich ist, dann ist die Anzahl der Elemente von R eine
Potenz von 2.

Beweis:
(1) FirreRistr+r=(r+r)?=r*+r*+r*+r>=r+r+r+r, also
istr+r=0und r = —r.
Firr,s €Ristr+s= (r+s)>2=r’+s>+rs+sr=r+s+rs+sr,
also ist rs+sr = 0 und rs = —sr = sr.

(2) Aus (1) folgt 1 +1 = 0. Der Ring {0, 1} ist zu Z, isomorph.
(3) Nach (2) ist R eine {0, 1}-Algebra.

Satz 303 : Es sei M eine Menge und F (M, Z.7) die Z,-Algebra aller Funk-
tionen von M nach 7. Fiir m € M sei 6,, die Funktion, die m auf 1 und alle
anderen Elemente von M auf 0 abbildet. Fiir eine Teilmenge N von M sei
1y die Funktion, die alle Elemente von N auf 1 und alle anderen Elemente
auf O abbildet ( ,,charakteristische Funktion von N*).

5m:1{m}: Iy :

1 111 1
0 | 000 0o | o
pe M - S— M

121
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Dann:

(1) Die Familie (Oy,)menm ist eine Z,-Basis von F(M, Z,).

(2) FI;inE ?(Mv Zz) lStf:ZmGMf(m)5m ’
insbesondere ist 1y =Y ey Om-

(3) Ist M eine endliche Menge mit n Elementen, dann hat §(M, Z.,)
2" Elemente.

4) Fiir X, Y CMist 1x -1y = 1lxay , Ix + 1y + 1x - 1y = 1lxuy und
Iy +1x = Iynx

Beweis: Ubung.

Beispiel 304 : (,,Mengenalgebra®“) X, Y und Z seien Teilmengen von M.
Zeige,dass XN (YUZ) = (XNY)U(XNZ) ist!

Diese Teilmengen von M sind genau dann gleich, wenn ihre charakteristi-
schen Funktionen gleich sind.

Es ist lXﬂ(YUZ) =lx-lyuz=1x"- (ly +17,4+1y- lz) =
=lx-ly+1x-1z+1x-1y-17 und

Lixnryuxnz) = Lxnry + Lixnz) + Lixny) - Lixnz) =

=lIx-Iy+lx-lz+1x-ly-lx-lz=1x-ly +1x -1z +1x -1y - 17.

§2. Schaltalgebra

Eine Schaltung besteht aus mehreren Schaltern, Leitungen, einer Strom-
quelle und einem Verbraucher (zum Beispiel einer Lampe), an dem man
sieht, ob Strom flieBt oder nicht. Diese zwei moglichen Zustidnde des Ver-
brauchers beschreiben wir durch 0 € Z, (Strom fliet nicht) und 1 € Z»
(Strom flief3t).

I

0 o

Die Schalter haben auch zwei Zustinde, diese bezeichnen wir auch mit
0€ Z,rund 1 € Z».
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Der Zustand von n Schaltern wird durch ein n-Tupel in Z7 beschrieben.
Statt Schaltungen konnen auch elektronische Bauteile mit » Eingédngen und
einem Ausgang betrachtet werden.

Die Schaltfunktion einer Schaltung mit n Schaltern ordnet jedem Zustand
der n Schalter der Schaltung den Zustand des Verbrauchers zu, ist also eine
Funktion von Z? nach Z».

Beispiel 305 : Die Schaltfunktion der Schaltung
52
s1 ._[?
4./
S3

ist f: Z% — 7, wobei f(z1,22,z3) der Zustand des Verbrauchers ist,
wenn (z1,22,23) die Zustidnde der drei Schalter sind. Zum Beispiel ist
f(1,1,0) =1 (es flieBt Strom durch den Verbraucher, wenn s; und s, ge-
schlossen sind und s3 offen ist).

Satz 306 : Es seien n eine positive ganze Zahl, V := 7.5 und
pi: L5 — Zy,(x1,...,xn) — X;, die i-te Projektion, 1 <i<n.

(1) Fiirx e Z% ist 6, = (Hi7x[:1pi) [Tix=o(1v + pi).
(2) Fiil’f S ?( 37 ZZ) iStf = ZxGVf(x) (Hi,x,:l pi) 'Hi,x,—zO(lV +pi)'

Beweis:

(1) Ubung.
(2) Folgt aus (1) und Satz 303, (2).

Beispiel 307 : Fiir n = 4 und x = (1,0,0,1) ist 8 = p(1y 4 p2)(1y +
P3)Pa4.

Definition 308 : Fiir f,g € F(Z%, Z,) sei
Sfi=lvf, fAgi=fog und fVgi=fig+fog

Sind S und T Schaltungen mit Schaltfunktion f und g, dann ist f' A g die
Schaltfunktion der ,,Serienschaltung™ von S und T
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P

und f 'V g die Schaltfunktion der ,,Parallelschaltung® von S und 7.

S T

S

Satz 309 :
(1) Fiir f,g,h € F(Z%5,Z,) ist
(fVg)Vh=fV(gVh)(,V ist assoziativ:).
(2) Fiir f,g € F(Z5,Z) ist
~(fng) = (=f)V(mg) und ~(fVg) = (=f) A(=g).

Beweis:
(1) Nachpriifen.
(2) ~(frg)=1lv+f-g
(=AHV(g) =y +f)+(v+g) +(lv + f)(ly +g) =
=ft+g+f+gtlv+[f-g=
=ly+f-g
Analog: ~(f'Vg) = (=f) A (—g).

Ist eine Schaltung gegeben, dann kann die entsprechende Schaltfunktion
leicht beschrieben werden. Zum Beispiel: Sind n Schalter in Serie geschal-
ten, dann ist

PIAP2A...App=p1-p2--..-pn: L) — Lo
die zugehorige Schaltfunktion. Sind n Schalter parallel geschalten, dann ist
PIVPNV .. Npp: L5 — 7Ly

die zugehorige Schaltfunktion.

Oft ist die Schaltfunktion vorgegeben und eine entsprechende Schaltung
gesucht. Zum Beispiel: Eine Lampe im Erdgeschol3 eines Stiegenhauses soll
von drei Schaltern (im Keller, im Erdgeschof3 und im ersten Stock) ein- und
ausgeschalten werden. Bei jeder Anderung des Zustandes eines Schalters
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soll sich der Zustand der Lampe dndern (man mochte ja z. B. die Lampe im
Stiegenhaus im Keller einschalten und im ersten Stock wieder ausschalten
konnen). Die Funktion f = p; 4+ p> 4+ p3 konnte dafiir gewéhlt werden. Um
die entsprechende Schaltung zu finden, benutzen wir den folgenden Satz.

Definition 310 : Fiir eine endliche Familie (f;)ic; in F(Z%, Z,) sei

NJi = Foy NMs@) N A fog <= Hﬁ)

i€l icl
und

\ fi=fo)V fo@) V-V fow
iel
(fiir eine bijektive Funktion o : {1,2,...,k} — 1 ).

Satz 311: Es seien n eine positive ganze Zahl, V := 7.5 und
pi: L5 — Zy,(x1,...,Xn) — X;, die i-te Projektion, 1 <i<n.

(1) Fiir f € F(Z%5,Z,) ist

=V (( A p)( A w»))
xeV,f(x)=1 ixi=1 i.xj=0

(. disjunktive Normalform von f*).
(2) Fiir f € F(Z5,Z>)

= A ((\/(ﬁpi)>\/<\/l?i)>
x€V,f(x)=0 ixi=1 i,x;=0

(,,konjunktive Normalform von f*).

Beweis:

(1) Folgt direkt aus Satz 306 (2).
(2) Nach (1) und Satz 309 ist

~f= '\ (( A\ Pi> /\< A\ (W%‘))) und
x€V,(=f)(x)=1 ix;i=1 i,x;=0

f=-(=f=-( YV (( A pi)A< N (WW)))):
x€V,f(x)=0 ixi=1 i,x;=0

~ A (<ﬂ</\pi>>v<ﬁ</\<ﬁpi>»>:

XEV,f(X):O ixi=1 i7x,-:0
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= A (( V vV Pi>> ~

xeV,f(x)=0 \ ix=1 i,x=0

Beispiel 312 : Die Funktion f: Z% — Zo ist durch die Tabelle

x1 | x2 | x3 | f(x1,x2,X3)
0/0|0 0
01011 1
0}/11]0 1
0111 0
11010 1
11011 0
11110 0
11111 1

definiert. Es ist f = p; 4+ p2 + p3. Die disjunktive Normalform ist
f=((=p) A(=p2) Ap3)) V ((=p1) Ap2 A (=p3))V
V(p1 A (=p2) A(=p3)) V(p1 Ap2aAps),
die konjunktive Normalform ist
F=p1Vp2Vp3)A(p1V (=p2) V(=p3)) A((=p1) V p2 vV (=p3))A

A((=p1) V (mp2) V p3).
Verwendet man die disjunktive Normalform der Schaltfunktion, so kann die
Schaltung als Parallelschaltung von 4 Serienschaltungen mit je 3 Schaltern
gebaut werden. Von diesen insgesamt 12 Schaltern sind jeweils 4 (die 4
Schalter links, die 4 Schalter in der Mitte und die 4 Schalter rechts) zu
einem Schalter zusammengefasst (s, s> und s3).

S1 52 53

Verwendet man die konjunktive Normalform der Schaltfunktion, so kann
die Schaltung als Serienschaltung von 4 Parallelschaltungen mit je 3 Schal-
tern gebaut werden. Von diesen insgesamt 12 Schaltern sind jeweils 4 (die
4 Schalter oben, die 4 Schalter in der Mitte und die 4 Schalter unten) zu
einem Schalter zusammengefasst (s, 5o und s3).

IR




