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V2 und TT | .!

Quadrat Kreis
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V2 und TT
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V2 und TT
Zahlengerade
0 1
Addieren A 0’
A 0 A+B 1 B
Multiplizieren
O CcDbhb 1 D
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V2 und TT | .m
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V22 <Tl<2+2=4
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V2 und TT O . H

B B

Fur n=4:3.061467458 <t < 3.313708500
FUr n=1000: 3.141591362 < < 3.141595238
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V2 und TT

1995 Bailey- Borwein- Plouffe:

n
1 4 2 1 1
2

nm= lim . - - -
16X "‘\8k+1 8k+4 8k+5 8k+6

n->c0 k=0

n=2: 3.141587390
n=>5: 3.141592653
n=6: 3.141592654
n=100: 3.141592654
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V2 und TT

r
_I ,alsob=a.r

| T

Der Umfang des Kreises mit Radius r ist das r-fache des Umfangs des Kreises
mit Radius 1, also 2rm.
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V2 und TT .m

Gauss: 1+2+ ... +100 = ?
Kurzschreibweise: ~ Y:2% k=7

100 f = (1 +100) + (2 +99) + (3 + 98) + ... + (50 + 51) =
=50 - 101 = 5050

YR tk=1+2+..+(n=2)+(n-1)=

[n — 1] n [n+

1],
x =

= [1+(n-1)] + [2+(n-2)] + ... + [(
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V2 und TT .m

=
k+1
n
1
;r
ZErn
n
n-1 k4, 27T Qn-1 2r’m (n(n-1)) _ , 1
K15 2rfn= —— YipZ1k=——" =r’m(1--)
n n n
Flache eines Kreises mit Radius r: nlimoo rrr(l- %) =rn
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V2 und TT .m

Bruchzahlen (rationale Zahlen): Quotienten von ganzen Zahlen;

zum Beispiel: 327 718=28  93,995=225
100 1000

4’ 13’
Alle Zahlen, die durch Ziffern dargestellt werden kénnen, sind Bruchzahlen (rationale Zahlen).

\/2 ist keine Bruchzahl:

Wire V2 == , wobei a und b ganze Zahlen sind und nicht beide

b
durch 2 teilbar, dann:
_a_z 2 _ 2
2= 28 2b

a? durch 2 teilbar, also a = 2¢
4c? = 2b?, 2c? = b?
b2 durch 2 teilbar, also auch b. Widerspruch!

n ist keine Bruchzahl: Beweis viel schwieriger (Lambert, 1761)
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V2 und TT .m

V2 kann nicht durch Ziffern dargestellt werden (nur Bruchzahlen kénnen
durch Ziffern dargestellt werden), wie dann?

a, b, ¢, d Bruchzahlen

a+bvV2=c+dv2
a—c=(d-b)V2

Wired —b 20, wire V2 = ﬁ eine Bruchzahl (Widerspruch).

Also:d=bunda=c.

,Die Bruchzahlen a, b sind durch die reelle Zahla+ b V2 eindeutig
bestimmt.”
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V2 und TT .m

(@a+bV2)t(c+dV2)=(a+c)t(b+d2
(a+bVv2) - (c+dV2)=(ac+2bd) + (ad + bc)vV/2

Wenn (a, b) # (0, 0):
(a+bv2)-(a-bv2)=a2-2b>%0
Denn:
Wenn b =0:3a%-2b%2=3a%#0
Wenn b # 0: Ware a? - 2b% =0, wére (%)2 =2, alsoV2 = (%) eine Bruchzahl.

Also: 1/(a + bv2) = —2 2

a? —2b®> a?-2b?

,Addiert, subtrahiert, multipliziert, dividiert (auBer durch 0) man Zahlen
der Form a + bv/2, erhilt man wieder solche.”
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V2 und TT

Darstellung am Computer:
a + b2 durch (a, b)

z.B.:-2 +-= \/Edurch(z—)

(a,b)+(c,d):=(axc,btd)
(a, b) - (c, d): = (ac + 2bd, ad + bc)

—b
a’ 2b2’ 2 2b2)

1/(a, b): = {
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Rechnen mit /2 im Computeralgebrasystem MAPLE

[%+2'sqﬂ(2))3-[% - % sqn(?.))z.

[11 - %.sqrt(2))

11—iﬁ

7
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Rechnen mit +/2 im Computeralgebrasystem MAPLE

(% +2 sqrt(2))3-(% - % sqrt(Z))2 |

(11 - %sqrt(Z))

evala

28382719 4566119
5283712 i 660464 \/7
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V2 und TT .m

Reelle (bzw. komplexe) Zahlen, die Nullstellen von Polynomfunktionen mit
rationalen Koeffizienten sind, heil’en algebraische Zahlen. Reelle (bzw.
komplexe Zahlen, die nicht algebraisch sind, heiRen transzendente Zahlen.

Das heil3t: fir eine algebraische Zahl a gibt es Bruchzahlen (rationale Zahlen)
Co €1, Gy, oo, C

so, dass nicht alle = 0 sind und
Co+ Cla+ C@a2+..+c,a"=0

n

ist.

2
Beispiel: 2- V2'=0 (cp=2, ¢;=0, c,=-1), V2 ist eine algebraische Zahl.
Beispiel: V5 st eine algebraische Zahl.

Beispiel: Jede Bruchzahl ist eine rationale Zahl.
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V2 und TT

Carl Lindemann (1882): mist eine transzendente Zahl.
Das heif3t: Fiir alle nattrlichen Zahlen n und alle rationalen Zahlen
Cos C1s Cyy oo, C,, Mt
Co+ C M+ C,M2+...+¢c,m"=0
folgt,
dass c,=c,=c,=...=¢, =0 ist.

Charles Hermite (1873): Die Eulersche Zahl e ist eine transzendente Zahl.

€= lim(1+ ) = lim Y ok.

n—oo n—oo
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